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O texto deste Compéndio fo/ utilizado no ambito de uma
experiéncia de modernizacdo do ensino da matemética em Por-
tugal, dirigida pelo Prof. Sebastido e Silva e realizada pelo Minis-
tério da Educacdo Nacional em colaboragéio com a O.C.D.E.
(Projecto Especial STP-4/SP). Nesta experiéncia estiveram envol-
vidos alunos dos antigos 6. e 7.° anos do ensino liceal (idades
entre 15 e 17 anos).

Nos termos do acordo estabelecido entre a O.C.D.E. e Por-
tugal é proibida a reproducao total ou parcial deste texto por
terceiros.



ADVERTENCIA PREVIA

O Compéndio de Matematica é destinado a servir, ndo sé como
auxiliar de estudo para o aluno, mas ainda como complemento de
formacao para o professor. Dai o desenvolvimento e o pormenor
com que foi escrito. Cabe pois ao critério e ao bom senso do
professor dosear a densidade do ensino com base no Compéndio.

Este, por outro lado, nao contém todos os assuntos a desen-
volver nas turmas experimentais do 6.° ano (*). Em alguns casos
serd necessdrio recorrer aos livros adoptados, tal como se indica no
presente Guia (%) e no proprio Compéndio.

(*) Refere-se o autor as turmas do ensino liceal nas quais, na altura da
primeira edicdo fotocopiada do presente Guia, se desenvolveu a experiéncia
pedagégica de modernizagdo do ensino da matemética.

(?) Este Guia corresponde ao 1.° volume do Compéndio de Matemética
(1.2 e 2.° tomos).



NORMAS GERAIS

1. A modernizacdo do ensino da matemadtica terd de ser feita
nao s6 quanto a programas, mas também quanto a métodos de
ensino. O professor deve abandonar, tanto quanto possivel, o
método expositivo tradicional, em que o papel dos alunos é quase
cem por cento passivo, e procurar, pelo contrdrio, seguir o método
activo, estabelecendo didlogo com os alunos e estimulando a imagi-
nacdo destes, de modo a conduzi-los, sempre que possivel, a
redescoberta.

2. A par da intuicdo e da imaginacdo criadora, ha que desen-
volver ao maximo no espirito dos alunos o poder de andlise e o
sentido critico. Isto consegue-se, principalmente, ao tratar da
definicao dos conceitos e da demonstracio dos teoremas, em que
a participacdo do aluno deve ser umas vezes parcial (em didlogo
com o professor) e outras vezes total (encarregando cada aluno
de expor um assunto, apds preparagdo prévia em trabalho de casa).

3. Muito raramente se deve definir um conceito sem ter partido
de exemplos concretos e, tanto quanto possivel, sugestivos. Se a
preparacado psicoldgica tiver sido bem conduzida, sera muitas vezes
o aluno quem acabard por definir espontaneamente o conceito, com
ou sem ajuda do professor. Em qualquer caso, este devera enca-
minhar o aluno para o rigor de linguagem, que equivale a dizer,
de pensamento. Para isso, sera de grande auxilio a introdugédo a
l6gica matematica, feita logo de inicio.

4. Quanto a demonstragdo dos teoremas, deve seguir-se com
frequéncia uma norma semelhante 3 anterior. E altamente dese-
javel que o aluno seja muitas vezes posto em condi¢gdes de ver o
teorema antes de o demonstrar e que essa visGdo o encaminhe a
construir por si mesmo a demonstracdo, mais ou menos impecavel
do ponto de vista 16gico. Nao esquecer que, na investigacdo mate-

madtica, a intuicdo precede normalmente a logica.

5. A ordem légica na apresentacdo dos assuntos nao € muitas
vezes a mais aconselhavel do ponto de vista did4ctico. Normalmente
o aluno sé pode tomar consciéncia da necessidade de certo grau
de rigor, depois de ter compreendido os assuntos em primeira apro-
Ximagédo ou de modo intuitivo, exactamente como sucede na inves-

1



tigagdo. Assim, em vez da ordem l6gica, haverd que seguir de
preferéncia a dialéctica do intuitivo-racional e do concreto-abstracto,
em que o grau de rigor I6gico se ird elevando progressivamente,
com a adesdo espontanea do aluno.

6. Para desenvolvimento do sentido critico, é essencial enco-
rajar o aluno a discusséo livre e disciplinada, habituando-o a expor
com calma e sem timidez os seus pontos de vista e a examinar
serenamente e com interesse as opinides dos outros.

7. Ao seguir o método activo, o professor deve evitar que os
alunos falem todos ao mesmo tempo. Quando um aluno tiver algo
a dizer, levantard o brago. Compete entdo ao professor escolher
entre varios.

Muitas vezes o professor chamard um aluno a secretdria ou a
pedra. O aluno deverd entdo movimentar-se rapidamente e com o
minimo ruido. Deste modo se estabelece o dinamismo disciplinado,
que caracteriza a vida em corpo sado, e que é indispensédvel ao éxito
do método activo.

Nao esquecer que o ruido é desfavordvel a concentragido inte-
lectual, e que tentar conciliar as duas coisas reverte geralmente em
prejuizo do sistema nervoso, contribuindo para o desenvolvimento
de um dos maiores flagelos da nossa época. A melhor sala de aula
serd muitas vezes a que estiver maijs afastada da via publica (*).

8. A matemadtica nao se reduz a ciéncia isolada platonicamente
de tudo o resto. E também um instrumento ao servico do homem
nos mais variados ramos da ciéncia e da técnica. O professor deve
sempre ter presente este facto e tentar estabelecer, sempre que
possivel, as conexdes da matematica com outros dominios do pen-
samento, atendendo a que muitos dos seus alunos irdo ser fisicos,
quimicos, biélogos, gedlogos, engenheiros, economistas, agronomos
ou médicos.

9. Na aprendizagem da matematica nao basta ter intuicdo,
compreender, definir e raciocinar. E também indispenséavel adquirir

(1) Estao infelizmente a multiplicar-se os casos de alunos com depressdes
nervosas de indole grave. Se um dia se proceder, como se impde, ao estudo
sério deste problema, hd-de chegar-se provavelmente a conclusdo de que uma
das causas preponderantes desse fendmeno é o ruido de que o aluno vive geral-

mente rodeado.
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certos automatismos psicoldgicos. Isto vale, especialmente, no que
se refere a técnicas de cdlculo. Tais técnicas sdo mais perfeitamente
assimiladas quando o aluno conhece bem os fundamentos tedricos.
das mesmas. Mas esse conhecimento ndo basta: o professor deve
insistir para que os alunos se treinem bastante em exercicios equili-
brados, que requeiram a aplicacdo das referidas técnicas.

10. O treino recomendado na norma anterior ndo deve confun-
dir-se de modo nenhum com a mecaniza¢do do aluno na resolugao
de exercicios por meio de receitas, aplicadas sem qualquer conhe-
cimento de causa. Essa prdtica, tal como se tem generalizado entre
nés, s6 contribui para desvirtuar completamente a finalidade do
ensino da matemaética, habituando o aluno a ndo pensar e destruindo
nele toda a iniciativa e toda a espontaneidade para a resolugdo de
problemas essencialmente novos, como 0s que sdo postos a cada
passo pela ciéncia, pela técnica e pela vida corrente.

11. Alunos e professor devem assumir nas aulas uma atitude
descontraida (*), que afaste tanto quanto possivel do espirito dos
alunos a ideia da nota que irdo ter no fim do periodo (lembrando
que o seu interesse principal é aprender) e modere no espirito do
professor a ideia de que é juiz (lembrando que a sua missdo é,
acima de tudo, ensinar). Assim, o que deve dominar nas aulas é
o interesse pelos assuntos tratados. Estes nao tém necessariamente
de ser todos reduzidos a forma de exercicios escritos (0 que é muitas
vezes um modo de os tornar abomindveis). Especialmente no que
se refere a demonstracdes — um aspecto em que é preciso insistir
muito — o professor deverd recorrer de preferéncia ao sistema de
chamadas breves.

12. E dialogando com os alunos que o professor acaba muitas
vezes por esclarecer, para si proprio, certos assuntos que pretende
ensinar. Isto ndo vem sendo corroborar um velho preceito:

A melhor maneira de aprender é ensinar.

Haja em vista os Didlogos de Platdo. No «Teeteto» é definida
explicitamente por SdOcrates a missdo do mestre: ajudar a virem a
luz as ideias na mente do discipulo. E quantas vezes, n0O mesmo
instante, ndo se ilumina a mente do professor!

(1) Descontracgdo nao implica mé-criagdo.
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13. Nesta ordem de ideias, o professor deve combater no
aluno, e em si préprio, o receio de errar, enquanto se trata de fazer
um esforgo sincero para aprender ou ensinar. Porque sé errando
se aprende verdadeiramente. Ai daqueles que ndo aprendem a custa
da prépria experiéncia e dos proprios erros, porque esses pouco ou
nada aprendem, na verdade.

14. O método heuristico (ou de redescoberta) s6 a principio
poderd parecer mais moroso. A crian¢ca que aprende a andar com
aparelhos ou a pessoa que aprende a nadar com flutuadores sé
ilusoriamente aprende mais depressa: na realidade aprende mais
devagar e pior.

15. Séo por vezes obstaculos a aplicacao do método heuristico
os dois casos extremos que podem surgir numa turma: alunos muito
bons e alunos francamente maus, especialmente os repetentes.
Os primeiros estdao sempre prontos a responder, ndo deixando tempo
aos restantes para pensar (vide norma 7). Os segundos criam
uma atmosfera de desinteresse, porventura mesmo de indisciplina,
ou entdo ja conhecem a receita, que aprenderam no ano anterior,
acabando assim por viciar o processo heuristico. Cabe ao bom
senso do professor encontrar uma solucdo de equilibrio, tendo
presente a norma 7.

16. Terminaremos estas consideracgdes, traduzindo algumas das
medidas preconizadas na América para a renovacao do ensino geral:

a) O ensino em todos os graus terd de se tornar mais flexivel,
mais adaptado, quer as solicitagbes dum mundo em répida evolucéo,
quer as aptiddes dos individuos.

b) Necessitamos de métodos aperfeicoados para descobrir
talentos e leva-los a atingir a plena maturidade.

c¢) N&o devemos encorajar, seja de que modo for, qualquer
sistema de ensino que tenda a criar uma geracdao de bérbaros, inca-
pazes de apreender uma ideia que nao lhes seja «programada» por
outro cérebro ().

(1) Alusdo aos programas feitos pelo homem para os «cérebros» electrd-
nicos, que néo pensam, mas se limitam a executar mecanicamente esses pro-
gramas.
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OBSERVACOES AO CAPITULO |

1. A légica matematica é um meio poderoso para habituar o
aluno a clareza e ao rigor, tanto da linguagem como do pensamento.
Esta intrcducdo constitui, a0 mesmo tempo, uma excelente oportu-
nidade para despertar no aluno o interesse pela discussdo bem con-
duzida, o gosto da dialéctica.

A experiéncia dos anos anteriores tem demonstrado que este
capitulo, bem como o seguinte, encontram a melhor aceitacdo por
parte dos alunos. O professor poderé portanto tratd-lo relativamente
depressa, tanto mais que todas as nocoes aqui introduzidas serdo
depois constantemente utilizadas nos capitulos seguintes.

2. A distincdo entre designacao e designado (em particular a
distingdo entre fraccdo e numero fraccionédrio) é importante, mas
basta que fique esclarecida na aula, neste momento e mais tarde,
quando venha a propdsito. Nao é contudo necessdrio fazer deste
assunto um cavalo-de-batalha e inclui-lo em exercicios escritos.

3. Quanto a nocao de conjunto (ou classe), introduzida intuiti-
vamente nos n.°s 5, 6, 7 e 8, convém notar que a palavra ‘classe’
¢ usada hoje, tecnicamente, por légicos matematicos, com um
significado ainda mais geral que o da palavra ‘conjunto’, para evitar
o paradoxo de Russell da teoria dos conjuntos. Mas a distingao
é inacessivel nesta fase elementar e pode por enquanto evitar-se,
utilizando a distincdo em tipos |6gicos. Alids, o préprio assunto
dos tipos Iégicos deverd ser apenas tocado ao de leve, porquanto
o aluno ainda ndo tem suficiente receptividade para este género
de questoes. Pelo contrdrio, o professor necessita de ter ideias
bem claras e assentes sobre o assunto.

4. O aluno dever4, logo a partir da 3.2 ou 4.2 licdo, ser fami-
liarizado com as operagOes ldgicas elementares. Inicialmente, as
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tabelas de verdade poderdo ser apresentadas com aspecto mais
acessivel do que no Compéndio. Por exemplo, para a conjuncéo,
para a disjuncdo inclusiva, para a disjuncdo exclusiva e para a
implicacdo, poderdo usar-se as seguintes disposicoes:

p|la|pPAg p | a|pVg
V|V v vV | Vv Vv
vV | F F V| F v
F |V F F | vV Vv
F | F F F | F F
p |l a | pVa P | a|p=>q
VARERY F vV | v Vv
vV | F Vv F |V Vv
F |V v F | F Vv
F | F F v | F F

5. Quanto as propriedades das operagbées (pags. 32 e 33,
1.° tomo), convém acrescentar as propriedades da idempoténcia da
conjuncdo e da disjun¢do, que consistem no seguinte:

aNa=a , aVa=a (qualquer que seja a).
Estas propriedades podem ser estabelecidas directamente ou
deduzidas das restantes (como se faz na pag. 186 do 2.° tomo,

o que pode agora dispensar-se).
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Séo de grande interesse e actualidade os exercicios sobre
logigramas (desenhos de circuitos correspondentes a dadas
expressdes légicas). Para isso pode ver-se o exercicio X do final
do Capitulo VI do Compéndio (pdgs. 194-195, 2.° tomo).

6. O termo ‘polissilogismo’ é introduzido no n.° 17 com signi-
ficado mais geral do que lhe é atribuido em lbgica tradicional.
E talvez preferivel substitui-lo aqui por ‘cadeia de silogismos’.

Dum modo geral, os exemplos em linguagem comum conso-
mem tempo excessivo quando escritos na pedra. Este inconve-
niente pode ser atenuado, recorrendo de vez em quando a cartbes
em que se tenham escrito previamente os exemplos, ou utilizando

directamente o préprio Compéndio.

7. A propésito dos universos N e R (pag. 57, 1.° tomo), o
professor deve certificar-se de que o aluno tem conhecimento
intuitivo, adquirido em anos anteriores, desses e outros universos
numéricos. Podem também ser introduzidos ja os simbolos 2
(conjunto dos nGmeros inteiros relativos: 0, 1, —1, 2, — 2, ...),
@ (conjunto dos numeros racionais, inteiros — os anteriores — e

fracciondrios: 2 = 2 2,57, — 2,57, etc.), @* (conjunto dos

racionais positivos) e R* (conjunto dos reais positivos).

Quanto a numeros irracionais, bastard por enquanto que o aluno
conserve a nocdo, adquirida no 2.° ciclo, de que as dizimas infinitas
nao periddicas (e s6 essas) representam nGmeros irracionais. Devem
recordar-se os exemplos cldssicos do ndimero = e dos nimeros
V2, /3, v/2, etc., bem como dos respectivos simétricos, ficando
para mais tarde a demonstra¢do da irracionalidade de alguns deles
(o professor dird ‘prova-se que...” e, se houver alunos muito inte-
ressados, poderd antecipar a demonstracao da irracionalidade de 1/2).

Por outro lado, deverd recordar-se como se faz, intuitivamente,
a representagcdo geométrica dos numeros reais.

Jd nas normas gerais se observou que a intuicdo precede a
légica e que a ordem légica ndo coincide muitas vezes com a ordem
didédctica mais recomendavel. Seria um erro grave evitar, neste
momento, falar de nimeros naturais, nimeros racionais e nimeros
reais, quando o aluno ja desde o ensino primdrio veio adquirindo
nogdes intuitivas sobre estas diferentes espécies de nimeros. Tais
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nogdes sé a pouco e pouco, directa ou indirectamente, poderdo ir
sendo esclarecidas e aperfeicoadas, do ponto de vista légico.

8. Logo apés o n.° 23 do Capitulo |, deverdo reservar-se algumas
aulas a aplicacdo dos conhecimentos adquiridos ao estudo de
equacdes e inequacgdes, embora esse estudo venha a ser depois
retomado no Capitulo VI, em termos de muito maior generalidade,
a respeito de equagdes em corpos abstractos. Serd este um Gptimo
pretexto para aperfeicoar técnicas de célculo adquiridas no 2.° ciclo
e revistas agora em condigdées de maior rigor l6gico.

Os enunciados dos principios de equivaléncia para equacdes
em R (incluindo o principio de decomposicédo) sao, mutatis mutandis,
os que se apresentam no Capitulo Vi, pags. 91-98, 2.° tomo; em
vez de ‘elemento de K' diremos agora simplesmente ‘nimero’.
A ideia das demonstracées é também a mesma que se apresenta
nessas pdginas. As propriedades dos niimeros reais que intervém
nessas demonstragdes ja s@o conhecidas intuitivamente pelos alunos.
(Os principios légicos de equivaléncia devem ser tratados apds
o n° 23)

Nesta fase serd usado sistematicamente o sinal de equivaléncia
(quando aplicavel), podendo no entanto dispensar-se o0 ponto
indicativo de que a equivaléncia é formal, quando ndo haja lugar
para davida ou confusdo. Exemplo:

x—4\* X2 —8x + 16
( 2 )=4¢> =4 <& x2*—8x+ 16 =16

4
< x2—=8x=0< x(x—-8=0<xx=0Vx=8

O aluno indicara onde e como intervém os principios de equi-

valéncia.

Mais tarde, o préprio sinal de equivaléncia podera ser dispen-
sado: ndo é necessério ficar acorrentado a um simbolo, quando
este for utilizado apenas para esclarecimento didéctico.

9. Os principios de equivaléncia para as inequagdes em R
enunciam-se e demonstram-se de modo andlogo. O 2.° principio
baseia-se nas conhecidas propriedades:

at+t+b<cwa<c~-b , a<b+c<«a-bcc
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