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ADVERTENCIA PREVIA

O Compéndio de Matemética é destinado a servir, ndo s6 como
auxiliar de estudo para o aluno, mas ainda como complemento de
formagado para o professor. Dal o desenvolvimento e o pormenor
com que foi escrito. Cabe, pois, ao critério e ao bom senso do
professor dosear a densidade do ensino com base no Compéndio.

Este, por outro lado, ndo contém todos os assuntos a desen-
volver nas turmas experimentais do 7.° ano. Em alguns casos sers
necessdrio recorrer aos livros adoptados, tal como se indica no
presente Guia e no préprio Compéndio.



O texto deste Guia foi utilizado no &mbito de uma expe-
riéncia de modernizagdo do ensino da matemética em Portugal,
dirigida pelo Prof. Sebastido e Silva e realizada pelo Ministério da
Educacdo Nacional em colaboracago com a O.C.D.E. (Projecto
Especial STP-4/SP). Nesta experiéncia estiveram envolvidos alu-
nos dos antigos 6.° e 7.°© anos do ensino liceal (idades entre 15
e 17 anos). L

Nos termos do acordo estabelecido entre a O.C.D.E. e Por-

tugal é proibida a reprodugdo total ou parcial deste texto por
terceiros.



CONSIDERAGOES DE ORDEM GERAL

Convém chamar a atenc¢do para alguns pontos que j& foram
focados no Guia anterior, mas que importa salientar sob novos
aspectos.

No que se refere & questdo crucial dos exercicios, nunca é de
mais insistir nas seguintes recomendagdes:

1) E preciso combater 0 excesso de exercicios que, como um
cancro, acaba por destruir 0 que pode haver de nobre e vital no
ensino.

2) £ preciso evitar certos exercicios artificiosos ou compli-
cados, especialmente em assuntos simples.

3) A melhor maneira de memorizar férmulas é teoremas (quando
for necessdrio) é aprender a deduzir sem hesitagdo essas fdérmulas
@ esses teoremas, em vez de resolver listas fastidiosas de exercicios,
como pretexto, tantas vezes forcado, para pOr & prova tais conhe-
cimentos. O professor deve incitar os alunos a serern desembaragados
nas dedugdes, tanto como nos célculos.

N&o quer isto dizer, de modo nenhum, que ndo seja indispen-
sével resolver bons exercicios, para esclarecimento de diversos
assuntos e para a aquisicdo de técnicas (teis e necessdrias. O que se
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J. SEBASTIAO E SILVA

imp&e é ndo cair no excesso — a obsessdo do exercicio — e adoptar
um critério de escolha que elimine exercicios supérfluos e exercicios
estapafurdios, que tenham como equivalente, no ensino das linguas
vivas, a retroversao de frases deste género:

‘As sobrinhas dos capitaes brincavam no jardim com as netas
dos juizes'. |

Nem sequer o ridiculo tem conseguido vencer estas e outras
incongruéncias, que certamente nao contribuem para estimular o
bom senso e o bom gosto do aluno. i

E mais proveitoso reflectir varias vezes sobre um mesmo exer-
cicio que tenha interesse, do que resolver vérios exercicios dife-
rentes, que nao tenham interesse nenhum.

No entanto, é essencial que o aluno consiga, ele préprio, sem
ajuda, resolver exercicios pela primeira vez. Todo o problema novo,
com interesse, tem uma ideia-chave, um abre-te Sésamo que ilumina
o eSpIrito de subita alegria: a classica ideia Juminosa que faz gritar
‘Eurekal’. Ora, é esse momento aureo de alegria que o aluno precisa
de conhecer alguma vez: s6 por essa porta se entra no segredo da
matemadtica, se descobrem os seus tesouros, se aprendem as suas
reconditas harmonias. Vistos por esse mégico prisma, todos os assun-
tos, desde os mais modestos, se transformam como por encanto,
ganhando vida e beleza. Diga-se a verdade: é de vida, é de alma,
que o ensino estd necessitado — porque tudo nele se reduz afinal
a... matéria que vem para exame.

- Ensino vital de ideias, eis 0 que se impde — em vez de expo-
sicdo mecanica de matérias.

Entre os exercicios que podem ter mais interesse, figuram aque-
les que se aplicam a situagées reais, concretas. O nosso ensino tra-
dicional ndo enferma unicamente de fraca (e quantas vezes nula)
insisténcia em demonstragdes, e de insuficiente rigor l6gico: peca
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também por auséncia de contacto com o humus da intuicdo e com a
realidadde concreta. Ora, um dos pontos assentes em reunides inter-
nacionais de professores, promovidas pela O.C.D.E., é que o professor
de matemética deve ser, primeiro que tudo, um professor de mate-
matizagdo, isto é, deve habituar o aluno a reduzir situagdes concretas
a modelos matematicos e, vice-versa, aplicar os esquemas légicos
da matematica a problemas concretos.

E preciso ndo esquecer que o extremo rigor légico, em vez de
formativo, pode tornar-se perigosamente deformador, criando ini-
bicGes por vezes insuperdveis — se ndo for precedido de uma boa
motivagdo intuitivo-concreta e equilibrado com o referido processo
‘de matematizagdo. A critica dos fundamentos da matemética, inciada
no século passado, conduziu a esse grau de rigor légico, cuja neces-
sidade se impunha; mas criou ao mesmo tempo um estado de
espirito favordvel a atitudes rigidas, demasiado platdnicas. Seguiu-se
uma reacgdo, por vezes também excessiva, mas em parte salutar,
dos chamados ‘mateméticos empiristas’. Neste sentido, sdo dignas
de reflexdo as seguintes palavras de Guido Castelnuovo, proferidas
em 1912, num congresso de professores em Génova:

‘Nés ensinamos a desconfiar da aproximagao, que é realidade,
para adorar o idolo de uma perfeicdo, que é iluséria. NOs represen-
tamos o universo como um edificio, cujas linhas tém perfeicéo
geométrica, e nos parecem desfiguradas e enevoadas, apenas por
causa da imprecisdo dos nossos sentidos, quando, pelo contrério,
deveriamos incitar os alunos a reconhecerem que as formas incertas
reveladas pelos sentidos constituem a Unica realidade acessivel
- realidade que, para satisfazer certas exigéncias do nosso espirito,
substituimos por uma precisdo ideal [...]. Ndo hd melhor maneira
de alcangar o objectivo [do ensino cientifico] do que conjugar a
cada passo a teoria com a experiéncia, a ciéncia com a aplica-
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J. SBEBASTIAO E SILVA

Esta atitude pode parecer anti-racionalista; na verdade, s6 o é
na medida em que se opde a um platonismo ultrapassado. Mas pode
talvez notar-se um excesso de zelo utilitarista nas palavras seguintes,
relativas aos deveres do professor para com os alunos:

'Sado-nos confiados pelos pais, para que fagamos deles homens
aptos a compreender a vida das nagdes modernas e a participar nessa
vida. Se nds ndo temos em consideragao estas exigéncias; se, por amor
da cultura, sufocamos nos alunos o sentido prético e o espirito de
iniciativa, estamos a faltar ao maior dos nossos deveres'.

Esta critica é justa apenas em relagdo a certo tipo de cultura.
Embora seja vago o significado da palavra ‘cultura’, podemos dizer
que a cultura cientifica resulta precisamente da sintese dos dois ter-
mos complementares: a teoria e a pritica. E, mesmo quando &
cultura geral, que inclui os aspectos filoséfico, literério, artistico e
humano, tem-se verificado que a sua auséncia prejudica seriamente
a formagao de bons técnicos e de bons cientistas('). E mais ainda
a de bons dirigentes.

O que é preciso é nao confundir cultura com erudicdo e sobre-
tudo com o enciclopedismo desconexo, imensa manta de retalhos
mal cerzidos, que vdo desde as guerras pulnicas até ao sistema
nervoso da mosca. E esse, a bem dizer, o tipo de cultura que tende
a produzir o ensino tradicional, baseado num sistema de exames
que sé permite apreciar memorizagées e automatismos superficiais,
mais ou menos préximos do psitacismo.

Um dos objectivos fundamentais da educacdo é, sem duvida,
criar no aluno hébitos e automatismos uteis, como, por exemplo, os

(1) Castelnuovo.foi ele mesmo um exemplo do cientista culto, na mais
elevada acepgdo da palavra.
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automatismos de leitura, de escrita e de célculo. Mas trata-se al,
manifestamente, de mejos, nao de fins.

E certamente (til saber falar com fluéncia linguas estrangeiras
ou tocar piano — como é til saber nadar, escrever a méaquina,
conduzir automével ou jogar futebol. Mas também estas prendas
(como se dizia antigamente) sdao apenas meios e ndo fins — a ndo ser
que se tenha em vista escolher uma dessas actividades como profis-
sdo (mesmo assim, serd um mejo de ganhar a vida).

E note-se, de passagem, que a melhor maneira de ensinar a ler
ou a dominar uma lingua estrangeira nao é obrigar a ler trechos sem
qualquer interesse ou a fazer exercicios absurdos.

Os referidos automatismos sdo, pois, meios para atingir certos
fins: sdao precisamente meios de acesso & cultura. A sua finalidade
é a de aumentar o poder e a liberdade do verdadeiro pensamento,
que nao é substituivel pela méquina e sem o qual o homem se reduz
a perigoso escravo das méaquinas, como se tem observado infeliz-
mente.

Um ensino que ndo estimule o espirito e que, pelo contrério, o
obstrua com as classicas matérias para exame, $6 contribui para pro-
duzir maquinas em vez de homens. E nao é assim que se curam 0s
males de que estd sofrendo o mundo.

Na ADVERTENCIA do Compéndio de Matemética, 2.° volume,
propoe-se que 0s assuntos dos dois volumes do 7.° ano sejam
tratados em paralelo, no regime de bifurcagdo, com trés horas por
semana destinadas a um dos volumes, e trés horas por semana
ao outro. O objectivo é evitar que os assuntos tratados num dos
volumes sejam relegados em bloco para a ultima parte do ano, em
que a receptividade dos alunos é sempre menor, por razées Obvias.

Porém, o estudo dos assuntos do Compéndio de Matemética,
3.° volume, teré de ser precedido de uma introdugao a trigonometria.
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Convém, pois, comecar por indicagOes relativas & maneira de fazer
essa introdugdo, tirando partido do Compéndio de Trigonometria
adoptado.

Mas impoem-se, antes disso, algumas consideragdes de ordem
geral relativas a este assunto.

O ensino tradicional da trigonometria nos liceus tem uma ampli-
tude e uma orientagdo que j& ndo se justificam nos tempos actuais.
Hé assuntos como, por exemplo, a resolucéb de triangulos obliquan-
gulos, que sé vnrao no futuro interessar a uma fraca minoria de alu-
nos. Além disso, tals assuntos tém modesto valor formativo, com-
parados com outros, cuja auséncia se faz sentir cada vez mais.

Acresce ainda a circunstancia de ser facil encontrar as férmulas
usuais de resolugdo de triangulos (quer planos quer esféricos) em
qualquer boa tibua de logaritmos. Para que é preciso entao estud4-
-las, se h& tantos outros assuntos de maior interesse? Basta pois
saber utilizd-las. Mas isso qualquer aluno dotado de inteligéncia me-
diana deve estar em condi¢gdes de aprender por si s, desde que
esteja interessado no assunto ('). Se o ndo conseguir, & porque 0
ensino nao chegou a conferir-lhe aquele grau de autonomia mental
que se requer de um aluno do 7.° ano: é porque falhou o ensino.

Resta o problema das tdbuas. Existem tabelas de férmulas (cha-
madas ‘formulédrios’), como existem tabelas numéricas, listas telef4-
nicas, catilogos ou enciclopédias. A finalidade é sempre a mesma:
evitar um esforco inGtil e mesmo incomportdvel de meméria, dando
maior grau de liberdade ao pensamento. |

Sem divida, h4 férmulas e tabelas numéricas que o aluno deveré

sempre ter presentes, atendendo a frequéncia com que é preciso uti-
liz&-las: por exemplo, as férmulas trigonométricas de adi¢ao de dngu-

(') Pode mesmo, se tiver curiosidade, procurar saber como se deduzem
N
essas férmulas.
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los e as tabuadas das operagoes elementares da aritmética. E tudo,
afinal, uma questdao de medida e de bom senso.

Quanto aos dois teoremas em que se baseia habitualmente a
dedugao das férmulas de resolugdo de triangulos obliquangulos — o
teorema dos senos e o teorema dos co-senos (ou de Carnot) — tem
algum interesse fazer a sua deduc¢do no curso piloto. Alids, o Ultimo
teorema devera ficar ligado a nocdao de produto interno de dois
vectores, que tem adquirido cada vez maior importancia em mate-
mética, quer pura quer aplicada.
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INTRODUGCAO A TRIGONOMETRIA

1. A introdugdo a trigonometria poderé e devers ser feita com
motivagdo concreta, apta a despertar interesse suficiente no espi-
rito do aluno ().

Comecemos pelo prablema de tipo cléssico:

Calcular a altura de uma torre por meio de medi¢des efectuadas
no solo (sem subir & torre).

Pede-se aqui algo que pode parecer impossivel a uma pessoa
que ndo tenha formagdo matemética. A beleza do assunto estéd
precisamente nisto: o impossivel torna-se possivel por dedugédo
matemadtica, baseada nos axiomas da geometria euclidiana (induzidos
da experiéncia). Eis, pois, aqui um exemplo simples do éxito do
método matemético aplicado a natureza. Alids, o aluno j& deve saber

(') Cf. Algebra e Trigonometria, para os IV, V e VI anos liceais, de Fran-
cisco Dias Agudo (1938). A introduglio a trigonometria adoptada nesse livro é
em parte semelhante & que vamas aqui praconizar, mas, que, como é de ver,
ndo se coaduna com a orientagdo estatuida pelo actual programa cléssico.
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neste momento como se resolve o problema por semelhangca de
tridngulos.

Para simplificar a questdo, suponhamos que o terreno junto a
torre é plano e horizontal (caso da figura). Com um instrumento do
género do teodolito, colocado em B, poderd medir-se o dngulo ABC,
sendo A um ponto da torre situado no plano de nivel de B e sendo C
um ponto do cimo da torre situado na vertical de A. Seja B a medida
desse &ngulo. Por outro lado, seja ¢ a medida do lado AB e seja d
a medida de BD (distancia de B ao solo) igual 3 de AE em virtude
da hip6tese feita sobre o terreno.

Resta-nos pois determinar a medida, b, de AC, visto que a altura,
h, da torre sera:

h=b+d

Ora, a medida b pode ser determinada, /ndirectamente, com os
elementos de que dispomos, e o, préprio aluno, com os conheci-
mentos adquiridos no 2.° ciclo sobre semelhanga de tridngulos, j&
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estd em condi¢gdes de dizer como se pode resolver o problema gra-

ficamente:
c
* b
B
P,
B ~ Y — A

Comega-se por desenhar, num papel ou no préprio terreno, um
tridngulo rectdngulo [A'B’C’], que verifique a seguinte condigéo:

A'B'C'~ ABC (")

Os angulos A'B'C’ e ABC tém, portanto, a mesma medida
(que podemos supor expressa em graus ou em graus e minutos).

O cateto A'B’ pode ser tracado arbitrariamente. Sabe-se como é
possivel depois tracar o outro cateto, A'C’, e a hipotenusa, B'C’.

Designemos por b’ e ¢’, respectivamente, as medidas dos cate-
tes A'C' @ A'B'. £ claro que estas medidas podem ser determinadas
directamente no papel (ou no terreno)..A partir deste momento, pode-

(') Como foi anteriormente estabelecido, o sinal 2~ 1&8-se ‘geometricamente
igual a'. Se n&o hé perigo de confusdo, pode substituir-se pelo sinal =, e ler-se
‘lgual &', embora isto seja um abuso de linguagem.
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mos calcular a medida b procurada, atendendo & semelhanga dos
triangulos [ABC] e [A'B'C’]. Tem-se, com efeito

b b’
c_c'
donde
b'
b=-—0c
c

(Entre as célebres obras de ficcé'o cientifica de Julio Verne, ha
uma, particularmente interessante, que vem muito a propdsito citar
aqui: «A ILHA MISTERIOSA». Nesta obra, o autor descreve como
um dos personagens — o Eng. Smith — consegue calcular a altura
a que se encontra uma gruta escavada numa rocha junto ao mar,
por meio de medigGes efectuadas na praia.)

Convird também recordar o processo, mais rudimentar, que con-
siste em medir as sombras projectadas no solo pela torre e por uma
haste vertical, bem como a altura da haste. Alids, este processo da
aproximacéo suficiente para diversos fins anélogos: por exemplo,
para achar a altura de uma érvore. Supondo, por exemplo, que a haste,
a sombra da haste e a sombra da &rvore medem respectivamente
1m, 1,6 m e 7,4 m, a altura da &rvore sera:

1
(1) - x 7,4 ~ 4,6 (metros)

’

Segundo se diz, foi Tales de Milete (600 a.C.) quem primeiro
calculou a altura das pirdmides do Egipto, utilizando o método da
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sombra. A este facto se refere Plutarco, historiégrafo grego do século |
a. C., nos seguintes termos{('):

‘Eu admiro-vos sobretudo porque, colocando o vosso bastao
na extremidade da sombra de uma pirdmide, formastes com os raios
do sol dois tridngulos, e demonstrastes que a altura da pirdmide esté
para a altura do bastdo, como a sombra da pirdmide para a sombra
do bastao’.

Um problema ainda do mesmo tipo, que se pode resolver pelo
referido processo grafico (mas ndo pelo processo da sombra), é
0 que consiste em achar a largura de um rio por meio de medig¢des
efectuadas numa das margens (sem atravessar o rio).

Neste momento, pode-se sugerir.ao aluno que, por processos
anélogos, sera possNeI determinar a distdncia da Terra 4 Lua, da
Terra a0 Sol, etc. Mas, neste caso, para obter resultados satisfatérios,
as medi¢cbes dos 8ngulos terdo de ser bastante mais rigorosas, exi-
gindo aproximagdo até aos segundos. Entdo, o método gréfico terd
de ser abandonado, por dar aproximacdo insuficiente — e é aqui que

(') Cf. Emma Castelnuovo, ‘Geometria Intuitiva’, para a Escola Média
(correspondente ao 1.° cicilo em Portugal, com mais um ano).
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se torna necesséario recorrer ao método numérico (ou analftico),
fornecido pela trigonometria.

2. Comeca-se por fazer notar ao aluno o seguinte facto funda-
mental:

A razdo b/c entre os catetos AC e AB dum tridngulo rectingulo
[ABC] depende univocamente da medida 3 do &ngulo agudo ABC.

Mais precisamente:
Qualquer que seja o tridngulo [A'B’'C’], rectdngulo em A', tal que

A'B'C ~ AQC, a razdo entre os catetos A'C' e A'B’ é constante,
isto é, tem-se:

AT _ AC
A'B’ AB
C g
B
B B' A

Ora bem, chama-s e tangente do &ngulo B e designa-se abrevia-
damente por

tang # oupor tg@f
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essa razéo constante entre o cateto oposto e o cateto adjacente ao -
angulo de que se trata (depois se verd por que se chama ‘tangente’
a esta razéo) (1).

Assim, no exemplo anterior da sombra da arvore, a tangente do
angulo B oposto ao cateto representado pela haste ou pela &rvore
seré:

tang B = = 0,625

’

e, segundo (1), a altura da arvore é igual ao produto da tangente
desse dngulo pelo comprimento da sombra da é4rvore.

Se, por acaso, a haste e a sua sombra tivessem comprimentos
iguais, o problema simplificava-se: a altura da &rvore seria igual ao
comprimento da sua sombra. Neste caso, em que os catetos sao
iguais, o 8ngulo é de 45° e vé-se deste modo que

tang 45° = 1

Fica, portanto, assim definida uma fun¢cado que faz corresponder
a cada angulo « agudo (isto é, tal que 0° <a < 90°) um determinado
nimero real, que se representa por tang « ou simplesmente por tg .

(') Como se verd mais tarde em pormenor, hd que distinguir trés espécies
de entidades: dngulo, grandeza de angulo (classe de equi\)aléncia de todos
os &angulos geometricamente iguais ao angulo dado) e medida de é&ngulo
(nimero que define a grandeza do &ngulo, relativamente & unidade adoptada).
Por exemplo, uma coisa é um é&dngulo de 30 graus, outra coisa é 30 graus
(grandeza desse 8ngulo) e outra coisa ainda é o nimero 30 (medida dessa grandeza
tomando para unidade o grau). No entanto, por abuso cémodo de linguagem,
usa-se muitas vezes a palavra ‘ngulo’ para qualquer desses conceitos distintos.
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Pergunte-se, agora, aos alunos:

Como determinar a tangente de um dado dngulo agudo, por
exemplo, de 23°7?

Os alunos responderdo, naturalmente, que basta construir um
tridngulo rectadngulo com um angulo de 23° e achar a razdo entre o
cateto oposto e o cateto adjacente (depois de os medir).

Serd entdo conveniente que os alunos fagam isto efectiva-
mente e que resolvam também, graficamente, problemas de tipo
inverso, como por exemplo o seguinte:

Achar a medida de um angulo agudo cuja tangente seja 2,35
(usando um transferidor). Quantos &ngulos agudos existem nestas
condigoes ?

P&e-se, agora, a seguinte questao:

Dado um é&ngulo agudo qualquer (por exemplo de 64°) serd
sempre possivel calcular, com a aproximacdo que se queira, a tan-
gente desse &ngulo?

A resposta dos alunos serd certamente negativa.

Como calcular entdo, com & aproximagdo que se queira (por
exemplo a menos de 10-%), a tangente de um dado éngulo?

!

S6 mais tarde serdo estudados processos de célculo para
esse fim e s6 entdo se poderé dizer que a funcdo tangente esté
efectivamente definida. ‘ ;

Chegou, agora, 0 momento de dizer ao ‘aluno que se encontram
jé construldas por tais processos tabelas numeéricas, que fornecem,

b}
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com certa aproximag¢8o (por exemplo a menos de 10-5), as tangentes
dos &ngulos agudos de grau em grau, de meio grau em meio grau,
de minuto em minuto, etc. E convira entdo resolver alguns problemas
simples com tais tabelas (de fungdes naturais), escolhendo o grau
de aproximacdo conveniente em cada caso concreto: seria, por
exemplo, ridiculo exigir aproximagdo até aos milimetros na -altura
duma torre ou duma &rvore; em qualquer dos casos um centimetro
a mais ou a menos na3o tem importancia.

Conviré, agora, informar o aluno de que a sua régua de cél-
culo lhe permite resolver rapidamente muitos destes problemas,
com aproximagdo suficiente, e adestrd-los no uso da régua
para esse fim.

3. Posto isto, é conveniente passar 3 resolu¢do de problemas
menos triviais, por exemplo o0 seguinte:

Calcular a altura de uma torre, por meio de medi¢des efectuadas
no solo, em plano horizontal, supondo que a base da torre é visivel,
mas ndo acesslvel para medigdes.

23



J. SEBASTIAO B BILVA

Supondo ainda que a base da torre se encontra no mesmo plano
horizontal, o problema reduz-se ao seguinte:

Sendo [ABC] um tridgngulo lobliquéngulo, achar a medida h
da altura CD, relativa ao lado AB, conhecendo os seguintes dados:
c, medida de AB; o, medida de BAC (4ngulo interno agudo);
B, medida de CBD (dngulo externo também agudo).

Designando por m a medida da BD e considerando os tridn-
gulos rectangulos [ADC] e [BDC], o aluno chegard sem dificuldade
as duas seguintes equagdes nas incognitas ‘h em:

h h

(1 . —mtgp =tga
m c+m

E claro que o aluno também ndo ter4 dificuldade em resolver este
sistema de duas equagbes em h e m. E convém precisamente que
o faga como exercicio, sem ajuda alheia (exercicios ensinados a resol-
ver pouco ou nenhum mérito podem ter).

O que vem a seguir é apenas para conferir a resolugio
efectuada: De (1) deduz-se:

h=mtgf ,-h=(c+m) tga,

portanto
mtgB=(c+m) tgu«
donde
Cc tgu
m=
tgB-tga
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e, finalmente

c tga tgf
gf-tga

Teré interesse fazer uma ou duas aplicagfes numéricas desta
férmula com a régua de célculo, bem como a respectiva veri-
ficagao gréfica.

Pode, agora, considerar-se o caso mais geral (e mais rea/), em
que a base da torre est4d acima do plano horizontal onde se efectuam
as medicdes. |

A figura mostra como a resolugdo do problema, neste caso, se
reduz 3 de dois problemas do tipo anterior. Ndo valerd a pena fazer
aplicagées numéricas.

Mas, entretanto, convird observar ao aluno que, neste caso, se
torna j4 necessiria maior precisio nas medidas dos &ngulos.
E o aluno comecgaréd a compreender como tem sido possivel calcular,
por exemplo, a disténcia da Torre ao Sol, a distdncia do Sol aos
diferentes planetas, etc., tudo por triangulagoes.
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4. Até agora temos estado muito cingidos ao concreto, como na
verdade convém a principio. Mas é tempo de nos afastarmos a
pouco e pouco desse terreno.

O aluno terd provavelmente curiosidade em saber como se pro-
cede, quando sao dados a hipotenusa e um &ngulo agudo, ou a
hipotenusa e um cateto, para determinar os restantes elementos dum
tridngulo rectngulo. E entdo oportuno introduzir as notagdes usuais
relativas a um tridngulo [ABC]. Os angulos BAC, ABC e BCA sdo
designados respectivamente por A, B e € ou simplesmente por A,
B, C (abuso cé6modo de escrita); e os lados BC, AC e AB, respectiva-
mente por a, b, c, desde que ndo haja risco de confusdo ().

Segundo a definigdo anterior de tangente, tem-se:

b
(1) tg B=—
c

(') Jé& sabemos que, muitas vezes, por abuso cémodo de linguagem, se
confunde um segmento AB com o seu comprimento |AB| (grandeza) ou mesmo
com a sua medida (nimero), em relagdo a unidade adoptada.
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ou seja
(2) b=ctg B
E claro que, nesta férmula, se exige apenas que b e ¢ sejam
catetos e que B seja o dngulo oposto a b (num tridngulo rectangulo

qualquer). Podemos, pois, trocar b com ¢ e B com C:

e |
tg C=--6- ou seja c=btg C

Pode-se introduzir agora a defini¢ao:
Chama-se cotangente dum &ngulo agudo B do tridngulo [ABC]

rectdngulo em A, e designa-se por cot B, a razdo c¢/b entre o cateto
adjacente a B e 0 cateto oposto a B; isto é:

(3) tB=—
cot B = —
b
ou seja
(4) | c=b cot B

Analogamente

b
cot C=~— ouseja b=ccotC
c 3

Assim, traduzindo por palavras as férmulas (2) e (4):

Num tribngulo recténgulo, qualquer cateto é igual ao produto
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do outro cateto pela tangente do é&ngulo oposto ou pela cotangente
do angulo adjacente.

De (1) e (3) resulta imediatamente:

1
tg B

cot B =

isto é: a cotangente dum &dngulo é sempre o inverso aritmético da
tangente desse éngulo.
Por outro lado, como C = 90° — B, tem-se:

~

C

tg(90° - B) =tg C=—b-=cot B

ou seja
cot B=tg (90°-B)

Portanto, a cotangente dum &ngulo é sempre igual & tangente do dngulo
complementar (donde a designacgdo ‘cotangente’).

5. Posto isto, poderd chamar-se a atengdo para o seguinte
facto, andlogo ao que se passa com os catetos:

A razdo b/a entre um cateto e a hipotenusa é funcéo (univoca)
do &dngulo B oposto ao cateto. Esta razdo chama-se seno do
angulo B e designa-se por sen B. Assim, por defini¢cdo,

b
sen B=—
a
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ou seja

b=a sen B

Analogamente, permutando as varidveis:

c
sen C=— ou seja c=asen C
a

Mas arazdo b/a também é fungao (univoca) do dngulo C adjacente
a0 cateto. Esta razdo chama-se co-seno do dngulo C e designa-se
por cos C. Assim

b
cos C=— ou seja b=a cos C
a

Analogamente, permutando as varidveis:

c
cos B=—  ou seja c=acos B
a

Em resumo:

Num tridngulo rectdngulo, qualquer cateto é igual ao produto
da hipotenusa pelo seno do dngulo oposto ou pelo co-seno do dngulo
adjacente.

Imediatamente se reconhece que

cos B =sen (90° -~ B)
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A letra B designa qualquer dngulo agudo (ou, mais precisamente,
qualquer grandeza de dngulo agudo). Em vez desta letra podem usar-se”
aqui outros simbolos, tais como «, ¢, w, X, etc.

Em seguida, deve levar-se o aluno a redescobrir as identidades
fundamentais:

sen2x + cos2o =1 [observar que sen2x = (sen «) 2, etc.]

sen o« Cos o
tg a = . cot o =
cos o | tg «

Destas, por sua vez, deduz-se:

1
1 +tg2a =
CcoSs 2ux
1
1 + cot?a =
sen2q

Assim, as fungbes seno, co-seno, tangente e cotangente, defi-
nidas por enquanto no conjunto ]0°, 90°[, estdo relacionadas entre
si pelas férmulas anteriores: uma vez dado o valor de uma, podem
ser calculados os valores das outras, sem ambiguidade. Mas, para
comodidade de calculos, as tdbuas fornecem os valores de todas,
aproveitando apenas as férmulas dos angulos complementares, que
reduzem a metade a extensdo das tdbuas:

cos a =sen (90°-a), cot a =tg (90° - «)

sen o = cos (90° —a) tg a = cot (90° —a)

Finalmente, as duas (ltimas férmulas anteriores podem servir de
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pretexto para introduzir as fun¢des secante e co-secante. Por
definigéo:

1 1
Sec « = ,  coseco = ‘
CcOos « sen o

tendo-se, manifestamente, cosec « = sec (90° — ).

Agora as duas férmulas referidas podem escrever-se:
1 +tg2a =sec?ax , 1 + cotg2a = cosec2u

Assim ficarda completa a lista das fungdes trigonométricas (direc-
tas), as quais, oportunamente, se dard a designacdo sinénima de
‘fungdes circulares’. Em vez de ‘trigonométricas’ também se pode
dizer ‘goniométricas’ (do grego génia, angulo; por isso, ‘trigono’ é
sinénimo de ‘triangulo’ e ‘trigonometria’ significa etimologicamente
‘medicao de tridngulos’).

Podem agora fazer-se exercicios numéricos sobre os vérios
casos de resolugao de tridngulos rectangulos, utilizando primeiro
a régua de célculo e introduzindo em seguida as tabuas logaritmi-
cas, mostrando que se obtém assim maior aproximacao.

6. Chegou agora o momento de pfolongar as fung@es trigono-
métricas a éngulbs quaisquer (tomando como base de estudo o
Compéndio de Trigonometria adoptado). Primeiro que tudo h& que
introduzir o conceito generalizado de ‘angulo orientado’, partindo da
nogéo intuitiva de ‘rotagdo no plano’ e admitindo a possibilidade de
um nimero qualquer de rotagSes completas nos dois sentidos: o
sentido que se toma para positivo e o sentido negativo.
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Néo seré oportuno introduzir /4 a nog8o de radiano, porque
isso vem desviar do objectivo imediato em vista, que é o prolon-
gamento das fungbes trigonométricas ao conjunto de todas as
grandezas de dngulo ou arco.

Bastara definir directamente, & maneira usual, as fungdes seno,
co-seno, tangente

4
r X

Y X
sena = —
r

porquanto as fungbes co-secante, secante e cotangente continuam a
definir-se como inversos aritméticos das anteriores.

Convém que o aluno seja levado a notar espontaneamente os
seguintes factos:

1) Para &ngulos a tais que 0°< a< 90°, estas definicdes
coincidem com as anteriormente dadas: as fungdes trigonométricas
tomam entéo s6é valores positivos.
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2) Nos restantes casos, podem-nos aparecer valores negativos
ou nulos e, quando x =0, surge um problema para a tangente:
como interpretar o simbolo y/0, sendo y#0? A discussdo desse

problema seré feita mais tarde.

3) Em qualquer dos casos, vé-se, por semelhanga de tridngulos,
que o valor do seno e do co-seno ndo depende propriamente da
posicdo do ponto P, considerado no segundo lado do &ngulo (ou
da disténcia, r, de P a origem), mas sim do &ngulo «, sendo portanto
sen o e cos « fungdes univocas de «. O mesmo para tg «, excluindo

por enquanto o caso em que x =0,

4) Mantém-se vélidas, para qualquer angulo «, as férmulas:

sen?e + cos?a = 1

sen «

tg o= (com cos a # 0)
CcoS
COoSs o

cot o = (com sen a # 0)
sen «

das quais se deduzem como anteriormente:
1+tg2a = sec2a , 1+cotg2a = cosec2a

5) Mantém-se igualmente as férmulas:

cos a =sen (90°-a) , cota=tg(90°-a),

Para as demonstrar com toda a generalidade, convém recorrer 3
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simetria em relagao 3 bissectriz dos quadrantes impares, que muda x
emy e « em 90°—~a (considerar &ngulos nos vérios quadrantes).

A observagao 3) conduz, de modo natural, a representacdo geo-
métrica do seno e do co-seno por meio do circulo trigonométrico.
Por sua vez, esta representagao permite, como é sabido, fazer como-
damente o estudo geral das fungdes seno e co-seno, no que se refere
a contradominio, zeros, sinal e sentido de variagéo.

Um facto que deve surgir espontaneamente ao espirito do aluno
é a periodicidade destas duas funcées, com o periodo de 360°.

Deve seguir-se a representacéo grafica das duas fungGes, mas
é muito importante notar o seguinte:

a) o dominio das fungdes ndo é agora IR, mas sim o conjunto
das grandezas e dngulo (ou arco);

b) O comprimento escolhido para representar 0 grau, no €ixo
das abcissas, deve ser muito mais pequeno do que o comprimento
escolhido para representar o nimero 1, no eixo das ordenadas;

c) se um angulo fosse dado em graus, minutos e segundos, seria
necessario reduzir a sua expressdo sd a graus.

7. Quanto ao estudo da fungédo tangente, convém neste momento
recordar a nogao de ‘declive duma recta’ definida no 6.° ano, como
razdo entre a diferenga das ordenadas de dois pontos e a diferenga
das respectivas abcissas. O aluno j& deve ter-se apercebido da ligagao
entre os dois conceitos, mas, para formular essa ligagdo de modo
preciso, hd que introduzir o conceito de ‘inclinagio duma recta’,
tal como se define no Compéndio de Geometria Analitica Plana.
Assim, o declive aparece como tangente da inclinagéo.

E agora o momento de recordar as consideragdes intuitivas
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feitas no Guia do 6.° ano, a propdsito de declive infinito, na
p. 60. Sera entdo natural escrever: ‘ ‘

tg 90° =00 , tg 270°= 0 , etc.

passa a ser vdlida mesmo no caso em

sena
e a férmula tg « =
cos o

que cos « = 0 (consideragdes anélogas para a cotangente .
Torna-se ao mesmo tempo intuitivo que, por exemplo, tg o
tende para +oo quando « tende para 90° por valores menores que
90° e que tg « tende para — quando « tende para —o. Estas
intuicdes serdo legalizadas na teoria dos limites, mas é pedagogi-
camente acertado que aparecam antes. '

Nenhuma dificuldade terd agora o aluno em redescobrir como se
representa geometricamente a tangente por meio do circulo trigono-
métrico (representacao que justifica a designacdo ‘tangente’), bem
como em reconhecer por si mesmo a identidade

tg(180° + a) =tg «

e, mais ainda, que a funcdo tang é periddica de 'periodo 180e°.

Segue-se 0 estudo geral, no que se refere a contradominio,
zeros, sinais e sentido de variagdo desta funcdo, bem como a sua
representagdo gréfica.

Néo vale a pena fazer tal estudo para as funcées cot, sec
e cosec. Quando muito poder4, a titulo de curiosidade, indicar-se
como se representa geometricamente a secante, por meio do
circulo trigonométrico.

A representacdo das fungdes trigonométricas por meio de um cir-
culo justifica a designagdo ‘fun¢des circulares’, que se atribui jgual-
mente a tais fungdes.
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8. As relagdes entre senos, co-senos e tangentes de 4ngulos
associados também podem e devem ser redescobertas pelo aluno.

Deve-se dar uma atengdo especial as férmulas
sen(90°+a) = cosa , cos(90°+ax) = —sena,

que se podem estabelecer directamente ou deduzir das anteriores.
A redugdo ao primeiro quadrante aparece como aplicagao prética,

permitindo -achar, por meio de tédbuas, o valor das fungdes trigono-

métricas de qualquer dngulo (com a aproximag¢édo permitida pela tdbua).
Convira ainda resolver equagdes dos tipos:

senX=Sena , COSX=COSa , tgX=tga

senx=k , cosx=k , tgx=Kk

sendo a e k dados e x a incdgnita.

Quanto a exerclcios, vém a propdésito as recomendacdes de
ordem geral feitas no inicio deste Guia. Todos os assuntos até
agora tratados sdo na verdade muito simples, muito elementares,
e ndo convém estar a complica-los com dificuldades artificiais,
que consomem tempo e energia.

9. Serd, agora, oportuno apresentar ao aluno o problema
cléssico:

Dada uma circunferéncia de raio r, determinar o comprimento
duma corda AB como funcédo da grandeza o do arco AB correspon-
dente.
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e

Trata-se de um problema como outro qualquer. Mas, desde logo,
surge uma questao:

Quantos arcos correspondem a uma corda AB?

Na realidade, dois. Assim, a designhagao AB & amblgua, a ndo ser
que se convencione designar por este simbolo o menor dos arcos.
Mesmo assim, a ambiguidade subsiste no caso particular das semi-
circunferéncias.

Seja entdo « a grandeza do menor dos arcos, supondo

0o< a< 180°

J& se disse atrds, nas CONSIDERAGOES DE ORDEM GERAL, que
todo o exercicio com algum interesse tem uma ideia-chave e que
deve ser o aluno a encontrar essd ideia. Aqui, a ideia-chave é con-
duzir pelo centro O da circunferéncia uma perpendicular a AB. Posto
isto, 0 que o aluno ‘j& sabe sobre a geometria da circunferéncia
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e sobre a trigonometria dos tridngulos rectangulos. conduz facil-
mente ao resultado: ,

o (1)
(1) IAB| = 2r sen-—z—

Primeiro que tudo, esta férmula permite esclarecer a etimologia da pala-
vra ‘seno’. Deve, agora, notar-se que a férmula continua a ser vélida
nos seguintes casos:

a) substituindo o pela grandeza «' do outro arco de extre-
mos A, B;

b) nos casos extremos em que o = 0° e o = 180° (por verjfi-
cacao directa).

Posto isto, hd que fazer duas espécies de aplicacoes da férmula:

1.0 Deducdo do seno, do co-seno e da tangente de 30°, 45
e 60°, o

2.° Deducédo da férmula dos senos, para tridngulos quaisquer.
Neste caso, seguindo sempre o método heuristico, o professor per-
guntard como se determina a circunferdncia que passa pelos vér-
tices A, B, C dum tridngulo.

(') Designamos por |AB| o comprimento do segmento AB (classe de equi-
valéncia dos segmentos geometricamente iguals a este). Pode, no entanto,
por abuso cémodo de escrita, escrever-se AB em vez de |AB|,
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C

Suponhamos tragada a circunferéncia e apagadas todas as linhas
auxiliares. Formula-se, agora, o objectivo:

Relacionar os lados do trigngulo com os éngulos opostos.

Aqui, a ideia-chave € unir o centro com os vértices e relacionar
cada &ngulo interno (insctito) com o &ngulo ao centro correspon-
dente, aplicando o respectivo teorema. A aplicacdo da férmula
anterior e a eliminagdo de r conduz, entdo, ao objectivo final:

a b c
(2) —— = =
sen A sen B sen C

E este um resultado imprevisto, que impressiona pela singela
beleza, independentementé de qda/quer aplicagdo. De acordo
com o que se disse nas CONSIDERAGCOES DE ORDEM GERAL, é
muito importante que o aluno tome consciéncia do aspecto
estético da matemética.

Resta um pormenor de critica sobre a validade I6gica da anterior
dedugfo. Tr8s casos se podem dar quanto 2 posigéo do centro O
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em relacdo ao tridngulo: ou é interior ao tridngulo, ou é exterior ou
est4d sobre um dos lados. A figura a que normalmente se refere a
dedugédo estd no primeiro caso. Ora a dedug¢édo deve ser independente
da figura. H4, portanto, que analisar os outros dois casos. Ndo é
dificil ver, com as observagdes que se fizeram acerca da férmula (1),
que a férmula (2) continua a ser verdadeira( ).

Mais uma vez se confirma pois 0 que foi dito sobre as duas
fases da investigagdo: uma fase inicial, em que predomina a
intuicdo, e uma fase final, de critica e apuramento 16gico dos
resultados. Ambas as fases sdao fundamentais, como aspectos
complementares do pensamento matematico.

10. E agora e s6 agora que, a nosso ver, vem a propésito tra-
tar do conceito de radiano e da conversdo de graus em radianos
ou vice-versa (deve também falar-se do sistema centesimal). A ques-
tdo que importa depois focar é a seguinte: |

O dominio das fungGes circulares, tais como estas foram
até agora definidas, € o conjunto de todas as grandezas de
éngulo (ou de arco), que ndo se confunde com o conjunto IR.
Por exemplo, sabemos o que significa a expressdo sen 30°
(seno da grandeza 30 graus), cujo valor é 1/2, mas nao defini-
mos, significado da expressdo sen 30 (seno do numero 30).
Podiamos, é certo, convencionar dizer que seno de 30 é o mesmo
que seno de 30 graus. Mas por que razdo deve sen 30 ser o

(') Conviréd fazer uma aplicagio numérica ao caso de um tridngulo
obliquéngulo, do qual sdo dados um lado e dois &ngulos adjacentes, e se pede
um dos outros lados.
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mesmo que seno de 30 graus e ndo o mesmo que seno de 30

grados ou seno de 30 radianos? Havera porventura alguma afi-
nidade que para esse fim merega preferéncia?

Pois bem, a resposta é esta:

Existe efectivamente uma unidade que merece preferéncia para
esse fim: é o radiano.

Agora, o aluno est4 no direito de perguntar porqué. E claro que
se tem de responder:

S6 mais tarde, a propésito do estudo das derivadas, se pode conhe-
cer a razao desta preferéncia.

Assim, por definigdo, o seno de um numero real x serd o seno
da grandeza x radianos, isto é:

DEFINICAO. sen x = sen (xrad) , VxelR
E analogamente para as restantes fungdes trigonométricas.

Por exemplo:

T T 1
sen — =sen|{—rad ) =sen 30° = —
6 6 2

T ‘/-é_ T
cos — = cos 30° = , tg—=1tg 600=V3
6 2 3
™ V2
sen -Z- = sen 45° = 5 , cosm=cos 180°=-1 , etc.
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E claro que as novas fungdes assim definidas, embora designadas
pelos mesmos simbolos, sen, cos, tg, cot, sec, cosec, e chamadas
ainda ‘funcées circulares’ ou ‘fungées trigonométricas’, nao sao as
mesmas que as anteriores, uma vez que o seu dominio é diferente:
o conjunto IR, em vez do conjunto das grandezas do_angulo. S6 por
comodidade se mantém a mesma terminologia e a mesma notagao.

Devem-se agora traduzir na nova linguagem todos os resultados
anteriores.

Mais tarde se vera que:

Dsenx=cosx , Dcosx=-senx , Dtgx=sec3x

As férmulas das derivadas das funcdes circulares setiam mais
complicadas se, porventura, na definicdo anterior, se tivesse escolhido
uma unidade diferente do radiano: eis a razdo da preferéncia que, ao tra-
tar do assunto das derivadas, serd apontada ao aluno.

Convém, pois, salientar o seguinte:

Esta mudanca de ponto de vista no estudo das funcoes cir-
culares (sendo o dominio o conjunto R em vez do conjunto
das grandezas de angulo ou arco), dé-se precisamente quando
é preciso passar do ambito da trigonometria — ramo da mate-
mética aplicada que estd na base da topografia, da geodesia e
da astronomia — ao dominio muito mais amplo da anélise mate-
mética, como ciéncia pura. Ver-se-a depois como tais funcoes
podem ser representadas analiticamente por mejo de séries.

11. As fungbes circulares inserem-se naturalmente no quadro
da anélise matemética, por intermédio dos niimeros complexos, como
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se faz no 3.° vol. do Compéndio. Ai se indica a maneirs, &8 nosso
ver mais natural, de deduzir as férmulas de adicéo de éngulos.

E claro que este assunto sé poderd ser tratado depois da
‘introducdo ao célculo vectorial que, por sua vez, convém que
séja precedida dos elementos de geometria analitica no espago
(sem vectores) que sdo dados no Guia do 6.° ano () e que, de
futuro, devero ser introduzidos precisamente no 6.° ano (quanto
as conicas, s6 depois das matrizes convird fazer o seu estudo).
Os assuntos comegam a interpenetrar-se, a associar-se entre si,
num processo fecundo de complexificacdo que caracteriza toda
a marcha ascensional do pensamento — e nao seria portanto
pedagdgico separd-los artificialmente, ocultando as suas multi-
plas correlagdes. Mas convém, desde j4, ter uma ideia de como
se completa o estudo das fungdes circulares.

Esse estudo adquire agora unidade e simplicidade, gracas a fun-
cdo E, que tem a propriedade notével:

(1) E(x+B) = E(«) E(B)

Esta fédrmula, da qual irfo sair as férmulas trigonométricas de adi-
¢do e outras mais, diz-nos que a fungdo E transforma a adiglo em
multiplicacdo, & semethanca do que sucede com qualquer funcéo
exponencial. E, na verdade, em matemética superior, acaba-se por
identificar E(x) com a exponencial e'’*. Mas convém notar, de pas-
sagem, que esta fungdo é uma aplica¢do ndo biunivoca do conjunto

(') Parece-nos vantajoso que o aluno tome o primeiro contacto com a
geometria analitica pela via mais elementar possivel, a fim de facilitar a apli-
caclio do método heuristico.
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IR sobre o conjunto dos nimeros complexos de médulo 1 (cuja
imagem é uma circunferéncia).

Tal aplicagdo ndo &, portanto, um isomorfismo do grupo
aditivo IR sobre o grupo multiplicativo dos ndmeros complexos
de médulo 1, visto nao ser injectiva; mas, como é sobrejectiva
e transforma a adigdo em multiplicagdo, segundo (1), diz-se
que é um homomorfismo do primeiro grupo sobre o segundo.

12. A propdsito das férmulas de bissecgao, é importante obser-
var o seguinte: ’

Essas férmulas, restringidas ao 1.° quadrante,

’ a 1+cosa a 1—cosa
(2) cos — = i . SO e P
2 2 2 2

fornecem um processo de céiculo numérico do seno e do co-seno
dum &ngulo com a aproximagdo que se quiser. Serd, portanto, esse
um dos meios de resolver o problema que ficou em aberto nos n.°s 1
e 2 deste capitulo, apés ter-se verificado que o método gréfico
ndo permite ir além de certo grau’ de aproximagéo, insuficiente para
muitos fins.

Suponhamos que se toma para unidade o dngulo recto. J& se
conhecem o seno e o co-seno dos dngulos de medidas 0, 1/2 e 1.
Em seguida as férmulas (2) permitem calcular o seno e 0 co-seno
do &ngulo de medida 1/4, que séo respectivamente iguais ao co-seno
@ ao seno do &ngulo de medida 3/4. '
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- Posto isto, as férmulas (2) permitem calcular o seno e 0 co-seno
dos angulos de medidas

— ] — I m—— —_— ) m— IE e——

que sdo iguais, respectivamente, ao co-seno e ao seno dos angulos
de medidas

o 17 3 5
e, 1= —
8 8 8 8

Analogamente se calculam o seno e o co-seno dos &angulos
de medidas

3 5 7 9 1" 13 15

r r r r r

16 16 16 16 16 ' 16 ' 16 ' 16

E assim sucessivamente, repetindo as operagées de bissecgao e
de passagem ao angulo complementar.

Suponhamos, por exemplo, que se pretendia calcular sen 63°.
Ora 63° é igual a 0,7 do angulo recto e tem-se, sucessivamente:

3
— < 0,7 < —
2
5 3 6
— =< 07< —=—
8
11 2
— < 0,7 _—
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o0 que permite calcular valores aproximados de sen 63°, por defeito
© por excesso, com erro tdo pequeno quanto se queira.

Os célculos exigidos por este processo sdo laboriosos, mas,
quando se dispde de um bom computador, podem ser efectuados
rapidamente. No entanto, mesmo quando se trabalhe com um
bom computador, procura-se sempre, entre varios métodos de
aproximagdo, aquele que seja mais expedito e mais facil de
programar, porquanto o objectivo, nestes casos, é obter 8 maxima
economia de tempo e de energia, que se traduz em economia
de dinheiro. No caso das fungdes circulares, recorre-se normal-
mente a desenvolvimentos em série, para o calculo numérico
por meio de computadores. , _

Entretanto, convém n&o esquecer este pormenor: do ponto
de vista pedagdgico, é sempre importante que o aluno conhec¢a,
pelo menos, um processo de cédlculo, mesmo que néao sefa o
mais expedito.

13. Quanto ao teorema dos co-senos (ou de Carnot), j& se disse
que convém apresentd-lo em intima ligagdo com a nogéo de produto
interno, como se indica no 3.° vol., do Compéndio. Alids essa nogéo,
bem como as suas aplicacGes & geometria analitica, pode ser tratada
logo a seguir ao estudo dos nimeros complexos.

O desenvolvimento a dar a estes assuntos dependers, evidente-
mente, do estado de adiantamento de cada turma-piloto. Haver
casos em que seja preciso susbtituir as demonstragdes por esclare-
cime ntos de cardcter intuitivo e haveré assuntos que teréo de ser mes-
mo omitidos.

Hé, no entanto, dedugbes que o aluno deverd ficar a saber sem
hesitagdes, como sejam por exemplo aquelas relativas a nuimeros
complexos sob forma trigonométrica. Por outro lado, h& assuntos
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sobre os quais o aluno devera ficar a ter ideias bastante claras, como
por exemplo vectores, transformagcbes geométricas, representacdo
analltica de afinidades e cédlculo matricial (com matrizes quadra-
das de 2.2 ordem),

14. Todo o conceito é introduzido com uma determinada fina-
lidade: quanto menos 0 conceito surgir ligado 3 sua finalidade, menaos
interesse poderd despertar. Qual é por exemplo, o interesse das
fungbes circulares inversas? Porque se introduziram os simbolos arc
sen, arc cos, etc.? Se estes simbolos ndo fossem necessérios para
algum fim, ninguém se teria provavelmente lembrado de os inventar.

O interesse das fungdes circulares inversas aparece no problema
O S,
T+x2 " 1%z '
O momento mais oportuno para as introduzir serd, talvez, o que
se segue ao estudo das derivadas das fungbes circulares directas e
nao muito antes da introdugao ao célculo integral.

As funcbes circulares inversas podem aparecer com dois aspectos:
a) como fungdes plurivocas; b) como determinados ramos univocos
de tais fungoes.

Por exemplo, a expresséao

na integragdo de fungbes tais como etc.

‘arco cujo seno é 1/2'

é ambigua, uma vez que existe uma infinidade de arcos (ou de
nlmeros), cujo seno é 1/2. Mas jd a expressdo

1
2

T

g (88N a = —_
2

)

/\.

-—L as
3 ~
2

nlo é ambigua: o seu valor é =/6.
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Normalmente, adoptam-se as seguintes definicbes de fungGes
circulares inversas univocas:

. n
arc sen x=ty (x=sen y A ——<y< —)
2 2
arc cos x=t (x=cos y A 0<y< =)
T T
arc tg Xx=ty (x=tg y /\—?gyg?)

Como se V&, trata-se de fungobes reais de varidvel real. A primeira
tem por dominio o intervalo [-1, 1] e por contradominio o intervalo
[-n/2, /2]: é a fungdo inversa da fungdo seno, restringida esta ao
intervalo [-=/2, =/2]. O aluno tera facilidade em reconhecer o domi-
nio e o contradominio das outras duas(').

Para isto convém, & claro, examinar os gréficos das fung¢odes
circulares inversas plurivocas (que podemos representar pelas exrpres-
sbes Arc sen, Arc cos, Arc tg) e destacar desses os gréficos das fun-
¢Oes arc sen, arc cos, e arc tg.

Das definigbes anteriores deduz-se, pela regra de derivagdao das
fungdes inversas:

1 1
—=— s B0 COB X = = e
V1 —x2 V1 -x2

D arc sen x =

1

Dactg x = ——
.g 1+x2

E com isto terminaré propriamente o estudo da trigonometria no
curso-piloto.

(1) E manifesto o caricter convencional destas definicbes. Convém lem-
brar que também, por exemplo, a fungao x \}2 ndo é biunivoca e que se repre-

senta pelo simbolo /™ a inversa dessa fungéo restringida ao intervalo [0, + .
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OBSERVAGCOES ACERCA DO CAPITULO 1
DO 2.° VOLUME

1. O n.° 1 deve constituir assunto para discussdo na aula e
leitura em casa. A ‘Nota Histérica’ do Cap. IV do Compéndio de
Algebra (6.° ano), relativamente a fil6sofos gregos, bem como as
palavras de Castelnuovo citadas no inicio deste Guia, também deve-
riam ser motivo de leitura e reflexao.

Aliss, logo na primeira aula se deve comegar (ou recomecgar)
0 uso da régua de célculo, que pde o aluno em contacto directo com
a ideia de aproximacgao.

Numa outra aula devers dizer-se que h4 dois tipos princi-
cipais de computadores (ou calculadores): os computadores
numéricos (ou digtiais) e os computadores }analdgicos. Os pri-
meiros fornecem directamente os resultados dos célculos com
algarismos exactos em maior ou menor numero; os segundos
baseiam-se na medigdo de grandezas (tais como comprimen-
tos, tensdes eléctricas, etc.), geralmente com um grau de aproxima-
¢d0 ndo muito elevado, Vvaridvel e pouco preciso. Os computado-
res digitais vdo desde a simples méquina de somar de Pascal até
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aos modernos computadores electrénicos, com transistores. Os
computadores analégicos vao desde a simples régua de célculo
até aos computadores analégicos modernos, igualmente tran-
sistorizados. Em particular, os métodos gréficos, cujo estudo
sistemético se chama nomografia, podem ser inclufdos na classe
dos sistemas analégicos. E a propdsito, chamando a atengéo
dos alunos para um campo de pesquisa hoje em répida expan-
sd0, convém citar os sistemas analégicos da autoria da Senhora
Dr.2a D. Marilia de Lima Monteiro, bem como os computadores
eléctricos de valores l6gicos da autoria dos alunos do Liceu
D. Jodo de Castro, Senhores Anténio Vitor Adragdo Anunciada
e Lufs Henrique Borges de Almeida.

2. No n.° 1 fala-se ja4 de probabilidades. Embora este assunto,

segundo aconselha a experiéncia adquirida, deva ser reservado para
o final do 7.° ano, conviria que o conceito empirico de probabilidades
fosse dado mais cedo, de maneira informal, em conversa, partindo de
exemplos sugestivos, susceptiveis de despertar curibsidade e conduazir
a discussdao. Um tal exemplo poderia ser a segui'nte frase:

‘E.pequena a probabilidade de ouvir boa musieca em emis-
sores portugueses de radiodifusdo’

Néo se trata agora de discutir o valor ldgico desta afirmacao,

mas apenas o seu significado. Compare-se esta frase com as seguintes:

‘E impossivel ouvir boa musica em emissores portugueses
de radiodifuséo’

‘E raro ouvir boa musica em emissores portugueses de radio-
difus8o’ -
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O aluno imediatamente reconhece que a primeira ndo equivale
a segunda, mas tem praticamente o significado da terceira. Como
definir esse significado?

Primeiro que tudo, é preciso supor que se dispée de um critério
que permita distinguir mdsica boa de mdsica que nio é boa (critério
necessariamente discutivel). Posto isto, teria de se proceder a uma
estatistica, que consistiria em sintonizar um receptor ao acaso, em
numerosas ocasifes com emissores portuguesse. Se for m o ntiimero
de provas (ou experiéncias) em que se ouviu boa miisica e n o
nuimero total de provas em que se ouviu musica, o nimero m/n
(que se pode exprimir em percentagens) dard um valor aproximado da
probabilidade de ouvir boa musica em emissores portugueses — valor
este que sera tanto mais aproximado quanto maior for n.

Suponhamos que o valor achado foi cerca de 4% (ou 0,04),
isto &, que, em 100 emissées de musica, hé em média 4 que ddo musica
boa. Serd pequena neste caso a probabiiidade? Parece bem que sim:
mas é claro que este juizo terd igualmente caracter subjectivo.

Tudo isto pode ser desenvolvido em didlogo. Ndo quer
dizer que deva ser logo numa das primeiras aulas, mas sim
num momento oportuno, em que convenha variar de assunto
para amenizar. Numa outra ocasido, podera fazer-se a experiéncia
do langamento da moeda ou da punaise (por exemplo, cada
aluno fard 20 provas e relinem-se depois numa Unica as estatis-
ticas parciais). Assim, quando mais tarde se iniciar o estudo sis-
tematico das probabilidades, j& o aluno estard mentalizado
para o assunto e o rendimento seréa bem maior.

3. A majoraglio do erro duma soma, dum produto ou dum quo-
ciente, @ os respectivos problemas inversos, sdo assuntos centrais,

51



J. SEBASTIAO E SILVA

aos quais é preciso dedicar uma atengdo especial. Alids, o assunto
s6 comeca a adquirir um certo grau de dificuldade (e portanto maior
interesse), no problema inverso relativo ao produto (n.c 9).

A orientagao seguida no texto ndo é cem por cento heuristica.
As seguintes observagdes permitirdo ao professor aproximar-se
mais deste tipo de orientagdao, com vantagem para o aluno, que
‘entrard assim muito mais facilmente no assunto.

Depois de formular o problema como se faz na pg. 32 e de o
esclarecer como vem nas Ultimas cinco linhas da pg. 33, pergunta-se
ao aluno:

Qual é a férmula que parece indicada para resolver este problema ?

O aluno diréd certamente que é a férmula deduzida no nimero
anterior:

A(xy) IS X | Ax | +y |Ay|

Mas deve ser usada em sentido contrério, raciocinando do seguinte
modo: o

Se le!< e e |Ay|< ¢ entdo
| A(xy) | < (X+y) ¢
Logo, para que seja | A(xy) | < 3, basta que seja

(R+y) e < 3
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ou, o que é equivalente,

o
A

(1)

b4
+ | oz
<>

O problema parece pois resolvido, mas ndo estd. Porqué? Tem
de intervir neste momento o espirito critico. O que sdao X e y?
Segundo a convengdo anterior, X é um majorante'de | x |, enquanto
y é um majorante de |y | ede |y, |. Mas y, é precisamente um dos
valores procurados. Portanto, a fé6rmula (1) ndo permite, sem mais,
determinar ¢, visto que nao se conhece ainda y,. A dificuldade ests
pois neste pequeno pormenor, a primeira vista insignificante (podem
mudar-se os papéis de x e de y, mas a dificuldade subsiste).

Para simplificar o problema, comecemos por supor x e y posi-
tivos. Entdo |x|=x , |yl =v.

Em que consiste a ideia-chave aqui?

Em obrigar primeiro x e y as condigGes

X2x , y>y

e em procurar depois um nimero positivo e, que verifique nao sé a
condigdo (1), mas também a seguinte:

Se y, é um valor positivo aproximado de y a menos de e,
entdo y, <y (deste modo y ficar& a ser, automaticamente,
majorante de ly| e de |y, ).

Impbe-se, neste momento, recorrer a intuigdo geométrica para
acabar de resolver o problema. Convide-se o aluno a representar sobre
um eixo y e y de modo que se verifique a relagdo 0 < x < y:

0 Y

— <,
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O problema estd, agora, reduzido ao seguinte:

A que condicoes deve satisfazer = para que todo o valor apro-
ximado de y a menos de = sefa menor que y?

Olhando para a figura nao é dificil responder:
A condicdo =< y —y.

Convide-se o aluno a indicar na mesma figura uma vizinhanga
(e) de y nestas condigbes. Por exempio:

0 y -

oM
_ <
<
+
(4]
<>

O raciocinio, pode agora, aparecer sob forma puramente ldgica,
independente da intuicdo geométrica:

Se e<y-vy, tem-se y +e<y. Entdo, se y, é valor aproximado
de y a menos de ¢, tem-se:

yi<y+c € portanto y,< V
Assim, o problema est4 resolvido quando se consideram apenas

nimeros positivos: basta tomar ¢ de modo que se tenha simulta-
neamente

o7

©
VAR

x>
+
<>

sendo X >x e y>v.
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No caso geral de nliimeros reais quaisquer (e ndo apenas nimeros
positivos), é preciso passar aos médulos e basta entdo aplicar o teo-
rema 2 da pg. 26. para o problema ficar reduzido ao caso anterior.
E assim se chega ao teorema da pg. 35.

Vale a pena gastar tempo com este teorema porque, uma

vez esclarecido o assunto, tudo o resto vird com facilidade,

- por acréscimo. Podemos mesmo dizer que este é um dos teore-

mas-chave da teoria dos limites: o tipo de raciocinio que exige
vai repetir-se vérias vezes com pequenas variantes.

Uma dessas variantes aparece logo no n.° 11, a propdésito do
problema andlogo para o quociente. Neste caso, o bom aluno j& seré
capaz de caminhar faciilmente pelo seu préprio pé.

Problemas anélogos se apresentam depois a propésito da potén-
cia e da raiz. Mas al néo valerd a pena fazer as dedugdes para o pro-
blema inverso: bastaré indicar o resultado (que ndo serd preciso
fixar no caso da poténcia).

Note-se que a demonstragdo, alids facultativa, do teorema
do n.° 13, pg. 47, é feita segundo uma orientacdo diametral-
mente oposta & do método heutistico. Como se pode verificar,
essa demonstrac8o oculta a génese das ideias, ndo deixando
tracos do caminho seguido na investigacéo, para chegar aquele
resultado. As demonstracbes como esta — do tipo expositivo
cldssico ~ apresentam a matemética como ciéncia feita, esté-
tica, cem por cento i6gica, e ndo como ciéncia em via de cres-
cimento, impulsionada pela intuigdo criadora. Tal orientagdo sé
permite ao aluno conhecer a matemdtica por fora, dando-lhe a
impresséo de que jamais poderia colaborar na construgéo desta
ciéncia.
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3. As féormulas aproximadas dos desvios tém a vantagem de
familiarizar desde logo o aluno com regras de derivacdo (ou dife-
renciacao), que s6é mais tarde vird a identificar como tais. Em par-
ticular, a férmula aproximada do desvio da raiz sera utilmente aplicada,
logo a seguir, na redescoberta do método de Newton para raizes de
indice qualquer.

Quanto a erros relativos, bastard que o aluno adquira a nogéo.
Ser4 interessante dizer-ihe, a propésito, que os melhores computadores
analégicos permitem uma aproxima¢dao da ordem de 0,05 %, o que
j& pode ser considerado muito bom para certos fins. Também haveré
interesse em que o aluno aprenda, de modo informal, que o desvio
relativo do produto é aproximadamente igual & soma dos desvios
relativos dos factores, etc.

4. O assunto do n.° 18 coloca o aluno imediatamente em con-
tacto com a ideia dos métodos de aproximagdo, que domina toda a
anélise numérica moderna, ligada ao uso de computadores. Constitui,
por isso também, uma excelente motivagdo concreta para a intro-
dugao do conceito de convergéncia duma sucessao. O aluno sente
que tal conceito é algo de real e de irhportante, que interessa estudar
a fundo. Convém, pois, dedicar um Jnteresse . especial ao referido
assunto, fazendo-o surgir e desenvol_vér-se de modo acentuadamente
heuristico. Como? Discorrendo mais ou menos do seguinte modo:

Uma vez que tenhamos um valor aproximado, X4, de Va, o seu
quadrado, xf; sera um valor aproximado de a. Entdo, se designar-
mos x? por a., a fdérmula aproximada do desvio da raiz da(1):

(') HA4, aqui, apenas uma troca entre os papéis de a e a,, relativamente
4 férmula que foi dada. Mas q aluno j4 est4 habituado a essa espécie de simetria
das férmulas, em relagdo ao valor aproximado e ao valor exacto (consequéncia
do principio de substituicdo de varidveis aparentes em quantificadores universais).
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. o
a—Va,z—é—,E——_’_—

Vaj
ou seja
— a-x?2
Va-xy =
2x
ou ainda
2
— x%—a
1
(1) Va mRy — e
2x 4

Mostra a experiéncia (e depois se verd porqué) que é sempre
mais eficaz comegar com um valor x, aproximado por excesso:
foi, por isso, que escrevemos xf—a em vez de a—xf, mudando

o sinal.

Mas a férmula (1) é apenas aproximada. Quer dizer, se pusermos:

2x,
X, serd um novo valor aproximado de Va.0O qué’interessa é que X,
seja mais préximo de V a que x,.

Vamos ver se isso acontece, na hip6tese em que xf > a. Neste
caso, a férmula (1) mostra imediatamente que x, < x,. Resta saber
se Va<x, Para isso, basta considerar a diferenga x,—Va e ver
que é positiva, como se fez no Compéndio.

Surge, agora, espontdnea a ideia de proceder para x, como se
fez para x ., pondo:

2
x —-—
X9
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e para x5 como se fez para x ,, pondo:

e assim sucessiva e indefinidamente.
Deste modo se gera uma sucessdo, cujo primeiro termo é x,
e cujos termos seguintes sdo dados pela férmula de recorréncia

(2) X -2 V. €IN
x I — x N et — ; 5 e
: R = 2xp 0

e fica automaticamente provado, pelo principio de substituigdo das
varidveis aparentes, que

Va< Xpy 1< Xn

Posto isto, o aluno pressente que os valores aproximados

X,.X,,... S80 cada vez mais préximos de a, isto é, tem a intuigdo

-~ de que a sucessdo assim definida converge para Va. Uma pri-

meira justificagdo intuitiva deste facto é dada nas péginas 57

e b8 do texto, mas pode ser omitida (os exemplos numéricos

dados a seguir j& sdo bastante esclarecedores, nesta fase intro-

dutéria). A demonstragdo rigorosa sé pode ser dada por meio

da teoria dos limites, que tem assim, no estudo anterior, uma
boa motivac¢éao.

5. Os processos de recorréncia (baseados no principio da indu-
¢80 matemaética, que depois serd estudado em pormenor) consti-
tuem um dos muitos assuntos da matematica que tém sido postos na
ordem do dia pelos computadores.
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Uma vez escolhido o valor inicial x,, da sucesséo atras conside-
rada, a determinagao dos valores x,,X ,,... Segue-se automaticamente
— mecanicamente — por meio da férmula de recorréncia. E é esse
automatismo, essa rotina, que o computador — como servo fidelis-
simo do homem — executa com velocidade prodigiosa. Vé-se neste
exemplo, bem delimitado, o que compete a maquina e o que com-
pete ao homem(1).

Convira talvez, para esclarecimento do assunto, que o aluno
resolva um exercicio, no caso da raiz quadrada, efectuando os
célculos pelos processos usuais. Mas nao fara sentido maca-lo
com calculos fastidiosos que competem a maquina. Nas cidades
onde haja computadores electrénicos acessiveis a populagao
escolar, serd& do maior interesse que se organizem visitas de
estudo, em que os alunos vejam como a maquina executa pro-
gramas, relativos a problemas desta ou de outra natureza.

6. A teoria dos limites, que se comega a desenvolver no n.°c 19
com todo o rigor l6gico moderno, estd na base do calculo infini-
tesimal (ou anélise infinitesimal). Mas convém, na devida oportu-
nidade (nota da pg. 71), analisar o significado etimolégico da palavra
‘infinitésimo’, em ligagdo com a histéria do célculo infinitesimal, que

(') Também se pode dizer, num certo sentido, que os computadores mais
evoluidos sdo capazes de efectuar escolhas e tomar decisées. Uma anélise apro-
fundada do assunto permitird mostrar que tudo isso é feito segundo planos pre-
estabelecidos pelo homem e em que ndo se exclui eventualmente a intervengao
do acaso, segundo as leis do célculo das probabilidades. Mas isto conduz-nos
ao dampo da cibernética, em que as opinides se dividem: hd quem pretenda que
o cérebro humano ndo é mais do que um computador extremamente evoluido e
hé quem considere essa hipétese simplesmente absurda.
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também poderiamos chamar ‘célculo de infinitésimos’ (ou ‘de quan-
tidades infinitamente pequenas’).

O aluno ja sabe o que significa ‘um décimo’, ‘um centésimo’,
‘'um milésimo’, etc. Por exemplo, um milésimo de uma dada grandeza,
que se toma para unidade, é a grandeza que se obtém dividindo a
unidade por 1000 (ou, como também se diz, em mil partes iguais).
O que seré entdo um infinitésimo? Deveria ser a grandeza que se obtém
dividindo a unidade num numero infinito de partes iguais. Mas o que
se pode obter, dividindo por exemplo um segmento de recta num
nuimero infinito de partes iguais? Obtém-se pontos, dirdo os alunos.
Como o comprimento dos pontos é nulo, um infinitésimo deveria ser
entdo uma grandeza nula. Mas como pode um comprimento nao nulo
resultar da soma de comprimentos nulos? A intuigdo diz-nos que tai
nao é possivel: somando grandezas nulas, por maior que seja 0 seu
nimero, apenas se obtém grandezas nulas. Mas é pensando assim
que se chega ao paradoxo da seta — um dos trés paradoxos com
0s quais Zenao pretendia provar que 0 movimento é uma ilusdo dos
sentidos.

Por isso, os precursores do célculo infinitesimal foram levados
a conceber um infinitésimo como algo que é ao mesmo tempo nulo
e ndo nulo (o que é impossivei, segundo o PRINCIPIO DA NAO
CONTRADICAQ), ou entdo como algo que estéd numa posigao inter-
média entre ser nulo e ndo ser nulo (o que é impossivel, segundo
o0 PRINCIPIO DO TERCEIRO EXCLUIDO). Esses matemdticos tinham
mais ou menos consciéncia de que tal conceito era ilégico; mas, como,
por outro lado, conseguiam obter assim facilmente resultados certos
e Uteis, ndo se preocupavam com a validade dos meios, atendendo
apenas aos resultados.

E verdade que estd hoje posta de lado essa ideia contraditéria
de infinitésimo (chamado ‘infinitésimo actual’), a qual foi substituida
pela ideia de ‘infinitésimo potencial’ (como varidvel que tende para
zero). Mas, no fundo, continua-se muitas vezes, em consideragdes de
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ordem intuitiva (sobretudo em matematica aplicada e em fisica), a
fazer uso implicito de tal ideia, como veremos a propdsito de con-
ceito de diferencial.

Nesses casos, chama-se ’‘infinitésimo’ a uma quantidade tio
pequena que pode ser considerada como nula para certos efeitos
(embora ndo seja necessariamente nula).

Como quer que seja, o método dos infinitésimos conserva
um valor heuristico considerdvel, do qual h& que tirar partido no
ensino da matematica, se queremos que este seja autenticamente
vivo e fecundo — ensino de ciéncia que se faz e nao ensino de
ciéncia feita.

Na ‘Nota Histérica’ do capitulo V do Compéndio de Algebra
indica-se como o método dos infinitésimos pode ser usado para
descobrir a férmula da area do circulo (uma vez conhecida a férmula
do perimetro). Poder-se-ia entdo encorajar os alunos a redescobrirem
por este método a férmula do volume da esfera, supondo ja4 conhe-
cidas as férmulas que dao o volume do cone e a 4rea da esfera(?).

Mas isto, afinal, j& deveria ter sido feito no 2.° ciclo, antes de
se passar a8 demonstragdo pelo método dos limites, que, como é
sabido, permite alcan¢ar mais tarde um completo rigor Iégico. Na ver-
dade, o interesse do aluno sera muito maior, quando se trata de redes-
cobrir um facto que seja rea/mente novo para ele. Um exemplo simples
e sugestivo, no 3.° ciclo, serd o da férmula da drea da elipse,
redescoberta pelo referido método, a partir da fé6rmula da 4rea do
circulo.

(') Estas consideragSes podem ser transmitidas ao aluno sob a forma de
leituras, antes de se entrar no célculo integral,
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Consideremos uma elipse de equagao

—_—t — =1
a2 b2

nllm referencial ortonormado ('). Resolvendo a equagdo em ordem
a y obtém-se:
b
(1) ¥ = ko= Vgl g2
. a

(') Nao é indispensdvel que, nesta altura, j& tenha sido feito o estudo
sistemdtico das cénicas. Basta que o aluno saiba que é esta a equacio da
elipse, quando se tomam para eixos coordenados os eixos de simetria da elipse,
ficando o eixo maior (de comprimento 2a) sobre o eixo dos x, e o eixo menor
(de comprimento 2b) sobre o eixo dos y. Antecipagdes /informais como esta podem
mesmo ser Uteis do ponto de vista didéctico.
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Consideremos, por outro lado, a circunferéncia de equagao
X2 +y2=32
Resolvendo esta em ordem a y obtém-se, agora:
(2) y =% Vaz—x2

Comparando (2) com (1), vé-se que se passa afinal da circunfe-
réncia para a elipse, por meio da transformacgao que transforma cada
ponto da circunferéncia no ponto da elipse de igual abcissa, sendo a
ordenada desta igual ao produto da ordenada da primeira por b/a.
Como b/a é constante, vé-se que as ordenadas sdo assim todas
reduzidas na mesma propor¢do, enquanto as abcissas se mantém
inalteradas (esta transformag¢ao é pois uma afinidade, como podera
ser reconhecido mais tarde).

Consideremos, agora, vérias rectas paralelas ao eixo dos y, muito
préximas entre si. O circulo limitado pela circunferéncia e o dominio
limitado pela elipse ficam assim decompostos em tiras muito estreitas,
que se aproximam de rectdngulos. Usando a linguagem intuitiva dos
infinitésimos, pode entdo dizer-se que cada um dos referidos domi-
nios fica decomposto numa /infinidade de rectdngulos de bases infini-
tésimas. Entdo a area de cada um desses dominios é a soma das
dreas dos respectivos rectangulos. Ora a drea de cada rectangulo é
o produto da base pela altura respectivé. Além disso, a cada rectan-
gulo em que fica decomposto o circulo corresponde na elipse um
rectdngulo de igual base e de altura igual & do primeiro multipli-
cada por b/a. Logo a érea limitada pela elipse serd igual ao produto
da éarea do circulo por b/a('). Representando a primeira por A,

(') Subentende-se que o aluno é levado a fazer por s/ todas estas con-
sideracdes, de contrdrio o método perderd o seu interesse, que é essencialmente
heuristico.
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vira, pois:

(3)

A=-—ma2=mab
a

Assim, a validade desta férmula surge clara ao nosso espirito,
por via da intuicdo. E como se estivéssemos a vé-la directamente
com os olhos do espirito (usando a linguagem de Platdo).
Mas impoOe-se depois a andlise critica do resultado, lembrando mais
uma vez o seguinte: o método usado é intuitivo, mas nao rigo-
roso; ndo devemos confiar inteiramente na intuicdo, pois esta
por vezes ilude-nos. A férmula (3) pode ser estabelecida com
rigor, pelo método dos limites. Alids, como se vera depois, o
cédlculo integral oferece meios por assim dizer mecénicos, para
a dedugdo desta e de outras férmulas de &reas e de volumes.
Trata-se porém de técnicas de célculo, sem divida muito valiosas,
e que por isso mesmo convém aprender e dominar, mas que
nao iluminam o espirito com aquele lampejo de visao intuitiva

~ imediata, prépria do método heuristico dos infinitésimos.

. Foi aplicando este método que o frade italiano Cavalieri,

professor de matematica na Universidade de Bolonha a partir de
1629, conseguiu descobrir vérias férmulas novas de éreas e de
volumes. Em 1627, Cavalieri escrevia a Galileu, de quem fora aluno:

‘Aperfeigcoei uma obra de geometria [...] e é coisa nova, néo

s6 quanto 3s coisas encontradas, mas também quanto ao modo de
encontra-las, por ninguém utilizado até agora, que eu saiba’.

Mas, de acordo com o que sucede geralmente na histéria da

ciéncia, a novidade do método de Cavalieri é relativa. Ele préprio
admite como seu precursor Kepler, e 6 muito provével que tenha
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sido também influenciado por Galileu. O método dos indivisiveis
foi aperfeicoado por Torricelli, que o aprecia nos seguintes termos:

‘A nova teoria dos indivisiveis vai pelas maos dos doutos como
milagre de ciéncia, e por ela aprendeu o mundo que os séculos de
Arquimedes e de Euclides foram os anos da infadncia para a ciéncia
da nossa adulta geometria!’

Mas, como era inevitével, comegaram a chover as criticas ao novo
método, as quais respondia Pascal do seguinte modo em 1568:

“Tout ce qui est démontré par les véritables régles des indivisibles
se démontrera aussi a la riguer et 3 la maniére des anciens. Et c’est
pourquoi je ne ferai aucune difficulté, dans la suite, d’utiliser ce
langage’.

Alids, é muito provavel que também os antigos, em especial
Arquimedes, tivessem seguido na investigagdo caminho semelhante
ao deste método e o que s6 depois tivessem procurado demonstrar
com rigor, alids relativo, os resultados obtidos.

Note-se que os fundadores do célculo infinitesimal foram forte-
mente influenciados por Cavalieri. Assim, por exemplo, Newton
adoptou os termos ‘fluentes’ e ‘fluxdes’ (introduzidos por Cavalieri),
para designar, respectivamente, as fungoes e as respectivas derivadas.
E os indivisiveis reaparecem sob a forma de diferenciais com Leibniz,
que introduziu o sinal | de integral (deformagédo da letra S, inicial
de ’‘soma’), para representar a soma dos indivisiveis, segundo
Cavalieri.

A anélise infinitesimal procurava exprimir o que, segundo os anti-
gos, era inexprimivel: a mudancga, o eterno fluir da realidade, também
chamado devir (do francé@s ‘devenir’), simbolizado por Her4clito
na sua- célebre imagem do rio que nunca é o mesmo. Para os
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filésofos racionalistas (ou filésofos do Ser), cujo pensamento se reflecte
na estruturacao légica da geometria, a mudanca (e, em particular,
o movimento) é uma série de contradicdes (ver os paradoxos de
Zenao). Nao é, pois, de admirar que tais contradigbes reapare¢cam
no método dos infinitésimos cujo objectivo era nada menos do que
matematizar o fluir do mundo fisico. Ainda em fins do sécuio XVIII
Lagrange resumia nos seguintes termos o estado da analise infi-
nitesimal (ver ‘Nota Histérica’ do Cap. V, Compéndio de Algebra):

‘Esta ciéncia é um formigueiro de contradi¢des e se, apesar disso,
conduziu a grandes resultados, é poque a infinita cleméncia de Deus
dispds as coisas de modo que 0s erros se compensassem uns aos
outros’.

Tais contradicoes s6 puderam ser completamente eliminadas
em fins do século passado, depois de se ter construido a analise
sobre uma teoria dos limites, deduzida logicamente de uma axio-
mética ndo contraditéria (p. ex. a das grandezas ou a dos
nimeros reais). Mas, note-se bem: aquelas contradicdes nao
impediram que a andlise, associada a fisica, tivesse sido até
entdo 0 mais rico manancial de ideias e de resultados, em toda
a histéria da matemética. Mais, ainda, na logificagdo da anélise,
perde-se um elemento precioso, sem o qual é impossivel qual-
quer progresso na ciéncia: o dinamismo da intuicdo criadora.
Por isso mesmo, é de toda a conveniéncia que, na fase inicial
da investigacdo, bem como na fase heurfstica do ensino, e nas
aplicacées concretas, se continue a usar a linguagem intuitiva,
embora contraditéria, dos infinitésimos, como se pode ver cla-
ramente a propésito dos integrais. Se ndao se proceder assim,
corre-se o grave risco de criar sucessivas geragoes deformadas
mentalmente, inibidas de criar, por uma preocupagdo intem-
pestiva de rigor [6gico.
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7. A teoria dos limites de sucessdes, tal como se desenvolve
no Compéndio, em estreita ligagdo com o célculo numérico aproximado,
estabelece desde logo uma sintese da teoria com a prética, na forma
em que esta se apresenta com mais viva actualidade: a do célculo
numeérico por meio de computadores. Escusado serd acentuar quanto
esta orientacdo devera contribuir para despertar o interesse do aluno,
que reage quase sempre com desagrado ao aspecto exclusivamente
tedrico e abstracto de uma teoria dos limites dada a priori, sem
qualquer motivacao. E note-se que, ao estimulo pratico-intuitivo, se
segue depois uma estruturagdo l6gica perfeitamente rigorosa. E claro
que falta ainda, como base, uma teoria dos niimeros reais. Mas esta
s6 deve ser dada a posteriori, segundo o método analitico da inves-
tigagdo, tal como se indica na ADVERTENCIA. E, deste modo, tam-
bém se estard a seguir em parte a ordem histérica.

No n.c 30 faz-se o estudo do limite da funcdo exponencial
a", definida em IN, depois aplicado ao estudo da série geo-
métrica no n.° 31. Desnecessério salientar a importancia destes
assuntos. No que se refere as expressfes sinénimas ‘crescimento
exponencial’ e ‘crescirmento em progressido geométrica’ bastard
lembrar que estas fazem hoje parte da linguagem das pessoas
cultas; e adquiriram actualidade, alids, inquietante, a propésito da
tendéncia para crescimento exponencial que se manifesta hoje na
populagdo do Globo, e, por isso, também na populacdo escolar
(fenbmeno conhecido por ‘explosdo escolar), no consumo da
energia eléctrica, etc.

O exemplo histdrico do tabuleiro de xadrez deveria ser familiar
a todos os alunos que passam pelo ensino secundario.

Alids, estes e outros assuntos deveriam ser tratados logo no
2.0 ciclo, por via intuitivo-racional, como se fazia ha cerca de 35 anos.
O programa de matemética no 2.° ciclo era entio bastante mais
desenvolvido e, sem dulvida dudvida, mais interessante, mais rico em
sugestées e em ligagbes com o concreto, portanto mais atraente e
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formativo. E certo que o regime de 3 tempos lectivos por semana
ndo chegava para um desenvolvimento eficaz desse programa. Mas
trés circunstancias concorriam para que os bons professores pudessem
cumpri-lo de maneira satisfatéria, pelo menos em relagcdo aos alunos
bem dotados: 1) menor nimero médio de alunos por turma;
2) inexisténcia de colecgdes de exercicios-cliché, como as que se
difundem actualmente, criando a ansiedade de os resolver, em nlimero
cada vez maior, para se conseguir passar no exame; 3) menor exten-
sdo dos programas de carécter informativo, que exigem grande esforgo
de memdria e bloqueiam o espirito do aluno, impedindo-o de se con-
centrar e reflectir.

Nos tempos actuais o ja referido fenémeno da explosdo escolar,
aumentando rapidamente a quantidade dos alunos, tende a degradar
a qualidade do ensino.

A instituicdo de turmas-piloto, como esta a ser feita em vdrios
paises, tem exactamente por fim salvar da avalanche a qualidade do
ensino.

8. Impde-se aqui uma observacdo quanto aos exercicios |,
b), d), e) da p. 110 do 2.° volume. Bastard considerar o primeiro.
Uma vez resolvido o exercicio 1, @), o aluno néo tera dificuldade em
descobrir a ideia-chave do que se lhe segue. Tem-se:

V;T‘:_z—'; = V5“ [1+ (&)= 5@'

Ora

2
1+(—5—)"—>1 +0=1
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Por intuicdo ou por hébito em situagdes andlogas, o aluno acei-
tard em seguida que

n /= 9 _ -
\/1 F ()" VT =1
5
Dum modo geral ele aceitard que
(1) Xp = 1= Vx> 1
qualquer que seja a sucessdo X, que tenda para 1. Porém, a demons-
tracdo rigorosa deste facto ndo é tdo facil como a primeira vista
parece. O que se pode e convém ¢ levar sucessivamente o aluno a
tomar consciéncia do seguinte:
1. Nenhum dos anteriores teoremas sobre limites permite

demonstrar (1), pois que, no caso presente, o radicando e o indice
da raiz sdo ambos varidveis.

2.c Utilizando, por exemplo, logaritmos decimais, tem-se:

p— 1
Via = (1009%) 1 = 1077 9%

s

donde se deduz V'x;, - 10%® = 1, admitindo que
(2) lim (log up) = log (lim up)
(3) lim 10" = 10/ Uy

quaisquer que sejam as sucessdes convergentes up e v, , sendo
un > 0, Vn. Mais geralmente, vé-se deste modo que

e Xn > a= Vxqg>1 , Va e IR"
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3.2 Nao vale a pena demonstrar, por enquanto, os factos intui-
tivos (2) e (3), aos quais se reduz a demonstragdo de (1°).

Estaremos assim, mais uma vez, a proceder & semelhanca do
que se faz em investigacdo. Se porventura Newton, Leibniz,
Euler, Lagrange, Laplace e outros mais tivessem ficado a espera
de uma demonstracdo rigorosa dos seus resultados antes de os
publicarem, ndo teriam sido possiveis 0s enormes progressos que,
desde entdo até hoje, se tém realizado em matemética e nas ciéncias
afins.

Os referidos exercicios conduzem, de modo natural, a redescobrir
um método geral para o céalculo numérico de todas as raizes de uma
equacdo algébrica: o método de Graffe. Os fundamentos deste
método, relativamente elementar, sdo acessiveis a qualquer bom aluno
que, porventura, sinta curiosidade pelo assunto. Por outro lado, as
dificuldades de célculo numérico inerentes ao método estdo hoje em
grande parte removidas pelos computadores electrénicos. Por isso
ndo resistimos a tentagdo de o inserir no texto, a titulo facultativo,
com exemplos numéricos, pensando sobretudo numa das vérias
incongruéncias que se verificam no ensino universitirio da matem4-
tica: os alunos aprendem ai teorias, mais ou menos profundas, rela-
tivas a equacoOes algébricas; mas se alguém lhes perguntar como se
calculam todas as raizes de uma dada equacao algébrica, de grau arbi-
trério, com a aproximacdo que se queira, terdao de reconhecer que
nao sabem. Isto d& bem a nota de quanto o ensino tradicional da
matematica tem sido afastado da realidade. |

9. Para um ensino realista e actual da matematica, afigura-se
indispensédvel a sintese da anélise numérica com a anélise infinitesimal.
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A separacao dos dois aspectos parece-nos um erro pedagégico, pelo
menos na fase de iniciagao.

Ja se viu como os teoremas de calculo numérico aproximado,
de que se tratou no capitulo |, servem para demonstrar os
teoremas do limite da soma, do produto, etc. No fundo, esses teore-
mas dizem-nos que as funcées x +vy, xy, x/y (comy # 0) e Vx
(com p € IN) sdo continuas, tal como se observa no n.° 39,
p. 147-148.

Depois, as formulas dos desvios, em que esses mesmos teore-
mas se baseiam, vao-nos fornecer as regras de derivacdo da soma,
do produto, do quociente e da raiz. Deste modo, a coesao entre 0s
diversos assuntos é reforcada consideravelmente e estamos a apro-
ximar-nos de um dos ideais em ciéncia e pedagogia, que é: A UNICI-
DADE NA MULTIPLICIDADE.

Mas a ideia inicial, langada no 8 1. do capitulo I, ainda nao foi
explorada completamente. Para apreender todas as suas potencialida-
des, héd que introduzir o conceito de diferencial. Aliés, este é indispen-
sivel para realizar eficazmente a sintese da analise infinitesimal com
as ciéncias experimentais (em especial com a fisica), 0 que se impoe
igualmente na fase de iniciacdo. E é ainda o ponto de vista do
célculo numérico que nos permitira introduzir tal conceito de modo
simples e natural, tornando-o palpavel. Eis pois a orientagao que
propomos, para corrigir o aspecto demasiado formal com que o con-
ceito é introduzido no texto.

Consideraremos, por exemplo, as FORMULAS APROXIMADAS DOS
DESVIOS DA POTENCIA E DA RAIZ:

_ 1
N o n-1 Y ~
A(x) =~ nx Ax , AVx =~ o Ax

Como se vé, os coeficientes de Ax sdo, respectivamente, as
. . n .
derivadas de x" e de V'x em ordem a x. Assim, dum modo geral,
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dada uma fungdo f que admita derivada finita num ponto x, é-se
levado a considerar como fdrmula aproximada do desvio de f(x) a
seguinte:

Af(x) ~ f'(x) Ax

ou ainda, pondo f(x) =vy:
(1) Ay =~ f(x) Ax
sendo Ay o desvio (ou acréscimo) correspondente a Ax, isto é:

Ay = f(x + Ax) - f(x)

Resta, porém, saber qual o grau de aproximacéao que a férmula (1)
pode fornecer. Para isso, recordemos que

. Ay
f(x) = lim
Ax—>0 Ax
Entado, se pusermos
Ay
—_—=f(x) =7
e (x)

vé-se, por um lado, que

r—-0 quando Ax—>0

e, por outro lado, que

(2) Ay = f(x) Ax + r Ax
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Mas o termo rAx, dividido por Ax, tende para O com Ax.
Portanto, passa-se da férmula exacta (2) para a férmula aproximada

(1), desprezando o termo rAx, que é um infinitésimo com Ax de ordem
superior & de Ax. Na prética, isto quer dizer o seguinte:

O erro que se comete ao adoptar a férmula (1) para calcular
Ay torna-se desprezével quando |Ax| é suficientemente pequeno.

Mas, o significado desta afirmagdo ndo serd devidamente
apreendido pelo aluno, se ndo se der logo em seguida um exem-
plo numérico simples. Seja

Entdo y' = 2x e, assim:
(3) Ay ~ 2xAx = 2 x 1,3 x 0,03 = 0,052
Ter-se-4, pois:
v+ Ay & x2 + 2x Ax = 1,32 + 0,052 = 1,742
Por outro lado, o valor exacto de Ay é:
Ay = (x + Ax)2 — x2 = 2x-Ax + (Ax)2 = 0,05624

O erro que se comete usando (3) é portanto (Ax)2 = 0,0004, e
ser4 desprezével se quisermos apenas o resultado amenos de 0,001,

Posto isto, podem seguir-se as consideragbes da p. 155 do
texto, a partir da linha 13, assim como a do n.° 42 sobre as
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regras de diferenciagdo. A propdsito destas convém talvez chamar
desde j4 a atengdo do aluno para o seguinte:

A fim de simplificar as notagdes, convenciona-se escrever dx?2
em vez de (dx) 2, dx3 em de (dx)3, etc. Assim, sendo 7 um numero
natural qualquer, a poténcia n de dx sera representada por d"eo
diferencial de x" por d(x"), isto é: ‘

d(x") = nx"- 1 dx

Por isso, também conviria escrever a férmula aproximada do
desvio da poténcia sob a forma

A(X™ ~ nx™"' Ax
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1. A andlise infinitesimal é sem didvida, uma das mais belas
e Uteis criagcbes do espirito, impondo-se quer pela elegincia e
fecundidade dos métodos, quer pela importdncia das aplicagGes.
Mais é sobretudo no célculo integral que estes aspectos adquirem vulto.
Foi pelo célculo integral que o método matemético afirmou, desde
Newton, as suas altas potencialidades, numa das mais audaciosas
tentativas da inteligéncia humana para interpretar o devir do mundo
fisico, de modo a ser capaz de prever, tanto quanto possivel, 0s
fendmenos naturais e de intervir no curso dos acontecimentos, pro-
duzindo-os ou evitando-os, conforme interessa. Ndo foi sem razao
que Newton deu & sua obra o titulo PHILOSOPHIAE NATURALIS
PRINCIPIA MATHEMATICA ().

Dai o elevado valor formativo do célculo integral, desde que
seja ensinado de maneira conveniente (2). Exclui-lo por completo
do ensino liceal é privar os alunos de um dos factores essenciais de

(') Principios Mateméticos da Filosofia Natural.
(2) Nao se deve no entanto minimizar o interesse do célculo diferencial,
que permitiu a Newton deduzir das leis de Kepler a lei da gravitagéo universal.
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formagdo de cultura cientifica, condicionando-os demasiado a ciéncia
imobilista dos Gregos, que nao puderam ir além da geometria e da
estatica. E quem diz ‘cultura cientifica’, diz ‘cultura moderna’. Pois
pode haver cultura sem base cientifica, na era em que vivemos?

Por outro lado, é preciso ter presente que o célculo integral e o
célculo diferencial nasceram conjuntamente como frutos da mesma
intuicdo, como aspectos complementares do mesmo método e como
meios para o0 mesmo fim: a aplicacdo da matematica ao estudo dos
fenébmenos naturais. Portanto, separa-los inteiramente no ensino é
uma amputag¢do deploravel, um erro pedagdgico que se ird reper-
cutir mais tarde em inibicdes mais ou menos profundas no espirito
do aluno.

E recordemos uma vez mais este facto vérias vezes apontado:
a anélise infinitesimal nasceu com a fisica e com esta assumiu rapido
incremento, num processo tipico de interac¢do. Grandes matemaéticos
— tais como Newton, Lagrange, Fourier, Gauss, Hamilton, etc. —
foram ao mesmo tempo grandes fisicos. E ainda hoje é da fisica que
a anélise recebe o estimulo mais vigoroso. Mantém viva actualidade
as seguintes palavras de Henri Poincaré na sua obra intitulada
‘La valeur de la science’:

Les mathématiques ont un triple but. Elles doivent fournir un instrument
pour I'étude de la nature.

Mais ce n’est pas tout: elles ont un but philosophique et, j'ose le dire, un
but esthétique.

Elles doivent aider le philosophe & approfondir les notions de nombre,
d'espace, de temps.

Et surtout leurs adeptes y trouvent des jouissances analogues 2 celles que
donnent la peinture et la musique. lls admirent la délicate harmonie des nombres
et des formes; ils s'émerveillent quand une découverte nouvelle leur ouvre une
perspective inattendue; et la joie qu’ils éprouvent ainsi n'a-t-elle pas le caractére
esthétique, bien que les sens n'y prennent aucune part? Peu de privilégiés sont
appelés a la golter pleinement, cela est vrai, mais n’est-ce pas ce qui arrive pour
les arts les plus nobles?
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C’est pourquoi je n’hésite pas a dire que les mathématiques méritent d'étre
cultivées pour elles-mémes et que les théories qui ne pouvent étre appliquées a
la physique doivent I'étre comme les autres.

Quand méme le but physique et le but esthétique ne seraient pas solidaires,
nous ne devrions sacrifier ni ['un F'autre.

Mais il y a plus: ces deux buts sont inséparables et le meilleur moyen d’attein-
dre I'un c’est de viser l'autre, en du moins de ne jamais le perdre de vue.
C'est ce que je vais m'efforcer de démontrer en précisant la nature des rapports
entre la science pure et ses applicatinos.

Le mathématicien ne doit pas étre pour le physicien un simple fournisseur
de formules; il faut qu'il y ait entre eux une collaboration plus intime.

La physique mathématique et I'analyse pure ne sont pas seulement des puis-
sances limitrophes, entretenant des rapports de bon voisinage; elles se pénétrent
mutuellement et leur esprit est le méme. .

C’est ce que I'on comprendra mieux quand j'aurai montré ce que la physique
recoit de la mathématique et ce que la mathématique, en retour, emprunte a la
physique’.

Poincaré indica primeiro o que a fisica deve &8 matematica:

‘Le physicien ne peut demander 3 I'analyste de lui révéler une vérité nouvelle;
tout au plus celui-ci pourrait-il I'aider 3 la pressentir.

Il y a longtemps que personne ne songe plus 3 devancer I'experience, ou 3
construire le monde de toutes piéces sur quelques hypothéses héatives. De toutes
ces constructions ou l'on se complaisait encore naivement il y a un siécle, il
ne reste plus aujourd’hui que des ruines.

Toutes les lois sont donc tirées de I'expérience; mais pour les énoncer, il
faut une langue spéciale; le langage ordinaire est trop pauvre, il est d'ailleurs trop
vague, pour exprimer des rapports si délicats, si riches et si précis.

Voila donc une premiére raison pour laquelle le physicien ne peut se passer
des mathématiques: elles lui fournissent la seule langue qu’il puisse parler'. .

E mais adiante:

‘Mais ce n‘est pas tout; la loi sort de I'expérience, mais elle n'en sort pas
immédiatement. L'expérience est individuelle, la loi qu'on en tire est générale;
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I'expérience n'est qu'approchée, la loi est précise ou du moins prétend I'étre.
L'expérience se fait dans des conditions toujours compiexes, I'énnoncé de la
loi élimine ces complications. C'est ce qu‘on appelle «corriger les erreurs systé-
matiquesy.

En un mot, pour tirer la loi de I'expérience, il faut généraliser; c’est une
nécessité qui s'impose A I'observateur le plus circonspect.

Mais comment généraliser? Toute vérité particuliere peut évidemment étre
étendue d’une infinité de maniéres. Entre ces mille chemins qui s‘ouvrent devant
nous, il faut faire un choix, au moins provisoire; dans ce choix, qui nous
guidera?

~ Ce ne pourra étre que I'analogie. Mais que ce mot est vague! L'homme
primitif ne connait que les analogies grossiéres, celles qui frappent les sens, celles
des couleurs ou des sons. Ce n'est pas lui qui aurait songé a rapprocher par
exemple la lumiére de la chaleur rayonnante.

Qui nous a appris a connaitre ies analogies véritables, profundes, celles que
les yeux ne voient pas et que la raison devine?

C’est I'esprit mathématique, qui dédaigne la matiére pour ne s’attacher qu’a
la forme pure. C'est lui qui nous a enseigné @ nommer du méme nom des étres
qui ne différent que par ia matiére, 3 nommer du méme nom par exemple la
multiplication des quaternions et celle des nombres entiers.

Si les quaternions, dont je viens de parler, n'avaient été si promptement
utilisés par les physiciens anglais, bien des personnes n'y verraient sans doute
qu’une réverie oiseuse, et pourtant, en nous apptenant a rapprocher ce que les
apparences séparent, ils nous auraient déja rendus plus aptes a pénétrer les secrets
de la nature.

Voila les services que le physicien doit attendre de I'analyse, mais pour que
cette science puisse les lui rendre, il faut qu'elle soit cultivée de la fagon la
plus large, sans préoccupation immédiate d‘utilité, il faut que le mathématicien
ait travaillé en artiste.

Ce que nous lui demandons c’est de nous aider a voir, 3 discerner notre
chemin dans le dédale qui s’offre 3 nous. Or, celui qui voit le mieux, c’est
celui qui s'est élevé le plus hautl

E, depois de examinar alguns exemplos histéricos que ilustram
0 seu ponto de vista {(a lei da gravitagdo universal de Newton, a
teoria matemética do electromagnetismo de Maxwel, que precedeu
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de 20 anos a descoberta experimental das ondas hertzianas, e as ana-
logias mateméticas que permitiram aproximar a hidrodinamica, do
electromagnetismo e da termodindmica), Poincaré conclui:

‘Ainsi les analogies mathématiques, non seulement peuvent nous faire pres-
sentir les analogies physiques, mais encore ne cessent pas d'étre utiles, quand
ces derniéres font défaut.

En résumé, le but de la physique mathématique n’est pas seulement de faciliter
au physicien le calcul numérique de certaines constantes ou I'intégration de certai-
nes équations différentielles.

Il est encore, il est surtout de lui faire connaitre I'harmonie cachée des
choses en les lui faisant voir d’'un nouveau biais.

De toutes les parties de I'analyse, ce sont les plus élevées, ce sont les plus
pures, pour ainsi dire, qui seront les plus fécondes entre les mains de ceux qui
savent s’en servirl

Em seguida Poincaré aponta o que a matemética deve a fisica:

‘Il faudrait avoir complétement oublié I'histoire de la science pour ne pas se
rappeler que le désir de connaitre la nature a ou sur le développement des mathéma-
tiques I'influence la plus constante et la plus heureuse.

En premier lieu, le physicien nous pose des problémes dont il attend de
nous la solution. Mais en nous les proposant, il nous a payé largement d’avance
le service que nous poutrons lui rendre, si nous parvenons 3 les résoudre.

Si I'on veut me permettre de poursuivre ma comparaison avec les beaux-arts,
le mathématicien pur qui oublierait I'existence du monde extérieur, serait
semblable & un pointre qui saurait harmonieusement combiner les couleurs et
les formes, mais 3 qui les modéles feraient défaut. Sa puissance créatrice serait
bientét tarie.’

E mais adiante:

’Mais ce n'est pas tout; la physique ne nous donne pas seuiement I'occasion
de résoudre des problémes; elle nous aide & en trouver les moyens, et cela de deux
maniéres.

Elle nous fait pressentir la solution; elle nous suggére des raisonnements.
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J'ai parlé plus haut de I'équation de Laplace que l'on rencontre dans une
foule de théories physiques fort éloignées les unes des autres. On la retrouve
en géométrie, dans la théorie de la représentation conforme et en analyse pure, dans
celle des imaginaires.

De cette facon, dans I'étude des fonctions de variables complexes, 'analyste,
3 coté de Fimage géométrique, qui est son instrument habituel, trouve plusieurs
images physiques dont il peut faire usage avec le méme succés.

Grace 3 ces images, il peut voir d’'un coup d'oeil ce que la déduction
pure ne lui montrerait que successivement. Il rassemble ainsi les éléments épars
de la solution, et par une sorte d’intuition devine avant de pouvoir démontrer.

Deviner avant de démontrer! Ai-je besoin de rappeler que c’est ainsi que se
sont faites toutes les découvertes importantes?

Combien de vérités que les analogies physiques nous permettent de pressentir
et que nous ne sommes pas en état d'établir par un raisonnement rigoureux!’

2. E, portanto, Util que o ensino da anélise nédo seja inteiramente
dissociado do das ciénicas fisico-naturais. Torna-se aqui bem evi-
dente o facto a que diversas vezes temos aludido e que Poincaré
deixou expresso em termos lapidares: a intuicdo precede geralmente
a légica, no processo de criagdo matematica. E o ensino deve respei-
tar esta ordem, se nao quisermos abafar no aluno o espirito de
pesquisa, obrigando-o a admirar 'pa'ssivamente (ou a detectar) uma
construgao acabada e perfeita.

Convém recordar, por outro lado, que os métodos da anélise se
tornavam inaplicdveis em muitos casos — sobretudo no dominio
da técnica — por originarem calculos numéricos inexequiveis. Mas
os computadores trouxeram a possibilidade de vencer grande parte
dessas dificuldades, com repercussées no progresso técnico-cientifico,
hoje patentes ao mundo inteiro. Assim, para estar de acordo com o
espirito da época, a iniciacdo na anélise infinitesimal — e, mais ainda,
no célculo integral — deve subordinar-se, tanto quanto possivel, ao
ponto de vista do célculo numérico automatico.
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3. E claro que, dos elementos de célculo integral, s6 podemos
exigir, no ensino secundério, o quantum satis. Mas a escolha ter&
de ser muito criteriosa, para que ndo se esteja a fazer sementeira
inutil ou, pior ainda, prejudicial. O gbjectivo é langar algumas ideias
mestras, de maneira que possam realmente germinar. Exactamente
o oposto do que se estd fazendo cada vez mais: afogar desde logo
as ideias em célculos puramente formais, que o aluno acabard por
executar mecanicamente — e mal. Nao quer isto dizer, de modo algum,
que ndo se devam também fazer alguns célculos! Sucede até que
os exercicios de primitivagdo, especialmente os de primitivagdo ime-
diata, oferecem uma excelente oportunidade para que o aluno se
possa aperfeicoar nas técnicas de célculo, que requerem uma certa
iniciativa e um certo desembarago, quando se trata de transformar uma
dada expressdo numa outra equivalente, adaptando-a ao fim em vista.

Mas é na motivagdo concreto-intuitiva do conceito de integral
e na sua definigdo que se deve p6r o méximo de empenho, pro-
curando fazer sentir ao aluno a beleza e o interesse empolgante do
assunto. O que é essencial aqui, mais uma vez, é acender-lhes no
espirito a chama da ideia: o resto vird por acréscimo. Que estejam
seguros desta verdade eterna os mestres a quem comece a minguar
a fé, o que é alids compreensivel, atendendo ao condicionalismo
geral do nosso ensino.

Se ndo houver tempo — o que é bem provével — podem-se
omitir as demonstragdes. O que importa, por enquanto, sdo as
intuicbes: essas de modo nenhum devem faltar, pelas razdes
acima invocadas.

4. Quanto aos métodos elementares de primitivagéo, pode-se,
em caso de necessidade, omitir, na prética, os dois Ultimos: primitiva-
¢80 por partes e primitivagdo por substituigdo. Importa, no entanto,
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fazer-lhes uma breve referéncia, dizendo que provém, respectivamente,
das regras de derivagdo do produto e da funcdo composta, e dando
um ou dois exemplos, mas sé de primitivagdo por partes. /sto pode
ser feito antes de introduzir o conceito de integral, ao contrério do
que se indica em nota no Compéndio, uma vez que se gaste pouco
tempo com o assunto.

E certo que aparecem depois exemplos importantes em que inter-
vém o método de substituigdo. Um desses exemplos é o da fungao
exponencial integral, dada pela férmula Ei(x) = Li(eX); mas nesse
caso basta verificar directamente (aplicando a regra de derivacédo
das fungOes compostas) que se tem, pondo eX = u,

DyEi(x) = DyLi(u) » Dyu

1 ex
.exz—

log u X

—

e que, portanto, Ei(x) & uma primitiva de eX/x.

O outro exemplo é o célculo da drea da elipse, por meio do
integral |

= % Va2-x2 dx

Mas ai pode-se evitar o célculo do integral por meio da primitiva,
notando que o valor de

fa Va2-x2 dx

6 precisamente a drea de um quarto de circulo de centro O e raio a.
Ter-se-4, pois:
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e, ass'm, a 4rea pedida ser4 wab (cf. n.° 6 deste Guia). E claro que
neste célculo intervém a propriedade segundo a qual o integral do
produto de uma constante por uma funpao é lgual ao produto da
constante pelo integral da fungéo.

Deste modo se evita submergir desde logo o aluno em
célculos mais ou menos fastidiosos, o que, como se observou
atr4s, s6 contribui para the ocultar o mais importante, que sdo as
ideias.

5. No exemplo da p. 240 do Compéndio, houve um erro curioso,
e convém desde j& mostrar o partido que se pode muitas vezes tirar,
pedagogicamente, de certos erros. |

Estd subentendido, no texto, que os valores aproximados foram
obtidos segundo a férmula

b—a ‘
Sn= = (Yo +Y1+ .. +Ynoq)

em que Y,,Y4,...» Yn.1 $80 0s valores da fungdo integranda f nos
extremos inferiores dos intervalos de decomposigao:

Yo =f(x1) , vi=f(x4) . .. . Ya.q1=F(xq.4)

Se, em vez disso, considerarmos os valores de f nos extremos
superiores dos referidos intervalos, obtemos, para o célculo dos
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valores aproximados do integral, a férmula

b-a
n

Th = (Y, +Y, + ... +Yp)

em que y, = f(x,).

Ora sucede que, neste caso, a fungdo integranda, eX/x, é cres-
“cente no intervalo de integracdo [1,5], como se pode ver facilmente
por meio da derivada. Ter-se-4, pois:

Yo <Y:;< o< VYn-1<VYn
donde se conclui que

Sp<T

(n=4) '

po———-

- - -
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Mais ainda, o significado geométrico do integral mostra-nos clara-
mente que se tem, neste caso:

S, < J? f< T,

para todo o valor de n.

Entdo, um majorante do erro de S;,, como valor aproximado do
integral, sera:

b-a
Tn = Sn=——[(y;=¥o) + (y2=Y4) + ... + (Ya=Vn-4)]

b-a
n

(Yn—Yo)

ou seja:

b-
n

Tp = Sp = —— [f(b) - f(a)]

Ora, no caso em estudo, tem-se a=1 , b=5 e (%)

5
o 150==30
5 5

f(1)=ex~ 27 , f(b)=

(1) Basta utilizar a régua de célculo.
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donde, para n = 1280: .

4x273 _ 110
~ < <
1280 1280

O erro sers, portanto, inferior a 0,1 e a observagdo da figura

mostra que ndo deve andar longe de metade de 0,1, ou seja 0,05.
Assim, o Gltimo valor obtido por este processo sé deveria estar
aproximado até 3as décimas, ou seja com 3 algarismos exactos
(38,2). Como se explica que, pelo contrério, aparega com 5 algarismos
exactos (ou mesmo 6), nos célculos efectuados?
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A razdo, que depois apuramos, é a seguinte:

Pela forca do hébito, o programa elaborado para este fim
no LN.E.C. ndo mandava calcular os valores da fung¢do nos
extremos inferiores nem nos extremos superiores — mas sim nos
pontos médios dos intervalos parciais! Daf resultou, sem qual-
quer agravamento de trabalho para a maquina, uma preciséo muito
maior, o que alids se compreende recorrendo mais uma vez a
figura: neste caso, cada rectangulo estard compreendido entre
dois, correspondentes aos dois casos anteriores, o que dd uma
compensacao considerdvel dos respectivos erros.

Este simples exemplo mostra como, por vezes, uma ligeira
modificagdo no método de célculo numérico adoptado, pode
aumentar grandemente a sua eficiéncia. E mostra também como
a préatica do célculo automético pode chamar a atengdo para
factos importantes. Na verdade, o uso dos computadores tem
vindo a acentuar a importéncia do método experimental na inves-
tigacdo matemética, permitindo aperfeigoar processos ou mesmo
abrir caminhos inteiramente novos.

Interessa, agora, ver quais os valores aproximados que se obtém
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pelos dois primeiros processos indicados. S30 os seguintes, para
n = 40, 80, 160, 320, 640, 1280:

Sh Tn
36,961691 39,658128
37,620962 38,969180
37,954306 38,628415
38,121906 38,458961
38,205937 38,374465
38,248011 38,332275

Como se vé, o ultimo valor é de facto aproximado apenas até
as décimas.

Surge, entretanto, a ideia de tomar como valores aproximados
as semi-somas de S, com T,. Ora

Sp+T, b-a <vo+v1 Yi1+Y2 Yn-'!"'Yn)
= + P gy B e
2 n 2 2 2

Assim, os valores obtidos serdao as somas dos nimeros

b-a Yo + Y1 b-a Yn-1 + Yn

. ses ®

n 2 n 2

que dao as dreas de sucessivos trapézios de altura (b—-a)/n e de
bases y,.y4,....¥Yn: trata-se do método dos trapézios, que consiste
em substituir a fungdo integranda, em cada intervalo parcial, pela |
fungéo linear que toma o mesmo valor nos extremos, o que equivale
a substituir o gréfico pela respectiva corda (Cf. p. 291 do Com-
péndio).
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Os valores obtidos por este método sédo os seguintes:

38,309909
38,285071
38,291361 -
38,290433
38,290201
38,290143

Comparando-os com os valores obtidos pelo primeiro processo
(p. 240 do C‘ompé‘ndia), vé-se que ndo houve vantagem sensivel.
H4, no entanto, um método bastante mais potente que o dos tra-
pézios, para o célculo de integrais: é a regra de Simpson, que consiste
em substituir a fungdo integranda, em cada par de intervalos suces-
sivos, pela fun¢do quadritica que toma os mesmos valores nos trés
extremos consecutivos (Cf. p. 292 e 196-197 do Compéndio).

38,290137 (n = 40)
38,290125 (n = 80)
38,290124 (n = 160)

Estes valores mostram que, logo no primeiro, correspon-
dente a n =40, se obteve a mesma aproximaciao que com oOs
primeiros — ou sejam precisamente 5 algarismos exactos. Neste
caso, como se vé, a vantagem da regra de Simpson é grande.
Observe-se que o menor nimero de parcelas diminui consideravel-
‘mente os erros de arredondamento, permitindo-nos agora garantir que
o algarismo das décimas milésimas é efectivamente exacto.

Mas, neste caso, em que a fun¢do integranda é eX/x, o
método mais aconselhavel é de longe o método de integragado
por séries, que se pode aplicar a esta fungdo (Cf. p. 304-305 do
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Compéndio). Neste caso, o tempo de célculo na méaquina é
ingignificante: praticamente, o qué conta é o tempo da tele-
impressdo. Alids, convém aqui observar que a maior parte dos
célculos automaticos a que se referem os exemplos do Compéndio
foram programados em linguagem Algol, que é muito cémoda
para o programador, mas exige bastante mais tempo do que o
cddigo de méquina.

Observe-se ainda como bastou um exemplo, tomado como
centro de interesse, para por imediatamente o aluno em contacto
com vdrias linhas mestras do céiculo integral, do ponto de vista
tedrico-prético, e para mostrar em que consiste afinal, no campo
da anélise, a verdadeira prética, muito diferente da pseudoprética
dos cursos tradicionais, secundérios ou universitarios, feita a
base de intimeras receitas que na maioria dos casos nunca virdo
a ser aplicadas.

Haveria muitissimo a lucrar em que o ensino destes assuntos
fosse normalmente orientado a partir de centros de interesse
como o anterior — e tanto quanto possivel /faboratorial, isto é,
baseada no uso de computadores, existentes nas préprias escolas
ou fora destas, em laboratérios de célculo.
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PROBABILIDADES, ESTATISTICA,
E CIENCIA EXPERIMENTAL

1. A introdugé@o ao céiculo das probabilidades terd de ser muito
mais breve do que se projectou inicialmente e devera ser tratada
no final do 7.° ano. Os assuntos a manter serdo aqueles tratados nos
seguintes nldmeros do UGltimo capitulo do Compéndio de Mate-
mética, 1.°© volume, 2.° tomo:

N.c 7 (sem referéncia necesséria a l6gica de atributos), n.° 9
(exceptuada a defini¢do 2 e tudo o que se lhe segue), n.°s 10, 11,
12 e 13, n.°o 19 (excepto o que se refere a distribuigdo binomial) e
n° 20 (excluidos os pormenores relativos a seguros de vida, a
partir da p. 275). Convém ainda que os alunos leiam a nota da p. 223.

No n.° 7 é preciso dar exemplos de operagéoes I6gicas sobre acon-
tecimentos. Pode-se recorrer aos exemplos das bolas que se tiram
duma urna, dos resultados de um desafio de futebol, etc. Assim, se
tivermos numa urna bolas brancas e bolas pretas numeradas de 1
a 20 e se designarmos, respectivamente, por « e por § 0os aconteci-
mentos sair bola branca e sair numero par, entdao aff é o aconteci-
mento sair bola branca com numero par, o+ é o acontecimento
sair bola branca ou numero par, & o acontecimento nao sair bola
branca (equivalente neste caso a sair bola preta), etc.
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No n.c 9 as propriedades das frequéncias relativas devem ser

introduzidas a partir de exemplos como o0s anteriores. A propriedade |V
pode ser omitida, bastando considerar a propriedade V, caso parti-
cular da primeira, e que se pode introduzir facilmente a partir do
exemplo inicial dos resultados de um desafio de futebol. A demons-
tracdo no caso geral é facil:

Seja n o nimero total de provas, p a frequéncia absoluta de «

e v a frequéncia absoluta de B. Como « e B sdo incompativeis, o
acontecimento «+p (« ou B) verifica-se ao todo w.+v vezes na sequén-
cia de n provas. Portanto a frequéncia relativa de «+B seré:
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TR

fn (x+B) = -

e _r*:-_ +..r.“'_=fr(a) + fr(B)

Devem seguir-se exemplos com bolas.

O conceito empirico, quantitativo, da probabilidade (p. 231)
deve ser introduzido experimentalmente, por langamento de
moedas e de punaises. E imprescindivel que o aluno ndo fique
a ter a ideia errada de que a probabilidade é o limite para que
tende a frequéncia relativa, quando o nimero de provas tende
para infinito. O que se pode dizer apenas é o seguinte:

Em certos casos de prética, podemos admitir que a fre-
quéncia relativa se aproxima cada vez mais de um certo numero
(a probabilidade do aconiecimento), quando o numero de
provas aumenta consideravelmente. Mas esta aproximagdo nao
se faz, de modo nenhum, com o rigor Iégico da teoria dos
limites: é uma aproximacdo empirica, em que intervém sempre
as irregularidades e as contingéncias do acaso. Alids, na prética,
ndo faz sequer sentido falar de valor exacto da probabilidade de
um acontecimento, do mesmo.modo que nao faz sentido falar
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da medjda exacta do comprimento de uma mesa ou da energia
eléctrica gasta num certo periodo. E preciso pois, mais uma vez,
adoptar aqui a atitude mental prépria da matemaética aplicada,
em que o rigor légico cede o lugar a intuigdo e ao bom senso.
E claro que também no n.c 12 o teorema 3 poders ser omitido.

2. H4 um minimo de elementos de estatistica que se impde dar
no ensino secundério, em anos futuros, se ndao quisermos ficar lamen-
tavelmente atrasados em relag@o a outros paises. Alids, esses elemen-
tos dever8o ser introduzidos progressivamente, desde muito cedo,
logo a partir do 1.° ciclo, juntamente com aplicagoes da matemética
a vida corrents, @ economia, etc. Tal introdug¢ao pressupde, evidente-
mente, um aumento do ntimero de tempos lectivos de matemaética,
no 1.° e no 2.° ciclos, elevando-o, se possivel, até seis horas por
semana, a semelhanga do que se verifica em vérios palises estrangeiros.
Observe-se entretanto que, hd uns 35 anos, o programa de mate-
maética do 2.° ciclo inclufa juros compostos, anuidades, etc., além
do estudo dos logaritmos. A pouco e pouco, pelas razdes atrés
expostas, o ensino da matemética nos nossos liceus foi-se esva-
ziando de todo o contetido concreto, até se reduzir a um formalismo
quase inteiramente 0co, que o aluno nao consegue dominar, em grande
parte porque esse jogo de simbolos ndo |he diz nada. E tempo de
comegar a remar contra a corrente.

3. Entre os elementos de estatistica a introduzir no 3.° ciclo
figura imprescindivelmente o METODO DOS MINIMOS QUADRADOS
APLICADO A PROBLEMAS DE REGRESSAO.

O método de indugdo experimental, tal como se descreve no
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Compéndio, aplica-se apenas ao estabelecimento de leis qualitativas,
tais como:

‘O gelo flutua na 4gua’
'O calor dilata os gases’

‘O volume dum gés diminui quando a pressdao aumenta’, etc.

Porém, as leis de maior interesse, as que marcam um nitido
progresso cientifico em relagao as primeiras, sdo as LEIS QUANTITA-
TIVAS. Por exemplo, pode ter algum interesse pratico saber que o
calor dilata os gases, mas tem muito mais interesse saber de que
modo o volume de um gas varia quantitativamente com a tem-
peratura.

Suponhamos que se ignorava esta lei e que se queria investigar,
por exemplo, como o volume de uma dada porgdo de hidrogénio
varia com a temperatura. Entdo o que haveria a fazer seria um
numero razoédvel de experiéncias em que o gés fosse submetido a
diversas temperaturas sob pressdo constante (1) e proceder a medi-
¢Oes, tdo precisas quanto possivel, das temperaturas e dos res-
pectivos volumes. Os dados experimentais assim colhidos seriam regis-
tados numa tabela numérica. Contudo, para poder tirar conclusées
das experiéncias, estaria indicado recorrer a uma representagdo gré-
fica dos pares de nlimeros obtidos, tomando por exemplo, para
abcissas, as temperaturas e para ordenadas os volumes corres-
pondentes.

(') Uma vez verificado que a pressdo é o outro factor que influi no volume
do gés.
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Verificar-se-ia entdo que os pontos se encontram sensive/mente
em linha recta. Isto viria logo reforgar no espirito a seguinte ideia
(ou hipdtese), que se tem a priori, por intuigao:

O volume do gés é uma fungao linear da temperatura.

Todavia, em rigor, os pontos nunca estardo em linha recta, visto
que as medidas sdo sempre aproximadas, a pressdo nunca pode ser
rigorosamente constante, etc. Nestas condigdes, ndo existe nenhuma
recta que passe pelos referidos pontos: existem apenas rectas que se
aproximam mais ou menos desses pontos, considerados em conjunto.
Qual dessas rectas convém pois escolher, isto é, qual é a fungdo
linear que mais se ajusta a exprimir a variacao do volume com a tem-
peratura?

Estamos aqui em presenca de um PROBLEMA DE REGRESSAOQ,
e mais precisamente, de um PROBLEMA DE REGRESSAO LINEAR,

Suponhamos, agora, que se tratava de averiguar como o volume
do gés (hidrogénio) varia com a pressdo, a temperatura constante.
Neste caso, a experiéncia mostraria que o volume do gés se reduz
sensivelmente a metade, a um tergo, etc., quando a pressdo duplica,
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triplica, etc. A hipltese que se apresenta agora é a de uma
LEI DE PROPORCIONALIDADE INVERSA, isto é, uma lei do tipo:

pv=k , com k constante

O gréafico de uma tal relagdo é, como se sabe, uma hipérbole
equilatera, que tem por assimptotas os eixos coordenados. Mas, na
pritica, ndo existira nenhuma dessas hipérboles que passe rigorosa-
mente pelos pontos representativos dos pares de valores observados.
Em geral, a hipdiese estatistica ndo se verifica exactamente: o que
se trata entao é de determinar a constante k de modo que a hipérbole
se ajuste o mais possivel ao conjunto de pontos.

Mas, por enquanto, ndo sabemos ainda, precisamente, o que
significa a éxpresséo ‘ajusta-se o mais possivel’. Estamos agora em
presenga de um PROBLEMA DE REGRESSAQ CURVILINEA,

Antes de ver como se resolvem tais problemas, observemos que
o raciocinio de indugdo interveio no estabelecimento das leis de
Gay-Lussac e de Mariotte do seguinte modo:"

A ideia de que o volume de um géas é funcao linear da tempe-
ratura (a pressao constante) e é inversamente proporcional a pressdo
(a temperatura constante) tem sido confirmada aproximadamente num
grande niimero de experiéncias, efectuadas ndo s6 com o hidrogénio
mas também com vérios outros gases — desde que a temperatura
ou a pressao variem dentro de certos limites, dependentes da natureza
do gés. Isto ndo d4, porém, a certaza absoluta de que essas leis néo
venham a falhar de maneira muito acentuada numa experiéncia
futura.

Por outro lado, é sabido que a equacdo de Van der Waals d4,
nestes casos, uma aproximagao bastante melhor do que a fornecida
pela equagéo dos gases perfeitos, que engloba as duas referidas leis.
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4. Para a resolugdo dos problemas de regressdao existem varios
" métodos ndo equivalentes, cuja escolha é mais ou menos arbitréria.
Um desses é o METODO DDS MINIMOS QUADRADOS, que passamos
a expor, no caso da regressdo linear. Suponhamos o seguinte:
Admite-se a hipétese de que certa grandeza Y seja aproximada-
mente fungao linear de outra gradeza X. Para verificar esta hipétese,
fizeram-se vérias experiéncias e obtiveram-se n pares de numeros,

(X v) » k=1,2,..,n

em que, para cada valor de k, x, € uma medida de X e y, é uma
‘medida correspondente de Y.

Representaram-se graficamente estes pares de nimeros (usando
um referencial cartesiano) e verificou-se que os pontos obtidos sdo
aproximadamente colineares (). Pretende-se, agora, calcular dois
nimeros @ e b de modo que a fungdo linear

(1) y=ax+b

(') Aqui a palavra ‘aproximadamente’ ser& tomada num sentido mais ou
menos lato, conforme o assunto a ser estudado.
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se ajuste o mais possivel ao conjunto dos pontos obtidos. Este

problema de ajustamento (ou de regressao) pode ser interpretado de
vérios modos, um dos quais é o que vamos descrever:

Quaisquer que sejam os numeros a e b, a férmula (1) d4, para
cada valor x, de x, o valor

(2) y,: =ax tb,
que, em geral, é distinto de y, (para k =1, ..., n). A diferenca Y~k
entre o valor calculado, y;, e o valor observado, y, , chama-se desvio.

Posto isto, pretende-se determinar a e b, de modo que a soma dos
quadrados dos desvios

Q=(y]-vV,)2+ (Yo=Y )2+ ... + (v, - ¥p)?

seja minima.

Trata-se agora, como se vé, de um problema de MATEMATICA
PURA, enunciando de maneira precisa — problema que vamos resol-
ver. Atendendo a (2), a soma dos quadrados dos desvios sera:

n n
(3) Q=2 (y-vJ?= 2 (ax +b-y)?

Ora(1)

(ax +b-y,) 2 = a2xZ + b2+y? + 2abx, ~ 2axy, — 2by,

() E facil ver que se tem (x+y+z)2=x2+y2+ 22 + 2xy + 2xz + 2yz,
VX, v, z€ IR.
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Somando, agora, as n expressfes que resultam desta para

k=1, 2, ..., n e usando simplesmente o sinal £ em vez de
n

3 , obtemos:

ket

Q = a2Zx? + nb? + ZyZ + 2abZx —2aXx,y, — 2bZy,
Ponhamos, para simplificar:

Exye =Dyl o Ex@=[xx] . Zyg = [yy]

Zxk = [XI 5 Zyk = [y]
Entdo Z(y, - v, )2 serd igual a
(4) Q= [xx]a?2+nb2+ [yy] + 2 [x] ab-2 [xy] a=-2 [yl b

Como se v&, Q é uma fungdo quadréitica das varidveis a e b.
O que se pretende é determinar @ e b de modo que o valor da
fungao seja minimo. Ora, para cada valor atribu/do b, a fungédo
reduz-se a um polinémio do 2.° grau em a, em que o coeficiente
de a2 é [xx] > 0. Assim, sendo b constante, existe um valor de a
que torna a funcdo minima; esse valor é o que anula a derivada da
fung¢éo em ordem a a:

(5) Q,=2 [xx] a+2 [x] b-2 [xy]
Analogamente se v8 que, para cada valor atribuldo a, existe um

valor de b que torna a fungdo minima; esse valor é o que anul/a a
derivada em ordem a b:

(6) Q,=2nb+2 [x] b-2 [y]
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Parece, pois, que Q tomard um valor menor que qualquer outro,
sse a e b verificarem simultaneamente (5) e (6), isto é, sse verifi-
carem o sistema de equagdes:

[xx] a + [x] b = [xy]

[x] a+nb=/[y]

Ora este sistema tem sempre uma Gnica solugéo, que é dada
pelas férmulas:

byl - vl I vl - [X] [xy]

n[xx] - [x]2 ©n [xx] - [x]2

Serdo, pois, estas férmulas que resolvem o problema, tal como
foi posto(1).

EXEMPLO. O exemplo que vamos apresentar encontrase na
obra de Finney ‘An introduction to statistical science in agriculture’
e é uma adaptacdao de resultados expostos pelo Sr. Engenheiro
Augusto José de Oliveira, num seu trabalho de investigagao publi-
cado na revista "Agronomia Lusitana’, vol. 8 (1946), pp. 147-169
(Estagdo Agronémica Nacional). Trata-se do seguinte problema:

Averiguar se a percentagem de proteina nas sementes de trigo
depende da densidade c{e produgao (isto é, da quantidade de sementes
produzidas por unidade de drea) e se essa dependéncia pode ser
traduzida razoavelmente por uma fungéao linear.

(1) Omitimos aqui a demonstragdo deste facto.
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Os dados experimentais, relativos a 10 talhdes, onde se colheu
o trigo, encontram-se registados na tabela seguinte, em que os valo-
res de x sdo as medidas da densidade de produgdo, em cwt por acre
(cwt ~ 50,802 kg, acre ~ 0,40467 ha); e os valores de y sdo as
percentagens de proteina observadas.

|
N.c do talhdo o PRREiEAS y = proteina %
em cwt/acre |
1 14,3 10,8
2 12,8 11,4
3 12,7 13,0
4 10,6 | 14,6
5 10,7 13,8
6 13,0 12,2
7 14,4 10,7
8 12,5 12,8
9 8,7 16,2
10 122 11,8

A equacgdo de regressdo obtida neste caso, pelo processo atrds
indicado, é.

y =0,95x + 24,3

A recta correspondente esta representada na figura seguinte.
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16}
14}
13}
12 f

11+r

10

| 1 s i 1 i i [ 1 1 /] i Lnd

8 9 10 11 12 13 14 15 X

Vé-se entdo que o teor das sementes em proteinas diminui
quando a densidade de producdo aumenta e que essa variagcdo se
aproxima efectivamente de uma lei linear. Também é visivel que a recta
de regressdo se ajusta razoavelmente ao conjunto de pontos mar-
cados.

Em que casos se deve considerar como significativo, isto 6,
como revelador de alguma relagdao de causa-efeito, um dado ajus-
tamento deste tipo? Existem critérios estatisticos (testes de signifi-
céncia) que permitem excluir, como nado significativos, certos ajusta-
mentos. Os nado excluidos ficardo ainda sujeitos ao veredicto poste-
rior da experiéncia, até poderem ser admitidos com relativa seguranga.
Nessas exclus6es adopta-se um grau de exigéncia (chamado 'nive/
de significéncia’), que é varidvel com a questdo em estudo: serd, por
exemplo, maior numa questdao de fisica que numa de biologia.

5. H& muitos casos em que as leis lineares ndo se prestam, de
modo nenhum, para exprimir aproximadamente uma grandeza como
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fungdo de outra, mas em que existem outros tipos de fungdes, rela-
tivamente simples, que se adaptam bem ao mesmo fim. Entre
essas figuram as fungdes polinomiais

- 2
y=ap+a,x+a,x2+ ... +a,xP

de grau p pouco elevado. Para ajustar o mais ‘possiv,el uma tal
fungdo a uma sequéncia de pontos

XY . k=1,2,...n

determinados experimentalmente, pode ainda seguir-se o METODO
DOS MINIMOS QUADRADOS, calculando os coeficientes a,, a,, ..., a,,.
de modo a minimizar a soma dos quadrados dos desvios

n
O M

em que y, =a,+a,X +..+ axp. Raciocinando como no caso
particular das fungées lineares, conclui-se que existe uma e uma sé
sequéncia (a,, a,, ..., ap) que torna m‘Inima a soma Q e que tal
sequéncia é a solugdo do sistema

ag+ [x] a, + ...+ [x"] a, = [y]

[x]ag+ [x31a, + ...+ [x" '] a, = [xy]

---------------------------------------------------------------

[x"Ja, + [x"*']a, + + [x2"} a, = [x"y]

. |
em que se pde [x'y®] = k21 XYy . parar,s=0,1, .., p.
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- Assim fica resolvido 0 PROBLEMA DA REGRESSAQ POLINOMIAL.
De modo inteiramente andlogo se resolve o PROBLEMA DA

REGRESSAO LINEAR para mais de duas varidveis, isto 6, o problema
que consiste em ajustar uma fungéo linear

a uma sequéncia de pontos de espago |IR"*+?,

(Yk,X1k,X2k,...,ka) ’ k=1, 2, cseyp n

ou, mais geralmente, o PROBLEMA DA REGRESSAO POLINOMIAL, para
mais de duas variéveis.

6. Mas h& ainda casos em que as fun¢des polinomiais nédo
sdo as mais aptas a descrever o fenédmeno em estudo. Pode estar
indicada, por exemplo, uma fun¢édo de tipo exponencial:

y=Ca* , com C, aelR"
ou uma fungéo do tipo poténcia:

y=Cx* , com CelR* o x€elR

Para efectuar o ajustamento, no primeiro caso, 0 que se costuma
fazer é passar a logaritmos. Pondo u=logy , a, =logC e
a,=loga, vem:

u=a,+a,x
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Assim, a fungdo é f/inearizada. Para determinar a, e a,, usa-se 0
método dos minimos quadrados, com u em vez de y.

Neste caso, serd cdmodo, para a representagao grafica, dispor de
papel em que, no eixo das ordenadas, cada ponto é representado
por um ndmero y cujo logaritmo é a distdncia u do ponto & origem
(sendo portanto y = e", no caso dos logaritmos neperianos). Diz-se
entdo que se adopta sobre este eixo uma escala logarltmica (como
as das réguas de célculo, para multiplicagdes e divisbes). Por outro
lado, a escala do eixo das abcissas deve ser a usual (isto 6, linear).

Nestas condigdes, bastard marcar directamente os valores y,
de y no eixo das ordenadas e os valores x, de x no eixo das
abcissas: se os pontos correspondentes aos pares (x,, y,) se apresen-
tarem aproximadamente em linha recta, estd indicada a regressdo
linear entre logy e x, correspondente a uma lei exponencial,
y=Ca*

Chama-se papel semilogaritmico o papel em que estdo tragadas
linhas coordenadas (paralelas aos eixos), usando escala linear hum
dos eixos e escala logaritmica no outro eixo.

Além do papel semilogaritmico, também se usa papel logarftmico
(isto 6, com escalas logaritmicas em ambos os eixos). Se os pontos
correspondentes aos pares (X, y,), marcados em papel logaritmico,
se apresentarem aproximadamente em linha recta, estd indicada uma
fungdo do tipo poténcia, y = C x*. Com efeito, passando a logaritmos
e pondo logy=v, logx=u e logC=Db, vem |

v=oau+b

relagdo linear entre as varidveis u e v, cujos valores séo, respectiva-
mente, as abcissas e as ordenadas dos pontos no sentido usual.
Neste caso, os valores mais convenientes de « e de b serdo deter-
minados pelo método dos minimos quadrados, como se indicou
anteriormente (com u = log x em vez de x e v = logy em vez de y).
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Em particular, pode-se obter, aproximadamente:
«a=2 , «a=3 , a=-1 , a=-2 , a=1/2 , etc.

No 1.° caso y serd proporcional ao quadrado de x, no 2.° caso y ser§
proporcional ao cubo de x, no 3.° caso y sera inversamente proporcio-
nal a x, no 4.° caso y seréd proporcional & raiz quadrada de x, etc.

Quando « = - 1, j& sabemos que o grafico é uma hipérbole que
tem por assimptotas os eixos. Mais geralmente, uma fungéo homo-
gréfica do tipo

L
ax+b

y ]
terd, por gréfico, uma hipérbole que tem por assimptotas as rectas
y =0 e x=—b/a. Uma tal fungdo pode ser linearizada por meio de
mudanga de varidvel u = 1/y que a transforma na fungéo

u=ax+b

7. Muitas vezes, na prética, ao procurar uma /e/ quantitativa,
isto 6, uma relagao funcional que se aplique aproximadamente a
certos fendmenos, j& se tem alguma ideia sobre o tipo dessa relagédo
— umas vezes por intuigado directa, a priori, outras vezes por dedugdes
feitas a partir de dados intuitivos ou experimentais anteriores. Por
exemplo, a /ei exponencial para os fenémenos de crescimento bio-
l6gico é deduzida, por cdlculo integral, a partir do seguinte facto
intuitivo:

O aumento populacional dx num intervalo de tempo [t, t + dt]
relativamente pequeno é proporcional & populagdo x existente no
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instante t e ao tempo dt (cf. Compéndio de Matemética, 2.° volume,
pp. 222-223).

Analogamente, a /e/ exponencial da desintegracdo radioactiva é
deduzida, por célculo integral, a partir do seguinte facto. induzido da
experiéncia:

A perda de massa de uma substéncia radioactiva num intervalo
de tempo [t, t + dt] suficientemente pequeno é proporcional 8 massa
da substéncia no instante t e ao intervalo de tempo dt (ibidem,
pp. 220-221.

Intuicdo, experiéncia, l6gica indutiva, l6gica dedutiva — todos
estes meios se alternam constantemente na investigagdo cientifica,
numa cadeia sem fim em que é dificil destringar uns dos outros.
Vém a propdsito as seguintes palavras, sempre oportunas, de
Claude Bernard na sua obra prima ‘Introduction a I'‘étude de la
médicine expérimentale’, no parégrafo intitulado ‘L’intuition ou le
sentiment engendre 'idée expérimentale’:

Nous avons dit plus haut que la méthode expérimentale s'appuie sucessi-
vement sur le sentiment, la raison et V'expérience.

Le sentiment engendre I'idée ou I'hipothése expérimentale, c'est-a-dire I'inter-
prétation anticipée des phénoménes de la nature. Toute l'initiative expérimentale
est dans I'idée, car c’est elle qui provoque I'expérience. La raison ou le raison-
nement ne servent qu'a déduire les conséquences de cette idée et a les soumettre
a I'expérience.

Une idée anticipée ou une hypothése est donc le point de départ néces-
saire de tout raisonnement expérimental. Sans cela on ne saurait faire aucune inves-
tigation ni s’instruire; on ne pourrait qu’entasser des observations stériles. Si I'on
expérimentait sans idée précongue, on irait & I'aventure; mais d'un autre coté,
ainsi que nous l'avons dit ailleurs, si 'on observait avec des idées précongues,
on ferait de mauvaises observations et I'on serait exposé & prendre les concep-
tions de son esprit pour la réalité.
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I! n'y a pas de régles & donner pour faire naitre dans le cerveau, & propos
d‘une observation donnée, une idée juste et féconde qui soit pour I'expérimentateur
une sorte d‘anticipation intuitive de I'esprit vers une recherche heureuse.
L'idée une fois édmise, on peut seulement dire comment it faut la soumettre a
des préceptes définis et 3 des régles logiques précises dont aucun expérimentateur
ne saurait s'écarter; mais son apparitien a été toute spontanée, et sa nature est
tout individuelle. C'est un sentiment particulier, un quid proprium qQui constitue
I'originalité, I'invention ou le génie de chacun. Une idée neuve apparait comme
une relation nouvelle o inrattendue que V'esprit apergoit entre les choses.

Il arrive m&me qu’un fait ou une observation reste trés longtemps devant
les yeux d’'un savant sans lui rien inspirer; puis tout & coup vient un trait de
lumidre, ot I'esprit interprdte le mé&me fait tout autrement qu’auparavant et lui
trouve des rapports tout nouveaux. L'idée neuve appara?t alors avec la rapidité de
I'éclair comme une sorte de révélation subite; ce qui prouve bien que dans ce cas
la découverte réside dans un sentiment des choses qui est non seulement person-
nel, mais qui est méme relatif & I'6tat actuel dans lequel se trouve I'esprit.

La méthode expérimentale ne donnera donc pas des idées neuves et fécondes
a ceux qui n‘en ont pas; elle servira seulement a diriger les idées chez ceux qui
en ont et A les développer afin d'en retirer les meilleurs résultats possible.

L'idée expérimentale résult d'une sorte de pressentiment de ['esprit qui
juge que les choses doivent se passer d'une certaine maniére. On peut dire sous ce
rapport que nous avons dans l'esprit I'intuition ou le sentiment des lois de la
nature, mais nous n‘en connaissons pas la forme. L'expérience peut seule nous
I'apprendre(?).

Les hommes qui ont le pressentiment des vérités nouvelles sont rares; dans
toutes les sciences, le plus grand nombre des hommes développe et poursuit les
idées d’un petit nombre d’autres. Ceux qui font des découvertes sont les promoteurs
d’idées neuves et fécondes.

(1) Note-se que as palavras de Claude Bernard sdo de longa data ante-
riores 3 introdugdo sistemética dos métodos estatisticos na investigagdo experi-
mental. Essa introdug8o deve-se principalmente as obras de Pearson e de Fisher,
neste século.
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8. Os célculos exigidos pelos métodos estatisticos sdo geral-
mente muito laboriosos. Por esse facto, ndo seré facil nem aconse-
thdvel resolver nas aulas problemas numéricos de estatistica, mesmo
simples, sem o auxilio de méquinas de calcular (a régua de cél-
culo ndo estd indicada para esse fim).

O que néo é diflcil e nos parece muito aconselhével, é resolver
alguns problemas gréficos, com papel milimétrico normal, pape/
logarftmico e papel semilogarltmico, para ver qual o tipo de
fungao que mais parece convir para exprimir a lei de variagdo
de uma grandeza com outra e para fazer uma primeira deter-
minagdo gréfica aproximada dos pardmetros dessa fungéo.

Note-se que actualmente, em certos laboratérios, nomeadamente
laboratérios de fisica nuclear, a investigagdo experimental de rotina
é feita em grande parte por computadores electrénicos que controlam
as experiéncias, registam um enorme nimero de observagdes e selec-
cionam os dados, submetendo-os inclusivamente a anélises estatis-
ticas e acabando algumas vezes por fazer os ajustamentos necessé-
rios, para obter a lei que descreve os fenémenos.

Pode perguntar-se qual é entdo o papel que resta ao investigador
experimental. A resposta é simples: na investigagdo propriamente
dita ser4 preciso, cada vez mais — pensar. E assim, com a expanséo
do uso dos computadores, serd cada vez maior 0 nimero de pessoas
que precisam de saber pensar, o que pressupde, primeiro que tudo,
liberdade criadora do espirito, como contrapartida do predominio da
mdquina em trabalhos de rotina. Ainda neste ponto mantém actuali-
dade as palavras de Claude Bernard na sua obra atrds citada;
diz o grande fisiologista no pardgrafo intitulado L’expérimentateur doit
douter, fuir les idées fixes et garder toujours sa liberté d'esprit:

La premidre condition que doitllremplir un savant qui se livre 3 l'investigation

dans les phénomanes naturels, c’est de conserver une entidre liberté d’esprit assise
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sur le doute philosophique. H ne faut pourtant point &tre sceptiques; il faut croire
a la science, c’est’d ‘dire au déterminisme, au rapport absolu et nécessaire des
choses, aussi bien dans les phénoménes propros aux 8tres vivants que dans tous
les autres; mats il faut en méme temps étre bien convamcu que nous n‘avons ce
rapport que d’une manidre plus ou moins approximative, et que les théories que
nous possédons sont loin de représenter des vérités immuables. Quand nous faisons
une théorie générale dans nos sciences, la seule chose dont nous soyons certains,
c’est que toutes ces théories sont fausses absolument parlant. Elles ne sont que
des vérités partielles et provisoires qui nous sont nécessaires, comme des degrés
sur lesquels nous nous reposoens, pour avancer dans I'investigation; elles ne repré-
sentent que I'état actuel de nos connaissances, et, par conséquent, elles devront
se modlfler avec l'accroissement de la science, et d’ autant plus souvent que les
scnences sont moins avancées dans leur évolutlon

E preciso pois evitar, por um lado, o empirismo excessivo, que
conduz ao cepticismo, e, por outro lado, o racionalismo & outrance,
a fé absoluta nas teorias, que sdo apenas simplificagdes da realidade
e ndo a propria realidade. Esta forma de platonismo tem efeito
equivalente ao do cepticismo, ou pior ainda, criando ilusGes perigo-
sas. E esse apego a esquemas rigidos, voltando as costas 2 realidade,
que Claude Bernard critica, apontando os seus perigos no campo
particular da medicina:

Si un médecm se frgurant que ses ratsonnements ont la valeur de ceux d un
mathématlclen, il serait dans la plus grande des erreurs et il serait conduit aux
conséquences les plus fausses. C'est malheureusement ce quu est arrivé et ce qui
arrive encore pour les hommes que j'appellerai des systématiques. En effet, cés
hommes partent d'une idée fondée plus’ou moins sur I'ocbservation et qu'ils con-
sidérent comme une vérité absolue. Alors ils raisonnent Iogiquément et sans expe-
rimenter et arrive__nt, de conséquence en conséquence, 3 construire un systéme qui
est logique, mais qui n'a ‘aucunejéalité scientifique. Souvent les personnes sdper-
ficielles 'se laissent éblouir par cette apparence de logique, et c’'est ainsi que se
renouvellent parfois de nos jours des discussions ~dignes de l'ancienne scolasti-
que. Cette foi trop grande dans le raisonnement, qui conduit un physiologiste & une
fausse simplification des choses, tient d’une part 2 I'ignorance de la science dont
il parle, et d’autre part & I'absence du sentiment de complexité des phénomanes

110 7 . N



GQUIA DO COMPENDIO DE MATEMATICA

naturels. C’est pourquoi nous voyons quelquefois des mathématiciens purs
trés grands esprits d’ailleurs, tomber dans des erreurs de ce genre; ils simplifient
trop et raisonnent sur les phénomeénes tels qu’il les font dans leur esprit, mais
non tels qu’ils sent dans la nature.

Le grand principe expérimental est donc le doute, le doute philosophique
qui laisse 3 I'esprit sa liberté et son iniciative, et d'ou dérivent les qualités les plus
précieuses pour un investigateur en physiologie et en médicine. Il ne faut croire
3 nos observations, & nos théories que sous bénéfice d’inventaire expérimental.
Si I'on croit trop, l'esprit se trouve lié et rétréci par les conséquences de son
propre raisonnement; il n'a plus de liberté d’action et manque par suite de
I'initiative que posséde celui qui sait se dégager de cette foi aveugle dans les
théories, qui n'est au fond qu’une superstition scientifique.

A estas palavras de Claude Bernard sé falta acrescentar:
0 que se diz para a investigagdo em fisiologia ou medicina, aplica-se,
em certa medida, 3 investigagdo matemética, isto &, nao serd pos-
sivel a criagdo matematica sem liberdade de espirito e sem aquela
atitude interrogativa que implica a ddvida sistemética e leva a evitar
os esquemas abstractos que ndo se apliquem a situagdes concretas,
fora ou dentro da matematica.

Estas consideragOes estendem-se ao ensino e muito espe-
cialmente ao ensino liceal. E certo que a maioria dos alunos
nao irdo ser investigadores. Mas nao é menos certo que as pro-
fissoes modernas estdo a exigir cada vez mais a iniciativa pessoal
e a imaginacdo que se requerem de um investigador. Quer dizer:
os alunos nao precisam, em geral, de ser investigadores, mas
precisam de ter espirito de investigagdo. De tudo isto ha a con-
cluir o seguinte:

Um ensino da matemética que atenda exclusivamente ao
aspecto demonstrativo, desprezando as intuicées, o método
heuristico e as aplicagbes concretas, pode tornar-se altamente
deformativo, em vez de formativo que pretende ser.
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9. Além da indugao propriamente dita, um dos tipos vulgares
de inferéncia indutiva, em que intervém o conceito de probabilidade,
é o chamado ‘raciocinio plausivel’. Consideremos o seguinte exemplo:

‘A apendicite manifesta-se geralmente por vémitos, febre e dores
agudas na parte inferior direita do abdémen.

Ora eu tenho vémitos, febre e dores na parte inferior direita do
abdémen.

Logo tenho uma apendicite’.

E claro que ndo se trata aqui de um silogismo correcto, mas sim
de paralogismo: estamos a concluir do particular para o geral, e
portanto, mesmo admitindo que as premissas séo verdadeiras, nao
podemos garantir que a conclusdo o seja. No entanto, poderlamos
dizer que a conclusdo tem certa probabilidade de ser verdadeira.
Nesta ordem de ideias, a conclusdo correcta seria:

E provével (ou plausivel) que eu tenha uma apendicit.

Mesmo assim, o raciocinio é vago, sobretudo porque a 1.2 pre-
missa nada nos diz a respeito da frequéncia relativa dos casos de
apendicite, entre as doencas que se manifestem com os referidos
sintomas. ' '

Vejamos outro exemplo. Consideremos o seguinte célculo, com
a respectiva prova dos nove:

638
96

3228 Jﬁ_
4842 6|6

51648
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Analisemos, agora, a seguinte maneira de raciocinar:

‘Se esta conta estd certa, a sua prova dos nove dé certa. Ora’
a prova dos nove desta conta d4 certa. Logo a conta est§ certa’.

Estamos em presen¢a de um paralogismo ji& apontado no Com-
péndio de Matemética, 1.° volume, 1.° tomo, p. 42, Também aqui
se conclui do particular para o geral e, assim, ndao podemos garantir
que a conclusdo seja verdadeira. Por exemplo, se o resultado da
operagdo tivesse sido 51738, a prova continuaria a dar certa e a
conta estaria errada. O maximo que podemos concluir objectivamente
das premissas é o seguinte:

‘Hé uma probabilidade ndo nula de a conta estar certa'.

Porém, agora, analisando a questdo mais a fundo, podemos ter
uma ideia um pouco mais precisa da probabilidade em causa. Esco-
lhendo os 5 algarismos do produto ihteirame_nte' a0 acaso é’supondb
que a prova dava certa, a probabilidade de a conta estar certa seria
cerca de 1/104 - na verdade pequenissima. Todavia, nos casos nor-
mais, 0s algarismos ndo sdo escolhidos ao acaso. Se a pessoa que
faz.a conta domina bem o processo de célculo e tem o desejo de acer-
tar, a situacdo muda radicalmente de aspecto: a probabilidade de a
conta estar certa, quando a prova dos nove dé& certa, é bastante
préxima de 1('). Por outras palavras:

Quando se conhece bem o processo de célculo é se deseja
acertar, é raro que a conta esteja errada quando a prova dos nove
dé certa. ' |

(') Mais preclsaf‘mente, se for p a probabilidade de a pessoa errsr a conta,

eord p/® a probabilidade de a conta estar errads, dando e prove dos nove certa.
{
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Este facto, que pode ser previsto por intuigdo, é confirmado

pela experiéncia.

114

Convém, agora, observar que as teorias fisicas se baseiam
cada vez mais em raciocinios plausiveis, do género da prova dos
nove. Na verdade, as teorias fisicas mais evoluidas partem de
hipdteses (tomadas como axiomas) que, em geral, ndo sao
acessiveis 3 experiéncia, isto é, nao podem ser verificadas directa-
mente por meio de experiéncias. No entanto, essas hipéteses impli-
cam diversos factos ou leis (a que podemos chamar teoremas),
que j& podem ser verificados experimentalmente, com maior ou
menor aproximagao — e é essa verificacdo experimental indirecta,
que leva a considerar tais hipdteses como verdadeiras. Mas, se
exprimirmos por Z0 a conjuncdo dessas hipéteses e por ‘(U a
conjuncao dos factos verificados experimentalmente, essa maneira
de raciocinar é traduzida pelo seguinte esquema

0 > O
que constitui manifestamente um paralogismo, o qual porém,
neste caso, é usado como raciocinio plausivel.
Todavia, como veremos mais adiante com exemplos, nao

podemos sequer dizer:

‘H4 certa probabilidade de A6 ser verdadeira’

mas apenas:

‘E cémodo admitir que as referidas hipdteses séo verdadeiras,
porque explicam um grande numero de factos conhecidos, unifi-
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cando-os, € permitem por outro lado prever e descobrir novos
factos’ ().

Sob este aspecto, a teoria fisica é afinal uma teoria hipo-
tética-dedutiva (portanto uma teoria matemética) que se desen-
volve, por légica dedutiva, a partir do sistema O de axiomas,
conduzindo ndao somente a factos conhecidos, mas ainda a outros,
que sado descobertos pelo método matemdtico e depois confirma-
dos experimentalmente. A teoria serd entao aplicével no dominio
dos fenémenos em que o0s seus teoremas sdo confirmados pela
experiéncia com aproximacdo razodvel;, para 14 desse dominio,
quando comega a ser nitidamente negada pela experiéncia, a
teoria terd de ser abandonada, cedendo porventura o lugar a outra
mais proxima da realidade (mas que se pode reduzir aproxima-
damente a primeira no dominio inicial).

O primeiro exemplo de teoria fisica que se nos apresenta, nesta
ordem de ideias, & a geometria de Euclides. Como verificar experi-
mentalmente o axioma das paralelas? Como verificar directamente
que duas rectas de um plano nao se encontram? A verdade é que,
em rigor, nao existem rectas no mundo fisico, e muito menos rectas
complanares que ndo se encontrem: duas verticais, num dado lugar,
sao aproximadamente paralelas e, contudo, encontram-se teoricamente
no centro da Terra (alids, a existéncia de um tal ponto é igualmente
tedrica). Trata-se, pois, de ficcoes cdmodas. Mas a teoria que se cons-
tréi sobre estas e outras ficcoes — a geometria de Euclides — conduz
a um grande ntmero de factos utilissimos (o teorema segundo o qual
a soma dos angulos de um tridangulo é igual a dois rectos, o

(') NbBo é portanto necessério, sequer, acreditar nas hipbteses: basta que estas
sefam eficlentes.
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teorema de Pitdgoras, os teoremas da trigonometria, etc.), que sao
confirmados experimentalmente, com grande aproximagao, no mundo
médio — isto é, numa zona préxima do homem, situada entre a escala
atdémica e a escala astronémica. Fora desse dominio deixa de ser
aplicavel.

Depois da geometria de Euclides, aparecem sucessivamente

outras teorias fisicas, hipotético-dedutivas: a mecénica de Newton,
a termodinédmica de Carnot-Clausius, a teoria matemética do electro-
magnetismo (cujos axiomas sdo as equagdes de Maxwell), a teoria
da relatividade, a mecénica quéntica ondulatdria, etc.

i16

A teoria do electromagnetismo permitiu descobrir, por exem-
plo, as ondas electromagnéticas, que foram depois produzidas
experimentalmente por Hertz. A teoria da relatividade, partindo
de hipéteses sugeridas pelo electromagnetismo e pelas expe-
riencias histéricas de Michelson e Morley 's‘obre a veloci-
dade da luz, conduziu, pelo método matemético, a factos revo-
lucionérios, hoje confirmados brilhantemente, quer no dominio
astronémico, quer no dominio atémico — em particular relacio-
nados com a produgédo de energia nuclear. Os préprios concei-
tos de matéria e de energia acabaram por se revelar também como
ficgoes comodas e uteis, a semelhanga dos conceitos geométricos.
A mecadnica quantica, que baniu praticamente as fronteiras entre
matéria e energia, conseguiu conciliar duas teorias rivais, contra-
ditérias entre si — a teoria corpuscular e a teoria ondulatéria —
cada uma das quais era confirmada experimentalmente por certos
fené6menos, que infirmavam a outra. E — coisa curiosa — esfor-
¢ando-se por ser uma ciéncia do concreto, a fisica tem-se tornado
cada vez mais abstracta, substituindo progressivamente por for-
malismos matematicos, na interprétac;éo do mundo atémico, os
modelos materiais sugeridos pelo mundo macroscépico (v. os
sucessivos modelos do &tomo). E assim, & medida que progride,
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tornando-se mais humilde, mais consciente das suas préprias limi-
tagOes — a fisica tem-se tornado muito mais eficiente e alcan-
cado os seus éxitos mais espectaculares.

Ultimamente, como € sabido, utilizando aparelhagem cada
vez mais dispendiosa, em que dominam os grandes aceleradores
de particulas atébmicas (sincrotrdes, betatrdes), tém-se descoberto
vérios fendmenos que levam a admitir sucessivamente a existéncia
de novas particulas. E os fisicos teéricos fazem actualmente grandes
esforcos para fundar uma teoria das particulas elementares, que
permita explicar, de maneira 16gica, sem contradi¢ées, os fené-
menos relativos as novas particulas. Mas esbarram em sérias
dificuldades, que sd@o em grande parte, como era de prever,
dificuldades de ordem matematica. Esperemos que, tal como
tem sucedido nos casos anteriores, esses problemas da fisica
venham a determinar novos progressos da MATEMATICA PURA,
tendentes a resolvé-los.

10. O fisico e filésofo austrfaco Ernst Mach (1838-1916)

enunciou no século passado um principio metodolégico, aparente-
mente sem grande interesse, mas que viria a ter repercussoes incal-
culdveis no desenvolvimento da fisica:

Uma proposicdo so tem significado (fisico) se pode ser verificada

experimentalmente.

Nesta ordem de ideias, o significado de uma proposi¢do con-

siste precisamente no processo fisico da sua verificacdo. Por exemplo,
a proposicéo:

‘A soma dos 8ngulos internos de um tridngulo é sempre igual

a 180 graus’
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significa o seguinte:

‘Se medirmos os angulos internos de um tridngulo qualquer,
tomando para unidade o grau, e se depois somarmos os nimeros
obtidos, obtemos aproximadamente 180’.

Analogamente, o significado de um conceito consistiria na maneira
de aplicar fisicamente, operacionalmente, esse conceito, Por exemplo,
os conceitos de 'triéhgulo equilatero’ e ‘tridangulo equidngulo’ tém
ambos significado, na medida em que é possivel verificar se dois
tridngulos tém lados iguais ou &ngulos iguais; esses significados
sdo diferentes, pois que se trata de processos diferentes de verificagdo;
mas sdo equivalentes, de acordo com a seguinte proposi¢do, que se
pode verifica( fisicamente:

‘Se um tridngulo é equildtero, também é equiéngulo, e recipro-
camente’.

Mas consideremos, agora, a seguinte proposi¢ao:

‘Se duas rectas distintas, cortadas por uma terceira, formam com
esta angulos correspondentes iguais, essas duas rectas nao se
encontram’. ’

E claro que nunca podemos verificar uma tal proposi¢do e, por-
tanto, segundo o principio de Mach tal como foi atrds enunciado, esta
proposicdo seria desprovida de sentido. Mas entdo seriam também
desprovidas de sentido vérias hipdteses que tém vindo a ser intro-
duzidas em fisica. Simplesmente, essas hipéteses, assim como a
anterior proposicao, podem ser verificadas indirectamente, por meio das
suas consequéncias Idgicas, que lhes conferem incontestével valor
explicativo e heurlistico. Isso obrigou, desde logo, a alargar o principio
de Mach, que se apresentava demasiado restritivo.
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Daqui, em parte, nasceu uma nova corrente de filosofia natural
— 0 neopositivismo do Circulo de Viena — em que, ao empirismo
cléssico, de origem britdnica (Locke, Berkeley e Hume), se asso-
cia um largo uso da matemética e da l6gica simbdlica, sobretudo na
anélise ldgica da linguagem, tendente a eliminar jogos de palavras
(sem sentido) e a evitar discussdes puramente verbais, que se arras-
tavam em filosofia desde a antiguidade. As figuras mais represen-
tativas dessa escola sdo L. Wittgenstein (‘Tratactus Logico-Philo-
sophicus’) e R. Carnap ('Logische Syntax der Sprache’). Bertrand
Russell ¢ um dos pioneiros do movimento ().

Mas, ainda antes disso, as concepgées de Mach influfram
poderosamente no advento das teorias relativistas (Mach é conside-
rado, ele préprio, um precursor dessas teorias) as quais, por sua vez,
contribuiram substancialmente para a estruturagdo do pensamento
filoséfico do Circulo de Viena.

Antes das experiéncias de Michelson-Morley, admitia-se a HIPO-
TESE DO ETER, segundo a qual a luz e as radiagbes electromagnéticas
se propagavam por meio de ondas de um meio eldstico chamado
‘6ter’. Este seria uma espécie de fluido imaterial, que se distinguia
da matéria por ser continuo, ao contrério desta, e por encher todo
o espago, mantendo-se absolutamente imdvel, no seu conjunto,

(1) O empirismo e, mais explicitamente, o positivismo apresentam-se como
a antitese da metafisica, identificada esta, de certo modo, com o racionalismo
cem por cento aprioristico, que constréi teorias ndo verificdveis e, portanto, sem
sentido. Porém, como todas as correntes filoséficas, o positivismo tende a exage-
rar e a fazer extrapolagbes que, em certos casos, parecem pouco legitimas,
podendo assim criar barreiras 3 liberdade criadora do espirito. Para ver até que
ponto podem variar neste campo as opinides basta comparar as duas seguintes
frases: ‘Para criar uma sa filosofia, é preciso renunciar & metafisica e ser apenas
bom matemético’ (B. Russell). ‘A matemética é a Unica boa metafisica’
(Lord Kelvin).
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mas. susceptivel de vibragdes, 3 semelhanga da pele de um tambor
ou da superficie ligeiramente ondulada da 4gua de um lago. Esta
hip6tese, como se v8, era apenas uma espécie de metéfora (como
as imagens poéticas) sugerida pela observagdo do mundo macros-
coOpico, para dar caonta dos fenémenos electromagnéticos. Era, por
assim dizer, o proprio espaco absoluto da mecénica cléssica, consi-
- derado como substéncia.

Mas, as referidas experiéncias vieram mostrar que esta hipé6tese,
além de indtil, era também um obstaculo para a explica'céo dos
fendbmenos observados, que se tornavam absurdos, admitindo tal
hipétese. Oral, quando uma teoria esta em desacordo com a experién-
cia, o que ha a fazer é pbr de parte a teoria e tentar substitui-la por
outra. Por isso, e porque também estava em desacordo com a prépria
teoria do'e!éctromagnetismo que se mostrava amplamente satisfa-
toria, foi abandonada a hip6tese do éter. Mas, com esta, rulram con-
ceitos seculares, nomeadamente o de ‘espago absoluto’, o de ‘tempo
absoluto’ e o de ‘'matéria (ou massa) absoluta’. A tarefa ingente a
que se propOs Einstein, foi a de criar uma nova mecénica que
fosse, por um lado, compativel com a teoria do electromagne-
tismo, e, por outro lado, coincidisse praticamente com a mecénica
classica de Newton, para velocidades bastante inferiores a velo-
cidade da Iué.

Ora, uma das regras de ouro que nortearam constantemente Eins-
tein nas suas investigagbes fisico-matemdticas foi precisamente o
princlpio de Mach. Tendo chegado 3 conclusdo de que ndo h4 ne-
nhuma experiéncia capéz de revelar o que seja movimento absoluto
ou repouso absoluto (em relacdo a qualquer coisa como o éter)
ou o que seja simultaneidade de dois acontecimentos (por exemplo
na Terra e em Jupiter), Einstein, aplicando a referida regra, aboliu
08 conceitos de espago absoluto e de tempo absoluto, como
ilusdes que embaragam o pensamento — como preconceitos indteis
e enganadores, arreigados no nosso espirito por um longo hébito
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estabelecido, sem reflexdo. E ndo hesitou perante afirma¢gdes como
esta:

‘Tanto faz dizer que a Terra tem um movimento de rotagdo
em relagdo ao conjunto das estrelas, como dizer que o conjunto
das estrelas tem um movimento de rotacdo em relacdao a Terra'.

11. Nao é sé na fisica, mas também na quimica, na biologia,
na psicologia, etc. que se pocura chegar a teorias hipotético-dedutivas,
consideradas como o produto mais avan¢ado e eficiente do método
cientifico, baseado na razdo e na experiéncia. Assim, é que se pro-
cura hoje, por exemplo, explicar certos macrofenémenos de psicologia,
tais como os reflexos condicionados e outros, mediante modelos
neuronais, que assimilam os neurones a elementos l6gicos de um
circuito, segundo o ponto de vista da CIBERNETICA.

A prépria GENETICA procede de maneira anéloga, partindo de
hip6teses que muito se assemelham a axiomas de uma teoria hipoté-
tico-dedutiva.

Compreende-se, entdo, que a matematica (nomeadamente as
dlgebras de Boole, o célculo das probabilidades, etc.), intervenham
cada vez mais nestas investigagoes.

Outro facto que ressalta das consideragdes anteriores é o
papel que, a par da intuicdo, desempenha a imaginagéo criadora
na investigagdo cientifica. E pela imaginagdo que o cientista
inventa hip6teses mais ou menos plausiveis, mais ou menos
- felizes, sugeridas pela experiéncia. Foram as /eis macroscdpicas
de Dalton, Richter e Proust, relativas & combinagdo de ele-
mentos quimicos, que sugeriam as hipdteses atomica e mole-
cular, e ainda as férmulas de estrutura, planas ou espaciais.

121



J. SEBASTIAO E SILVA

Justificam-se, deste modo, as seguintes palavras de Tyndall:

‘Com experimentagdo acurada e trabalho minucioso de observagdo sobre as
experiéncias, a imaginagdo torna-se o arquitecto de toda a teoria fisica’.

E as de Max Planck, criador da teoria quantica:

‘Uma vez, outra e outra, o plano de imaginacdo sobre o qual tentamos
erigir uma ordem vem abaixo, e depois experimentamos outro ainda. A visdo
imaginativa e fé no éxito final sao indispensaveis('). Aqui, o racionalista puro
ndo tem lugar’.

Por sua vez Einstein:

‘No caminho légico para a descoberta... Ha s6 o caminho da intuigdo...".

A intuicdo pertence, em grande parte, ao dominio do subcons-
ciente e, como tal, dificilmente pode ser analisada. Mas, a intuicdo
criadora de ciéncia também é produto de esfor¢co e de educacgdo.
Vejamos o que a tal respeito diz o cientista W. Beveridge, no
seu livro’ The art of scientific investigation’:

‘As circunstdncias mais caracteristicas de uma intuicdo consis-
tem num periodo de trabalho intenso sobre o problema, acompanhado
pelo desejo da sua solucdo, depois abandono do trabalho com a
atencdo dirigida em qualquer outro sentido e, finalmente, a aparigao
da ideia de maneira espectacular e repentina, muitas vezes com o
sentimento da certeza. Experimenta-se entdo, geraimente, uma intensa
alegria e, as vezes, surpresa por nao ter ocorrido mais cedo uma tal
ideia’. [Muitas vezes é uma espécie de ovo de Colombo...].

(') O sublinhado é nosso, ndo de Max Planck.
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Assim, a investigacdo cientifica ndo é em si mesma uma
ciéncia, mas antes uma arte (o que justifica o titulo da refe-
rida obra).

Nao é, entdo, de admirar que os ambientes de elevado nivel
cultural e cientifico sejam éptimos estimulantes da criagdo cien-
tifica. £ conhecido o interesse que muitos cientistas ~e em
especial matematicos — manifestam pela mdsica, na qual sentem
certas afinidades com as reconditas harmonias do pensamento
abstracto. Conta-se a respeito de Einstein que, quando era ape-
nas um rapazinho de catorze anos, tendo-lhe perguntado um
amigo, estudante universitdrio, como conseguia resolver, sem a
minima dificuldade, os mais complexos problemas de matematica,
o jovem Alberto (que os seus professores tinham na conta de
‘aluno lento e distraido’), respondeu:

‘E tdo facil! Tudo na geometria e na 4lgebra é maravilhosa-
mente claro como... como uma sonata de Beethoven’.

Quanto & possivel correlagdo entre o cultivo das artes plésticas

e o desenvolvimento cientifico, bastard lembrar os exemplos da Grécia
antiga e da ltdlia renascentista. Sob este aspecto, lLeonardo da
Vinci é um simbolo.

A referida correlagdo foi sintetizada por Fernando Pessoa nes-

tes dois versos:

‘O binémio de Newton é tdo belo como a Vénus de Milo. O que

hé é pouca gente para dar por isso’.

Para o vulgo, ciéncia e poesia sdo dois pélos contrarios. Ougamos

agora Antero de Quental:

‘O chdo sobre que assenta a certeza de hoje, formou-se pelas
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aluvides sucessivas da intuigdo antiga. O que é ciéncia foi j4 poesia:
o sébio foi ja cantor, o legislador poeta; e a evidéncia uma adivinhagéo,
um admiravel palpite, cujas profundas conclusdes sdo ainda o espanto,
e porventura o desespero das mais rigorosas filosofias. E, se nadamos
hoje em plena luz da razao, foi entretanto a poesia, foi essa doce mao
que nos guiou por entre o pélido crepusculo dos velhos sonhos. Velhos ?
N&o: sonhos eternos (1)".

Se o nosso poeta-filésofo tivesse podido contactar com cien-
tistas, teria verificado que esta transigcdo gradual da poesia para a
ciéncia nao é apenas um processo secular: dd-se a cada momento,
no acto da criacdo cientifica. Weierstrass n@o estava a sonhar
quando observou:

‘Um matemdtico que ndo seja a0 mesmo tempo um pouco
poeta nao serd nunca um matemaético completo’.

Na verdade as intuigdes, primeiro nebulosas, inexprimiveis, depois
balbuciantes e pouco a pouco concretizadas por meio de imagens,
analogias ou metéforas — antes da formulagdo légica precisa — tudo
isso que é sendo poesia? Como fantasmas shakespearianos, as ver-
dades vao-se aproximando através de uma neblina. Porém, depois,
ao contrério do que sucede na poesia, a intuicdo cede o lugar 3
I6gica inflexivel do ser ou n3o ser; a neblina vai-se dissipando ao sol
da razdo — e, em vez de fantasmas, encontram-se muitas vezes factos
positivos. E ai que esté a diferenga.

Que ilagdes nos podem sugerir, do ponto de vista pedagdgico,
as consideragoes anteriores? E bem simples:

Um ensino das ciéncias, que néao seja acompanhado de uma

(') Extraimos esta citagio do interessante ensaio do Dr. Anténio Lobo
Vilela, ‘Ciéncia e Poesia’.
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boa educagado estética e que ndo fale & imaginagdo dos alunos,
estd condenado a priori, pela sua prépria aridez, a afastar muitos
dos melhores talentos. Por isso acontece, especialmente entre
nés, que muitos se voltam para outros interesses.

Possamos nés, professores, orientar em boa parte a imagi-
nagdo poética da nossa juventude, para os sonhos licidos, no
campo imenso onde germinam e florescem as grandes ideias da
ciéncia contemporanea.
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INDUCAO EXPERIMENTAL E INDUCAO MATEMATICA

1. A introdugdo de novos assuntos no . programa liceal s é
possivel, obviamente, eliminando outros que eram desenvolvidos
tradicionalmente. Um dos assuntos que, infelizmente, se torna forcoso
sacrificar em grande parte € o da chamada ‘artimética racional’.
E dizemos ’‘infelizmente’, porque esta é o exemplo simples de uma
teoria dedutiva, baseada numa axiomatica categdrica — muito embora
suceda, na maior parte dos casos, que por falta de tempo ou por
outras razdes, o0 ensino da aritmética racional se tenha reduzido quase
unicamente a resolugdo de mais uns tantos exercicios-cliché, muitos
deles desprovidos de qualquer interesse.

- Mas h4 um minimo da aritmética dos mtelros que é necessérlo
preservar — € nesse minimo achamos por bem incluir o método de
indugdo matemética. Simplesmente, este método deve ser tratado
agora com maior largueza de vistas, em intima ligagdo com assuntos
situados fora do ambito estrito da aritmética, especialmente 0s que
se referem aos fundamentos matematicos do método experimental,
que o devem preceder (ver capitulo anterior). Pois se é verdade, como
parece, que a matematica estd a assumir cada vez mais as fun¢des de
FILOSOFIA DAS CIENCIAS — onde podem estes assuntos ser tratados de
maneira conveniente sendo no programa de matemaética do 3.° ciclo?

127



J. SEBASTIAO E SILVA

2. 0O estudo do método de indugdo matemética deve ser ampla-
mente motivado, como tema de filosofia das ciéncias, se q'uisermos
que tenha alguma eficdcia e ndo seja mais uma forma de doutrina
imposta, a que o espirito do aluno ndo adere espontaneamente.

Um dos modos possiveis de introduzir naturalmente este assunto
é 0 que vamos sugerir. ,

Apresente-se, como tema de discussdo, a seguinte pergunta:

O que é mais valioso: descobrir um teorema ou demonstrar
esse teorema?

Poderd objectar-se, desde logo, que um teorema ndo est4 defi-
nitivamente descoberto, enquanto ndao for demonstrado com todo o
rigor: antes disso nao temos a certeza de que seja verdadeiro e de que
seja, portanto, um teorema auténtico. Mas vérias vezes temos lembrado
que, na investigagdo matemdtica, a /ntuicdo precede normalmente
a ldgica, isto 6, comega-se por ter o pressentimento dos factos e sé
depois este pressentimento (ou intui¢do) é confirmado ou confirmado
por demonstracéao. ’

Consideremos, por exemplo, a seguinte proposi¢ao:

‘Se uma fun¢ao tem derivada positiva em todos os pontos de
um intervalo, a fun¢do é crescente nesse intervalo’.

No Compéndio de Algebra, 6.° ano, pp. 242-243, este facto é
admitido como verdadeiro apenas por intuicdo geométrica (consi-
derando o gréfico da fun¢ao), do mesmo modo que se podem admi-
tir como verdadeiros, por exemplo, os seguintes factos:

‘Dados um ponto e um plano, existe sempre um plano e um sé que
passa pelo ponto dado e é paralelo ao plano dado’.
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‘Dados um ponto e um plano, existe sempre uma infinidade de
rectas que passam pelo ponto e sdo paralelas ao plano; e a reunido
dessas rectas 6 um plano paralelo ao plano dado’.

Nestes casos, a intuicdo senslvel apresenta-nos os factos com tal
grau de evidéncia, que nos parece desnecessdrio demonstri-los.
E, todavia, s6 podemos ter a certeza de que sao verdadeiros (relativa-
mente aos axiomas adoptados), uma vez que sejam demonstrados
com todo o rigor légico, prescindindo por completo da intuigdo
baseada em figuras.

Aliés, esses factos sdo triviais, isto 6, podem ser descobertos
por qualquer pessoa que nao seja desprovida de intuicdo geo-
métrica: é bastante mais dificil demonstra-/os, do que descobri-/os.
Mas os factos com real interesse em matematica, como por exem-
plo o teorema de Pitdgoras, certas regras de derivagdo ou inte-
gragdo, etc.,, nao sao geralmente triviais, ndo sao evidentes, e
ndo podem, portanto, ser descobertos por qualquer pessoa.

Por isso mesmo, varios teoremas, férmulas ou métodos que
foram descobertos antes de serem demonstrados rigorosamente,
tém o nome dos matematicos que os descobriram, mesmo que
estes ndo os tenham demonstrado, pelo menos de maneira com-
pleta. A bem dizer, quase todos os teoremas, férmulas e méto-
dos descobertos em anélise infinitesimal, desde Newton até
Lagrange, figuram nessa categoria.

3. Assim, a demonstragao, constituida por uma cadeia de
silogismos, segundo as regras da l6gica dedutiva, 6 um processo
técnico que se usa em matemaética para distinguir o verdadeiro do
falso, o certo do errado — e n8o propriamente um método que permita
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chegar a resultados essencialmente novos. A criagao cientlfica, tal
como a criagdo artistica, nao obedece a regras.

Podemos, pois, dizer que as técnicas de demonstragdo represen-
tam para 0 matemaético, o que as técnicas de experimentacao repre-
sentam para o fisico: sdo meios para confirmar ou infirmar hipdteses,
concebidas a priori. Sob este aspecto sdo comparaveis as provas das
operagdes aritméticas: prova dos nove em fisica, prova real em mate-
mética.

Todavia, a demonstragdo (tal como a experiéncia), é muitas
vezes o0 ponto de partida para novas descobertas: uma vez demons-
trado o que tinha apenas pressentido, o mateméatico comega a
ver as questdes de maneira muito mais clara, e assim lhe ocorrem
novas ideias, que o fazem progredir, por vezes com maior vigor.

Nao é, portanto, exacto dizer que a légica nada tem que ver com
a descoberta — que a razdo nao influi no processo de criagdo. Na
verdade o matemaético, quando disciplinado pelo raciocfnio, no pro-
cesso dialéctico intuicao-Iégica, I6gica-intuicdo, acaba por refinar a
sua prépria intui¢cdo, adquirindo uma espécie de intuicao supra-sensivel
que o torna muito mais apto a apreender novos factos. A esta quase
poderiamos chamar intuicdo racional (apesar da aparente contradi-
¢ao nos termos), pois que, na realidade, ndao hd uma fronteira nitida
entre intuicdo e l6gica: ndo se pode dizer exactamente onde acaba
uma e comega a outra.

4. Também nao se pode dizer exactamente onde acaba a indu-
¢do e comega a deducdo. A matemaética é, todos o sabemos, essen-
cialmente dedutiva na confirmagdo dos seus resultados. Mas isto nao
impediu o electrotécnico Heaviside (2 quem se devem progressos
importantes em matematica) de proclamar em dado momento:

A matemética é6 uma ciéncia experimental.
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Ora tal afirmagdo 6 em parte verdadeira: hé4, com efeito, diversos
factos que, em matemdtica, se apresentam primeiro por indugdo, a
partir de experiéncias feitas com figuras, com simbolos, etc. Come--
¢caremos por apresentar trés exemplos histéricos (1): '

1. exemplo (TEOREMA DAS QUATRO CORES). Consideremos o
seguinte problema:

Pretende-se coforir um mapa, de modo que dois palses figurem
representados com cores diferentes, desde que tenham fronteira
comum e que essa fronteira n3o se reduza a pontos isolados. Quantas
cores sao necessdrias, no minimo, para tal fim?

Tém-se experimentado os mais diversos mapas, relativamente a
paises reais ou imagindrios e o resultado tem sido sempre o mesmo:

Nao sao precisas mais de 4 cores para colorir 0 mapa de modo
que seja verificada a referida condigao.

(%) Estes exemplos poderdo, eventualmente, ser aconselhados aos alunos
como tema de leitura.
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Podemos pois, segundo o método de indugdo experimental,
admitir que esta conclusdo é valida em qualquer caso. Estamos
assim em presenga de uma /ej, a que é costume chamar ‘TEOREMA
DAS QUATRO CORES'. Mas ninguém, até hoje, conseguiu demonstrar
tal teorema, embora tenham sido j4§ apresentadas algumas supostas
demonstragcoes, que, depois de uma anélise lI6gica mais ou menos
profunda, se verifica estarem erradas.

Como se pode entdo chamar ‘teorema’ a uma proposicdo que
nédo foi ainda demonstrada? Quem nos garante que ndo se venha a
descobrir um mapa para o qual sejam precisas mais de 4 cores nas
referidas condigées? Trata-se pois, quando muito, de uma hipdtese
de teorema, a ndo ser que convencionemos chamar teoremas também
a proposi¢cOes falsas ou duvidosas.

Verdadeiro ou falso, o TEOREMA DAS QUATRO CORES diz
respeito a um novo ramo importante da geometria — chamado
topologia — em que sé interessam as propriedades topoldgicas das
figuras, isto &, as propriedades de posigdo relativa que ndo se alteram
por deformagéo continua ().

2.° exemplo (TEOREMA DE PITAGORAS). Ao que parece, 0O
teorema de Pitdgoras foi sendo a pouco e pouco desvendado por
via experimental. Assim, os Egipcios tinham verificado o seguinte
facto, milhares de anos antes de Cristo:

‘Se os trés lados de um tridngulo medem respectivamente 3 uni-
dades, 4 unidades e 5 unidades, o tridngulo é rectdngulo, sendo os
dois primeiros lados os catetos’.

(') Dito de maneira intuitiva, sem pretensSes de rigor.
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Estaca

Estaca

Os Egipcios utilizavam, na prética, este facto experimental para
construir dngulos rectos, recorrendo a uma corda com vaérios nés
equidistantes. Fixavam, por exemplo, dois desses nés por meio de
estacas, deixando 3 nés intermédios, e procuravam depois formar com
a corda um tridngulo como se indica na figura. Ao que parece, foi
este o processo utilizado para construir as bases quadradas das
pirdmides: assim, o referido facto serd j& conhecido hé cerca de 500
anos!

Verificava-se ao mesmo tempo o seguinte:

32+42=52

e, analogamente, para outros ternos de nimeros tais como (6, 8, 10)
(9, 12, 15), etc., aos quais os Egipcios atribuiam cardcter mistico.

Por sua vez, os Indianos e os Chineses, em épocas também muito
remotas, tinham observado que, para construir um angulo recto, se
podia utilizar uma corda dividida em partes de comprimentos 5,12, 13
ou em partes de comprimentos 8, 15, 17. E também nestes casos acon-
tecia que

52+122=132 , 82+162=172
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Estranhas e curiosas coincidéncias estas, que n3o podiam deixar
de impressionar vivamente a imaginagcao poética, mitolégica, dos anti-
gos, inclinados naturalmente a ver em tais coincidéncias SIMBOLOS
MISTICOS, reveladores de uma divina harmonia subjacente a natu-
reza. ' '

Mas estava-se entdo apenas numa fase empirica, em que nao
se conseguia sequer subir, por indugcao, dos factos particulares obser-
vados, a uma Jei experimental (1). O salto para a fase racional foram
os Gregos que o deram, comegando por admitir, como hipéteses,
o seguinte facto geral:

‘O quadrado da medida da hipotenusa é igual a soma dos qua-
drados das medidas dos catetos’.

Foi, segundo se diz, Pitdgoras, quem primei'ro demonstrou
este facto, partindo de outros que sdo (ou parecem) evidentes.
Hoje, o TEOREMA DE PITAGORAS pode ser demonstrado com o mé-
ximo rigor 16gico, sem apelo 3 intuigdo, a partir de uma axiomética
bem definida da geometria euclidiana, como por exemplo a axiom4-
tica de Hilbert. Porém, a demonstragdo que se atribui a Pitdgoras
tem um cardcter fortemente intuitivo, que nos rende a evidéncia,
fazendo-nos ver, num relance, a veracidade do teorema. Os factos
evidentes a que tal demonstragao reduz o teorema sao essencialmente
propriedades intuitivas das 4reas, que poderiam ser tomadas como

(1) Ainda hoje, em algumas regides, por exemplo no Su! da Franga, os cam-
poneses aplicam o referido método da corda, como simples receita emplrica,
transmitida por tradigdo, desde tempos imemoriais. Sobre este assunto, veja-se 8
bela obra da Prof.* Emma Castelnuovo, ‘La Geometria’ (Ed. La Nuova ltalia,
Firenza), para a Escola Média Italiana, correspondente aos 3 primeiros anos dos
nossos liceus. '
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axiomas (numa axiomdtica larga, ndo independente), mas que §é
dificil demonstrar a partir dos axiomas usuais.

Assim apareceu o METODO DA DEMONSTRAGAO MATEMATICA,
que consistia em provar um facto geral, sem recorrer a experién-
cia, mas apenas por dedugédo, reduzindo esse facto a outros que sdo
(ou parecem ser) evidentes. As provas por este método, ao contrério
das que se baseavam na experiéncia, davam um sentimento de
certeza absoluta. Por isso mesmo, a sua descoberta — que marca o
nascimento histérico do racionalismo e da matemética como ciéncia
dedutiva — foi causa de deslumbramento para os pitagéricos, que se
sentiam assim mais préximos dos deuses.

Aos referidos ternos de niimeros naturais, que verificam a equagao
em tr8s incégnitas

x2+y2=22

chamados hoje numeros pitagdricos, e a que eram atribuidas, desde
os Egipcios, virtudes madgicas, induziram naturalmente os filésofos
da escola de Pitdgoras a admitir como certa uma outra hip6tese mais
ousada:

‘Qualquer que seja o tridngulo rectdngulo, 6 sempre possivel
escolher uma unidade de comprimento tal que as medidas dos cate-
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tos e da hipotenusa sejam nlmeros inteiros [portanto nimeros
pitagéricos]’.

Mais geralmente ainda, foram ao ponto de admitir que toda a
linha é formada por um numero finito de unidades indivisiveis (a que
poderfamos chamar 'stomos’ ou ‘ménadas’) e que, portanto, dois
comprimentos sdo sempre 'comer;suréveis entre si (cf. Compéndio
de Algebra. ‘Nota Histérica’ do Cap. 1). |

Assim, aos pitagdricos, a natureza aparecia como um ente
geométrico perfeito, em que as relagdes entre todas as coisas, desde
os corpos celestes aos sons'musicais, se podiam exprimir harmo-
nicamente por meio de nlimeros — e -precisamente numeros inteiros.
Era isso, no fundo, o que eles queriam dizer quando afirmavam:
‘Os niimeros sdo a esséncia de todas as coisas’.

Mas foi o préprio teorema de Pitégoras que, por ironia, os levou
a descobrirem que era falsa a hipdtese segundo a qual duas grandezas
sdo sempre comensurdveis entre si! Assim, caia pela base esta pri-
meira tentativa da matematizagdo do universo — e compreende-se
bem o drama que tal descoberta representou, atendendo ao caracter
religioso que os pitagéricos atribuiam 2 sua teoria. Foram portanto
eles, provavelmente, os primeiros seres humanos que, depois de
terem descoberto, com deslumbramento, as potencialidades do mé-
todo racional, conheceram em seguida o seu rigor inexorével e as
amargas’ desi!usées‘a que conduz — ao verem ruir, 3 luz crua desse
método, as genefalizacées apressadas a que os tinha conduzido o seu
entusiasmo. Quais Icaros ingénuos, langados na aventura do espl-
rito, o sol da Razéo derreteu-lhes a cera com que tinham colado
as asas do pensamento.

3.°c exemplo (TEOREMA DE FERMAT). E fécil ver que existe
uma infinidade de solugdes inteiras e positivas da equaglo x? + y2 = 22
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(ntimeros pitagdricos), dadas pelas férmulas:

x__.\/UV ) y= U-v , 2= u+v
2 2

em que v e v sdao numeros naturais arbitrarios (distintos).
Neste momento, ocorre naturalmente considerar equagées tais
como

x3+y3=z3 2 x4+y4=z4 , x5 +.y5=25 , etc.

e procurar ternos de numeros naturais que as verifiquem. Ora, por
mais tentativas que se fagam, ndo se consegue encontrar nenhum
terno de nimeros nessas condigoes, o que leva a admitir como hipé-
tese o seguinte facto:

Qualquer que seja o numero natural n > 2, nao existe nenhum
terno de numeros naturais x, y, z tal que x" + y" = 2"; isto é, simbo-
licamente:

nelN /\n>2=,,>~3(x,y,z)eIN3:x"+y"=z“

Esta proposicdo é hoje conhecida com o nome de ULTIMO
TEOREMA DE FERMAT. A razdo é a seguinte:

Durante as leituras de uma edicdo da aritmética de Diofanto,
Fermat tinha, por hébito, escrever bbservac;ées a margem do livro.
Ora, precisamente quando Diofanto trata do problema das solugdes
inteiras da equagdo x2 + y2 = z2, Fermat observa que o problema ané-
logo é impossivel para equacdes da forma x" + y" = 2", sendo n
um numero natural > 2, e acrescenta, a propdsito deste facto:

‘J’ai découvert une démonstration vraiment admirable que cette
marge est trop petite pour contenir’.
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J& 18 vao trés séculos e nenhum matematico conseguiu até hoje
encontrar uma demonstragdo de tal teoremal No entanto, Fermat
disse que tinha uma demonstra¢do admirdvel. Mais ainda, em todos os
outros casos em que omitiu as demonstragées dos seus teoremas,
estes acabaram por ser demonstrados, por vezes com dificuldade.
Que pensar entdo?

Vérios mateméticos estdo convencidos de que Fermat se enganou,
dessa vez, ao dizer que tinha descoberto uma demonstragdo do facto
enunciado. Porém, até hoje, o teorema (se podemos chamar-lhe
assim) ainda ndo foi desmentido. Mais do que isso, j& pbde ser
demonstrado, no caso particular em que o expoente n é um numero
primo < 14000 e em que nenhum dos nimeros X, y, z € multiplo
de n, o que, do ponto de vista da indugdo experimental, aumenta
em nds a convicgdo de que é verdadeiro no caso geral. Mas con-
tinuamos a ndo ter a certeza absoluta (ou antes, a certeza mate-
mética), de que a proposicao geral seja de facto verdadeira.

Acontece até que certos matematicos, nomeadamente os INTUI-
CIONISTAS, se inclinam para a seguinte

HIPOTESE: Existem proposicoes a respeito das quais é impos-
sivel demonstrar se sdo verdadeiras ou falsas.

O chamado ‘teorema de Fermat’ poderia estar, precisamente,
nestas condigdes, e, sendo assim, ndo seria nem verdadeiro nem falso,
pois que, segundo os intuicionistas, s6 é verdadeiro ou falso em
matemética, aquilo que se pode demonstrar como tal (1). Chama-se
indecidivel um problema que ndo se pode decidir nem pela afirmativa

(') Neste ponto, o intuicionismo transporta para a matemética o PRINCIPIO
DE MACH, atribuindo & demonstragdo o papel da verificagclio exerimental.
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nem pela negativa. Exemplo de uma questdo indecidivel pode ser
precisamente a seguinte:

Saber se a hipbtese anterior é verdadeira ou falsa.

Tem-se verificado, porém, que uma questao pode ser indecidivel
num dado formalismo (com determinados processos de demonstra-
¢d0) e tornar-se decidivel num formalismo mais rico (com processos
mais potentes de demonstra¢do).

Na verdade, a matematica é apta a criar para seu uso — sobre-
tudo gragas 3 l6gica simbdlica —sistemas de linguagem precisa
(chamadas ‘formalismos rigorosos’) cada vez mais ricos, que ofere-
cem novos processos de demonstragdo (e, portanto, novos tipos de
silogismo) cada vez mais potentes. Isto é semelhante ao que sucede
com a aparelhagem da fisica experimental, que se torna cada vez mais
complexa e poderosa. Entre os processos de demonstragdao que se
tornam progressivamente mais complexos figuram os METODOS
DE INDUCAO MATEMATICA, de que bastar4 apresentar 0 caso mais
simples no ensino liceal.

Mas, antes disso, impoem-se ainda mais algumas observagdes:

I. O facto de haver problemas que sdo indecidiveis num dado
formalismo e depois se tornarem decidiveis em formalismos mais
potentes veio pér em evidéncia o poder criador do espirito humano
e o cardcter dialéctico do desenvolvimento da matemaética, cuja
evolugdo é em parte imprevisivel, tal como a evolugdo do mundo
fisico. Para os intuicionistas, o chamado ‘teorema de Fermat’ é com-
pardvel a uma frase como a seguinte:

‘No dia 12 de Margo do ano 3000, chove em Lisboa pelas 3 horas
da tarde’.
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Que é que nos leva, inconscientemente, a convencer-nos de que
o teorema de Fermat é, por forca, verdadeiro ou falso? Apenas a ideia
platénica de que, experimentando todos os possiveis ternos (X, y, 2)
de numeros naturais e todos os niimeros naturais 7 maiores que 2,
se pode saber se existe ou ndo algum terno (x, y, z) e algum nidmero
n > 2 tal que x"+y" = z". Mas essas verificagdes seriam em nimero
infinito e, portanto, irrealizdveis na sua totalidade (). Assim:

Uma demonstragcao sé é vélida quando é constitulda por
uma cadeia finita de silogismos.

O carécter finitista das demonstragfes matemaéticas é exigido
ndo s6 pelos intuicionistas (escola de Brouwer), mas também pelos
formalistas (escola de Hilbert). Mas estes, ao contrario dos primeiros,
aceitam o PRINCIPIO DO TERCEIRO EXCLUIDO (e até o PRINCIPIO DE
ZERMELO) como axiomas da l6gica (ver Compéndio de Matemé4-
tica, 2.° volume, p. 103).

Note-se que os intuicionistas ndo afirmam nem negam explici-
tamente a existéncia de um terceiro valor I6gico. H4, no entanto, |6gicas
que admitem explicitamente a existéncia de mais de dois valores
(/égicas plurivalentes).

(') Platéo e os fil6ésofos neoplaténicos, em especial Santo Agostinho,
diriam neste caso: ‘Os nimeros existem desde a Eternidade, independentes de
nés, no Mundo das ldeias, onde sdo abrangidos, na sua totalidade, pela Inte-
ligéncia Divina’. Note-se como este ponto de vista é semelhante ao de
Laplace ao formular o determinismo mecanicista (1.° volume, 2.° tomo, p. 223).
No fundo, o determinismo absoluto na fisica, assim como o fixismo em biologia,
sdo formas de racionalismo platénico. Mas j& é diferente o ponto de vista de
Aristételes, depois retomado por S. Toméds de Aquino (ver no Compéndio,
2.° volume, a nota sobre nominalismo e realismo, p. 371).
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1. Os exemplos anteriores mostram que, em certos casos excep-
cionais, 6 mais importante encontrar a demonstragdo de um teorema
do que descobrir o préprio teorema. Assim, por exemplo, se alguém
vier a descobrir uma demonstragdo do ‘teorema das 4 cores’ ou do
“Uitimo teorema de Fermat’, esse alguém ficard para sempre, jpso
facto, na histéria da matemaética. Mas nunca se aconselhe um prin-
cipiante a tentar a sua chance contra esses baluartes praticamente
inexpugnéveis! Vérios matematicos, altamente experimentados, tém
j& tentado o mesmo. Alguns obtiveram resultados parciais importan-
tes; por exemplo Kummer, nas suas tentativas de demonstragao
do teorema de Fermat, foi levado a introduzir novos conceitos que
fizeram progredir grandemente a algebra e a teoria dos numeros. Mas
as investigacdes sobre este caso parece terem chegado a ponto morto
— a nao ser que surjam ineéperadamente novos métodos de ataque.

Em 1908 um professor alemao deixou em testamento um prémio
de 100 000 marcos para quem conseguisse demonstrar o ultimo teo-
rema de Fermat; mas a inflagdo consecutiva & 1.2 Grande Guerra
reduziu quase a zero esse prémio.

Hi. Como regra, um jovém que deseje fazer investiga¢dao em qual-
quer ramo da ciéncia, deve procurar ser encaminhado para a fronteira
do conhecimento, onde se desenvolvem as mais recentes pesquisas,
procurando evitar campos muito explorados, onde é extremamente
improvével obter resultados positivos, que ndo tenham sido j4 obtidos
por outrem no passado. '

5. A ditima observagdo anterior aplica-se, em particular, a uma
tentativa de investigacdo do aluno Hélio Bernardo Lopes, de uma
turma cléssica do 7.° ano do Liceu D. Jodo de Castro. Essa tenta-
tiva 6 sem duvida interessants, pelo que representa de imaginagao
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e de esforgo prometedor da parte de um aluno liceal, e pode constituir
um centro de interesse eficaz, como motivagao para introduzir o método
de inducdo matematica.

Meditando sobre a propriedade (p) = ("B‘) + (g:}), que des-
pertou o seu interesse, o referido aluno comegou a fazer experiéncias
com o tridngulo de Pascal e concluiu, por inducdo experimental,
que deve ser vélida a seguinte férmula sobre arranjos:

TA,=p (M A + ™ 2A . + ... +P 1A, ;) para m > p > 1

A sua professora, a quem apresentou este resultado, em vez de
o desencorajar, aconselhou o aluno, e muito bem, a tentar demons-
trar a férmula, indicando-lhe, para esse fim, o método de indugédo
matemética. Passado algum tempo, o aluno conseguiu, por este
método, provar o que se pretendia. A demonstragdo, que se reduz a
aplicacdo simples do referido método, serd apresentada mais adiante.
Entretanto, surge a questdo:

Seré esta férmula um resultado novo?

Num campo tdo explorado e tdo elementar como o da andlise
combinatéria, a probabilidade de encontrar um resultado essencial-
mente novo é muito pequena. A tnica dificuldade pode estar em
descobrir um livro, um artigo, uma enciclopédia, onde se encontre
esse resultado ou um outro equivalente. No caso presente nao foi
necessario procurar muito: a férmula em questdo deduz-se trivialmente
da seguinte, j& conhecida, relativa a combinagdes('):

(M =@ND+EHD+..+(B) ., param>p>1

(') No Compéndio de Algebra faz-se uma breve refer8ncia a esta proprie-
dade, em Jinguagem comum.
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Basta multiplicar ambos os membros por factorial de p.

Mas o aluno Hélio Lopes ganhou alguma coisa com esta sua
primeira tentativa: 1.2, ficou a ter uma primeira ideia de como se pode
fazer investigacao, que proporciona a aventura do espirito e a conhe-
cer as emogoes — alegrias e desenganos; 2.°, tornou-se muito mais
consciente da necessidade da demonstragdo matematica, assim como
do significado e do alcance do método de indugdo matemaética;
3.°, aprendeu que, para conseguir resultados essencialmente novos,
é preciso evitar assuntos que ndo estejam na fronteira actual do conhe-
cimento. E, para que ndo fique desanimado, bastard dizer-lhe o
seguinte:

Mesmo trabalhando na fronteira do conhecimento, um investiga-
dor arrisca-se a encontrar resultados que ja foram obtidos por outrem,
algum tempo antes. Por vezes, os resultados sdo exactamente iguais,
sem que tenha havido a minima influéncia de um investigador sobre
o outro. E por isso mesmo que, quando um matemético encontra
resultados novos que lhe parecem importantes, se apressa a publica-
-los, a fim de nao perder a prioridade; muitas vezes anuncia-os, antes
disso, sem demonstragdo, em breves comunicagdes a Academias ou
Congressos. E, antes ainda de fazer qualquer espécie de publicagéo,
tem geralmente o cuidado de se informar com colegas e de averiguar
se ndao hé referéncia a resultados anélogos, em certas revistas
internacionais, que fazem mensa/mente um resumo de quase todos os
trabalhos de matemaética que se publicam no mundo inteiro, incluindo
as simples comunicagoes.

6. Ficam atrds sugeridas vérias possiveis maneiras de motivar
o estudo do método de indugdo matemética. O professor poders
aproveitar estas sugestoes, na medida em que a sua experiéncia
@ 0 seu bom senso o aconselharem.
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A introducdo do referido método pode fazer-se como no
Cap. Il do 2.° volume, tentando traduzir por simbolos na légica
matemaética a seguinte propriedade, que o aluno conhece intuitiva-
mente: |

O numero 1 gera todos os outros numeros naturais, por adi¢éo
sucessiva: ‘

141, 1+1+1 , 1+1+1+1 , 1+1+1+1+1, ..

A tradugdo simbdlica desta propriedade — O PRINCIPIO DE
INDUGAO MATEMATICA EM IN — é feita no n.° 2 desse capitulo em
termos de conjuntos. Nao interessa, por enquanto, tratar da proprie-
dade VI, nem das restantes que caracterizam o grupéide aditivo IN.

Pode apresentar-se, depois, a seguinte definigdo por recorréncia
(de uma sucesséo u,):

1
— oy U = ’ Vn GIN
2 o 2-up,

u, =

Pede-se ao aluno que determine alguns termos e que indique
uma possivel expressdo do termo geral (isto & uma expressao anall-
tica desta fungdo de n). A expressdo sugerida seré:

- Verifica-se que, para muitos valores de n, tal expressdo é efecti-
vamente valida. Mas resta provar que é vélida para todos os valores
de n, isto é, que se tem de facto:

u, = i VneIN_

n+1
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Para isso, h4 que recorrer a0 METODO DE INDUGAO MATE-
MATICA, baseado no principio anterior. Mas antes é preciso formular
este principio em termos de compreensao, tal como se faz no n.° 3
(substituindo o exemplo que se considera nesse numero, pelo
anterior).

Repare-se na metéfora dos soldados de chumbo. Essa imagem
preciosa, como tantas outras que se devem utilizar no ensino, 3 seme-
lhanga do que se faz na investigagao, estimula a imaginagdo (como
imagem que é). Como j& temos observado, uma das graves deficién-
cias do ensino tradicional, sobretudo entre nés, é a de nao falar
a imaginagdo dos alunos.

Uma vez posto o principio da indugao sob a forma de silogismo,
pode-se demonstrar 0 que se pretendia. Em geral comega-se por pro-
var a premissa menor @ sé depois se prova a premissa maior. Neste
caso P(n) é a propriedade

n

n+1

U, =

Esta propriedade 6, evidentemente, verificada para n = 1: |

1 i
1+1 2

Seja, agoré, k um determinado nGimero natural, tomado arbitra-
riamente (1), e suponhamos que a propriedade P(n) é verificada
para n =k, isto 6, que '

k
u, = hipétese de inducéo
K= et (hip | ¢éo)

(1) O simbolo k seré pois, neste caso, uma constante arbitréria.
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Trata-se de provar que a propriedade é verificada também para
n =k + 1. Ora tem-se, por defini¢ao,

1
u =
k+1 2_ u,
donde, pela hipdtese de indugéo,
1 1
M1 = TTTR . ka2
T k+1 k+1
e, portanto
k+1
u = —_——
k17 T (k+1) +1

Ficou, assim, provado que a referida propriedade é hereditéria e,
como além disso, é verificada para n =1, fica provado que é veri-
ficada para todo o n€ (N, q. e. d.

Um segundo exemplo pode ser o da definigdo de recorréncia

u, =5 ; upy=u,+3 , VnelN

Trata-se, como se vé&, da progressdo aritmética cujo primeiro ter-
mo é 5 e cuja razdo é 3. O alunc ji sabe que a expressdo do termo
geral, neste caso, é:

u,=5+3(n-1)

Mas ainda ndo conhece uma demonstragdo rigorosa deste
facto. Uma tal demonstragéo pode ser dada pelo método de
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inducdo matemética, cuja aplicagdo, neste caso, é muito simples.
Em seguida pode passar-se ao caso geral da definigdo:

u,=a ; Up,,=us+r , VnelN

em que a e r sdo constantes arbitrdrias (progressdo aritmética cujo
primeiro termo é a e cuja razdo é r).
Prova-se entdo, pelo mesmo método, que, neste caso,

up,=a+(n-1)r , neIlN ; a relR

(Mais geralmente ainda, @ e r podem ser elementos de um
médulo qualquer). |
Depois vird o caso geral da progressdo geométrica:

Uy =a ; Upeqa=Uupr , VneiN

que difere do caso anterior apenas em que a linguagem aditiva é
substitulda pela linguagem multiplicativa.

A propdsito destes exemplos simples, o aluno terd aprendido a
distinguir as constantes arbitrérias das varidveis de inducéo, nas de-
monstragées por indugdo matemaética. Sera depois mais facil tratar
dos exemplos | e Il directamente, sem ser j4 necessario particularizar
as constantes arbitrérias.

" Devem seguir-se os exemplos I, IV, V e VI. Note-se que
os exemplos IV e V tém a vantagem,. sempré importante, de
constituirem novidade para o aluno, sendo por isso mais aptos
a despertar o seu interesse. Mas importa leva-lo a reconhecer
que, nestes casos, 0 método de indugdo matemética 6, cem por
cento, uma técnica de demonstragdo, que nada nos diz sobre a
maneira de chegar a essas férmulas — sobre a ideia que conduziu
ao resultado. Para isso, § bom comparar, por exemplo, a dedugéo
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intuitiva habitual das férmulas dos exemplos Ill e VI, com a demons-
tragao por indugdo matematica(?).

6. E chegou agora o momento, por certo emocionante, de de-
monstrar por inducao matemética a férmula redescoberta pelo aluno
Hélio Lopes. Vamos expd-la tal qual este aluno a apresenta numa
sua nota. :

1.2 parte: m=p
p-P A, y=p(p-1)I=pl=PA;
Esté entdo verificado que PA, =p-P 1A, _,
2.2 parte:
Hipétese: MA, =p(™ A, + 'ﬁ'zAp_, T A PTALLY)
Tese: MY1A; =p(MA,_, +m“Ap_1 o B IR 0)
P(MAL., +M AL +M2AL 4 L 4PUIA ) =

=peMA, +p(M 1A +M 2A,  +...+P 1A, )

(') E também muito importante — é mesmo imprescindivel — salientar que
a indugdo mateméitica nlo 6 /nducdo (no sentido experimental), mas sim
deducdo: 6 uma das muitas formas de raciocinio dedutivo, embora menos trivial
do que as de tipo cléssico. '
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m! m!

=p.MA__.+MA_ =p. +
= p=P (m-p+1)! (m-p)!

_ m! . m!i(m-p+1) _ mip+mli(m-p+1)
P m—penl | (mop+D)!  (m-p+h)I

_ml(p+m—p+1) _ ml(m+1) B (m+1)1 _me1p

- (m-p+1)! - (m=-p+1)! (m-p+1)! B P

Est4d assim provado que
AL =p(M 1A, F.L HPTIA ) > AL =p(MA, +...+P A, )

Como se vé, a demonstragdo & perfeitamente correcta, mas
o método ndo foi aplicado com o aspecto habitual. Para o aplicar,
tal como foi indicado, haverd que pbr m=p+n e tomar n
para varidvel de indugdo, sendo p uma constante arbitrdria. Por
outro lado, teremos de fazer a indugdo em IN, e ndo em IN.

Assim, na 1.2 parte demonstrou-se que a férmula é verdadeira
para n = 0, pois que entdo ""PA; =PA_ e

PA,=p-P'A,, . VpelN

Por sua vez, na 2.2 parte, demonstrou-se que, se a férmula é
verdadeira para m = p+n, também é verdadeira para m = p+(n+1),
quaisquer que sejam n€iN, , pe€IN.

7. No ensino deste método, como em geral no ensino da
aritmética, convém alternar os assuntos essenc/a/lmente novos, de
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interesse palpitante (como o anterior), com assuntos jé& conhecidos
do aluno, que se trata agora de demonstrar com todo o rigor
I6gico (). Mas, até neste caso, convém introduzi-los de maneira
imprevista, como problemas que o aluno terd de resolver por si (sem-
pre de acordo com o método activo e heuristicol).

Resolvam-se primeiro os exercicios | e V do n° 2 do 2.°
volume (Cap. Ill), que pbéem o aluno em contacto com diversas
modalidades de definicdes de recorréncia. Note-se que é infinita a
variedade de tais definigdes e que esse infinito é qualitativo, isto é:
estdo sempre a surgir novas formas imprevisiveis de definicdo por
recorréncia (assim como novas formas imprevisiveis de demonstra-
¢do por indugao matemética).

Note-se também que ndo existe nenhuma expressdo usual para
a sucessdo ¢ do exercicio l: este facto ndo é excepgdo, mas sim a
regra, em sucessoes definidas por recorréncia.

Posto isto, proponha-se ao aluno o seguinte exercicio: determinar
vérios termos das sucessées f e g, definidas em IN, pelo seguinte
sistema de condigoes:

g(0)=0 , f(0)=0

g(n+1) =g(n) +1 «=g(n) <3
g(n+1) =0<«=g(n) =3
f(n+1) = f(n) <g(n) < 3

f(n+1) =f(n) + 1 <g(n) =3

(') Os assuntos deste nimero sé serdo tratados se houver tempo para isso.
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Pode comegar-se pela sucessdo g; os seus 20 primeiros termos séo:
0,1, 2, 3,0,1,2,3,0,1,2,3,01,2,3,0,1, 2 3,...
Os 12 primeiros termos da sucessao f sdo:

0, 0,0 0 1 1, 1, 1 2 2 2 2..

Por indugdo experimental, o aluno verd que
f(n) = quociente inteiro da divisdo de n por 4
g(n) = resto da divisdo de n por 4

Que quer isto dizer? Recordemos que o PROBLEMA DA DIVISAO
INTEIRA consiste no seguinte:

Dados dois nimeros a€|N, e belIN, determinar dois numeros
d, r€ N, tais que

a=bq+r , sendo r<b

Os nimeros q e r serao chamados, respectivamente, quociente
inteiro e resto, da divisao de a por b.

Ora no caso presente tem-se a = n, b = 4 e quer-se provar que
q = f(n) e r = g(n). Pretende-se, pois, provar que

1) n=4f(n)+g(n) A g{n)<4 , VnelNg

A demonstracdo serd feita por indugdo matemética:

f(0)=0 , g(0)=0.-.0=41(0) +9g(0) , g(0)<4

151



J. SEBASTIAO E BILVA

Hipé6tese de indugdo: n=4f(n) +g(n) , g(n) <4

Tese de indugdo: n+1 =4 f(n+1) + g(n+1) , g(n+1) <4

Para provar esta, had que distinguir dois casos:

1.0 caso: g(n) < 3. Entédo:
gin+1) =g(n) +1 <4 , f(n+1) ={(n)
4f(n+1) + g(n+1) = 4f(n) + g(n)+1 =n+1 , g(n+1) <4

n+1 = 4f(n+1) + g(n+1) , g(n+1) < 4

2.° caso: g(n) = 3. Entao:
gn+1)=0<4 , f(n+1)=%(n) +1
4f(n+1) + g(n+1) = 4f(n) + 4 = 4f(n) + g(n) + 1 = n+1

n+1 =4f(n+1) +g(n+1) , g(nh+1) <4

q.e.d.

E claro que, em vez do ntimero 4, se pode considerar um outro
numero natural qualquer: as consideragOes serdao perfeitamente
andlogas. Mas agora surge-nos, de improviso, uma nova ideia:

Deve ser possivel demonstrar, por este processo, que O pro-
blema DA DIVISAO INTEIRA é sempre possivel e determinado, isto
é, que:

vVaelN, , beIlN , dqreiNy: a=bg+rAr<b
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Para a demonstragao convém tomar a para variavel de indugéo,
b para constante arbitraria e por:

(1) q="f(a) , r=g(a)

O problema exige que se tenha q, reIN, e

(2) a=bgq+r , comr<b

Entdao é Sbvio que, sendo a=0, sé pode ser q=0 e r=0,
isto é:

(3) f(0)=0 e q(0)=0

Por outro lado, se o dividendo aumenta de uma unidade, dois
casos se podem dar: ou aumenta o resto ou aumenta o0 quociente.
Mais precisamente, de (1) e (2) deduz-se:

g(a) < b-1=>1f(a+1) =f(a) Ag(a+1) =g(a) +1

(4)
g(a) =b-1=>f(a+1) =f(a) +1 Ag(a+1) =0

Como é facil ver, estas férmulas definem por recorréncia duas
fungbes f e g em IN, para cada b €IN. Ora, como no caso parti-
cular anterior, demonstra-se, por indugdo matemaética, que, para todo
o a€IN,, os nimeros q = f(a) e r = g(a) constituem de facto uma
solugdo do problema. Por outro lado, essa solugdo é dnica, visto
que as condigdes (3) e (4) sdo impostas pelo problema.

Como j& foi dito a propésito dos métodos de iteragdo, o
estudo dos processos de récorr8ncia tornou-se muito importante
e tem-se desenvolvido com a expansdo do uso dos computadores.
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8. Uma vez terminado o estudo do método de indugdo mate-
mética, convird que o professor refira, sem entrar em pormenores, que
as propriedades A1—-Ab consideradas no n.c 6 caracterizam a estru-
tura do grupdide (IN,+). Quer isto dizer o seguinte: qualquer outro
grupéide (A, 0) que verifique tais propriedades, com A no lugar
de N e 0 no lugar de +, é necessariamente isomorfo a (IN,+).
Dai resulta que qualquer outra proposigdo verdadeira em IN (que
nao seja definicdo) é consequéncia l6gica das proposicées A1—Ab
(e das definicbes que porventura forem introduzidas). Sendo assim,
as proposicoes A1—-A5 podem ser tomadas para axiomas da teoria
dos nimeros naturais e entdo as outras (que nao forem defini¢oes)
chamam-se teoremas.

O facto de qualquer grupébide que verifique a axiomética A1—-Ab5
ser isomorfo a (IN,+) exprime-se dizendo que esta axiomética é
categdrica. Pelo contrério, a axiomatica dos grupdides, a dos grupos,
a dos anéis, a dos corpos, a dos conjuntos ordenados, a dos espagos
vectoriais, etc., etc., sdo axiométicas ndo categdricas, embora sejam
compativeis (isto é, existem realizagoes de cada uma dessas axiomé-
ticas nao isomorfas entre si).

Convém, por ultimo, apresentar a axiomatica de Peano, tal como
esta aparece no Compéndio.

9. H4 um assunto que ainda nao ficou inteiramente esclarecido
no Guia do 6.° ano e que convém, de futuro, ir a pouco e pouco
precisando, a propésito do exemplo do BAILADO DAS HORAS e
outros andlogos: é o da nogdo de congruéncia. Note-se que em Z
a definicdo deste conceito pode ser a seguinte:

Dados a, b, meZ, sendo m # 0, diz-se que a é congruente
com b mddulo m, sse a—b é miuitiplo de m.
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- Mas esta definicdo ndo é facilmente adaptével a IN,, visto que,
nesse caso, a—b sé existe se a< b.

Quanto as classes de congruéncia, é claro que ndo serdo as
mesmas em IN, em IN, e em Z. Suponhamos por, exemplo, m = 3;
entdo as classes de congruéncia em IN, serdo os conjuntos de valo-
res que toma cada uma das expressdes 3n, 3n+1, 3n+2, quando n
varia em Ny, ou seja:

{3n}={0, 3, 6, 9, ...},
(3n+1}={1, 4, 7, 10, ..},

{3n+2} = {2, 5, 8, 11, ...},

ao passo que, em Z, sdo os conjuntos de valores que tomam aquelas
mesmas expressdes, quando n varia em Z, ou seja:

{3n} = {0, 3, -3, 6, -6, ...}
Bn+1}={1, 4, -2, 7, -5, ...}

{3n+2} = {2, 5, -1, 8, -4, ...}

A propésito do estudo dos anéis (no 6.° ano) convém demons-
trar as seguintes propriedades, refativamente a um mdédulo m qualquer:

a=a Ab=b=a+b=a+b
a=a Ab=b=ab=ad

A demonstragdo é mais cémoda em Z do que em [Ny As
férmulas a=a" (mod m), b=b" (mod m) significam entdo que
a-a e b-b’' sdao multiplos de m ou seja:

dpeZ: a-a'=mp , 3q€Z: b-b' =mq
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Por sua vez as férmulas a—-a’'=mp, b-b' = mq equivalem
as seguintes:

a=a'+mp , b=Db" 4+mq
donde
a+b=a+b +m(p+q)

ab=a'b"+ m(a'q + b’'p + mpq),

ou seja, pondop+q=h , a'q+b'q+ mpqg=k:
(a+b) - (a’+b’) = mh
ab - a’'b’ = mk

0 que prova as teses, visto que h,keZ.

Estas propriedades permitem provar que sao univocas as
seguintes operagdes definidas no conjunto das classes de con-
gruéncia médulo m:

a+b=a+b , a.b=a.b

As mesmas propriedades permitem justificar a PROVA DOS NOVE,
notando que 10 =1 (mod 9). Bastaré fazer a justificagdo com exem-
plos numéricos, como o seguinte:

376=3x102+7x10+5 , 57=5x10+7

376 x 67 =21376=2x 104+ 103+ 3 x102+7x10+5H
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donde se deduz, relativamente ao médulo 9:
375=3+7+5=6 , 57=56+7=3

3x6=18=0 , 21376 =2+1+3+7+5=0

10. Um outro ponto que ficou em suspenso foi o que se refere
ao conceito de particdo. A nossa opinidao actual é que este con-
ceito deve ser introduzido logo no 6.° ano, ou mesmo mais cedo,
se a modernizagdo do ensino da matemdética se estender aos dois
primeiros ciclos. Como sempre, convém partir de exemplos concretos
e sugestivos.

A classificacao dos vertebrados em mamiferos, aves, répteis, batra-
quios, peixes e cicléstomos pode constituir um primeiro exemplo.
Pondo (1):

V = {vertebrados} , M = {mamiferos} , A = {aves},
R = {répteis} , B = {batrdquios} , P = {peixes} , C = {cicl6stomos}

vé-se que, pelo menos em teoria:

1) os conjuntos M, A, R, B, P, C sdo disjuntos dois a dois
e nenhum deles é vazio,

2) V=MUAURUBUPUZC.

(') Na&o esquecer que a expressdo {vertebrados} se 1& ‘conjunto dos verte-
brados’, e analogamente para as outras do mesmo tipo.
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Exprime-se este facto dizendo que o conjunto de conjuntos
{M,A,R,B,P,C} é uma particio (ou uma classificacdo) do con-
junto V.

Analogamente, o conjunto, T, das turmas de um liceu, é
uma particdo de conjunto, A, dos alunos do liceu, visto que:
1) as turmas sdo conjuntos ndo vazios de alunos, disjuntos dois
a dois; 2) a reunido desses conjuntos é A.

Por sua vez, o conjunto

{{1, 2} , (3,4 5 , {6 , (7.8 9, 10}}
é, por idénticas razdes, uma particdo de conjunto

{1, 2 3,4,5, 6, 7, 8 9, 10}

A propdsito, convém observar o seguinte: uma coisa é aquele
conjunto de conjuntos, outra coisa é a sua reunido; o primeiro ¢ de
tipo 2 e o segundo de tipo 1, em relagdo a IN. Convira, ainda, que
os alunos indiquem outras particées do mesmo conjunto.

Consideremos, agora os seguintes conjuntos, no universo U dos
portugueses:

C = {casados} , E = {empregados} , M = {maiores de 5 anos}

Imediatamente se reconhece que o conjunto {C, E, M} ndo é uma
particdo de U. Mas cada um destes conjuntos com o seu comple-
mentar constitui uma particao (ou classificagao) do universo U:

{c,C ., {,E , M, WM.

Chamame-se classificagbes dicotdmicas as particbes deste tipo
(sdo também dicotémicas a classificag8o dos animais em vertebrados
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e invertebrados, a das plantas em fanerog&micas e criptogamicas, etc.).
Por sua vez, intersectando os conjuntos C, C, E, E, M, M trés a trés,
obtém-se a seguinte particdo de U:

{CEM,CEM,CEM,CEM,CEM,CEM ., CEM, EEM}

Por exemplo, CEM = {casados, desempregados e maiores de 25 anos}.

Posto isto, o aluno serd conduzido a reconhecer, também
com exemplos (como se indica no Guia do 6.° ano), que toda
a relagdao de equivaléncia definida num universo U determina
uma particao de U (em classes de equivaléncia). Tal conclusdo é
assim obtida por indugdo experimental. Vamos em seguida dar
a demonstragdo rigorosa do facto, a tftulo de curiosidade.

Seja p uma relagdo de equivaléncia definida em U e ponha-
mos (1):

K(a) = {x: xpa}, VaeU

Assim, a cada elemento a de U o operador K faz corresponder um
conjunto K(a), que ndo é vazio, visto que a € K(a) (porqué?). Note-
mos, agora, que:

1) apb <« K(a) = K(b)

Com efeito, suponhamos ap b e seja x um elemento qualquer de K(a).
Entdo xpa e, como apb, também xpb (porqué?), isto é, xeK(b).
Seja agora y um elemento qualquer de K(b). Entdo yp b e, como
b pa (porqué?), também em ypa, ou seja ye K(b). Logo K(a) = K(b).

Reciprocamente, se K(a) = K(b), tem-se aeK(b) e portanto apb.

(') Para comodidade, a expressdo Xpy pode ler-se ‘x é equivalente a y'.
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Posto isto, sejam & e a" cois elementos quaisquer de U e
suponhamos que K(a) # K(a’). Vamos ver que, neste caso, K(a) e
K(a') sdo disjuntos. Com efeito, se tal ndo sucede, existe um x tal
que x € K(a) e xeK(a’), ou seja tal que xpa e xpa’, donde a'px e
portanto a'pa (porqué?). Mas entdo, segundo a concluséo anterior
K(a’) = K(a), o que é contra a hipétese.

Assim, todos os conjuntos K(a), K(a’), K(a")...., tais que aga’,
aga”, a'ga”,... sdo disjuntos dois a dois (e ndo vazios). Além disso,
a reunido desses conjuntos é U, visto que cada elemento x de U
pertence a um deles: o conjunto K(x). Por conseguinte, esses con-
juntos (classes de equivaléncia) constituem uma particdo de U,

q. e. d.

E evidente que, reciprocamente, toda a particdo de um conjunto U
determina uma relacdo de equivaléncia em U, cujas classes de equi-
valéncia sdo os conjuntos da partigdo.

Por exemplo, & particao do conjunto dos alunos de um liceu em
turmas corresponde a relagao de equivaléncia:

X pertence a mesma turma que y

Em resumo:

TEOREMA. Qualquer que seja o conjunto U ndo vazio, cada
relagio de equivaléncia ¢ em U determina uma particio PP de U
tal que

xpy<3CeP: x, yeC

Reciprocamente, cada particdo de U determina uma relagclo de
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equivaléncia p em U que verifica esta condigdo. Em qualquer dos
casos, pondo ‘

K(x) = {y: yex}

K é uma aplicacdo de U sobre 7.

Como j& foi observado no 6.° ano, a. propésito das defini-
nigoes por abstracgdo, é mais natural, em muitos casos, consi-
derar, em vez das classes de equivaléncia, as propriedades que
definem essas :classes (ou conjuntos). Neste caso, podiamos
definir K como o operador que faz corresponder a cada aeU a
propriedade que é comum a todos os elementos x tais que xpa
(e s6 a esses). ,

Em qualquer dos casos, diremos que K é um operador de
abstracgao. Sao exemplos de operadores de abstrac¢do os seguintes:

direcgdo de, forma de, comprimento de, cor de, volume de, peso
de, nacionalidade de, etc.

Assim, tem-se:

r//s < direc¢do de r = direcgdo de s

(F ~ g < forma de (F =forma de &, etc.

sendo r, s rectas e (fa figuras quaisquer de &.
Em qualquer dos casos, o operador de abstracgdo converte
a relagao de equivaléncia em relagcdo de identidade. Por isso
mesmo se chama ‘operador de abstrac¢do’, visto que abstrai, por
assim dizer das diferengas que hé entre dois elementos equivalentes.
Recordemos, ainda, o seguinte exemplo:

A 6 equivalente a B # A=%B
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sendo A e B conjuntos quaisquer. Neste caso, como também ja foi
observado no Guia do 6.° ano, o universo ndo é um conjunto, mas
sim uma classe (a classe de todos os conjuntos), na acep¢do mais
larga atribuida a palavra ‘classe’.

11. No decurso das suas aulas — e em especial no 6.° ano, a
propésito do estudo da légica — o professor deverd recordar como
se definem os conceitos de divisor, de mualtiplo, de méximo divisor
comum, de minimo mdltiplo comum e de ndmero primo (de prefe-
réncia em |N). Convird definir ‘'méximo divisor comum’ e ‘'minimo mul-
tiplo comum’, atribuindo as palavras ‘méximo’ e ‘minimo’ o sentido
usual, ligado a relacdo de grandeza.

Deverd ainda ser recordado o algoritmo de Euclides para o
m. d. c., bem como o facto de um niimero natural ser sempre decom-
ponivel em factores primos (e de um s6 modo, a parte a ordem).

Quanto a demonstragbes, poucas sdao necessédrias e podem ser
feitas no 6.° ano, apds o capitulo Il do Compéndio, com intro-
dugédo heurlstica:

1.0 CENTRO DE INTERESSE: Redescobrir o algoritmo de Eucli-
des. Sao dados dois ndmeros naturais a, b e pretende-se achar o
m. d. ¢c. (a, b). Suponhamos a > b. Dois casos se podem dar:

1) a é divisfvel por b. Qual é entdo o maximo divisor comum?
Evidentemente, b. _

2) a nao é divisivel por b. Seja, entdo, q o quociente inteiroe r
o resto da divisdo de a por b (1):

(1) a=bqg+r

(1) Admite-se nesta altura que o PROBLEMA DA DIVISAO INTEIRA &
sempre possivel e determinado.
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Seja, agora, n um divisor comum qualquer de a e de b. Serd n
também divisor de r? Parece gqus sim. Vamos ver se é verdade.
Designemos por a' e b’ os quocientes de a e de b por n:

a=an, b=bn
Entdo de (1) vem:
an=bngq+r
donde:
= (a - b'q)n
Portanto n também é divisor de r, como se previu.
Seja por sua vez m um divisor comum qualquer de b e de

r. Serd também divisor de a? Designemos por b’ e ¥ os quocientes
debederporm:

Entdo, a=b'mg+ rm=(b'g+rim
Logo m+a, como se previu.
CONCLUSOES QUE O ALUNO DEVE TIRAR POR SI:

O conjunto dos divisores comuns de a e b é 0 mesmo que o
conjunto dos divisores comuns de b e r (porqué?).

Logo
m.d.c. (a,b)=m.d.c. (b,r) (porqué?)
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Pergunta-se’: Que ideia nos sugere este resultado para achar o
m.d.c. (a,b)? A resposta deve partir espontaneamente do aluno('):

O problema de achar o m.d.c. (a,b) foi reduzido ao de achar o
m.d. c. (b, r). Seja

b=rg"+r , com r<r (qQ €iN, r elN,).
Ser =0, entdor- b e, portanto, r =m.d.c. (b,r) = m.d.c. (a,b).

Ser #0, seja

’ e

r=rq”"+r" , comr'<r (q°€lIN, relNg).
E, agora, a situagao repete-se. Pergunta-se:

Pode acontecer que nunca se chegue a resto zero por este cami-
nho? E preciso lembrar que

a>b>r>r">...

Ora, se nunca se chegasse a resto zero, teriamos assim uma sucessdo
infinita decrescente de numeros naturais, o que é impossivel.
Impossivel porqud? O aluno sabe-o por intuicdo ou por experiéncia.
Mas o facto s6 pode ser demonstrado por indugdo matemética, o
que néo interessa fazer no 6.° ano (2).

Por consguinte, o referido processo (algoritmo de Euclides
ou método das divisdes sucessivas) conduz, sempre, a um resto

"N
-

(1) Antes das consideragdes gerais que vlio seguir-se, agora, convém con-
siderar um caso particular, por exemplo a = 960 e b = 144,
(2) Ver-se-4 mais adiante.
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nulo: o dftimo resto ndo nulo que se obtém é precisamente o
m.d. c. (a, b).
Posto isto, nova pergunta:

O que acontece quando, numa divisao inteira, se multiplica o
dividendo e o divisor por um mesmo numero natural ?

E provével que o aluno j4 ndo se lembre da resposta; mas é
talvez melhor assim, porque pode entdo redescobri-la. Sejam a,
belN e

a=bg+r , comqgreiN, e r<b

Multiplicando por qualquer k €IN, vird entdo:

ak = (bk)g + rk , rk < bk

Conclusdo: o quociente ndo muda e o resto vem multiplicado
por k.
E agora:

Que propriedade pode resultar daqui para o m.d.c. ?

Multiplicando a e b por k, os sucessivos restos, no algoritmo de
Euclides vém todos multiplicados por k e, portanto, © mesmo acon-
tece ao m. d. c. Concluséao:

m.d.c. (a,b) =D = m.d.c. (ak, bk) = kD

(Traduzir em linguagem comum)
Suponhamos, agora, que k é um divisor comum de a e de b, e seja
a=gk , b=bk , mdec (a,b)=D
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Entao, pela propriedade anterior:

m.d.c. (a'’k, b'’k) = kD’
Conclusao:

Se k-4a @ k-1b , entdo k-m.d.c. (a,b) e

m.d.c. {(a,b)=D=m.d.c. (a/k , b/k) =D/k
(Traduzir tudo isto em linguagem comum)
Por outro lado, como (1)
k-m.d.c. (a,b)==k-<4aAk-b
segue-se a propriedade caracteristica do m.d.c.;

k4aAk-4b<«<k-m.d.c. (ab)

Recorde-se, agora, a DEFINICAO:

Diz-se que a é primo comb , sse m.d.c. (a,b) =1

(') € conveniente mostrar que a relago - definida em IN é uma relago
de ordem parcial lata. E costume usar o sinal | como abreviatura de ‘divide’. Mas,
tratando-se de uma relag8o que nlio é simétrica, parece-nos preferivel o sinal que
adoptamos. Neste caso, o sinal H significard ‘o miitiplo de’ (relaglio: inversa

da primeira).
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Posto isto, apresente-se a seguinte hipétese em [N:

k-ab Ak é primo com a

e procure-se levar o aluno a uma conclusdo. Que quer dizer 'k é
primoc com a '? Resposta:

m.d.c. (a,k) =1
Que se conclui daqui para o prbduto ab? Resposta:

m.d.c. (ab, kb) =b  (porqué?)

- Mas olhe-se de novo para a hip6tese: k4 ab. Ora k-1 kb. Logo
k-4b (porqué?). -

RECAPITULANDO:
k-4ab Ak é primo com a = k-b

Traduzindo em linguagem comum:

Se um nimero divide um produto de dois factores e é primo
com um deles, entdo divide o outro factor.

Este é o importante TEOREMA DE EUCLIDES, que nos vai
servir de base para o estudo a seguir.

2,° CENTRO DE INTERESSE: Redescobrir o teorema da decom-
posicdo de um numero em factores primos.
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Muitas vezes, interessa decompor um nimero natural em facto-
res tdo pequenos quanto possivel, mas todos diferentes de 1. Por
exemplo:

20=2x10=2x2x5

90=2x45=2x9x5=2x3x3x5, etc.

Verificou-se entdo o seguinte: acaba-se por chegar sempre a
factores que j§ ndo se podem decompor mais, e a lltima decomposi-
¢do assim obtida é sempre a mesma qualquer que seja o modo como
se faz a decomposigdo. Mas trata-se, por enquanto, de uma verificagao
experimental. Pergunta-se:

Serd possivel demonstrar rigorosamente estes factos, com toda
a generalidade ?

Os factores indecomponiveis a que se chega (a que poderiamos
chamar os dtomos da decomposi¢cdao) tdm o nome de numeros pri-
mos (). Portanto, um ndimero natural a diz-se primo, sse é diferente
de 1 e ndao pode decompor-se num produto:

a=mxn , comm=+%1en#1
E claro que esta definicdo equivale 3 seguinte:

DEFINIGAO. Diz-se que um numero a é primo, sse é diferente
de 1 e s6 é divisivel por 1 e por a.

(') Etimologicamente, ‘nimero primo’ significa ‘nimero primeiro’ (ou
‘ndmero primitivo’).
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Simbolicamente (no universo IN):
a éprimo <« a#1A(x4a 3 x=1V x=a)

Um ndmero diz-se composto (ou decomponivel), sse é diferente
de 1 e ndo é, primo.

Seja & um nimero composto. Entdo existem m# 1 e n # 1, tais que

a=mxn , sendo portanto m<a e n<a (porqué?)

Se m e n sdo primos, v numero a esté decomposto em factores
primos. Se ndo, um pelo menos dos nlimeros m, n néo é primo; seja
por exemplo m; entdao existem m’ #1en’ # 1, taisquem=m’ xn’;
portanto:

a=mxn xn (mM<m , n"<m)

Se os nimeros m’, n’, n sdo primos, o nimero a estd decomposto
em factores primos. Se ndo, um pelo menos dos factores 6 decom-
ponivel como no caso anterior. E assim sucessivamente. Enquanto
houver um factor que ndo seja primo, o processo continuara. Per-
gunta-se agora:

Este processo poderéd nao ter fim? O que aconteceria se o
processo nao mais terminasse? A resposta é, naturalmente:

Nesse caso, as sucessivas decomposi¢gdes davam origem a uma
infinidade de nimeros cada vez mais pequenos, o que j& sabemos
que é impossivel. Logo:

O ndmero acaba sempre por ficar decomposto em factores
primos.
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Agora resta s6 um ponto a esclarecer:

Se fizermos a decomposigdo de um numero a em factores primos
por caminhos diferentes, os resultados poderdo ser diferentes?

Suponhamos que se obtieve, por dois processos:
a=p4P2--Pm » 3=0q4G,..-qp
sendo p,,.... Pm G4, .- Gy NUMeros primos. Entdo
(2) PPy Pm=0405..- Ay

Suponhamos, por exemplo, m< n e vejamos se p, é igual a algum
dos factores do 2.° membro. Se p, # q,, entdo p, é primo com q,
(porqué?) e como divide o produto de q, por q,...q, , entdo divide
q,...q,- Se p, #q,, entdo p, é primo com q, e, portanto, divide
g,..-qp- E assim sucessivamente, até chegar q,,. Logo p, tem de ser
igual a um dos numeros q,,...,.q,. Como o produto é comutativo,
podemos, por comodidade, supor escolhida a ordem dos factores de
modo que seja p, = q,. Entao de (2) vem:

P2:-:Pm=4d2.-qn
Raciocinando de modo anélogo, concluimos que p, ¢ igual a
um dos factores do 2.° membro e podemos supor escolhida a ordem

dos factores de modo que seja p, = q,. Procedendo assim sucessi-
- vamente, conclui-se que

Py=4qy , P,=4d; , - .+ Pm=4qny
Ora m < n, por hip6tese. Poderé ser m < n? N&o, porque, nesse caso,
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dividindo ambos os membros do (2) por p,...py, obtinhamos
1=0m+s .- Qn. O que é impossivel (porqué?). Em conclusado:

TEOREMA. Um numero composto admite sempre uma e uma s6
decomposi¢cao em factores primos (a parte a ordem destes).

(Normalmente os factores sdo escritos por ordem crescente de
grandeza, em sentido lato.)

E claro que a demonstracdo anterior (alids a seguida no ensino
tradicional) tem caricter parcialmente intuitivo. Uma demonstragao
rigorosa s poderia ser dada no 7.°© ano, pelo método de indugao
matemaética; mas nao vale a pena fazé-lo.

Convém ainda recordar o processo usual, para decompor um
nimero em factores primos, e apontar o teorema segundo o qual
o conjunto dos nimeros primos é infinito (pode omitir-se a demons-
tragao).

Designemos por p, o numero primo de ordem n, para cada
n € IN. Fica, assim, definida a sucessdo dos numeros primos:

O teorema anterior equivale a dizer o seguinte:

Para cada numero composto a, existe sempre uma e uma SO
sucessdo x, de numeros inteiros absolutos tal que

a=2"1x32x5 3 x 74 x11"5 x .. xp}"...

sendo x, = 0 a partir de certa ordem.

Por exemplo, se a = 20, tem-se x, =2, x,=0, x;=1, x,=0
para n > 3.
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" Deste modo, como se v& a sucessdo dos nimeros primos
desempenha, no semigrupo multiplicativo IN, um papel anélogo
ao de uma base de um espaco vectorial de dimenséo infinita.
Entdo os expoentes X,, X, ..., X, ... da decomposi¢do em factores
primos sdo comparéveis 3s componentes de um vector nessa base;
multiplicar dois elementos de IN equivale a somar ordenadamente
as respectivas componentes. ' |
Isto mostra bem como é diferente a estrutura dos semigrupos
(IN,+) e (IN,.); uma caracterizagdo axioméitica do segundo §,
com certeza, muito mais complicada que a do primeiro (1).

12. A determinagdao do m. m. c. a partir do m. d. ¢c. ou a determi-
nacdo de ambos por decomposicdo. em factores primos podem tam-
bém ser assuntos a recordar no 6.° ano (h4 40 anos, estes assuntos
faziam parte do programa do ensino primériol). O que deve intei-
ramente abolir sdo classicos problemas-cliché, sem interesse algum,
8 que acabou por se reduzir quase todo o ensino da aritmética
racional no 3.° ciclo, desvirtuando-se por completo a sua finalidade.

Mas a inclusdo destes assuntos, mesmo abreviadamente, como
atrds se indica, no moderno 6.2 ano, levanta o eterno problema do
tempo: para o tratar de maneira satisfatéria, hd que eliminar uma
outra parte do programa. Propomos que esta parte a suprimir seja
a introdugdo & geometria analitica no espago. ,

N&o nos parece grave dispbnsar, no ensino liceal, o estudo da
geometria analitica no espac¢o. Pelo contrério, o teorema da decom-
posiodo em factores primos é essencial para poder justificar a intro-

(') O semigrupo (IN, +) admite um Unico automorfismo: a identidade.
O semigrupo (IN, +) admite uma infinidade de automorfismos, determinados por
todas as aplicagbes biunivocas do conjunto dos nimeros primos sobre sl mesmo.
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dugdo dos numeros irracionais e deve, por esse e outros motivos,
fazer parte da cultura geral que compete ao ensino secundério.
O aluno a quem se consegue despertar o esplrito critico e a curiosi-
dade intelectual, de acordo com as finalidades do ensino, sente viva-
mente a necessidade de uma tal justificagdo e mostra-se insatisfeito
quando ndo a encontra.

Poderiam ser apresentados véarios exemplos em prova desta afir-
mag¢do. Ndo devem ser precisos milagres, para convencer os incré-
dulos... Entre outros casos, é de assinalar a tentativa do aluno
Fernando Saraiva de uma turma-piloto do Liceu de Oeiras, para
demonstrar o seguinte

TEOREMA: Sendo a e n numeros naturais, se néo existe nenhum
numero natural x tal que x" = a, também nédo existe nenhum numero
fraccionédrio que verifique a mesma condlpao (isto 6, nao existe
Va em Q). ‘

Para isso, o referido aluno estabeleceu previamente um outro
teorema e um coroldrio, de maneira bastante curiosa, revelando
qualidades muito apreciaveis, que devem ser encorajadas. Mas os
seus raciocinios omitem um ponto: admite implicitamente, em certa
passagem, sem o mencionar, o seguinte facto essencial:

Se um nimero primo divide um produto, divide pelo menos
um dos factores do produto.

Este teorema( '), consequéncia imediata do TEOREMA DE EUCLI-

(') Mais precisamente, o aluno utiliza o chamado ‘teorema de Gauss’,
caso particular deste aqui enunciado (cf. ‘Compéndio de Aritmética Racional’,
do Dr. J. J. Gongalves Calado).
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DES, pode ser usado directamente para demonstrar o teorema ante-
rior. Bastar4 fazé-lo num caso particular, para dar a ideia:

Seja a=5 e n=23. E claro que ndo existe nenhum nilmero
natural x tal que x3 =5 (porqué?). Suponhamos agora que existe
um numero fraccionério x tal que x3 = 5. Esse niimero poderd ser
representado por uma fracgdo irredutivel m/n, isto é, tal que m e n
sejam primos entre si. Tem-se entdo (-7-)° = 5 ou seja

(1) m3 =5n3

Mas, nesse caso, 5-1 m2 e portanto 54 m (porqué?). Existe pois um
keIN tal qgue m =5k e, assim, atendendo a (1),

53k3 =5n3, donde: 52k2=n?3

Entdo 54 n3 e portanto 54 n. Ora j& vimos que 5~ m. Mas isto é
absurdo, porque tinhamos suposto que m e n sao primos entre si.

~ Logo ~ 3x e(Q* :x3=5; e, como também ndo existe nenhum
x < 0 tal que x3 = 5, conclui-se:

N3o existe V5 em (Q.

O referido teorema, caso particular do teorema de Euclides, pode
apresentar-se com o seguinte aspecto:

O anel A, das classes de congruéncia médulo y néo tem divi-
sores de zero, sse . é primo.

- A partir daqui, demonstra-se que:

A, é um corpo, sse (. é primo.
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Com efeito, suponhamos que p é primo e seja @ um elemento
qtialq-uer de At_JL diferente de 0. Entdo, a aplicagao

xuax de AP» em Ap

é injectiva (porqué?) e, como Ap‘ é finito, a aplicagdo é sobrejectiva.
Logo existe um elemento x de Ap. (e um s6) tal que ax=1,

q. e d.

Como aplicacdo do TEOREMA DA DECOMPOSICAO EM FACTORES
PRIMOS convém ainda propor, aos alunos, o seguinte exercicio:

Demonstrar que, se um numero natural a ndo é poténcia de
expoente inteiro de 10, entdo log,,a é um numero irracional.

13. Vamos terminar este capitulo com mais uma observacao.
Vérias vezes temos salientado, invocando o testemunho de grandes
cientistas, que o processo da criagao cientifica comega pela intuicéo;
e temos insistido em que o ensino de qualquer assunto deve igual-
mente comegar pela fase intuitiva. Mas a fase racional, que se lhe
segue, é igualmente indispensdvel. Especialmente em matematica,
nenhum resultado pode merecer inteira confianga, enquanto nao for
sancionado pela razdo, isto 6, demonstrado logicamente. Por isso,
se é muito importante estimular no aluno a intuicdo e a imaginacao
criadora, ndao menos importante é desenvolver nele o espirito critico, o
hébito da anélise I6gica e do raciocinio rigoroso.

Numa tentativa de demonstracdo, tal como num célculo, basta
um pequeno lapso — a simples auséncia de um elo quase impercep-
tivel — para faslear o resultado. Por isso, todos os pormenores da
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demonstragdo devem ser analisados, por assim dizer, a8 /lupa. De con-
trario, o aluno serd capaz de aceitar como verdadeiras varias propo-
sigoes falsas, ap6s uma cadeia de racioclnios que lhe parecam
impecaéveis.

Note-se bem:

Esta situagao € muito mais frequente do que possa parecer
a primeira vistal

Um dos principais deveres do ensino é ensinar o aluno a
pensar.

E todo o aluno deve ambicionar adquirir autonomia mental e
espirito critico suficiente, para ndao se deixar facilmente convencer
com argumentos errados - e menos ainda com argumentos de
autoridade.
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RACIONALIZAGAO MATEMATICA DO CONTINUO

‘A harmonia do universo ndo conhece sendo uma forma musical — o /egato;
enquanto a sinfonia dos ntimeros sé conhece o oposto — o staccato’.

TOBIAS DANTZIG (O numero, linguagem da ciéncia)

1. O conceito de nimero irracional, que obriga a substituir o
esquema discreto dos numeros inteiros pelo esquema continuo dos
numeros reais, nasceu de um drama na histéria do pensamento: a
descoberta dos incomensurdveis em geometria, por necessidade de
coeréncia légica. ‘Diz-se que as pessoas que primeiro divulgaram os
nimeros irracionais pereceram todos num naufrdgio; porque o inex-
primivel, o informe, deve ser mantido absolutamente secreto’. O que
estas palavras de Procio encerram de emoc¢do dramética deve
surpreender todos aqueles que, ndao tendo vivido a experiéncia da
investigacao, se obstinam em ver na matematica uma ciéncia &rida
e fria.

S6 em fins do século passado se conseguiu chegar a uma teoria
I6gica dos numeros reais, com a qual se procura racionalizar o
devir continuo do mundo fisico. Dizia Platdo: ‘O Tempo é a imagem
mdvel da Eternidade’. Moderramente, os filésofos do devir, desde
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Hegel a Bergson, dizem algo de semelhante em sentido inverso,
que se pode traduzir mais ou menos nestes termos:

‘O continuo matematico é uma imagem imével da mobilidade;
uma imitagdo descontinua do devir continuo’(1).

Os paradoxos de Zenao renascem, sob novos aspectos, no campo
filosé6fico. A polémica entre nominalistas e realistas ressurge, mais acesa
do que nunca, sob novas e variadas vestes, revelando uma inquietude
de espirito que é sempre salutar, dentro de certos limites.

Mas, entretanto, continua o éxito espectacular da arélise infini-
tesimal na exploragao do mundo fisico. O sistema dos niimeros reais
é apenas um esquema ldégico, como tantos outros, que had muito
ndo pretende ser uma imagem fiel da realidade, mas que se tem
revelado indubitavelmente cdmodo e eficiente. Interessa, portanto,
estudar a fundo esse esquema, aperfeicod-lo de maneira a eliminar
dele toda a possibilidade de coiitradigdo interna e assentar sobre essa
base sélida, por via dedutiva, todo o edificio da anélise.

2. Vimos como, nas demonstragdes mais delicadas relativas a
nimeros naturais, intervém essencialmente o PRINCIPIO DE INDUGAQ
MATEMATICA, que traduz uma propriedade caracteristica do gru-
péide (IN, +), e que da origem a novos tipos de raciocinio dedu-

(') Para Bergson, o protétipo da continuidade é o tempo, considerado
como duragdo pura, esséncia da vida, de que tomamos consciéncia no interior
do nosso eu. Assim, o tempo & reunido de passado e presente, num processo
evolutivo em que hé interpenetragdo de estados conscientes,' e que ndo se reduz
portanto a um conjunto de elementos distintos (instantes). Segundo Bergson,
"distintos’ significa ‘sem ligagdo mutua’, o que é precisamente o oposto da
continuidade.

L]
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tivo. Pergunta-se agora: ‘Nao havera, no sistema dos nimeros reais,
uma propriedade anédloga (embora diferente) na qual se baseiem
necessariamente as demorstragées mais delicadas? Vamos ver que
sim. Mas para isso é necessario substituir o principio de indugéo
matemética em \N por um outro equivalente, formulado em termos
da relagao <.

Seja A um conjunto de nimeros naturais. Diz-se que um ndmero
m é elemento méximo de A, sse m pertence a A e é superior ou igual
a todo o elemento de A, isto é, sse:

meA A VxeA : m>x

Analogamente se define ‘elemento minimo’. H4 conjuntos de nimeros
naturais que ndo tém elemento méximo (por exemplo, o préprio con-
junto [Ny, o conjunto dos nimeros pares, o conjunto dos numeros
primos, etc.); mas, quando um conjunto A de nimeros naturais tem
um elemento méximo, nao pode ter mais nenhum elemento méximo,
como 6 féacil ver (se tivesse dois, um deles teria de ser menor que o
outro e ndo seria, portanto, maximo).

O elemento méximo de um conjunrto A, quando existe, repre-
senta-se por max A, e também se chama dftimo elemento de A.
O elemento minimo de A representa-se por min A e também se
chama primeiro elemento de A. Exemplos (em IN):

max {3, 2, 7, 5} =7 , min {3, 1} =1
max {6} = min {6} = 5
max {x:5x< 23}=4 , min{x:5x>23}=5
max {n:n2< 27} =5 , min{n:n2>27}=6
max{n:n4aAn-b}=m. d..c.(a, b)

min{m:a<4 mAb—- m}=m. m. c.(a b)
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Alids, estas notagGes podem ser introduzidas com vantagem
logo no 6.° ano, ou mesmo antes, e usadas em diversos exercicios,
sem qualquer teoria prévia.

Diz-se que um conjunto A de nimeros naturais é /imitado, sse
existe pelo menos um nuimero natural k superior ou igual a todo
o elemento de A. E ébvio que, se A tem elemento méximo, A é limi-
tado (pela prépria definicao). Mas a reclproca também sera verdadeira?
A intuicdo diz-nos que sim, isto é, diz-nos que:

PROPOSIGCAO 1. Se um conjuhto A n&o vazio de nimeros natu-
rais é limitado, tem com certeza elemento méximo.

Mas, para demonstrar esta proposicdo (que nos parece evi-
dente, por intuicdo), temos de recorrer ao METODO DE INDUGAO
MATEMATICA, associado ao METODO DE REDUGAO AO ABSURDO( ).
Suponhamos que A é /imitado, mas néao tem elemento méximo,
e designemos por X o conjunto constituido por todos os ndmeros
naturais inferiores ou iguais a algum elemento de A, isto é:

X={xeIN : JyeA : x<y}

Entdo 1eX e é facil ver que, se neX, também n +1e€X (de con-
trario n seria elemento maximo de A). Logo X = IN. Mas existe um
nimero natural k superior ou igual a todo o elemento de A (por-
qué?) e esse numero serd também superior ou igual a todo o ele-
mento de X (porqué?). Mas isto é impossivel, por ser X = IN.

7

(') Esta demonstracéo e as seguintes s8o aqui dadas apenas a titulo de
curiosidade.
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A partir da proposigdo anterior, demonstra-se agora facilmente a
seguinte:

PROPOSICAO 2. Todo o conjunto A ndo vazio de numeros natu-
rais tem elemento minimo. |

(Basta considerar o conjunto A’ dos nimeros inferiores ou iguais
a todo o elemento de A e ver que: 1.° A’ ndo é vazio; 2° A’ é
limitado; 3.° max A’ = min A.) |

O mais curioso é que, a partir da PROPOSICAO 2 e dos
axiomas A1-A4 dos numeros naturais, se pode demonstrar o
PRINCIPIO DE INDUGAO EM IN (definindo a relagdo < a partir da
adicdo, como se tem indicado, e 0 nimero 1 como o primeiro
elemento de IN).

Com efeito, seja X um subconjunto de IN que verifica as duas
seguintes condicéés: |

1eX , neX == n+1eX

Queremos provar que X = IN. Suponhamos o contrério, isto 6,
que X # IN, e seja Y o complementar de X em [N, isto é:

Y = INNX

Entdo Y ndo é vazio e tem, portanto, um elemento minimo, m.
Mas m#1 e m-1€X (porqué?). Portanto m € X (porqué?). Mas
isto é impossivel, porque meY.

Assim. em conclusao:

A PROPOSIGAO 2 é equivalente ao PRINCIPIO DE INDUGAO EM IN,
desde que se admitam os axiomas A1-A4, bem como as referidas
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definigbes da relagdio < e do nimero 1. E 0 mesmo se pode
dizer quanto 3 PROPOSICAO 1, visto que:

PRINCIPIO DE INDUGAO EM IN = PROPOSIGAO 1

PROPOSIGCAO 1 = PROPOSICAO 2
PROPOSICAO 2 => PRINCIPIO DE INDUCAO EM IN

Verifica-se, pois, equiValéncia entre as trés proposigdes conside-
radas, desde que se admitam os axiomas A1-A4 e as referidas defi-
nigbes (). E ndo haverd circulo vicioso na teoria dedutiva, desde
que uma destas proposigdes seja admitida como axioma.

3. Vejamos, agora, 0 que se passa no universo IR, quanto as
propriedades de méximo e de minimo. Para isso, convém desde j4
introduzir as seguintes definigdes:

Dado um conjunto A de numeros reais, diz-se que um ndmero
real kK é majorante de A, sse X é superior ou igual a todo o
elemento de A, isto 6, sse:

VxeA : k> x

Diz-se que k é minorante de A, sse:

VxeA : k< x

(') Pode parecer que, para provar que a prop. 1 implica a prop. 2, seja
necessério admitir como axioma a existéncia do primeiro elemento de IN. Uma
andlise mais fina da questlio mostra que tal nlo é necessério.

182



GUIA DO COMPENDIO DE MATEMATICA

O conjunto A diz-se /imitado superiormente, sse existe pelo menos
um majorante de A em |R; diz-se limitado inferiormente, sse existe
pelo menos um minorante de A em [R; diz-se /imitado, sse é limitado
superiormente e limitado inferiormente. Por exemplo, o conjunto R*
é limitado inferiormente, o conjunto IR~ é limitado superiormente
e o conjunto [0,1] é limitado.

Se existe um majorante de A que seja elemento de A, este chama-
-se elemento méximo (ou dltimo elemento) de A, e representa-se
por max A. Se existe um minorante de A que seja elemento de A,
este chama-se elemento minimo (ou primeiro elemento) de A, e
répresenta-se por min A. Por exemplo:

max [0,1] =1 , min[0,1] =0

Estas definicbes podem ser estendidas a qualquer conjunto
ordenado, em vez de |R. Quando se trata do conjunto ordenado
(IN, <), todo o conjunto A contido em IN é limitado inferiormente;
por isso, neste caso, dizer que o conjunto A é limitado superiormente
equivale a dizer que é /imitado, o que justifica a definicdo deste
conceito dada no nimero anterior. '

Voltemos ao universo IR e seja A, por exemplo, o conjunto dos
nudmeros positivos menores que 1, isto é: |

(1) | | A={x:0<x’<1}l=]0,1[

Este conjunto é, evidentemente, limitado: sdo majorantes de A
o numero 1 e qualguer nimero maior que 1; sdao minorantes de A,
o nuimero 0 e qualquer nimero negativo. Mas, pergunta-se:

Tem este conjunto elemento méximo? Tem este conjunto
elemento minimo ?
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A resposta a qualquer das perguntas é negativa, embora o
conjunto seja limitado. Com efeito, vejamos:

O ndmero 1 é majorante de A, mas nao pertence a A. Se existisse
um elemenio m méaximo de A, teria de ser, segundo (1):

m<1

Mas entdo existiria, pelo menos, um nimero real m’ tal que

1T-m
2

(2) m<m <1 , porexemplom =m+

01 } I 1 1

Entdo, segundo (1), m’ seria elemento de A, e, segundo (2), m
ndo seria elemento maximo de A, contra a hipétese.

Analogamente se prova que ndo existe minimo de A.

Assim, como se v8, a PROPOSIGAO 1 do numero anterior ndo
se estende a |R. No entanto, observa-se o seguinte:

A demonstracdo anterior mostra que 1 é o menor dos majoran-
tes de A e que O é o maijor dos minorantes de A. Exprimem-se
estes factos dizendo que 1 6 o extremo superior (ou o supremo)
de A e que 0 é o extremo inferior (ou o Infimo) de A; e escrevendo:

1=sup A , O=inf A
Dum modo geral: ‘

DEFINIGOES. Diz-se que k é o supremo de um conjunto A
(timitado superiormente), sse k 6 o menor dos majorantes de A,
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isto 6, o elemento minimo do conjunto dos majorantes de A. Diz-se
que k é o /nfimo de um conjunto A (limitado inferiormente), sse k é
o maior dos minorantes de A, isto é, o elemento maximo do conjunto
dos minorantes de A. No primeiro caso escreve-se k = sup A e no

segundo k = inf A.
Facilmente se reconhece que um conjunto nao pode ter mais
de um supremo nem mais de um infimo. Por outro lado, é evidente

que

supA=maxA , sse SsupA€A

infA=minA , sse infAeA

Por exemplo:

sup ]0, 2] =max |0, 2] =2

inf [0, 2] = min [0, 2[ =0

Mas ndo existe max [0, 2[, porque 2 ¢ [0, 2] . etc.

Analogamente, se designarmos por M o conjunto dos numeros
inversos dos ndmeros naturais, isto é:

{ 1 1 1 }
M=4{1 , — , — , «i + — ,
2

teremos supM=1=maxM , infM=0¢M.

Ora a propriedade que, em IR, substitui a PROPOSICAO 1
(em IN) é a seguinte:

PROPOSIGAO 1. Todo o conjunto de numeros reais limitado
superiormente tem supremo em |R.
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Esta propriedade pode ser demonstrada, se admitirmos que os
numeros reais sdo representados pelas dizimas infinitas (precedidas
ou nao do sinal —), com as convencées usuéis relativas a rela-
¢do <.

Com efeito, seja A um conjunto de ndmeros reais limitado supe-
riormente. Dois casos se podem dar:

1. 3dxeA: x>0. Ponhamos A* = {x: xeA A x > 0}. Entdo A*
ndo é vazio e o0 conjunto das partes inteiras dos elementos de A*
é limitado (porqué?). Seja a, o elemento méximo desse conjunto
de inteiros e designemos por A} o conjunto dos elementos de A*
cuja parte inteira é a,. Entdo A“: nao é vazio. Seja a, o maior dos
algarismos das décimas dos elementos de AJ;. Dum modo geral,
seja ()

a, = méx. algarismo decimal de ordem n dos elementos de A}

n+1 = {x 1 x€A,, A algarismo decimal de ordem n de x = a,}

Posto isto, seja s o numero representado pela dizima infinita
cuja parte inteira é a, e cujo algarismo decimal de ordem n é a,,
Vn € IN; isto & em notacdo intuitiva:

§=3p, a,a, ... @, ... (?)

Entdo s =sup A" =sup A (porqué?).

(') Seria mais correcto dizer: “aj, é o maior dos niimeros representados pelos
algarismos decimais de ordem n dos elementos de A*".

(?) Se a dizima for periédica de periodo 9, pode substituir-se pela dizima
normal equivalente.
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2° VxeA: x< 0. Tomemos arbitrariamente acA , k<a, ©
seja B o conjunto dos niimeros y = x — k com x€A.

Entaéio O <a—-keB e assim B estd no 1.° caso:

Seja r=sup B, s=r+k. Entdo s=supA (porqué?).

DA PROPOSICAO 1 facilmente se deduz a seguinte:

PROPOSIGCAO 2. Todo o conjunto de numeros reais limitado
inferiormente tem Infimo em |R.

Com efeito, se for A um tal conjunto e se designarmos por M
o conjunto dos miriorantes de A, M é limitado superiormente e é
facil ver que sup M = max M = inf A.

De modo andlogo podiamos deduzir a PROPOSIGCAO 1’ da
PROPOSICAO 2'. Ora bem:

A PROPOSICAO 1’ (ou a PROPOSICAO 2' equivalente) é muitas
vezes tomada como axioma da teoria dos numeros reais, desem-
penhando al papel andlogo ao do PRINCIPIO DE INDUGCAO EM IN

4. Para ver como a PROPOSICAO 1° pode ser tomada para
axioma de uma teoria dedutiva dos nimeros reais, convém adoptar o
ponto de vista geral das estruturas de ordem.

Consideremos um conjunto ordenado (U, =) qualquer (suben-
tende-se que se trata de uma relagao de ordem total estrita). As

definigées de ‘majorante’, ‘minorante’, ‘supremo’, ‘infimo’, etc. podem
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ser dadas como em |R. Para indicar que um elemento k de U é majo-
rante ou minorante de um subconjunto A de U, escreveremos, respec-

tivamente:

A=k , k=2A(Y)

Serd pois, por definigéo:
A=k < VxeA : x=xXk

e analogamente para k <X A.

Por sua vez, as definigcbes de sup e max serdo:

m=supA<A=xm /\(A:ik-;mik)

m=maxA<>m=supA/AmeA
Analogamente se definem inf e min.

Designando agora por .Qs a classe dos conjuntos limitados
superiormente em U, tem-se, por definigéo:

Acl, < JkeU : A=Kk

Analogamente se define a classe J£; dos conjuntos /imitados
inferiormente. Posto isto:

DEFINICAO. Diz-se que o conjunto ordenado U é completo

(') Recordemos que o sinal =X se |18 ‘precede ou 6 igual a’.
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sse todo o conjunto limitado superiorments em U tem supremo
em U, isto 6, sse:

VAes , 3ImeU : mL=supA

Racilmente se reconhece que esta condicdo é equivalente 2
seguinte: '

VAe L , dmeU : m=infA

A propriedade de ser completo chamaremos ‘completude’.

Desde logo se v8 que sdo completos os conjuntos IN, IN,
e Z, com a relagdio de ordem usual. Mas, em qualquer destes
casos, 0 supremo 6 sempre méximo e o Infimo & sempre minimo.

Vejamos ainda um exemplo concreto. Seja 2 o conjurito das
palavras do Novo Diciondrio da Lingua Portuguesa, de Céndido de
Figueiredo. E evidente que @, com a ordem alfabética, 6 um
conjunto ordenado completo (limitado). Seja 7)3 o conjunto das
palavras de ? comegadas por ‘B’; o supremo de (03 é a palavra
‘Bisantino’, que, por pertencer a (DB, é também o maéaximo (ou
Gitimo elemento) deste conjunto. |

Aliés, é intuitivo e pode-se provar que:

Se um conjunto ordenado U é finito, todo o subconjunto de U
tem primeiro elemento e ultimo elemento (e portanto U é completo).

A reclproca desta proposicdo também é verdadeira e pode servir
para uma nova definicdo de ‘conjunto finito'.

Vejamos mais dois exemplos:

1) Designemos por (Q* o conjunto de todos os nimeros reais
que podem ser representados por dfzimas finitas, precedidas ou néo

189



J. SEBASTIAO E SILVA

do sinal —. E claro que Q*<(Q. Serd (Q* um conjunto ordenado
completo (com a relagdo de ordem usual)? E f4cil ver que nédo.
Seja, por exemplo, A o conjunto dos ndimeros

06 ; 066 ; 0666 ; .. ,

representados por todas as dizimas finitas cuja parte inteira é O e
cujos algarismos decimais sdo todos 6. O conjunto A tem supremo
em (Q (o nimero 2/3), mas ndo em{Q*, visto que 2/3 ndo é represen-
tavel por nenhuma dizima finita.

2) O conjunto Q dos numeros racionais, ordenado segundo o
critério usual, ndo é completo. Seja, por exemplo, A o conjunto dos
nimeros racionais cujo quadrado é menor que 2:

A={xelQ : x2<2}

Este conjunto tem supremo em |R (o nimero V2), mas rdo
em (Q, visto que V2 ndo é racional.

O conjunto ordenado IR obtém-se precisamente completando
Q (ou Q).

5. Chegou, agora, o momento de apresentar uma axiomatica dos
nimeros reais em termos de ‘aaigcdo’, ‘multiplicacao’ e ‘relagdo de
grandeza’. Trata-se de caracterizar axiomaticamente o sistema
(IR, +, %, <). Uma *al caracierizagdo pode ser a seguinte:

) IR é um corpo a respeito das operagdes + e X.

I1) IR é um conjunto ordenado completo, a respeito da rela-
¢ao <.
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il) Va,b,celR : a<b=a+c<b+c

IV) va,b,celR : a<bAc>0=ac<bc

A propriedade Il é a monotonia da adigdo e a propriedade 1V, a
monotonia parcial da multiplicagéo.

E claro que esta axiomética se apresenta j& extremamente con-
densada. Assim, o axioma | é a conjungdo dos seguintes: axiomas
de grupo comutativo (IR, +), axiomas de semigrupo comutativo
(IR, x), axiomas da existéncia de elemento unidade, axioma da
existéncia de inverso para todo o elemento # O e distributividade
da multiplicagdo a respeito da adicdo. Por sua vez, o axioma Il
é a conjungdo dos seguintes: axioma de conjunto ordenado e
axioma da completude.

Provaremos mais adiante que esta axiomatica & categdrica,
isto 6, que duas realizagées da axiomética sdo necessariamente
isomorfas (a respeito das operacbes +, x e da relagdo <). Por
conseguinte, a axiomatica define efectivamente a estrutura do
corpo ordenado (|R, +, ., <), mas nd3o o conceito de ndmero
real.

Assim, todas as proposi¢gées verdadeiras relativas a nldmeros
reais — todos os teoremas de anélise real — podem ser demons-
tradas a partir do anterior sistema de axiomas e das definigGes que
forem sendo introduzidas para simplificar a linguagem.

Quanto ao conceito de numero real, jA sabemos que surge
naturaimente no PROBLEMA DA MEDICAO DE GRANDEZAS (de
que trataremos mais adiante), assim como o conceito de numero
natural nasce do problema da CONTAGEM DOS ELEMENTOS DE UM
CONJUNTO FINITO.
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6. Observemos entretanto que, nos conjuntos ordenados (Q,
(Q*, IR, etc., se verifica a seguinte propriedade, muito importante:

Quaisquer que sejam os elementos a, b, sendo a # b, existe sem-
pre, pelo menos, um elemento x do conjunto situado entre a e b.

Com efeito, em qualquéer dos conjuntos considerados, existe
a+b

por exemplo o nimero x = , que estd situado entre & e b.

Assim, se for por exemplo a < b, tem-se 2a < a + b < 2b, donde,
dividindo por 2:

a< <b

Ora bem:

I. Diz-se que um conjunto ordenado U é denso, sse tem mais
de um elemento e possui a referida propriedade. Esta pode traduzir-
-se do seguinte modo:

VabeU : a=b=3dxeU : a=x=b

Il. Diz-se que um conjunto ordenado U é continuo, sse é denso
e completo.

Desde logo se vé& que:

1) Os conjuntos IN, IN, e Z nédo sdo densos e, portanto, néo
sdo continuos, embora sejam completos.

2) Os conjuntos (Q e (Q* sdo densos, mas ndo continuos,
visto que ndo sdo completos.
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3) O conjunto IR é denso e completo, portanto continuo. E o
mesmo se pode dizer dos conjuntos IR*, IR™ e, dum modo geral,
de todos os intervalos em IR que ndo se reduzem a um ponto.

Convém, agora, registar uma terceira definigdo:

illl. Diz-se que um conjunto ordenado U é discreto, sse todo o
subconjunto limitado de U, nao vazio, tem méaximo e tem minimo em U.

Desde logo se vé& que todo o conjunto discreto é completo, mas
ndo continuo. Com efeito, seja a um elemento qualquer de um
conjunto discreto; entdo, trés casos se podem dar:

12 3xeU : a—=<x. Neste caso, seja x, um tal elemento e
ponhamos

A={xelU : a=x=x,}

Como A é limitado tem minimo em U: seja min A = b. Entdo é claro
que ~3IxelU: a<=x—b e diz-se que b é o sucessor de a (ou que a é
0 antecessor de b).

2.°- dxeU : x = a. Analogamente se prova que, neste caso,
a tem antecessor em U.

3.2 U tem um s6 elemento. Neste caso U também nao é denso,
por definigédo.

Posto isto, ndo é dificil reconhecer que:

Todo o conjunto ordenado discreto, com primeiro elemento e
sem ultimo elemento, é isomorfo a IN. Todo o conjunto ordenado
discreto sem primeiro e sem ultimo elemento é isomorfo a Z. Todo
0 ‘conjunto ordenado discreto com primeiro e com ditimo elemento
é finito.

193



J. SEBASTIAO E BILVA

Vemos pois, aqui, caracterizagdes axiomaticas dos conjuntos orde-
nados IN (ou INy) e Z

Quando um canjunto discreto U tem primeiro elemento, chama-se
segundo elemento de U o sucessor do primeiro, terceiro elemento
de U o sucessor do segundo, e assim sucessivamente. Os adjectivos
‘primeiro’, ‘segundo’, ‘terceiro’, elc., sdo numerais ordinais, que se
distinguem nitidamente dos numerais cardinais ‘'um’, ‘dois’, ‘tr8s’, etc.

Caonvém ainda notar que um conjunto ordenado pode néao
ser discreto e ndo ser continuo; exemplos: os conjuntos Q, (QF,
Q°*, etc.

7. Pde-se, agora, a seguinte questio:

Entre as nogdes anteriores, qual o minimo que se deveréa exigir
a um aluno do 3.° ciclo?

Em primeiro lugar, parece-nos que seria conveniente dar-lhes
as nog¢des de ‘majorante’, ‘minorante’, ‘supremo’, ‘infimo’, ‘méximo’,
‘minimo’ (de um conjunto), bem como as de ‘conjunto ordenado
completo’, ‘conjunto ordenado denso’, ‘conjunto ordenado conti-
nuo’ e ‘conjunto ordenado discreto’ — com exemplos, mas sem
demonstragoes.

Em segundo lugar, haveria todo o interesse em apresentar-lthes
uma axiomética da teoria dos niimeros reais, como a anterior.

Mas ndo conviria ficar por aqui: mais tarde, quando o con-
dicionalismo do nosso ensino secundério o permitisse, deveriam
fazer-se algumas demonstragbes em que interviesse 0 AXIOMA
DA COMPLETUDE, para o aluno ficar a ter uma ideia do seu
papel na estruturagdo I6gica da andlise — papel esse compargvel
ao do PRINCIPIO DE INDUGAO em IN, como j& foi observado
atrds. Na verdade, quase todos os teoremas importantes da anélise
fazem intervir o axioma da completude: deixam de ser verdadeiros
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num dominio em que néo se verifique tal axioma (por exemplo
em (Q). | |

Exemplos de teoremas em que intervém o axioma da comple-
tude:

1) Teoremas de Cauchy e de Wejerstrass sobre fungoes conti-
nuas (em particular, o teorema de Cauchy permite afirmar a existéncia
de Va elogya, vabelR*; nelN, comb #1).

2) Os teoremas que relacionam o sinal da derivada de uma
fungdo num dado intervalo com o sentido da variagdo da fungao
nesse intervalo.

3) O teorema segundo o qual toda a fungéo continua num inter-
valo limitado e fechado é integravel nesse intervalo.

4) O teorema segundo o qual toda a fungdo mondtona num
intervalo limitado é integrdvel nesse intervalo.

Acontece, porém, que as demonstragoes destes teoremas sao
pouco acessiveis a alunos do 3.° ciclo, a ndo ser talvez as dos
teoremas indicados em 1) e 2), que foram admitidos intuitiva-
mente (trata-se efectivamente de factores muito intuitivos). |

Haveria bastante interesse em que, pelo menos os alunos
muito bons, vissem a demonstragdo de alguns desses teoremas.
E, para tornar- mais atraente -0 assunto , conviria mostrar-lhes
primeiramente que, tal como sucede com o PRINCIPIO DE INDUGAD
MATEMATICA, o PRINCIPIO DE COMPLETUDE d4 origem a novos
métodos de raciocinio dedutivo, alguns dos quais se -poder_r_i
apresentar com aspecto bastante pitoresco, apto a excitar a
imaginagdo juvenil. Um desses é o METODO DAS SUBDIVISOES
SUCESSIVAS DE INTERVALOS, a que certo matemético chamou
humoristicamente, '"METODO DE CAGAR LEOES'. Em vez de ‘lebes’,
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poderiamos falar de ‘jacarés’, ‘bandidos’, ‘pulgas’, ‘mixordeiros’,
etc.: depende do gosto e da fantasia de cada um. Adop-
tando a interpretagdo de cagca aos bandidos’ ou ‘caca aos
mixordeiros’ o método pode ser apresentado sob a forma de
histéria de tipo policial, que, como j& sabemos, se presta muito
para exemplificagbes de raciocinio légico. Imaginemos a seguinte
versdo:

‘Na cidade X do pais Y comegcaram a aparecer no mercado grandes quan-
tidades de carne ensacada imprépria para o consumo. Posta em campo a policia,
descobriu-se que o artigo provinha de certo bairro da cidade.

Para proceder metodicamente, a policia marcou, numa planta da cidade,
o baimro em questdo, tracando & sua volta um rectdngulo R, que dividiu em
4 rectingulos iguais. Apds véirias pesquisas, as suspeitas concentraram-se prin-
cipalmente num desses ractdngulos, R,. Este foi entdo dividido em quatro rec-
tdngulos, R,. Procedendo assim, por aproximagdes sucessivas, a policia acabou
por se encontrar defronte de um tapume alto, entre dois prédios. Ora, atrés do
tapume e encoberto por este, achava-se uma vivenda de aspecto roméantico, meio
arruinada: era ali que se fabricavam (pelo menos em parte) os referidos produtos
de salsicharia. Com grande surpresa, verificou-se que estes eram feitos com
carne de jumento!’(?)

(') O caso deu muito que falar e a argicia dos detectives foi justamente
louvada. Alids, tudo decorreu pacatamente — sem aquelas cenas emocionantes
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Como se pode ajuizar por este exemplo pitoresco, o METODO
DAS SUBDIVISOES SUCESSIVAS é j& em si um método de apro-
Xximagoes sucessivas. Na realidade, os variadissimos métodos de apro-
ximagdes sucessivas que se usam na pratica do célculo numérico
exigem o axioma da completude, para poderem ser inteiramente
justificados.

No exemplo anterior, tal como foi esbogado, o0 método é aplicado
no plano. Na recta, em vez dos rectdngulos R, R,, R,, ..., é-se
conduzido a uma sucesséo de intervalos,

={a, b] , I,=[a, b, , ... , I,=[a,b,]. ..

cada um dos quais, a partir do segundo, é uma metade do anterior:

(1) 8€ 8,K ... L 8€ v + D3D 3... 3D, B
b-a b-a b-a
(2) b,-a, ="—2"' ’ bz"az:T ' » bp—ap = on
a, b, b,
a a, a, b, b

Nestas condigdes, a sucessdo a, converge para um ndmero A
(por ser limitada e crescente em sentido lato), a sucessdo b, con-

dos filmes de suspense, com que, por esse mundo fora, a TV se esforga por
melhorar o intelecto e os instintos dos cidaddos. O método seguido foi, na verdade,
engenhoso. E claro que hd muitos outros processos para detectar mixordeiros.
Mas, como a imaginagdo humana ndo tem limites, sdo também muitos os
modos de vender carne de jumento.
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verge para um numero p. {por ser limitada e decrescente em sentido
lato) e tem-se A = p, visto que, de (2), resulta:

lim by — lim a, = lim 2=2=0

Em concluséo:

Existe um e um s6 ponto \ que pertence a todos os intervalos
I, Iy, .... Iy ... Nas condicées indicadas.

Este ponto A é o /edo que foi cagado, segundo a primeira inter-
pretacdo humoristica que foi citada (1). |
Resta um ponto importante a esclarecer:

Onde intervém aqui o axioma da completude ?

E precisamente na existdncia do limite das sucessdes a,, by,
No 2.° volume do Compéndio, p. 85, o CRITERIO DE CONVER-
GENCIA DAS SUCESSOES MONOTONAS é demonstrado, admitindo
que os numeros reais sdo representados pelas dizimas infinitas
segundo as convengdes usuais. Ora é ai mesmo que intervém
0 axioma.

(') No plano, as consideragdes sdo anédlogas, tomando as ceordenadas
dos vértices das sucessivos restdngulos considerados. Analogamente para o espago,
tomando paralelipipedos em vez de rectingulos.
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