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CAPITULO V

OPERACOES BINARIAS. GRUPOIDES

1. Expressoes designatélrias e operacoes. Consideremos
a expressao designatéria x —y no universo [N. Neste caso, o valor
da expressdo s6é existe quando os valores de x e y verificam a
condicdo x>vy. Diremos, por isso, que o dominio de existéncia da
expressao X -y, no universo [N, é o conjunto de pares ordenados
(relagdo binéria): |

D={(x,y): x>y A x,yeIN}

Assim, para cada par ordenado (x,y) pertencente a D, o valor
de x—y é um determinado elemento de IN; para cada par ordenado
(x,y) nao pertencente a D, ndo existe valor de x — y no universo
considerado. Exprime-se este facto dizendo que a referida expressdo
define uma operacdo bindria (ou uma fungdo de duas varidveis),
cujo dominio é o conjunto D e cujos resultados (ou valores) per-
tencem a [N. Como se sabe, esta operagdo é chamada subtracgdo
(em IN); podemos designé-la pelo sinal —.

Um outro exemplo em IN é-nos dado pela expressdo designa-
téria m.d.c. (x, y), abreviatura de

‘méximo divisor comum de x e y’
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Neste caso, a expressdao define também uma operagcéo bindria (ou
uma fungdo de duas varidveis), cujo dominio é IN? e cujos resul-
tados (ou valores) pertencem a IN.

Vejamos, agora, dois exemplos relativos & geometria de Euclides.
Seja & o conjunto dos pontos (isto & o espago), (R o conjunto
das rectas e (/) o conjunto dos planos. Consideremos, entdo, as
duas expressoes designatdrias:

‘recta que passa por M e N’

‘plano que passa por M e é perpendicular a '

em que as letras M, N sdo varidveis em ¢ e a letra r é uma
varidvel em (R (também se diz, por abuso de linguagem, que M, N
désignam dois pontos varigveis e r designa uma recta varidvel).
A pnmenra expressao s6 toma um valor determinado,
quando M # N o seu dominio de existéncia §, pois, 0 conjunto
P = { (M, N); M # N}. Para cada par (M,N) € /) o valor da
expressdo é uma determinada recta, isto & um elemento de 2.
Diremos, assim, que a expressdo define uma operacdo binéria (ou
uma fungao de duas variaveis), cujo dominio é (f) e cujos resultados
(ou valores) pertencem a (2.

A segunda expressdo toma um valor determinado, pertencente
a ), para todo o par (M,r), tal que M e e re R. Diremos, assim,
que tal expressdo define uma operagdo bindria (ou uma fungdo de
duas varidveis), cujo dominio é o conjunto & x (R e cujos resultados
(ou valores) pertencem a ).

Muitos outros exemplos poderfamos apresentar de operagtes
binarias (sobre valores ISgicos, sobre conjuntos, sobre nimeros,
sobre fungodes, etc.).

Dum modo geral, chama-se operac8o bindria (ou funcido de duas
varidveis) toda a aplicagdo f dum conjunto D de pares ordenados
num conjunto C qualquer. O conjunto D chama-se dominio de f.
Assim, a cada par (x,y) € D, a operaclo f faz corresponder um e
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um 86 elemento de C, que pode ser designado por qualquer das
notagdes

e se chama valor da funcao f correspondente ao par (x,y) ou resul-
tado da operacdo f efectuada sobre os elementos x, y dados.

O dominio duma operagdo binéria f apresenta-se geralmente
como subconjunto dum produto cartesiano A x B (ver exemplos
anteriores). Em particular pode ser A = B; diz-se, entéo, que f é uma
operacao sobre elementos de A.

Em vez de expressdes designatérias com 2 varidveis, podemos
considerar expressdes designatérias com 3 varidveis, com 4 varidveis,
etc., que nos conduzem, de modo anélogo, aos conceitos de ope-
ragcdo ternédria (ou funcdo de 3 varidveis), de operacdo quaterndria
(ou fungéao de 4 variaveis), etc. Por exemplo, no universo IR, a expres-

sdo designatdria V/x2 + y2 + 2xz define uma funcéo de trés varidveis
(ou uma operacdo ternéria), cujo dominio é o subconjunto de IR3

{(xy2): x2+y2+2xz > 0}

Neste quadro, é natural chamar fungdes de uma varidvel (ou
operagbes unérias) as aplicagbes, tais como foram definidas no
capitulo anterior (1.° tomo). |

Finalmente, ha situagbes que conduzem naturalmente a falar de
‘fungbes plurivocas’ ou de ‘operagdes plurivocas’. Tornemos, por
exemplo, ao caso anterior da geometria euclidiana e consideremos
a expressao

‘plano que passa por M e é paralelo a ¥

Tal expressdo € indeterminada (ou plurivoca), para cada par (M,r),
visto que, por um ponto M, passa uma infinidade de planos paralelos

9
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a uma recta r. E, entdo, natural dizer que tal expressido representa uma
operacdo plurivoca.

Outro exemplo: seja f uma fungdo qualquer de uma varidvel e A
um conjunto que contenha estritamente o dominio de f. Neste caso,
a expressao

‘extensao de f a A’

representa, como sabemos, uma operagdo plurivoca. Pelo contrério,
a operagdo de restricdo é univoca, como vimos.

Esta terminologia impde-se, portanto, na pratica. Porém, como as
operagées mais frequentes e que mais interessam sdo univocas,
convém, uma vez por todas, convencionar que, ao falar de 'operacao’
(ou ‘funcao’) fica subentendido que se trata de ‘operacdo univoca’
(ou 'funcédo univoca’).

2. Os conceitos de restricio e extensdo para fun-
coes de mais de uma varidvel. Estes conceitos podem ser
definidos exactamente como no caso duma sé varidvel. Bastard que
nos limitemos a um exemplo. Consideremos, novamente, a expressao
designatéria x—-vy. J4 vimos que, no universo IN, esta expressdo
define uma operagdo cujo dominio é o conjunto

D={(xy): x>y A xyelN}

e cujos resultados pertencem a [N. Porém, se passarmos ao uni-
verso IR, a mesma expressdo define uma operagdo que é sempre
possivel neste universo; portanto, o dominio da operacdo é, agora,
IR? e os seus resultados pertencem a IR. E claro que as duas
operagdes (em IN e em |R) sdo distintas, visto que ndo tém o
mesmo dominio; mas, quando aplicadas a qualquer par (xy) do
primeiro dominio, D, ddo sempre o mesmo resultado. Por conse-
guinte, a segunda é uma extensio da primeira a |IR? e a primeira é
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a restricdo da segunda a D. (O que se pode dizer quanto a res-
tricdo da segunda a IN2?)

Porém, na prética, ndo ha, em regra, inconveniente em dar as duas
operacoes o mesmo nome ('subtraccdo’) e designa-las pelo mesmo
simbolo ("-").

3. Operacdes binarias de dominio finito. Quando o domi-

nio duma operagdo bindria é finito, podemos sempre defini-la por
meio duma tabela em que se indique o resultado da operagao f para
cada par (x,y) pertencente ao seu dominio. Neste caso, pode recor-
rer-se a tabelas de duas entradas. Seja, por exemplo, a operacdo f
sobre os numeros 1, 2, 3, definida pela seguinte tabela:

xfy

1
2 1
3 ! 2 1

Tem-se, neste caso, 2f1=2-1=1,3f1=3-1=2, 3f2=3-2=1.
As casas em branco indicam que ndo existe resultado de operagao para
0s pares correspondentes a essas casas. Trata-se, como se vé, duma
restricdo da subtracc¢ao.
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Seja, agora, a operagdo ¢ definida pela tabela seguinte:

? (X y)

N Lisboa Porto Coimbra
Lisboa 0 km 321 km 204 km
Porto 321 km 0 km 117 km
Coimbra B 204 km 117 km 0 km

Tem-se, por exemplo:

¢(Porto, Coimbra) = ¢(Coimbra, Porto) = 117 km

Também podiamos escrever:

Neste caso, o dominio da operacdo é o quadrado cartesiano do
conjunto { Lisboa, Porto, Coimbra } e os resultados da operagéo (ou

Porto ¢ Coimbra

valores da funcéo) sdo distédncias.

4. Grupédides. Designemos por A o conjunto

e consideremos a operacdo 6 definida pela tabela

{ Lisboa, Porto, Coimbra }

—

117 km

x 0y
N Lisboa Porto Coimbra
Lisboa Lisboa Coimbra Porto
Porto Coimbra - Porto Lisboa
Coimbra Porto . Lisboa Coimbra

12
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Como se v8, esta operacdo 0O faz corresponder, a cada par
ordenado de elementos de A, um (e sé um) elemento do mesmo
conjunto A: é, pois, uma aplicacdo de A2 em A. Exprime-se este facto
dizendo que o conjunto A é um grupdide, relativamente & operagéo .

Dum modo geral, diz-se que um conjunto A qualquer é um
grupdéide relativamente a uma operagdo 0, sse 6 é uma aplicagdo
de A2 em A. Chama-se aqui grupdide precisamente ao par orde-
nado (A, 0) e suporte do grupdide ao conjunto A. Mas, muitas
vezes, quando estd subentendida a operagdo de que se trata, iden-
tifica-se o grupédide (A, 0) com o seu suporte A.

OUTROS EXEMPLOS:

1. Nos exemplos do nimero anterior, o conjunto {1, 2, 3}
ndo é um grupbide relativamente a operagcdo f e o conjunto
{ Lisboa, Porto, Co:mbra} ndo é um grupdide relativamente a ope-
racdao ¢. Porqué?

2. O conjunto IN é um grupdide relativamente a adicdo e tam-
bém relativamente 3 multiplicagdo; mas ndo relativamente a subtrac-
¢do nem 2 divisdo. Porqué? Chama-se grupdide aditivo IN o grupélde
(IN, +) e grupdide multiplicativo IN o grupéide (IN, x).

- 3. O conjunto Z (dos nlimeros inteiros relativos) € um grupdide
relativamente 3 subtrac¢do, mas nao relativamente a divisdo. ldem
para o conjunto |R. Porqué?

Mais exemplos serdao estudados no n.° 6.

5. Conceito de subgrupdide. Seja M, o conjunto dos
niimeros pares positivos (subconjunto de IN). A soma de dois
numeros pares é sempre um numero par; isto é simbolicamente:

XYEM,=>Xx+y eM;,

13



J. BEBASTIAO B BILVA

Exprime-se este facto dizendo que o conjunto M, é fechado
para a adigdo. Mas ja4 a soma de dois nimeros impares néo é um néimero
fmpar: o conjunto dos numeros impares (positivos) ndo é fechado
para a adicdo; é, porém, fechado para a multiplicagdo. (Porqué?)

- Consideremos agora, dum modo geral, um grupéide (A, 0):

DEFINICAO. Diz-se que um subconjunto C de A é fechado
para 6, sse esta operacédo, efectuada sobre qualquer par de elementos
de C, d4 sempre como resultado um elemento de C, isto é, sse a con-
dicdo seguinte é verificada:

x yeC = x0yeC

E claro que isto equivale a dizer que o conjunto C é um grupdide
relativamente a operacdo 0 restringida a C2. Diz-se entdo que o
conjunto C, com esta operagdo, é um subgrupéide de (A, 0).

Assim, o conjunto M, forma um subgrupéide do grupdide adi-
tivo IN (e também do grup6ide multiplicativo IN), enquanto o conjunto
INN M, forma um subgrupéide do grupéide multiplicativo IN, mas
ndo do grupéide aditivo [N.

EXERCICIOS:

I. Determinar os subgrupdides do grupdide considerado no
exemplo inicial do nimero anterior.

Il. Determinar os subgrupéides do grupdide aditivo IN. Idem
para Z.

6. Grupdides comutativos e grupdides associativos (ou
semigrupos). Consideremos um grupéide (A, 6). Diz-se que a
operagdo 0 é comutativa, sse

x0y=y0x V xyeA

14
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Diz-se que a operagéo O & assoc/ativa, sse
(x0y)6z=x0(y02), Vx v.zeA

No primeiro caso também se diz que o grupdide é comutativo.
No segundo caso também se diz que o grupdide é associativo ou que
é um semigrupo (assim, o termo ‘semigrupo’ é sinénimo de ‘grupdide
associativo’).

EXEMPLOS E EXERCICIOS:

I. O grupdide considerado no exemplo inicial do n.c 4 é comu-
tativo, mas nao associativo. Por exemplo:

(Lisboa 6 Porto) 6 Coimbra = Coimbra 6 Coimbra = Coimbra

Lisboa 6 (Porto 6 Coimbra) = Lisboa 6 Lisboa = Lisboa

Il. Seja s’}, um conjunto qualquer de aplica¢oes, fechado para
a multiplicacdo (ou composi¢do). Entdo, pelo que vimos no
Cap. IV, n.os 10-17, (7, é um grupdide associativo (portanto um
semigrupo), mas pode ndo ser comutativo. E o que sucede, por
exemplo, se (7 é o conjunto das aplicagdes do conjunto {1, 2}
em si mesmo. Tem-se, com efeito:

@) GG 66260

Chama-se semigrupo de aplicagbes precisamente todo o con-
junto de aplicagées fechado para a multiplicagdao (ou composicao).

1. Os grupéides (IN, +) e (IN, .) sdo ambos semigrupos
comutativos, mas j& o grupéide (Z, —) ndo é comutativo nem
associativo.

i
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IV. Seja @ o conjunto de todos os subconjuntos de um con-
junto U dado, isto 6, € = D (V). Verifique, se, para cada uma das
operagdes N, U, \, 0 conjunto @ é: a) um grupéide; b) um semi-
grupo; ¢) um grupéide comutativo ().

V. Problema anélogo ao anterior, considerando © conjunto
{V, F} dos valores légicos e as operagdes A, V, =, <.

VI. Seja p a operagdo que faz corresponder a cada par
(M, N) de pontos do espaco ¢ o ponto médio do segmento MN.
Verificar se (&, &) é: a) um grupdide; b) um semigrupo; c) um gru-
péide comutativo.

Posto isto, facilmente se reconhecem os dois seguintes factos:

7.0 Todo o subgrupéide dum grupdide comutativo também
é comutativo.

2.° Todo o subgrupéide dum grupéide associativo também é
associativo. |

7. Linguagem aditiva e linguagem multiplicativa. Mui-
tas vezes a operagdao dum grupéide chama-se multiplicagado (grupdide
multiplicativo) e muitas outras chama-se adicdo (grupdide aditivo).
No primeiro caso, o resultado da operacdo aplicada a dois elemen-
tos a, b' chama-se 'pr;oduto de a por b e representa-se por a X b,
a-b ou ab. No segundo caso, o resultado da operacéo aplicada a dois
elementos, a, b chama-se soma de a com b e representa-se por

(') Note-se que as operagdes légicas sobre conjuntos tém o mesmo nome
e sd3o designadas pelos mesmos simbolos ('N’, "V’ etc.) qualquer que seja o
universo U considerado, embora sejam na realidade operagées distintas, quando
se muda de universo. Mas ndo h4, em geral, perigo de confusdo nesta iden-
tidade de terminologia e notagdes. :

16
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a + b. Hé depols, como veremos adiante, uma série de termos e de
notacdes que se ligam a cada um destes casos.

Temos, assim, duas linguagens — a multiplicativa e a aditiva —
que se usam até em alternativa com outras. Por exemplo, no caso
dos conjuntos, a reunidgo AU B também se chama soma (Iégica)
@ so representa por A + B, enquanto a interseccdo AN B se chama
produto (l6gico) e se representa por AB (mas nido por A x B).
Analogamente para as operagées \/, /\ sobre valores l6gicos. Por sua
vez, no caso das aplicagdes, a expressao ‘produto de f por g’ e a nota-
¢éo 'fg’ usam-se em alternativa com a expressdo ‘f composta com g’
@ com a notagdo ‘fog’ (excepto quando haja possibilidade de con-
fusdo). E claro que se trata apenas de convencdes de linguagem,
mais ou menos arbitrarias; havemos de ver mais adiante que o
produto de duas aplicagdes f, g, nesta acepcdo, também aparece
algumas vezes com o0 nome de soma de f com g e representada
por f + g.

8. Operacoes iteradas. Propriedades comutativa e asso-
ciativa generalizadas. Consideremos um grupéide (A, 6). A ope-
racdo bindria 0 dard origem a uma operagio terndria, a uma opera-
¢do quaterndria, etc., se pusermos, por definicdo:

a;0a,0a; =(a;0a,) 0as

a;,0a,0as;0a,=(a;0a,0,a;)0a,

e assim sucessivamente, sendo a,, a,,... elementos quaisquer de A
Chama-se operagio 0 iterada 3 operagdo que deste modo se define,
a partir de 0, para uma sequéncia qualquer (a,,a,,...an) de elemen-
tos de A (com n>1). O resultado desta operagdo pode ser repre-
sentado em geral pela notagao

310320...eah

17
CMIl-2



J. BEBASTIAO B BSILVA

ou ainda, quando n é varidvel, pela notagdo mais correcta

(1) 6 a

Alids, na indicacdo destas operagGes, nao € necessario que O
indice tome s6 valores inteiros, de 1 a n; basta que tome valores
inteiros relativos. Por exemplo:

a=ay 0 a, 0 a,, ax=az 0 a, 0 ag 0 ag, etc.

0 k

[K=>] N
oo,

k 3

J4& vimos, atrds, convencdes deste tipo aplicadas as operagdes
N e U. No entanto, quando a operagdao se chama ‘adi¢do’ é cos-
tume tomar para simbolo inicial a letra X (em vez do sinal +);
e, quando a operagdo se chama ‘multiplicacdo’, é costume tomar para
simbolo inicial a letra II. Também j& encontrdmos estas convengdes
a propésito dos niimeros naturais.

Posto isto, demonstram-se os dois seguintes teoremas impor-
tantes:

TEOREMA |. Se a operacdo 0 é associativa, a operagdo 0
iterada tem a propriedade associativa generalizada, isto é: o valor
duma expressdo da forma (1) ndo muda, substituindo dois ou mais
dados consecutivos pelo respectivo resultado da operacao iterada.

Simbolicamente, isto pode ser expresso pela fé6rmula

4] n
ak=<e ak>e< ) ak>,Vp:1<p<n
1 k=1 k=p+1 :

(Traduza nas linguagens aditiva e multiplicativa.)

N =

k

18
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TEOREMA |l. Se a operacéo O é associativa e comutativa,
@ operacéo O iterada tem a propriedade comutativa generalizada,
/sto é6: o valor duma expresséo da forma (1) nao depende da
ordem dos dados.

Repare na extrema generalidade destes teoremas: o primeiro
aplica-se a todos os possiveis grupdides associativos (semigrupos);
0 segundo aplica-se a todos os possiveis semigrupos comutativos.

Nado vamos, agora, demonstrar estes teoremas. Limitar-nos-emos
a dar uma ideia de como se demonstram, considerando dois casos
particulares e usando a notagao multiplicativa por ser a mais codmoda.

Suponhamos que a multiplicagdo é associativa e provemos
que se tem:

a,8,a3a4a5 = (a13,33) (a4as), V a,,8,838485 €A
Jé sabemos que

a18,a38485 = (a1a2,33a4)as = ((a,a2a3)as)as (Porqué?)
Ponhamos a a,az = b. Entdo, vira:

a;aj,azazas = (bas)as = b(asas) (Parqué?)
Donde:

a,a,a3a4a5 = (a4a5a3) (a4as)

Suponhamos, agora, que a multiplicagdao é associativa e comutativa,
e provemos, por exemplo, que:

a,a,33a24 = @331a482 , V a41,2,8384€A
Comecemos por levar o factor a; ao primeiro lugar. Temos:

ajaj,azas = aq(azaz)as = as(azaz)as (Porqué?)

= (aja3) (aza4) = azaqazas (Porqué?)

19
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E f4cil, agora, terminar a demonstragéo:
a3a182a4 = (a3a4) (aa4) = (asa4) (asaz) (Porqué?)

Donde, finalmente: ajasaza, = aza azan.

9. Miuiltiplos e poténcias. Consideremos um grupéide adi-
n
tivo (A, +). J4 definimos o significado da expressio 21 ak,

sendo n um ndmero natural qualquer e a,,...ap elementos quais-
quer de A. Pode acontecer em particular que a, =a,=...=ap=a;
neste caso, o resultado da adi¢do iterada chama-se produto de n
por a, e representa-se por na. Sera, pois, por defini¢cdo:

n
na = k21ak, sendo a,=...=ap=a (VnelN, acA)

Assim: 1 +a=a, 2a=a+ a, 3a=a+a+a, etc.

Os elementos a, 2a,..., na,... chamam-se multiplos (naturais)
de a: 2a o dobro de a, 3a o triplo de a, etc.

Analogamente, num grupdide multiplicativo (A,.), pde-se por
defini¢ao:

3

an = kH"ak, sendo a,=...=ap=a (VnelIN, acA)

Assim: a' = ga, a2 = aa, as = aaa, etc.

Diz-se entdo que a" é a poténcia de expoente n de a: a2 o
quadrado de a, a3 o cubo de a, a4 a quarta poténcia de a, etc.

Aplicando os dois teoremas anteriores, podemos agora estender
as propriedades cléssicas das poténcias de expoente natural, a gru-
poides multiplicativos quaisquer, nos seguintes termos:

20
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TEOREMA |. Se a multiplicag8o é associativa, tem-se:

amah = gM+n (¥Ym,nelIN, acA)

Vamos apresentar a demonstragdo sob forma intuitiva. Temos:

am ah = (a...a) (a...a) (Porqué?)
A e e e d
m vezes n vezes

=aa..a = am+nN (Porqué?)
N———
m + n vezes

TEOREMA |l. Se a multiplicacdo é associativa e comutativa,
tem-se:
ab" = (ab)", v nelN, a, beA

Com efeito, temos:

a"b" = (aa...a) (bb...b)

n vezes n vezes

= (ab) (ab)...(ab) = (ab)n (Porqué?)

n vezes

Notemos, agora, o seguinte facto muito importante:

Tudo o que for demonstrado para grupdides multiplicativos fica
automaticamente demonstrado para grupdides com outra linguagem
qualquer; bastar traduzir a linguagem multiplicativa na linguagem
adoptada para o grupdide em questao.

Por exemplo, em linguagem aditiva, isto é, para um grupdide
(A,+), os teoremas | e Il enunciam-se:

TEOREMA I'. Se a adicdo é associativa, tem-se:

ma+na=(m+n)a, Ym,nelN, aceA

TEOREMA II'. Se a adicdo é associativa e comutativa, tem-se:

na+nb=n(a+b) , VYnelN, acA

21
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A passagem de ‘ma + na' para ‘(m + n)a’ 6 a operacédo algé-
brica a que, nos casos classicos, se chama ‘pdr o factor comum a
em evidéncia’; e analogamente para a segunda férmula. Aplicando a
propriedade simétrica da relagao =, as duas férmulas anteriores tam-
bém se podem escrever do seguinte modo:

(m + n)a=ma + na (distributividade a esquerda)

n(a + b) = na + nb (distributividade a direita)

Mais uma vez chamamos a atengdo do aluno para a extrema
generalidade destes teoremas: o primeiro aplica-se a qualquer semi-
grupo e o segundo a qualquer semigrupo comutativo, qualquer que
seja a natureza dos elementos do conjunto A (fungdbes, nimeros
ou quaisquer outras entidades que venham a ser consideradas).
A linguagem e as notagdes adoptadas sao apenas pormenores aciden-
tais, maneiras diferentes de exprimir os mesmos factos.

Comegamos a ver aqui em que consiste o chamado ‘método
abstracto (ou formal) da matemética moderna’ e quais as suas vanta-
gens. Um dos’ recursos fundamentais deste método é o conceito

de isomorfismo, que vamos em seguida apresentar no caso dos
grupdides.

10. Isomorfismos entre grupdides. Consideremos, por
exemplo, no universo [N, a func¢éo xu2x (chamada funcéao expo-

nencial de base 2). Trata-se duma aplicagdo de conjunto IN sobre
o conjunto das poténcias naturais de 2. Designemos por P, esse
conjunto e por f a referida aplicagdo. Teremos, assim: f(x)=2X (em IN)
ou, em notagao mais intuitiva:
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Ora, segundo o teorema | do nimero anterior, tem-se:

2m+n =2 m.20 (¥ m,nelN)
ou seja, atendendo a que 2% = f(x) para todo o x € IN:
(1) f(m+n) = f(m) . f(n) (Vv m, nelN)

Assim, ao passar de IN para P2 por meio da aplicacdo f a
adic8o traduz-se na multiplicacdo. Por exemplo, aos nimeros 2 e 3
correspondem, respectivamente, os ntiimeros 4 e 8; entdo a soma
dos dois primeiros (2 + 3 =5) corresponderd o produto dos dois
ditimos (4 x 8 = 32), e assim por diante. Ora bem, este facto deveras
curioso, expresso pela férmula (1), também se pode indicar dizendo
que a aplicacéo f transforma a adicdo na multiplicacao ou que:

f é um isomorfismo do grupdide aditivo IN

sobre o grupdide multiplicativo P ,

- Consideremos, agora, a aplicacao inversa:
1 m 2 4 8 16 32 2n
1 2 3 4 8 n
A cada nimero x da primeira linha corresponde, assim, o nimero y

tal que x = 2Y. Este ntimero y é chamado /ogaritmo de x na base 2

e representa-se pela notagao log,x. Por exemplo, log,8 =3,
log,128 = 7, etc.

Assim, a fungédo xulogzx é a inversa da primeira: chama-se

fungéo logaritmica na base 2.
Ora, se f transforma a adicdo em multiplicacdo, o que é de
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prever para f-'? Que transforme a multiplicagco em adigdo, isto
é, que:

f-'"(men)=f""'(m)+f"(n) , ouseja:

logz(m-n) = log,m + log,n, Vm, neP,

Este facto, consequéncia dum teorema geral que demonstra-
remos mais adiante, pode exprimir-se dizendo:

A fungédo log, é um isomorfismo de (P,,.) sobre (IN,+).

E claro que estas consideracdes se generalizam a qualquer ntimero
natural a, como base, em vez de 2. A fungédo x\jax (chamada

funcdo exponencial de base ‘a) é um isomorfismo de (IN,+) sobre
(Pa,+), onde P, designa o conjunto das poténcias naturais de a.
Dado um nimero x € P,, chama-se /ogaritmo de x na base a, e repre-
senta-se por logax, o nimero y tal que x = aY¥. Por exemplo:

logio 10000=4 , log® 125=3 , etc.

Deste modo, a fungédo loga (chamada fungéo logaritmica na base a)
é a inversa da primeira, isto é:

y=loga x < x=a¥ (VxeP, , yelN)
ou ainda (cf. 12):
loga aX=x, VxeIN ; alogax=x, VxeP,
Ora, tal como no caso particular a = 2, teremos:
loga(m.n) =logam + logan, Vm, ne Py

0 que se exprime de modo anélogo.

24



OOMPENDIO DE MATEMATICA

Vejamos, agora, um outro exemplo. Seja ainda @ um nidmero
natural qualquer e consideremos a fungédo xuax definida em [N.

Esta fungdo, que vamos designar por ¢ é uma aplicagdao biunivoca
de IN sobre o conjunto dos muiltiplos de a, que designaremos por M,,.
Tem-se, agora, evidentemente:

e(mM+n)=¢e(m)+e(n) , VmnelN,

visto que é sempre: a(m + n) = am + an// Ora, indica-se este facto
dizendo que ¢ respeita a adigdo, ou antes, que transforma a adigcéo
do grupdide IN na adicdo do grupdide M,. E como, além disso, ¢ é
aplicagdo biunivoca de IN sobre M,, diz-se que

@ é um isomorfismo de (IN,+) sobre (Ma,+)

Daqui resultara, pelo teorema que demonstraremos, que a fun-

¢éo inversa, x 1 X, € um isomorfismo de (Mg,,+) sobre (IN, +).

\Aa
(Depois de estudados estes exemplos e possivelmente os seguin-

tes, tente definir, por si, o conceito geral de isomorfismo entre
grupdides, e confira, depois, o resultado com a definigdo que vem
no ndmero seguinte.)

EXERCICIOS:

. a) Prove que a aplicagdo x \J—x é um isomorfismo do

grupdide aditivo Z sobre si mesmo (ou, como também se diz, um
automorfismo deste grupéide) (). _

b) Designando por Z, o conjunto dos nimeros pares relativos
(0, 2, -2, 4, -4, ...), determine os isomorfismos de (Z, +) sobre
(g 1)

(') Nao esquecer que hd duas fases da demonstragdo: 1.° demonstrar que
a aplicagao é bijectiva; 2.° demonstrar que a aplicagdo respeita a adi¢do. A defi-
nigao geral de isomorfismo é dada no nimero seguinte.
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: 4 o
Il. Prove que as aplicagdes xux ! xux 8 xuy x séo

automorfismos do grupéide multiplicativo IR*. Tente incluir numa
sO proposicdo geral estes trés factos (designa-se por (Q o conjunto
dos nimeros racionais relativos).

lll. Seja £ o conjunto {V, F} dos valores I6gicos. Prove que o
operador ~ (negacgdo) é um isomorfismo de (£, A) sobre (.2, V)
e de (£, \7) sobre (£, <) (considerando <> como operagédo e néo
como relacao bindria).

IV. Designemos por 0, r, 2r, 3r, respectivamente, as amplitudes
de angulo nulo, de angulo recto, de 2 rectos (180°) e de 3 rectos
(270°). Definamos no conjunto A= {0, r, 2r, 3r} uma operagdo
bindria chamada ‘adicdo’ e dada pela primeira das tabelas abaixo
apresentadas.

A segunda ¢ a tabela do grupdide multiplicativo constituido pelas
poténcias naturais da aplicacdo

1 2 3 4
S =
2 3 4 1

X + vy u e« v
X 0 | r | 2r | 3r X | | S | s2| 83
X u
0 0 r 2r 3r | | S S§2 | 83
r r 2r | 3r | O S | § |82 83| |
2r 2r 3r 0 r 852 | §2 | §2 | S
3r 3r 0 r 2r &= | §° | S S2

E f4cil ver que se tem S4 =1, S5=§, S6 = S§2, etc.
Ponhamos B ={I,S,S2 S3}.
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Olhando para as duas tabelas anteriores rapidamente se reco-
nhece a existdncia de um isomorfismo de (A, +) sobre (B, +), que é a

aplicaglo:
o 0 r 2r 3r
I § §* s§3

Com efeito, esta aplicacdo é bijectiva e tem-se:
(1) fix+y) =f(x) - fly) ., Vx, yeA
Por exemplo:
f(r+2r) =f(3r) =S3=8-82=1(r) . f(2r)

Alids, verifica-se muito facilmente (1), notando que se passa da
primeira tabela para a Asegunda, aplicando f ndo s6 aos dados, como
também aos resultados da operacdo +. Deste modo, f é, por assim
dizer, uma traducdo do primeiro grupdide no segundo. Posto isto:

Verifique se existe algum outro isomorfismo de (A, +) sobre (B, +)
@ se existe algum automorfismo de (A, +) diferente da identidade (as
duas questoes estdo interligadas).

V (BAILADO DAS HORAS). Designemos por H um conjunto de
12 elementos, que podem ser, por exemplo, 6 rapazes e 6 raparigas,
digamos: Pedro, Helena, Jdlio, Manuela, Rui, Luisa, David, Natércia,
Eduardo, Beatriz, Alvaro, Urbana. Vamos supor estes elementos
dispostos em circulo, & maneira das horas dum relégio, e designa-
-los, respectivamente, pelos seguintes simbolos(1):

1, 2, 3 4 5 6 7, 8 9 10 11 12

(') Estes simbolos podem ler-se ‘um trago’, ‘dois trago’, etc.
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O elemento 12 (Urbana) também pode ser designado por qual-
quer dos simbolos 0, 24, 36, ...; isto é em geral, pela notagdo m,
onde m é qualquer multiplo de 12. Analogamente, o elemento 1
(Pedro) também pode ser designado por qualquer dos simbolos
13, 25, ...; isto é em geral, pela notagdo n, onde n é 1 mais
um mdltiplo de 12. E assim por diante. Deste modo, teremos, por
exemplo:

Rui=5=17=29=..=5+12k , V kelN,,

isto & as designagdes 5, 17, etc., sdo equivalentes.

Posto isto, vamos definir em H uma operagdo (chamada "adi¢do’)
mediante a férmula:

(2) m+n=m+n, Vm neH
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X + Y
XY 7|z |3|3|5|%|7 %5 %070
T |3./3|%|B|B 715,38 | |5 |@l7
7 |3|2i5|%6|7 |8|9|w|m|13|7|3]
s |3|5is|7|s|9|\m|ii|m|7|2]|3
7 l(zlalslslz|m|ais|s|2ls |7
5 |s|7 3|3 | |w|2 7,2 |3|7|%8
5 |slsls|m|a|m|l7|z|3|5l5]%
5 3|3l mlal7|2|3|3l5|8!7
s |E\wm|T|B|7|8 |5 2|8 |8|F|€
s B Elwl7i3|53 | 2|5|% 5|3
5 miB| 7|29 |7 58|35 (5|5|®
7 |®|7T|2|5|3|5 8|7 |5.5!%®|%
% |7|3|3.3|5|5|7|8|3|%|n|@

Assim teremos, por exemplo:

3+8=11, 5+7=12=0, 6+9=15=73,...

E claro que, na fé6rmula (2), podemos sempre substituir m + n pelo
resto da divisdo de m + n por 12.

Desde logo se reconhece que a operagao definida por (2) é sempre
possivel em H. Vamos ver que também é univoca.

Com efeito, suponhamos que

m=men=n,com0<m<12 e 0< n<12
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Entdo m'=m+12h, n"=n+ 12k, com h,kelIN,. Por conse-
guinte m"+n"=(m+n) +12(h+k) e como h +kelN, teremos:

m+n=m+n

A operagdo é pois univoca, isto é, faz corresponder a cada par
(m, n) de elementos de H um Gnico elemento m + n de H. Assim,
fica provado que H é um grupdide relativamente & operacéo definida.
Esta também pode ser dada pela tabela da pégina anterior.

Este grupbide sugere-nos a imagem de um baile de roda. Por
exemplo, adicionar 1, 2, ... traduz-se por fazer rodar o conjunto H
de 30°, 60°, ..., no sentido dos ponteiros dum relégio. Por isso,
chamaremos pitorescamente ‘Bailado das Horas' ao grupéide aditivo H.

Usando a férmula (1) ndo oferece dificuldade nenhuma provar
que o Bailado das Horas é um semigrupo comutativo. Consideremos,

agora, a transformagao
0 11 12
T 12 1

e as suas sucessivas poténcias S, S2, S3, ... E facil ver que S12 =,

S§13=81, 8§14=82 .. O conjunto das poténcias de S reduz-se,

pois, a 12 elementos. Designemos este conjunto por H”. Posto isto:
Designando por f a aplicacdo n_  Sn, prove que f é:

(o]
-

73]

i
/‘\
[ =]
Nl
B Wi
ol Bl
ol ol
N ol
0ol NI
(00]

-—

O‘ (o]}

\ A

1) uma aplicacdo biunivoca de H sobre H";

2) um isomorfismo do grupdide aditivo H sobre o gru-
pdide multiplicativo H*.

Verifigue se existe algum automorfismo de H diferente da identi-
dade e algum outro isomorfismo de H sobre H* (problemas equi-
valentes).

Para terminar este importante exemplo, recordemos que os sim-
bolos 1, 2, ... foram interpretados como designacGes de 6 rapazes
e 6 raparigas. Mas é claro que temos a liberdade de designar por
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estes simbolos outros entes, por exemplo determinadas cidades por-
tuguesas, determinados planetas, determinados &ngulos (mdultiplos
de 30°), etc. Sendo assim, fica automaticamente definida uma apli-
oaclo do referido conjunto de rapazes e raparigas sobre conjunto
dos novos entes e vé-se que essa aplicagdao é um isomorfismo para a
adiglo definida com os referidos simbolos. Neste caso, o que muda
é unicamente a natureza dos elementos, isto é, a MATERIA; o que
permanece & a estrutura I6gica do grupdide, isto é, a FORMA.
Como teremos ocasido de ir observando, dois dos caracteres essen-
olals da matemética moderna sdo os seguintes:

1) A matemética moderna tem um grau de liberdade muito
superior ao da matemética cléssica.

2) Os universos considerados em mateméatica moderna séo
geralmente definidos a menos de um isomorfismo: o que interessa
é a FORMA (isto é, as propriedades Ilégicas das operagées ou
relagbes consideradas nesses universos) e ndo a MATERIA (isto é,
@ natureza dos entes que constituem o universo).

11. Teoremas sobre isomorfismos. Vamos, agora, formular
a definicdo geral de isomorfismo entre grupéides.

DEFINICAO. Chama-se isoformismo dum grupdide (A, ©)
sobre um grupdide (B, ®) toda a aplicagdo biunivoca f de A sobre
B tal que:

fixey) = f(x) @ f(y) , Vx.yeA

Esta formula também se pode exprimir dizendo que f transforma
® em ®. Se, em particular, ® = ®, diremos que f respeita @. _

Assim, f funciona como um diciondrio, que traduz os factos
relativos ao primeiro grupdide nos factos relativos ao segundo.
Por exemplo, f transforma a operagdo @ iterada na operagdo @ ite-
rada, isto é:

f(a;0a,0..0a,) = f(a,) ¢f(ay) @ ...0f(an)
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quaisquer que sejam n€|N e a,, ... an € A (prove, por exemplo, com
n = 3). Daqui resulta em particular o seguinte:

1) Se ® =+, ® =+, o isomorfismo f traduz o ‘produto por n’
em ‘poténcia de expoente n':

f(nx) = [f(x)]", VxeA, nelN (Prove).

2) Se® = . ® = +, o isomorfismo f traduz ‘poténcia de
expoente n' em ‘produto por n’ (escreva a respectiva férmula e prove).

O que sucede de andlogoquando @ =+, d=+ou@=-+,0=-7
Interessa, agora, demonstrar duas propriedades importantes dos
isomorfismos:

TEOREMA 1. A aplicacdo inversa dum isomorfismo ainda é
um isomorfismo. Mais precisamente: Se f é um isomorfismo de (A, @)
sobre (B, ®), entdo -1 é um isomorfismo de (B, ®) sobre (A, @)

Demonstracéo (1):

Suponhamos que f é isomorfismo do primeiro grupdide sobre
o segundo (hipétese). Vamos provar que f-' é um isomorfismo do
segundo sobre o primeiro (tese).

Sejam u, v elementos quaisquer de B; entdo existem elemen-
tos x, y de A tais que

u="f(x), v=1(y) (Porqué?)

Por outro lado

f(x0y)=udv (Porqué?)

Donde:

xoy=f" (uoV) (Porqué?)

»

(1) Para tornar esta demonstragho mais Intultiva, convém desenhar diagra-
mas a representar A, B, x, y, u, v, eto.
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E, como x = f-'(u), y = f~'(v), vir4, trocando os dois membros da
igualdade anterior:

f-'uov) =f-*(u)ef1(v)

Como u, v sio elementos quaisquer de B, isto quer dizer que f-'
é um isomorfismo de (B, ®) sobre (A, @).

TEOREMA Il. O produto de dois isomorfismos ainda é um iso-
morfismo. Mais precisamente: Se f é um isomorfismo de (A, ©)
sobre (B, ®) e se g é um isomorfismo de (B, ®) sobre (C, ¢),
entdo gf é um isomorfismo de (A, ®) sobre (C, ¢).

Demonstragdo (1):

Suponhamos verificada a hip6tese; vamos provar a tese. Sejam
X, Y elementos quaisquer de A. Entdo, viré:

f(xey) = f(x) o f(y) (Porqué?)
Donde:
glf(xey)] = [a(f(x)] ¢ [a(f(y))]  (Porqué?)
E, portanto:
. (gf) (xoy) = [(gf) ()] ¢ [(gf) (V)] (Porqué?)

Mas isto significa que gf é isomorfismo de (A, ®) sobre (C, ¢).

Ambos estes teoremas sdo de uma extrema generalidade. J4 atras
aplicdmos o teorema | as fungdes logaritmicas.

(1) Conselho anédlogo ao que foi dado no inicio da demonstrag:éb anterior.
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12. Grupdides Isomorfos. Diz-se que um grupdide (A, @)
é isomorfo a um grupdide (B, ®) quando existe, pelo. menos, um
isomorfismo de (A, ®) sobre (B, ®). Por exemplo, o grupéide (iN, +)
é isomorfo ao grupdide (P ,, *), pois que existe o isomorfismo nu2"

do primeiro sobre o segundo. Analogamente, o grupébide (Z, +) é
isomorfo ao grupdide (Z,, +), onde Z, é o conjunto dos nimeros
pares relativos; com efeito, j& vimos que as aplicagdes xuzx' @

xu— 2x sdo isomorfismos do primeiro sobre o segundo (bastava

que existisse um isomorfismo).
Para indicar que o grupéide (A, ®) é isomorfo ao grupéide
(B, ®), escreve-se:

(Ae) =~ (B, o)

A relagdo assim definida entre grupdides é chamada relacdo de
isomorfia (1). Seré esta relagdo reflexiva, simétrica, transitiva? Ser4
uma relagdo de equivaléncia? E f4cil ver que sim:

1. Todo o grupdide é isomorfo a si mesmo.
2° (A 6) ~ (B, @) = (B, @) ~ (A 0)
3° (A, 8) ~ (B, o) A (B, o) ~ (C, ¢) = (A e) = (C ¢)

Tente provar estes trés factos, aplicando os dois teoremas do
nimero anterior e lembrando que lp é um automorfismo de todo
o grupdide (A, ®). Em concluséo:

A isomorfia entre grupdides é uma relacao de equi-
valéncia.

(') Nao confundir ‘isomorfia’ com ‘isomorfismo’. Os isomorfismos séo deter-
minadas aplicagbes entre grupbides. A isomorfia é uma relagdo entre grupbides,
que consiste na possibilidade de definir, pefo menos, um isomorfismo entre os
dois grup6ides dados.
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Assim, em vez de dizer que um grupdide é isomorfo a outro, poderé
dizer-se que os dois grupdides sdo isomorfos (ver pég. 129, 1.°tomo).

Como j& observdmos no nimero anterior, um isomorfismo f
entre dois grupdides funciona como um dicionério que traduz a lingua-
gem do primeiro na linguagem do segundo, e vice-versa, visto que f-1
também é um isomorfismo do segundo no primeiro. Daqui resulta o
geguinte facto muito importante:

PRINCIPIO DE ISOMORFIA. Se os grupdides (A, ®) e (B, @),
sdo isomorfos, todas as propriedades l6gicas da operacdo © sado
verificadas pela operagdo ® e reciprocamente.

Chamamos propriedades l6gicas (ou formais) dum ente qualquer
as propriedades desse ente que se podem exprimir integralmente
mediante conceitos da légica. Por exemplo, o facto de duas rectas
gserem ou ndo concorrentes é uma propriedade l6gica, mas j& o facto
de duas rectas serem perpendiculares ndo é uma propriedade I6gica;
por sua vez, o facto de a perpendicularidade ser uma relagédo simétrica
é uma propriedade légica dessa relagéo.

Analogamente as propriedades comutativa, associativa, etc.,
relativas a operagoes, sdo propriedades Iégicas (ou formais) dessas
operagoes.

O anterior PRINCIPIO DE ISOMORFIA é um teorema que se pode
demonstrar na sua maxima generalidade. Limitar-nos-emos a veri-
ficd-lo aqui em alguns casos particulares, para dar uma ideia do seu
alcance. Suponhamos que (A, ®) é isomorfo a (B, ®) e que a ope-
racdo © é comutativa; segundo o PRINCIPIO DE ISOMORFIA, a
operagdo ® também deve ser comutativa. Vamos provar directamente
este facto:

Designe f um isomorfismo de (A, ®) sobre (B, ®) (existe
um pelo menos; porqué?). Sejam agora u, v dois elementos guais-
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quer de B('). Entdo existem x, ye€A tais que f(x) =u, f(y) =w.
(Porqué?) Ora

X0y=y0®x (Porqué?)
Logo f(x®@y) = f(y®x) e, portanto:
f(x) @ f(y) =f(y) @ f(x) (Porqué?)

ou seja u® v =vaou. Isto prova que ® é comutativa. (Porqué?)
Como exercicio, prove o seguinte coroldrio do anterior principio:

Se dois grupdides sdo isomorfos, e um deles é um semigrupo,
0 outro também é um semigrupo.

Prove agora o seguinte facto, deveras interessante:

O PRINCIPIO DA DUALIDADE LOGICA, quer para valores
légicos (Cap. I, n.° 13), quer para conjuntos (Cap. Il, n° 11), é
um corolério do PRINCIPIO DE ISOMORFIA.

O facto de duas operagdes ® e @ terem exactamente as mesmas
propriedades formais, exprime-se dizendo que os grupébides (A, ©)

e (B, ®) tém a mesma estrutura. Assim, o PRINCIPIO DE ISOMOR-
FIA podia enunciar-se do seguinte modo:

Se dois grupdides sdao isomorfos, tém a mesma estrutura.

O mais curioso é que a reciproca desta proposi¢do também é
verdadeira.

Se dois grupdides tém a mesma estrutura, sdo isomorfos.

(') Convém desenhar um diagrama a representar A, B, u, v, etc.
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Por conseguinte:

Dizer que dois grupdides séo isomorfos equivale

a dizer que tém a mesma estrutura.

EXERCICIOS:

I. Seja @ = @) (U), onde U é um universo qualquer. Prove
que os grupéides (€, N) e (€, V) sio isomorfos.

Il. Seja f= (xux + 1) em IR. Prove que o grupdide multipli-

cativo das poténcias f, f2, ..., f0,... de expoente natural de f é
Isomorfo a IN (chamando muitiplicagdo a composigao de fungdes).

I1l. Prove que os grupéides aditivos IN e INo ndo sdao isomorfos,
atendendo 3 seguinte propriedade vélida em [N:

Vab: atb#a

IV. Prove que (IN, +) nao é isomorfo a (IN,-) atendendo a
seguinte propriedade vélida no primeiro:

a#b=>3dx : a+x=bVYb+x=a
V. Prove que (Z, +) ndo é isomorfo a (INo, +).
13. Elemento neutro dum grupéide. Consideremos um
grupéide (A, ®) qualquer. Diz-se que um elemento v de A é elemento

neutro do grupdide (ou elemento neutro para a operagao ®), sse
verifica a condigdo

uPa=a@®u=a , V acA
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Por exemplo, os grupéides (INo,+) e (INg, * ) t8m como elemen-
tos neutros, respectivamente, os nimeros 0 e 1; este 6 também ele-
mento neutro de (IN, + ), mas j& o grupdide (IN,+) ndo tem elemento
neutro. Por sua vez, os grupéides (.2, A) e (£, V) tém por elementos
neutros, respectivamente, os valores V e F. Também j4 vimos o que
se passa no conjunto @ (U) de todos os subconjuntos dum universo U:
o universo é elemento neutro para a operagao N, enquanto o0 conjunto
vazio é elemento neutro para a operagido U.

Daqui por diante, designaremos por (£ (U) o conjunto de todas
as aplicagées dum conjunto U em si mesmo. J& vimos que (£ (U)
é um grupdide associativo relativamente a multiplicagdo (ou compo-
sicdo). Ora, é evidente que a identidade é elemento neutro deste
grupéide (ver pég. 199, 1.° tomo).

lf=f 1=f V fe(F (V)

(E claro que neste caso | é a identidade em U, ou seja )

Quanto ao grupéide aditivo H, que baptizdmos como ‘BAILADO
DAS HORAS' (exercicio V do n.° 10) é facil ver que também possui
elemento neutro. (Qual é?)

Jé observamos que (IN,+) ndo tem elemento neutro. Muitos
outros exemplos se nos podem apresentar de grupdides sem elemento
neutro (procure por si alguns). Mas, um facto se verifica nos exemplos
anteriores: é que, quando existe elemento neutro, num grupdide,
existe um s6. Sera sempre assim?

Suponhamos que v e v sdo elementos neutros dum grupéide
(A, ©). Entao, sera:

u®v=u (Porqué?), u®v=v (Porqué?)

donde u = v (Porqué?) Assim, em concluséo:

Um grupdide nao pode ter mais de um elemento neutro.
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Nos grupdides aditivos o elemento neutro chama-se, geralmente,
elemento nulo (ou zero). Representéd-lo-emos, em geral, pelo sim-
bolo (0 e, muitas vezes, por O (quando ndo importa confundir com
0 numero 0). '

Nos grupdides multiplicativos o elemento neutro chama-se,
geralmente, elemento unidade (ou s6 unidade). Representd-lo-emos,
em geral, pelo simbolo 1 e, muitas vezes, por 1 (quando néo fizer mal
confundir com o numero 1).

14. Elementos opostos num grupéide com elemento
neutro. Seja (A, ®) um grupéide com elemento neutro, u. Dado
um elemento a de A, diz-se que um elemento a' de A é oposto
de a no grupdide, sse verifica a condigdo

(1) aea’'=a®a=u

Por exemplo, no grupéide (Z,+) todo o elemento a tem oposto,
que é —a. Por sua vez, no grupdide (IR, -) todo o elemento a
diferente de zero tem oposto que é 1/a (ou a-1).

Da anterior definicdo, férmula (1), deduz-se imediatamente que:

I. Se a é oposto de a’, também a’ é oposto de a.

Podemos, entdo, dizer que a e a' sdo elementos opostos do
grupéide (ver pdg. 129, 1.° tomo). Também & imediato que:

Il. O elemento neutro (quando existe) é oposto de si mesmo.

Posto isto:

DEFINICAO. Num grupdide com elemento neutro, um elemento
a diz-se regular, sse existe oposto de a.
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EXERCICIOS:

|. Determine os elementos regulares dos grupéides (IN,+),
(lNo,'*'), (lN, ') e (Z, ')'

Il. Idem para os grupéides (.2, A) e (.2, V).

HI. Idem para os grupéides (@,N) e (€, V), sendo € = P (V)
e U qualquer conjunto.

Consideremos, novamente, o grupéide multiplicativo (£ (U),
sendo U um conjunto qualquer. E evidente que toda a aplicacédo
biunivoca f de U sobre si mesmo é regular, tendo por elemento
oposto a aplicagdo inversa; com efeito (ver pags. 199-200, 1.° tomo):

ff-1=f-1f=1

Serdo esses os unicos elementos regulares do grupdide? Aqui
fica esta pergunta como exercicio para os melhores alunos (1).

Nos exemplos anteriores verifica-se este facto: todo o elemento
regular tem um unico oposto.

Ser4 sempre assim? ‘

Seja (A, ®) um grupdide com elemento neutro, u, e suponha-
mos que a’, a* sdo elementos opostos dum dado elemento a no
grupdide. Consideremos, agora, a expressao

a’® a0 a*
Por hipétese, temos a’® a = a® a* = u. Assim, se for verdade que

(1) a®ala*=(a’®a)®a*=2a @ (a®a),

- (1) Observe que, se existe g tal que fg = gf = |, entdo f(g(y)) =y, VYE U,
0 que mostra que f é sobrejectiva; por outro lado, tem-se g(f(x)) =x, YXE U, e
portanto y = f(x) = x =g(y), V X, y € U, o que mostra que f é /njectiva.
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vird: a’®a@a*=uea*=a eu e, portanto:

a*=a’ (Porqué?)
Ora, (1) seréd verdade se o grupdide for associativo. Assim, em con-
clusdo:

TEOREMA 1. Num grupéide associativo (semigrupo) um ele-
mento nunca pode ter mais de um oposto. :

Nos grupéides aditivos o oposto dum elemento regular a chama-
-8@, geralmente, o simétrico de a e representa-se por —a.

Como exercicio, indique os elementos regulares do grupdide
‘Bailado das Horas' (n.c 70, exercicio V), bem como os respectivos
simétricos.

Nos grupdides multiplicativos o oposto dum elemento regular
a chama-se, geralmente, o inverso de a e representa-se por a-'
(ou 1/a).

Teremos, pois, por definicdo:

aa-1=a-la=1 e a+(-a)=(-a)+a=(0]|,

e, portanto (propriedade 1):

(@-1=al e |-(-a)=a],

para todo o elemento regular a dum grupdide, respectivamente mul-
tiplicativo ou aditivo.

‘Podemos, agora, generalizar o teorema do Cap. IV, n.c 13, em lin-
guagem multiplicativa:

TEOREMA 2. Num semigrupo multiplicativo, o produto de
dois elementos a, b regulares é ainda um elemento regular e tem-se:

(ab)_1 = b-1a—1
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Demonstragéo..

Sejam ab elementos regulares dum semigrupo multiplicativo.
Entdo existem a-!, b-1 e, assim:

(ab) (b-'a-1) =a(bb-")a-" =aa-'=1 (Porqué?)

(b-1a-1) (ab) =b-'(a-'a) b=b-'b=1 (Porqué?)
Logo, ab é regular e tem-se:
b-1a-1 = (ab)-1 (Porqué?)

Traduza este teorema em linguagem aditiva.

15. Divisdo em semigrupos multiplicativos. Acabdmos
de ver o interesse que a propriedade associativa pode ter no estudo
de elementos regulares num grupéide. Para maior comodidade vamos
referir-nos a um semigrupo multiplicativo A, com elemento neutro, 1.
Consideremos 0 seguinte problema:

Dados dois elementos a, b de A, determinar um elemento x de A
tal que ‘

M ax = b

No caso dos nimeros, este problema tem solugdo, se a é regular.
Vamos pois supor, no caso geral, que a2 é um elemento regular do
semigrupo A. Entdo, se existe um elemento x de a que verifica (1),
tem-se:

a-'(ax) =a-'b (Porqué?)
Donde: (a-1a)x=a-'b (Porqué?) Portanto:
(2) x=a-'b (Porqué ?)
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Logo, (1) implica (2). Para ver que, reciprocamente, (2) implica (1),

basta fazer a substituicdo de x por a-'b em (1). Ora tem-se,
efectivamente:

a(a-'b) = (aa-")b =b (Porqué?)

Por conseguinte:
TEOREMA 1. Se a é elemento regular do semigrupo multipli-

cativo A e b um elemento qualquer de A, a equagdo ax =b tem
uma e uma s6 solugdo em A, que é dada por

x=a-'b
De modo anélogo se prova que:

Na mesma hipdtese, a equacdo xa=Db tem uma dnica solucéo
em A dada por

x = ba-1
DEFINICAO. Na referida hipétese, ba-1 e a-1b dizem-se
respectivamente o quociente de b por a a direita e o quociente de b

por a a esquerda.
Por sua vez, as operagoes

-1 " i - 1b
(b,a)uba (b a)ua

sdo chamadas, respectivamente, divisdo a direita e divisdo a esquerda
(operagGes inversas da multiplicagdo).

| 1 2 3 1 2 3
EXEMPLO. Seja a = , b=
2 3 1/ 2 3 2
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1 2 3 1 2 3 1 2 3
Entdo a-'= e ba-1= _ ,a~b=
3 1 2 2 2 3 1 Z 1

Tem-se, neste caso, a-'b # ba-'. Porém:

TEOREMA 2. Se a € regular e permutével com b, também
a-' é permutdvel com b, isto é, a-'b = ba-".

Demonstracéo:

Seja a regular e permutavel com b. Entdo:
aba-1 = (ab)a~"' = (ba)a-!' =b(aa-1) = b (Porqué ?)

Portanto, aba-1 = b. Daqui, multiplicando a esquerda por a-1,
vem:

a-'(aba-') =a-1b
Donde:

ba-1=a-1b (Porqué ?)

DEFINICAO. Se b é regular e permutével com a, o elemento
ab-1( = b-'a) chama-se quociente de a por b e representa-se por
qualquer das notagoes:

a
B e 'b
a/ B ou a

Portanto, em particular, se o semigrupo A é comutativo a divisdo
& direita coincide com a divisdo a esquerda (a multiplicac8o tem, neste
caso, uma Unica operagao inversa).

Observe-se que, neste caso, dividir um elemento por outro equi-
vale a multiplicar o primeiro pelo inverso do segundo (em qualquer
ordem). Por exemplo, dividir o nimero 6 por \/E equivale a multiplicar

44



OOMPENDIO DE MATEMATIOA

6 por 1/\/"2~; dividir 2/3 por 3/6 equivale a multiplicar 2/3 por 5/3
(Inverso de 3/5), etc.

TEOREMA 3. Se a, b, ¢, d s§o permutéveis entre si e se b, d
sdo regulares, tem-se:

(N b d bd

Demonstragdo:

Suponhamos verificada a hip6tese. Entéo, vird (justifique todas
as passagens):

(ab-1) (cd-1) =a (b-'c)d-'=a(cb-")d"-1
= (ac) (b-1d-") = (ac) (bd) -1

Donde: (a/b) « (¢/d) = (ac) / (bd), ou seja (1) (Porqué?)

COROLARIO 1. Se a, b, ¢ sdo permutéveis entre si e se b, c
sdo regulares, tem-se:

o

8 _3  (Porqué?)
b c

COROLARIO 2. Se a, b, c, d sdo premutéveis entre si e b, c, d
séo regulares, tem-se:

ou sefa, em notagcédo uniforme:

(a/b) / (c/d) = (ad) / (bc)

45



J. SEBASTIAO B BILVA

Para a demonstragéo, basta aplicar o teorema 3 e a definigdo
de quociente, notando que (teorema 2 do n.°c 14):

(c/d)-1 = (cd-1)-1 = (d-")-'¢c-1 =dc-1 = d/c

Todos estes resultados se podem traduzir em linguagem aditiva,
mas disso trataremos mais adiante.

EXERCICIOS:

A 2 3 4 _ (1 2 2 4
. SendoS—(2 3 2 1>eT—\<4 3 1 2>,

calcule os quocientes de S por T 3 direita e a esquerda.

Il. Sendo f(x) = x2 e g(x) = 1/(x~-1) calcule os quocientes
de f por g a direita e a esquerda, chamando ‘multiplicagdo” @ com-
posi¢cdo de fungdes.

lll. Sendo ¢ (x) = x3 e ¢ (x) = x5, mostre que existe ¢/ e
calcule este quociente, chamando ‘multiplicagdo’ 8 composi¢do de
funcdes.

1 2 3 1 2 3 :
V. Sendoa:(2 1 2>eb=(2 2 1>,determ|ne

todas as solugbes da equagdo ax =b. Como se explica que esta
equacao tenha mais de uma solugdo?

16. Poténcias de expoente nulo ou negativo. Seja ainda A
um semigrupo multiplicativo com elemento neutro. Da propriedade
do produto de poténcias da mesma base (pdg. 20) e dos resul-
tados anteriores, deduz-se o seguinte:

COROLARIO. Sem, n €IN e m> n, entdo:

~— = aM-N_ para todo o elemento a regular de A.
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Demonstragéo:

Suponhamos verificada a hipétese. Entdo am = am-n. an, (Por-
qué?) Logo aM/ah = am-n, (Porqué?)

Para que esta regra se possa estender ao caso m< n, é necessé-
rio generalizar o conceito de poténcia ao caso do expoente nulo ou
negativo (inteiro). Assim, para que possa ser sempre am/am = gMm-m,
deveremos admitir, por definicdo, a® =1, visto que aM/am=1 e
m - m=0. Teremos, pois:

DEFINICAO. a°® =1, se a é regular em A ().

Posto isto, para que possa ser sempre a®/a" = a°-", como
a®=1 e 0-n=-n, deveremos admitir, por definicdo, a-® = 1/a",
Teremos, pois:

DEFINICAO. Para todo o n €N,

1
an=(ah) 1= an” se a é regular em A.

Assim, no caso em que a € um elemento regular de A, fica
definido o conceito de poténcia a", qualquer que seja n € Z (positivo,
negativo ou nulo). E é fécil verificar (como se fez no 4.° ano no
caso em que a é um numero # 0) que se mantém as anteriores pro-
priedades das poténcias, a0 adoptar 0 novo conceito.

1 2 3
2 3 1

e verifique que f-2 =14, -3 =13 = {0,

EXERCICIOS. — I. Sendo f=< ) . cafeuls §-2 §-3

Il. Sendo f= (xux-1), com x € IR, calcule f2, fo, -1, f-2

e prove que se tem fM=f", sse m=n, V m, n € Z (chamando
‘multiplicagdo’, neste caso, a composi¢do de fungdes). Prove que o
grupdide das aplicagdes f", com neZ é isomorfo a Z.

(') Note-se que ndo podemos escrever 0° =1 em Z.
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NOTA. Quando f é funcéo real, f" também pode designar a
fungdo definida pela férmula f'(x) = [f(x)]". Para evitar confusdes,
designa-se algumas vezes pela notagdo foN a poténcia n do opera-
dor f no sentido anterior.

17. Radiciacdo em semigrupos multiplicativos. Conti-
nuamos a supor que A é um semigrupo multiplicativo, com elemento
neutro 1. Consideremos o seguinte problema:

Dados um elemento a de A (qualquer) e um numero n €N,
achar um elemento x de A tal que

EXEMPLOS —I. Seja n=2, a=9. Entdo o problema tem uma
solugdo Unica em |IN (x=3) e duas solugbes em Z (x;=3,
X, ==—3).

ll. Sejan=2, a=2. Entdo o problema nao tem solugdo nenhuma
em [N, nem sequer em (Q (conjunto dos nimeros racionais). Mas
tem uma solucdo unica em IR*, que é um ndmero irracional
representdvel por uma dizima infinita nao periddica, e tem duas
solugbes simétricas em IR (ver Compéndio de Algebra, 6.° ano,
Cap. I, n.os 16, 18, 25 e Apéndice 1) (1).

lll. Seja n=2, a= - 9. Neste caso o problema nédo tem solu-
cdo em |R. (Porqué?)

IV. Seja, agora, A o semigrupo das aplicagbes do conjunto
{1, 2, 3,4, 6} em si mesmo. Tomemos entdo n=3 e

(1) Refere-se o autor ao Compéndio de Algebra aprovado ao tempo, po-
dendo hoje ser consultados diversos livros que tratam do assunto (N.doE.).
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Neste caso, § facil observar que o problema tem 9 solugbes,
entre as quais:

1 2 3 45 6 1 2 3 4 5 6
x1= ,X2=a, X3=
2 345 61 6 1 2 3 45

DEFINIGAO. Qualquer solugdo x da equagio x™ = a (se existe
pelo menos uma em A) é chamada raiz de indice n de a. Se existe
uma unica solugdo dessa equacdo em A, represents-la-emos por

n S ~ n P Ed »
v a. Neste caso a expressdo V'a chama-se radical (a, o radicando;

n o Indice da raiz) e a operacéo (n, a)un;/ ‘a é chamada radiciagéo.

Ter-se-4 pois, por definigdo, neste Gltimo caso:
n,— n,—\n:
a=1(x"=a) e portanto (Va) =a

Verifica-se este caso se A =I|R™, quaisquer que sejam acA
e neiN (ver Compéndio de Algebra, 6.° ano, Cap. 1, n° 25:
para a hipétese A = IR, ver Cap. lll, n.c 1) ().

18. Poténcias de expoente fraccionario. Seja ainda A um
semigrupo multiplicativo com elemento neutro, 1. Da propriedade
relativa ao produto de poténcias da mesma base reduz-se o seguinte

COROLARIO: (aMn=aM", VY aecA;m, nelN.
Demonstragao:

Tem-se:
(n vezes) (n vezes)

(amn =am. . .aM=gm+e..o+m = gmn

Esta propriedade generaliza-se facilmente ao caso em que m,n
séo elementos quaisquer de Z.
Suponhamos agora verificada a seguinte

HIPOTESE: Quaisquer que sejam acA e nelN, a equacdo
XN = a tem uma solugcdo dnica em A.

(') Ver nota da pég. 48.
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Segundo a definiglo anterior essa soluglo é representada por

nt/ a. A hipdtese verifica-se, por exemplo, quando A = IR¥.

Posto isto, sejam m,n dois niimeros naturais quaisquer e designe-
mos por r o numero racional m/n. Se m ndo é multiplo de n, r é
um numero fraccionério. Que significado atribuir entdo ao simbolo a'?
O significado deve ser tal que se mantenham as anteriores proprie-
dades das poténcias. Assim, em particular, deverd ser (a")" =a™ e,
como r = m/n, vird sucessivamente rn = m,

n o X
(8" =a™M e portanto a' = ya™ (Porqué?)

Deveremos, pois, adoptar a seguinte

DEFINICAO:
i) .

an =r;/a , VaeA ; mnelN

E fécil ver, como se fez no 4.° ano ('), que o valor da poténcia
de expoente m/n de a dado por esta definicdo é Unico, isto é, que:
mom
= anh =agn’

L

3

L4

m
n

=)

Em particular, se m/n é inteiro, o valor obtido é a pot8ncia usual.
Mais ainda, pode verificar-se que todas as anteriores propriedades
das poténcias se mantém, com a referida definigéo.

Finalmente, se a é regular em A, define-se poténcia de expoente
fraccionédrio negativo, como se fez para o expoente inteiro negativo:

L. 1 1
n = = , YVaeA ; mnelN

- am/n n‘/am

E mais uma vez se verifica que as propriedades das poténcias se
mantém com a nova defini¢ao.

(')  Corresponde ao actual 2.° ano do ensino secundério (N. do E.).
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19. Conceito de grupo; grupos de aplicagbes. Chama-se
grupo qualquer grupdide associativo (A, ®), que tenha elemento
neutro e em que todo o elemento a seja regular(‘). Assim, por
definicéo, todo o grupo serd um semigrupo (grupéide associativo),
mas nem todo o semigrupo serd um grupo.

Por exemplo, Z é um grupo (comutativo) relativamente a adigéo,
mas ndo é um grupo relativamente a multiplicagédo (embora seja um
semigrupo multiplicativo). Por sua vez, (Q1 (conjunto dos nimeros.
racionais positivos) é um grupo relativamente & multiplicacdo, mas
néo relativamente a adicdo. (Porqué?) Finalmente (Q (ou IR) é um
grupo aditivo, mas ndo um grupo multiplicativo. (Porqué?)

Da defini¢cdao e do teorema 1 do n.° 15 (2), resulta imediatamente
0 seguinte:

Se (A, ®) é um grupo, cada uma das equacédes
a®x=b, y®@a=b,
tem uma solucdo unica em A, quaisquer que sefam a, b € A.

r'd

Exprime-se este facto dizendo que a operagdo ® é reversivel.

Posto isto, chama-se grupo de aplicacées todo o grupdide @
de aplicagdes biunivocas dum conjunto U sobre si mesmo que
verifique as duas seguintes condicgdes:

1) Ie@;

2) se fe{, também f-1eg.
Imediatamente se reconhece que, nesta hipdtese, Q é de facto um
grupo; éegundo a definicdo geral anterior.

Em particular, serd um grupo o conjunto de todas as aplicacdes biu-
nivocas de U sobre si mesmo (grupo simétrico ou grupo total sobre U').

OUTROS EXEMPLOS E EXERCICIOS:

I. ~Verifique se o grupdide aditivo H (Bailado das Horas) é ou
nao um grupo.

(') Subentende-se que o conjunto A nao é vazio.
(2) Este teorema foi enunciado e demonstrado em linguagem multiplicativa,
mas a sua tradugao para um grupdide (A, ®) qualquer ndo oferece dificuldade.
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3

Il. Consideremos um tridngulo
equilatero de vértices 1, 2, 3. Os
deslocamentos do plano (') que apli-

\ cam este tridngulo sobre si mesmo

sao, como é f4cil ver, as simetrias
em relagcdo as medianas do tridngulo
e as rotagcOes de 120°, 240° e 360°
em torno do centro. Estes deslocamentos sdo definidos pelas seguin-
tes aplicagdes:

1 2 3 1 2 3 /1 2 3 1 2 3
2 1 5/ 321/ 1 3 2/° 2 31/
1 2 3 1 2 3
31 2/)° 1 2 3

que formam o grupo simétrico sobre {1, 2, 3 }.

(OISR, * (R p——
/\

lll. Consideremos um quadrado de vértices 1, 2, 3, 4. Os deslo-
camentos que aplicam este quadrado
sobre si mesmo sdo dados pelas se- ¥ 2
guintes aplicagOes: N

1 234\ /1234 PR
PAAS
2 1 4 3 4 3 2 1 /E\
i
1234\ /1234 & 1N
1
1 4 3 2 3 21 4 e o
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
2 3 4 1 3 41 2 4 12 3 1 2 3 4

que formam um subgrupo do grupo simétrico sobre {1, 2, 3, 4}
(grupo do quadrado).

(') Usamos aqui a palavra ‘deslocamento’ no sentido intuitivo usual.
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IV*. Determine o grupo do recténgulo e o grupo do Josango
a seguir representados, definindo cada elemento do grupo por uma
aplicagéo de {1, 2, 3, 4} (subgrupos do grupo do quadrado).

b e o = e —
|
!
i
|
}
i
I
:
w

Mostre que estes dois grupos sdo isomorfos.

V*. Quantos elementos tem o grupo do tetraedro regular? E o
grupo do octaedro regular?

VI*. Imagine um mosaico formado por octégonos e quadrados
a cobrir todo o plano. Os deslocamentos do plano que ndo alteram
este mosaico formam um grupo infinito. Indique alguns desses deslo-
camentos nao incluidos no grupo do quadrado de vértices 1, 2, 3, 4.
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Vil*. Demonstre que os automorfismos dum grupéide formam
um grupo. Verifique que o grupo dos automorfismos do grupéide
(A, ®) considerado no exemplo inicial do n.c 4 é isomorfo ao grupo
do tridangulo equilatero.

NOTA. A teoria dos grupos aplica-se em vérios dominios da
matemética e da fisica, e ainda em quimica, cristalografia, etc. Foi
o grande matemaético francés Evaristo Galois quem primeiro pds em
evidéncia a importédncia do conceito de grupo de transformacoées,
ao estudar o problema da resolubilidade algébrica de equacdes
(ver Compéndio de Algebra, 7.° ano, NOTA HISTORICA do
Cap. XXI)(1).

20. Quase-grupos; quadrados latinos*. Chama-se quase-
-grupo todo o grupoide (A, ®) cuja operacdo ® é reversivel, isto é,
tal que cada uma das equacées

a®ex=b , y®a=>b

tem uma solucdo unica em A, quaisquer que sejam a, b eA (2).

E 6bvio que todo o grupo é um quase-grupo, mas a reciproca
ndo é verdadeira. Por exemplo, facilmente se reconhece que o gru-
péide considerado no exemplo inicial do n.° 4 é um quase-grupo
comutativo, mas ndo um grupo, pois nao tem elemento neutro. Ana-
logamente, se designarmos por ® a operacdo que faz corresponder a
cada par (a, b) de pontos do espago ordinéario E o ponto ¢ tal que b
é o ponto médio do segmento ac, vé-se que (E, ®) é um quase-grupo
ndao comutativo. Tem-se, porém: i

(') Ver nota da péag. 48.
(2) Subentende-se que o conjunto A ndo é vazio.
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TEOREMA. Um quase-grupo é um grupo, sse for associativo.
Demonstragao:

Seja (A, ®) um quase-grupo. Se (A, ® é um grupo, entdo é
associativo (por definigéo‘ de grupo). Suponhamos agora, recipro-
camente, que (A, ®) é associativo e seja ¢ um elemento qualquei'
de A. Entdo existe um elemento u de A tal que ¢ ® u = c. (Porqué?)
Vamos provar que se tem a® u = a, Va € A. Com efeito, dado arbi-
trariamente a <€ A, existe b tal que b ® c =a (porqué?) e, assim:

a@u=(b®c)®u=b@)(c®u)nb®c=a

Analogamente, se prova a existéncia de um elemento v de A tal
que v@a=a, VacA. Entdo, sera vAu=u, vl Uu =V e, portanto,
u = v, o que prova a existéncia do elemento neutro em (A, ®). Final-
mente, para cada elemento a de A existe um elemento a' de A tal
que a®a’ =u e um elemento a* tal que a* ® a =u; e mais uma vez
se prova (como no n.° 14) que a’ = a*. Logo, todo o elemento de A
é regular e portanto (A, ®) é um grupo g.e.d.

Verifica-se, pois, a seguinte hierarquia entre os conceitos de gru-
péide, semigrupo, quase-grupo e grupo:

grupdides

semigrupos

Existem grupéides que ndo sdo semigrupos nem quase-grupos. Tal
é, por exemplo, o grupéidé (.2, = ), que ja vimos ndo ser comutativo
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nem associativo e em que a equagéo (x = V) = F néo tem solugéo.

Outro exemplo: seja A = IN e designemos por P a operacdo (a, b)uab

(potenciagdo) isto 6, ponhamos a Pb = ab, V a, b € IN; entdo (IN, P)
é um grupd6ide, mas facilmente se reconhece que P ndo é associativa,
nem comutativa, nem reversivel. ‘

+ J&4 sabemos que a operagao dum grupdide finito (ndo excessiva-
mente numeroso) pode ser dada por uma tabela de duas entradas
(ver exemplos dos n.os 4 e 10). Consideremos, por exemplo, a operagio
¢ definida pela tabela junta.

X @ Y

\y a | b | ¢ | d
Rl )

a b a d c

b c d a b

c a c b d

d d b c a

O conjunto {a, b, ¢, d}, munido da operagdo ¢, é manifes-
tamente um grupdide. Note-se, por outro lado, que as correspon-
déncias aoy, boy, coy, d sdo, respectiva-

YU PY. Vu Y. Yu Y. Y Py p
mente, as aplicagoes

ab c d abocd a b c d abc d
badc/’ cdab/’ acbd/ d b ¢ a
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todas blunivocas. Analogamente, as correspondéncias xuxqa a,
xuxcp b, xuxq:c, xuxcp d sdo as aplicagOes
abcd abcd abocd a b cd

b cad/ " \adcb/ \daboc/ \cbda

também todas biunivocas. Ora isto significa, por um lado, que, no
quadro dos resultados da operagéo, cada um dos elementos do con-
junto figura uma unica vez em cada linha e uma dnica vez em cada
coluna; e significa, por outro lado, que a operagdo é reversivel e, por-
tanto, o grupdide é um quase-grupo.

Chama-se quadrado /atino todo o quadro, como o anterior, formado
por simbolos dispostos num certo nimero de linhas e num igual
ndmero de colunas, de tal modo que cada um dos elementos designa-
dos por esses simbolos seja indicado uma (nica vez em cada linha
e uma unica vez em cada coluna.

Em todas as tabelas dos quase-grupos atrds referidos vemos
quadrados latinos (os quadros dos resultados). Seréd sempre assim?
E a reclproca serd também verdadeira?

Aqui fica o seguinte problema para os melhores alunos:

Provar que o grupdide definido por uma tabela é um quase-grupo,
se e s6 se o quadro dos resultados for um quadrado Iatino.
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Sugestdo: provar primeiro que, num grupéide (A, ®) a operac8o ®
é reversivel, sse sdo verificadas as duas condigdes: 1) para todo
0 Xo €A, a correspondéncia yuxo ®y é uma aplicagdo biunivoca

de A sobre A; 2) paratodo oy, € A, acorrespondéncia x ux (ORY

é uma aplicacao biunivoca de A sobre A.

NOTA. A teoria dos quadrados latinos (e, portanto, a dos quase-grupos)
é fundamental em métodos estatisticos, relativos ao planeamento de experién-
cias ciéntificas (no campo da biologia, da medicina, da agronomia, etc.). A
teoria dos quase-grupos tem, ainda, outras aplicagdes.

21. Médulos.  Chama-se mddulo todo o grupo aditivo, em
que a adicdo é comutativa. Por exemplo, sdo médulos os conjuntos
Z, (Q e IR (relativamente 3 adigdo usual), mas ndo os conjuntos
IN, (Q+ e IRt (estes sdo apenas semimddulos). Outro exemplo de
médulo é o grupbide a que chamamos ‘Bailado das Horas'.

Por tradugdo da linguagem multiplicativa em linguagem aditiva
os teoremas e definigées dos n.°s 14, 15 e 16 fornecem varios teoremas
e definicoes em moddulos.

Assim, seja M um médulo. Entdo, dados dois elementos a,b
quaisquer de M existe sempre um e um sé elemento x de M tal que

a+x=x+a=>b

e que é x=b + (—a). Este elemento chama-se diferenga entre b
e a e representa-se por b—a; em particular —a = (0 — a. A operagao
(b,a)ub—_a chama-se subtracgdo (b o aditivo e a o subtractivo).

Assim, subtrair a um elemento outro elemento equivale a adicio-
nar ao primeiro o simétrico do segundo. Por exemplo, subtrair a 5 o
nimero 7 equivale a adicionar a 5 o ndmero —7.

Por sua vez, do teorema 2 do n.° 14, vem:

—~(a+b) = (-a) + (-b)=—-a-b, VabeM.
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Por outro lado, a nogéo de ‘poténcia a™ dé lugar & nogéo de ‘pro-
duto na’, para todo o neZ e aeM. Como "’ se traduz por ‘(0
e ‘inverso’ por 'simétrico’, teremos:

a° =1 traduz-se por | O-a= (0| (DEFINIGAO)

a-n = (ah)=1 traduz-se por | (—n)a=-(na)| (DEFINICAO)

Por sua vez as propriedades das poténcias
am+n =gMm, gn " (ab)n = ghpn ’ (an)m = ghn
traduzem-se, respectivamente, nas seguintes:

1) (m+n)a=ma+ na (distributividade a esquerda)
2) n(a+b) =na+nb (distributividade & direita)

3) m(na) = (mn)a (associatividade)

sendo m,n elementos quaisquer de Z e a,b elementos quaisquer de M.’

~ NOTA: Né&o esquecer que, na propriedade 2), intervém a comutatividade
da adigdo (ver teorema Il do n.° 9).

Em particular M pode ser o préprio médulo Z. Neste caso, as
definigdes

0+a=0, (-n)a=-(na)
fornecem as regras usuais da multiplicagdo em Z. Por exemplo:

(-3) xb=-(3 xb)=-15,
e A=) .‘>< (-5) = —[3 x (=B)] =~ (-15) = 15, etc.
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Estas regras foram, pois, escolhidas de modo que se mantivessem
as propriedades anteriores, em especial a distributividade.

22. Poténcias de expoente irracional dum nimero posi-
tivo (estudo intuitivo). A teoria dos niimeros reais serd feita com
rigor num outro capitulo. Entretanto, convém introduzir mais algumas
nogdes referentes a nimeros reais, de modo intuitivo, como se tem
feito em anos anteriores. S6 mais tarde trataremos de as apresentar
com rigor. '

Em tudo o que se segue, vamos supor que a é um nidmero
real > 0O (isto é, a€|Rt) e diferente de 1.

Posto isto, demonstra-se o seguinte teorema ():

Ser> s, tem-se a" > a® ou a' < a8, conforme a> 1 oua< 1.

Mais sugestivamente, este facto pode ser assim enunciado:

Quando o expoente duma poténcia a* aumenta, a poténcia
aumenta se a > 1 e diminui se a < 1.

Estamos aqui a supor que x s6 toma valores racionais (posi-
tivos, negativos ou nulo), pois que, até agora, s6 definimos ‘poténcia
de expoente racional’. Pois bem, a nogdo de poténcia de expoente
irracional de a deverd ser definida de modo que a propriedade anterior
continue a ser verdadeira. .

Consideremos, por exemplo, a expresséo 10‘/3. Que significado
atribuir-lhe?

O nidmero /3 é irracional; mas nés sabemos achar tantos algaris-

(') A demonstragdo, dispensével nesta fase Intuitiva, poderd ser vista no
Compéndio de Algebra, 7.° ano, Cap. Xil, n.° 2 — (Ver nota da pdg. 48 — N. do E.)
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mos decimais, quantos quisermos, da dlzima infinita que representa
este nlimero. Assim, até & 5.2 ordem decimal, temos:

V3 =1,73205...

Esta dizima fornece uma sucessao de valores aproximados por defeito
e uma sucessdao de valores aproximados por excesso do nuamero
irracional /3 |

(M 1,7; 1,73; 1,732; 1,7320; 1,73205;

(1) 1.8; 1,74; 1,733; 1,7321; 1,73206;

A cada uma destas sucessoes vai corresponder uma sucessao de
poténcias de 10 de expoente racional:

(2) 107, 101.73, 101,732, 101.7320, 10173205
(2') 10%.8, 10%.74, 101,733, 101.7321, 10173206,

Como se trata de expoentes racionais, j& conhecemos o signi-
ficado destas expressdes. Por exemplo (1):

1732 ——

132 4000

1006 \/ 1732
101.732=10 = 10

Ora, cada termo da sucessdo (1) é inferior (ou igual) ao
termo seguinte. Logo, em virtude da propriedade anterior, 0 mesmo
acontece com a sucessao (2). Por sua vez, cada termo da sucessao
(1°) é superior (ou igual) ao termo seguinte e, portanto, 0 mesmo
acontece com a sucessao (2°).

(') Sobre a maneira de calcular estas expressdes, ver a NOTA no fim
deste numero.
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Mas /3 & superior a todos os termos da sucessdo (1) e inferior
a todos os termos da sucessado (1°):

1.7<173<1,732< ...< V3 < ..<1733<1,74< 1,8

Logo, para que continue a ser valida a referida propriedade, o

valor de 10V 3 devers ser um nimero superior a todos os termos da
sucessdo (2) e inferior a todos os termos da sucessdo (2'), isto é:

107 < 10173 < ... < 10V° < .. < 10174 < 1018

Mas, prova-se que existe um unico numero real L nestas condi-
¢oes, isto é, compreendido entre as duas sucessdes, porque a diferenga
entre os termos da segunda e os da primeira se pode tornar inferior
a qualquer unidade decimal, isto é, inferior a 0,1, a 0,01, a 0,001, etc.

Logo, 10‘/ % 6 pode ser esse nimero L. Tomaremos, pois:
10V2 =L (por definiggo).

; N : 3

No seguinte quadro indicam-se os sucessivos valores de 10‘/ ’

por defeito e por excesso, correspondentes aos valores aproximados
de /3 considerados:

X 10X X 10%
1,7 50,119 ... 1.8 63,096 ...
1,73 53,103 ... 1,74 64,966 ...
1,732 53,951 ... 1,733 64,086 ...
1,7320 | 53,951 ... 1,7321 | 63,963 ...
1,73205 | 53,957 ... 1,73206 | 63,968 ...

Como se vé, tem-se 53,957 < 10‘/? < 63,968 e nlo sabemos
ainda, ao certo, se o algarismo das milésimas, da dizima representativa
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de 10‘/ 3,67 ou 8. S6 ficamos, portanto, a conhecer essa dizima, por
enquanto, até & ordem das centésimas:

10V % =5395 ...

Se quiséssemos determinar outros algarismos dessa dizima, teriamos
de tomar valores de x mais préximos de ¢/ 3 e calcular os valores
correspondentes de 10*, com mais algarismos decimais.

Posto isto, as consideracdes que fizemos para a expressao 10 V'
entendem-se, mutatis mutandis, para qualquer expressdo da forma
al em que a é um ndmero positivo diferente de 1 e v um ndmero
irracional positivo. Se a < 1, a Unica diferenca essencial esta em que
os valores aproximados da poténcia variam em sentido inverso dos
valores do expoente, segundo a propriedade anterior.

Finalmente, se v é um ndmero irracional negativo, o seu simé-
trico, u"=u, é um numero positivo, e definiremos a poténcia auy
como se fez para o caso dos nimeros racionais negativos:

aU=a-U'=——

NOTA. O célculo dos valores de aX para valores racionais de x obriga a
fazer extraccdes de raiz de indices cada vez maiores, 0 que se torna muito
laborioso por processos elementares. Havemos de ver mais tarde que, para o
célculo de sucessivos valores aproximados, poderfamos limitar-nos a sucessivas
extracgbes de raiz quadrada. Por outro lado, veremos também como o uso de
tdbuas de logaritmos permite obter rapidamente raizes de qualquer indice, porém
com um grau do aproximacao limitado pelo niimero de decimais de tdbua utilizada.

23. Funcéo exponencial de base a. Continuamos a supor
que a é um nuimero positivo diferente de 1. Com as defini¢es ante-
riores, a fungdo x uax (fungdo exponencial de base a) acabou

por ser estendida ao conjunto IR de fodos os nimeros reais. Recorde-
mos que esta funcdo, primeiro definida em [N, tinha sido estendida a Z
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(ver n.°c 16) e depois a (Q (ver n.° 18). Por exemplo, com a =2,
tem-se em Z a fungédo:

, —n, =8 =2, =1, 0, 1, 2 3, ... n,
| I l
A - S b b A
—-1— ! L L 1, 2, 4, 8 2n
v onr e gr o ar o 1 2.4 8 ., ’

Passando depois a (Q, tem-se, por exemplo, no intervalo [2,3]:

2 2,1 2,2 2,3 2,9 3
| ! j
s \o2# ez V2B . \a» g

e, analogamente, para outros expoentes racionais. Finalmente, passa-
-se a IR, como foi indicado no nimero anterior. Entdo 2X (ou mais
geralmente aX) passa a representar uma aplicagdo do conjunto IR
no conjunto \R™, visto que, como se v8, os valores das poténcias de a
s40 sempre numeros positivos.

Mais ainda, prova-se que todas as propriedades usuais das potén-
cias se mantém com a definicdo de poténcia de expoente irracional.
Assim, tem-se:

. au.a¥=autv
Il. a¥eby = (ab)y V u velR; a, belRt

. (a4)Vv = a4wv

Finalmente, prova-se que é mantida, efectivamente, a proprie-
dade indicada no numero anterior, que serviu de fundamento 3 defi-
nigdo de poténcia de expoente irracional. Essa propriedade pode,
agora, enunciar-se do seguinte modo:

A funcdo ax é crescente ou decrescente conforme a > 1
oua<i1.
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E claro que também podemos definir aX com a = 1. Mas, neste

caso, tem-se aX =1, Vx €IR.
Quanto & representagdo gréfica destas fungées, ver Compéndio

de Algebra, 7.° ano, pag. 238 ().

24. Funcédo logaritmica na base a. Continuamos a supor a
positivo # 1. J4 vimos que a expressdo aX representa uma aplicagdo
de IR em IR™. Ora, essa aplicacdo é bijectiva, isto é, uma aplicacéo
biunivoca de IR sobre IRT. E isto o que se afirma no seguinte

TEOREMA: Para todo o numero positivo y, existe um (e um sd)
numero real x, tal que

ax=Y (supondoa>0,a# 1)

O mesmo pode ser expresso simbolicamente como se segue:

VyelRt, 3" xelR:aX=y

Para dar uma ideia de como se pode demonstrar este teorema,
suponhamos, por exemplo, a=10, y = 2. Procura-se, pois, um ndmero
x tal que

(1) 10* =a
Comecemos por notar que
10°<2< 10"
Entdo devera ser 10° < 10x < 10", em virtude de (1), e portanto

0 < x<1. (Porqué?)
Experimentando, agora, os expoentes 0,1; 0,2;...0,9, vé-se que

1093 o2 2 = 10 %3

(') Ver nota da péag. 48.
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Para o reconhecer, basta elevar os trés membros & 10.* poténcia,
0 que dé

1000< 210 (=1024) < 10000
Entdo, deverd ser 1093 < 10X< 1094 ¢, portanto:
03<x<04

Experimentando, agora, os expoentes 0,31; 0,32, ... vé-se, de modo
anélogo, que 100,302 < 10093" g, portanto:

0,30 <x< 0,31

Procedendo assim, sucessivamente, podemos determinar tantos
algarismos, quantos quisermos, duma dizima infinita

0,30103... ,

que representa um ntimero real A. Ora, segundo as consideragdes
do n.° 23, atendendo a que a fungdo exponencial de base 10 é
crescente (n.°c 24), a poténcia 10* deverd estar situada entre os
termos das duas sucessées:

100.3, 100.30, 100,301 1003010 1(Q0,30103

100.4, 100,31, 100,302, 100,3011, 1(Q0,30104

Mas, o nimero 2 também esté situado entre as duas sucessoes.
Como s6 pode haver um nimero nessa situagéo, teré de ser, portanto:

10A =2
Portanto, o nimero x procurado existe e s pode ser:
A =0,30103...
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O teorema torna licita a seguinte

DEFINICAQ: Chama-se logaritmo dum nudmero positivo y na
base a (positiva # 1) o numero real x tal que

aX =y
Escreve-se, entdo: x =logay, isto &, logay = ix(ax = y).

Em concluséo:

A expressdo aX define uma aplicacdo biunivoca de IR sobre IRt
cuja inversa é a fungcdo logy. Ter-se-4 pois (n.c 12, pag. 199, 1.°
tomo):

log_x
a 2a" = x VxelR*; logzaX=x, VxeIR

Por exemplo, tem-se:

logs 64 = 3, visto que 43 =64

.
3

1 . -0,6
logy5 = — 0,5, visto que 9 =

L
V9

Nestes exemplos, o logaritmo é um nidmero racional. Porém, os
casos mais frequentes e de maior interesse sdo aqueles em que o
logaritmo é um ndmero irracional. Por exemplo, prova-se que log, ,2
(atras considerado) é um ndmero irracional, e analogamente para o
logaritmo na base 10 de qualquer outro nimero inteiro que ndo seja
uma poténcia de expoente inteiro de 10.

Notemos, ainda, o seguinte facto: por ser sempre

a°=1, al'=a,
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tem-se, em virtude da definigéo:

loga1 = 0; logaa =1

isto é: o logaritmo de 1 é zero e o logaritmo da base é 1, qualquer
que seja a base.

- Designemos, agora, por f a fungao exponencial de base g, isto §é,
ponhamos:

f(x) =aX (em IR)

Entdo f 6 uma aplicacdo biunivoca de IR sobre IRT e a pro-
priedade a¥+V = aUaV escreve-se:

f(u+v) =f(u) - f(v), Vu,velR.
Ora, estes factos exprimem-se dizendo (n.°s 10 e 11):

A fungédo exponencial x\Jax é um isomorfismo do grupo aditivo

IR sobre o grupo multiplicativo IR,

Assim, esta funcdo traduz toda a linguagem aditiva de IR na
linguagem multiplicativa de IR*. Por sua vez, do teorema | do n.c 11
e do que precede, resulta imediatamente:

A funcéo logas é um isomorfismo do grupo multiplicativo IR+
no grupo aditivo |R.

Assim, a fun¢a@o logaritmica traduz toda a linguagem multipli-
cativa de IRt na linguagem aditiva de IR:
loga (U= v) = logau + logav |
u
loga = logau — logav

VuvelRT
logauv = v logy u
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Para complementos e exercicios sobre a funcgdo logaritmica
(excepto no que se refere a limites e continuidade), ver Compéndio
de Algebra, 7.° ano, Cap. Xil, n.cs 9 e seguintes ().

Sobre logaritmos decimais, ver Cap. XXIIl do mesmo Compéndio.

(') Ver nota da pég. 48.
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CAPITULO VI

ANEIS E CORPOS. NUMEROS COMPLEXOS.
ALGEBRAS DE BOOLE

1. Conceito de anel. No capitulo anterior apareceram-nos
vérios exemplos de conjuntos em que sdo consideradas, ao mesmo

tempo, duas ou mais operagdes. Nesses casos, porém, as operacoes
foram, em geral, estudadas separadamente e ndo nas suas possiveis
interligacdes. No presente capitulo vamos atender, precisamente, a
tais interligagbes, que, como é de esperar, geram muito maior
riqueza de propriedades.

Para comegar, um exemplo sugestivo serd ainda o conjunto H
considerado nas pdaginas 27-29. Nesse conjunto, definimos apenas
uma adigdo e foi precisamente ao grupdide (H, +), alids mddulo,
que chamamos BAILADO DAS HORAS. Mas, é claro que no mesmo
conjunto podemos definir uma multiplicagdo por um processo
inteiramente anélogo:

(1) m.n=m.n , VmneH

Nesta férmula, m,n sdo nimeros inteiros absolutos quaisquer, mas,
tal como no caso da adigdo, podemos sempre substituir m,n
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e m « n pelos restos das divisdes destes niimeros por 12. Assim, por
exemplo:

6+ 7=56:7=35 =11
5+12=6+0=56:0~=0
4-9=4.9=36 =0
-1—§¢ 7:?.7:1.7:7

Tal como no caso da adigdo, é facil provar que a operagédo
assim definida é sempre possivel e univoca, quer dizer: (H,-) é um
grupéide. Esta multiplicagdo pode também ser definida pela seguinte
tabela:

X oy
NBTEEZEE?‘E%H
o |ololol|s|o|o|s|lo]o|o|5|D
T lol7lz2|3|3|5|5|7 |8/ |70
7 |lolz|a|ls|s|w|o]|2l3|s 3]0
T |5|35/5|5!5.31%!3{3|58!5(%
i |5.7|slola|s|5|alal{s|ale
5 |ol|s|w|3|s|T|s|n|a|8|2]|7
& |o|s|ols|o|slols|v|s|0!s
7 |ol7|2|9|3|m|s|7]|8|3 |3
g |o|s|a|o|8|alo|s|d|o|s]|3
s |ols|s|3|0|5|s|3 0|3 5|3
% |ol|lm|s|5|3|2|9||8|s|7]|3
7 |ol|lm|®|9|8|7 |8 |5|7|3|2|T
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Ainda como no caso da adic8o, a férmula (1) permite-nos facil-
mente reconhecer que a muiltiplicagdo definida é associativa @ comu-
tativa. Mas, v8-se logo que a multiplicagdo nao é reversivel (pag. 51).
Em compensagdo a férmula (1) da padg. 71 e a férmula (2) da
pag. 28 permitem mostrar que

(2) (a+b)ec=ac+bc, Vab,ceH

Com efeito, sejam a=m, b=n, ¢c=p, com m, n, pelNo.
Entédo (a + b)c serdigual

(m+n) p=m+n+p=(M+n).p=mp+Np = Mp+np
Mas mp+np=m-+p + n * p = ac + bc, o que prova (2).
Por sua vez, daqui e da comutatividade da multiplica¢do, deduz-se

(3) a(b+c) =ab+ac , Vab,ceH

Pois bem, exprimem-se os factos (2) e (3) dizendo que a
multiplicacdo em H € distributiva relativamente a adigdo (1). Ora, esta
é precisamente uma PROPRIEDADE DE INTERLIGACAO (ou, como
também se diz, uma PROPRIEDADE DE ENLACE), das duas opera-
coes consideradas. Em resumo, verificam-se os seguintes factos:

1. (H,+) é um grupo comutativo (portanto, um médulo)
2° (H,+) é um semigrupo comutativo

3.2 A operacao - é distributiva relativamente a operacdo +

(') A férmula (2) também se exprime dizendo que a multiplicagdo é distri-
butiva & esquerda e a férmula (3), dizendo que a multiplicagdo é distributiva
a direita. Mas esta distingdo s6 tem interesse quando a multiplicagdo ndo é
comutativa.
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Ora, exprime-se a conjun¢éo destes tr8s factos, abreviadaments,
dizendo que o terno ordenado (H, +, <) é um anel comutativo.
A este anel convencionaremos chamar o ANEL DAS HORAS (foi
ao mdédulo (H, +) que convenciondmos chamar o BAILADO DAS

HORAS). Dum modo geral:

DEFINICAQ. Chama-se anel todo o terno ordenado (A, +, - ),
constituido por um conjunto A, com mais de um elemento, e por
duas operacoes, normalmente chamadas adicdo (+) e multiplica-
¢édo (-), tais que:

1) (A,+) é um grupo comutativo (médulo).
2) (A,+) é um semigrupo.
3) A mulitiplicagdo é distributiva relativamente & adigéo, isto é:

(a+b)c =ac+bc , a(b+c)=ab+ac , Vab,c A

Diremos simplesmente ‘0 anel A" em vez de ‘o anel (A, +, ),
sempre que estiver subentendido quais sdo as operacdes do anel.

O anel diz-se comutativo, sse a multiplicacdo for comutativa
(caso do anel H).

Visto que todo o anel é um grupo relativamente 3 adi¢gdo, chamare-
mos zero (ou elemento nulo) do anel, ao elemento neutro da adigéo;
representd-lo-emos pelo simbolo (0 ou simplesmente por O, se ndo
houver perigo de confusdo (no anel H o zero é 12 = 0).

Se existe no anel elemento neutro da multiplicacdo, este sera
chamado e/emento unidade; representa-lo-emos pelo simbolo 1 ou
simplesmente por 1, se ndo houver perigo de confusdo (7). (O anel H
tem elemento unidade? Qual é7?)

Convém ainda observar que, sendo um anel A ao mesmo tempo
um mddulo e um semigrupo multiplicativo, estdo ja definidos os con-

(1) Muitos autores representam por o o elemento unidade (inicial da pala-
vra alema ‘oinheit’, que significa ‘'unidade’).
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ceitos de ‘produto n.a’, com n €Z e a €A, e de ‘poténcia a",
com n €IN e a € A. Por exemplo, no ANEL DAS HORAS tem-se:

-7

5:7=7+7+7+7+7=11=5.7,
(<B)e7=-(5-7)=-11=1,
§4=g.§.g.§=T'etc

Por sua vez, da definicdo de anel resulta:

TEOREMA. Num anel A a multiplicagao é distributiva relativa-
mente a subtracgéo, isto é, tem-se:

(a-b)c=ac—-bc , a(b-c)=ac-ac, Va b,cecA

Com efeito, a—b é, por definicdo, o nimero x tal que a=b + x.

Ora:
(b+x)c = bec + xc (Porqué?)
Donde:
xc = (b+x)c - bc (Porqué?)
E, portanto, como x=a-b e b+x=a,
(a—b)c =ac - bc
COROLARIO 1. Se A é um anel, tem-se:
O-a=a-(0=(0, VacA
Com efeito, como a—-a = (0 (Porqué?) tem-se:
(O.a=(a—a)a=a?-a?2=(0 (Porqué?)

Portanto (0+*a = (0.

Analogamente se prova que a- (0=(0.
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COROLARIO 2. Num anel o zero néo pode ser elemento unidade.

Com efeito, seja A um anel. Entdo, segundo a definigdo, A tem
mais de um elemento; portanto, existe em A, pelo menos, um ele-
mento ¢ que ndo é (0. Ora, segundo o corolério 1, tem-se 0. c = (0
e, como ¢ # (0, vem (0.c # ¢, donde resulta que (0 ndo pode ser
elemento unidade. '

EXERCICIOS:

I. Verifique quais dos seguintes conjuntos s@o anéis, relativa-
mente as operacdes usuais de adigdo e multiplicagdo: IN, INo, Z,
(Q, IR, (@, IR*, Z, (conjunto dos nidmeros pares relativos). Quais
desses anéis sdo comutativos? Quais tém elemento unidade?

Il. Seja p um nidmero inteiro maior que 1. Daqui por diante,
designaremos por Ay um conjunto constituido por p. elementos de
natureza qualquer, cada um dos quais sera designado por um sim-
bolo da forma n, com nelN, sendo, além disso, adoptadas as
seguintes convengoes:

1) n=n’, sse n e n’ divididos por y ddo restos iguais.

2) m+n=m+n , m.n=m.n VmneN,.

E claro que, se p =12, A, é precisamente o ANEL DAS HORAS,
isto é: H=A,,. Se u =4, as operagbes +, * sdo dadas pelas duas
seguintes tabelas:

X+ vy X oy
MNEAEEERE N[ o | T| 2|3
o | o | T| 3|3 5| 0| o] d
il7|z]3]|5% ilo| 1|33
2 3|3 | 0|7 2/ 0| 2|35 ]2
303|012 3| o3| 3|7
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e facilmente se reconhece que A, também é um anel. Um exemplo
bastante familiar é o anel Ag, a que chamaremos ANEL DOS
‘NOVES FORA', porque intervém nas provas dos nove das operagdes.
Por exemplo, tem-se:

5+8=13=4 , 5:7=35=8 (em Ay)
Posto isto, prove o seguinte facto geral:

Qualquer que seja p., Ay é um anel comutativo com elemento
unidade.

Ill. Introduzamos no conjunto Z2 (quadrado cartesiano de Z)
uma adicdo e uma multiplicagdo, mediante as seguintes férmulas:
(a, b) + (¢, d) = (a+c, b+d), (a, b) (¢, d) = (ac, bd), Va, b, c,del.
[Por exemplo: (2,3) + (6, -5) = (8, -2), (2,3) - (6, -5) = (12, -1 5).]
Prove que Z2 é um anel comutativo com elemento unidade relati-
vamente a estas duas operagOes. Qual é aqui o zero e qual é o
elemento unidade?

IV. Prove que o conjunto dos nimeros da forma a +b V2,
com a, beZ, é um anel comutativo com elemento unidade (rela-
tivamente as operagGes usuais). Sugestédo: trata-se de provar que a
soma, a diferenca e o produto de dois nimeros deste conjunto
ainda pertencem ao conjunto. '

V. Prove que num anel A se tem:

(a+b) (c+d) = ac + ad + bc + bd
(a—b) (a+b) =a2 +ab — ba - b2 Va, b, c,de A
e que, se o anel A é comutativo, serd sempre

(a+b)2=a2 + 2ab + b,
(a+b) (a—b) =a2-b?2,
(a+b)3=a3+ 3a2b + 3ab? + b3, etc.
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NOTA. Mais adiante estudaremos um exemplo importante de
anel néo comutativo (ane/ dos quaterniées de Hamilton). No 7.° ano
estudaremos anéis nao comutativos que intervém hoje constantemente
nas aplicacbes da matemética a fisica, & engenharia, & estatistica,
etc. (anéis de matrizes).

VI. Determine no anel A, fodas as solugdes de cada uma das
seguintes equagdes: x +1 =0, x+1=2,x+2=3, x+ 2=1,
3x=1,3x=2,2x=1,2x=2, 2-x=3, 1-2x=2,1 - 2x=3.

2. lsomorfismos entre anéis. Dados dois anéis A e A,
chama-se isomorfismo de A sobre A’ toda a aplicagdo biunivoca f
de A sobre A’ tal que | N

f(x+y) = f(x) + f(y), f(x-y) =1f(x) «f(y), Vx,y €A,

isto é, que seja ao mesmo tempo um isomorfismo de (A, +) sobre
(A’, +) e de (A, ) sobre (A", ). Nesta hipGtese, se A=A diz-se
que f é um automorfismo do anel.

Diz-se que A é isomorfo a A’, sse existe, pelo menos, um isomor-
fismo de A sobre A’. Facilmente se reconhece que a reflacdo de
isomorfia entre anéis também é uma relagdo de equivaléncia e que
o PRINCIPIO DE ISOMORFIA (p4g. 35) se estende a anéis.

Consideremos, por exemplo, o anel U constituido por um conjunto
de 4 elementos, z, u, i, j, com as seguintes operagoes:

: Xty X ey
x z u i i x z u i i
z z u i i 2z z z z z
TT z T i |@=0) u | z|u|i|j]|u=1
i i j z u i z i i z
J J [ u z j z | 2 i
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E fécil ver que este anel ndo & isomorfo ao anel A,4: basta obser-
var, por, exemplo, que a propriedade ‘dx, x# (0 A x2= (0" se
verifica em A, (tem-se 22 =0), mas ndo se verifica em U. No
entanto, o anel U é isomorfo ao anel constitufido pelo conjunto A, x A,
com as operagbes assim definidas:

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d), (a,b)~ (c,d) =(ac,bd), V a,b,c,d €A

[Por exemplo, (0,7) + (1,7) = (1,0), (1,0).(0,1) = (0,0), etc.].

Com efeito, a aplicagédo

z u
\ J

(0,0) (1.1) (0.1) (1,0)

é, como facilmente se reconhece, um isomorfismo do anel U sobre o

anel Ag. (Existe algum outro isomorfismo entre estes dois anéis?

Existe algum automorfismo de U diferente da identidade?)

NOTAS — . Pode acontecer que a primeira operagdo dum anel
nlo se chame adigdo ou que a segunda ndo se chame multiplicagao.
Neste caso, o conceito de isomorfismo entre anéis define-se de modo
andlogo ao que fizemos para grupéides em geral. |

[l. Os anéis Ap, introduzidos no n.° 1, ex. 2, sdo definidos a
menos de um isomorfismo, visto que deixdmos inteira liberdade
quanto 3 interpretacdo dos simbolos 0, 1, ..., =1 (podem designar
pessoas, livros, cidades, etc.), contanto que representem p. seres
distintos. Em particular, podemos adoptar a seguinte interpretagdo:
0 6 o conjunto dos multiplos de 1, T é o conjunto dos inteiros que
divididos por w déo resto 1, e assim por diante.

J& atrds observdmos que em matemética o que interessa néo

é a MATERIA (isto é, a natureza dos entes considerados), mas sim
a FORMA (isto é, as propriedades formais das operagGes e relagdes).
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Este ponto de vista confere & matemética um extraordinério poder
unificador e uma imensa elasticidade nas aplicagGes. Dizia HENRI
POINCARE: ‘A matemética é a arte de dar o mesmo nome a coisas
distintas — distintas pelo conteudo, mas idénticas pela forma’.

Verifica-se um facto semelhante em biologia. Um individuo
biolégico, isto é um ser vivo, é, pelo menos na sua parte
observével, constituido por matéria, que muda de instante para
instante; o que se mantém, e torna o individuo idéntico a si mesmo
ao longo do tempo, é algo a que poderiamos chamar estrutura ou forma
(em sentido lato).

Assim, vemos reaparecer em matematica moderna o conceito
aristotélico de forma.

3. Caélculo algébrico num anel comutativo; operacdes
sobre polindmios. Das prop'riedades caracteristicas dum anel,
e em especial da propriedade de interligagdo, resultam vérias regras
de célculo algébrico, que ja foram estudadas no 2.° ciclo no caso

particular do anel |IR.
Seja A um anel comutativo. Chama-se polindmio em x relativo

ao anel A toda a expressdo da forma
aoX" + ax"=1 + ... + apn—1X + ap,

em que:

1.c—a letra x é uma varidvel em A; _

2.°—nos lugares de a,, a;, ..., ap figuram constantes, que
designam elementos de A (chamados coeficientes do polinémio);

3.°—no lugar de n figura uma constante, que designa um

numero inteiro absoluto.
Se n>0e a, # 0, diz-se que n é o grau do polinémio.
Se n = 0, o polinémio reduz-se a uma constante, a,, e diz-se entédo
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que o grau do polinémio é zero (1). As expressBes apgx", aox"—1,
..., 80 (mondémios) sdo os termos do polinémio, respectivaments,
de graus n, n-1, ..., 0.

Por exemplo, no anel A, 5, a expressao

(1) 3x4+Bx3+1x+9x+6

é um polinémio em x de grau 4 (ou do 4.° grau), cujos coeficientes
sdo:ap=3,a,=5,a,=1,a3=9,a,=6.
Analogamente, em |R, a expressao

2 x5 Oxd + (= X3+ (—4)x2 +1x+ (—VD)

é um polinédmio em x do 5.° grau, que se escreve abreviadamente

2 _
—3-x5-x3—4x2+x—V2,
visto esta expressdo ser equivalente & anterior.
Por sua vez, em IR, as expressdes
0, 5 -2, Vb5, m etc
]
sdo constantes, portanto polinémios de grau zero, que também se
podem escrever sob a forma de polinémios de grau aparente superior
a zero; por exemplo:

2=0x+2=0+-x2+0-x+2 (Vx €IR)
Vejamos agora como se apresentam, de modo natural, opera-
coes algébricas sobre polindmios.

a) Adicdo e subtraccdo. Consideremos, por exemplo, os
dois seguintes polinémios em x no anel Ag:

3x4+5x3+7x2+x+5 , 8x3+6x2+5

(') Convenciona-se aqui que x° =1 para todo o valor de x, mesmo que
esse valor ndo tenha inverso.
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Entéo é fécil ver que, se tem, qualquer que seja X €Ag:
(3x4 +Bx3 + 7x2 + x + B) + (8x3 + 6x2 + B) = 3x4 +4x3 + 4x2 + x+1

Justifique esta equivaléncia, indicando em pomenor todas as pro-
priedades em que se baseia nas diferentes passagens. :

E entdo natural dizer que o polinémio 3x4+4x2+x+1 é a
soma dos polinémios dados, relativos ao anel Ag. A adigdo dos poli-
némios pode efectuar-se segundo o esquema habitual:

x4 +B6x3+Ix2+x+5
8x3 + 6x2 +5

x4 +4x3 +4x2+x +1
Analogamente se reconhece que, para todo o0 X €Ag:
(3x4 + 5x3 + 7x2 + x + B) — (8x3 + 6x2 + b) = 3x4 + 6x3 + x2 +x
(Justifique.)

- Consideremos, agora, dois polinémios quaisquer relativos a um
anel comutativo A:

aox" +ax"~ ' + ... + ap—-1X + 8,
Estes podem escrever-se abreviadamente:

n k m
3 akx"" e X
k=0 k=

Sem diminuir a generalidade, podemos supor m = n. Com efeito, se
fosse por exemplo m < n, bastaria introduzir no segundo polinémio
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o termo (0 xn e, eventualmente, outros termos nulos, para ficar com
grau aparente igual ao do primeiro. Entéo, supondo j& m = n, é natu-
‘ral chamar soma dos polinémios dados ao polinémio

(ap + bo)x™ + (ag + bq)xM=1 + ... + (an + bp)

ou seja, abreviadamente,

n
> (ak + by)xn-k,
k=0

visto que este polinémio é uma expressdo formalmente equivalenta
& que se obtém ligando os dois primeiros com o sinal +.

Analogamente se define ‘diferengca’ entre dois polinémios.

b) Multiplicacéo dos polinémios. Consideremos os dois seguin-
tes polinémios relativos ao Anel dos ‘Nove Fora’:

4x3 +7x2+5bx+2 , 3x2+6x+4
E f4cil ver que se tem, para todo o x € Ay (justifique)():

(@x3 + Tx2 + 5x + 2) * (3x2 + 6x + &) = (4x3 + Tx2 + 5x + 2) - 3x2 +
+ (4x® + Tx2 + Bx + 2) « 6x + (4x® + Tx2 + 6x + 2) . 4
= (3x5 + 3x4 + 6x3 + 6x2) + (6x* + 6x® + 3x2 + 3x) +
+ (7x3 + x2 + 2x + 8) = 3x5 + x3 + x2 + 6x + 8

i

Assim, é natural dizer que o Gltimo polinémio é o produto dos

(1) Um anel ainda mais co6modo para exemplificagdo é, evidentemente, o
anel A4,
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dois polinémios dados. Para o célculo deste produto pode usar-se o
esquema habitual:

4x3 + Tx2+5x + 2
3X2 + 6x + 4
7x34+ x2+2x +8
6x4 + 6x3 + 3x2 + 3x
3x5 + 3x4 + 6x3 + 6x2

3x5+0x4+ x3+ x2+5x+8
Consideremos agora, em geral, dois polinémios em x

' n
(2) > axn-i,
v 0

j=0 k

1™M3

relativos a um anel comutativo A. E claro que se tem
a1 « bxm-k = (ajby)xm+n—(i+k) , VxeA,

paraj=0, ..., n; k=0, ..., m. (Porqué?) Ora, para que este produto
seja de grau m+n-—p deve ser j + k = p. Portanto, a soma de todos
os termos de grau m + n — p, assim obtidos, sera:

(aobp + a1bp--1 B e ajbp—-j F ... = apbo) Xm'l'n"p

Deste modo, é natural chamar produto dos polinémios (2) ao poli-
némio

m+n
Y (agbp + @a1bp- 1 + ... + apbo)xm+n—p
p=0

visto que esta é uma expressao formalmente equivalente a que se
obtém ligando os dois primeiros (escritos entre parénteses) pelo sinal
de multiplicagéo.
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4, Anéls de polindmlos. Seja A um anel comutativo. Diz-se
que dojs polinémios relativos a A sédo idénticos (ou que sdo o
mesmo polinémio), sse t8m iguais os coeficientes dos termos do
mesmo grau. Por exemplo, no anel Ay, 0s polinémios

4x3-x2+5 , 13x°+8x%2+9x-4

s#io idénticos, visto que 4 =13, -1=8,0=9, 5= ~4.

Para indicar que dois polinédmios sdo idénticos, escreve-se entre
ambos o sinal =, desde que ndo haja perigo de confusdo (ver NOTA
no fim deste ndmero).

Designa-se por A[x] o conjunto de todos os polinémios em x
relativos ao anel A. Segundo as definigGes anteriores, a cada par de
polinémios pertencentes a A[x] fica a corresponder:

1) um determinado polinémio pertencente a A[x], chamado
soma dos dois primeiros;

2) um determinado polinémio pertencente a A[x] chamado
produto dos dois primeiros.

Assim, o conjunto A[x] 'passa a ser um grupdide, relativamente
. @ a cada uma das operagGes definidas. Mais ainda:

E facil ver que as propriedades caracteristicas das operagées
do anel A se transmitem as operagGes introduzidas em A[x]: assim,
& adicdo de polinémios pertencentes a A[x] é associativa, comuta-
tiva e reversivel, enquanto a multiplicacdo dos mesmos é associa-
tiva, comutativa e distributiva relativamente a adigdo.

Podemos, pois, concluir:

O conjunto A[x] é um anel comutativo relativamente a

adicao e a multiplicacao definidas.

Note-se que, no anel A[x], o elemento nulo é o polinémio que
se reduz & constante (0: chamar-the-emos, por isso mesmo, poliné-
mio nulo ou polinémio zero. |
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EXERCICIO. Qual é o elemento unidade no anel Z [x] ? O anel
Z, [x] tem elemento unidade? A que condigéo deve satisfazer um
anel A para que o anel A[x] tenha elemento unidade?

Até aqui temo-nos referido exclusivamente a polinémios em x,
mas € 6bvio que a varidvel pode ser qualquer outra, por exemplo u.
O simbolo A[u] representara entdo o anel dos polinémios em u rela-
tivos a A. E evidente que os anéis A[x] e A[u] sdo distintos. Mas
também é Sbvio que se fizermos corresponder, a cada polinémio
pertencente a A[x], o polinémio que se obtém substituindo no pri-
meiro x por u, fica assim definida uma aplicagdo biunivoca de A[x]
sobre A[u], que é um isomorfismo entre os dois anéis. Por con-
seguinte:

Os anéis A[x] e A[u] sdo isomorfos.

E ainda facil ver que todas as consideragdes se estendem ao
caso de polinémios com mais de uma varidvel.

NOTA. Segundo o anterior conceito de identidade entre poli-
némios, um polinémio ndo serd propriamente uma expressio, mas
antes uma certa classe de expressoes equivalentes entre si. Por isso,
se quisermos ser inteiramente rigorosos, devemos designar um poli-
némio, ndo por uma das expressées que o representam ('), mas sim
por um outro simbolo: — por exemplo, por essa expressdo escrita
entre colchetes. Assim, poderiamos escrever, relativamente a Ag:

[4x3 — x? +56] = [13x® + 8x? + 9x — 4]
em vez de
4x% —-x24+5 = 13x3 +8x2+9x-4

Isto ja evitaria equivocos, pois a Gltima férmula ndo é, na realidade,
uma proposicdo mas, apenas, uma expressao proposicional. E sé por

(') Mesmo neste caso, a expresséo deveria ser escrita entre aspas, segundo
a convencao estabelecida (pag. 13, 1.° tomo).
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abuso cémodo de escrita que se usa esta Ultima férmula como
indicando identidade entre dois polinémios.
Entretanto é ébvio que

4x3—-x24+5 = 13x3 +8x2+9x -4

Dois polindmios idénticos sao sempre representados por duas expres-
sbes equivalentes.

Prova-se que a reciproca desta proposicdo também é verdadeira
em |R: dois polinémios equivalentes (em |R) sdo necessariamente idén-
ticos.

Mas ndo é verdadeira num anel finito. Por exemplo, em A tem-se:

X°+x-T=2x-1

e, contudo, os dois polinémios x® + x — 1, 2x — 1 ndo sdo idénticos.

Pelas razdes expostas, muitos autores consideram as letras X,
u, etc. num polinémio, ndo propriamente como variéveis, mas como
indeterminadas, isto é, como simbolos designativos de entes que
podem ser escolhidos arbitrariamente (tais como, por exemplo, os
simbolos 1, 2, ..., 11 do anel A5, que podemos interpretar de vérios
modos).

5. Divisao por polinémios do tipo x — «; raizes dum poli-
némio. Consideremos um polinédmio qualquer (relativo a um anel
comutativo A):

(1) apXM+ axn~1+ ... +ap—1X + ap

que vamos designar abreviadamente por P(x). Consideremos, por
outro fado, um polindmio, alids binémio, do tipo x—a (com « € A);
por exemplo, x — 3 e x + 5 s@o polinémios deste tipo (em Z), tendo-se
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no primeiro caso « =3 e no segundo « = -5 (). Posto isto, procure-
mos determinar um polinémio

AoX"" 1 +q X"+ .+ g X+ 0o qs
que designaremos abreviadamente por Q(x), tal que
(2) P(x) = (x - «) - Q(x) + R, sendo R uma constante.

Suponhamos que um tal polinémio Q(x) existe. Calculemos entio o
binémio produto de x —« por Q(x):

-1 - -
QX"+ X2+ X"+ L+ X Oy

X—o
-1 -2
qox"+q X" + q,X"" % +...+ g -4 X
-1 -2
— o X" - aq,x" +.= & Qp-oX —adp - ¢

OoX"+ (A, =qe)X" " + (q,—aq,)x" " ?+...+ (gn- 1=0dp - 2)X—ad .,

Ora, segundo (2), este polinémio produto somado com R deve
dar o polinémio P(x), indicado em (1); isto &, deve ter-se (2):

G =8 ,» A1 —%0p =34 , d,—aqg,; =a,..
On-1— %p-2=8,-1¢ . R-ag,.y=a,
Donde:

(3) o =28y Ay =28, +aq, g, =a, + aq,, ...,

On-1=8n-1+ . R=a,+agy.,

(') Adoptamos a forma x — a para tornar mais simples o enunciado da regra
que vamos deduzir (REGRA DE RUFFINI).
(2) Segundo o conceito de identidade de polinémios, dado no ndimero anterior.
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Portanto, se Q(x) existe, os seus coeficientes séo necessariamente
dados pelas férmulas (3). Reciprocamente, os célculos efectuados
mostram que, se determinarmos q,, 44, -..» 4.1 © R, por meio destas
férmulas, a condigdo (2) é verificada. Por conseguinte:

O problema proposto tem uma e uma s6 solugdo, que é dada
pelas férmulas (3).

Diremos entdo que Q(x) e R sdo, respectivamente, o quociente
e o resto da divisdo de P(x) por x — « (mais tarde trataremos da divi-
sdo de polinémios em geral).

O célculo dos coeficientes q, por meio das férmulas (3) pode
efectuar-se conforme o seguinte esquema préatico, chamado REGRA
DE RUFFINI:

@ ai as an—-1 an
® &0 ®q 1 adn-—- 2 adn— 1
80 a1 +agop Aaz+agqy .. ap_1+axqn.2 | aAn+&qn_1
=do =q1 =q2 . =0n—_1 =R

Por exemplo, tratando-se de dividir

2x% +8x* +Bx2 + 7x+ 2 por X+ 6,

relativamente ao anel Ag, serd a=-6=3 e tem-se o quadro:
2 8 0 5 7 2
3 6 6 0 6 3

N
i
(o]
il
B
(1]

O quociente 6, pois, 2x* + 5x3 + 6x2+5x + 4 e o resto é 5. (Para
outros exemplos e complementos, ver Compéndio de Algebra, 6.° ano,
pags. 282-285) (). '

(1) Ver nota da pag. 48.
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Vamos, agora, deduzir uma consequéncia importante do resul-
tado obtido.

J4 sabemos que, uma vez determinados Q(x) e R pelo processo
indicado, os dois membros da férmula (2) sdo formalmente equiva-
lentes, isto 6, tomam o mesmo valor, qualquer que seja o valor
atribufdo a x. Em particular, se dermos a x o valor «, viré: '

P(a) = (x—a) «Q(x) + R=(0+Q(x) + R=(0+R=R

Em conclusao:

TEOREMA. O resto da divisdo dum polinémio (x) por x — «
é igual a P(«), isto é ao valor que P(x) toma substituindo x por «.

DEFINICAO. Chama-se raiz ou zero dum polinémio P(x) todo
o valor a de x que anule o polinémio, isto é, tal que P(a) = (0. Nesta
hipdtese, também se diz que a é raiz ou solugédo da equacéo P(x) = (0.

Por outro lado, diz-se que o polindmio P(x) é divisivel por x — «,
sse o resto da divisdo de P(x) por x - « é zero. Destas definicGes e do
teorema anterior deduz-se imediatamente o seguinte

COROLARIO: Para que um polinémio P(x) seja divisivel por
X — a é necessério e suficiente que « seja uma raiz desse polinémio.

Por exemplo, o resto da divisio de x*—5x—2 por x—2 é
23~5.2-2=8-10-2=-4, O resto da divisdio do mesmo
polinémio por x + 2serd: (—2)3-5.(~2) —2=0. Logo x® — 5x~2
é divisivel por x + 2. Apliquemos a regra de RUFFINI:

1 0 -5 =2
—~2 —2 4 2
1 -2 = 0

Ser4, pois:
x=-56x3-2=(x+2) (x*-2x—1)
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6. Elementos regulares e divisores de zero num anel.
Jé& sabemos que num anel todo o elemento tem simétrico. (Porqué?)
Mas j& ndo podemos dizer que todo o elemento do anel tem inverso:
o anel pode mesmo nédo ter elemento unidade. Seja entdo A um anel
qualquer com elemento unidade; nestas condicées:

DEFINICAO 1. Diz-se que um elemento a de A é regular sse a
tem inverso em A. Caso contrério, diz-se que a é singular (em A).

Dos corolarios 1 e 2 do n.c 1 deduz-se que:

O zero é elemento singular de A

Com efeito, ndao existe nenhum elemento x de A tal que
(0.x=1, visto que (0O-x=(0, VxeA, e (0#1.

Daqui por diante vamos, em geral, designar o zero dum anel
pelo simbolo 0, simplesmente. J4 vimos que se tem

O.a=a-0=0, VaeA.
Esta propriedade pode enunciar-se do seguinte modo:

Se um, pelo menos, dos factores dum produto num anel é nulo,
o produto também é nulo.

A propriedade reciproca seria a seguinte:

Se um produto é nulo, um dos factores, pelo menos, é nulo.

Serad sempre assim em qualquer anel?

Esta propriedade, como se sabe, é verdadeira nos anéis Z, (Q, R.
Por isso podemos escrever, quando se trata de um destes anéis:
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Mas existeam anéis em que isto ndo se verifica: por exemplo, no
anel Ay, tem-se: 6 -4 = 24 = 0, sem que seja 6 = 0 ou 4 = 0.

DEFINICAO 2. Diz-se que um elemento a dum anel A é divisor
de zero, sse verifica as duas seguintes condigoes:

7) a#0;

2) oaxiste pelo menos um elemento b de A diferente de O tal
que a-b=0V b.a=0.

Assim, os elementos 4 e 6 de A, , sdo divisores de zero. (Deter-
mine os divisores de zero em A, e em outros anéis considerados
nos exemplos do n.° 1).

TEOREMA 1. Se a é elemento regular dum anel A, entdo a
nao é divisor de zero.

Vamos fazer uma demonstragdao por reducdo ao absurdo. Supo-
nhamos que a é a0 mesmo tempo regular e divisor de zero em A,
Quer isto dizer, por um lado, que a tem inverso em A e, por outro
lado, que existe um elemento b de A diferente de zero tal que
ab =0V ba =0. Suponhamos, por exemplo, ab = 0; entao:

a-l.(ab)=a-'-0 ouseja (a-‘a)b=0,

donde 1 - b =0, isto é, b=0, o que é contra a hipdtese. Analogamente
concluiremos se ba = 0.

Logo, se a é regular, nao pode ser divisor de zero.

Segundo a propriedade l6gica da conversdo (péag. 45, 1.° tomo)
o teorema | também pode enunciar-se do seguinte modo:

Se a é divisor de zero, entdo a é singular em A

Note-se que nos anéis A4, A g, etc. os tnicos elementos singulares
sd0 precisamente o zero e os divisores de zero. Mas j4, por exemplo,
no anel Z, ndo existem divisores de zero e todos os elementos sdo
singulares excepto 1 e —1.
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"TEOREMA 2. Se a, b, ¢ sdo elementos dum anel A e c
néo é zero nem divisor de zero, entdo:

ac=bc=a=>b e ca=cb=>a=b

Com efeito, suponhamos verificada a hiptese e seja ac = bc.
Entdo ac—bc = 0 e, portanto

(a—-b)c=0 (Porqué?)

Ora, como ¢ nédo é zero nem divisor de zero, tem de sera—b =0 (por-
qué?) e, portanto, a = b.
Analogamente, se prova que ca = cb = a=b.

7. Conceito de corpo. Vimos atrds que o zero dum anel é
sempre elemento singular. H& muitos exemplos de anéis em que o
tnico elemento singular é o zero. Quando isto acontece serd sempre
possivel dividir um elemento a do anel, & direita ou a esquerda, por
um elemento b do anel diferente de zero (pg. 42). Por isso, tais
anéis sdo chamados anéis de divisado. Ora:

DEFINICAO. Chama-se corpo todo o anel comutativo com ele-
mento unidade, em que todo o elemento diferente de zero é regular.

Assim ‘corpo’ significa o0 mesmo que ‘anel de divisdo comuta-
tivo'. Portanto, se A é um corpo, existe sempre em A o quociente.

3 coma, be A, desde que b # 0(1).

Por exemplo, o anel Z ndo é um corpo. (Porqué?) Mas jé os anéis

(') Quer isto dizer que os elementos dum corpo diferentes de zero formam
um grupo multiplicativo.
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(Q e IR s#o corpos comutativos, chamados respectivamente o corpo

racional e o corpo real.
« Do teorema | e da definigdo 2, do nimero anterior, bem como

da definicdo de corpo, deduz-se imediatamente o seguinte
COROLARIO 1: Num corpo ndo existem divisores de zero(1).

Segundo uma observagdo atrds feita, deduz-se deste corolério,
por sua vez, o seguinte

COROLARIO 2: Se A é um corpo, entio:
ab=0<a=0 V b=0 (Va beA)

Segundo a propriedade da conversdo (pag. 45, | tomo) esta
propriedade ainda pode apresentar-se sob a forma:

a#0Ab#0«ab#0 (Va beA)

isto é: num corpo, o produto de dois elementos diferentes de zero
é sempre diferente de zero.
- Por sua vez, do teorema 2 do niGmero anterior deduz-se este

COROLARIO 3: Se a, b, ¢ pertencem a um corpo e se ¢ # 0:
ac=bc=>a=b

Como além disso a = b= ac = bc (pelo 1.° principio I6gico de equi-
valéncia, pg. 61, 1.°© tomo), temos na mesma hipétese:

(1) ac=bc<a=b (se c#0)

(') Chama-se ‘dominio de integridade’ todo o anel comutativo sem diviso-
res de zero. Assim, todo o corpo é um dominio de integridade. Mas Z é um
dominio de integridade sem ser um corpo.
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OUTROS EXEMPLOS E EXERCICIOS:

. Consideremos o anel Ag. A adigdo e a multiplicagdo neste
anel sdo dadas pelas seguintes tabelas:

X+y ' Xey
NOTEEZ Na-zs—
0o lol1]2|3|3 0 |o|o|o|0] 0
7 /{1/2|3|4]|0 1 o123 |4
2 (23|20 1 2 |02 4|73
3 |3|a|0|1]|2 3 103|172 2
4 | 4]0|1|2]|3 4 |0 4|3 |27

Note-se que neste anel (comutativo) todos os elementos nédo nulos
tdm inverso. Assim, 1-'=1, 2-'=3, 3-1=2, 4-'=12. Logo, o
anel As é um corpo.

Il. Consideremos, agora, o anel A ,. Neste caso, temos as tabelas:

X+Yy Xey
¥| = ] = V] = | =
N 0 1 x 0 1
) o |1 ) 0| 0
1 1T | 0 1 o | 1

e vé-se, imediatamente, que A, é um corpo. Note-se que este corpo
. ’ . o o 1
é isomorfo a (L, V, A). Com efeito, a aplicagdo <g V>

transforma + em V e « em A (ver n.°c 2, NOTA |, e p4gs. 23-25,
1.° tomo).
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I1l. J& vimos que os anéis A, Ag e A2 tdm divisores de zero
e, portanto, ndo sdo corpos. Note que 4, 9, 12 ndo sdo primos.
Prove que é sempre assim, isto é: se u ndo é primo, Ay néo §
um corpo (por ter divisores de zero). Veremos mais tarde que a recl-
proca também é verdadeira e que portanto:

Ay é um corpo, sse . é primo.

IV. Prove que o conjunto dos nimeros da forma a+ by 2,
com a, b e (Q, é um corpo, relativamente as operagcées usuais.

NOTA. O conceito de corpo foi introduzido por Galois na sua teoria da
resolubilidade algébrica. Em particular, os corpos finitos (isto 6, com um ni-
mero finito de elementos) sdo chamados CAMPOS DE GALOIS e intervém na
construgdo de quadros /atinos (ver pag. 57). Assim, todo o corpo Ap, com p
primo, € um campo de Galois; mas hd outros campos de Galois ndo isomor-
fos a estes.

8. Generalidades sobre equagdes relativas a corpos.
Nas consideragdes que vao seguir-se, supbe-se que K é um corpo.

Ligando pelo sinal = duas expressées designatérias com uma ou
mais varidveis, relativas ao universo K, obtém-se uma expressdo
proposicional, que é uma equacéao relativa a K. As varidveis dizem-se
agora incdgnitas; chamam-se solugdes (ou rafzes) da equagdo os
valores da incdgnita (ou as sequéncias de valores das incégnitas) -
que verificam a equacao. Esta diz-se possfvel (ou resoldvel) sse tem,
pelo menos, uma solucdo. Duas equaglOes sdo equivalentes, sse tém o
mesmo conjunto de solugdes. Dos principios l6gicos de equivaléncia
(pég. 61, 1.° tomo) e das propriedades das operagées em K, deduzem-se
os habituais principios de equivaléncia, para equagdes relativas a K:

PRINCIPIO |. Substituindo um dos membros duma equacéo
por uma expressao equivalente, obtém-se uma equacao equivalente
a primeira.
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PRINCIPIO Il. Quando um dos membros dume equaco tem a
forma de uma soma de duas ou mais expressées, obtém-se uma equa-
pdo equivalente a primeira, passando para o outro membro uma dessas
expressoes multiplicada por -1. '

PRINCIPIO lll. Multiplicando ambos os membros duma equa-
¢do por um elemento de K diferente de zero obtém-se uma equagdo
equivalente a primeira.

O principio 1 é um caso particular do 1.° principio 16gico de equi-
valéncia. O principio 1l é uma consequéncia do 2.° principio [égico
de equivaléncia, atendendo a que se tem, por definigié‘o de diferenca
a—-b de dois elementos:

a=b+cea-b=c¢

a+b=c<:>a=c_b } va,b,C,EK

O principio Il resulta do 2.° principio 16gico de equivaléncia e
da seguinte propriedade demonstrada no nimero anterior:

Sendo ¢ um elemento de K diferente de 0, entdo:

a=b<wac=bc , VabekK

No principio 11l baseia-se a conhecida técnica chamada ‘desem-
baragar de denominadores’. Do mesmo principio se deduz o seguinte

COROLARIO: Quando um dos membros duma equagdo é um
produto em que um dos factores é uma constante diferente de zero,
obtém-se uma equagao equivalente a primeira, passando esse factor
para o outro membro como divisor.

A resolugdo de equagbes no corpo K assenta nestes principios
de equivaléncia e ainda no seguinte
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PRINCIPIO DE DECOMPOSICAO: Quando o primeiro membro
duma equagéo tem a forma de um produto de duas ou mais expres-
soes, e o segundo membro é zero, as ralzes da equagéo séo as ralzes
das equacées em que se decompde a primeira, igualando a zero cada
um dos factores do 1.° membro (e sé essas ralzes).

Este principio resulta do 2.° principio l6gico de equivaléncia
aplicado a propriedade expressa pelo corolério 2 do n.° 8:

ab=0<a=0Vb=0,

e que pode estender-se a produtos de mais de dois factores.

Por exemplo, no corpo (R, tem-se:

X(x-2) x+3)=0<x=0Vx-2=0Vx+3=0,

0 que mostra que as solugdes da primeira equagdo sdo 0,2 e -3,

Analogamente, em IR, tem-se:

X2-y2=0 < x+y=0 V x-y=0

o que reduz a resolugdo de x2-y2=0 as de x+y=0 e de x-y=0,

(Para outros exemplos e exercicios em |R, pode-se ver Compén-
dio de Algebra, 7.° ano, Cap. XIlI) (1).

DEFINICAO. Chama-se equagdo algébrica de grau n toda a
equagao que, pelos principios de equivaléncia, se possa reduzir a
forma dum polinémio de grau n igualado a zero:

n n-1 s
agx' +a.x""'+..+a, x+a,=0
Em particularparan =0, 1, 2, 3, 4, ..., tém-se equac¢oes das formas:
a=0 , apgx+a;=0 , apx?2+a.x+a,=0

apx3+a1x2+azx+az=0 , agx4+ax3+azx2+azx+ags=0

(') Ver nota da pég. 48.
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que séo, respectivamente, de grau 0, do 1.° grau, do 2.° grau.(ou qua-
dréticas), do 3.° grau (ou cubicas), do 4.° grau (ou gquérticas), etc.

O corolério do n.c 6, bem como a REGRA DE RUFFINI, per-
mitem baixar o grau de uma equagéo algébrica (relativa a um corpo),
sempre que se conhe¢a uma raiz dessa equagdo. Por exemplo, vimos
no n.° 5 que -2 é raiz do polinédmio x3 - 5x — 2 (em IR) e que

x3-6x-2 = (x+2) (x2—-2x-1)
Portanto, segundo o PRINCIPIO DE DECOMPOSICAO,
x3-bx ~2=0<x+2=0V x2-2x—-1=0.

Quer dizer: as raizes da equagdo x3—5x—2 =0 sdo —2 e as raizes
da equagdo x2-2x — 1 = 0; resta, pois, apenas resolver esta ultima,
que é de grau inferior ao da primeira.

NOTAS. O principio | é védlido em qualquer universo. O principio Il é vélido
em qualquer médulo. O principio Ill pode estender-se a qualquer anel A, do
seguinte modo: multiplicando ambos os membros duma equagédo, & direita ou a
esquerda, por um elemento de A que ndo sefa zero nem divisor de zero, obtém-se
uma equagdo equivalente. Finalmente, o principio de decomposigdo serd vélido
em qualquer anel sem divisores de zero; mas deixa de o ser num anel com
divisores de zero. Por exemplo, no anel A (exemplo | do n.° 1), a equagédo
(x-1) (x +3) =0 além da raiz 1, que verifica as equagdes x-1=0ex +3=0,
tem ainda, como & f4cil ver, a raiz 3, que n#o verifica nenhuma destas duas
equagdes.,

9. Equacgoes lineares com uma incégnita. Seja ainda K
um corpo. Chama-se equacédo linear com uma incdgnita relativa a K
toda a equacgdo de grau 1 ou O, isto é, toda a equacdo que, pelos
principios de equivaléncia, seja redutivel a forma:

ax+b=0
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em que a e b sejam elementos conhecidos de K. E claro que, pelo
principio |, se tem:

ax+b =0<« ax=-b
Posto isto, trés casos se podem dar:

1.0 caso. a # 0 (equagdo do 1.° grau). Entdo, pelo corolério
do principio i, vem:

ax=-b v x=-—
a

Portanto, neste caso, a equagédo ax + b = 0 é possivel e determinada,
isto é, tem uma e uma sé solugéo, que é —b/a.

2° caso. a=0 A bs# 0. Entdo, como ax=0, VxeK, nédo
existe nenhum elemento x de K tal que ax = — b. Portanto, neste
caso a equacao ax + b = 0 é impossivel.

3.0caso. a=0 A b=0. Entdo, a equagado ax + b = O reduz-se
a 0+ x + 0 =0 e qualquer elemento x de K a verifica. Portanto, neste
caso, a equagdo ax + b =0 €& indeterminada e reduz-se mesmo a
uma identidade.

EXERCICIOS —|. Resolva em IR as seguintes equagdes (ver
Compéndio de Algebra, 7.° ano, Cap. XIIl, n.c 8) (1):

) X+4 _ X+9 b _L+ 4 _ X
A Tx T x+3 ) 3 Bx—5 _  2x-6

x-1 1 3 1 1 1 /5x-1
c) 2=x——i—x+7>d)—2—x—3=3<2—x

(') Ver nota da pég. 48.

100



OOMPENDIO DE MATEMATIOA

{l. Resolva no corpo A as equagdes:

a) x:~3_1 - x;Z =2x; b) 2x-T=2-3x; ¢) 3-x=2(2x-1)

RESPOSTAS —I. a) x=6; b) x=— 9/7; c) impossivel; d) inde-
terminada. Il. a) x=4; b) impossivel; ¢) indeterminada.

10. Equacdoes do 2.° grau com uma incégnita. Conti-
nuamos a referir-nos a um corpo K qualquer. Segundo a definigao
do n.°c 8, equacdo do 2.° grau (ou equacdo quadrética) é toda a
equagdo que, pelos principios de equivaléncia, se pode reduzir 3
forma

ax2+bx+c=0

sendo a, b, ¢ elementos conhecidos de K, com a # 0. Como se viu,
qualquer raiz (ou solugdo) desta equagdo serd& também chamada
raiz (ou zero) do polinémio ax2 + bx + c.

TEOREMA. Se um polinémio do 2.° grau, ax2? + bx + ¢, tem
pelo menos uma raiz x1 no corpo K, esse polindmio pode decom-
por-se em factores lineares segundo a férmula:

M

ax2+bx+c=a(x-x1) (X=X32)

em que X, designa também uma raiz do polinémio (que pode ser
diferente de x; ou igual a x,). Entdo, a soma e o produto das
ralzes x1, X2 sdo dadas pelas formulas:

C
(2) X+ X2=—"7" , X1X2=“5“
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Demonstragéo:

Suponhamos que o polinémio tem, pelo menos, uma raiz, Xi;
entdo é divisivel por x—x,. Apliqguemos a regra de Ruffini:

a b c
X4 ax ax3 + bx,
2
a ax,+b l ax,+bx,+c=0

Teremos, pois:

ax2+bx +c=(x-x,) [ax + (axq + b)]

=a(x-xq) [x+a-1 (ax; +b)]

Daqui, pondo

o ax, + b
- a
resulta, finalmente:
(3) ' ax2 + bx + ¢ = a(x—x3) (x—x2)

e é 6bvio que x, é, também, uma raiz do polinémio.

Ora (x—x4) (x=X32) =Xx2—-(x;+X2) X + X1X,. Entdo de (3) vem

ax2 + bx + ¢ = ax2 — a(x{+X3)X + ax,X»

donde, visto tratar-se de polinémios idénticos ():

-a(xy; +x3)=b , ax, x,=c¢

(') A férmula (3) indica que o polinémio ax2 + bx + ¢ é o produto dos
polinémios a, x—x,, X~Xx, segundo as consideragdes dos n.°s 5 e 6,
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ou seja:

b
X1+Xa = —?

C
¢ XaXa= g

COROLARIO 1. Uma equacéo do 2.° grau ndo pode ter mais
de duas raizes distintas no corpo K(1).

Com efeito, se uma equagdo ax2 + bx + ¢ =0 (com a# 0) tem,
pelo menos, uma raiz x ; em K, essa equagdo é equivalente, em virtude
do teorema, a uma equacgdo da forma

a(x-x1) (x-x2) = 0

e, segundo o PRINCIPIO DE DECOMPOSICAO (pdg. 97), esta
sé pode ter como raizes as das equagdes x—x, =0 e x—x, =0, ou
sejam X1 e X» (em particular pode ser x| = X5).

EXEMPLOS — 1. A equagdo 2x2+ 2x—12 =0 tem como rai-
zes 2 e —3 em IR, como se pode verificar. Entdo, seré:

2x2 + 2x-12 = 2 (x-2) (x+3)

e vé-se que a equacido ndo pode ter nenhuma raiz diferente de 2 e de — 3.

Il. E facil ver que 4x2 - 4x + 1 = (2x-1)2=4(x-1/2) 2. Daqui
resulta que o polinémio 4x2—4x -1 tem uma dnica raiz em IR,
que é 1/2.

(1) O coroladrio 1 estende-se a qualquer dom/nio de integridade (anel
comutativo sem divisores de zero), mas deixa de ser vélido num anel comutativo
com divisores do zero. Por exemplo, no Ane/ das Horas o polinémio do 2.° grau
x2-1 tem 4 raizes distintas, 1, 5, 7, 11, e admite duas decomposigdes distintas
com factores lineares:

x2=1=(x-1) (x+1) = (x=5) (x=7)  (Porqué?)
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lil. A equaco x2+4=0 nfo tem nenhuma raiz em IR. (Porqué?)

Assim, uma equacdo quadrética pode ter 2 ralzes, 1 raiz unica
ou nenhuma raiz, num dado corpo K.

‘Quando uma equag¢do quadritica tem uma Unica raiz, também
se diz que tem uma raiz dupl/a ou que tem duas ralzes iguais (embora
se trate de uma dnica raiz). ‘

Quando uma equagdo quadritica tem duas ralzes distintas,
também se diz que estas séo ralzes simples (e ndo duplas, como no
caso anterior).

Do teorema deduzem-se ainda os dois seguintes coroléarios:

COROLARIO 2. Se um polinémio do 2.° grau, ax? + bx + ¢, tem,
pelo menos, uma raiz em K, a outra raiz serd simétrica da primeira,
se e séd se b=0.

Com efeito, se o polinémio tem, pelo menos, em K uma raiz x,,
entdo, segundo o teorema admite uma raizx, tal que x1+x,=—be-a"1.
Ora, como a~1' # 0 (porqué?), tem-se bea~1 =0, se e s6 se b=0.
(Porqué?) Logo, serd x,=—Xx41 sse b = 0.

COROLARIO 3. Um polinémio do 2.° grau ax2 + bx + ¢, tem
uma raiz nula, sse ¢ = 0.

Com efeito, se o polinémio tem uma raiz x, = 0, entdo admite
uma raiz x, tal que x1x, =c-+a-1 =0, donde ¢c = 0. Reciprocamente,
se ¢ = 0, o polinémio reduz-se a ax2 + bx = (ax+b)x, donde se con-
clui que 0 é uma raiz do polinémio.

« Um polinédmio ax? + bx+c (com a # 0), pode mesmo ter duas
raizes nulas (isto é, a raiz 0 dupla); isso acontece, sse b=c =0,
reduzindo-se entdo o polinédmio ao termo ax?2.

-« Notemos, por ultimo, que é sempre possivel construir uma equa-
¢do do 2.° grau com ralzes x, e X, dadas arbitrariamente. Com efeito,
segundo o PRINCIPIO DE DECOMPOSICAO, a equagdo
(x=x4) (x-x,) =0 tem como ralzes, precisamente x; e x,. Como
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(x=X4) (X=X2) m x—(X1+X2)X+X4X2, 8 6quaclo, na forma candnica,
seré:

x2-Sx+P=0 , comS=x;+ %3 P=x4X2

(Ver exemplos | e Il do Compéndio de Algebra, 7.° ano,
pégs. 108-109) (1).

11. Resolugéo e discussio das equacOes quadréticas.
Continuemos a supor que K é um corpo. Chama-se equag¢do qua-
dratica binémia toda a equacao da forma

Xx2—-a=0, comackK

Suponhamos que, para um dado « € K, a equag¢do x2 — « = 0 (equi-
valente a x2 = «) tem pelo menos uma raiz x, em K. Entdo x,
ser& uma raiz quadrada de a. Além disso, segundo o coroldrio 2
do nuimero anterior, a outra raiz da equagdao serd —x4. Portanto,
se convencionarmos designar por y « uma dessas raizes, a outra dever4
ser designada por — V.

Consideremos, por exemplo, o corpo As. A aplicagao xk}x2 deste
COrpo em si mesmo sera:

o )

Desde logo se vé que esta aplicacdo nao é bijectiva.

BN
Bl Wi
= b

Assim, a equagdo x2-a =0 em A teré:

2 raizes (X1=1, xo=4=-1), se a=1
2 raizes (X1 =2, X=3=-2), se a=4
O raizes, se « =2 ou a=23

(') Ver nota da péag. 48.
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Para resolver uma equagéo quadrética qualquer em K
(1) ax2+bx+c=0 (a#0),

procura-se transforma-la numa equacdo binédmia com uma outra
incégnita. Ponhamos x =y + h, em que y é a nova incégnita e h-um
elemento a determinar. Entdo o 1.° membro de (1) transforma-se em

(2) a(y2+2hy+h?2)+b(y+h)+c=ay2?+(2ah+b)y+ah2+bh+c

Assim, para obter uma equagado binémia, deveremos fazer 2ah+b=0,
0 que equivale a tomar ‘

(3) h=- desde que seja 2a # 0

2a '
Vamos, pois, supor daqui por diante que o corpo K verifica a
seguinte condi¢cado:

(4) a#0=>2a#0 VacK

Esta condi¢do nado se verifica em A,, mas verifica-se em (Q, em IR
e em muitos outros corpos, como veremos adiante.
Entrando com o valor (3) de h no 2.° membro de (2) obtemos:
2_*‘b2 b2+c - b —-4ac
a e = Gl PR
y 4a 2a ay 4a
Igualando a zero e multiplicando ambos os membros por a- 1, obtém-se
a equacao binémia

5) ' g DAk
( . L4 4a?
E agora, evidente que
ax2+bx+c=0 - b2-4ac
- % 4a?
b b
—1 = -_— +
= 2a y =x® 23
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Assim, a resolugéo de (1) é reduzida a resolucédo da equacéo
binémia (), chamada ‘equagédo resolvente’ da primeira.

Como 4a2 = (2a)2 é fécil ver que a equagdao (5) & resoldvel
sse b2 — 4ac tiver raiz quadrada. Vir4 portanto, nesta hipdtese, repre-
sentando por Vp2—-4ac uma das raizes quadradas:

b2—4ac ‘/bz_ 4ac
s = Lo T bt )
4 4a2 g Y i_ za
g ' b
e portanto, visto que x = — +y:
2a
- 2 :
ax2+bx+c=0 s X = b+ vVb2-4ac

2a

Esta ultima férmula, que é apenas um modo abreviado de escrever

__"b+ V b2-4ac _—-b -V b2-4ac
(6) X = 28 V x= %a s

serd a formu'a resolvente da equacao do 2.° grau, na hipétese de
existir raiz quadrada de b2—-4ac. Costuma-se chamar discriminante
da equacdo e representar por A o valor desta expressio:

A =b2-4ac

Assim, se designarmos por X; e X,, respectivamente, as raizes
dadas por (6), sera:

VA

a

W= = =a-1/A

e, portanto:
X1=Xz< a-1 YA =0< YA=0< A=0

107



J. SEBASTIAO B BILVA

Isto na hipdtese de A ter raiz quadrada. Mas, se A = 0, existe
uma raiz quadrada de A (dnica) que é 0; entdo, e s entéo,

b
2a

X9 =Xg=—

donde, atendendo ao teorema do nimero 11:
ax2 + bx + ¢ = a(x—x,4) 2

o que se exprime dizendo que, neste caso, a equacdo (1) tem uma
raiz dupla.

Em concluséo:

b
TEOREMA. A equagédo (1) tem uma raiz dupla, igual a — B

se A =0. A equagéo terd duas ralzes simples em K, dadas por (6),
se A tem raiz quadrada em K e se além disso A # 0. A equacdo ndo
ters solugcdo em K, se A nédo tiver raiz quadrada em K. [Supbe-se
que o corpo K verifica a condigdo (4)].

Em resumo, hé a distinguir os seguintes casos:

A # 0= 32 ralzes simples de (1) em K

.
dzeK: 2z A=>{A=0=>3’ raiz dupla de (1) em K

(~EI ze K: 22=A) => (~ 1 raiz de (1) em K.)

EXERCICIOS—I. Discutir e resolver as seguintes equacdes emA 7
2x2+b5x+3=0, 4x2+5x+2=0, x2+3x+6=0,

comegando por construir uma tabela dos quadrados e uma tabela
dos inversos em A ;. Decompor em factores lineares os polinémios
dados quando houver solugdo em A-.
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Il. Resolva no corpo IR as equag¢des:

a) 3x2+9x+4=0; b) t2—-y2.t+4/9=0; ¢) —;~+%=—-z;

k  k+1_
k+1 k+2

d) 1, @) 92 +6a+1=0; f) m2+m-1=0

Decomponha, em factores lineares, os polinémios dados em a), b), c).
Calcule, com aproximacdo até as milésimas, as raizes de a), b), d),
utilizando uma tabela de quadrados.

12. Caracteristica dum corpo. As conclusées do numero
anterior foram, em parte, baseadas na premissa (4). Ora vamos ver
que tal condigdo é equivalente 3 seguinte, bastante mais simples:

(1) 2:1#0
Com efeito, tem-se:
2a=(2-1).a, VaekK (Porqué?)
Portanto, se 2.1 # 0, tem-se:
(2) a#0=>2a#0, VaeK (Porqué?)

Reciprocamente, se esta Ultima condigdo se verifica, tem-se, em
particular, 2 « 1 # 0. (Porqué?)

Logo, as condigées (1) e (2) sdo equivalentes q.e.d.

DEFINICAO 1. Diz-se que um corpo K é de caracteristica 0, sse
verifica a condicdo n.1 # O para todo o inteiro n> 1.

Imediatamente se reconhece que (Q e IR sdo de caracteristica O.
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Segundo esta definigdo, se K ndo é de caracteristica 0, existe
pelo menos uminteiro n> 1 talque n « 1 = 0. Ora, consegue-se demons-
trar: os inteiros que verificam tal condigdo sdo necessariamente mul-
tiplos dum numero primo. Por exemplo, suponhamos que se tem
6.1=0emK. Ora

6e1=(2-1)-(31)
Logo, sendo este produto nulo, verifica-se a disjungcao exclusiva:
2.1=0V 3:1=0 (Porqué?)

Entdo os inteiros n tais que n>1 A n+«1 =0 sé poderdao ser os
miltiplos de um dos nimeros primos 2, 3.

DEFINICAO 2. Sendo p um numero primo, diz-se que o corpo
K é de caracteristica p, sse p-1=0em K.

Em particular, o corpo A (pag. 96) é de caracteristica p. Mas
existem corpos de caracteristica p ndo isomorfos a este.

Por conseguinte, a premissa em que se basearam as conclusdes

do nimero anterior pode assim enunciar-se:

O corpo K ndo é de caracteristica 2

13. EquacoOes quadraticas no corpo |R. Suponhamos agora
em particular que o corpo K considerado é IR e continuemos a
designar por A o discriminante do polinémio do 2.° grau ax2 + bx + ¢,
isto 6: A=b2-4ac, com a, b, celR, a## 0. J4d sabemos que, neste
caso:

dz, z2= A e A PO
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Designa-se entdo por VA precisamente a raiz quadrada néo
negativa de A, isto é:

VA = 1, (x2=A Ax >0)

Por exemplo, V9 = 3 (e ndo V9 = — 3), V3 = raiz quadrada de 3 posi-
tiva, etc. Por conseguinte, no corpo IR, teremos os 3 seguintes casos,
quanto a equag¢do do 2.° grau:

( -b+VA
1= 2a
1.0 A> 0: duas raizes simples | _
—b-VA
S 2a
. b
- 2° A=0: uma raiz dupla <x1 ol aiadae >

- 3.° A< 0: nenhuma raiz (em |R).

- A existéncia da relagdo de grandeza designada pelo sinal <, no
corpo IR, permite-nos ainda levar mais longe a discussdo. Ponhamos:

atendendo a que —b/a e c/a sdo, respectivamente, a soma e o pro-
duto das raizes x¢, X, da equagdo nos dois primeiros casos (A> 0,
A = 0). Posto isto, vamos provar o seguinte:

(1) P<0=> A>0

Com efeito, se c/a<<0, os nimeros ¢, a tém sinais contrérios e,
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portanto, também ac <0, donde b2—4ac> 0 (porqué?) ou seja A>0.
Por outro lado:

(2) P>0AA>0 = X{ © X, tém 0 sinal de S

Com efeito, se P>0 e A> 0, as raizes x,, X2 tém 0o mesmo
sinal, visto que x{x> = P> 0, e esse sinal ter4 de ser o de S visto
que x4 + X, = S.

Assim, em resumo, no corpo IR, a discussdo da equacdo quadra-
tica pode ser feita do seguinte modo:

P < 0: 2 ralfzes com sinais conirérios

b
P=0:X1=O,X2=*“‘a'"

( As 0. | 8> 0: 2 ralzes positivas
S < 0: 2 ralzes negativas

b
P20 A=0: 1 raiz dupla, X1 =%X5=— 23

& A < 0: nenhuma raiz em IR

No primeiro caso (P < 0) ainda podemos distinguir as hipé6-
teses (1):

S =0: 2 raizes simétricas
P<0 { S$> 0: predominio da raiz positiva
S < 0: predominio da raiz negativa

Para exemplos, ver Compéndio de Algebra, 7.°© ano, Cap. XVIi
pég. 118(2) (ndo foram ainda introduzidos os nimeros imaginérios:
quando A < O diz-se que a equagdo nao tem raizes em |R).

(1) So6 a primeira destas hipSteses tem geralmente interesse prético.
(2) Ver nota da pég. 48.
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NOTA. Algumas vezes a equagdo quadrética apresenta-se natu-
ralmente sob a forma ax2 + 2mx + ¢ = 0. Neste caso, a férmula resol-
vente toma o aspecto

-m + {/m2=ac
a

x=

e o discriminante A pode ser substituido pelo discriminante simpli-
ficado A' =m2 —-ac =4 A.

14. Estudo das funcoes quadriticas em |R. Chama-se
fungéo quadrética (em |R) toda a fungdo representavel por um poli-
némio do 2.° grau; sera, portanto, toda a fungdo da forma

1 2+bx+c, ,b,c €IR, 0.
(1) X 43X c, com a a #

J& sabemos (Compéndio de Algebra 6.° ano, pag. 129) (1) que
o gréfico duma fung¢édo quadrética do tipo particular

X ax?
A

é uma pardbola que tem por vértice a origem, por eixo de simetria
o eixo das ordenadas e cuja concavidade estd voitada para cima
ou para baixo, conforme a> 0 ou a< 0.

Passando ao caso geral, recordemos que se tem:

b c
ax2+bx+c = a(x? + 5 X + —a—)

2+—P— +i~(+ B 4 T 42
= ax a_'x 2a) 432 a

e, portanto

, _b?-4ac
2a ) 432 ]

(2) ax2+bx+c=a [(x+

(') Ver nota da pég. 48.
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ou seja, pondo b2-4ac = A:

b

U 2a

ax2+bx+c=a(x-h)2 + k, com A
k=~

4a

Notemos agora que, se pusermos X =x —h, Y =y - k, teremos:
y=a(x-h)2+k = Y =a X2

isto é: se (Xo, Yo) for um par ordenado de numeros reais que
verifica a segunda equacéo, entao (Xo+h, Yo+Kk) serd um par orde-
nado que verifica a primeira equacéo, e vice-versa. Quer isto dizer
0 seguinte, em geometria analitica: passa-se do gréfico da segunda
equacdo para o grafico da primeira por meio de uma translacéo
(somando A a abcissa e k 3 ordenada de cada ponto do 1.° gréfico).

(X+h Y+k)

W | ST AN———

Ora, atendendo ao que sabemos sobre o gréfico da fungéo xuax%
segue-se que:
O gréfico da fungdo quadrética (1) é uma parébola de eixo ver-

tical, com a concavidade voltada para cima ou para baixo, conforme
a>0o0ua<0. :
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Mais ainda, do estabelecido no ntmero anterior conclui-se:

A interseccdo do gréafico de (1) com o eixo dos x tem dois
pontos, um sé ou nenhum, conforme A>0, A=0 ou A<O.

EXERCICIOS: Dados os polinémios (em |R):

1 1 1 1
S X2 2242 —u2 1o 02,

2 2 2
1 1 3 1 9 1
~—8248-—m24-—m-1,—v2-3 o sx o G 5
5 S2 4+ 2 m2 4 3 m-1 2v VvV + 22 e e +

determine, por célculo, o nimero de pontos em que o grifico de cada um
deles intersecta o eixo das abcissas. Desenhe, em seguida, os respectivos
gréficos.

Quanto ao sinal dos valores da fungdo quadrética (1), vamos
demonstrar trés teoremas simples:

TEOREMA I. Se A> 0, o valor de ax2+bx+c tem sinal contrério
ao de a ou o mesmo sinal de a, conforme o valor atribufdo a x é
interior ou exterior ao intervalo das ralzes (1).

Demonstracéo:

Suponhamos A > 0. Entéo

(3) ax2+bx+c = a(x—x4) (x—x5)

Como as raizes x4, X, sdo diferentes, uma delas € menor que a outra,
por exemplo x, < x,. Entdo o intervalo das raizes é [x4,x2]. Supo-
nhamos que se atribui a x um valor « /interior a este intervalo, isto é,
tal que

Xi<a< Xy

(') Na demonstragéo se dird o que significa "intervalo das ralzes’, bem como
‘interior’ e 'exterior' a este intervalo.
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Entdo « —x; >0, o — x> < 0 e, portanto

(x=x1) (a—x3) <O

Daqui se conclui, atendendo a (1), que o sinal de ax2 + bx + ¢ é o
contrério ao de a. ‘
Suponhamos agora que « é exterior a [x,X2], isto é que

o< X4 \/ o> Xo

Entdo

(e=x1 <O A a-x2<0) V (x~=x2>0 A a—x,>0)

e, portanto

(OC—X1) (OC—Xg) e O,

donde se conclui que ax2+ba+c tem o mesmo sinal de a.
(O que acontece se X = X4 OU X = X57?)

TEOREMA Il. Se A =0, o valor de ax2+bx+c tem o sinal de
a para todo o valor de x diferente da raiz.

Demonstracédo:

Suponhamos A =0. Entdo, o polinémio tem uma raiz dupla
X4 €, portanto

ax? + bx + ¢ = a(x—x4) 2
Ora, para todo o valor « de x diferente de X, tem-se a—Xx1# 0 e

portanto (o — x¢)2> 0, donde se conclui que ax2 + ba + ¢ tem o
sinal de a.
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TEOREMA IlIl. Se A< 0, o valor de ax2+bx+c tem o sinal de a
para todo o valor de x.

Demonstracédo:
Lembremos que, segundo (2),
A
2 = %
(4) ax2+bx+c = a [(x a ) a3 ]
Suponhamos A < 0. Entdo, como 4a2 > 0, tem-se — 422 > 0.
. b .,
Como, além disso, (x + % ) >0, V¥xelR, vem:
(x+ B g, S e VxelR
X 2a ) 4az =0, X€E

Daqui e de (3) se conclui que ax2+bx+c tem o sinal de a qualquer
que seja x €1R.

Para exemplificacdo da doutrina exposta, considere, novamente,
0s polinédmios dos exercicios anteriores e determine, por célculo, os
intervalos de |R nos quais a funcdo definida em cada caso é positiva

e aqueles em que a funcdo é negativa. Confronte, em seguida, os
resultados com os respectivos gréficos.

No primeiro caso (A> 0), supondo que o« é um nimero exte-
rior ao intervalo das raizes, pode ainda interessar saber se a &
maior ou menor que as raizes, sem calcular estas. Para isso temos o
seguinte COMPLEMENTO AO TEOREMA I:

Se A>0eaa2+ba+c tem o sinal de a, entdo o é maior que as
raizes ou menor que as raizes conforme o > S/2 ou a. < S/2, conside-
rando S = —b/a.

Demonstragao:
Suponhamos que a hipdtese se verifica e sejam XX, as
raizes com xXq<X,. Entdo a<<x; ou a>x, Mas, se tivermos

X1+X2 b
A -
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ndo poderd ser o << x4, porque entdo seria também a << x, e, por-
tanto, 2 « < X1+X,, OU seja a << (X1+X2)/2. Logo, se a> S/2, seré
o> X,. Analogamente se prova que se « << S/2, entdo a < Xj.

EXERCICIOS:

I. Determine a posigdo dos nimeros —5, 1, 6, em relagdo as
raizes do polinémio 3x2 — 5x - 16.

[I. Determine condigGes em t equivalentes as seguintes:

a) Vx: x2+4x+t>0 .
(no universo |IR)
b) Vx: (t+1)x2—-2tx+5t+6<0

lll. Determine condigbes em x equivalentes as seguintes:

a) dy: y2+4y+x<0

em IR
b) 3Jy: (x-1)y2-2xy+5x+62>0 ( /

15. Sistemas de equacOes. Seja novamente K um corpo
qualquer. Um sistema de equagbes relativas a K serd a con-
jungdo de duas ou mais equagdes relativas a K (que se exprime usual-
mente por meio de uma chaveta colocada antes do conjunto das
equagbes escritas em linhas sucessivas). Deste modo, uma solugédo
(ou raiz) do sistema de equagdes sera toda a sequéncia de valores das
varidveis que verifique todas as equagOes dadas. O sistema seri
possivel (ou resoldvel), sse tiver pelo menos uma solugdo; serd impos-
sivel no caso contrério.

Dois sistemas de equagdes sdo equivalentes, sse tem 0 mesmo
conjunto de solugdes. Além dos principios de equivaléncia que j&
indicdmos para equagdes em geral (n.°c 9), apresentam-se-nos agora
dois novos principios de equivaléncia, aplicdveis a sistemas de
equacdes.
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PRINCIPIO DE SUBSTITUICAO. Quando, num sistema de
equacdes, uma destas se apresente resolvida em relacdo a uma das
incégnitas, o sistema é equivalente ao que resulta do primeiro,
substituindo na outra equacdo (ou outras equagdes) essa incognita
pela sua expressdo como fungdo da outra incégnita (ou das outras
incégnitas).

Bastard fazer a demonstracdo no caso de um sistema de duas
equacdes com duas incdgnitas, porque a ideia é a mesma no caso
geral. Consideremos um sistema de equagdes da forma
{ f(x,y) =0

() y =9 (X

que também se pode escrever:
f(xy) = 0 Ay = ¢(x)

Como se vé, a segunda equacao supoe-se resolvida em relagado
ay, isto é o 1.° membro reduz-se a y e o 2.° membro reduz-se
a uma expressdo s6 com a varidvel x. Posto isto, seja («,B) uma
solugdo do sistema, isto é, um par ordenado de elementos de K,
tal que as proposigoes

f(a.B) =0 e B = o(«)
sejam ambas verdadeiras. Entdo, segundo o 1.° principio I6gico de
equivaléncia (pag. 61, 1.° tomo), também a proposi¢ao
f(o, @(ax)) =0

serd verdadeira. Daqui se conclui que («, ) também é solugdo do
sistema de equagoes

{ f(x, ¢(x)) = 0

(2) y = ¢(x)

Analogamente se reconhece que toda a solugdo de (2) também
6 uma solugéo de (1).
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NOTAS —I. Para comodidade de exposicdo, consideramos a
primeira equagao de (1) com segundo membro nulo. Mas j& sabemos
que, pela aplicacdo do 2.° principio de equivaléncia de equagbes
(pag. 97), é sempre possivel reduzir uma equacdo a essa forma.

Il. O principio de substituicdo ndo se aplica s6 a equagdes em
corpos: é vélido em qualquer universo, isto é constitui um principio
légico de equivaléncia.

EXEMPLO. Seja o sistema

(no corpo |R)

2x +y2=3
3x—-y =2

Resolvendo a segunda equagdo em ordem a x, vem:

y+2
2Xx +y2=3 2- 3 +y2=3 y2+2y=5
y+2 o _y+2 g x—y+2

X 3 X = 3 3

Ora
-1+ V16

3y2+2y-5=0¢> y=—‘“‘—‘3—“*- <> y=1\/y=~——3-—
Assim, o sistema dado é equivalente ao seguinte:

5 5
v=1Vv=-? y=1 y=-73
_y+2 Tl 12 V) _-sB2_ 1
"3 - T X 3 9

1 5
0 que mostra que as solugdes do sistemasédo (1,1) e (-9-—, ot ?), consi-

derando x como a primeira incégnita @ y como a segunda incégnita.
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Note que se aplicou aqui a distributividade da conjungao relativamente
a disfuncéo, visto que um sistema de equacdes é uma conjuncédo de
condigoes.

PRINCIPIO DA ADICAO ORDENADA. Todo o sistema de equa-
coes é equivalente ao que dele resulta substituindo uma qualquer
das equacdes pela que se obtém adicionando ordenadamente os seus
dois membros aos de outra equagdo qualquer do sistema.

Este principio € uma consequéncia do 2.° principio l6gico da
equivaléncia, aplicado & seguinte equivaléncia formal:

a=bAc=dea+c=b+dAc=d, Vab,c dek,

que também se pode apresentar com 0 aspecto:

{a=b {a+c=b+d
<>

C=d c=d ’ Varb,C,dGK

Para demonstrar esta equivaléncia, notemos primeiro que, sendo
a, b, ¢, d elementos quaisquer de K, se tem:

(a=b AN c=d) = (a+c=b+d)

em virtude do primeiro principio I6gico de equivaléncia, atendendo a
que a adicdo é univoca em K. Como, além disso (pag. 45, 1.°© tomo):

(a=b A c=d) = (c=d)
vird (pég. 45, 1.° tomo):
(a=b Ac=d) > (a+c =b+d A c=d)

A implicacdo inversa demonstra-se de modo anédlogo, notando
que, pelo 1.° principio l16gico de equivaléncia,

(a+c=b+dAc=d) = [(a+c) + (=c) = (b+d) + (=d)]
e que (a+c) + (-c) =a, (b+d) + (-d) =b (Porqué?)
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EXEMPLO. ' Seja, ainda, o sistema

2X +y2=3
x=y =2

Poderiamos eliminar a incégnita x na 1.2 equagdao por adicdo
ordenada, se os coeficientes de x fossem simétricos. Mas isso con-
segue-se multiplicando os dois membros da 1.2 equacio por 3 e os
da segunda por —2. Em virtude do PRINCIPIO 1lI (pag. 97), as
equacoes obtidas sdo, respectivamente, equivalentes as primeiras e,
portanto

2x +y2=3 - 6x + 3y?2=9
Ix-y =2 -6x+2y =-4

donde, por adigdao ordenada no segundo sistema:

2x +y2=3 3y2+2y=5
<>
Assim, elimindmos x na 1.2 equagéo pelo METODO DE REDUCAO.
Podemos, agora, terminar a resolucdo do sistema como anteriormente.
A vantagem deste método patenteia-se, especialmente, no estudo
geral dos sistemas de equagdes lineares, como veremos no numero
seguinte.

NOTA. Imediatamente se reconhece que o principio da adigdo ordenadc
¢ valido ndo s6 para corpos, como para médulos em geral.

16. Sistemas de equac¢oes lineares. Vamos limitar-nos ao
caso de duas equagdes com duas incégnitas, porque, na sua esséncia,
as ideias sdo anélogas no caso geral.
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Chama-se sistema de duas equagées lineares com duas incdgni-
tas (relativas a um corpo K), todo o sistema que, pelos principios de
equivaléncia, se possa reduzir a forma:

ax + by =c¢
(1) {a'x+b’y=c'

em que as letras x,y sao varidveis (ou incdgnitas) em K e a, b, ¢, a’,
b’, ¢’ sdo elementos conhecidos de K.

Comecemos por supor que um, pelo menos, dos coeficientes das
incdgnitas é diferente de zero. Seja, por exemplo, a % 0 (em qual-
quer dos outros casos possiveis as consideracOes sdo inteiramente
anédlogas). Vamos ver que, neste caso, € possivel eliminar x na
2.2 equacdo, se porventura ainda af figurar essa incognita. Com efeito,
sendo a# 0 Aa # 0, tem-se pelo PRINCIPIO 11l (pag. 97):

(2)

ax +by =c¢ - —aa'’x—-aby=-a'c
ax+by=c aa’x + ab’y = ac’

donde, pelo PRINCIPIO DA ADICAO ORDENADA:
ax+ by =c ax+by=c
(3) { ax+by=c g { (ab’-a'b)y = ac’—a’c

Notemos, agora, que esta equivaléncia é vélida mesmo quando
a # 0 Aa’ =0, visto que, neste caso, a 2.2 equacio do primeiro sistema
se reduz a férmula b’y =c¢’, enquanto a 2.2 equagdo do segundo
sistema assume a forma ab’y = ac’, sendo, portanto, equivalente a ante-
rior. (Porqué?) Posto isto:

HIPOTESE 1. Suponhamos que se tem
ab’'-ab#0
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Entdo, vira:
ax+by =c¢ ax+by=c¢
ac’ —a'c P g?
a'x + by = ¢ <> (Porqué?)

y= ab’ - ab

Ora, pelo PRINCIPIO DE SUBSTITUICAO:

b bac'—a'c
ax + =C ax + ol R
v ab’ —a'b
r 14 @ r ,
ac’ —a’'c _ac’ —a'c
Y=ab - ab Y= ab —ab

E, como a 1.2 equacgéo do segundo sistema é equivalente a

_ab’c — a'bc — abc” + a'be _ a(b’c-bc’)
i ab’ —ab = =T —ab

vir4, finalmente, lembrando que a # O:

b _b'c—bc'
ax +by=c¢ X__ab'—a’b
(4) < .0
e & By y=aC—ac
@ ab’ — a'b

As duas Ultimas férmulas ddao-nos, pois, a solugdo (Gnica) do sistema
proposto, no caso em que a # 0 A ab’ — a’'b # 0.

Alids, como o coeficiente a, nestas féormulas, desempenha um
papel inteiramente andlogo ao dos outros coeficientes das incégnitas,
bastard supor ab’ — a'b # 0, pois esta condi¢do, por si s, implica
que um, pelo menos, dos coeficientes a, b, a’, b’(e mesmo dois) é
diferente de zero, isto é:

(ab’-ab#0)=>[(a0ADb #0)V (a"# 0 Ab# 0)] (Porqué?)
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Assim, em conclusédo:

TEOREMA. Se ab’ - a'b # 0 o sistema (1) é possivel e deter-
minado, sendo a sua solugdo dada em (4).

EXERCICIOS. Resolver os sistemas

n [§x+§y=§ b) 9 7 63
3x+y =2 u_v__ 7
12 8 24

respectivamente, nos corpos As e [R.

Passemos, agora, a uma segunda hipé6tese:

HIPOTESE 2. Suponhamos que ab’ — a’b = 0, sendo um,

pelo menos, dos coeficientes das incégnitas diferente de zero.

Entdo, sendo por exemplo a # 0, tem-se, atendendo a (2) e (3):

ax+ by =c¢ ax+ by=c
ax+by=c O-x+0.y=2ac’' —-ac

Quer isto dizer que, ao eliminar a incégnita x na 2.2 equagio, se
eliminou simultaneamente a incégnita y. Entdo, dois casos se podem
verificar:

1) ac’—a'‘c# 0. Neste caso, a Ultima equacdo é manifesta-
mente impossivel e, portanto, o sistema também o é. (Porqué?)

2) ac’ — a'c = 0. Entdo qualquer par ordenado (x,y) de elementos
de K verifica a dltima equagéo; esta é, pois, uma condi¢do universal e,
portanto:

{ axthbym=ec ax +by=c (Porqué?)

a'x+by=c
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Deste modo, as solugdes do sistema proposto sdo as solugdes
da equagdo ax + by = ¢ que se podem obter resolvendo a equagéo
em ordem a x (continuando a supor a # 0):

c - by
a

x=

e atribuindo, depois, diferentes valores a y e calculando os valores
correspondentes de x dados por esta férmula.

EXEMPLOS E EXERCICIOS:

I. Seja o sistema:

y ; no corpo As

e\,
P Wi
< NI
[
Wi p)

X +
X +

Multiplicando ambos os membros da 2.2 equagéo por —

-

Bl wl
0
wl

obtém-se o sistema equivalente:

3x+2y=4 - x+2y=4
2x+3y=4 Ox+0y=3

donde se conclui que o sistema dado é impossivel.

Il. Seja, agora, o sistema:

i

{ §X+§y

4 no corpo A
'-4-x+ y —2- ’ P 5

Vé-se, entdo, que este sistema é equivalente a:

3X+2y=4 3x+2y=4
2x+3y=1 Ox+0y=0
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e, portanto, equivalente a equagao:

pois:

I1l. Resolva os sistemas (em |R):

[ 2x-1 vy 1-2y
) [~ *3=x"%
| 2x+y=1~y
[ 3-h 5 1-2h+4k
b) | k=g =T
| 2h+h=1-h

Respostas: a) é impossivel; b) é simplesmente indeterminado,
equivalente a equagdo 3h + k=1; as suas solucbes, em numero
infinito, podem obter-se, por exemplo, atribuindo valores reais arbi-
trérios a h e calculando os valores correspondentes de k=1 - 3h.

Resta-nos analisar uma terceira hip6tese:

HIPOTESE 3. Os coeficientes das inc6gnitas sdo todos nulos.

Neste caso, o sistema (1) reduz-se a forma
Ox+0y=c
Ox +0y=c

e é fécil ver que:
1) serd impossivel se ¢ # 0V ¢’ # 0;
2) admite como solugédo qualquer par ordenado de elementos
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de k se ¢ = ¢’ = 0 (diz-se, entdo, que o sistema & duplamente inde-
terminado).

EXERCICIO. Estudar os sistemas:

X X 42X+l A P L P
a3 3 2 6 b) 3 2 6
2% = By X Yy 2r— 5s _r s
TR Sl Ry —ee 2= 2

CASO DOS SISTEMAS COM MAIS DE UMA EQUAGCAO OU MAIS
DE UMA INCOGNITA. As consideracdes anteriores estendem-se,
facilmente, ao caso de sistemas de equacdes lineares com mais de
2 equagdes ou mais de 2 incégnitas. Seja, por exemplo, o sistema:

3x+2y+4z=1
X+2y+4z=
2x+4y +3z2=5

Ol

, ho corpo Ay

Multiplicando ambos os membros da 2.2 equagdo por —3 =4
e os da 3.2 por —3/2 = — 5 = 2; adicionando, em seguida, ordenada-
mente os dois membros da 1.2 aos da 2.2 e aos da 3.2, vem suces-
sivamente:

3x+2y+4z=1 3x+2y+4z=1

4x+ y+2z=0 <= Jy+6z2=1

4x + y+6z=3 3y+3z=4
Ora

3y+6z=1 - y+6z=1

3y +3z=4 3z2=174

e, como 3z =4 <> z = 6, vem, substituindo na equagéo anterior:
3y+6:6=1< 3y=0<y=0
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e, finalmente, por substituicdo na 1.2 equagdao do sistema dado:

X+46=1<3x+3=1<3x=5<x=4

O sistema terd, pois, uma unica solugéao:

x=4Ay=0Az=86

EXERCICIO. Resolver os seguintes sistemas em IR:

3x-2y+ z =1 3x-2y+z =1
2x+by-3z=2 , 2x+5y—-3z=2
bx +3y—-2z2=3 bx+3y—-2z=1

17. Determinantes de 2.2 ordem e sua aplicagéo. Seja
ainda K um corpo qualquer. Escreve-se por definigcdo:

=ad-bc , Vab,c,dekK

Chama-se determinante de 2.2 ordem a fungdo de 4 varidveis assim
definida. Também se d& esse nome ao simbolo do 1.° membro ou
a qualquer outro que dele se obtenha substituindo as varidveis a,
b, ¢, d por constantes ou por outras varidveis, dependentes ou inde-
pendentes.
Como se viu no numero anterior, a resolugdo e a discussao
dos sistemas da forma
ax+by =c¢
(1) { a'x+b};=c'
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tém, como ponto de partida, a expressdo ab’ — a’b, que, segundo a
definigdo anterior, se pode agora escrever

a b ‘

Ao valor desta expressdo (ou a prépria expressdo) chamaremos deter-
minante do sistema (1). Segundo o que foi demonstrado:

O sistema é possivel e determinado, sse o seu determi-

nante for diferente de zero.

Nesta hipétese, vimos que a solugdo (tnica) é dada pelas férmulas:

_b'c—-bc _ac’'-a’c

X" —ab ' Y ab—ab’

que, com a notagdo de determinante, assumem agora o aspecto:

b a
r b' al r’
X = ’ y=
a b a b
a’ b’ a’ b’

" Traduzindo isto bor palavras, obtemos a seguinte regra:

REGRA DE CRAMER. Os valores de x e de y que verificam o
sistema sio dados por duas fraccoes, que tém por denominador
comum o determinante do sistema e cujos numeradores sdo os deter-
minantes que se deduzem deste, substituindo respectivamente os
coeficientes de x e de y pelos segundos membros das respectivas
equagoes. ' '
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Chama-se matriz completa do sistema (1) ao quadro

constituido pelos coeficientes das incdgnitas e pelos segundos mem-
bros das duas equacodes, tal como esta indicado. Esta matriz fornece
trés determinantes de 2.2 ordem:

Seja agora D =0 e suponhamos que um dos coeficientes das
incégnitas é diferente de zero: seja, por exemplo, a # 0\ a’ # 0.

Entdo, como vimos no nimero anterior, a discussdao incide
sobre o valor da expressdo ac’ — a’c, valor que podemos agora desig-
nar pelo simbolo:

ou seja D’

e duas hipdteses se podem verificar:
1) D’ # 0: sistema impossivel

2) D’ = 0: sistema simplesmente indeterminado (equivalente a
7.2 ou a 2.2 equacédo, conforme a # 0 ou a' # 0).
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Se b# 0V b # 0, as conclusbes sdo analogas, substituindo
D’ por D”.
Assim, a discussdo pode resumir-se no seguinte quadro:

D % 0: sistema possivel e determinado

D’ # 0: sistema impossivel
a#0Va #0

D’ = 0: simplesmente indeterminado
D=0 1 bs# 0V b # 0 conclusées anélogas com D" em vez de D’

c # 0V ¢’ # 0: sistema impossivel

¢ = ¢’ = 0: duplamente indeterminado

a=a=b=>b =0 [
(Para exemplos, bastard passar ao nimero seguinte).

18. Interpretacdo geométrica dos resuitados anteriores
em |R 2; paralelismo e coincidéncia de rectas. Para este estudo,
ver Geometria Analitica Plana, Cap. 11, 8 2 (pag. 63-71) (), utilizando
o conceito de determinante. Supde-se feito o estudo dos 88 1, 2,
definindo ‘declive duma recta’, ndo a partir da inclinagao, mas direc-
tamente, como se faz no n.° 25 do mesmo compéndio.

19. Equac¢des paramétricas. Consideremos a equagdo
t-1)x=t+1 (no corpo [R)
Sem mais explicagOes, trata-se duma equagcdo com duas incdgnitas,

x @ t. As suas solugcdes sdo os pares ordenados (t,x) de niimeros
reais, tais como

(3,2), (5,3/2), (0,—1), (=1,0), etc.

que convertem a equagao numa proposigao verdadeira.

(') Ver nota da pég. 48.
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Mas, a mesma férmula pode traduzir este outro problema, embora
no fundo equivalente ao primeiro:

Determinar uma funcdo f tal que, substituindo x por f(t), a
equagado dada se transforma numa identidade (isto é, numa equagéo
em t universal).

Nestas condigdes, existe uma solugdo do problema, que é a
funcédo t X dada pela férmula:

e cujo dominio é Dg= {telR: t# 1}

"Resolver a equagdo em relagdo a X' ou ‘exprimir x como fun-
¢do de t' sao, neste caso, expressdes equivalentes que significam
"determinar uma fungédo f que verifique a condigdo enunciada’.

Note-se que se tém:

t+1
t=1

t-1)x=t+1 < x=

e, por isso, dizemos que a referida fungdo resolve completamente o
problema.

Consideremos, agora, a equacgéo

y2—4x2=0 (em IR)

e o0 seguinte problema: resolver esta equacdo em ordem a y.
Neste caso, tem-se:

y2-4x2=0 < y=2xVy=-2x
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e, por isso, diremos que as fungdes x k2x, xu—2x resolvem comple-

tamente o problema. Mas, tem-se igualmente:
y2—-4x2=0 < y=2|x| V y=—2|x|

e, por isso, diremos que também as funcdes xu2|x|, xU—2|x|
resolvem completamente o problema (ou ainda, que formam um
conjunto completo de solugées do problema).

Note-se que
y2-4x2 = (y=2x) (y+2x) = (y-2 [ x|) (y+2|x]|)

Dum modo geral, chama-se equacéo paramétrica com uma incdg-
nita uma equagdo com mais de uma varidvel, uma das quais é deno-
minada /ncdgnita, sendo a restante ou as restantes varidveis chama-
das par@metros. Se for x a incégnita e houver um sé parametro t,
chama-se solucdo da equacdo paramétrica toda a funcdo f tal que,
substituindo x por f(t), a equacdo se converte numa identidade.
Diz-se entdo que um conjunto de fungdes f4, f,,...fn 6 um conjunto
completo de solugbes da equacdo paramétrica, sse esta for equiva-
lente & condicdo

x=Ff,(t) V x=f2() V..Vx=1 (1)

Analogamente, para mais de um pardmetro e para equacdes ou
sistemas de equacbes paramétricas com mais de uma incdgnita.

Por exemplo, a equacao geral do 2.° grau em x
ax2+bx+c=0

com a, b, ¢ varidveis num corpo K e as# 0, é uma equacdo para-
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métrica, em que a incognita é x e os parametros sdo, a, b, c. Entdo as
férmulas

_ ~b+yp2-4ac _ —b-yb2-4ac
X = - , X=
2a 2a

fornecem um sistema completo de solugGes da equacao paramétrica.
Analogamente, o sistema geral de duas equacodes lineares com
duas incognitas X,y:

ax+ by =c
ax+by=c

r

e com a,a’, b,b’, c,c’ varigveis em K, é um sistema de equacdes para-
métricas, que, no caso ab'—a’'b # 0, é resolvido completamente pelo
sistema de férmulas

_b'c-bc ac’'—a'c

X=p—ab Y=

Y= b —a'h”
mas que, no caso ab'—a’b =ac’-a'c=0 /Aas# 0 é equivalente a
1.2 equagao paramétrica, etc.

Note-se que, na pratica, uma equagdo ou um sistema de equacgdes
paramétricas é geralmente a tradugdo em linguagem simbdlica, dum
problema concreto com dados varidveis, que vem a ser 0s parame-
tros (ver Compéndio de Algebra, 7.° ano, pag. 71) ().

Para discussdo ou resolucdo de equacOes paramétricas, podem
ver-se alguns exercicios do Compéndio de Algebra, VIl ano, Capitu-
los XIV, XV e XVI('), mas sem abusar, pois que, como se dira
adiante, este assunto interessa principalmente quando relacionado
com problemas concretos.

20. Resolucao e discussao de problemas concretos por
meio de equagdes. Para este assunto, ver Compéndio de Algebra,
7.2 ano, Cap. XXI, pags. 196-209 (). Este assunto, como, dum modo

(') Ver nota da pég. 48.
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geral tudo o que se refere a aplicagdes concretas da matemaética,
é da méxima importancia, quer formativa, quer informativa, E prin-
cipalmente a propdésito de problemas concretos —e ndo em abs-
tracto — que interessa fazer a discussdo de equacdes ou sistemas
de equagoes.

21. Equacodes do 3.° grau. Seja ainda K um corpo qualquer.
Como sabemos, chama-se equacdo do 3.° grau (ou equacao cubica)
toda a equagdo que, pelos principios de equivaléncia, possa ser redu-
zida a forma

1) ax®+bx?+cx+d=0

em que a, b, ¢, d sdo elementos dados de K, com a # 0.
- Uma equagdo cubica ndo pode ter mais de 3 ralzes distintas.

Com efeito, se uma equagdo da forma (1), com a# 0, tem
pelo menos trés raizes distintas x4, X, X3, O seu primeiro membro
é divisivel por x-—x,, isto & existe um polinémio ax2+ b'x + ¢’
tal que

ax® +bx?+cx+d= x-xq) (ax?+b'x+¢)

Entdo, como x5, e X3 ndo anulam o primeiro factor do 2.° membro
(x2 # x4 A X3 # X4), anulam necessariamente o segundo factor e
portanto ax? + b’x + ¢’ = a(x — x») (X — X3).

Assim:
ax® +bx2+cx+d = a(x—x1) (x=x3) (X-x3)

e, como a # 0, ndo existe nenhum x em K, diferente de x4, de x,
e de x3 que anule este produto e, portanto, o primeiro membro.
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- Equacdo cubica binémia (relativa a K) serd toda a equagdo
da forma

x3—-a=0 ou ainda x3=a, com 2K

Toda a raiz de tal equacdo (se existe pelo menos uma) seré
chamada raiz cubica de «. Uma das raizes ctibicas de «, que por-

< J
ventura existam, serd designada pelo simbolo v «.

3 1

2 4

Assim, cada elemento do corpo As tem uma e uma sé raiz ctbica
(em Ag):

Seja por exemplo K = Ags. Entdo

—_——
b3
G
X
w
N’
i
W .
ol Ol
..nl - |
w| NI

’

Vo=0 V7=1 V =2

o 1 2 5 6
(X, X8 =t = o
A <o T 1 6 6>

Assim, cada um dos elementos 1, 6, de A, tem 3 raizes ctibicas,
o elemento O tem uma s6 raiz clbica e os elementos 2, 3, 4, 5, ndo
tém nenhuma raiz cibica (em A-).

Por sua vez em |R, como é sabido, cada elemento tem uma e
s6 uma raiz cubica.

Dada uma equagdo clbica qualquer, é natural procurar reduzir
a sua resolugdo a de equagles binémias (resolugdo algébrica ou
resolugdo por meio de radicais). Em primeiro lugar, procuremos,

NI
Bl

Seja agora K = A,. Entdao

o Wi
= b
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como na equagdo do 2.° grau, determinar um elemento h tal que,
substituindo x por y + h se obtenha uma equagdo ctbica em vy:

(2) a(y+h)3 + b(y+h)2 + c(y+h)+d =0

em que o coeficiente de y2 seja nulo. Ora, feitos os célculos neces-
sérios, vé-se que o termo em y2, para cada valor de h, é
(3ah + b)y2. Suponhamos que o corpo K ndo é de caracteristica 3.
Entédo

b
3adh+b=0 < h=—-—
3a

Portanto, atribuindo este valor a h em (2) e multiplicando ambos
os membros da equacdo (2) por a-', obtém-se uma equacdo em
que o coeficiente de y3 ¢ 1 e o coeficiente de y2 é0. Podemos pois,
reduzir 0 nosso estudo a equacgdes da forma '

(3) x3+px+q=0 , com p,qeK
Para tentar resolver uma tal equagéo, ponhamos
(4) X=U+YV

e procuremos determinar u,v de modo que se verifique a equagdo (3).
Esta assume entdo a forma

u3 +v34+3u2v+3uv?+pu+v) +q=0
ou seja
us+v3+ + (3uv +p) (u+v)+d=0

e v8-se que serd verificada, se
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Procuremos, entdo, determinar dois elementos « e B de K tais que
T | e
(6) x+B=—-q A af = - £y

Tais elementos, se existem, serdo as raizes da equacéao

3

Z-a) (z-B) =0 < 22+qz- ‘_’27 -0,

dadas pela formula resolvente usual, se o corpo K ndo é de carac-
terfstica 2. Suponhamos verificada mais esta hipStese e tomemos:

(7) a=——+\/ 9%, P

. A

Suponhamos, agora, que existe pelo menos uma raiz cubica de
o e designemo-la por Va. Entdo, como aff = — ;—7 eat+fB=~-q

. N L
B== 375 © (Vﬂ/“> +<_§—$’ﬁ> =

Por conseguinte, se tomarmos

Vira:

_ L P
U=Va A'vs=gg—

a condicdo (4) é verificada e assim, pondo x = u+ v, também a
equacdo (2) sera verificada. Em concluséo:

TEOREMA. Se Ktem caracteristica diferente de 2 e de 3, a férmula

(8) x=‘§’§———p—, com ac=—'—cl~+\/q2 s p3
o 4 27
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dé uma solugcédo da equacédo (2) em K, desde que exista pelo menos
2 3
uma raiz quadrada de q4 + 27 e uma raiz cubica de «, qualquer

que seja a raiz cubica de o designada pelo simbolo ¥ «.

A férmula (8), sob uma forma um pouco diferente, é chamada
FORMULA DE TARTAGLIA, embora tenha sido SCIPIONE DEL
FERRO, ao que parece, quem primeiro teve a ideia que conduz a
esta férmula, no principio do século XVl (ver Compéndio de Alge-
bra, 7.° ano, Nota Histérica do Cap. XXi) ().

EXEMPLOS — |. Seja a equagao
x3+6x-2=0, em IR.
Entdo p=6, g = - 2, donde, q/2=—-1, p/3 = 2 e portanto
a=1+V1+8=4
Assim, uma solugéo serd o niimero irracional

2
R
X 4 7

(Prove que este niimero é > 0 e verifique directamente que é uma
raiz da equacdo). Aplicando a regra de Ruffini, elimina-se >sta raiz
obtendo-se a equacdo

x2+ (Vg - 2_ X + @’Z—Mz——— 2+6=~—0
V4 V4

Como o discriminante desta equacdo é negativo (prove), conclui-se
que a equacdo clibica dada tem s6 aquela raiz em |R. Calcule-a com
aproximagéo até as milésimas, utilizando uma tabela de cubos.

(') Ver nota de pag. 48.
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Il. Seja, agora, a equagdo x3 — 15x — 4 = 0, em |R. Neste caso:

q2 p3_ —i2 _15 S={( - 2 — 3 =~
g - 12— I3 = (- 2) 2 4 (=B} = =121

Ora, - 121 ndo tem raiz quadrada em |R. Logo, a férmula de
Tartaglia, restringida ao corpo IR, ndo fornece nenhuma raiz da
equacdo neste corpo. £, contudo, esta equacdo tem 3 ralzes reais,
que séo 4, 2+ V5, 2— V5, como se pode verificar directamente.

NOTA MUITO IMPORTANTE. Alargando o corpo IR, com a
introdugdo dos numeros imagindrios, a férmula de Tartaglia passa a
fornecer as trés raizes reais da equa¢ao, como veremos adiante.

Ill. Seja a equagdo

x3+2x+2=0 no corpo Ag

Entdo

. 5 a2, /P\°__~ ey s o
V()T Ve

Ora, como vimos atrds, 4 tem a raiz cibica 4 (Gnica) em As.
Logo, a férmula de Tartaglia fornece uma raiz da equagdo, que é

2

Contudo, esta equacgdo tem uma outra raiz em A, que é 1. Aliés,
pode verificar-se que

x> +2x+2=(x-1)2 (x - 3)

(Diz-se, entdo, que 1 é uma raiz dupla e 3 uma raiz simples da
equagdo.)
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No entanto, como veremos adiante, a férmula de Tartaglia fornece
também a raiz 1, desde que se alargue de modo conveniente o
corpo As.

22. Criagéo do corpo complexo. No exemplo Il do nimero
anterior surgiu-nos uma situag¢do paradoxal: a equagdo proposta tem
3 raizes reais e, contudo, a férmula de Tartaglia ndo fornece nenhuma
raiz (no exemplo Il observdmos uma situagdo semelhante em Aj).
Por isso, a formula de Tartaglia foi a principio considerada iluséria,
destituida de real interesse (1). Porém, BOMBELLI, professor em
Bolonha depois de Tartaglia, preferiu adoptar uma atitude construtiva,
que se traduziu num golpe audacioso de imaginagéo criadora: nao
hesitou em considerar os radicais do tipo /-A, com A>O, como
representativos de nimeros de nova espécie (a que ele chamava ‘quan-
tidades silvestres’ e a que' chamamos hoje ‘imaginérios’) e em com-
bina-los, por adigdo, com os nimeros reais. Assim surgiram os nime-
ros complexos, isto é numeros da forma a+ by -1, com a, belR,
cuja teoria é esbocada no livro 'Algebra’ de Bombelli (1752). O objec-
tivo imediato desta teoria era dar validade & férmula de Tartaglia,
em qualquer caso, quando aplicada a numeros. Ora, esse objectivo
ndo s6 foi atingido, como também foi largamente ultrapassado: a
teoria dos numeros complexos acabou por ter enorme importancia
em matemdtica e encontra hoje constantes aplicagées na fisica e na
engenharia, nomeadamente em electrotecnia.

Assim, podemos dizer que a teoria dos nimeros complexos é

(') Eraessa, por exemplo, a opinido de Pedro Nunes, que também n&o admitia
a existéncia dos nlimeros negatlvos, porque ndo havia no seu tempo uma teoria
rigorosa dos nimeros relativos (ou nimeros reais). Porém, a rejeigdo dos niimeros
negativos tornava extremamente complicado o estudo da &lgebra e, em especial,
a teoria da equaco do 2.° grau.
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um subproduto, de altissimo valor, da teoria algébrica da equacéo
do 3.° grau. .

Vamos agora ver como a teoria dos numeros complexos pode
ser estabelecida com rigor. O problema que se pde pode ser enun-
ciado, com precisdao, nos seguintes termos:

PROBLEMA. Construir um corpo (C que verifique as 3 seguin-
tes condigoes:

1) (C contém IR, e as operagoes de adigdo e multiplicagdo em (C
sdo extensodes das operacées homdnimas em |R.

2) Aequacdox?+1 = 0 admite, pelo menos, uma solugdo em (C.

3) Todo o elemento de (C pode ser representado sob a forma
a + bi, em que a, b sdo numeros reais, e i é uma das solugdes da
equagdo x2=—1 (a outra seré —i).

A condigdo 1) também se exprime dizendo:

"(C é uma extensao do corpo |R’
ou ‘IR é um subcorpo de (C'.

Para resolver este problema vamos seguir o METODO DO
PROBLEMA RESOLVIDO, que consiste em comegar por supor que
o problema admite, pelo menos, uma solu¢gdo e em deduzir dessa
hipétese consequéncias que acabem por indicar o caminho para
construir efectivamente uma solucéo.

Suponhamos, pois, que existe um corpo (C que verifica as condi-
¢oes do problema. Chamar-lhe-emos ‘corpo complexo’ e, aos seus
elementos, ‘nudmeros complexos’. Portanto, segundo a condigdo 3),
cada ndimero complexo serd da formaa + bi,coma,be|Re i2=-1;
o nimero a sera chamado ‘parte real’ e o nimero b ‘coeficiente
da parte imagindria® (ou ‘coeficiente de i) do numero a + bi.
Por exemplo: ' '

2 + 3i, _1——:52-—i,—1+\/2_i, 5, =7i
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serdo niimeros complexos, que tém como partes reais respectivamente
2,1, -1, 5, 0, e como coeficientes das partes imaginérias respectiva-

mente 3, -2/3, V2, 0, -7.
Posto isto, vejamos como se opera com numeros complexos.

a) IGUALDADE ('). Consideremos dois nimeros complexos:

a+bi , a +bi coma,b,a’, b e€|R.

Se for a=a" e b=Db’, tem-se a + bi =a" + b’i, em virtude do
1.0 principio l6gico de equivaléncia e atendendo a que a adigao e a
multiplicagdo sdo univocas em (C.

Assim:

(1) a=a Ab=b=>a+bi=a +bi

Suponhamos agora, reciprocamente, que

a+bi=a"+ b
Daqui, atendendo a que (C € um corpo, deduz-se:

(a+bi) —(a+bi)=0

ou seja:

(2) (a-a)+(b-b)i=0 (Porqué?)

Entdo, se fosse b # b’, seria b - b’ # 0, donde:

o, portaits | ) ==1
» PO \b =) ~

’

a-a
b'-b

(') A palavra igualdade é aqui usada na acepclio de ‘identidade l6gica’.
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a-—a
b'-b
real e nao existe nenhum nimero real cujo quadrado seja ~1. Ter4
de ser pois b = b’. Entdo de (2) vem:

Ora isto é impossivel, visto que seria, entdao, um ndmero

a-a=0 ou a=a’

Assim, a + bi=a" + b'i==a=a" A b =D’ e portanto, atendendo a (1),

(3) a+bi=a" +biwa=a Ab=b’

isto é: dois numeros complexos sdo iguais, sse tém respectivamente
iguais as partes reais e os coeficientes de |i.

Em particular, se b’ = 0, tem-se a" + b’i = a’ e assim

a+bi=a"< a=a"Ab=0, Va,b,a €lR,

isto é: um numero complexo a + bi s6 é um numero real se b = 0.
Portanto, se b # 0, o nimero a + bi ndo é real: diz-se entdo que é
imaginario. Assim, os nlimeros imaginérios sdo os elementos de (C \\ |R.
Em particular, os nimeros da forma bi, com b € R, tais como i, —3i,
V3i, etc., chamam-se imaginérios puros.

b) ADICAO E MULTIPLICAGCAO. Consideremos dois niimeros
complexos:

a=a+bi, B=c+di (com ab,c, delR).
Atendendo a que (C é um corpo, tem-se por um lado:

« + B = (a + bi) + (¢ + di) = (a + ¢) + (bi + di)
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Portanto:

(4) (a+bi) + (c+di)=(@a+c)+ (b+d)i

Por outro lado:

« B = (a + bi) » (c + di) = ac + (ad + bc)i + bdi2,

donde, lembrando que i2 = - 1:

(5) (a + bi) - (¢ + di) = (ac - bd) + (ad + bc)i

Assim, a soma e o produto de dois numeros complexos «, B
sdo calculados segundo as férmulas (4) e (5).

Por exemplo:

1+2))+((3+5bi)=4+7i

(1+2)(3+51))=(1x3-2%x58)+(1x5+2x3)i=~7+11i

c) SUBTRACGCAO. Sendo um corpo, (C é em particular um
médulo e facilmente se reconhece que a diferenga entre dois nimeros
complexos a + bi, ¢ + di, é dada pela férmula

(a+bi) - (c +di) =(a-c) + (b-d)i
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Exemplos:
(8+5i)—(3+7i)=b+(-2)i=5-2i

3=(1+i)=2=] (Vg——%i)-— (V5 - 2i) =%i, etc.

d) NUMEROS CONJUGADOS. Chama-se conjugado dum
niimero complexo a + bi (com a, b € IR) o nimero a — bi. Por exem-
plo, o conjugado de 3 + 5i é 3 — 5i, o conjugado de -1 —-ié -1 +j,
o conjugado de 3i é —3i, o conjugado de — 5 é -5, etc. Desde logo
se reconhece que:

I. Todo o numero complexo é conjugado do seu conjugado.

Il. Um ndmero complexo « é conjugado de si mesmo, sse « é real.

lll. A soma e o produto de dois numeros complexos conjugados
sdo sempre numeros reais. Mais precisamente:

(a + bi) + (a — bi) = 2a
(a + bi) (a—-bi) =a2+ b2

} VabelR
Por exemplo: (1 + V3 ) (1-V3 i)=1+(V3)2=4
e) DIVISAO. Consideremos dois nlimeros compiexos:

«a=a+bi , B=c+di (comab,c delR)

Como (C é um corpo, existe o quociente de « por {3, sse 8 # 0
Ora, segundo o critério de igualdade, c +di=0 sse c=0Ad=20
e portanto, pela propriedade da conversao: ‘

c+di#Z0<« c#0Vd#0.

Assim, se ¢ + di # 0, também c‘— di # 0 e, portanto (pg. 45):

a+bi _(a+bi) (c—-di) _(ac + bd) + (bc ~ad)i
c+di (c+di)(c—di) cz+d2
= (c2 +d2) -1 [(ac + bd) + (bc — ad)i]
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Portanto, supondo c¢ + di # 0, tem-se:

a+bi_ac+bd+bc-ad_
c+di c2+d2 c2+d2'

Exemplos:

3+2_(3+2)(2+5) _-4+19i __ 4 19,
2-5i (2-5i)(2+6) 29 29 29'

VB-i (VB-i)(-iVB) VB

ivVs (iVB)(-iV5) 5

f) EXISTENCIA DO CORPO COMPLEXO. Acabsmos de ver
como se opera sobre elementos dum corpo (C, que verifique as con-
digées 1), 2), 3) do problema posto inicialmente. Mas todas as
nossas conclusées se baseiam sobre uma premissa ainda néo provada:
a de que existe (pelo menos) um corpo que verifica tais condigoes.
Ora, as préprias conclusdes sugerem a maneira de construir uma
solugao: ,

Designemos por (C o conjunto de todos os polinémios em i, de
coeficientes reais e de grau nao superior a 1, portanto da forma a + bi,
sendo a, b numeros reais quaisquer. E ébvio que tal conjunto existe
(ver n.cs 5 e 6). Simplesmente, em vez de definir a multiplicacdo como
se faz usualmente para polinémios, adoptemos a definicao dada pela
férmula (5), que resulta de juntar a condigdo i2 = — 1 a regra usual.
Quanto a adicdo, adoptemos a definicdo usual, que é dada pela for-
mula (4). Entéo é f4cil ver que, com tais defini¢cées de adigdo e multi-
plicagcdo, o conjunto (C é efectivamente um corpo que verifica as
condigoes do problema ().

(') Neste caso, 6 preferivel chamar ‘indeterminada’ em vez de ‘varidvel’ o
simbolo i (ver pég. 87).
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Porém, surge agora outra pergunta:
O problema tem uma unica solugédo?

Vamos ver que ndo. Consideremos, por exemplo, o conjunto IR2,
que é constituido, como sabemos, por todos os pares ordenados
(a, b) de nimeros reais, e adoptemos em [R2 as definicbes de
adicdo e de multiplicacdo dadas pelas seguintes férmulas:

(a,b) + (c,d) =(a+c, b+d)
(6) (V a b,c,delR)
(a, b) « (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Néo oferece dificuldade verificar que, com estas definigdes, |R2
é um corpo [prove, por exemplo, que (0, 0) é o elemento nulo, que
(1, 0) é o elemento unidade, que a multiplicagdo é distributiva, e que
todo o elemento nido nulo de IR2? é regular]. Mais ainda: vamos
provar que este corpo é isomorfo a qualquer corpo (C que verifique
as condicoes do problema. Seja f a aplicacéo

_x+iyu(x,y) , com x,yelR

Facilmente se reconhece que f é uma aplicacdo biunivoca de (C
sobre IR2 (prove). Além disso, f respeita a adicdo e a multiplicagcéo;
com efeito, quaisquer que sejam a, b, c, d €I[R, tem-se:

fl[(a+bi) + (c+di)]=Ff(a+c)+(b+d)i]=(a+c b+d)
= (a, b) + (c, d) = f(a + bi) + f(c + di)

f[(a + bi) - (c + di)] = f[(ac — bd) + (ad. + be)i]
= (ac — bd, ad + bc) =(a,b) * (c,d) =
= f(a + bi) « f(c + di)

Por conseguinte, f é um isomorfismo entre os corpos (C e IR2.
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Em particular, f transforma cada nimero real a no elemento (a, 0)
de IR 2. Portanto:

A restricdo de f ao subcorpo IR de (C é um isomorfismo de IR
sobre um subcorpo |R* de |IR2.

Esta situagdo é descrita pelo diagrama seguinte:

Deste modo, os corpos |IR* e IR tém a mesma estrutura e podemos,
portanto, considera-los como sendo 0 mesmo corpo (a menos de um
isomorfismo) identificando cada elemento (a, 0) de IR* com o
elemento a de |R. Feito isto, j4 podemos afirmar que |R2 verifica a
condigéo 1). |

Por outro lado, f faz corresponder a i o elemento (0, 1) de |IR2
e, deste modo, como era de esperar, |IR2 verifica também a con-
dicdo 2):

(01)2=(01) - (0,1) =(-1,0) ou seja (0,1)2=-1

visto que ja identificamos (-1,0) com -1.
Finalmente tem-se, quaisquer que sejam a, b € [R:

(a,b) =(a,0) + (0,b) =(a,0) + (b,0) (0, 1)

ou seja (a, b) = a + bi, visto que identificdmos (a, 0) com a, (b, 0)
com b e (0,1) com /. Assim, |IR2 verifica também a condigdo 3).
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Em conclusdo: o conjunto IR2, com todas as convencdes adop-
tadas, é também uma solugdo do problema.

Havemos ainda de encontrar mais tarde outras solu¢des do pro-
blema; na verdade, este admite uma infinidade de solug:oes Simples-
mente, o raciocinio anterior mostra o seguinte:

Todas as solugbes do problema sdo isomorfas ao corpo |IR2
considerado e, portanto, isomorfas entre si.

Por outras palavras: o corpo complexo existe e é ceterminado a
menos de um isomorfismo (1).

Assim, o que interessa no corpo complexo ndo é propria-
mente o MATERIAL com que o construimos, isto é, a natu-
reza dos entes a que convenciondmos chamar ‘nimeros
complexos’, mas sim a sua ESTRUTURA, isto é, o conjunto de
propriedades formais que caracterizam esse corpo.

Em conformidade, daqui por diante, ao tratar do corpo (C abstrai-
remos, em geral, da natureza dos seus elementos, para s6 atender as
regras de célculo que sdo vélidas em (C.

Para ver até que ponto a natureza dos elementos é aqui secun-
déria, basta observar que, no mesmo conjunto |R2, poderiamos defi-
nir a adicdo e a multiplicagdo por meio das férmulas:

(a,b) + (c,d) =(a+c, b+d)
Vab,c,delR
(a, b) - (¢, d) = (ac, bd)

(') Deste modo, os nimeros imagindrios t&ém existéncia tdo real como os
nGmeros reais, ao contririo do que podem sugerir as designagdes ‘ntimero real’
e ‘nimero imagindrio’. Na verdade, estas designagGes foram introduzidas histori-
camente, porque, a principio, se admitia, de certo modo, que s6 os nimeros
reais existiam efectivamente.

151



J. SEBASTIAO E SILVA

E f4cil ver que, com estas definigbes, IR2 passa a ser um anel
comutativo, mas ndo um corpo, pois tem divisores de zero; por exemplo:

(3,0) « (0,5) = (0,0), sendo (3,0) # (0,0) e (0,5) # (0, 0)

Portanto, a estrutura deste anel j4 ndo é a do corpo complexo,
apesar de os seus elementos serem exactamente 0os mesmos que no
caso anterior. Mas s6 nesse caso —isto & adoptando as defini-
¢cbes (6) e identificando cada par (a, 0) ao numero real a— é licito
chamar ‘nimeros complexos’ aos elementos de |IR2.

23. Representacido geométrica dos nimeros complexos.
J4 vimos como uma das possiveis concretizagées do corpo (C pode
ser dada pelo conjunto IR2. Por outro lado, ja é sabido como se
estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os elementos de
IR2 e os pontos do plano cartesiano. Assim, resulta automaticamente
definida uma correspondéncia biunivoca entre os nimeros complexos
e os pontos do plano cartesiano: a cada nimero complexo a + bi,
que podemos identificar com o par ordenado (a, b) de nimeros
reais, corresponderd o ponto do plano que tem por abcissa e por
ordenada respectivamente a e b (parte real e coeficiente da parte
imaginéria do nimero a + bi). Tal ponto ser& chamado a /imagem
geométrica (ou o afixo) de a + bi.

Q) P ame oo e ane e S = e
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(Como exercicio, represente geometricamente os ntimeros 3 + 5i,
3, " = . .
—2 ¥ 2 b 3—-51,—3, V2 i, —31)

Veremos no 7.° ano como os numeros complexos podem tam-
bém representar operadores sobre vectores do plano. E essa, aliés,
a interpretagdo dos nimeros complexos mais usada nas aplicagdes
3 fisica, & electrotecnia, etc. (Para j4, pode-se ver Compéndio de
Algebra, 6.° ano, pags. 87-91) ().

EXERCICIOS — Além dos que sdo propostos no referido Com-
péndio, interessa resolver os trés seguintes:

. 1 .v3 1 V3
I. Prove que os nimeros 1,— —+i—, ———i—— formam
2 2 2 2

um grupo multiplicativo isomorfo ao grupo das poténcias de

1 2 3
e 3 1

Il. Prove que os niimeros 1, i, —1, —i sdo raizes de indice4 de 1 e
formam um grupo multiplicativo isomorfo ao grupo das poténcias

. 1 2 3 4
2 2 3 4 1
v3 1

Ill. Prove que as poténcias de expoente inteiro de 3 + -2-i

formam um grupo multiplicativo isomorfo ao médulo H (Bailado das
Horas) e que todas sdo raizes de indice 12 de 1. (Sugestdo: pondo

V3

8 - . ;
_i_ + _2_1 =@, comece por verificar que 03=i e que portanto 6% =i6,

65 = ig2, etc.). Represente graficamente as referidas poténcias de 6.

(') Ver nota da pég. 48.
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24. Equagdes quadraticas e equagdes clibicas no corpo
complexo. E facil ver que:

Todo o nimero negativo tem duas (e s6 duas) raizes quadradas
que sdo numeros imaginérios puros, simétricos entre si.

Com efeito, seja —a um nlmero negativo. Entdo a2 é um nlmero
positivo e, por isso, tem uma (e uma sé) raiz quadrada positiva, que se
designa por Va. Nestas condigcbes, i Va e —i Va sdo imaginérios
puros e tem-se

(iVa)2=i2 . (Va)2=-a, (-iVa)2=(-i)2. (Va)2=-a,

0 que mostra que tanto iVa como —iVa s#o raizes quadradas de —a;
e j4 sabemos que, num corpo, um elemento ndo pode ter mais de duas
rafzes quadradas (pag. 104).

E a primeira destas rafzes quadradas de —a que convencio-
naremos designar pelo simbolo V - a:

V-a=iVa (a>0)

Por exemplo, as raizes quadradas de -1 sdo i e —i; as raizes qua-
dradas de -9 sdo 3i e —3i; as raizes quadradas de —3 sdo iV3
e —i V3, etc.; e escreveremos:

V=1 =i, V=4=2i, V=3=V3 i=iV3, et.
- Posto isto, consideremos uma equac¢do quadrética
1) ax2+bx+c=0
de coeficientes a, b, ¢ reais (a # 0). J4 vimos que uma tal eduacé&
s6 tem raizes reais, sse o seu discriminante, A =b2-4ac, for >0.

Se A< 0, a equagdo ndo tem rafzes reais, porque A ndo tem raiz
quadrada em |R. Mas acabdmos de ver que, neste caso, A tem duas
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raizes quadradas em (C, que sdo ndmeros imaginérios puros. Assim,
a equacgao (1) passa a ter, neste caso, duas raizes em (C,

~b+ VA . _=b-VA
2a ’ - 2a

X = ’
que sdo numeros imagindrios, visto que VA é um imagindrio puro
e a, b sao nlimeros reais.

Seja, por exemplo, a equagédo

x2—-2x+5=0
Aplicando a férmula resolvente simplificada, tem-se
Xx=12V1-5=1+V-4=11+2i

A equacdo tem, pois, duas rafzes imaginirias conjugadas, 1 + 2i e
1 — 2i. Em resumo:

TEOREMA. Uma equacdo quadrética de coeficientes reais tem
duas reais distintas, uma raiz real dupla ou duas ralzes imaginérias
conjugadas, conforme o seu discriminante é maior que zero, igual a
zero ou menor que zero.

Suponhamos, agora, que os coeficientes da equagdo (1) nédo sdo
todos reais. Continuaré a ser resolidvel em (C? A resposta é afirmativa.
Com efeito, demonstra-se em matemética superior o seguinte teorema,
conhecido por ‘TEOREMA DE D’ALEMBERT":

Toda a equacédo algébrica de grau n> 1, cujos coeficientes sdo
ndmeros complexos, tem pelo menos uma raiz em (C (qualquer que
sefan>1).

No sétimo ano demonstraremos este teorema no caso particular
das equagdes binémias:

VnelN, Vae(C, Jze(lC: "=«
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Mais precisamente, provaremos que qualquer que seja n €[N
um numero complexo o diferente de zero tem n (e s6 n) rajzes de
Indice n distintas; e veremos como se determinam essas rafzes (o
nimero O continua a ter em (C uma Unica raiz de indice n que é 0) (1).

Por exemplo, o nimero 1, que tem uma Unica raiz clbica IR
(que é 1), passa a ter 3 raizes cuibicas em (C. Com efeito, z3-1 é

divisivel por z-1; o quociente pode ser achado pela regra de
RUFFINI:

Ser4, pois, z3-1 = (z-1) (z2+z+ 1) e assim:
z23-1=0< (z-1) (z2+2z+1)=0

Ora a equagdao z2+z + 1 =0 tem duas raizes iméginérias que
ja sabemos achar: — 15 + i \/_23 - %—- i\_/2_3.. Portanto, as raizes ctibicas

de 1 (ou sejam as raizes da equagdo 22—~ 1 =0) no corpo (C sdo:

Designemos a segunda por e. Pode verificar-se directamente
que €2 da a terceira raiz e que €3 =1 (fagca os célculos). Assim, se

(') Se n=2, o célculo pode fazer-se muito facilmente aplicando a teoria
da equagBo do 2.° grau (ver Compéndio de Algebra, 7.° ano, Cap. XVI, n.c 14,
pégs. 129-131). — (Ver nota da pég. 48 — N. do E.).
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representarmos por V « uma das raizes ctbicas de um nimero com-
plexo «, as outras serdo ¢V « e €2V «, visto que

cVa)3=e3(Va)3=1.a=«
(2 V¥V a)3=c8(Va)3=1ea=a

Consideremos, agora, uma equagao cubica da forma

(2) x3+px+q=0,

sendo p,q nimeros complexos quaisquer. Pelo que vimos atras
(n.e 22), a férmula de Tartaglia

X = ‘{’/E*é—gi, com t;c= ——g—+ \/(%)2+(%)3

fornece, pelo menos, uma raiz da equacdo (2), desde que exista, pelo
menos, uma raiz quadrada de q2/4 + p3/27 e, pelo menos, uma raiz
cubica de «. Ora, j§ sabemos que esta condigdo se verifica sempre
em (C. Logo, a férmula de Tartaglia fornece, pelo menos, uma solugao
em (C. Mais ainda: fornece as trés solucdes. Com efeito, designando
por ¥V « uma das raizes clibicas de «, as outras serdo, como vimos,
eVa e €2 ¥ a, e as trés acabam por dar todas as solugdes de (2),
que nao pode ter mais de 3 raizes distintas.

Tornemos ao exemplo da equagdo x3 — 15x — 4 (ex. Il do n.c 22).
Neste caso, podemos agora tomar

x=2+V-121=2+11i

Ora, uma das raizes ctibicas de « € 2 + i, como se pode ver:

(2+0)3=(2+i)2(2+i)=(3+4i)(2+i)=2+11i
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Entdo, a férmula de Tartaglia da.

5
X=2+I+“2‘—+—i=(2+l)+(2—l)=4

Qutra raiz cubica de a seré:

eor(30)- (o))

e a férmula de Tartaglia dé agora:

x=<—1 -\—/2—3)4-1(\/‘:;.-%) - (-1 -?>-i<\/§-—12—)=—2—\/"3*

A terceira raiz é obtida de modo anélogo:

x=<—1 +\~/2—§>—-i<\/§+%> " (-1 +V—2§>+a<v§+1§)=-z+\/§

Assim, observamos este facto extremamente curioso:

Embora as trés raizes da equagcdo proposta sejam reais, é neces-
sério sair do corpo real para que a férmula de Tartaglia fornega as trés
raizes. Porém, a intervengédo dos numeros imaginérios aqui é puramente
intermedidria: a férmula fornece cada uma das ralzes como soma de
dois numeros conjugados, e assim as duas partes imagindrias aca-
bam por desaparecer. Tal fenémeno repete-se todas as vezes que as
trés raizes sdo reais — e é este precisamente o caso (chamado 'caso
irredutivel’) em que a intervencdao dos numeros imaginérios é neces-
séria para obter solugées reais.

Situacoes andlogas se observam em vérios dominios da matemé-
tica, pura ou aplicada: o caminho mais curto para obter solugées reais
passa, muitas vezes, pelo campo imaginario. Nesses casos a teoria
dos nimeros complexos funciona como formalismo auxiliar, isto 6,
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como artiffcio engenhoso de célculo, para obter resultados, que -de
outro modo seria dificil ou muito trabalhoso encontrar ().

Mas casos hd em que a intervengcdo dos nimeros imaginarios
ndo é apenas um meio, um processo de célculo: muitas vezes os
resultados finais dos problemas sdo numeros imaginérios susceptiveis
de interpretagéo concreta (geralmente como operadores sobre vectores
do plano).

25. Imaginédrios de Galois". Consideremos, novamente, a
equagao:

(1) x3+2x +2=0 no corpo Ag.

Como vimos (n.c 22, ex. 3) tem-se, neste caso:

=+ (B) -3

Mas, como 4 tem apenas uma raiz cibica em A, que é 4, a
féormula de Tartaglia d4 apenas uma raiz da equacgao:

2

axg=4-1=3

b ¢

A formula ndo dé a outra raiz (1, dupla), por que a equagéo

(') Numa espécie de caldo, os investigadores mateméticos costumam cha-
mar “truques’ a tais artificios. Mas, aqui, a palavra ‘truque’ ndo tem de modo nenhum
sentido pejorativo. Pelo contrério, grandes progressos da ciéncia se devem a tais
truques.
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binémia z3-4 = 0 admite apenas uma raiz em A, que é 4. Elimi-
nemos essa raiz pela regra de Ruffini: -

1 0 0 -4
4 1 4
4 | 1T 4 1 0

Entdo, vird: z°-4 = (z—4) (z2+4z+7). A origem do fenémeno
estd no facto de a equagéo z2+4z+1 ndo ter solugdo em A,. Com
efeito, o seu discriminante

A=42-4=7

ndo tem raiz quadrada em A . Mas também os numeros negativos
nédo tinham raiz quadrada e nds conseguimos que passassem a té-/a,
ampliando o corpo real com a adjuncdo de numeros imaginérios.
Porque ndo proceder de modo anédlogo agora? A Situacéo é muito
semelhante. Pretende-se construir um corpo K que verifique as
seguintes condigdes:

1) K é uma extensdo do corpo Ag.
2) A equagdo x2=2 tem, pelo menos, uma solugdo em A..

3) Todo o elemento de K é da forma a + bj, em que a,b sdo
elementos quaisquer de A e j é uma das raizes da equagdo x2 = 2.

Uma solugdo do problema é constituida, precisamente, por todos
os polinémios lineares em j

a+bj

de coeficientes a,b em A, com a definicdo usual de adigédo e
com a definigdo de multiplicacdo dada pela seguinte férmula:

(a+bj) (c+dj) = ac + (ad + bc)j + bdj2
= (ac + 2bd) + (ad + bc)j,
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que resulta de juntar a condigdo j2 = 2 a definicdo usual. Qualquer
outra solugcédo do problema é isomorfa a esta.

= . 2 .
Uma outra solugéo serd dada pelo conjunto A, com as seguin-
tes definicoes:

(a,b) + (c,d) = (a+c, b+d)
(c,b) « (c,d) = (ac + 2bd, ad + bc)

identificando-se (1,0) a1 e (0,1) a j.

Como j passa entdo a ser uma raiz quadrada de 2 em K (sendo
a outra —j) podemos designar j por V3, 0 novo corpo, K, poderé
ser designado por A (j) ou por A 5(\/5).

E f4cil ver agora que a equagéo

z244z+1=0

admite, neste corpo, as duas solugdes

2y =3FZ » Zg=3>3)

que sdo portanto, juntamente com 4, as raizes cubicas de 4 em A 5(1)
Ora, utilizando estas trés rafzes cibicas de 4, a férmula de.
Tartaglia j& fornece as raizes 3 e 1 da equagdo (1), existentes em Ag,
como se pode verificar.
Vejamos outro exemplo. A equagao

x3-4=0

ndo tem solugdo nenhuma em A, como se pode verificar. Mas nés
podemos construir um corpo K tal que:

1) K é uma extensdo do corpo A,.
2) A equacdo x3 =4 tem, pelo menos, uma solugdo em K.

3) Cada elemento de K é da forma a + b + c62 sendo a,b, ¢
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elementos arbitrérios de A, e O uma das raizes da equagéo
x3=4 em K

Uma das solugdes do problema é constituida precisamente pelos
polinémios em § de grau < 2:

a+bb+cg2 , comab,ceA,

com a definicdo usual de adigdo e com a definigdo de multiplicagédo
dada pela férmula:

(a+bo+ch2)+(a"+b'g+c92) =aa’ + (ab’" +a b)g +
+ (ac’+a ¢+ bb)o2 + (bc’" + b'c)f3 + cc'f4 =
= (aa" + 4bc’ + 4b’c) + (ab’ + a’b + 4cc’)f + (ac’ + a'c + bb')6?2

que resulta de juntar a condigdo 62 = 4 2 definigdo usual de produto
de polindmios.

Uma outra solugdo serd constituida pelo conjunto A""7 com as
definigdes: '

(abe) + (@bc)=(a+a,b+b,c+¢c)
(a,.b,c) « (a’,b’,c") = (aa’+4bc’'+4b’c,ab’+a'b+4cc’,ac’+a'c+bb’)

Mas todas as solugbes serdo isomorfas entre si.

Os elementos com os quais sdo ampliados os corpos Ap, por
processos anilogos aos anteriormente indicados, chamam-se imagi-
nérios de Galois. Por processos semelhantes a estes é sempre possivel
ampliar um corpo K de modo que uma dada equagdo impossivel em
K passe a ter solugdo no novo corpo; este podera ser sempre consti-
tuido por uma poténcia cartesiana de K, com definigbes adequadas
de soma e de produto. E claro que, se K for finito, qualquer poténcia
Kn, com n €[N, serd também um conjunto finito e, assim, o novo corpo
serd também finito (campo de Galois).
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26. Produtos de factores lineares; fé6rmula do binémio.
Consideremos n expressoes

x+x 1,x+x 2,- . -,x+xn,

em que X,X.,...X sd0 varidveis num ane/ comutativo A. E fécil ver
que se tem:

(x+x,) (X+Xx,) = X2+ (X, + X3) X+ XX,

Para desenvolver o produto (x+x,) (x+Xx,) (x+x;), bastara
multiplicar o resultado anterior por X+x ;: |

X2 + (X4 + X)X + XX,
X+ Xg

X3 4+ (X, + X,)X2 + (X X,)X
Xg X2+ (X X3+ X, X3) X + X X Xq

X3 4+ (Xq 4+ X5+ X3) X2+ (XX, + X4X3 + X,X35) X+ X X X5
Assim:

(x+x,) (X+x,) (x+x3) =x3+5,x2+S,x+ S,
em que S, =X, +X,+ X5 S, =XX5+ X, X5+ X;X5 S3z=X XX,

Analogamente, se obtém:
(X+x,) (X+x,) (X+x;) (x+x,) = Xx4+8;x3+85 _x2+Sx+S,
em que

S, =X +X,+Xg+X,

S,=X  Xo+X (X g+ X (X 4 +X o X 3+ X o X 4+ X X 4
S3=X XX g+ X XX g+ X (XX 4 +X X 5X

S 4=X X X X,
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Somos, assim, levados a admitir, por indugédo, que se tem, para
qualquer ne IN:

(1) (x+x;) (X+x,)...(X+Xp)=x"+S ;x"~14+8 X"~ 24, .+ S_ ,x+Sy,

em que S, é a soma das varidveis X ,,X,,....Xn, S, @ soma de todos
os produtos distintos destas varidveis duas a duas, S , a soma de todos
os produtos distintos destas varidveis trés a trés, e assim por diante,
até Sp que é x,X,...xn. A férmula (1) escreve-se abreviadamente

) n n
(1) II (x+x) = Z Spx-P
k=1 p=0

onde Sp é a soma dos produtos distintos das vardveis X ,X.,...Xn
tomadas p a p (se p=2_3,...,n—1); em particular

n n
= Zxx , Sp= Il x¢

So=1, S
k=1 k=1

1

A férmula (1) ou (1') pode ser demonstrada pelo METODO
DE INDUCAO MATEMATICA, de que trataremos no 7.° ano.

Visto que estes céiculos sdo referidos a um anel comutativo A,
é facil ver que existe uma correspondéncia biunivoca entre os produto-
tos das varigveis X,X,,...Xn tomadas p a p e as combinagcées das
mesmas varidveis p a p. (Porqué?) Logo o numero desses produ-

tos é (g).
Suponhamos, agora, que cada uma das varidveis é substituida
por uma tnica varidvel a (no anel A). Entédo:

1) Cada um dos produtos dessas varidveis p a p tranforma-se
em aP.

2) Sp transforma-se em (g)ap.

n
3) kH1 (x+xk) transforma-se em (x+a)n.

=3
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E facil ver que as conclusdes 2) e 3) sdo vélidas para todo o
p=0.1,....,n, e todo o n €|N. Por conseguinte, de (1) vem

(2) (x+a)N=x"+nx"="1+(0)a2x"—2+... +nan~ "x+an
ou seja, em notagdo mais rigorosa, correspondente a (1°):

(2) (x+a)h = ()aPX"P, v ne N

x
Il M3
(o}

E claro que esta férmula (habitualmente chamada FORMULA
DO BINOMIO ou FORMULA DE NEWTON) traduz uma equivaléncia

formal entre os dois membros.

Das férmulas (1) ou (1°) é facil deduzir, atendendo a regra dos
sinais:
(3) (x=x;) (x=x,)...(x=xp)=x"—8 xN— 1+ 8 x"—2—  +(-1)" Sp,

ou seja, em notagdo mais precisa:

n n
(39 I (x—xy)= = (-1)PSpxn-P
k=1 p=0

onde o simbolo Sp mantém o significado anterior.
Daqui, por sua vez, deduz-se:
(4) (x——a)"=x"—nax"‘1+...+(—1)P(2)apx"—l°...+(—1)"a", ou, mais

precisamente:

(x-a)n = ﬁ(-ﬂ"(g)aF’X“-p
p=o0

Para exemplos e exercicios sobre a férmula do binémio, ver
Compéndio de Algebra, 7.° ano ().

(') Ver nota da pég. 48.
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27. Decomposic¢io dum polin6mio em factores lineares;
relacoes entre as raizes e os coeficientes do polinémio.
Consideremos um polinémio de grau n> 0:

aoX"+a X" 1+...+apn~1x+an

Designemos este polinémio por P(x) e suponhamos que ao,
a,....an 880 nudmeros complexos quaisquer (reais ou imagingrios,
com ap # 0). Segundo o teorema de D'Alembert (n.c 25) este poli-
némio tem, pelo menos, uma raiz em (C. Seja x, uma tal raiz; entdao
P(x) é divisivel por x-x,, isto &, existe um polinémio P,(x) de grau
n-1, tal que '

PO)=(x-x,)P,(x)

Ora, se n—-1>0, o polinémio P ,(x) tem, pelo menos, uma raiz x , em
(C (porqué?) e, portanto, existe um polinémio P,(x) de grau n-2
tal que | | |

P,(x) = (x—x,)P,(x), donde
P(x)=(x=x,) (x=x,)P 5(x)

Raciocinando deste modo, sucessivamente, chega-se 3 conclusio
de que existem ndmeros complexos, X,,X,,....Xn tais que

P(x)=(x-X¢) (X=X,)...(X—Xn) Pn(x),

onde Pnh(x) é um polinémio de grau n—-n=0. Mas, segundo a regra
de Ruffini, o coeficiente do primeiro termo dos sucessivos polinémios
P4(x),P,(x),....Pn(x) seréd sempre ao. (Porqué?) Logo, sendo Pp(x)
de grau O, este polinémio reduz-se 3 constante a, e assim

(1) aoXN+a X"~ 1+, +an— X+ 8n = ap (X=X ) (X=X ,) ...(X—Xp)
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ou seja, mais precisamente:

n n
(1) % apxN—P=a, II (x-x
D=0 p o o ( k)

Assim, o teorema de D’Alembert conduz ao seguinte

TEOREMA: Todo o polinémio de coeficientes no corpo (C admite
uma decomposicéo em factores lineares, do tipo (1) [ou (1°)], sendo
80,X y X 5,....Xn NUMeros complexos.

E claro que, segundo o PRINCIPIO DE DECOMPOSIGAO,
X4,X5....Xn S80 as Unicas raizes que o polinémio pode ter em (C.
Alguma dessas raizes pode aparecer repetida na decomposigdo:
chama-se ordem de multiplicidade de uma raiz o nimero p de vezes
gue essa raiz figura na decomposicédo; a raiz diz-se simples se u=1,
e multipla se p. > 1(dupla se p = 2, tripla se p. =3,...).

Notemos agora que, aplicando a férmula (3') do nimero ante-
rior, se deduz de (1°):

n n
Y apxn—p = 2 (—1)paopr“‘p
=0 p=0

p

Mais precisamente: os dois membros desta Igualdade representam
o mesmo polinémio. Portanto:

ap=(-1)PaySp, donde:

a
(2) Sp=(~1 3" —gp—-, parap=1,2,....n
0
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Séo estas as formulas que relacionam as ralfzes de polinémio
P(x) com os seus coeficientes. Em particular:

a,
Sy=X,+X,+...+Xp =~ —
do

n
Sn=x1x2...Xn = ("‘1)“ =
do

Ja tinhamos encontrado estas férmulas no caso particular n=2
(equagao do 2.° grau).

EXEMPLOS:

I. Seja o polinémio 3x4—3x2—-6. Para achar as suas ralzes'
podemos recorrer a um truque muito simples que consiste em por
x2=y. Entdo o polinémio dado transforma-se no polinémio do
2.° grau 3y2—3y—6, cujas raizes sdo y,=2, y,=-1. Assim, & fécil ver
gue as raizes do polinémio dado sdo as raizes quadradas de 2 e de —-1:

X;=V2, X,==V2, Xg=i, Xg=-i
Portanto:
(1) 3x4—3x2-6 = 3(x—V2) (x+V2) (x=i) (x+i)

Diremos que os nimeros V2, -V2, i, —i, sdo todos raizes simples
do polinémio dado, porque cada um deles figura uma Unica vez na
decomposigédo (1).

E f4cil ver que neste S,=0, S,=-1, $;=0, S,=-2.

Il Seja o polinémio 4x4-8x2+4. Por um truque andlogo ao
anterior, este transforma-se no polinémio 4y2-8y+4, que admite a
raiz dupla 1, isto é: 4y2-8y+4=4(y—1) 2. Entdo é facil ver que

4x4-8x2+4=4(x~1) 2 (x+1) 2
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Diremos que 1 e —1 sdo raizes duplas do polinémio dado, porque
cada uma delas figura duas vezes na decomposi¢cdo. Neste caso, tem-se:

S,=S5=0, S,=-2, S,=1
IIl. Seja o polinémio x4—3x3+3x2-x. E f4cil ver que
X4-3x3+3x2-x = x(x-1) 3 = (x-0) (x-1)3

Diremos, entdo, que O é uma raiz simples e 1 uma raiz tripla do
polinémio: a primeira figura uma sé vez e a segunda figura 3 vezes
na decomposicdo. Neste caso, temos S$1=3, §,=3, S$3=1, §,=0.

28. Principios das identidades; factorizagcdo dum poli-
némio num corpo qualquer. Consideremos, agora, um corpo K
qualquer.

TEOREMA. Um polinémio de grau n superior a zero ndo pode
ter mais de n raizes diferentes em K.

Demonstragao:

Seja P(x) um polinémio relativo a K, de grau n> 0, e suponha-
mos que P(x) tem, pelo menos, n raizes diferentes, x,,...,.Xn, em K.
Entdo existe um polinémio P,(x) relativo a K, de grau n-1, tal que

P(x) = (x—x4)P,(x) (Porqué?)

Ora, supondo n> 1, tem-se P(x,)=(x,~x,)P,(x,)=0 (porqué?)
e como X, # X,, por hipétese, segue-se que P ,(x,) = 0. (Porqué?)
Logo, existe um polinémio P, (x) relativo a K, de grau n-2, tal que

P,(x) = (x=x,)P,(x) (Porqué?)
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Raciocinando assim, sucessivamente, conclui-se, como no
ndmero anterior, que

P(x) = ag(x—x,) (x=X,)...(X=Xp),
em que ap € o coeficiente do termo de grau n em P(x).

Seja, agora, ¢ um elemento de K diferente dos elementos x,,...,Xn.
Entdao, como ag # 0 (porqué?) tem-se:

P(x) = ag(c—x,) (c=X,)...(c=xn)#0 (Porqué?)
Por conseguinte, P(x) ndo pode ter em K mais do que n raizes

distintas, x4, X2, ..., Xn
Daqui se deduz como corolério o seguinte

PRINCIPIO DAS IDENTIDADES: Se dois polinémios em x,
relativos a K, de grau néo superior a m, tomam o mesmo valor para
mais de m valores da varidvel x em K, esses polinémios séo idénticos
(e, portanto, equivalentes).

Demonstragao:

Se A(x) e B(x) sdo dois polinémios de grau ndo superior a
m, podemos escrevé-los sob a forma

A(X) =agXM + a,xM= 1 4 .. 4 am-1X + am.
B(x) =box™+ bxM-1+ .. + by. X+ bn.

sem ser necessariamente ag # 0, by # 0. Suponhamos que estes
polinémios tomam o mesmos valor para mais de m valores de x em K.
Entdo, o polinémio

P(x) = (ap ~ bo)x™ + (a; — b1)xM-1 + ... + (am~bm)

tem grau ndo superior a m e anula-se para mais de m valores de x
em K. Ora, segundo o teorema, isto é impossivel se o grau do
poiinémio P(x) fosse >0. Logo, o grau de P(x) é zero, isto &:

ao'—bo=0, a, —b1=0, srey Gm-1 —'bm-1 =0,
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e, sendo assim, também terd de ser ajm—bm =0, de contrdrio P(x)
ndo se anularia para nenhum valor de x. Portanto ap=bo, a1=Dbx, ...,
am = bm, 0 que significa precisamente que os polinémios A(x) e
B(x) sdo idénticos.

COROLARIO. Se o corpo K é infinito, dois polinémios relativos
a K que sejam equivalentes sdo necessariamente idénticos.

Com efeito, sejam A(x) e B(x) dois polinémios relativos a K
e suponhamos que K tem uma infinidade de elementos (por
exemplo K=(Q, K=IR ou K=(C). Entdo, se A(x) e B(x) sdo equivalen-
tes, tomam o mesmo valor para uma infinidade de valores diferentes
de xem K (porqué?) e, portanto, para um nimero de valores superior
aos seus graus. Logo, segundo o PRINCIPIO DAS IDENTIDADES,
sdo idénticos.

Note-se que este corolério ndo é valido se K é finito. Por
exemplo, em As os polinémios
X54+2x3-1 e 2x3+x-1
sdo equivalentes (como se pode verificar) e, contudo, ndo séo
idénticos.
Note-se, ainda, que os teoremas agora demonstrados séo inde-

pendentes do teorema de D'Alembert (que diz respeito sé ao corpo (C).

« Diz-se que um polinémio A(x) relativo a K é completamente
resoluvel em K, quando admite uma decomposicdo em factores
lineares em K, isto €, uma decomposigdo do tipo

P(x) = ao (x = x1) (X = X2) ... (X = Xp),

em que a, 6 o coeficiente do termo de grau n de P(x) e x4, X2,...,Xn
sdo elementos de K, raizes de P(x). Nesta hip6tese, pode acontecer,
em particular, que alguma destas ralzes aparecga repetida (raiz miltipla),
mas em qualquer caso é facil reconhecer que o polinémio ndo admite
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outras raizes em K. Também se prova que o nimero de vezes que cada
raiz aparece numa tal decomposicdo (chamado ordem de multipli-
cidade da raiz) é determinado, isto é, ndo depende do modo como se
chega a decomposi¢do. Uma raiz diz-se simples se a sua ordem
de multiplicidade é 1.

Finalmente, prova-se em matematica superior o seguinte teorema:

Qualquer que seja o corpo K, é possivel construir, para cada poli-
némio P(x) de coeficientes em K, um corpo K,' extensido de K, tal
que P(x) seja completamente resolivel em K'. Os corpos minimos
que verificam esta condigao sdo todos isomorfos entre si.

29. Resolubilidade algébrica e resolucdo numérica de
equagoes algébricas. Vimos, atrds, que existem férmulas resol-
ventes para equagdes quadréticas e equagbes clbicas, as quais per-
mitem calcular todas as ralzes da equagdo por meio de um certo
numero de operagdes — subtrac¢des, multiplicagdes, divisbes e extrac-
gbes de raiz— efectuadas a partir dos coeficientes da equagdo (em
corpos de caracteristica diferente de 2 e de 3, em que a equagio seja
completamente resoltvel). Exprime-se este facto dizendo que a
equagdo geral do 2.° grau e a equagdo geral do 3.° grau sédo
resoluveis algebricamente (ou resoluveis por meio de radicais); e
prova-se que a equacdo geral do 4.° grau também é resoluvel algebri-
camente (nos referidos corpos).

Em principios do século passado, o matemético noruegués
NIELS ABEL demonstrou que a equagcdo geral do 5.° grau ndo é
resollivel algebricamente. H4, no entanto, tipos particulares de equac¢des
algébricas, mesmo de grau superior ao quinto, que sdo resollveis
algebricamente como, por exemplo, os seguintes:

(1) ax?P +bxP+¢c=0
(2) ax®P+bx?P+cxP+d=0
(3) ax4P + bx3P + cx2P +dxP +e=0
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Com efeito, pondo xP =y, a primeira reduz-se a8 equac¢do do
2.° grau ay2+by+c=0 e facilmente se reconhece que as suas solu-
¢bes sdao dadas pela férmula

_ V_ - {/ —b+ yb2-4ac
Y 2a

J& no nimero anterior vimos exemplos de equagdes deste tipo,
com p=2:

ax4+bx2+c=0 (chamam-se equag¢des biquadradas)

Para as equagdes dos tipos (3) e (4) as consideragdes sdo
analogas.
Surge, assim, o problema:

Saber se um dado tipo de equagoes algébricas é ou ndo resoldvel
por meio de radicais e achar a correspondente férmula de resolugdo
algébrica no caso afirmativo.

A resolugdo deste problema encontra-se na dificil feoria da reso-
lubilidade algébrica de GALOIS, a que j4 temos feito referéncia.
Sado subprodutos importantissimos desta teoria os conceitos de gru-
po e de corpo, que tém numerosas aplicagbes em vérios ramos da
matematica e da fisica.

Na prética, quando é dada uma equagao algébrica de grau supe-
rior ao segundo, cujos coeficientes sejam nimeros, prefere-se geral-
mente recorrer a certos métodos de aproximagbes excessivas que
permitem calcular as raizes com o grau de aproximagao que se dese-
jar. Esses métodos sdo quase sempre muito trabalhosos quando nao
se dispbe de boas maquinas de calcular. Porém, um computador
electrénico potente permite efectuar, com grande rapidez, os calculos
exigidos por esses métodos: por exemplo, as raizes duma equagao
do 6.° grau poderdao ser entdo calculadas em média num minuto,
com 12 algarismos exactos (partes reais e coeficientes de i no caso
das raizes imagindrias).
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Tais métodos, que se estudam em matemética superior, sdo cha-
mados métodos de resolugdo numérica e fazem parte dum ramo
da matematica moderna que tem tomado grande incremento com o
uso dos computadores electrénicos: a ANALISE NUMERICA.

30. Exemplo de um anel ndo comutativo (a dlgebra dos
quaternioes). A é&lgebra dos quaterniées é um primeiro exemplo
histérico de anel ndo comutativo, introduzido pelo grande matemético
e fisico irlandés HAMILTON, do século passado, que aplicou essa
estrutura em vérias questdes de mecénica e de electromagnetismo.
Consideremos o seguinte problema:

Construir um anel |H que verifique as seguintes condigdes:

1) IH contém R, e a adicao e a multiplicacdo em |H sado
extensoes das operagcoes homoénimas em |R.

2) Existem trés elementos i, j, k de |H tais que:

i2=j2=k2=—1
ij=k, jk=i, ki=j
Ji==k, ki=—i, ik=~]

3) Todo o elemento de |H é da forma
a+bi+cj+dk, com ab,cd €IR
4) a+bi+cj+dk=0 = a=b=c=d=0, Vab,c,d, €IR.

Mais uma vez podemos seguir o METODO DO PROBLEMA
RESOLVIDO: suponhamos que existe um anel |H nas referidas con-
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dicGes. Entdo é facil ver que, sendo a,b,c,d nlimeros reais quaisquer,
se tem:

a+bi+cj+dk = a’+b’i+c’j+d’k, sse a=a" A b=b" A c=¢" A d=d’,
(a+bi+cj+dk) +(a"+b’i+c’j+d’k) = (a+a’)+(b+b")i+(c+c")j+ (d+d")k,
(a+bi+cj+dk) (a’+b'i+c’j+d’k) = (aa’-bb'~cc'~dd’) +

+ (ab’+a’b+cd'~c'd)i +

+ (ac’+a’c+b'd-bd")j +

+ (ad'+a‘'d+bc’—b’'c)k.

Estes resultados indicam-nos uma solugdo para o problema, que
pode ser constituida pelo conjunto IR4 com as operagbes de
adigdo e multiplicagdo assim definidas:

(a,b,cd) + (a',b'.c’.d) = (at+a’, b+b’, ctc’, d+d’)
(a,b,cd) . (a,b',c' d) = (aa’-bb'—cc'—-dd’, ab’+a’b+cd’—c'd,
ac’+a‘c+b’'d-bd’, ad’ +a'd+bc’-b’c).

Pode verificar-se que, com estas definicdes, IR4 é realmentse um
ane! que verifica as condigdes do problema, uma vez que se identifique
cada numero real a ao quaterno (a,0,0,0,) e se ponha, por exemplo,
i=(0,1,0,0,), j=(0,0,1,0), k=(0,0,0,1). Podemos, pois, tomar IH=|R4
com as referidas definigdes. Como os elementos de |IR4 sdo quaternos
de nimeros reais, os elementos de |H receberam a designagdo de
quaternioes (de Hamilton). Por sua vez, o anel IH é chamado
algebra dos quaternioes.

Para ver que este anel ndo é comutativo, basta notar que se tem,
por exemplo, ij=k, ji= -k, e, portanto, ij#ji; de contrério seria k=0, o
que nao € verdade. Porqué?

Por outro lado, como

(a+Dbi+cj+dk) (a—bi-cj~dk) = a2+b2+c2+d?,
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vé-se que todo o quaternido a+bi+cj+dk diferente de zero é regular,
sendo, entdo: "

a —bi —cj —-dk
a2+b24+c2+d2

(a+bi+cj+dk)-'=

Por conseguinte, |H é um anel de divisdo (pdg. 93). S6 /he
falta ser comutativo para ser um corpo ().
Finalmente, é facil verificar que:

A é4lgebra dos quaterniées contém trés subcorpos isomorfos ao
corpo (C constituldos, respectivamente, pelos quaterniées das formas:

a+bi, a+bj, atck , comabelR

Podemos, pois, identificar (C a um destes corpos, por exemplo ao
primeiro, e dizer assim que o anel/ IH contém (C como subcorpo.

Vamos ver que existe uma infinidade de corpos nao isomorfos
entre si, que contém (C como subcorpo.

31. Corpos de fungoes racionais. Para fixar ideias, vamos
limitar o nosso estudo ao caso de fungdes racionais relativas ao
corpo (C. Mas, as consideragbes que vao seguir-se continuam a
ser vélidas, substituindo (C por um corpo infinito qualquer (por
exemplo (Q ou IR).

Comecemos por considerar a expressao

X2
X2—4

sendo x uma variadvel em (C. Essa frac¢do define uma fun¢ao no con-

(') Alguns autores chamam ‘corpos’ aos anéis de divisédo e ‘corpos comu-
tativos’ aos anéis de divisdo comutativos (portanto aos corpos segundo a nossa
terminologia).
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junto dos nimeros complexos que ndo anulam o denominador. Ora, as
raizes de x2-4 sdo 2 e —2, e uma destas — 0 nimero 2 — também
anula o numerador. Assim, ambos os termos da frac¢do sdo divisiveis
por x—2 e, portanto, vira:

x-2 (x=2) (x-2)-1 1
x2—-4 (x2-4) (x-2)"" " x+2

para todo o x # 2 e todo o x # — 2. (Porqué?)

Quer isto dizer que as duas fracgdes

X~ 2 e 1
x2-4 X+2

sdo equivalentes no conjunto dos valores complexos de x diferentes
de 2 e de —2. Nenhuma delas é definida para x = — 2. Porém, a segundé'
toma o valor 1/4 para x=2, enquanto a primeira ndo é al definida.
Com efeito, a substituicdo de x por 2 nessa fracgdo conduz 3 expressao
0/0, a que chamaremos ‘simbolo de indeterminagao’, visto que qual-
quer ntimero x verifica a condigdo 0-x = 0.

Vejamos um outro exemplo. Seja a expressdo

X3 _.3x2+4
(1) x3 — B5x2 + 8x -4

Ambos os termos desta fraccdo se anulam para x = 2 e, portanto,
ambos sdo divisiveis por x — 2. Dividindo os dois termos por x - 2
segundo a regra de Ruffini, obtém-se a fracgdo

X2 —-x-2
X2 —-3x+ 2

que é equivalente a primeira no conjunto dos valores de x que néo
anulam o denominador da primeira. Porqué? Mas os dois termos
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da nova fraccéo ainda se anulam para x = 2; dividindo-os por x-2,
obtém-se finalmente a fraccao

X +1

(2) !

x -1

O denominador desta tem como Unica raiz o nimero 1, que
j4 ndo anula o numerador. Portanto, o dominio de existéncia desta
expressdo é o conjunto dos valores de x diferentes de 1. Para x = 2,
a expressdo (2) toma o valor 3, enquanto a expressdo (1) assume a
indeterminacédo 0/0. No entanto, as duas expressoes sdo equivalentes
no conjunto dos valores de x diferentes de 1 e de 2.

Vejamos um terceiro exemplo. Os dois termos da fracgao

3) 5x + 15
x3+bx2+3x-9
anulam-se para x = — 3. Dividindo-os por x + 3, obtém-se a fraccao
5

(4) X2 4 2x -3

cujos termos ja ndao se anulam simultaneamente para x = — 3. No
entanto, tal como a primeira, esta fraccdo continua a nao ser definida
para x = — 3. Com efeito, substituindo x por — 3, esta conduz a expres-

sdao 5/0 que nao tem significado em (C, pois ndo existe nenhum ndmero
x tal que O0-x=05. As expressbes do tipo a/0, em que a é um
nimero # 0, sdo chamados simbolos de impossibilidade (visto que
a divisao por O neste caso é impossivel) ; veremos mais tarde como estes
simbolos podem ser interpretados na teoria dos limites. Assim, em
conclusdo, vemos que as expressoes (3) e (4) tém o mesmo dominio
de existéncia, constituido pelos nimeros diferentes de -3 e de 1,
e sado ai equivalentes, definindo, portanto, a mesma funcéao.
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Note-se que as trés fracgbes a que chegamos

1 X+ 1 5
X —1 ! X2+ 2x -3

ja ndo podem simplificar-se mais, visto que os termos ndo tém raizes
comuns: diremos, por isso, que sdo Jrredutiveis. Pois bem:

DEFINICAO. Chama-se funcéo racional (relativa a (C) toda a
funcdo que possa ser representada por uma fraccdo do tipo

aoXM+a1xM-1 + .. +am-1X + am
boxM + b1x"=1 + ... + by.1X + by

cujos termos sejam polinémios dz coeficiente em (C sem raizes comuns
(fraccéao irredutivel) ().

A (x) C(x)
B (x) D(x)
deste tipo, se tem, para todo o valor de x que ndo anule nenhum
denominador:

E f4cil reconhecer que, sendo duas fracgdes

Ax) | C(x) _ A(X)D(x) £ B(x)C(x)
B(x) = D(x) B(x)D(x)

Ax) C(x)  A(x)-C(x)

" B * D ~ BX-DWX

A(x)
B(x)

C(x) _ A(x)-D(x)
D(x)  B(x) - C(x)

/ [com C(x) # O].

Pode acontecer, em particular, que os dois termos de alguma frac-
¢ao do segundo membro tenham raizes comuns (fraccdo redutivel).
Porém, aplicando sucessivamente a regra de Ruffini tal como foi

(1) Est4, portanto, automaticamente excluido o caso em que o denominador
se reduz ao polinémio zero.
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indicado nos exemplos anteriores, chega-se sempre a uma fraccéo
irredutivel.

Designaremos por (C(x) o conjunto de todas as func¢ées racionais
de uma varidvel relativas a (C. As consideragbes anteriores con-
duzem facilmente a seguinte concluséao:

TEOREMA. O conjunto (C(x) constitui um corpo, relativamente
as operacdes de adicdo e de multiplicacdo definidas pelas férmulas
| e Il, supondo que os segundos membros sdo substituidos pelas frac-
coes irredutiveis corfespondentes, se acaso nao forem j& irredutiveis.

Notemos, agora, que entre as fracgdes A(x)/B(x), cujos termos sdo
polinémios em x (de coeficientes em (C), figuram aquelas em que o
polinémio denominador B(x) se reduz a uma constante k # 0. Nesse
caso, supondo A(x) = 2 apX"-P, tem-se, evidentemente:

A(x a a anp- a
M NP ST - WS

B(x)  k k k k

e, portanto, a funcdo definida pela fracgdo reduz-se a uma fungéo
racfonal inteira, pois que pode ser definida por um polinémio.

Assim, entre as fungdes racionais figuram as fung¢des racionais
inteiras, também chamadas fungées polinomiais. As fungdes racionais
que nhao sdo inteiras dizem-se fraccionarias.

Mas, segundo o coroldrio do PRINCIPIO DAS IDENTIDADES,
dois polinémios em x relativos a (C s@o idénticos, sse sdo equivalentes
(isto &, sse definem a mesma func¢éo). Portanto, existe uma corres-
pondéncia biunivoca entre tais polinémios e as fungcées que eles
representam. Por outro lado, a soma e o produto de dois polinémios
foram definidos de modo a representarem, precisamente, a soma e o
produto das funcées definidas por esses polinémios. Assim, em con-
clusao:

TEOREMA. O anel (C[x] dos polinémios relativos a (C é
isomorfo ao subanel do corpo (C(x), constituldo pelas fungées
racionais inteiras.
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Podemos, com base neste teorema, identificar (C[x] ao referido
anel das func¢des racionais inteiras, de modo que ficaré (C[x] a ser
um subanel do corpo (C(x). Como, por sua vez, o corpo (C é isomorfo
ao subcorpo do anel (C[x] constituido pelos polinémios de grau
zero, vemos que:

COROLARIO. O corpo (C(x) pode ser considerado como uma
extensao do corpo complexo.

Temos, assim, duas sucessivas extensoes de (C:
(C < (C[x] = (C(x)

sendo a primeira extensdo o anel (C[x] dos polinémios e a segunda
o corpo (C(x) das fungbes racionais. ‘

Note-se que, em vez de funcdes racionais de uma sé variével,
podiamos considerar fungées racionais de duas varidveis, trés varia-
veis, etc., como, por exemplo, as que sdo representadas pelas expres-
sOes:

3 Xy+xz+yz

., etc.

r

X=y X2+y2+422

Podemos, assim, definir uma infinidade de  corpos, (C(x,y),
(C(x,y,2), etc., que séo extensdes de (C nao isomorfas entre si.
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NOTA. Mesmo que dois polinémios A(x) e B(x) tenham
raizes comuns, podemos falar da funcdo racional representada pela
fraccdo A(x)/B(x), como sendo a funcado definida pela fraccao irre-
dutivel correspondente, desde que B(x) ndo seja o polinémio zero.

32. Funcoes homograficas. Consideremos a funcido xuy
em que:

x+1

(1) Y255 -

sendo (C o universo.

Trata-se, como é facil ver, de uma funcéo racional fracciondria,
que tem por dominio {x:x # — 2 }. Vamos limitar o seu estudo ao
universo |R (funcdo real de variavel real), com o fim de obter o seu
gréfico. E facil ver que

x+1 ' 1 5
X + 2 X+ 2 .0 X7
e, portanto,
X+ 1 1
y—x+2¢y—1— X+ 2

Entdo, feita a substituicao

y-1=Y, x+2=X
ou seja

vy=Y+1 , x=X-2,

vé-se que se passa do grafico da equacdo Y = — 1/X para o gréfico
da equacgao (1), mediante uma translacdo que leva a origem para o
ponto (-2, 1). Ora, ja sabemos que o gréfico da funcdo —1/X é uma
hipérbole equilatera que tem por assimptotas os eixos coordenados.
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Portanto, o gréfico da fungao dada é uma hipérbole equildtera que
tem por assimptotas as rectas x = -2 ey =1.

DEFINICAO. Chama-se funcdo homogréfica toda a funcio
X tal que
A y tal q

ax+b

(2) YT ex+ d

sendo a, b,c,d numeros complexos tais que ad—bc#0.

Dois casos ha a distinguir nesta definicdo:

1.0 caso. ¢ =0. Entdo, terd de ser d # 0; de contrdrio seria
ad—-bc=0. Portanto:

ax+b ax+b

a
cx +d d d

X +

1

0| T

Trata-se pois, neste caso, de uma funcao linear, cujo grafico é uma
recta, quando a,b,c,d €IR e x, y sdo variaveis reais.

2.° caso. c¢ # 0. Entdo o denominador tem uma raiz, x = — d/c,

5 . . ad
e esta ndo anula o numerador, de contrario seria bl b=0, o
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que, multiplicando por - ¢, daria ad — bc = 0. Logo, a fungdo ndo
se reduz, neste caso, a uma funcdo linear: é uma fungdo fraccio-
néria, a que chamaremos ‘fungdo homogréfica nao degenerada’.
E facil verificar que se tem, neste caso:

ax+b a ad — bc
cx+d ¢ cx + d
e, portanto:
ax+b a_bc-ad
Yo x+d T Y ¢ T ex+ d

Suponhamos, agora, que a, b, c,d, €IR e que x, y sdo varidveis
reais. As consideragdes anteriores mostram que, pondo:

bc—ad_

h ? ml
C

a d
—=k, i
c c

y-k=Y, x—-h=X

se passa do gréfico de Y = m/X para o gréfico de (2) mediante uma
translagédo, que leva a origem para o ponto (h, k). Por conseguinte:

O gréfico da funcdo homogréfica ndo degenerada defi-

nida por (2), no caso real, é uma hipérbole equildtera que

" d a
tem por asmmptotas as rectas x =~ "é— ey-= ? .

33. Algebras de Boole. Consideremos o conjunto .£Z dos
valores I6gicos V, F, com as opérac;ées de cohjuncéo e disjuncéo;
J& sabemos que a disjungdo a\/ b também se chama soma ldgica
de a com b e se representa por a + b; e que a conjungédo a /A b tam-
bém se chama produto /égico de a por b e se representa por a«b
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ou ab. Porém, o termo ordenado (.2, +, -) ndo é um anel,
porque o par ordenado (.2, +) ndo é um grupo. (Porqué?) (1)

Consideremos, agora, o conjunto @ de todos os subconjuntos
dum universo U, com as operagdes de reunidao e de intersecgéao.
A reunido A U B também se chama soma légica de A com B e
se representa por A + B; e a intersecgdo AN B também se chama
produto Iégico de A por B e se representa por A-B ou AB. Mas
o terno ordenado @, +, - ) ndo é um anel porque o par ordenado
(@, +) ndo é um grupo. (Porqué?)

No entanto, vimos que, tanto num caso como no outro, as
operagdes consideradas tém um conjunto importante de propriedades.

DEFINIGAO. Chama-se élgebra de Boole todo o terno orde-
nado constituido por um conjunto A, com mais de um elemento, e
por duas operacées, que podem chamar-se adigdo (+) e multipli-
cacao ( +), tais que:

1) (A, +) e (A, -) sdo semigrupos comutativos, com elementos
neutros, respectivamente 0 e 1:

a+0=a, a-1=a VacA

2) A operagdo - 6 distributiva em relagdo a operagdo +, e vice-
-versa, isto é:

as(b+c)=(a+b) + (a-c)
at(b-c)=(a+h) - (a+c) | > DCEA

[Quando néo haja _perigo de confusdo, a primeira destas férmulas
pode ser escrita, como no caso dos anéis, omitindo os parénteses do
segundo membro: a- (b+c) =a.b+a-c]

(') Recordemos que o par (.2, ) também ndo 6 um grupo.
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3) Para todo o elemento a de A, existe um e um sé elemento
X de A, tal que

a+x=1Aax=0(")

Chamaremos complementar de a (ou contrério de a) e repre-
sentaremos por a (ler ‘'ndo a’ ou ‘a til’) o elemento X cuja existéncia
e unicidade sdo postuladas em 3). Sera, pois, por definicdo:

a=1x (a+x=1 Aax=0)
e, portanto:
a+a=1ANa-d4=0, VacA

Veremos nos exercicios que & nunca é —a nem a- .

Desde logo se reconhece que (£, +,-) e (@, +, - ) sdo éalgebras
de Boole.

Daqui por diante, designaremos por A uma d/gebra de Boole
qualquer.

Notemos, desde ja, que as condicdes 1), 2) e 3) da definicdo
anterior (chamadas ‘axiomas’ ou ‘postulados’ da teoria das algebras
de Boole) sdo simétricas relativamente as operacoes + e -, isto é,
convertem-se em proposicoes equivalentes quando se substitui
+ por -, e vice-versa. Daqui resulta o seguinte

PRINCiPIO DE DUALIDADE: Todo o teorema relativo a 4lge-
bras de Boole, enunciado em termos de adicao (+) e/ou multipli-
cacdo (- ), continua a ser verdadeiro, trocando entre si estas opera-
coes (e, portanto, os respectivos elementos neutros, 0 e 1).

TEOREMA 1 (Propriedade da Idempoténcia). Tem-se:

) a+a=a, 1) a-a=a, VaceA

(') Transcreva esta condigdao 3) em simbolos de légica matematica.
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Demonstragdo. Provemos [l):

Visto que A é uma 4&lgebra de Boole, tem-se (justifique as
sucessivas passagens):

a=a-1=a-(a+d8)=aa+ad=aa+0=aa,

donde: a+-a =a, Va €A. Daqui, por sua vez, deduz-se 1), aplicando
o PRINC[PIO DE DUALIDADE.

TEOREMA 2. O elemento neutro da adicdo é elemento absor-
vente da multiplicacédo, e vice-versa, isto é, tem-se:

1) a-0=0, iy a+1=1, VaceA

Demonstracdo. Provemos [):

Qualquer que seja a € A, tem-se (prove as sucessivas passa-
gens):

O=a4 donde a-0=a(ad) =(aa)da=aa=0

e, portanto, a-0=0, VaecA. Daqui se deduz Il), aplicando o
PRINCIPIO DE DUALIDADE.

TEOREMA 3. O simbolo ~ designa uma aplicacdo biunivoca
a A a do conjunto A sobre si mesmo, cuja inversa é a prépria apli-

cagao, isto é,
§=a , YVacA

Demonstragéo:

Segundo a condigdo 3) da definigdo de ‘digebra de Boole’, a
cada elemento x de A corresponde um e um sé elemento y de
A tal que (1)

(1) X+y=1Axy=0

() E claro que estamos aqui aplicando ao axioma 3) o PRINCIPIO DE
SUBSTITUICAO DE VARIAVEIS APARENTES (pé4g. 71, 1.° tomo).
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escrevendo-se, entdo: y = x. Fica, portanto, assim definida uma apli-

cagao xuy do conjunto A em si mesmo. Mas, pela mesma razao,

a cada elemento y de A, corresponde um e um sé elemento x de A
tal que

Yy+x=1Ayx=0,

o que equivale a (1) (porqué?), sendo x =Y.
Em resumo:
X+y=1Ayx=0< y=Xx< x=y, VX, yeEA

Ora, isto significa que a correspondéncia xui é uma aplicagao

biunivoca de A sobre si mesmo e que a inversa é a mesma aplicacgao,
isto &: X = x, Vx €A.

DEFINICAOQ. Chama-se involugdo dum conjunto M toda a apli-
cacdo biunivoca f de M sobre si mesmo, tal que f~' =1, isto é, tal
que 2 = |.

Assim, o teorema 3 pode exprimir-se dizendo:

TEOREMA 3a. O simbolo ~ designa uma involugédo de A.

Na definicdo deste operador, segundo a férmula
a+d=1Aad=0,

vé-se imediatamente, atendendo a comutatividade da conjuncao,
que a troca de + com « e de 1 com 0 conduz a uma definigao
equivalente. Assim, concluimos:

PRINCIPIO DE DUALIDADE (2.2 FORMA). Todo o teorema
relativo a uma &lgebra de Boole A, em termos de adicdo (+),
multiplicagdo (-) e/ou complementacdo (~), continua a ser ver-
dadeiro, trocando entre si as duas primeiras operagées (e, portanto,
os respectivos elementos neutros) e mantendo a terceira operagéo.
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Por outro lado:

TEOREMA 4 (1.2s Leis de De Morgan). Tem-se:

P P

)] a+b=3a-b , Il a-b=a+b , Vab €A

Demonstracdo. Provemos 1):
Tem-se primeiro (justifique):

(a+b) (ab) = a(&b) + b(ab) = (ad)b + (bb)a =0-b + 04 = 0+0=0

Tem-se, por outro lado (justifique) (1):

(a+b) + (&« b) = [(a+b) + )] - [(a+b) +b] = [(a+8)+b] - [a+(b+b) ]
=(1+b) (a+1)=1:1=1

Por conseguinte:

(a+b) + (8b) =1 A (a+b) - (3b) =0 , Va,b €A,

o que significaque @ab=a+b, Va,beA.

Daqui, por sua vez, deduz-se d+ b =ab, Va, beA, aplicando
o PRINCIPIO DE DUALIDADE (2.2 FORMA).

ESCOLIO. A conjuncéo dos teoremas 3 e 4 pode enunciar-se
dizendo que o operador ~ €, ao mesmo tempo, um isomorfismo do
semigrupo (A, +) sobre o semigrupo (A, +) e deste sobre aquele.
Poderiamos também dizer que é um isomorfismo da 4/gebra de Boole
(A, +, « ) sobre a 4lgebra de Boole (A, -, +) (chamado 'anti-automor-
fismo’ destas 4/gebras de Boole).

(1) E claro que estamos aqui aplicando ao axioma 3) o PRINCIPIO DE
SUBSTITUIGAO DE VARIAVEIS APARENTES (pég. 71, 1.° tomo).
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NOTA. Muitas vezes as duas operagbes bindrias de uma élgebra de Booje
sdo designadas pelos simoblos A e \/ (ou vice-versa) e o complementar dum
elemento a também ¢é designado por uma das notagdes ~ a, a’, a ou aC.
Todavia, em vdrias aplicagdes das algebras de Boole, nomeadamente a circuitos
eléctricos, as notagdes aditiva e multiplicativa sdo as mais cémodas.

Jé& no capitulo | vimos como a teoria das dlgebras de Boole se
aplica a circuitos eléctricos. Neste caso, trata-se normalmente duma
algebra de Boole com dois elementos, que sdo precisamente 0 (ele-
mento neutro da adicdo) e 1 (elemento neutro da multilpicagdo),
sendo o primeiro interpretado como auséncia de corrente e o segundo
como passagem de corrente.

Os problemas que geralmente se pGem nestas aplicagbes das
algebras de Boole sdo problemas de minimizacdo de circuitos, de que
ja falamos no Cap. |, pag. 29, 1.° tomo. Tais problemas surgem
ndo s6 a propdsito de computadores, mas ainda em vérios outros
tipos de projectos de engenharia electrotécnica (p. ex. a propdésito de
instalagbes de ascensores, de redes telefénicas ou de distribuicdo
de energia eléctrica, etc.). H4 hoje técnicos — chamados "'TECNICOS
DE AUTOMAGAQO’ —que se especializam precisamente neste género
de problemas.

Uma das mais curiosas aplicagGes da algebra de Boole est4d na
possibilidade de reduzir raciocinios dedutivos a célculos algébricos,
executiveis por meio de méiquinas. Estd assim finalmente realizada,
nas suas devidas propor¢des, uma ideia concebida, ha trés séculos,
pelo grande matemético e filésofo Leibnitz.

Como vimos, o protétipo do silogismo aristotélico é baseado na
propriedade transitiva da relagdo de inclusdo entre conjuntos:

AcBABc<cC =» AcC

Ora, a relagdo de inclusdo pode ser definida em termos de
‘produto légico’ ou de ‘soma légica’. Por exemplo, tem-se (prove):

1) A<B< AB=A , AcB< AB=0
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Utilizando a segunda férmula, a propriedade transitiva da indugédo
assume o aspecto

AB=0ABE=0= AC=0,

propriedade esta que pode ser deduzida dos axiomas das &lgebras
de Boole (). Ora, como se vé, a conclusao AC =0 deduz-se das
premissas AB =0, BC = 0, multiplicando estas equacdes ordenada-
mente, o que da

AB.BC=0,

e suprimindo em seguida os factores complementares B e B. E claro
que esta regra pratica se pode estender a qualquer numero de pre-
missas, e inclui, como casos particulares, os tipos classicos de silo-
gismos da [dgica aristotélica.

Vamos dar um exemplo recreativo apresentado pelo matemético
e escritor inglés LEWIS CARROL, do século passado, autor da obra
célebre ‘Alice no Pais das Maravilhas" e dum livro sobre Ldgica
Simbdlica (2). Consideremos os seguintes conjuntos:

= { homens que vdo a uma recep¢éo }

= { homens que se penteiam bem }

= { homens que cuidam do seu aspecto }
{ homens desmazelados }

= {fumadores de 6pio }

= { homens que usam luvas brancas }

v rmgogX>» v oo
Il

= { homens que s&o senhores de si }

(1) E mais facil deduzi-la, provando primeiro que AB=0<-AB=A ¢,
em seguida que AB=A /A BC=B = AC =A.

(2) LEWIS CARROL (pseudénimo de ‘DODGSON’) ensinou na Univer-
sidade de Oxford. Teve um excepcional talento em combinar a ciéncia com o
sentido do humor.
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Posto isto, L. CARROL apresenta as seguintes premissas:

1. Nenhum homem vai a uma recepcdo sem se pentear bem:
RP = 0 (isto &, ‘ir a uma recepcdo e nio se pentear bem é impossivel’
ou ‘ir a uma recepgao implica pentear-se bem’).

2. Nenhum homem deshvazelado cuida do seu aspecto: D A = 0,
3. Os fumadores de d6pio ndo sao senhores de si: FS = 0.

4. Todo o homem que se penteia bem cuida do seu aspecto:
PA=0.

5. Nenhum homem usa luvas brancas, a ndo ser quando vai
a uma recepgdo: LR = 0.

6. Quando um homem néo é senhor de si, torna-se desmazelado:
S§H=0.

Multiplicando os primeiros membros das equagdes 3, 6, 2, 4,
1, b, tem-se a expressao:

FS.-SD-DA-AP.PR-RL

Eliminando em seguida dois a dois os termos complementares,
segundo a regra préatica anterior , obtém-se:

CONCLUSAO: FL=0 (Nenhum fumador de 6pio usa luvas
brancas).

EXERCICIOS:

I. Prove que se tem 0 =1, 1 =0 e 0 # 1, em qualquer 4lgebra
de Boole.

il. Prove que, em qualquer élgebra de Boole, o Gnico elemento
com simétrico é 0 e o tinico elemento com inverso é 1. (Sugestao:
a+xXx=0= a.a+a-x=0)

lll. Prove que, em qualquer dlgebra de Boole, & nunca é -a
nem a-1.
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IV. Prove que, sendo A uma élgebra de Boole, se tem:
ab=a< a+b=b< ab=0 , VabeA
(Escreve-se, neste caso, por defini¢gdo: a = b).

V. Determine polinémios de Boole para cada um dos seguintes
circuitos, em que os circulos indicam comutadores e cada uma das
variaveis a, b, ¢ pode tomar o valor 0 (abrir o comutador) ou o valor 1
(fechar o comutador), tendo-se 0 =1 e 1 =0:

circuito (1) circuito (3)
O,
—— — ©— -
-
circuito (2) circuito (4) o
—@ @ _M o)
- o> S \?I o
-®- O0— —O—0

VI. Indicar um circuito para cada polinémio de Boole:

(1) a+be (3) (a+b) (c+d) (5) (a+b) (é+5c)
(2) a(b+c) (4) ab + cd (6) (ab+c) (d+ab)

VIl. Dado o circuito indicado no diagrama junto, indique um
circuito mais simples que lhe seja equivalente.

O 0O O
® O O
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VIII. - As instrugOes relativas a certa apélice de seguros precisam
que esta sé pode ser passada a pessoas que satisfacam uma, pelo
menos, das seguintes condigbes: @) possuir a apdlice n.°c 19, e ser
casado e do sexo masculino; b) possuir a apdélice n.° 14, e ser
casado e menor de 25 anos; ¢) nado possuir a apélice n.°c 19, e ser
do sexo feminino; d) ser do sexo masculino e menor de 25 anos;
e) ser casado e ndo menor de 25 anos. Pondo:

= possibilidade de ter a apdlice em questéo;
= ter a apdlice n.° 19;
ser casado;

= ser do sexo masculino;

o0 W > U
i

= ser menor de 25 anos,

exprima P como fungdo booleana de A, B, C, D e indique um circuito
minimo que dé essa funcdo.

IX. Sejam M o conjunto dos mamiferos, L o conjunto dos ani-
mais alados, A o conjunto das aves, P o conjunto dos animais com
penas e B o conjunto dos bipedes. Tire conclusbes das seguintes
premissas:

Nenhum mamifero alado tem penas.
Todos os animais com penas sao alados.

Todo o bipede é ave ou mamifero.

o wnN P

Nenhum mamifero é ave.

X. Transcreva, simbolicamente, a seguinte frase:

‘Para poder fumar nesta casa é necessdrio e suficiente que se
verifiquem as trés seguintes condicées: 1) haver fésforos ou isqueiro
utilizdveis; 2) haver cigarros ou charutos ou entdo cachimbo e
tabaco; 3) nao haver atmosfera deflagrante’,
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usando as seguintes notagdes:

P = possibilidade de fumar nesta casa,
F = haver fésforos utilizaveis,

I = haver isqueiro utilizével,

C,= haver cigarros,

C,= haver charutos,

C ;= haver cachimbo,

T = haver tabaco,

D = haver atmosfera deflagrante.

Trace o diagrama de um circuito que dé P como fungdo das
restantes variaveis, utilizando, neste caso, circuitos elementares de

conjungéo, disjungdo e negacdo, como o0s que foram considerados
no Capitulo 1.

RESPOSTAS

V. (3) ab+db+c, (4) b(a+c) +4d6

(5)
‘
= = ‘(6)

®
O
—®-

VI.

ofc

&7
o Py a
VI. ab+ab+db=a+b e —
(%)-
ab,

Viil. P=ABC+ ABD + ABC + CD + BD
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Note que ABD+BD=AB+B5>ABC, donde P=AB+ABC+CD+BD.
Por outro lado AB+ABC=AB+BC, donde P=AB+BC+CD+BD.
Ora BC+CD=BD+CD e BD+BD=B>AB. Portanto P=B+CD.

IX. MP=0 (Nenhum mamifero tem penas), (BP)M=0 (Nenhum
bipede com penas é mamifero), (BP)A=0 (Todo o bipede com

penas é ave), etc.

X. P=(F+1)«(C1+C2+C3T)-D

FO—
| O——

ou

c,o s N P
C20 ou e |}—»

C ,0——
T O——ro

DO——4 n
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CAPITULO Vi

INTRODUGCAO A ESTATISTICA
E AO CALCULO DAS PROBABILIDADES

1. Légica de atributos e I6gica de conjuntos. Ja vimos
gue toda a propriedade (ou atributo) num dado universo U define
um conjunto, que é o conjunto de todos os individuos que tém essa
propriedade. Por exemplo, seja U o conjunto dos portugueses existen-
tes numa dada época e sejam e, ¢, s, 1, a, m, p, b, respectivamente, os
atributos estudante, casado, solteiro, ruivo, algarvio, menor de
25 anos, poeta, com bigode. Cada um destes atributos define, no uni-
verso U, um conjunto; designemos, respectivamente, por E, C, S, R, A,
M, P, B os conjuntos assim definidos. Deste modo, E é o conjunto
dos estudantes portugueses, C o conjunto dos portugueses casados,
etc. na referida época (1).

Também vimos como as operagdes légicas de conjungéo, dis-
juncdo e negacédo sobre atributos se traduzem, respectivamente, nas

(') Alguns destes conjuntos, como por exemplo R, ndo estdo na realidade
definidos. Tratando-se dum inquérito estatistico, relativo a individuos ruivos,
haveré casos de divida, em que o autor do inquérito pode incluir um dado individuo
no conjunto R ou no seu complementar, de modo mais ou menos arbitrario.
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operacdes l6gicas de interseccdo, reunido e complementacdo sobre
conjuntos. Trata-se, apenas, de duas linguagens ou pontos de vista
equivalentes: o ponto de vista da compreensao (relativo a atributos)
e 0 ponto de vista da extensdo (relativo a conjuntos).

Assim, tornando ao exemplo anterior, sabemos que os referidos
atributos se podem associar entre si de diferentes modos por meio
das operagdes l6gicas fundamentais, dando lugar a novos atributos.
Por exemplo os atributos

eAc , evVm , ~s, eA~s , eAaAm , pVb , ~pA~b,

que, em linguagem comum, se traduzem pelas expressdes ‘estudante
casado’, ‘estudante ou menor de 25 anos’, ‘ndo solteiro’, ‘estudante
ndo solteiro’, ‘estudante algarvio, menor de 25 anos’, ‘poeta ou com
bigode’, ‘ndo poeta e sem bigode’, definem respectivamente os
conjuntos

ENC , EUM , CS . EnCS , ENANM , PUB , CPQCB

que o aluno facilmente pode identificar (convém recorrer a diagramas
de Venn).

Também vimos que a implicagdo entre atributos se traduz na
inclusdo entre conjuntos. Por exemplo, no universo considerado, o
atributo ¢ implica o atributo ~s (ndo lhe sendo, contudo, equiva-

lente); por isso, o conjunto C estd contido no conjunto CS. Assim, a
implicagdo ¢ = ~s traduz-se na inclusdo C CCS.

Por sua vez, a equivaléncia entre atributos traduz-se na identidade
entre conjuntos. Por exemplo:

‘m(pV b) & ~p A~Db" traduz-se por 'C(PUB) = CPHCB'
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Finalmente, vimos que, deste modo, a um atributo universal
corresponde 0 universo e a um atributo impossivel corresponde o
conjunto vazio; e que dois atributos incompativeis definem dois con-
juntos disjuntos. Por exemplo, o atributo s \/ ~s é universal (portanto

SUCS=U), o atributo ¢ A s é impossivel (ou seja CN S = (¥), os atri-
butos c,s sdo incompativeis (ou seja, os conjuntos C e S sado
disjuntos), etc.

2. Terminologia e notagcoes. Daqui por diante serd comodo
chamar ‘produto Iégico’ quer a conjungado (de atributos) quer a inter-
seccdo (de conjuntos), 'soma /dgica’ quer a disjungdo (de atributos)
quer a reunido (de conjuntos) e ‘contrdrio’ quer a negag¢ao (de atri-
butos) quer ao complementar (de conjuntos). Ao mesmo tempo,
dados dois atributos «,  ou dois conjuntos A, B, designaremos por

«f, AB, a+B, A+B, & A(")

respectivamente, os produtos l6gicos de « por 8 e de A por B, as somas
l6gicas de « com 3 e de A com B, e os contrérios de « e de A (o sim-
bolo @ pode ler-se ‘ndo « e a expressdo o +  pode continuar a
ler-se ‘a ou f).

Tornando ao exemplo do nimero anterior serd facil, agora,
reconhecer os significados das expressdes

o

ec, e+m, §, eS, eam, p+Db,
EC, E+M, §, ES, EAM, P+B,

T T
ml

Se convencionarmos considerar como /dénticos dois atributos
quando sdo equivalentes, é manifesto que o conjunto dos atributos

(') O autor representa, aqui, CA por A — (N. do E.).
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definidos num dado universo U é uma &lgebra de Boole isomorfa
& dlgebra dos subconjuntos de U. Designaremos, neste caso, por 1
o atributo universal e por (0 o atributo impossivel..

3. Frequéncia absoluta de um atributo numa populac¢éo.
Em vez de ‘universo’ usa-se, muitas vezes, em estatistica o termo
‘populagéo’, com significado idéntico. Assim, um conjunto de pessoas,
um conjunto de &rvores, um conjunto de livios, um conjunto de
l&mpadas eléctricas, etc., etc. podem ser tomados como populacdes
(ou universos) em diversas situagées.

DEFINIGCAO. Chama-se frequéncia absoluta dum atributo «
numa populagéo finita U o numero de individuos que possuem o
atributo « (ou sefa o numero de elementos do conjunto A definido
por o. em U). |

Assim, frequéncia absoluta do atributo é o mesmo que cardinal
do conjunto A correspondente — nlimero que convenciondmos repre-
sentar pela notat;léo'# A. Representaremos pela notagdo ®(«) a fre-
quéncia absoluta de «. E claro que se tem:

O<@(a) < # U

Tornando ao exemplo do n.° 1 vemos que ®(e) é a frequéncia
absoluta do atributo estudante na populagdo dos portugueses da
referida época, isto é o nudmero total de estudantes portugueses
existentes nessa época. | |

Atendendo as consideracGes dos dois ntimeros anteriores, bem
como ao que foi estabelecido no Cap. Ill, n.c 2, (pag. 137, 1.° tomo),
vemos que ‘ '
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Se dois atributos «, B sdo incompativeis, a frequéncia absoluta
do atributo «+B é igual & soma das frequéncias absolutas dos
atributos «, B na populagdo considerada; isto é em fdérmula

O(x + B) = @(a) + ©(B), se «, B sdo incompativeis

Com efeito, se «, B, sdo incompativeis, os conjuntos A, B
correspdndehtes sdo disjuntos e, entdo, a frequéncia absoluta
de « + B (ou seja o nimero de elementos de A+ B) é a soma
das frequéncias absolutas de « e de 3 (ou seja a soma dos car-
dinais de A e B).

E claro que a propriedade anterior se estende a um ndéimero qual-
quer (finito) de atributos, incompativeis entre si dois a dois.

Se os atributos «, B, ndo sdo necessariamente incompativeis,
tem-se a seguinte propriedade que resulta do estabelecido no Cap. 11,
n.° 12 (pag. 157, 1.° tomo): |

(e +f) = o(ax) +2(B) — 2(«p)

Assim, tornando ao exemplo do nimero |, vé-se que
®(e + s) = @(e) + ©(s) — @(es)

isto é: a frequéncia absoluta do atributo estudante ou solteiro, no
universo dos portugueses, é a soma das frequéncias absolutas do
atributo estudante e do atributo solteiro, menos a frequéncia do
atributo estudante solteiro, no referido universo.

No caso geral, de n atributos quaisquer a1,...,a5, nhum universo U,
tem-se um novo aspecto da FORMULA DE DANIEL DA SILVA
(pé4g. 159, 1.° tomo), com atributos no lugar de conjuntos.
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EXERCICIO. Sendo a« um atributo qualquer numa populagdo
finita U, indique condigbes equivalentes as seguintes: 1) ®(a)=0,
2) (o) =% U.

4. Frequéncia relativa. Chama-se frequéncia relativa dum
atributo « numa populagdo finita U ao quociente da frequéncia
absoluta de « pelo nimero de elementos de U. Designaremos por
fr(x) a frequéncia relativa de «. Entdo, se for v=®(a) e n=#% U,
serd, por definicéo:

fr(x) = —E—

Por exemplo, sabe-se que, numa cidade com 23 528 habitantes,
9 253 desses pertencem ao sexo masculino e os restantes 14 275
ao sexo feminino. Os dois Gltimos nimeros sdo, pois, as frequéncias
absolutas do sexo masculino e do sexo feminino na referida populagéo.
As frequéncias relativas dos mesmos atributos serdo, com apro-
Ximagao até as centésimas:

9253 14 275 ~ 0.6
23528 ! " 23528 ’

Também podemos dizer, neste caso, que a frequéncia relativa
do primeiro atributo é de 39% e a do segundo é de 61%. Dum
modo geral, se for v a frequéncia absoluta dum atributo num
universo finito U e n o cardinal de U, a frequéncia relativa de « em
percentagem, neste universo, sera:

100v

fr(a) = %

Vejamos um outro exemplo. Num dado pals, com 8 438 250 habi-
tantes, 82 % dos habitantes t&8m cabelos castanhos ou pretos, 14 %
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tdm os cabelos louros e 4% tém os cabelos ruivos. Serdo, pois,

0,82, 0,14 e 0,04 as frequéncias relativas dos referidos atributos,
até as centésimas. As respectivas frequéncias absolutas serdo:

0,82 x 8432250 ~ 6900 000 (castanhos ou pretos)
0,14 x 8432 250 ~ 1 200000 (louros)
0,04 x 8432 250 ~ 300000 (ruivos)

Assim, da definicdo resulta que é sempre:
0< fr(x) < 1,

tendo-se fr(x) = 0 sse « é impossivel e fr(x) =1 sse « é universal.

Do estabelecido no nlmero anterior resulta o seguinte:

Se « e P sdo atributos incompativeis, a frequéncia relativa de
«+B é igual & soma das frequéncias relativas de « e 3 isto é, em
formula:

fr(« + B) = fr(a) + fr(R), se «, B sdo incompativeis.

Com efeito, pondo #+ U = n, vem (justifique):

fr(a+@) =

O+ B) _ 0(x) +(F) _ ()  2(B) _ fr(a) + fr(B)
n

n n n

Se «, f ndo sdo necessariamente incompativeis, tem-se a férmula
mais geral (justifique):

fr(« + B) = fr(e) + fr(B) — fr(«B)
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No caso geral de n atributos quaisquer num universo finito,
tem-se um novo aspecto da FORMULA DE DANIEL DA SILVA.

Da propriedade anterior deduz-se o seguinte corolério:

A frequéncia relativa do atributo contrdrio de o é 1 —fr (x).

Em férmula:

fr(g) =1 ~ fr(«)

Vamos ilustrar as consideragées anteriores com um exemplo
usual. Suponhamos que num dado exame se apresentaram 189 alunos
e que os resultados foram os que constam da seguinte tabela:

Tabela 1
Classifi- N.c de Classifi- N.c de
cagdes alunos cagdes alunos
0 0 11 45
1 0 12 ' 28
2 0 13 17
3 0 14 9
4 2 15 12
5 1 16 &
6 B 17 b
7 11 18 2
8 7 19 1
9 0 20 0
10 37

Assim, nesta prova, a frequéncia absoluta da classificacdo 3 foi O;
a frequéncia absoluta da classificagdo 10 foi 37, etc. As frequéncias
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relativas das classificagdes, em percentagens, sdo as que constam
da seguinte tabela: .

Tabela 2
Classifi- | Percen- Classifi- Percen-
cagdes tagem cacoes tagem
0 0,0 10 19,6
1 0,0 11 23,8
2 0,0 12 14,8
3 0,0 13 9,0
4 1.1 14 4.8
5] 0,5 15 6,3
6 2,6 16 3.8
7 5,8 17 2,6
8 3,7 18 1.1
9 0,0 19 0,5
20 0,0

Designemos por m, M, S, b, B, A, R, respectivamente, os atri-
butos mediocre, mau, suficiente, bom, muito bom, aprovado, repro-
vado. Como habitualmente, chama-se ‘suficiente’ & soma l6gica dos
atributos correspondentes as classificagées 10, 11, 12, 13, ‘bom’ a
soma l6gica dos atributos correspondentes a 14, 15, 16, 17, etc
Por outro lado:

R=M+m, A=S+b-+B

Visto que as diferentes classificagées sdo incompativeis entre si,
tem-se:

fr(S) = 0,196 + 0,238 + 0,148 + 0,090 = 0,672
fr(b) = 0,048 + 0,063 + 0,038 + 0,026 = 0,175
fr(B) = 0,011 + 0,005 = 0,016
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Por sua vez, como os atributos S, b, B também sdo incompa-
tiveis entre si, vem:

fr(A) = 0,672+ 0,175 + 0,016 = 0,863
Finalmente, como R é o atributo contrério de A, vem:

fr(R) =1 -0,863 = 0,137

5. Frequéncia relativa do produte 16gico. Primeiro exem-
plo de probabilidade. Quando se pretende averiguar em que
medida dois atributos ou dois fenédmenos estdo /igados entre si,
numa dada populagdo ou num dado tipo de experiéncias, o que hé
a fazer é um inquérito estatistico, de que vamos indicar os passos
preliminares.

Suponhamos, por exemplo, que se trata de saber se, entre
pessoas, a miopia estd de qualquer modo associada com o facto
de ter olhos azuis. O que desde logo ocorre é indagar, numa popu-
lagdo tdo numerosa e variada quanto possivel, quais as percentagens
de miopes:

1.0 entre os individuos com olhos azuis;

2.° na populacédo total.

Se estas duas percentagens sdo sensivelmente iguais, had razdes
para pensar que os atributos ‘miope’ e ‘com olhos azuis’ sdo indepen-
dentes; se as duas percentagens se afastam consideravelmente uma
da outra, seremos inclinados a admitir que os dois atributos estdo
associados ou correlacionados: em sentido positivo, se a primeira
percentagem é maior que a segunda, em sentido negativo no caso
oposto.

Analogamente se procederia para averiguar, por exemplo, se o
fumar estd ou ndo ligado com o ter cancro dos pulmdes, se um
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insecticida é ou ndo eficaz no tratamento de certas plantas, etc.
Nestes exemplos, come¢a a desenhar-se a hipdtese duma relagido
causa-efeito entre os fenémenos considerados.

As consideracdes precedentes podem ser teorizadas do seguinte
modo: sejam «, B, dois atributos num universo finito U constituido
por n individuos. Para indicar as frequéncias dos atributos « 8, « §,
etc. podemos fazer uso duma tabela de duas entradas do seguinte
tipo (chamada tabela de contingéncia):

B B Total

« @(a B) @(a B) @ ()

@ (& B) ®(& B) (&)

KN

Total @(B) o(f) n

Por exemplo, se a e B s@o, respectivamente, os atributos ‘'miope’
e ‘com olhos azuis’, entdo «f3 é o atributo ‘miope com olhos azuis’,
o(af) é o numero de individuos miopes com olhos nio azuis (no
universo U), etc. Neste caso, a frequéncia relativa do atributo
‘miope’ entre individuos com olhos azuis seré:

O (oB)

supondo @(B) # 0

o(B)’
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Chamar-lhe-emos frequéncia relativa de o se [ (isto é, fre-
quéncia relativa de a na hipdtese de 3 se verificar) e representé-la-
-emos por fr(«|B), quaisquer que sejam os atributos o e (. Serd,
pois, por definigdo:

@(aB)
()

(1) | fr(«[B) =

Por sua vez, a frequéncia relativa do atributo « (no universo
considerado) sera:

O (a)
n

fr (o) =

Ora, segundo as consideragbes precedentes, os atributos « e {8
serdao chamados independentes (em U), sse

(2) fr(«|B) = fr(«)
ou, 0 que é equivalente, sse .

o(a8) _ 0(a)
o(B) n

0 que pode escrever-se de maneira mais simétrica:

2 (x) - 2(B)

n

(3) o(afl) =

Assim, qualquer das férmulas (2) e (3) exprime que os atributos
« e 3 sdo independentes.

Dividindo ambos os membros de (3) por n vem:

0(sB) _ 0(x) O(B)

n n n
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ou seja:

fr(a B) = fr(«) . fr(B),

o que é uma nova forma de exprimir a independéncia dos atributos
« e B. Assim, teremos:

(4) fr(x B) = fr(a) - fr(B), sse « e § sdo independentes

isto 6: a frequéncia relativa do produto I6gico of é o produto das
frequéncias relativas de o e de B, sse estes atributos sdo indepen-
dentes (pela prépria definicdo de "atributos independentes’).

Notemos, agora, que a férmula (1) se pode escrever

O(afl) = ©(P) - fr(alB)

ou seja, dividindo ambos os membros por n:
fr(«B) = fr(B) - fr(«(P)

E claro que podemos trocar os papéis de « e de P:

() fr(aB) = fr(e) - fr(B|a)

isto é: quaisquer que sejam os atributos « e B, a frequéncia relativa
de o B é o produto de frequéncia relativa de « pela frequéncia
relativa de B se « (por definicdo de ‘frequéncia relativa de B se «').

A férmula (4) 6, evidentemente, um caso particular de (5), pois
que fr(B|x) = fr(B), sse « e B sdo independentes.
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E claro que, na prética, s6 por coincidéncia se tem exactamente
fr(Bla) = fr(@) ou, o que é equivalente:

RIORI)

n

()

O segundo membro desta igualdade representa-se por ®o(aB):

@ (o) - ©(B)

n

Do (af) =

e chama-se valor de independéncia ou valor esperado de ®(xf)
(isto é, valor esperado na hipdtese de « e B serem independentes).
Quase sempre o valor esperado é diferente do valor observado (ou
valor real), ®(«fB), e a diferenca

8 = @(xf) — @o(af)

é chamada desvio ou discrepéncia (entre o valor observado e o valor
esperado).

Se o desvio 3 é relativamente pequeno (ou insignificante),vpodemos
atribui-lo ao acaso e dizer que os atributos « e (3 sdo /independentes,
do ponto de vista da estat/stica. Se o desvio é relativamente grande
(ou significante), j& ndo é atribuivel ao acaso e diremos que os
atributos « e B estdo associados (na populagéo U).

Quanto ao significado das expressbes ‘relativamente pequeno’,
‘relativamente grande’, ‘acaso’, etc., s6 mais tarde e progressivamente
poderdo ir sendo esclarecidos.

Note-se que, em particular, se pode ter

fr(@f) =1 ou seja ®(aB) = O(B)

Por exemplo, se « e B sdo os atributos ‘miope’ e ‘com olhos azuis’
isto quereria dizer que o nimero de individuos m/opes com olhos
azuis 6 igual ao nuimero de individuos com o/hos azuis e que, por-
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tanto, todos os individuos com olhos azuis sdo miopes (isto é, que o
atributo B /implica o atributo «). Dum modo geral tem-se, quaisquer
que sejam os atributos « e f3:

| fr(z|f) =1 sse B=>a

(Demonstre, considerando conjuntos em vez de atributos e aten-
dendo & propriedade caracteristica dos conjuntos finitos considerada
no Cap. liI).

Diz-se que « e (B estdo completamente associados sse o = §
ou B = «, isto é sse fr(Ble) =1V fr(«|B) = 1.

- Um outro caso particular é aquele em que

fr(x|B) = 0 ou seja ®(«f) = O [supomos @®(B) # O]

Isto significa manifestamente, que « e B sdo incompativeis ou,
0 que é equivalente, que o = Q ou ainda que B = & (no exemplo
concreto considerado: ‘nenhum individuo miope tem olhos azuis’
ou ‘nenhum individuo com olhos azuis é miope’).

Diz-se que a« e [ estdo completamente dissociados sse s&o
incompativeis os atributos « e § ou os atributos & e {, isto 6, sse
®(xP) =0 Vo(xf) =0.

Facilmente se reconhece que:

Os atributos « e P estio completamente dissociados, sse os
atributos o e B estdo completamente associados.

E claro que neste enunciado os papéis de « e f podem ser
trocados.

EXEMPLO. Imaginemos uma experiéncia destinada a avaliar
em que medida a inoculagdo de certa vacina imuniza contra a
cblera. Suponhamos que os resultados obtidos sdo os que constam
da tabela 3.

211



J. SEBASTIAO E SILVA

Tabela 3
WiED Atacados Total
atacados
Inoculados 276 3 279
N&o ino-
culados 473 66 539
Total 749 69 818

Sejam « e {3, respectivamente, os atributos ‘inoculado’ e 'néo
atacado’. Entado:

o(ap) _ 276

() (Bla) = 5o’ = 579~ ~ 099
o 749
fr (B) = ff) = ware= = 088

Neste caso, h4 uma diferenga apreciavel entre as duas frequén-
cias calculadas, indicativa de uma associagdo positiva entre os
referidos atributos; e, como fr(B3|x) se aproxima bastante de 1, ao
contrério de fr(«|B) (=~ 0,34), vemos que a referida associagdo se
dé no sentido o= B.

Séo, também, elucidativas as seguintes indicagdes:

1) Percentagem de inoculados que foram atacados: 1%

2) Percentagem de n#o inoculados que foram atacados: 12 %

Parece, pois, concluir-se daqui que, embora a referida vacina
ndo imunize em absoluto, confere no entanto uma imunidade relativa
bastante apreciével, contra a célera.

Se vérias outras experiéncias, em condigdes anélogas, conduzirem
a um resultado sensivelmente igual a este quanto a fr(«|3), seremos
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levados a dizer, por indugdo, que a vacina imuniza em 99 % dos casos.
Exprimiremos também este facto dizendo que a probabilidade de
ficar imunizado é 99 % (ou 0,99) e que, portanto, a probabilidade de
néo ficar imunizado é 1 % (ou 0,01).

NOTA IMPORTANTE. A implicagdo & => B deduzida de vérios inquéritos
estatisticos, com uma certa probabilidade, nem sempre pode ser interpretada
como relagdo de causa-efeito. Suponhamos, por exemplo, que a frequéncia
relativa de individuos calvos nas duas primeiras filas dos teatros se aproxima
de 1 mais do que nas restantes filas. E 6bvio que tal observacéo nunca po-
deria ser interpretada deste modo:

O facto de uma pessoa se sentar numa das duas primeiras filas de um
teatro pode produzir-the a calvicie.

Um dos problemas da estatistica serd, pois, o de estabelecer critérios que
permitam distinguir entre implicagbes de causalidade e outras que o ndo s&o.

5. Coeficiente de associagao®*. Sejam ainda « e B dois
atributos definidos num universo finito U. J& vimos que se chama
desvio (ou discrepéncia) a diferenca

@(x) - 2(B)

3= 0(up) -~

entre o valor observado e o valor de independéncia de ®(ap).
Mais tarde estudaremos um teste estatistico que nos habilita em
certos casos a decidir, com maior ou menor seguranga, se tal desvio
ndo é devido ao acaso ().

(") Aaqui, 'seguranga’ significa ‘probabilidade de ndo errar’. Por enquanto,
temos de nos contentar com o significado intuitivo de tais expressbes, que
ird sendo progressivamente esclarecido.
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Vamos, agora, substituir o desvio 8 por um desvio relativo, que nos
da melhor ideia do grau de associagdo dos atributos «, 8. Tal é, por
exemplo, o nimero Q dado pela férmula:

nd
(1) Q= 3(«8) 2(ap) + 0(xp) © (@B)
ou seja:
- 5 (n@a B) — @(x) © (B)

" o(«P) @ (3 p) + o(xp) @ (@B)

Este é chamado, precisamente, o coeficiente de associagao de o
e 8. Notemos que se tem (justifique):

(c+&) B+P)=aB+EB+af+a&p=1(")

Visto que as quatro parcelas sdo atributos incompativeis entre si,
daqui se deduz:

(3) ®(x ) + @(&B) + @(af) + ®(&P) =n
Por outro lado:
a=aB+aB , p=aB+&B  (Porqué?)
Donde:

(4) () = d(aB) + @ (xB), @ (B) = ®(xP) + O(&P)

(') Lembremos que se designa por 1 o atributo universal e por (0 o atri-
buto impossivel (ver n.° 2).
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Finalmente, substituindo em (2) as expressfes de n, ®(a) e
®(B) dadas por (3) e (4), e simplificando, vem:

g 2P 0@EP) —o(zf) @ (&f)
T o(ap) @@ P) + o(xf) @ (@B)

()

E f4cil ver que se tem sempre:
-1< Qg1
Posto isto, héd a distinguir trés casos notaveis:

1.0 Tem-se Q =0, sse a e B sdo independentes. Para o reco-
nhecer, basta atender a (1) e lembrar que « e B sdo independentes,
por definigdo, sse 3 = 0.

2° Tem-se Q=—1, sse a e B estdo completamente dissociados.

Com efeito, se a e B estdo completamente dissociados, tem-se
por definigdo

o(af)=0 V ®(EP) =0

o que implica Q = — 1. Reciprocamente, é facil ver que, se Q=-1,
serd necessariamente ®(«B) ® (&B) =0 e, portanto:

o(xB) =0 V @(a&fB) =0. Basta lembrar que em IR:

x—-y
X+y

==—1< x=0,se x+y#0

3.c Tem-se Q=1, sse a e B estao completamente associados.

Este caso reduz-se ao anterior, lembrando que « e B estdo
completamente associados, sse « e 3 estio completamente disso-
ciados.
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Finalmente demonstraremos o seguinte

TEOREMA: Se («, B) é um par de atributos independentes,
também (&, B) («, B) e (&B) sdo pares de atributos independentes.

Com efeito, como vimos, se a e 3 sdo independentes, tem-se
Q = 0. Entdo, por exemplo, o coeficiente de associagdo de & e 3 ser4:

,_0@ER) ®(ap) - 0(@h) @ (ap) _
® (2B) @ («f) + ©(&B) @ (xB)

~Q=0

e, portanto, & e 3 sdo independentes. Analogamente se procede nos
restantes casos.

6. Extensiédo dos conceitos do n.° 4 a mais de dois atri-
butos. Consideremos trés atributos «, B, ¥ num universo finito U.
Por exemplo, «, B, Yy podem ser, respectivamente, os atributos
"fumador’, “alcodlico’, ‘com (Gicera géstrica ou duodenal’, num con-
junto de pessoas. Visto que

«By = («B)y,
tem-se, aplicando a férmula (5) do n.c 4.

fr(aBy) = fr(e B) - fr(y|aB)

e, como fr(« B) = fr(a) - fr(B | «), vem, finalmente:

fr(aBy) = fr(x) « fr(Ble) « fr(yla B)

E claro que nesta férmula as letras «, B, Y podem ser permutadas
de todos os modos possiveis, visto que « [, vy sdo atributos
quaisquer.
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Em particular, se for

(1) fr(BIa)éfr(B) e fr(ylaB) = fr(y).
viré:
(2) fr(e By) = fr(a) « fr(B) - fr(y)

DEFINIGAO. Diz-se que trés atributos «, B, Yy sdo independentes
(no universo U), sse verificam ndo s6 as condigdes (1), mas ainda
as que se deduzem dessas, substituindo um ou mais dos atributos
«, B, y pelos seus contrarios, como por exemplo (') :

fr(yl&B) = fr(y), fr(yl&B) =fr(y), etc.

Desde logo se vé que esta definicdo equivale & seguinte propo-
si¢ao:

Os atributos a, 3, vy, sdo independentes, sse, além da condigdo (2),
verificam as condigdes tais como

fr(afy) = fr(x) - fr(B) - fr(y),
fr(apy) = fr(&) - fr(B) - fr(¥), etc.

que se deduzem de (2) substituindo um ou mais dos atributos «, B, v
pelos respectivos contrérios.

Isto mostra imediatamente que a refacdo terndria assim definida
entre atributos é simétrica.

(') Parte das condigGes assim obtidas sdo consequéncia das restantes. Por
exemplo, a equaglo fr(B|a) = fr(B) equivale a fr(Blx) = fr(3), etc. (Ver teo-
rema do nlimero anterior).
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Mas, notem-se os dois seguintes pontos importantes:

1) Os atributos «, B, ¥ podem ser independentes dois a dois
(isto é, « independente de £, « independente de v, e 8 independente
de v), sem serem os trés independentes.

2) Ao contrdrio do que sucede no caso de dois atributos (ver
teorema do nimero anterior), a férmula (2) pode ser verificada sem
que os atributos «, 3, v sejam independentes.

E preciso também ndo confundir ‘atributos independentes’ com
‘atributos incompativeis’.

E claro que estas consideragdes se podem generalizar imediata-
mente ao caso de um numero finito n qualquer de atributos.

7. A l6égica em termos de acontecimentos. Recordemos
que, em alguns dos exemplos anteriores, os atributos considerados
também se podem interpretar como acontecimentos. Assim, no exem-
plo final do nimero 4, os atributos ‘inoculado’ e atacado’ corres-
pondem, respectivamente, aos acontecimentos ‘ser inoculado (com
vacina)’ e ‘ser atacado (de célera)’.

Nao pretendemos aqui definir “acontecimento’, assim como néao
tentdmos definir ‘atributo’ nem ’‘conjunto’: trata-se de conceitos
psicologicamente primitivos, gerados por indug¢do ou intuicdo no
nosso espirito. O que sera possivel e conveniente é esclarecer progres-
sivamente a terminologia que lhes diz respeito.

Comecemos por notar que, em vez de ‘acontecimento’, se usam
como significado semelhante os termos ‘facto’, ‘fenémeno’, ‘eventua-
lidade’, etc.

Imaginemos uma prova ou experiéncia que se possa repetir
vérias vezes em condigcées idénticas, conduzindo, de cada vez, a
um ou mais resultados, entre véarios que sdo de prever. E a cada
um desses resultados da prova que, em célculo das probabilidades,
se costuma dar 0 nome de ‘acontecimento’.
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Sdo inimeros os exemplos que neste sentido se podem apre-
sentar: desastre ou auséncia de desastre numa viagem aérea, resul-
tados dum exame ou duma prova desportiva, etc.

Mas convém registar o que hé pouco foi observado: que muitas
vezes 0s acontecimentos se traduzem por atributos (e vice-versa).
Tal & por exemplo, o caso dos resultados dum exame ou o0 caso
andlogo duma competicdo desportiva; assim, 0 acontecimento
‘ficar reprovado’ traduz-se pelo atributo ‘reprovado’; o acontecimento
‘vitéria’ traduz-se pelo atributo ‘vencedor’, relativamente a um dado
clube; etc., etc.

Ainda aqui hé portanto, de certo modo, uma questdo de ponto
de vista psicolégico, semelhante a que se pdée na distingdo entre
atributos e conjuntos. E, assim, de prever que a légica de atributos se
traduza numa légica de acontecimentos. Com efeito, sejam « e
dois acontecimentos relativos a uma dada prova ):

1) Chama-se conjung¢do (ou produto I6gico) de « e (3, e repre-
senta-se por «ff, o acontecimento que consiste na realizagdo simul-
tdnea de « e de f.

2) Chama-se disjungao (ou soma légica) de « e 3 e representa-se
por « + f, o acontecimento que consiste em se realizar um, pelo
menos, dos acontecimentos « e f3.

3) Chama-se contrério de «, e representa-se por &, O aconte-
cimento que consiste em nao se realizar «.

4) Diz-se que « implica B, e escreve-se o = 3, sse 3 se realiza
todas as vezes que se realiza o.

5) Dois acontecimentos «, $ dizem-se equivalentes e escreve-se
a=>0 ssea=>Pef =>a

6) Um acontecimento diz-se certo, sse sabemos, com certeza
absoluta, que se realizara na prova fp, todas as vezes que esta for
efectuada. Um acontecimento diz-se impossivel, sse 0 seu contrério
é certo.
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7) Dois acontecimentos dizem-se Jincompativeis, sse a sua
conjungdo é acontecimento impossivel.

Por exemplo, no exame dum aluno é certo o acontecimento
aprovagéao ou reprovagao ou desisténcia, é impossivel o acontecimento
aprovado com 21 valores (em escolas portuguesas) e sdo incompa-
tiveis os dois acontecimentos aprovacao e desisténcia.

8. Expressoes proposicionais de acontecimentos; con-
ceito de varidvel casual; passagem a conjuntos. Tal como
sucede com os atributos, os acontecimentos habitualmente consi-
derados em estatistica e em célculo das probabilidades podem ser
indicados por meio de expressées proposicionais com varidveis.
Vejamos dois exemplos:

a) Imaginemos um saco que contenha vérias bolas, umas bran-
cas e outras pretas. Designando por U o universo das bolas con-
tidas no saco, por B o conjunto das bolas brancas e por P o con-
junto das bolas pretas, teremos duas expressdes proposicionais:

xeB , xeP,

definidas em U. Os valores possiveis da varidvel x serdo, pois, as
bolas do conjunto U. Ora, o valor de x pode ser determinado
extraindo ao acaso uma bola de U (no final discutiremos o signi-
ficado da palavra ‘acaso’). Nesta prova — extraccdo de uma bola —
realiza-se entdo necessariamente um dos seguintes acontecimentos
contrérios: x € B (isto é: sair bola branca), x € P (isto é: sair bola preta).
Vé-se, pois, como as referidas expressdes proposicionais passam a
indicar acontecimentos.

b) Seja x a classificagdo dum aluno numa prova /) a realizar.
Os resultados ‘'mau’, ‘mediocre’, ‘suficiente’, ‘bom’, e ‘muito bom’
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sdo agora indicados, respectivamente, pelas expressées proposicionais
seguintes:

0<x<6, 6<x<10, 10<x<14, 14<x<18, 18<x<20

O resultado ‘aprovado’, soma légica de ‘suficiente’, ‘bom’ e ‘muito
bom’, é indicado pela expressdo x 2> 10.

Assim, em casos como estes, cada um dos acontecimentos a
que pode dar lugar a prova (p considerada aparece sob a forma de
uma expressdo proposicional com uma varidve! x, num determinade
universo U. O valor da varidvel x (elemento de U) é, entdo, deter-
minado em cada realizagdo da prova (/) por um processo em que
intervém mais ou menos O acaso e que, por isso, ndo permite prever
qual serd exactamente esse valor. Exprime-se este facto dizendo que
x é uma varidvel casual (ou uma varidvel aleatoria).

E claro que a conjungdo de dois acontecimentos « e B serd
indicada pela conjuncdo das expressdes proposicionais que indicam
o« e B, e analogamente para a disjun¢do, para a negagdo, etc.

Deste modo, a cada acontecimento « fica a corresponder um
determinado conjunto A em U: o conjunto dos elementos que verifi-
cam a expressao indicativa de «. Aos dois acontecimentos a e 3 corree-
ponde entdo um mesmo conjunto, sse a<>f3.

Reciprocamente, a cada conjunto A em U corresponde o aconte-
cimento indicado pela expressdao x € A.

Vemos assim que, tal como sucede com os atributos:

7

A légica de acontecimentos é traduzida, segundo a referida
correspondéncia, na Ié6gica de conjuntos.

Notemos ainda que, tal como para atributos:

Se convencionarmos considerar como idénticos dois aconte-
cimentos « e  quando sdo equivalentes, escrevendo entdo « =f8
em vez de a<>f, 0 conjunto dos acontecimentos relativos a uma
dada prova ) constitui uma élgebra de Boole isomorfa a uma élgebra
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de conjuntos. Designaremos, entdo, por 1 o acontecimento certo
e por (0 o acontecimento impossivel.

Por exemplo, consideremos as seguintes eventualidades relati-
vas a um desafio de futebol entre duas equipas A e B:

V = vitéria de A, E =empate, D = derrota de A

Entdo V.-E=V.D=E.D = (0. Por outro lado, tratando-se dum
desafio normal, tem-se:

V+E+D=1

Além destas, hd ainda a considerar as seguintes eventualidades:
V+E V+D, E+ D. Temos, assim, ao todo 8 hipéteses (que se podem
considerar, por exemplo, em cada uma das provas indicadas num
bilhete de TOTOBOLA). E evidente que o conjunto dessas oito
hipéteses, com as operagdes de soma légica e produto I6gico, é uma
dlgebra de Boole, representada no seguinte esquema, em que
usamos setas simples como simbolos de implicagio:

E também f4cil reconhecer que esta élgebra de acontecimentos
é isomorfa & élgebra dos subconjuntos do conjunto {V, E, D }.
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NOTA SOBRE O CONCEITO DE ‘ACASO’. Numa primeira apro-
ximagdo, poderiamos dizer que o termo ‘acaso’ significa "auséncia
de causa’ ou, pelo menos, ‘auséncia de causa conhecida’, o que torna
impossivel a previsdo de certos acontecimentos. Por exemplo, quando
langamos ao acaso uma moeda de um escudo ao ar ou quando tira-
mos a sorte uma bola de loto de um saco, somos incapazes de prever
se saird escudo ou face, ou qual o nimero da bola que vai aparecer.
Diz-se, entdo, que se trata de acontecimentos casuais (fortuitos, aleats-
rios ou eventuais), isto é, de acontecimentos que nao estdo determina-
dos a priori, e que, portanto, se podem verificar umas vezes e outras nao.

Para certos autores, o acaso consistiria na acumulacdao de um
grande nimero de pequenas causas desconhecidas, que actuam
em diversos sentidos, tornando praticamente impossivel a previsao
do efeito global. Mas esta interpretagdo filia-se ainda no ponto de
vista do determinismo mecanicista, que se admitiu no século passado
e que é sintetizado pelas seguintes palavras de LAPLACE no seu
Essai philosophique sur les probabilités:

‘Um intelecto de tal modo vasto que conhecesse o estado e as
posicdes relativas de todos os entes da natureza hum dado instante,
assim como todas as forgas que os solicitam; intelecto que fosse,
além disso, bastante poderoso para submeter todos esses dados a
anélise mateméatica — uma tal inteligéncia poderia abranger numa sé6
férmula o movimento dos maiores corpos e das mais infimas parti-
culas do universo: entdo, nada ficaria incerto e tanto o passado como
o futuro se tornariam presentes aos seus olhos’ ().

Ora, a ciéncia do século XX veio mostrar que esta posi¢ao € ilu-
séria sob vérios aspectos. E-se levado hoje a admitir que, na evolugdo
do mundo fisico, subsiste sempre algo de essencialmente imprevi-
sivel, isto é, um certo grau de incerteza radical, que nédo resulta ape-
nas da nossa ignorancia.

(') O germe do determinismo mecanicista encontra-se j& em DESCARTES,
que dizia: ‘Dal-me o espaco e o movimento, eu vos darei 0 mundo’.
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- 9. Frequéncia dum acontecimento numa sequéncia de
provas. Comecemos por dois exemplos:

a) Numa série de 30000 viagens efectuadas por uma dada
companhia de aviagdo, houve desastres apenas em duas viagens.
Diremos, entdo, que a frequéncia absoluta do acontecimento desastre
nesta sequéncia de viagens foi 2 e que a frequéncia relativa do mesmo
acontecimento nessa mesma sequéncia foi:

30000 ~ 0,000067 ~ 7/100 000

b) Numa série de competicbes, um dado clube desportivo teve
9 vitbrias, 4 derrotas e 1 empate. Nesta sequéncia de provas as
frequéncias relativas dos acontecimentos vitdria, derrota e empate
foram, respectivamente:

9 4 1
s D = 0, —_— A = —— A =
12~ 0,64 = 64 %, i 0,29 = 29 %, 12~ 007=7%

Dum modo geral:

DEFINIGCAO 1. Chama-se frequéncia absoluta dum aconteci-
mento « numa sequéncia de n provas () ,, () . ..., (Pn. consideradas
como realizacGes de uma mesma prova-tipo (f), o nimero v de vezes
que o se verifica nessas provas. Chama-se frequéncia relativa de
« na mesma sequéncia de provas o quociente v/n da frequéncia
absoluta pelo numero total de provas da sequéncia. Designaremos por
®(ax) a frequéncia absoluta de « e por fr(«) a frequéncia relativa de «
na referida sequéncia.

Seréa, pois, por definigao:

@ (x)

(1) fr(x) =
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Desta definigdo resultam imediatamente as propriedades:

. Tem-se sempre 0< fr{a) < 1
Il. Se « é certo, entdo fr(z) =1 (Porqué?)

. Se « é impossivel, entdo fr(e) =0  (Porqué?)
Como no caso dos atributos, também se demonstra:
IV. Se o e B sdo acontecimentos relativos & prova (f), entéo
fr(a+B) = fr(w) + fr(B) — fr(«B)
Por sua vez de 1V e Il deduz-se (justifique):
V. Se « e B sdo incompativeis, entdo
fr(a+B) = fr(e) + fr(B)

Assim, no exemplo b) anterior, os acontecimentos vitdria e der-
rota sdo incompativeis e, portanto:

| 9 4 13
fr(V + D) = fr(V) + fr(D) = = + = = = ~ 93%

Finalmente de |l e V deduz-se:
VI. fr(x) =1 - fr(«)

Com efeito tem-se, por definigdo, « + & =1 e a & = (0, donde,
aplicando I, fr(x + &) = 1 e, aplicando V,

fr(x) + fr(&) =1 e portanto fr(&) =1 — fr(«)

Tornando ao exemplo 2) anterior, temos V + D = E e, portanto:

, - 1 13
fr(V + D) =fr(E) =1 —fr(E)=1j——1z=ﬁ ~ 93%
225
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Passemos, agora, ao caso do produto légico:

DEFINICAO 2. Se « e B sdo acontecimentos relativos a uma
prova f), chama-se 'frequéncia relativa de » se f', numa sequéncia
de realizacdes de @ e representa-se por fr(ax 3), o quociente /v
do numero . de vezes que se realiza »3 pelo numero v de vezes que
se realiza 3 Sera, pois: '

o («B)
o(B)

fr(«|B) =

Dividindo ambos os termos desta frac¢do pelo nimero n de
realizagdes de 7) e atendendo a (1), obtém-se:

f
olf) =

ou seja: fr(«p) = fr(B) . fr(«|B), ou ainda, invertendo os papéis
de « e f:

fr(a ) = fr(a) fr(B«)

Os acontecimentos «, 3 dizem-se independentes da: referida
sequéncia de provas, sse fr(«|B) = fr(«), ou, o que é equivalente,
fr(Bl«) = fr(B), ou ainda

() @ (B)

n

@(a p) =

Suponhamos, por exemplo, que a prova f) é desafio de futebol
dum clube A com um outro clube qualquer, sendo « 0 acontecimento
vitéria de A e o acontecimento presenca do jogador X na equipa
(concretize com casos do seu conhecimento). Neste exemplo,
fr(«|B) é a frequéncia relativa de vitérias do clube A nos desafios em
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que entra X. Se fr(«|B) = fr(«), diremos que, na sequéncia de jogos
considerados, o acontecimento vitdria de A foi independente do acon-
tecimento presenca do jogador X. ' '

Um outro exemplo: suponhamos que /) designa viagem de auto-
mdvel, sendo « 0 acontecimento desastre e 3 o acontecimento chuva.,
E entdo f4cil interpretar o significado do simbolo fr(«|B).

Estes exemplos comegam a sugerir a ideia de causalidade. Tal
ideia est4 intimamente ligada ao processo de indugdo, a que j& nos
referimos no Cap. |, n.°c 17, pags. 49-50, 1.° tomo, e ao conceito de
probabilidade, de que trataremos seguidamente.

10. Légica indutiva; certeza absoluta e certeza préatica..
Como vimos no nlmero anterior, se um acontecimento o é certo
numa prova (f), entdo fr(e) =1 em qualquer sequéncia de realiza-
goes de (p Mas sera a reciproca verdadeira, isto é: se fr(«) =1 numa
sequéncia de provas, podemos dai concluir que « é acontecimento
certo? Claro que néo. ’

Consideremos um exemplo. Imaginemos um saco que contém
60 bolas, todas brancas, numeradas de 1 a 50 e seja fp a Seg.uinte
prova: tirar ao acaso uma bola do saco, tornando a coloca-la depois
no saco. Entdo o acontecimento sa/da de bola branca é certo (ao
contrdrio dos acontecimentos sa/da do n.° 5, saida de numero par,
etc.) e, por isso, numa sequéncia qualquer de realizagdes de (p,:a
frequéncia relativa de saida de bola branca é necessariamente 1.
Mas imaginemos, agora, a situagéo inversa: o saco contém bolas cuja
cor ignoramos e alguém efectua a prova /) um grande niimero de
vezes. Suponhamos que a frequéncia relativa do acontecimento
salda de bola branca é entdo 1 (isto é, que sai bola branca em todas
as extrac¢des, com reposi¢do). Podemos nés dai concluir que tal
acontecimento é certo, isto é, que se verificard sempre, em. qualquer
prova futura? Claro que ndo: s6 podemos ter a certeza absoluta,
tirando todas as bolas do saco e examinando-as uma a uma.
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Porém, se a frequéncia relativa desse acontecimento for 1 num
grande ndmero de provas, por exemplo 1000, comecamos a con-
vencer-nos de que o acontecimento € certo, e essa convicgdo
aumentar4 com o numero de provas, se a frequéncia relativa con-
tinuar a ser 1. Em vez de uma certeza auténtica (ou certeza absoluta)
passamos a ter uma certeza pratica (ou certeza relativa).

A maior parte das certezas em que nos baseamos no decorrer
da nossa vida sdo certezas praticas e nao certezas absolutas. Por
exemplo, temos a certeza dos seguintes factos: ‘O So/ nasce amanhé’,
‘Se largarmos um copo sem apoio, 0 copo cai’, ‘A dgua quando
gela aumenta de volume’, 'O gelo flutua na 4gua liquida’, etc. Mas
trata-se aqui apenas de certezas praticas, resultantes de um enorme
nimero de provas, em que a frequéncia relativa de tais aconteci-
mentos tem sido sempre 1. Alids, tais factos s6 sdo certos em
determinadas condigées: por exemplo, o Sol ndo nasce amanhd em
certos pontos da Terra, um copo ndo cai se for largado no interior
de uma nave espacial a grande altitude, etc.

Em contraste com as certezas préticas das ciéncias experimentais,
encontramos certezas absolutas na matemética, tais como:

‘O quadrado dum numero impar é sempre um nudmero impar’
‘Néo existe nenhum ndmero racional cujo quadrado seja 3’
‘Uma equacédo algébrica de grau n ndao pode ter mais de n ralzes
num corpo’

e muitas outras mais.

Dum modo geral, sempre que a frequéncia relativa dum aconte-
cimento é 1 numa sequéncia de provas muito numerosa, é-se levado.
a admitir que o acontecimento é praticamente certo, isto é, que se
realizar& em qualquer outra prova futura, efectuada em condigdes
idénticas. Nisto consiste, essencialmente, a /indugédo ou racioclnio
indutivo, que se encontra na base de toda a ciéncia experimental.
Porém, a luz da I6gica dedutiva, ndo se trata propriamente dum racio-
cinio (como os das demonstragbes matemaéticas), mas antes de um
paralogismo, visto que se estd a concluir ilicitamente do particular
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para o geral. Na verdade, as leis das ciéncias experimentais, em
particular as /eis flsicas, tém todas caracter contingente: nao se pode
garantir que sejam infaliveis (ver Cap. |, n.° 17).

Vejamos mais alguns exemplos:

Suponhamos que, na Lotaria da Santa Casa da Misericérdia de
Lisboa, nunca saiu a sorte grande no nimero 21212 (ndo vamos averi-
guar se isto é verdade ou ndo; interessa-nos apenas a hip6tese, gue
négo é inverosimil). Podemos nés daqui concluir que o acontecimento

o = n&o sair a sorte grande no n.°c 21212
é certo, ou (0o que é equivalente) que o acontecimento
o = sair a sorte grande no n.° 21212

é impossivel?

Claro que ndo. Se o sistema de lotaria € correcto (e nao deve
haver duvidas a esse respeito), hé tanta razdo para sair a sorte grande
nesse numero, como em qualquer dos outros em que tem saldo.
Por outras palavras: se o sistema é correcto, todos 0s niimeros tém
a mesma probabilidade de sair.

Portanto, o acontecimento &, em rigor, é possivel, embora possa-
mos dizer que é praticamente impossivel numa extracgdo isolada;
no mesmo sentido em que podemos dizer:

'E praticamente impossivel que, no préximo ano, o Tamisa suba
até ao ponto de inundar a Abadia de Westminster'.

Recordemos, a propdsito, a maxima popular:
A sorte grande sai sempre aos outros.

O significado disto é que a sorte grande sai sempre num ntumero
diferente do nosso: trata-se afinal de uma lei baseada na inducéo,
exactamente como sucede com as leis da fisica. No entanto, hé
pessoas felizes que t8m razdo para ndo acreditar nesta lei...
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Note-se que o grau de certeza prética pode, por vezes, equipa-
rar-se ao da certeza matematica. Tal é, por exemplo, o que se observa
com a proposi¢ao que tem servido de premissa a exemplos cléssicos
de silogismo:

‘Todos os homens sdo mortais’

~ Trata-se aqui de uma /ej biolégica qualitativa. Mas se tentarmos
precisé-la quantitativamente, afirmando por exemplo:

‘Todos os homens morrem antes dos 71000 anos de idade’

j& ndo sentiremos o mesmo grau de seguranga. Conhecemos nés
suficientemente o passado da espécie humana? E que sabemos nés
sobre o seu futuro, quanto as possibilidades que vém abrir os progres-
sos da ciéncia, por exemplo as viagens espaciais?

O que pode dizer-se é que, nas condigdes actuais, é extremamente
improvével, praticamente impossivel, que um ser humano atinja a
idade de 1000 anos.

Um outro exemplo anédlogo é o que se refere a alturas de pessoas:
é praticamente impossivel que um ser humano cresga até atingir a
altura de 5 metros. .

Porém, se formos baixando estes limites sucessivamente para
200 anos, 150 anos, etc. (no primeiro caso) ou para 3m, 2,50 m, etc.
(no _segu'ndo caso), o grau de incerteza irdA aumentando — e entrare-
mos abertamente no campo das probabilidades (ver no fim do volume
a Tabela de Mortalidade). E de salientar que o Céiculo das Probabi-
lidades e a Estatistica Matemética se tém desenvolvido principalmente
no sector das ciéncias biolégicas e das ciéncias sociais. Mas certo é
também que, por um -movimento de retrocesso, acabaram por invadir
o campo das ciéncias fisicas, principalmente no que se refere ao estudo
do &tomo. A fisica deixou de ser determinista para se tornar pro-
babilista.

230



COMPENDIO DE MATEMATICA

11. Conceito quantitativo de probabilidade. As conside-
racbes precedentes mostram como os atributos ‘verdadeiro’ e ‘falso’
aplicados a proposicoes se tornam insuficientes (') quando, do
rigor abstracto das teorias mateméticas, se passa & imprecisdo inevi-
tdvel dos conhecimentos empiricos, relativos a0 mundo em que
vivemos, e que sdo, por isso mesmo, indispenséveis na vida prética.
Os conceitos de ‘verdade’ e ‘falsidade’ cedem, entéo, lugar ao conceito
de ‘probabilidade’, complementar do de ‘incerteza’ (ou ‘contingéncia’);
um facto dir-se-4 tanto mais provével quanto menos Jincerto (ou con-
tingente) for.

O conceito de probabilidade, como todas as nogdes primitivas
de fonte empirica, ndo é susceptivel de definigdo I6gica: gera-se no
nosso espirito por um processo indutivo. Mais até: é inseparédvel do
préprio raciocinio indutivo, como veremos.

Em muitos casos, a probabilidade dum acontecimento é algo
que se pode medir, algo que se pode exprimir por um ndmero, como
se fosse uma grandeza mensurdvel — comprimento, velocidade, ener-
gia eléctrica ou qualquer outra. Sédo esses, é claro, os casos que interes-
sam no Célculo das Probabilidades. |

Vejamos um exemplo. Suponhamos que os alunos de uma turma
foram_encarregados da seguinte experiéncia: cada aluno langa 100
vezes uma moeda de um escudo ao ar e verifica quantas vezes sai
escudo (em vez de cara). Suponhamos que todos acharam um
ndmero compreendido entre 35 e 65. Assim, se designarmos por «
o acontecimento sair escudo, temos, em todas as referidas sequéncias:

(1) 0,35 < fr(«) < 0,65

Suponhamos que se chega a mesma conclusdo em vérias outras
experiéncias efectuadas em idénticas condigbes. Entado, pelo racioc/nio

(1) Releia 0 n.° 9 do Cap. | (pédgs. 20-22, 1.° tomo).
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indutivo, somos levados a prever que, em qualquer sequéncia futura
de 100 langamentos, a frequéncia relativa de « verifica a condigao (1).
Pois bem, exprimiremos este facto dizendo que a probabilidade de a
é um nimero compreendido entre 0,35 e 0,65, ou ainda que a probabi-
lidade de o« é aproximadamente 0,5 com erro inferior a 0,15 (ou 50 %
com erro inferior a 15 %).

‘Suponhamos agora que, em vez de 100 langamentos se fazem
sequéncias de 1000 /ancamentos e que se obtém sempre o resultado

0,45 < fr(«) < 0,65

Entdo, com significado analogo ao anterior, diremos que a proba-
bilidade de o« ¢ um ntiimero compreendido entre 0,45 e 0,55, e escre-
veremos:

0,45 < P(a) < 0,55

em que ‘P(x)’ é uma abreviatura de ‘probabilidade de «'. Também
diremos, neste caso, que a probabilidade de « é aproximadamente 0,5
com erro inferior a 0,05 (ou 50 % a menos de 5 %).

Passando a sequéncias de 10000 langamentos, é de esperar
que se obtenha o resultado

0,485 < fr(a) < 0,615

Entdo, escreveremos:
0,485 < P(«) < 0,615

e diremos que a probabilidade de « é aproximadamente 0,5 a menos
de 0,015 (ou 50 % a menos de 1,5 %).

Assim, 3 medida que o nimero de langamentos aumenta, a fre-
quéncia relativa parece aproximar-se cada vez mais do ndmero 0,5
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que assumiremos como valor aproximado da probabilidade de «.
Mas ndo tem sentido falar de valor exacto da probabilidade de «, do
mesmo modo que ndo tem sentido falar de medida exacta duma
grandeza fisica. Por exemplo, quando se diz que o comprimento de
uma mesa é 1,65 m est4-se a indicar um valor aproximado do com-
primento da mesé,‘ amenos de 1 cm; pode-se levar a aproximagao até
ao meio centimetro, até ao milimetro, etc., mas, abaixo de certo limite,
j4 ndo tem interesse ou mesmo ndo tem sentido o grau de aproximagao
considerado.

1.0

0.9 -
08
0,7 -
0,6 -

0.5 /\AVAVVOW_QAS“.W
\Y

0.3 -
0,2 4

0.1 1

o'o 1 | § 1 L) | L]

1 2 5 10 20 50 100 400
Frequéncia relativa do acontecimento ‘escudo’ ao longo duma sequéncia

de 400 langamentos duma moeda ao ar. As frequéncias véo indicadas em escala

logaritmica (isto &, as abcissas sdo logaritmos das frequéncias). (Exemplo dado

por CRAMER em Mathematical Methods of Statistics.)

Em vez do langcamento de uma moeda ao ar, podiamos considerar
outro tipo (/) de provas, por exemplo:

1) Langar uma punaise (ou attache) ao ar e tomar nota da fre-

233



J. SEBASTIAO E SILVA

quéncia relativa do acontecimento ‘cair de bico’, que é contrdrio do
acontecimento ‘cair de cabega’. Ambas estas eventualidades vém
indicadas na figura seguinte: :

2) Lang¢ar um dado ao acaso, como é costume fazer-se, e tomar

nota da frequéncia relativa de acontecimentos tais como “sair o niimero
6’, ‘sair niimero par’, ‘sair niimero primo’, etc.

Qualquer destas provas pode ser efectuada um grande niimero de
vezes por uma equipa de alunos, utilizando punaises ou dados sen-
sivelmente jguais em forma, dimensGes e substéancia.

Em qualquer dos casos se deve verificar a chamada REGULA-
RIDADE ESTATISTICA, isto é: '

A medida que o nimero n aumenta, a frequéncia relativa de
cada acontecimento «, numa sequéncia de n provas, tende a ficar
situada em intervalos

[f1.81] [Fof2] oo [fnfal ...

cada vez mais pequenos, cada um deles contendo um seguinte.
Nestas condigoes, os pontos médios

po o titf | fatf o tth
2 2 2
podem ser chamados ‘valores aproximados da probabilidade do
acontecimento o' (com erro inferior a metade do comprimento do
intervalo considerado). _ _
No exemplo da moeda, a probabilidade de sair escudo é aproxi-
madamente 1/2, com erro bastante pequeno.
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No exemplo da attache, a probabilidade do acontecimento-
o = cair de bico
serd sensivelmente diferente da probabilidade de
& = cair de cabeca

Essas probabilidades poderdao ser determinadas com suficiente apro-
ximagdo, por uma equipa de alunos, mas desde ja é evidente que
devera ser:

P(«) =1 - P(a&) e, portanto, P(«) # %. (Porqué?)

Quanto ao exemplo do dado, se designarmos por a4, a,, ..., %g
os acontecimentos ‘sair o n.° 1°, ‘sair o n.° 2', ..., ‘sair o n.° 6’, é
de esperar que se tenha aproximadamente: ‘

(1) P(a1) = P(a2) = ... = P(xg)

Mas, mesmo que o dado seja muitdo. bem construido, aproxi-
mando-se bastante de um cubo homogéneo, nunca faz sentido afir-
mar em absoluto que as igualdades (1) sdo verdadeiras, do mesmo
modo que nado faz sentido afirmar em absoluto que duas réguas
tdm o mesmo comprimento.

Convenciona-se chamar dado perfeito a um dado que verifique
a condigdo (1). Mas desde j& vemos qué se trata de uma nog¢éao
abstracta: ndo existem dados perfeitos, do mesmo modo que nio
existem gases perfeitos, d4gua pura, pontos, rectas, cubos, esferas,
etc. Tais conceitos sdo apenas esquemas, isto €, modelos simpli-
ficados de entes concretos, idealizagbes que o nosso espirito elabora,
tentando guiar-nos com maior ou menor éxito no mundo em que
vivemos. Um desses esquemas 6 precisamente o conceito de proba-
bilidade. O que importa é saber aplicé-lo, de acordo com um conjunto
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adequado de regras (axiomas), que nos permita raciocinar logica-
mente sobre tal conceito. (No final do capitulo trataremos do conceito
qualitativo de probabilidade.)

12. Axiomatizagdo do conceito de probabilidade. Das
consideragdes precedentes podemos tirar, como stimula, a seguinte
norma prética:

Dizer que a probabilidade de um acontecimento «, relativo a uma
prova /), é um determinado namero p, significa que, dado um ndmero
positivo &, t30 pequeno quanto se queira, existe sempre um numero
n bastante grande tal que, numa sequéncia de n ou mais realizagdes
de /), é praticamente certo que a frequéncia relativa de « estars
compreendida entre p—c e p +¢.

Ndo se trata aqui propriamente duma defini¢do. E preciso notar
que, no conceito de ‘certeza pratica’ j& estd implicito o de ‘proba-
bilidade’: um acontecimento diz-se praticamente certo, quando a sua
probabilidade é aproximadamente 1, com erro desprezivel (). No
entanto, a regra anterior elucida bastante sobre o uso préatico do
termo ‘probabilidade’. Uma vez que as probabilidades sdo frequéncias
relativas previstas, é natural atribuir-lhes as mesmas propriedades
formais que se aplicam a frequéncias relativas (ver n.° 9). Somos,
assim, levados a admitir, como axiomas, as seguintes propriedades,
sendo « e B dois acontecimentos relativos a uma prova 7):

AXIOMA 1. A probabilidade de o. — que se designa abreviada-
mente por P(a) —é sempre um numero real ndo negativo, isto é:
P(x) > 0. |

(') Analogamente, um acontecimento diz-se praticamente impossivel, quando
a sua probabilidade é aproximadamente 0, com erro desprezivel. Por exemplo,
é praticamente impossivel que um macaco escreva 3 maquina a Eneida (exemplo
do macaco dactilégrafo, de Emilio Borel).
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AXIOMA 2. A probabilidade do acontecimento certo é 1, isto é:
P(x) =1 se a =1.

AXIOMA 3. Se a e B sdo acontecimentos incompativeis, tem-se:

P(x + B) = P(«) + P(B)

Destes axiomas (como premissas) deduzem-se, logicamente,
vérios teoremas (como conclusbes), entre os quais 0s seguintes:

TEOREMA 1. A probabilidade do acontecimento contrdrio de
« é 1 — P(a), isto é:

P(&) =1 - P(a)

Com efeito, como « & = (0 (porqué?) tem-se:

P(a + &) = P(a) + (P&) (Porqué?)
Por outro lado, como « + & =1 (porqué?) tem-se:

P(x) + P(&) =1 (porqué?)
e, portanto, P(&) =1 — P(«).
COROLARIO 1. Se « é acontecimento impossivel, tem-se:
P(a) -} (demohstre)

COROLARIO 2. Qualquer que seja «, tem-se:

P()< 1 (demonstre)

Portanto: P(«) é sempre um nimero real do intervalo [0.1].
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"TEOREMA 2. Se «,, ®3, ..., &y S0 n acontecimentos incom-
pativeis dois a dois (relativos 4 mesma prova "f)) a probabilidade
de que se realize um, pelo menos, dos acontecimentos &4, o5, ..., dn
€ a soma das probabilidades destes acontecimentos, isto é:

n n
P(E oci)=_21 P(x), se « ax = (0 para i # k

i=1 i=

Para demonstrar este teorema, basta aplicar, repetidamente, o
axioma 2, observando que

0€1+O(2+O!.3=(O!1+d2)+0(3,

o1 +d2+oca+oc4=(oc1 +O!.2+O(3)+0C4, etc.

e que, se oy, oy, ..., 4y S0 incompativeis dois a dois, também o3 é
incompativel com o4 + «, (prove), a, com o« + o, + a3, etc.

_TEOREMA"S. Quaisquer que sejam os acontecimentos «,
relativos & prova (f), tem-se:

P(a + B) = P(«) + P(B) — P(«B)
Com efeito, tem-se (prove):
(1) | a=of +of , B=GaB+aB
(2) | | a+B=of+ap+ap
De (1) vem:
(38) P(«)=P(xf) + P(xB) , P(B)=P(&B)+P(aP) (Porqué?)
Por sua vez de (2) vem:

Pa+B) = P(g B) + P(&B) + P(xB) (Porqué?)
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Donde, atendendo a (3):

P(x+p) = P(x) + P(B) — P(« B)

Este teorema pode generalizar-se ao caso de n acontecimentos,
obtendo-se a FORMULA DE DANIEL DA SILVA em termos de pro-
babilidade.

13. Exemplos de aplicagdéo. Vamos ver como as regras
anteriores (axiomas e teoremas) podem ser aplicadas na pratica.
Os exemplos que vdo seguir-se referem-se quase todos a jogos de
sorte, também chamados jogos de azar (atribuindo aqui a palavra
‘azar’ o significado de ‘acaso’). Na verdade, foram as reflexdes de
alguns mateméticos sobre jogos de azar que deram origem ao
célculo das probabilidades. Mais adiante trataremos de exemplos
mais importantes.

EXEMPLO 1. Consideremos o caso do langamento de um dado
a0 acaso e sejam o4, %y, ..., 0tg OS acontecimentos ‘sair o n.° 1’
‘sair o n.° 2', ..., ‘sair o numero 6'. Se o dado é imperfeito, isto é,
se ndo se aproxima bastante de um cubo ou se é sensivelmente
nao homogéneo (por exemplo, mais denso nuns pontos que nou-
tros), as probabilidades

P(xy), P(a2), ..., P(ag)

ndo sdo sensivelmente iguais, mas poderdo ser determinadas empiri-
camente com maior ou menor aproximacéao. (Como?)

Seja porém como for, o acontecimento ‘sair numero primo menor
que 5’ 6, neste caso, ., + «3 €, portanto, a sua probabilidade sera:

P(az+a3) = P(a2) + P(xa)  (Porqué?)
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Por sua vez, o acontecimento ‘sair nimero par é a,+o,+ag €
portanto, a sua probabilidade ser4:

Pay +as + ag) = P(x2) + P(xs) + P(xg) (porqué?)

e analogamente em outros casos.

Suponhamos, agora, que o dado é perfeito. Entdo serd por defi
nigao:

P(et1) = P(22) = P(ax3) = P(t4) = P(x5) = P(xg)

isto €, os casos possiveis a4, 2,...,46 580 todos igualmente provéveis.
Designemos por p o valor comum destas probabilidades. Visto que
0s acontecimentos «1,%5,...,0g S80 incompativeis dois a dois e a sua
soma légica é 1 (porqué?), vira:

P(oc1) + P(ay) + P(ag) + P(ay) + P(ag) + P(ag) =6 p=1
e, portanto:

p=*6“

isto é, a probabilidade de sair um determinado ntmero, qualquer
que ele seja, é 1/6.

Posto isto, a probabilidade de ‘sair nimero primo menor que 5’
sera: "G5 .

1 1 2 1
P(aztas) = P(ap) + P(aj) = 6 + =8 T a

a probabilidade de sair numero par sera:
3
P(“2+a4+ds) = P(dg) % P_(oc4) + P(ae) = ? =
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Estes exemplos conduzem-nos & seguinte regra pratica, que
durante muito tempo foi tomada como definicdo da probabilidade(1):

REGRA. Quando os casos possiveis numa dada prova (f) sédo
todos igualmente provaveis, a probabilidade de um acontecimento o
refativo a ﬁ é igual ao quociente v/n do numero v de casos favo-
réveis a o pelo numero n de casos possiveis.

Chama-se aqui ‘casos possiveis’ aqueles acontecimentos possi-
veis, de que todos os outros sdo somas légicas, e ‘casos favoraveis
a um acontecimento «’, precisamente, aos casos de que o« é soma
l6gica. Pressupde-se, além disso, que os casos possiveis sdo em
numero finito.

EXEMPLO 2. Imaginemos uma esfera de lotaria que contenha
20 bolas, numeradas de 1 a 20, das quais 8 sdo brancas, 7 ver-
melhas e 5 amarelas (2). Consideremos a prova /) que consiste em
extrair uma bola da esfera ao acaso e designemos por a4, %5, ..., %50
os acontecimentos ‘sair o n.° 1°, “sair o n.° 2’, ..., 'sair o n.c 20°. Serdo
estes, portanto, os casos possiveis da prova @ Serao eles equipro-
véveis? Se as bolas sdo sensivelmente iguais em forma, dimensodes
e substéncia, e se além disso a casualizacdo é bem feita (isto é,
se as bolas sdo bem agitadas na esfera e se a extracgdo é feita auto-
maticamente, sem escolha humana deliberada), é de admitir que sim,
isto é, mostra a experiéncia que

P(xq) = P(ay) =... = P(x,0) (com grande aproximagéo).

(') Tal definigdo era inaceitédvel por conter um circulo vicioso: néo se pode
definir um conceito, utilizando esse mesmo conceito.

(2) Em vez de uma esfera da lotaria, podemos também considerar uma
caixa com pequena abertura ou um saco, como 0s que se usam no jogo do loto.
Dum modo geral, chama-se urna, em céiculo das probabilidades, um recipiente
destinado a conter bolas, ou outros objectos, para fazer sorteios.
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Nestas condicbes, podemos aplicar a regra prética anterior ao
célculo de probabilidades de vérios acontecimentos:

a) Probabilidade de que saia o n.° 70. Nimero de casos possi-
veis: 20. Numero de casos favordveis: 1. Probabilidade pedida: 1/20.

b) Probabilidade de que saia bola branca. Como agora o nimero
de casos favoréveis é 8, a probabilidade pedida sera:
8 e

S, — 0,
20 04 = 40%

¢) Probabilidade de que saia bola vermelha. Obtém-se de modo

7
anéalogo: >0 = 0,35 = 35 %.

5
d) Probabilidade de sair bola amare/a:—*ﬁ = 0,25.

e) Probabilidade de sair bola amarela ou vermelha. Este aconte-
cimento é soma légica dos acontecimentos ‘sair bola amarela’ e "sair
bola vermelha’, que sdo incompativeis entre si. Logo, a probabilidade
pedida é a soma das duas anteriores:

7 5 12
== = = 0
50 T 20 = 20 ~06=60%

O mesmo resultado se podia obter, notando que o acontecimento
considerado é o contrario de "sair bola branca’. Assim, a probabilidade
pedida é:

1—8'—12—06
20 20

f) Probabilidade de sair bola preta: O (Porqué?)

g) Probabilidade de sair numero inferior a cem: 1 (Porqué?)
Se designarmos por B, V e A, respectivamente, os acontecimentos
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‘sair bola branca’, 'sair bola vermelha’ e 'sair bola amarela’, relativos
a prova /), teremos em resumo:

P(B) =04, P(V)=035 P(A)=0,25

P(A+V)=06, P(B+V)=075 PA+B+V)=1

Muitas vezes, usa-se em célculo das probabilidades o mesmo
simbolo para designar um acontecimento e o conjunto correspon-
dente. Por exemplo, o simbolo B pode designar indistintamente o
acontecimento ‘sair bola branca’ ou o conjunto das bolas brancas
(existentes na esfera).

EXEMPLO 3. Consideremos, agora, duas esferas de lotaria, E; e
E.. Suponhamos que E; contém 20 bolas, nas condigdes do exemplo
anterior, e que E, contém 10 bolas, numeradas de 1 a 10, sendo 7
brancas e 3 vermelhas (sensivelmente iguais em forma, volume e
substancia). Seja agora /) a prova que consiste em extrair a0 acaso
uma bola de cada uma das esferas. E claro que os casos possiveis
podem ser esqguematicamente indicados pelos elementos do produto
cartesiano,

{1,2,...,20} x {1,2,...10 }

Por exemplo, o par ordenado (14,5) indica o caso que consiste
em sair a bola 14 da esfera E, e a bola 5 da esfera E,. Ora, o
ndmero de tais pares ordenados é 20 x 10 = 200. Sera, pois, 200 o
niumero de casos possiveis. Serdo estes casos equiprovéaveis? E de
admitir que sim, uma vez que as bolas sejam sensivelmente iguais,
como se disse, @ que a casualiza¢do seja bem feita; em particular
as esferas E, e E, devem ser independentes, isto é, a bola que sair
de uma das esferas ndo depender de modo algum da bola que
sair da outra esfera.

243



J. SEBASTIAO E SILVA

Aceites estas premissas, podemos efectuar os seguintes célculos:
a) Probabilidade de que saia bola branca das duas esferas.

Jé& sabemos que o nlimero de casos possiveis é 20 x 10. O nimero
de casos favoraveis sera, manifestamente, o cardinal do produto
cartesiano do conjunto das bolas brancas de E, (em nimero de 8)
pelo conjunto das bolas brancas de E, (em nimero de 7). Sers,
pois, 8 x 7 o numero de casos favordveis e, assim, a probabilidade
pedida é:

8 x7 28

20 x 10 100

= 0,28

b) Probabilidade de que saia bola branca de E , e bola vermelha
de E,. Obtém-se de modo anélogo:

8 x3 12
20x 10 100

= 0,20

c) Probabilidade de sair bola amarela das duas esferas.

d) Probabilidade de sair de E, numero duplo do que sair de E ».
Resposta: b %.

e) Probabilidade de nao sair bola branca de nenhuma das esferas.

f) Probabilidade de sair bola branca de uma, pelo menos, das
esferas. (Sugestdo: acontecimento contrdrio do anterior.)

g) Probabilidade de sair bola branca de uma e uma sé esfera.
(Sugestdo: este acontecimento é soma légica dos acontecimentos
incompativeis "sair bola branca de E, e ndo sair bola branca de E.’,
‘sair bola branca de E, e ndo sair bola branca de E,".)

EXEMPLO 4. Consideremos, novamente, uma esfera com a
composicdo do exemplo 2 (20 bolas equiprovaveis, sendo 8 brancas,
7 vermelhas e 5 amarelas). Designemos por /)’ a prova que consiste
em duas extracg0es sucessivas, repondo na esfera a bola que sai na
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12 extraccdo; e por {f)” a prova que consiste em duas extracgdes
sucessivas, sem reposicao. Calculemos, entao:

a) Probabilidade de sair duas vezes bola branca na prova ).
Numero de casos possiveis (equiprovaveis): 20 x 20. Ndimero de
casos favordveis: 8 x 8 Probabilidade pedida:’

8 x 8

m =04 x 04 = 0,16

b) Probabilidade de sair duas vezes bola branca na prova (f)".
Numero de casos possiveis (equiprovaveis): 20 x 19. Nidmero de
casos favordveis: 8 x 7. Probabilidade pedida:

8 x 7 28

20x19 ~ 190 ~ 019

c) Probabilidade de sair primeiro bola branca e depois bola
vermelha na prova f)'

d) Idem na prova ()"

e) Probabilidade de sawr uma vez bola branca e outra vez
bola vermelha, independentemente de ordem (prova [)’ e prova @)
(Sugestdao soma l6gica dos acontecimentos ’sair primeiro bola branca
e depois bola evermelha sair pnmeiro bola vermelha e depois bola
branca’.)

f) Probabilidade de ndo sair vez nenhuma bola branca (prova
@D e prova @") (Sugestao acontecimento equivalente a ‘sair duas
vezes bola vermelha ou amarela’ )

g) Probabilidade de sair alguma vez bola branca (prova D
e prova @”) (Acontecimento contrério do anterior.)

h) Probabilidade de sairem duas bolas da mesma cor (prova
D e prova D).
i) Probabilidade de sairem duas bolas de cor diferente (prova

D' e prova P").
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EXEMPLO 5. Tornemos ao caso de um dado perfeito. E agora
facil calcular as seguintes probabilidades:

a) Probabilidade de que, em dois lances sucessivos, se obtenha
uma vez um numero par e outra vez um mdltiplo de 3.

b) Probabilidade de que, em 3 lances sucessivos, ndo saiam
os numeros 1 e 6.

¢) Probabilidade de que, em 2 lances sucessivos, a soma dos
numeros saldos seja menor que 5.

EXEMPLO 6. Um cofre tem um segredo de 3 discos, com 24
letras cada um (ver pég. 163, 1. tomo). Calcular a probabilidade
que um ladrdo teria de descobrir o segredo, fazendo no méximo
700 tentativas. Resposta: aproximadamente 0,007 ou seja 7 %eo.

EXEMPLO 7. Calcular a probabilidade de, jogando uma vez
no totobola com o equivalente a 9 600 apostas simples (1), se acertar
nos 13 resultados, supondo que as apostas sdo feitas inteiramente
ao acaso. Resposta: aproximadamente 0,006, probabilidade ainda
extremamente pequena (compare com o resultado anterior).

14. Probabilidade do produto Iégico. Da axiomatica do
conceito de probabilidade (n.c 12), nada se pode deduzir quanto a
probabilidade do produto l6gico. Mas, por analogia com o que se fez
para o conceito de frequéncia relativa, € natural introduzir a seguinte
definigdo:

DEFINICAO 1. Sendo « e B dois acontecimentos relativos a
uma dada prova, chama-se probabilidade de « se B, e representa-se
por P(a|B), o quociente de P(aB) por P(B), isto é:

P(aB)

(1) P(«[B) = “P@)

(') O que importa em 14 400800 — (Valor calculado ao pre¢o de cada
aposta, ao tempo — N. do E.).’
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Por exemplo, seja « o acontecimento “haver acidente numa via-
gem de automdével em 100 km de estrada’ e 3 o acontecimento ‘ter
chovido’. Entdo, supondo que podemos atribuir probabilidades aos
acontecimentos «, 3, «B8, o sfmbolo P(«|B) designa a probabilidade
de haver um tal acidente, apds ter chovido.

DEFINICAO 2. Diz-se que dois acontecimentos «, B séo inde-
pendentes, sse P(«|B) = P(«). Caso contrério, o e B dizem-se depen-
dentes ou associados.

Notemos, agora, que (1) se pode escrever:

(Paf) = P(B) - P(«[B)

ou ainda, trocando os papéis de « e de {:

(2) P(a @) = P(«) - P(Blx)

E evidente que esta férmula apenas exprime a definicdo 1, sob
uma forma diferente. Por outro lado, tem-se, atendendo a definigédo 2:

(3) P(aB) = P(x) P(B), sse « e B sdo independentes

NOTA IMPORTANTE. O conceito de ‘acontecimentos inde-
pendentes’ desempenha, em relagdo ao produto légico, um papel
andlogo ao de ‘acontecimentos incompativeis’, em relagdo a soma
I6gica. Nao confunda estes dois conceitos!

Tratando-se de trés acontecimentos «, 3, y relativos a uma prova
/) é facil reconhecer qual o significado de simbolos tais como
PD(x|By), P(ylap), etc. e ver que (cf. n.°o 6, pag. 216):

(4) P(«fy) = P(a)« P(Bla) - P(yla )
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Em particular, pode ter-se:

(5) ~ P@BY) =P()-P() P()

DEFINIGAO 3. Diz-se que trés acontecimentos o, B, y sdo inde-
pendentes, sse verificam as condigées P(B) = P(B|a), P(y) = P(yla B)
e todas as que se deduzem destas, substituindo um ou mais dos
acontecimentos «, 3, ¥ pelos respectivos contrérios.

Em termos intuitivos poderiamos dizer:

‘Trés acontecimentos sdo independentes, sse a probabilidade de
cada um deles é a mesma, quer se verifique ou ndo um sé ou os dois
outros acontecimentos’.

E evidente que a anterior definicdo equivale & seguinte pro-
posigao:

Trés acontecimentos «, B, vy, sdo independentes sse, além da
condicao (5), verificam todas as que desta se deduzem, substituindo
um ou mais dos acontecimentos «, B, vy, pelos seus contrarios.

Isto mostra que a relacdo terndria definida é simétrica.
E porém de notar que, tal como no caso das frequéncias relativas:

1) Trés acontecimentos «, 3, Y podem ser independentes entre
si dois a dois sem serem os trés independentes (segundo a defini¢do
anterior).

2) Pode verificar-se a férmula (5), sem que os acontecimentos
«, B, Y sejam independentes.

15. Probabilidade do produto cartesiano. Sistemas de
lotaria. Para melhor compreensdo do que vai seguir-se, convém
recordar algumas situagdes que surgem, em geometria aplicada, a
propdsito de produtos cartesianos. Viu-se que, por exemplo, no
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universo IR, a condigdo x 2> 2, com uma s6 varidvel, pode ser identi-
ficada a condicdo com duas varidveis

x2>2AyelR

que é verificada por todos os pares ordenados (x,y) de nimeros
reais tais que: x =>2 e y é qualquer. Deste modo, a condigdo x > 2,
gue na recta representa geometricamente uma semi-recta, no plano
passa a representar um semiplano. Analogamente, a condigdo y > 1,
que na recta (ou mais precisamente no eixo dos y) representa uma
semi-recta, pode ser identificada com a condigdo

xelR Ay 2> 1,

e assim, no plano, passa a representar um semiplano.
Por sua vez, a condigdo

x22Ay>1

representa no plano um angulo recto, que é a intersec¢do (ou produto
l6gico) dos semiplanos x 2> 2 e y > 1. Este produto l6gico resulta

’/

1 N\

0 2

249



J. SEBASTIAO E SILVA

assim identificado ao produto cartesiano das semi-rectas representadas
pelas condi¢des x > 2 e y > 1, respectivamente no eixo dos x e no
eixo dos vy.

Consideremos, agora, duas esferas de lotaria, E, e E,, nas condi-
¢oes indicadas no exemplo 3 do n.° 13. Designemos por @1 a prova
que consiste em extrair ao acaso uma bola de E,, por @2 a prova
anadloga para E, e por @ a prova que consiste em efectuar @1 e
P .. Diremos, entdo, que 7' é o produto cartesiano de D, e P,
e escreveremos’

D =P1xD-

Sejam B, V, e A,, respectivamente, 0s acontecimentos sair
bola branca, sair bola vermelha e sair bola amarela, na prova @1.
Sejam ainda B, e V, os acontecimentos sair bola branca e sair
bola vermelha, na prova ) ,. Entao, designaremos por B, x V, (pro-
duto cartesiano de B, por V,) o acontecimento sair bola branca
de E ; e bola vermelha de E ,. Anélogos significados terdo as expressodes:

VixBy Ay XV, By xBy VyxV, A; xB,

Notemos, agora, que o acontecimento B, relativo a @1 se pode
identificar a um acontecimento B, relativo a /), x (),: o acon-
tecimento

Sair bola branca de E, e bola qualquer de E ,

De modo anélogo, V4, A,, B,, V, podem ser identificados a acon-
tecimentos, respectivamente, V', A}, B} e V3, relativos a (D, x 7,
Assim, podemos reduzir os produtos cartesianos a produtos légicos:

B1 XV;':B:V; 7 V1 XB;Z:V'; B*2 » eftc.
Posto isto, recordemos que, segundo as condi¢cdes indicadas no

exemplo 3 do n.° 13, os acontecimentos B, e V7 sdo independentes
(o mesmo podendo dizer-se agora dos acontecimentos B, e V).
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Ser4 assim:
P(B, x V) =P(BY) . P(V)) = P(B,).P(B>)

E, como P(B,) = 4/10, P(V,) = 3/10, vira:

4 3 12
P(B4)-P(V2) = 257" 70 100

tal como tinhamos achado. Analogamente:
P(B; xB3)=P(B;)-P(B,) =04 x0,7=0,28
P(V, xB5)=0,7 x0,7 = 0,49, etc.

Dum modo geral, se « e 3 sdo acontecimentos relativos a duas
provas distintas ), e ) ,, representa-se por ’f), x [), a prova que
consiste em efectuar /f), e ) ,, e por « x B (produto cartesiano de =
por B) o acontecimento que consiste em realizar-se « em [, e 8
em @z. Os acontecimentos « e 3 podem ser identificados a acon-

tecimentos, respectivamente o e B*, relativos a (), x ) ,, tal como
foi indicado no exemplo anterior, permitindo reduzir o produto carte-

siano a produto légico
«xp=atpt

Os acontecimentos « e [ dizem-se independentes, sse ao* e B* o
forem. Assim, vira:

(1) P(axB) = P(a) « P(B), sse « e B sdao independentes

As provas ) e (f) , dizem-se independentes, sse todo o acon-
tecimento relativo a /), é independente de todo o acontecimento

relativo a ) ,.
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A regra (1) permite resolver mais simplesmente varios dos pro-
blemas que foram resolvidos no n.° 13 por contagem de casos possi-
veis e casos favordveis (veja quais sdo esses problemas e resolva-os
pelo novo processo).

Estas consideragdes podem estender-se de maneira 6bvia ao
caso de trés provas, quatro provas, etc., tendo em conta o que foi
estabelecido no numero anterior.

Por exemplo, um dos modernos sistemas de lotaria mais em uso
consiste em utilizar, por exemplo, 6 esferas em que se introduzem bolas
cuja numeragdao pode ir de 0 a 9; uma das esferas é destinada a
dar o algarismo das unidades, outra a dar o nimero das centenas, etc.

(606 GGG

Centenas Dezenas Milhares Centenas Dezenas Unidades
de de
milhar mithar '

Em principio, as extracgoes das diferentes esferas devem ser
provas independentes, isto €, a probabilidade de saida de uma dada
sequéncia de algarismos deve ser exactamente igual ao produto das
probabilidades de saida de um algarismo de cada esfera. Além disso,
os algarismos de cada esfera devem ter todos a mesma probabilidade
de saida. Assim, por exemplo, num jogo com 300 000 bilhetes, a pro-
babilidade de ser premiado um determinado nimero na primeira
extracgao deverd ser exactamente igual a

1T 1 1 1 1 1 1

10 10 10 10 10 300000

Ja sabemos que nao é possivel, nem sequer faz sentido, falar de
exactidao absoluta. O que se requer na prética é que seja impossivel
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detectar estatisticamente alguns nimeros com maior probabilidade
de saida, visto que esse facto poderia ser explorado ilicitamente por
uma casa de jogo.

Assim, quando uma casa de jogo anuncia comercialmente que
é contemplada com maior nimero de prémios, isso apenas deve signi-
ficar que a referida casa vende um maior nimero de bilhetes, o que,
evidentemente, aumenta a probabilidade de prémio. Qualquer outra
interpretacédo equivaleria a admitir que essa casa esté a usar ilicitamente
o conhecimento de algum vicio do sistema.

16. Problema das provas repetidas; distribuigdo bino-
mial. Consideremos, por exemplo, o seguinte problema:

Determinar a probabilidade de que, em trés langcamentos suces-
sivos dum dado perfeito, saia duas vezes (e s6é duas) o numero 6.

Os trés lancamentos sucessivos sdo trés provas ., P, P,
que constituem realizagbes distintas de uma mesma prova-tipo /)
(langcamento do dado) A sequéncia dessas trés provas constitui
por sua vez, a prova

DxPrxPs

Designemos por s,, s,, s, respectivamente, os acontecimentos
'sair o n° 6 em ), ‘sair o n° 6 em P, 'sair o n° 5 em P
Entdo o acontecimento ‘sair o n° 6 duas vezes (e duas sé) em
P, * P, x5 pode realizar-se de trés maneiras distintas e incom-
pativeis:

(1) S, X8,%X Sz §yX8,XS3 §,%XS, XS,
Ora, P(s,) = P(s,) = P(s;) =1/6 e, portanto,
P(§1) = P(s,) =P(s,) =1-1/6.
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Por outro lado, é facil reconhecer que os trés acontecimentos
S,, S, S5 sdo independentes (discutiremos este ponto mais adiante,
no caso geral). Logo, os acontecimentos (1) tém todos proba-
bilidade igual a

) ) 1\, 5 5
P(s,%s,%83) = P(s,) P(s,) P(s,) =<6> 6 216

Mas o acontecimento cuja probabilidade se pede é a soma l4gica
dos referidos acontecimentos incompativeis:

$4%X8,X5, +85,Xs5,%Xs, + 8,X8,XS§,
A probabilidade pedida sera, pois, a soma de 3 nimeros iguais

a 5/216, ou seja:

5 5
216 12

Il

3- ~ 7%

Consideremos, ainda, o problema anélogo:

’

De uma urna que contém 10 bolas, das quais 3 sdo brancas e
7 pretas, tiram-se 4 bolas a sorte, sucessivamente, com reposigao.
Determinar a probabilidade de que seja 2 o numero de bolas brancas
saldas nas 4 extracgoes.

Designando por B,, B,, B3, B, o acontecimento sa/da de bola
branca nas sucessivas extracgoes, 0 acontecimento cuja probabilidade
se pede sera a soma légica das seguintes hipbteses incompativeis
duas a duas:

B1xB,xB3sxB, B1xB,yxBaxB,, BixB,xB3axB,
B1XB2xB3zxBgs, B1xBoxB3xBy,, Bi1xB,xB3xB,

Como interpretar o niimero destas hip6teses em célculo combi-
natério? Pense por si uns momentos, antes de ver a resposta que
vem a seguir.
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E facil reconhecer que estas hipbéteses estdo em correspondéncia
biunivoca com as combinacoes

B1B, B1B3, B1Bas B2Bg, B2B4 BaBy,

dos acontecimentos B4, B,, B3, B, tomados 2 a 2. O seu numero
é, pois:

Por outro lado, os acontecimentos B4, B,, B3, B4 tém todos a
probabilidade 3/10 e, portanto, os seus contrérios tém a probabilidade
7/10. E, como se trata de acontecimentos independentes ('), segue-se
que todas as referidas hipéteses tém a mesma probabilidade:

" . 3\2 /7\2
P(B1x82xB3xB4):<a> <1—0>

Por conseguinte, a probabilidade pedida serd a soma de 6 parce-
las iguais a este niimero, ou seja:

4 3\2/7)\?
o | — B = 2 -4 =
<2> (10> <10> 6x21<x10 0,2646

Estes dois exemplos ajudam-nos a resolver o seguinte problema
geral, muito importante:

PROBLEMA DAS PROVAS REPETIDAS. Sendo o« um acon-
tecimento de probabilidade p, relativo a uma prova (f), determinar a
probabilidade de que, em n realizagées de f), seja x o nimero de
vezes que o. se verifica.

Como se v&, o que se pede afinal é a probabilidade de que em
n realizagées de (f), a preferéncia absoluta de o seja um dado nimero
inteiro x (0 < x< n).

(') Este ponto serd esclarecido a seguir, no caso geral.
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Designemos por D1, D2 . Pn as n realizagdes de 7P e,
dum modo geral, por ax 0 acontecimento que consiste em verificar-se
« na prova Py (k=1, 2, ..., n) Entdo, o acontecimento

X o = verificacdo de o em x das n provas consideradas
é a soma légica de todos os acontecimentos que resultam de
g X Ay X ==+ X %n,

deixando ficar x factores como estdo e substituindo os n-x res-
tantes pelos acontecimentos contrdrios. Um deles ser4 o acontecimento

®q X @p X 0 X 0y X Ax4q X *or X &p,

que consiste em verificar-se o precisamente -nas primeiras X provas
da sequéncia.

Qual é o nimero de hipbteses assim obtidas? Pensando um
momento, vé-se que é igual ao nimero de combinagdes dos aconte-

cimentos a4, %3, ..., @y tomados X a X, ou seja (2) Ora
P(e) =p. P(&)=1-p, para k=1, 2, ..., n

Além disso, os acontecimentos a4, a5, ..., &y S80 independentes.
Com efeito, do préprio conceito de probabilidade (n.°s 11 e 12)
decorre naturalmente que a probabilidade de « se verificar em cada
uma das provas D1, ), ..., Pn (n realizagdes sucessivas de ), em
condigdes idénticas) é sempre a mesma, qualquer que seja o resultado
das restantes provas (cf. n.°® 14 e 15). Logo, as hip6teses consideradas
tém todas a probabilidade

Potqx -+ XaxX x4 1 X+ x%p) = pX(1-p)n—X
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Ora, estas hip6teses sdo incompativeis entre si duas a duas e

0 seu numero € como Vvimos (2). Logo, a probabilidade pedida seré:

P(xa) = (}) PX(1-p)n-

Assim o problema est4 resolvido.

Costuma simplificar-se a férmula anterior escrevendo P(x) em
vez de P(xa) e pondo 1-p=q:

™) P(x) = (§) pean-x

Como se vé, x é uma varidvel casual (ver n.° 8), cujos valores
possiveis sdo 0,1,...,n, e, a cada um destes valores, a férmula (1) faz
corresponder uma determinada probabilidade P(x). Exprime-se este
facto dizendo que a férmula (1) define a distribuicao de probabi-
lidade da varidvel casual x considerada (frequéncia absoluta de «
em n realizagoes de P). Como, além disso, o segundo membro de (1)
é precisamente o termo em p* do desenvolvimento de (p+q)* segundo
a férmula do binémio, diz-se que a distribuicdo de probabilidade
definida por (1) é a DISTRIBUICAO BINOMIAL (também chamada
"distribuicdo de BERNOULLI").

Apresentam-se, na pratica, muitas outras distribuicoes de proba-
bilidade ('). Por exemplo, o nimero que sai no langamento dum
dado é uma varidvel casual x, cujos valores possiveis sdo 1, 2, 3, 4,
5, 6 e tal que

1
P(x) = B Sseo dado é perfeito.

Se o dado é imperfeito a distribuicdo sera outra.

(') A par do conceito de ‘distribuicdo de probabilidade’ apresenta-se natu-
ralmente o conceito de ‘distr/buiclo de frequéncia’.
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NOTA. A férmula (1) pode ser demonstrada de maneira mais breve ¢ mais
rigorosa pelo método de indugdo matemética, que est_udaremos mais tarde.

17. Aplicacdes de distribuicdo binomial; exemplo da
genética. Diz-se que uma moeda é equilibrada, sse a probabilidade
de aparecer escudo num langamento da moeda ao ar é 1/2. Deter-
minemos a probabilidade de que, em 10 langamentos de uma moeda
equilibrada, apareca x vezes escudo. Neste caso, basta aplicar a dis-
tribuicdo binomial com p=1/2 e q=1-1/2=1/2, o que da:

_ /10 1 \x 1 \10-x
w=(3) (=) (2)
Por exemplo, se x = 3, vem:
10 1\3/1\7 10.9.8 1\ 15
P(3)“<3> (2) (2) B 3-2-1'(2) =28 ~ 0117

Os valores de P(x) para x=0, 1,...,10, sdo dados pela tabela
seguinte, com erro inferior a 0,001

Tabela

X P(x) X P(x)

0 0,001 6 0,205
1 0,010 P | 0,177
2 0,044 8 0,044
3 0,177 9 0,010
4 0,205 10 0,001

5] 0,246

Para ter uma imagem desta distribuicdo convém recorrer a um
gréfico de colunas (ou histograma), que consiste neste caso em cons-
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truir, para cada um dos valores de x considerados, um rectangulo de
altura P(x) e de base 1, assente no eixo das abcissas, tendo esse
valor de x por ponto médio. Convém, neste caso, adoptar uma unidade
de comprimento bastante maior para as ordenadas do que para
as abcissas.

| H

012345678910

Note-se que este histograma é simétrico (a distribuigdo é simé-
trica) e que P(x) atinge um valor maximo (= 0,246) para x = 5.
E, portanto, 5 o valor mais provével da varidvel casual considerada, o
que alids era de esperar, visto que, sendo 1/2 a probabilidade de
aparecer escudo, a frequéncia relativa mais provével devera ser 50 %
e, como o numero de langamentos é 10, a frequéncia absoluta mais
provdvel é 0,6 x 10 =5. Mas, note-se o seguinte facto curioso,
aparentemente paradoxal:

E mais provével ndo se verificar o valor mais provével

do que verificar-se este valor.

Com efeito, a probabilidade do valor mais provavel é 0,246,
enquanto a do acontecimento contrério é 1 — 0,246 = 0,754. A expli-
cacdo do aparente paradoxo é simples: o acontecimento contrério
é a soma légica dos acontecimentos que correspondem a todos os
outros valores possiveis; embora menos provaveis, a soma das pro-
babilidades destes é 0,754 ~ 75 %.

Chama-se moda de uma distribuigcdo de probabilidade de uma
varidvel x (com um numero finito de valores) todo o valor de x com
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probabilidade maxima. A distribuigdo anterior tem uma Gnica moda:
o valor b (distribuicao unimodal). Mas, se em vez de n = 10 tivéssemos
tomado n=11 (com p = 1/2), j4 encontrariamos duas modas: os
valores 5 e 6 (distribuicdo bimodal). Ha ainda distribui¢Oes trimodais,
etc. A distribuicdo binomial s6 pode ser unimodal ou bimodal.

Tornando ao caso anterior (p = 1/2, n = 10), calculemos a pro-
babilidade de que x satisfaga, por exemplo, a8 condigdo 3< x< 7,
equivalente a soma légica das condigbes x =3, x=4, x=5, x =6,
x = 7. Sera, pois:

7
PB<x<7) = 3 (10) /LY /L)
~ 2x0117 + 2x0, 205+ 0,246 ~ 0,89

Podemos também dizer que é 89 % a probabilidade duma fre-
quéncia relativa f do acontecimento ‘aparecer escudo’ tal que
0,3< < 0,7, numa sequéncia de 10 provas.

Passando a uma sequéncia de 100 provas, as frequéncias
absolutas correspondentes as frequéncias relativas 0,3 e 0,7 sdo
0,3 x 100 =30 e 0,7 x 100 = 70. Ser4, entdo:

70
P30 x<70)= X 100 / 1\k/ 1\k
k=30 \ K 2 2

Porém, os calculos exigidos por esta férmula sdo demasiado laboriosos,
mesmo que se recorra ao tridngulo aritmético. Por métodos que se
estudam em matematica superior, é possivel achar o valor apro-
ximado 0,9994 para esta probabilidade, efectuando célculos muito
simples e utilizando uma tabela numérica (tabela da distribuicéo
normal ou distribui¢do de Gauss) (). Podemos, portanto, garantir com

(') Em vez de ‘distribuigdo binomial’, ‘distribuicdo normal’, etc. também
se diz ‘lei binomial’, ‘lei normal’, etc.
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grande segurancga (isto é, com pequenissima probabilidade de errar)
que, numa sequéncia de 100 provas, a frequéncia relativa do
acontecimento considerado estara no intervalo fechado de extremos
0,3 e 0,7 (cf. consideragbes do n.°c 9, pag. 224).

Assim, a distribuicdo binomial vem langcar nova luz sobre as
relagdes entre o conceito de probabilidade e o conceito de frequéncia
relativa.

Suponhamos, agora, p = 1/4 e n = 10. Neste caso, a distribuigdo
binomial ser4, concretamente:

1\x/3\10-x
0 P = (') () (%)

Na figura que a seguir se apresenta é dado o histograma desta
distribuicdo, que j& ndo é simétrica. Temos ainda aqui uma distri-
buigdo unimodal, sendo a moda o valor x = 2.

1

0.3

0.2}

o1

012345678910

A distribuicdo binomial encontra importantes aplicagdes nos
mais diversos dominios: na biologia, na psicologia, ete. Vamos apre-
sentar um exemplo relativo a genética, ramo da biologia que estuda
cientificamente os fenémenos da hereditariedade.

Segundo as experiéncias de MENDEL ('), relativas ao cruza-
mento de certas plantas de flor genuinamente vermelha com outras

(') Monge austriaco (Silésia), fundador da Genética (1822-1884).
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de flor genuinamente branca, verifica-se que, na primeira geragao,
todas as plantas dao flor vermelha (cardcter dominante), ao passo
que, na segunda geracado (resultante dos cruzamentos entre hibridos
da primeira geragdo), ha a probabilidade 3/4 de aparecer uma planta
de flor vermelha e a probabilidade 1/4 de aparecer uma planta de
flor branca (‘caracter recessivo’) (1).

~ Assim, a probabilidade de, em 10 individuos da 2.2 geragéo,
aparecerem x plantas de cor branca ¢é dada pela férmula (1).

Se, em vez de 10, consideramos 500 individuos, o valor esperado

do nimero de individuos de flor branca (na 2.2 geragéo), sera:

1
Y x 500 = 125

Mas o valor observado serd geralmente diferente do valor espe-
rado, sendo a diferenga entre o primeiro e o segundo (desvio ou
discrepéncia) devido ao acaso.

Por exemplo, a probabilidade de que, no conjunto dos referidos
500 individuos, o nimero de plantas de flor branca esteja compreen-
dido entre 100 e 150, é dada pela expressao:

149
P(100<x<150) = 3 500) ( 1 >><<_g>x
x=101\ X 4 4

Todavia, tal como num dos exemplos anteriores, os célculos exi-
gidos por esta formula sdo impraticdveis. Utilizando o processo a
que fizemos alusdo (com o emprego duma tabela da distribuicdo
normal, que nao podemos aqui estudar), consegue-se facilmente
obter o valor aproximado 0,003 para aquela probabilidade. E, portanto,
quase certo que, no referido conjunto de 500 individuos, a frequéncia

(1) Recordemos que, em biologia, se usa o termo ‘caracter’ (plural ‘carac-
res’), como sinénimo de ‘atributo’.
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relativa do atributo considerado esteja no intervalo aberto de extre-
mos 0,2 e 0,3 ou mesmo numa vizinhan¢ca mais pequena de 0,25( ).
Para interpretar estes e outros resultados anélogos de Mendel,
o biologista americano T. H. MORGAN (1866-1945, Prémio Nobel
1933), introduziu a hipbtese da existéncia de particulas materiais,
chamadas ‘genes’, como factores de hereditariedade localizados nos
cromossomas, conseguindo mesmo identificar a posicdao de alguns
deles. Cada gene representa um cardcter elementar: p. ex. ‘flor
vermelha’ ou ‘flor branca’. Todas as células de um individuo bio-
l6gico (em particular, de cada um de néds, seres humanos) tém a
mesma composicdo genética, sendo os genes de cada célula com-
pardveis as bolas de uma esfera de lotaria. Na verdade, como bolas
de lotaria se comportam, em certa medida, essas mintsculas porgdes
de matéria, no cruzamento de dois individuos, dando por vezes
resultados imprevistos, ao entrarem na composi¢do genética do novo
ser: por exemplo, de pais com olhos castanhos pode nascer uma
crianga com olhos azuis, que recebe de um antepassado mais ou
menos préximo o gene desse caracter, segregado na resultante gené-
tica dos progenitores. |

18. Casos extremos da distribuicido binomial. Como
vimos, a distribuicdo binomial d4-nos a probabilidade de que, em n
realizagdes duma prova @ um acontecimento « de probabilidade p
se verifiqgue x vezes, sendo x um dado ndmero inteiro tal que
0 < x< n. Os dois casos extremos sdo, pois:

1) x=n (o acontecimento « verifica-se nas n provas)

2) x=0 (o acontecimento & verifica-se nas n provas)

(1) Chama-se vizinhanga dum nlGmero real a qualquer intervalo com
centro em a.
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A probabilidade do primeiro caso é, evidentemente:

P(n) = p"

A probabilidade do segundo caso é:

P(0) =g" (com q=1-p)

Note-se, porém, que o contrario do acontecimento x = 0 ndo é
0 acontecimento x = n, mas sim o0 acontecimento que consiste em
o se verificar, pelo menos, uma vez nas n provas.

A probabilidade desse acontecimento ser4, pois:

Px#£0)=1-a"=1-(1-p)= T (~1)*1(Hp

x=1 -

EXEMPLO 1. Calcular a probabilidade de que, em 6 lances
dum dado perfeito saia, pelo menos, uma vez o nimero 1.

Neste caso p = 1/6, n = 6 e, portanto:

5\¢6 31031
) = ~ 66 %

Fessn =1~ (“6’ ~ 26656

EXEMPLO 2. Calcular a probabilidade de que, comprando ao
todo mil bilhetes em mil lotarias sucessivas de 100 000 ndmeros,
se tenha ao menos uma vez a sorte grande.

Agora é p = 105, n = 1000 e, portanto:

1 1000 1
P(xaé0)=1—(1— )1000_ <1ooo>

105 ~700000 \ 2 /71000002 "
= 0,01 — 0,000 0495 + ... ~ 0,00995
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A probabilidade pedida é, pois, praticamente igual a 1% (os
termos omitidos no desenvolvimento sdo despreziveis).

19. Valor médio, esperanca matemética. Jogos equita-
tivos. Tornemos ao exemplo da tabela n.° 1 da pag. 204. Supo-
nhamos que se trata de achar a média das classificagbes dadas no
exame em questdo. Como se procede? E bem conhecido o processo:

Multiplica-se cada classificacdo pelo numero de alunos que a
obtiveram e divide-se o resultado pelo numero total de alunos.

Dum modo geral, consideremos uma varidvel casual x que toma
m valores reais

x 1 7 x 2' cunsyg Xm
respectivamente, com as frequéncias absolutas
V., Vo, wer Y

e =20

e seja n=V +V,+...4Vy. Chama-se valor médio da variavel x
(com esta distribuicdo de frequéncia) o nimero

n

que se representa por M {x}. E claro que, se pusermos

(frequéncias relativas de x,, X, ..., Xm), Vira:

m
M{x}="Ffx,+f,x,+...+fmxm= 2 fyxx (Porqué?)
k=1
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Em rigor, ndo deveriamos dizer ‘valor médio da varidvel casual X',
mas sim ‘valor médio da sua distribuicdo de frequéncia (absoluta
ou relativa)’. Todavia, na préitica, quando se fala de uma varidvel
casual x, subentende-se geralmente que é dada uma distribuicdo
de frequéncia ou de probabilidade dessa variavel.

Como vimos, as probabilidades sado frequéncias relativas esperadas
no futuro. Havera, portanto, um conceito correspondente ao de valor
médio, quando passarmos de frequéncias a probabilidades.

DEFINICAO. Seja x uma varidvel casual que sé pode tomar
um ndmero finito v de valores reais X,,...Xn, com probabilidades
respectivamente p ,,....pr. Chama-se esperanca matemética (ou valor
esperado) da varidvel x, e representa-se por E{x}, o nimero:

=
I M~

E{Xx}=p,X;+PXo+...4+PXr = 1 PrXk (1)

Como exemplo, calculemos a esperanga matematica duma varié-
vel x com distribuicdo binomial (ou, mais precisamente, a esperanca
matemética da distribuicdo binomial). Por definigdo, é:

Il M=

E{x} = : OP(x)-x,
com P(x) = (:) pXqh—X e q=1 —p. Ser4, pois:

n
E{x}= 2 x.__[‘__l___qun'x
x=0 X! (n-=x)!

(1) Também se define ‘esperanga matemética” de uma varidvel casual com
uma infinidade de valores possiveis, mas isso ultrapassa o caracter elementar
desta introdugao.
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Visto o primeiro termo ser nulo (x=0), pode escrever-se:

s (n-1)1
x=0 (Xx=1) 1(n-x)

= pn(p+q)"—1

E{x}=pn-. = P igh—x

e, portanto:
E{x}=np

Por exemplo, sendo p=1/2 e n =10, a esperangca matemética
(ou valor esperado) da distribuicdo binomial é 5: exactamente
igual @ moda da distribuigao (ver n.°17). Mas, sendo p=1/2 e n=11,
a distribuigdo binomial tem, como vimos, duas modas (5 e 6) e a sua
esperan¢ga matematica é agora 5,5.

Muitas vezes, em vez de ‘esperan¢ga matemaética” ou ‘valor espe-
rado’, também se diz "valor médio’, mesmo quando se trata de distri-
buicGes de probabilidade.

Posto isto, chama-se esperangca matemética dum jogador a
soma p,X,+...+ppXn dos produtos pgxkx das quantias xg que ele
pode ganhar num dado jogo, pelas respectivas probabilidades pg
de as ganhar. Um jogo diz-se equitativo, quando a entrada de cada
jogador (isto €, a quantia com que entra no jogo) é igual 3 sua
esperanga matematica.

Sdo habitualmente equitativos os jogos puramente de sorte
(como, por exemplo, o loto) entre pessoas que se relinem para jogar
a dinheiro. Ndao € equitativo, em geral, por exemplo, o bridge a
dinheiro, precisamente porque ndo é um jogo de sorte, mas antes
de pericia.

Mas h4, também, jogos de sorte que ndo podem ser equitativos:
por exemplo a roleta, a lotaria, etc. No caso da roleta ou da lotaria,
a entrada do jogador tem de ser superior a sua esperan¢a matematica:
0 excesso destina-se a contribuir para as despesas e receitas da banca
ou instituigdo emissora. Simplesmente a entrada deve ser proporcional
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a esperanca matematica, isto é, deve existir um numero k> 1, igual
para todos os jogadores (constante de proporcionalidade), tal que,
sendo E' a entrada de cada jogador e E a sua esperanca matemaética,
se tenha sempre:

E' = kE.

Podemos exprimir este facto, dizendo que o jogo é egquitativo
entre o publico, o que equivale afinal a dizer, no caso da lotaria,
que a probabilidade de saida dos diferentes prémios é a mesma para
todos os numeros da emissao.

Por exemplo, na Santa Casa da Misericérdia de Lisboa, 60 %
dos precos dos bilhetes de lotaria sdo destinados a prémios e os res-
tantes 40 % a despesas e receitas da Instituicdo. Tem-se pois, neste
caso:

0,6 xE' =E ou seja E'=_:_E

Surge agora, naturalmente, a pergunta:
E o totobola um jogo equitativo para o publico?

Claro que nao.

O totobola ndo é um jogo puramente de sorte, mas sim um
jogo de sorte e de pericia.

Na verdade, o facto de um jogador de totobola estar bem infor-
mado acerca das equipas que se defrontam aumenta a sua proba-
bilidade de acertar, probabilidade que serd muito maior, ainda, se o
concorrente juntar a essa condicdo as seguintes: 1) ter uma apre-
ciavel intuicdo para prever os resultados dos desafios, intuicdo essa
baseada na experiéncia; 2) dispor de bastante dinheiro, para poder,
com uma aposta miltipla, cobrir uma zona de grande probabilidade ().

(') Esta ultima condigdo por si sé é demasiado fraca e pode constituir
uma tentagdo perigosa para pessoas ingénuas que desejam, & viva forga, ser
milionérias (ver pég. 246, ex. 7).
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Os exemplos de pessoas que sdo Unicas a acertar nos 13 resul-
tados, com uma aposta dupla feita ao acaso, nada provam contra
0 anterior argumento; ndo s6 porque, em estatistica, os casos indivi-
duais ndo contam, mas ainda por uma razao, aparentemente paradoxal,
semelhante & que ja foi indicada a propésito da distribuicdo bino-
mial (cf. n.c 17):

Como o numero dos peritos em totobola é extremamente reduzido
em comparacdo com a massa total dos concorrentes, pode acabar
por ser mais provavel que acerte um concorrente nao perito, prin-
cipalmente se tivermos em conta a possibilidade de resultados que
estejam fora de todas as previsées admissiveis.

Também ndo se pode inferir daqui que, quando os resultados
estdo ou parecem estar inteiramente fora das previsdes admissiveis,
s6 um néo perito pode ser totalista. Entre os individuos a que podemos
chamar "peritos em totobola’, ha naturalmente uma grande diversidade
de graus de pericia e serdo, portanto, os peritos-mores (chamemos-lhes
assim) os concorrentes com mais probabilidade de se tornarem milio-
nérios do totobola.

Como argumento final decisivo, a experiéncia parece confirmar
as consideracoes de caracter aprioristico que acabamos de expor.

20. Aplicacdo da teoria das probabilidades nos seguros.
Como vimos, foram os jogos de azar que deram origem ao célculo
das probabilidades, mas este acabou por ter numerosas aplicagGes
importantes nos mais diversos dominios. Uma das mais antigas
aplicagbes importantes do célculo das probabilidades encontra-se
na teoria matemética dos seguros. Esta é denominada ‘cé/culo
actuarial’ e os especialistas neste ramo sdo chamados ‘actuérios’.

O sistema dos seguros assemelha-se, em vérios aspectos, ao das
lotarias. Comecemos por um exemplo simples:

Um chefe de familia vai fazer uma viagem de avido e, prevendo
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a possibilidade de um acidente fatal, procura proteger a familia,
fazendo um seguro de 2000 contos. Para 24 horas de viagem esta
importa em cerca de 160 escudos (prémio do seguro). E claro que
neste caso, o acidente (ou sinistro) desempenha o papel da sorte
na lotaria e que, portanto, o prémio do seguro deve ser superior
a respectiva esperanca matemética, isto é, ao produto do capital
segurado pela probabilidade p do referido acidente, a fim de contri-
buir para as despesas e lucros da companhia seguradora. No exemplo
concreto considerado devera ter-se, pois:

p x 2 000 000$00 < 160$00
Donde:

160 1
P<3000000 ~ 12500

Alids, a probabilidade p, cujo valor s6 grosseiramente poderé
ser avaliado, deve ser muito inferior a este limite, talvez inferior a
1/100 000, o que deve tranquilizar as pessoas que viajam de avido...

Assim, este ramo de seguros funciona como um jogo equitativo
entre os segurados: tudo se passa como se, em caso de acidente,
todos os segurados contribuissem para o pagamento do capital
devido & familia do sinistrado, sendo essa contribuicao equitativa,
isto é, proporcional & importdncia que cada segurado estipula para
emergéncia anéloga.

Um exemplo semelhante, embora mais complexo,é o dos seguros
de vida. O célculo destes seguros é baseado em tabelas de morta-
lidade, construidas por métodos de estatistica matemética a partir
de dados empiricos respeitantes a populagbes muito numerosas, dis-
tribufldas por vastas regides e por longos periodos. Essas tabelas for-
necem frequéncias relativas ajustadas (isto 6, submetidas a certas
correcgbes tebricas), que podem ser assumidas como probabilidades,
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num futuro ndo muito distante da época em que foram elaboradas
tabelas.

As companhias portuguesas de seguros adoptam ainda, por lei,
as tdbuas francesas AF (abreviatura de ‘assurés frangais’) e RF (abre-
viatura de ‘rentiers francais’), que foram elaboradas no século
passado.

No fim do volume apresenta-se um extracto da tadbua AF.
A tébua refere-se & evolucdo de uma populagdo humana hipotética,
que comeca com um milhdo de individuos, sem distingdo de sexos.
Na primeira coluna, indica-se 0 numero x de anos de idade e, na
segunda coluna, em correspondéncia por linhas, o ndmero de vivos
com a idade x, niGmero este que vamos designar por vy (os actué-
rios usam, neste caso, o simbolo vy, abreviatura do inglés ‘'number living
at age x’). Por exemplo, consultando a tdbua AF para x = 20, x = 50
e x = 102, encontra-se:

V20=824159 y V50=628727 ' V102=3

Quer isto dizer, segundo a referida tdbua, que, entre um milhdo
de individuos que nascem, 824159 atingem os 20 anos, 628727
atingem os 50, e s6 3 atingem os 102 anos; por outras palavras, as
probabilidades de atingir essas idades sdo, respectivamente:

v \"4 Vv
720 _ 0824159, —2 = 0,628727, ——

Vo Vo Vo

= 0,000003

A tltima é, como se vé, extremamente pequena, em fodo o caso
superior & probabilidade de acertar nos 13 resultados do totobola,
com uma aposta dupla puramente casual.

Segundo a mesma tdbua, nenhum dos individuos da populagédo
inicial de um milhdo atinge os 104 anos. Ndo quer isto dizer que
seja impossivel atingir essa idade ou ainda outras superiores (citam-se
casos, naturalmente rar/ssimos, de macrébios com 120 anos e mais).
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A Unica conclusdo a tirar dai é esta: a probabilidade que tem um recém-
-nascido de ultrapassar os 103 anos é inferior a um milionésimo
(segundo a referida tabua).

E f4cil reconhecer, agora, o seguinte:

A probabilidade que um individuo de idade x tem de chegar
a uma idade y 2 x é vy/vy.

Por exemplo, a probabilidade que um individuo de 20 anos tem
de sobreviver até aos 50 (pelo menos) é:

VSO 628727 S
Voo 824159 ~

portanto, superior & probabilidade que tem um recém-nascido de
chegar aos 50 (~ 0,63).

Como exercicio, calcule a probabilidade de que duas pessoas
com idades x e x' atinjam ambas as idades y e y’ respectivamente
(comy>xey > Xx).

Um conceito intimamente relacionado com este assunto é o de
vida média duma pessoa (ap6s uma idade x). A questdo pode por-se
intuitivamente nestes termos:

Calcular o nimero médio de anos de vida que tém ainda a sua
frente as pessoas de idade x.

Para obter este valor médio em primeira aproximacéo, admite-se
uma hipétese simplificadora que, evidentemente, ndo é verificada
na prética: todas as pessoas vivem um namero inteiro de anos, fale-
cendo imediatamente apds o ultimo aniversério. Nesta hip6tese, o
nimero de pessoas de idade x que sobrevivem s6 1 ano é
Vx+1—Vx+2; 0 nimero de pessoas de idade x que sobrevivem sé
2 anos é vx4+2-Vx43, € assim por diante. Nestas condi¢gdes, a vida
média apds a idade x obtém-se dividindo por vy (nimero total de
individuos que atingiram a idade x) a soma dos produtos dos anos
de sobrevivéncia pelos respectivos nlmeros de individuos. Assim,
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se designarmos por & 0 nimero maximo de anos de vida (103 na
tabela AF) e por ex a vida média apds a idade x, teremos:

(Vx+1=Vx+2) +2(Vx+2-Vx+3) +..- + {0 —X)V,,
(1) ex = e

_ Vx4 tVxp2Fa otV 1 mz_x
= - Vx+n
Vx Vx n=1

Para obter aproximacgbes cada vez melhores da vida média apés
a idade x, deveriamos dispor de tdbuas de mortalidade sucessiva-
mente mais minuciosas, por exemplo por trimestres, por meses, por
semanas, etc., que nos permitissem substituir a hipStese inicial por
hip6teses cada vez mais préximas da realidade. Todavia, na prética,
tem-se revelado suficiente uma segunda aproximagédo, que consiste
em adicionar meio ano ao valor médio anterior. Esta segunda apro-
ximagdo costuma ser designada pelo simbolo éx. Tem-se, pois, por
definicédo:

o 1
=g e

Em vez de ‘vida média apbs a idade x’, também se diz ‘espe-
ranca de vida na idade x' (donde a escolha da letra e nas anteriores
notacdes). Porém, a primeira expressdo é mais de origem estat/stica,
referindo-se ao passado, e s6 enquanto se aplica ao futuro pode,
com propriedade, ser substituida pela segunda, de caracter probabi-
lista. Sob este aspecto, trata-se, na realidade, de uma esperanca mate-
maética, como vamos ver, relativamente a ey.

Com efeito, de (1) resulta imediatamente que

Vv -V Vv -V
x+1 x+2+2. X+2—Vx+3

A"
+ ...+ (0-x) —2

ex = 1 e
Vy Vy Vy
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Ora (vx+1—Vx+2)/vx € a probabilidade que tem um individuo
de idade x de viver s6 mais 1 ano, (vx+2-Vx+3)/Vx a probabilidade
que tem um individuo de idade x de viver sé mais 2 anos, e assim
sucessivamente. Logo, a expressao anterior d4, efectivamente, segundo
a definicdo do n.° 19, a esperanga matematica da variadvel casual

n = numero de anos de vida apds a idade X,

adoptando a hip6tese simplificadora inicial.

Posto isto, suponhamos que uma pessoa de idade x pretende
fazer um seguro de vida na importancia de C escudos, que dever§
ser entregue a pessoa ou as pessoas designadas pela primeira, apés
a sua morte. Suponhamos que esta decide pagar para esse fim um pré-
mio anual de ¢ escudos, enquanto viva. Se o sistema fosse equitativo
e se os prémios nao rendessem juro, o produto de ¢ pela parte inteira
da vida média dessa pessoa apds a idade x deveria ser igual a C,
isto é:

mc = C,

sendo m a parte inteira (ou caracteristica) de éx.

Mas, j4d sabemos que o sistema s6 pode ser equitativo em relagdo
ao publico entre si, visto que o prémio deve contribuir ndo sé para
a constituicdo do capital C, mas também para as despesas, riscos e
receitas da companhia seguradora. |

Por outro lado, os prémios devem ficar a render juros compostos,
a favor do segurado, durante a vida deste, com determinada taxa r
anual (geralmente 4 %).

Estas e outras circunstancias vém complicar o cédlculo dos segu-
ros de vida inteira (bem como de outras modalidades afins), com
pormenores técnicos que ultrapassam o ambito desta iniciagdo
elementar.
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21. As variacoes da probabilidade no calculo de seguros.
Como vimos nos n.°s 11 e 12, a atribuicdo de uma probabilidade
p a um acontecimento « assenta no método de indugdo e ests,
portanto, sujeita a todas as limitacOes préprias deste método, nomea-
damente no espaco e no tempo: ndo podemos extrapolar os resul-
tados da experiéncia para além de certos limites. Isto verifica-se com
a prépria fisica e até com a geometria. Por exemplo, o teorema segundo
0 qual a soma dos dngulos dum tridngulo é igual a 180° é vélida até
as aproximacdes exigidas na pratica, numa regido do espaco que nao
exceda muito as dimensdes da Terra; porém, a TEORIA DA RELATI-
VIDADE veio mostrar que, em dominios astronémicos mais extensos,
a soma dos angulos dum tridngulo pode ser sensivelmente superior
a 180°("). Isto revela que os postulados da geometria euclidiana, e
em especial o préprio POSTULADO DE EUCLIDES (2), deixam de
dar resultados com aproximacgdo razodvel em tais dominios.

E, portanto, natural que a probabilidade dum acontecimento (ou
melhor, de um tipo de acontecimentos) esteja sujeita a variagGes mais
ou menos imprevisiveis. Por vezes, essas variacoes sdo tdo répidas,
que nem sequer faz sentido falar de probabilidade, por auséncia de
regularidade estatistica, mesmo em zonas ou periodos bastante limi-
tados. Outras vezes as variagées de probabilidade sdo bastante lentas,
para que 0s numeros atribuidos como probabilidades aos aconteci-
mentos possam ser aceites com relativa confianga; é o que sucede,
por exemplo, com as probabilidades indicadas por tabuas de morta-
lidade ndo muito antigas, abstraindo, é claro, de periodos excepcio-
nais de guerras, grandes epidemias, etc. e de regides do Globo a
que essas tabuas ndo se apliquem.

(1) Neste caso chamam-se segmentos de recta as trajectérias dos fotdes
no vazio.

(?) ’'Dados um ponto e uma recta, existe sempre uma recta e uma sé
que passa pelo ponto dado e é paralela & recta dada’. Na geometria que melhor
se adapta a dominios astronémicos, néo existem rectas paralelas.
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Jé atrés foi mencionado que as companhias portuguesas de segu-
ros ainda usam, por lei, as tdbuas francesas AF e RF, elaboradas no
século passado. Essas tdbuas fornecem probabilidades diferentes.
Como se explica esta discordancia em tdbuas do mesmo pais e da
mesma época? As razOes sdo as seguintes:

A tédbua AF ('assurés frangais’) destina-se essencialmente a segu-
ros de vida e a tdbua RF (‘rentiers francais’) a rendas vitalicias.
E natural que tenham maior tendéncia para a segunda modalidade
pessoas sauddveis que esperam ter uma longa vida e que se decidem
a confiar capitais a companhias de seguros ou ao Estado, a fim de
serem convertidos, com os respectivos juros, em rendas vitalicias,
de carécter periédico (mensais, trimestrais, etc.) conforme o esti-
pulado. Pelo contrario, é natural que tenham maior tendéncia para
seguros de vida pessoas com preocupagées de satde. Ora, as tabuas
foram organizadas ndo sé utilizando os resultados de censos popula-
cionais, mas também com base na experiéncia das préprias companhias
— e essa experiéncia parece confirmar as previsées anteriores, apesar
de as companhias tomarem a precaugao de sujeitar a inspeccdo médica
as pessoas que pretendem fazer seguros de vida. Assim se explica,
portanto, que as tdbuas RF déem probabilidades de vida um pouco
superiores as correspondentes da tdbua AF.

Deve acrescentar-se, no entanto, que estdo actualmente em estudo
entre nés tdbuas de mortalidade recentes, também de origem fran-
cesa, uma para cada sexo: tdbua PM (‘population masculine’) e tdbua
PF (‘population féminine’). Verifica-se que as pessoas do sexo femi-
nino tém, para cada idade x, vida média geralmente superior as do
sexo masculino para a mesma idade, o que estd de ‘acordo com
certos factos que chamam a atenc¢do: por exemplo, parece ser mais
frequente a viuvez no sexo feminino do que no masculino.

No final do volume é apresentado um extracto da t4bua PM.
Comparando-a com a tdbua AF observa-se um consideravel acrés-
cimo das vidas médias (ou esperangas de vida) para cada idade:
assim, para a idade O, a t4bua AF d4 como vida média 52,0187
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anos enquanto a tabua PM d& 66,9551, cerca de 15 anos mais;
para a idade 50, a tdbua AF d4 como vida média 19,6593 anos,
enquanto a tdbua PM da 22,5495, cerca de 3 anos mais, etc. Estes
acréscimos, que podem ser explicados pelos progressos da medicina
e pelas condigdes mais higiénicas da vida moderna, sdo confirmados,
ao que parece, pela prépria experiéncia das companhias que conti-
nuam a adoptar as tdbuas AF e RF: o ramo dos seguros de vida
tem-se tornado mais lucrativo (aumentando a vida média, aumenta
o0 numero de prémios pagos pelos segurados na modalidade vida
inteira); ao passo que as rendas vitalicias se tornam menos vanta-
josas (vivendo mais tempo, as pessoas recebem maior niimero de
rendas).

Observa-se, no entanto, um facto estranho ao comparar as duas
tdbuas: no primeiro ano de vida a tdbua PM d& um nimero de
mortes (68620) quase duplo do que é dado pela tibua AF
(36015). Este facto contradiz a afirmagdo corrente de que os progres-
sos da medicina e da higiene, associados ao progresso social, tém
diminuido enormemente a mortalidade infantil. Deve notar-se, porém,
que a tdbua AF ndo merece grande confianca relativamente as pri-
meiras idades, quer pela insuficiéncia de dados estatisticos, quer
pelos métodos de ajustamento utilizados. Convém assinalar entre-
tanto que, logo na idade 1, a tdbua PM apresenta um numero de
mortes (6706), que é cerca de 30 % do valor correspondente dado
pela tabua AF e esta forte diminuigdo da mortalidade mantém-se em
todos os anos de infincia e da adolescéncia.

Finalmente deve dizer-se que foi elaborada, h4 poucos anos, uma
tabua de mortalidade portuguesa.

22. Interpretagéio estatistica duma tdbua de contingén-
cia. Teste do qui-quadrado com um grau de liberdade. Ima-
ginemos uma experiéncia destinada a averiguar da eficdcia de um
certo tratamento em determinada doenga. Suponhamos que o expe-
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rimentador dispde de 300 animais atacados dessa doenga e que
decide submeter 100 destes ao referido tratamento, reservando os
outros 200 para contréle (ou testemunho). Suponhamos, além disso,
que se obtiveram os resultados indicados na seguinte tabela (1):

TABELA DOS VALORES OBSERVADOS

Sobreviventes Mortos Total
Néo tratados 152 48 200
Tratados 88 12 100
TOTAL 240 60 300

Para averiguar em que medida estes resultados autorizam a
admitir uma real influéncia do tratamento na doenga (no sentido da
cura ou no sentido do agravamento), adopta-se uma atitude mental
semelhante ao método de demonstragdo por redugdo ao absurdo
usado em matematica pura. Consiste essa atitude em admitir uma
hipétese, chamada hipdtese nula (ou hipdtese de indepen-
déncia), que é exactamente a negag¢do daquilo que se pretende
estabelecer.

HIPOTESE NULA. O tratamento adoptado néo influi na morta-
lidade da doenca, nem num sentido nem no outro.
Admitida esta hip6tese, seria de esperar que os resultados obti-

(') Exemplo dado por FINNEY na sua obra ‘An introduction to statistical
science on agriculture’.
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dos fossem aqueles a que, no n.° 5, chamamos valores de independén-
cia (ou valores esperados) e que sdo os indicados na seguinte tabela:

TABELA DOS VALORES ESPERADOS (1)

Sobreviventes Mortos Total
Néo tratados 160 40 200
Tratados 80 20 100
TOTAL 240 60 300

Estes valores foram obtidos segundo a férmula definidora de
@°(« B) (ver pag. 210), que se aplica igualmente a ®o(x B), Polx B).
etc. Assim, tem-se:

240 x 200 240 x 100
160 = 300 " 80—T—240“160,

60 x 200 60 x100
4O_W—200—160' 20——%0——100—80.

Quer dizer: segundo a hip6tese nula, o nimero de sobreviventes
ndo tratados deveria ser 160, a dos sobreviventes tratados 40, etc.
Com efeito, s6 deste modo a percentagem dos sobreviventes entre
os tratados seria igual a dos sobreviventes entre os nao tratados,
ou seja:

80 160

= = 0,
100 200 BU,

(') Aqui 'valores esperados’ é abreviatura de ‘valores esperados na hipé-
tese da independéncia’.
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e, analogamente, a percentagem dos mortos entre os tratados seria
igual & dos mortos entre os néo tratados, ou seja:

20 40
100 200

= 20%

Porém, os valores observados ndo coincidem com os correspon-
dentes valores esperados. As diferengas entre os primeiros e os segun-
dos, chamados desvios (ou discrepédncias) sao indicados na seguinte
tabela:

TABELA DOS DESVIOS

Sobreviventes Mortos Total
N&o tratados ~ 8 8 0
Tratados 8 -8 0
TOTAL 0 0 0

E claro que, em tabelas de contingéncia deste tipo, basta conhe-
cer um dos desvios para que os restantes fiqguem determinados, uma
vez que as somas dos desvios, tanto por linhas como por colunas,
tém de ser zero. Exprime-se este facto dizendo que as tabelas deste
tipo tém um sé grau de liberdade.

Surge, agora, a pergunta:
Estio estes desvios em contradicdo com a hipdtese nula?

Em rigor, isto é, em mateméatica pura baseada na Iégica biva-
lente do ‘sim ou n&o’, a resposta s6 pode ser ‘sim’. Ndo esqueg¢amos,
porém, gue ndo se trata agora de proposigbes matematicas, mas de
factos empiricos, necessariamente contingentes.

Por outras palavras:

O facto de o tratamento ndo influir na doenga nédo obriga, de
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modo nenhum, a uma rigida confirmagdo dos valores de indepen-
déncia, pois pode haver desvios ndo nulos devidos ao acaso; s6 se
os desvios excederem, em valor absoluto, um certo /imite é que haver4
raz30 para rejeitar a hipdtese nula. Tudo ests, portanto, em avaliar
aproximadamente esse limite, para além do qual deixard de ser admis-
sivel a hip6tese nula.

A situag@o anterior é andloga & que se levanta a propésito de
langamentos sucessivos duma moeda ao ar. Supondo que a moeda
é equilibrada, é de esperar que, por exemplo, numa sequéncia de
100 langamentos, se apresente escudo 50 vezes, isto é, que a frequén-
cia relativa deste acontecimento seja 1/2. Mas, é possivel (e até,
como vimos, muito mais provavel), que a frequéncia absoluta desse
acontecimento em 100 provas seja diferente de 50; simplesmente,
a frequéncia absoluta serd tanto menos provéavel quanto mais se afas-
tar do valor esperado (ou esperanca matematica), que é, como vimos,
50. Aliés, a distribuigdo binomial (n.°s 17 e 18) habilita-nos a calcular,
neste caso, a probabilidade de que o desvio (diferenga entre o valor
esperado e o valor observado) tenha médulo inferior a um certo limite.
Todavia, como vimos, os célculos exigidos pela distribuicdo binomial
para 100 provas sdo demasiado laboriosos, o que o obriga a um célculo
aproximado (tanto mais aproximado quanto maior € o nimero de
provas), recorrendo a distribuicdo normal, que ainda ndo estamos
em condigdes de estudar.

Tornando a experiéncia do exemplo inicial, podemos imaginar
um tipo de provas semelhantes ao que consiste em atirar uma moeda
ao ar, para ver em que medida os desvios verificados sdo atribuiveis
unicamente ao acaso.

Tomem-se 300 bocados de cartdo, sensivelmente iguais em forma,
dimensBes e substdncia, e distingam-se 100 desses cartbes com a
cor vermelha (representativos dos 100 animais tratados) e os 200 res-
tantes com a cor branca (representativos dos animais ndo tratados).
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Executa-se, depois, um grande nimero de vezes seguidas a prova fp
que consiste nas seguintes operagoes:

1. Fechar todos os cartées numa caixa bastante espacosa.
2.° Agitar fortemente a caixa vérias vezes.

3.° Tirar da caixa, ao acaso, 60 cartdes (representativos dos ani-
mais mortos).

4.° Registar o numero de cartbes vermelhos existentes nessa
amostra de 60 cartoes.

E claro que a prova () implica a reposi¢do dos cartdes retirados
na prova anterior.

O nimero x de cartdes vermelhos em cada amostra indica o
numero de animais tratados mortos, numa experiéncia hipotética, em
que o desvio x — 20 entre x e o valor esperado 20 seja atribuivel
exclusivamente ao acaso (segundo a HIPOTESE NULA). Uma vez
conhecido este desvio, imediatamente se determinam os restantes,
visto que as somas por linhas e por colunas sdo nulas, como vimos.

Ora, no caso em estudo, o médulo dos desvios verificados é 8.
Portanto, o que esté indicado é determinar a frequéncia relativa com
que, nas referidas provas casuais, se apresentam desvios cujo médulo
é igual ou superior a 8.

Quem tiver a paciéncia de efectuar um nimero muito grande
de tais provas (pelo menos 1000) verificard que sé em cerca de 2%
das provas se apresentam desvios com mddulo igual a 8. Somos,
assim, levados a concluir, por indugéo, que:

A probabilidade de desvios puramente casuais, com mddulo
igual ou superior a 8, é aproximadamente 2%;
ou ainda, o que é equivalente:

A probabilidade de desvios puramente casuais, com mddulo
inferior a 8, é cerca de 98 %.

Como esta probabilidade é muito pré6xima de 1, podemos tomar
como quase certo que os desvios puramente casuais tdm mdédulo
inferior a 8. Mas isto é contrdrio a hipdtese nula. Somos, portanto,
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levados a rejeitar a hipétese nula, isto é a concluir, com uma
boa margem de seguranca, que:

O tratamento influi realmente na evolucdo da doenca, sendo o
efeito benéfico, visto ser positivo o desvio correspondente a 'animais
tratados sobreviventes'.

Releia, com muita atencdo, todas as consideragées anteriores
acerca da experiéncia em estudo. Analise-as com espirito critico.
A argumentagdo usada € de tipo muito diferente do das demonstra-
cOes matemaéticas, apesar da analogia com as demonstragdes por redu-
¢do ao absurdo. Para quem se habituou ao chamado ‘rigor l6gico da
matemética’, deixam uma certa insatisfacdo no espirito, ndo é ver-
dade? Mas é tempo de se ir habituando também a ideia de que o
rigor matematico se refere a um ideal platénico de perfei¢cdo absoluta,
que jamais se encontra realizado neste mundo em que vivemos — muito
embora nos sefa indispensavel para interpretar, com éxito cada vez
maior, esta mesma realidade, sempre mutdvel e imperfeita. J& vimos
que todas as leis experimentais sofrem do mesmo carécter contingente,
que resulta do método indutivo. Mas sdo essas leis que marcam o
progresso real do homem no conhecimento do mundo empirico.

Um dos inconvenientes do método anterior 6 o de obrigar a um
enorme numero de provas fastidiosas. Todavia esse inconveniente
pode ser evitado, recorrendo precisamente ao método dedutivo da
matemética, segundo os principios do célculo das probabilidades.
Com efeito, ndo é dificil reconhecer que a probabilidade de, numa
amostra casual de 60 cartoes, aparecerem x cartées vermelhos é (1):

( 100 ) ( 200 )
P(x) = x( 50 cim (distribuicdo hipergeométrica)
60 )

(') A dedugdo desta férmula pode ficar como exercicio para os alunos
mais interessados. E facil determinar o nimero de casos possiveis e o nimero de
casos favorévels.
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Esta férmula permite, pelo menos teoricamente, caicular a pro-
babilidade de um desvio x—20 com mddulo igual ou superior a 8.
Essa probabilidade, até & ordem das centésimas, é precisamente:

P(|x-20|2>8)=0,0210 % 2%

Simplesmente, tal como no caso da distribuicdo binomial, os
célculos exigidos pela utilizacdo da férmula (1) sdo impraticaveis.
Mas, também como no caso da distribuicdo binomial, podemos rodear
a dificuldade recorrendo a um célculo aproximado que se baseia
numa outra distribuicdo. Com efeito:

A probabilidade de que os desvios casuais ndo excedam, em valor
absoluto, um certo limite pode ser calculada aproximadamente, recor-
rendo a uma lei de probabilidade chamada DISTRIBUICAO DE PEAR-
SON. Embora ndo estejamos ainda em condi¢bes de fazer o estudo
tedrico desta lei de probabilidade, podemos, desde ja, indicar como
pode ser usada na prética, recorrendo a tabelas numéricas dessa
distribuicdo. Para isso, comega-se por calcular um /indice estatistico
da tabela de contingéncia, que se designa pelo simbolo X2 (lé-se
‘qui-quadrado’, visto "X’ ser a letra grega chamada ‘qui’) e que é assim
definida:

O %2 duma tabela de contingéncia é a soma dos nimeros que se
obtém dividindo o quadrado de cada desvio pelo valor esperado
correspondente. Assim, no exemplo anterior, o valor de X2 é:

ER, BE BE EEE
160 80 40 20

'x2=

Ora bem, demonstra-se em Estatistica Matematica a seguinte
proposi¢do, cujo significado ird sendo compreendido posteriormente
com exemplos préaticos():

(') Como estamos a seguir uma exposi¢cao de tipo prético, renunciamos a
precisar o sentido exacto desta proposi¢éo.
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O X2 duma tabela de contingéncia inteiramente casual segue
aproximadamente a lei de Pearson, sendo a aproximagcado tanto maior
quanto maijor for o maximo valor esperado.

Por este facto, a lei de Pearson também é chamada ’distribuicao
do qui-quadrado’. No final do volume encontra-se uma tdbua desta
distribuigdo, apresentada do seguinte modo:

A tdbua tem duas entradas, uma para o numero de graus de liber-
dade (n) e a outra para a probabilidade (P). Suponhamos, por exem-
plo, n =1 (o caso que nos interessa poragora) e P = 0,020u P = 0,01.
No cruzamento da linha 1 com as colunas 0,02 e 0,01 encontramos,
respectivamente, os valores 5,41 e 6,64 do X 2. Quer isto dizer o seguinte:

A probabilidade de um X2 igual ou superior a 5,41 é 0,02; a pro-
babilidade de um X2 igual ou superior a 6,64 é 0,01 (supondo que
os desvios se devem exclusivamente ao acaso). Simbolicamente:

P(X2>541)=2%, P(X2>6,64)=1%

Analogamente se procede em qualquer outro caso. No exemplo
anterior, o valor obtido do X2 é 6, portanto compreendido entre 5,41
e 6,64. Nestas condigOes, a probabilidade de um %2 jgual ou supe-
rior a 6 estard entre 1% e 2 %.

Mas é preciso ndo esquecer que o uso da distribuicdo de Pearson
em casos como este envolve aproximaces que sé sdo aceitéveis
quando os valores esperados sdo relativamente grandes. Uma regra
que costuma ser recomendada na pratica é a de nédo utilizar a distri-
buicdo de Pearson quando algum dos valores esperados é inferior
a 5. Contudo, a aproximacdo pode ser melhorada consideravelmente,
em qualquer caso, por um simples artificio chamado ‘correccédo de
YATES', que consiste em diminuir 0,5 ao médulo de cada desvio.
Assim, no caso em estudo, temos o valor corrigido (')

(-7,5)2 752 1:52 (—~7.5)%
160 40 80 20

72 = 5,27

(") Por comodidade continuamos a designar por X2 o valor corrigido.
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Ora, este valor aproxima-se muito mais do valor 5,41 corres-
pondente a P = 0,02, que do valor 3,84 correspondente a P = 0,05.
Assim se confirma o que j4 tinha sido indicado atrdés como resultado
de métodos muito mais laboriosos:

A probabilidade de, na referida experiéncia, haver desvios pura-
mente casuais com mddulo igual ou superior a 8, é aproximada-
mente 0,02.

Esta conclusdo levou-nos a rejeitar a hipétese nula, mas af estad
um outro motivo de insatisfacdo que nos deixa o método estatistico
usado. Nés concluimos que é quase impossivel haver desvios casuais
com mdédulo igual ou superior a 8 (ou, o que é equivalente, que é
quase certo os desvios casuais terem modulo inferior a 8). Mas o que
se entende por ‘quase certo’ e por ‘quase impossivel’? Em matemética
pura todo o conceito ndo primitivo é definido com rigor absoluto e
de modo inteiramente objectivo, isto é, com um critério independente
das pessoas e das circunstancias. Agora, pelo contrério, € necessério
usar critérios subjectivos, que dependem da intuigdo e do bom senso
do experimentador, assim como da natureza da prépria experiéncia
e das circunstancias que a rodeiam.

Em certas investigagdes biolégicas & usual considerar ja como
muito pequena a probabilidade de 1 por 20 (0,05), embora muitas
vezes se prefira considerar como muito pequena a de 1 por 50
(0,02) ou a de 1 por 100. Cada uma destas probabilidades é cha-
mada ‘nivel de significancia’, no método estatistico descrito, o qual
por sua vez & denominado ‘teste de significidncia do X2, ou simples-
mente ‘teste do A ?'.

Convenciona-se chamar 'significante’ o nivel de 5 % e "altamente
significante’ o nivel de 1 %. Mas convém salientar que se trata aqui
apenas de convenc¢des comodas de linguagem, adoptadas por esta-
tisticos e experimentadores.
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Alids, ndo sdo estes os Unicos niveis de significadncia adoptados
na prética. Casos hd em que o nivel de 1 por 10 é ja considerado
como significante (especialmente em investigagdos médicas em que
o tratamento consiste numa ligeira alteragdo de regime, pouco dis-
pendiosa e sem risco para o doente); e casos hd em que, pelo
contréario, se requer um nivel de 1 por 1000 (quando se trate de
alteragGes profundas ou muito dispendiosas).

Além disso, o teste do X2 ndo é sendo um exemplo, entre muitos,
dos testes de significdncia oferecidos pela estatistica matemaética.

Nas suas linhas gerais, um teste de significancia compreende
0s seguintes passos:

1) Formular a hipdtese nula, que nega o facto experimental
a estabelecer.

2) Escolher o nivel de significdncia que paregca mais adequado
& natureza da experiéncia e ao tipo de decisdo a tomar.

3) Calcular a probabilidade de que os valores absolutos dos des-
vios puramente casuais sejam iguais ou superiores aqueles observados.

4) Se a probabilidade obtida em 3) é inferior ao nivel de signi-
ficdncia adoptado em 2), rejeitar a hipdtese nula; caso contrério,
deixar a conclusao em suspenso.

Note-se que o papel da estatistica mateméatica ndo se limita,
de modo nenhum, 3 interpretacdo de resultados experimentais: 0s
métodos estatisticos devem ser usados, primeiro que tudo, no pl/a-
neamento das experiéncias. Ndo podemos aqui estudar este assunto
de alto interesse. Limitar-nos-emos, por isso, a breves indicag6es sobre
a natureza do problema, no caso particular do tratamento hipotético
atrds considerado.

E claro que, quanto maior for o nimero total de casos individuais
estudados, melhor informagédo fornecem os resultados obtidos; mas,
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esse numero é forcosamente limitado, especialmente por razées de
ordem econdmica, e, por isso, mais necessario se torna tirar o maior
rendimento possivel do material de que se dispoe.

Suponhamos, por exemplo, que se tinham escolhido apenas 2 ou
3 animais para serem tratados entre os 300, reservando os restantes
para contréle (ou vice-versa); é manifesto mesmo a priori que os
resultados nao autorizariam um juizo seguro. Deve, portanto, haver
uma proporgao éptima para revelar a eficacia do tratamento, caso este
tenha de facto efeito. Porém, essa proporgdo ndo é, como poderia
parecer a primeira vista, a de 50 % para os dois grupos. Na tabela
seguinte estao indicados os valores do X2 para diferentes propor¢coes
de animais tratados, entre os 300, na hipétese de a percentagem de
mortos entre animais tratados ser a mesma que se observou na expe-
riéncia imaginada (12 %).

N.c de animais | para 12 % de
tratados mortalidade
25 1,2
50 2,8
100 53
125 6,1
150 6,5
175 6,6
200 6.3
250 4,0
275 2,0

Vé-se que o maximo valor do X2 é atingido na proporgédo de 175
tratados para 125 nao tratados. Deve ser, portanto, essa a proporgédo
ideal para a experiéncia.

H4, ainda, outros pormenores relativos a realizagdo da experiéncia
que precisam de ser observados, para que o teste de significidncia
ndo resulte ilusério. E 6bvio que, se os animais tratados tiverem uma
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proveniéncia diferente da dos animais ndo tratados, as diferengas
registadas podem ndo ser devidas ao tratamento nem ao acaso.
Para atenuar o mais possivel os factores estranhos ao tratamento,
o que ha a fazer é destacar os 300 animais duma popula¢cido tédo
homogénea quanto possivel, e entre esses escolher, completamente
ao acaso, os 100 animais a serem tratados, dando a todos os 300
igual probabilidade de serem escolhidos. Esta operagdo, chamada
amostragem casual, tem de ser efectuada por um processo objec-
tivo, em que ndo intervenha qualquer factor pessoal de escolha. Um
tal processo pode consistir no seguinte: numerar os animais de 1 a
300, deitar numa caixa 300 cartées iguais, numerados de 1 a 300,
e tirar 100 a sorte; os numeros saldos serdo os dos animais a tratar.

Nunca é de mais encarecer a importancia da amostragem casual,
neste e noutros tipos de experiéncias, como base duma investigagao
estatistica bem orientada. Ndo podemos, contudo, indicar aqui os
pormenores de técnica, a que tem por vezes de obedecer uma tal
operac¢do, que é hoje objecto de estudos desenvolvidos em estatistica
matematica.

NOTA SOBRE A TERMINOLOGIA. Entre as palavras ‘teste’, “significdncia’
e 'significante’, atrds usadas, as duas primeiras sdo anglicismos. Por isso, alguns
autores portugueses preferem a essas, respectivamente, as palavras ‘prova’,
‘significagdo’ e ‘significativo’. A conveniéncia em adoptar as primeiras estd em
que, quando se trata de termos técnicos (como € aqui o caso), importa evitar
qualquer confusdo com acepgdes da linguagem comum.

23. Teste do qui-quadrado com mais de um grau de
liberdade. Limitar-nos-emos a um exemplo (). Trata-se de colhei-
tas de cevada em 260 campos, feitas em 1942. No Inverno e na
Primavera antecedentes, tinha-se avaliado em cada campo a frequéncia

(1) Extraldo da obra de FINNEY, jé citada.
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da larva dum coleéptero designado em inglés por ‘wireworm’ (varie-
dade de insecto chamado em portugués ‘alfinete’). Segundo deter-
minado critério, classificou-se a infestagdo dos diferentes campos
em ‘baixa’, ‘'moderada’, ‘alta’, e ‘muito alta’. Por sua vez, a qualidade
das colheitas foi classificada em ‘satisfatéria’ e ‘ndo satisfatéria’. Os
resultados sdo os que constam da seguinte tabela:

Resultados Infestagdo
. Total
das colheitas Baixa Moderada Alta Muito alta
Satisfatérios 94 62 31 15 202
WED Sabste-{  gp 15 17 11 58
térios
Total 109 77 48 26 260

Daqui se deduziu uma tabela dos valores esperados e uma outra
dos desvios (tabelas que nédo reproduzimos). O valor do X2 seré ainda,
neste caso, a soma dos numeros que se obtém, dividindo o quadrado
de cada desvio, pelo respectivo valor esperado. Acha-se, entéo:

_9832 292 . (~6,3)2 .\ (-5,2) 2 . (-9,3) 2
84,7 59,9 37,3 20,2 24,3

(-2,2)2 , 832 N 5,22

17,2 10,9 = 5,8

XZ

= 18,7

A hipétese nula formula-se, agora, do seguinte modo:

HIPOTESE NULA. A infestacdo néo influi em nada na qualidade
da colheita.

Adoptemos o nivel 1 % (altamente significante). Para utilizar
o teste do X2 héd que notar, agora, os seguintes factos:

1) A distribuigdo de Pearson ndo depende do niimero de casos
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considerados, mas depende do ndmero de graus de liberdade da tabela
de contingéncia. Neste caso, trata-se de uma tabela 2 x 4 (isto §,
com 2 linhas e 4 colunas). Como, na correspondente tabela de des-
vios, sdo nulas as somas dos desvios quer por linhas quer por colunas,
é necessério e suficiente conhecer os desvios numa linha e em trés
colunas (portanto, ao todo, 3), para que os restantes desvios fiquem
determinados. Exprime-se este facto dizendo que a tabela tem 3 graus
de liberdade. Dum modo geral, uma tabela com m linhas e n colunas
tem (m-1) (n-1) graus de liberdade.

2) O teste do X2 ndo deve aplicar-se quando algum dos valores
esperados for demasiado pequeno.

3) A correccdo de Yates é somente aplicdvel nas tdbuas 2 x 2
(com 1 grau de liberdade).

Portanto, como nenhum dos valores esperados é demasiado
pequeno e a tabela tem 3 graus de liberdade, podemos utilizar o
anterior valor do X2 atrds obtido (15,7). Procurando na tdbua da
distribuicdo de Pearson o valor do X2 correspondente ao nivel de
probabilidade 0,01 e a 3 graus de liberdade, achamos 11,34. Ora,
0 X2 obtido & muito superior a este e aproxima-se até do que corres-
ponde ao nivel 0,001 (que é 16,27).

Podemos, pois, rejeitar a hipdtese nula com nivel altamente
significante.

24. Conceitos qualitativo e quantitativo de probabilidade.
Consideremos frases tais como:

‘E provéavel que, j4 antes de Cristévdo Colombo, navegadores
portugueses tenham chegado & América’.

‘E provével que existam seres vivos em Marte’, etc.

O primeiro juizo refere-se ao passado e o segundo ao presente;
nenhum deles se baseia em frequéncias relativas observadas em
sequéncias estatisticas. Trata-se, em ambos os casos, de um conceito
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qualitativo de probabilidade — muito diverso do conceito quantitativo
atrds considerado.

O conceito quantitativo de probabilidade é objectivo, isto &,
depende s6 do objecto (facto considerado) e ndo do sujeito (pessoa
que pensa e emite 0 juizo), visto que se baseia em dados estatisticos.

Pelo contrério, o conceito qualitativo de probabilidade é subjectivo,
isto é, depende do sujeito que o aplica: constitui uma opinido, que
pode variar de pessoa para pessoa e de época para época.

Em vez da expressdo ‘é provavel’ também se usam, neste caso,
com significado idéntico expressoes tais como ‘é verosimil’, 'é de crer’,
‘é crivel’, 'é admissivel’, 'é natural’ e ainda 'é possivel’ (agora com
significado diferente do que temos atribuido a esta Gltima palavra).

Por vezes diz-se mesmo, falando na primeira pessoa gramatical:
‘ndo me repugna admitir’, ‘'ndo excluo a hipdtese’, etc., o que pde
mais em evidéncia o cardcter subjectivo do conceito em questio.

Podemos chamar credibilidade a probabilidade no sentido quali-
tativo. Embora se trate de um conceito que parece estar fora da al¢ada
da ciéncia, ha cientistas que pensam diversamente. Mas trata-se,
ainda aqui, de uma opinido pessoal discutivel...

Porém, a delimitagdo entre os conceitos qualitativo e quantita-
tivo de probabilidade ndo é tdo nitida como possa parecer & primeira
vista.

Consideremos a seguinte afirmacéo:

‘Com os progressos da técnica, a probabilidade de acidente numa
viagem aérea tem diminuido nos ultimos 30 anos, relativamente a
percursos iguais. E, portanto, prov4vel que essa probabilidade continue
a diminuir’.

Neste caso, a palavra ‘provéavel’ sublinhada poderia substituir-se
por ‘admissivel’. Refere-se a um conceito de probabilidade situado
entre 0 qualitativo e o quantitativo, porém mais préximo do segundo,
visto que a conclusdo se baseia em dados estatisticos objectivos,
de acordo com o método de indugio. Mediante uma anélise estatistica
aprofundada, essa probabilidade talvez pudesse mesmo vir a ser defi-
nida quantitativamente.
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Muitas vezes, a avaliacdo de uma probabilidade comega por uma
suspeita ou intuicdo, de caracter mais ou menos subjectivo. Por
exemplo, alguns cientistas comegaram a ter a suspeita de que o fumar
contribui para se ter cancro nos pulmdes. Depois disso, numerosas
investigagOes tém sido efectuadas sobre o assunto, com a aplicagao
de testes tais como o do X2 (que implicam j4, eles préprios, o con-
ceito de probabilidade). H4 pouco tempo, uma revista americana de
divulgacdo indicava o seguinte resultado:

‘A probabilidade que tem um grande fumador de contrair cancro
nas vias respiratdrias é cerca de 1/8'.

Considera-se aqui como ‘grande fumador’, ao que parece, um
individuo que fume pelo menos 40 cigarros por dia. Estas investiga-
coes tém sido fortemente dificultadas pelo facto de haver enormes
interesses econdmicos em causa. No entanto, a ser vélida a conclusdo
anterior, o comércio de tabacos deveria ser equiparado ao negdécio
de estupefacientes, para efeitos legais...

Atitude andloga se deveria, alids, adoptar em relagdo a muitas das
drogas que inundam os mercados e que s6 tém servido para fazer
grandes fortunas & custa da bolsa e da sadde, fisica ou mental, das
pessoas incautas. A propaganda comercial ndo conhece limites morais
para fazer vingar os seus fins e, assim, todos os sofismas lhe podem
servir.

Sabe-se, por exemplo, que Puccini, fumador excessivo, morreu
com um cancro na garganta. Pois ndo faltard quem justifique este
caso, alegando que, se Puccini ndo tivesse fumado tanto, talvez nédo
tivesse produzido a Bohéme, a Madame Butterfly, etc. — além de
que ja tinha 66 anos quando faleceu...

Quanto aqueles que argumentam com o facto de haver muitos
casos de ndo fumadores que contraem © cancro, esses apenas reve-
lam auséncia de espirito cientifico, semelhante ao das pessoas ingé-
nuas que concluem, a partir de exemplos, que tem maior probabili-
dade de ganhar no totobola quem ndo conhecer nada de futebol.
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Um facto é certo: os métodos estatisticos tém sido uma arma
poderosa na luta contra o cancro e outras doencgas que afligem a huma-
nidade, assim como no combate & superstigdo e ao charlatanismo.

Estes e outros exemplos ndao vém sendo confirmar um principio
que deve estar presente no espirito de todo o cientista:

Embora partindo de intui¢des de cardcter mais ou menos subjec-
tivo, a investigagdo cientifica, para conduzir a resultados seguros,
tem de ser sempre submetida a critérios de Iégica dedutiva ou indutiva,
tanto quanto possivel objectivos, desinteressados, alheios a toda a
paixdo humana.

FIM DO 1.° VOLUME
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TABUAS DE MORTALIDADE

TABUA AF
Idade | N.° de vivos | Esperanca de || Idade | N.° de vivos | Esperancga de
x Vx vida: e X vy vida: ey
0 1 000 000 52,0187 26 791 780 37,4315
1 963 985 52,9434 27 786713 36,6693
2 937 488 53,4257 28 781 578 35,9070
3 917 939 53,6528 29 776 368 35,1446
4 903 486 53,4015 30 771 075 34,3824
5 892765 53,0368 31 765 690 33,6207
6 884 754 52,6125 32 760 203 32,8597
7 878 676 51,8723 33 754 606 32,0997
8 873 932 51,1511 34 748 887 31,3411
9 870 056 50,3768 35 746 036 30,5839
10 866 684 49,8708 36 737 038 29,8287
11 863 529 48,7501 37 730 884 29,0757
12 860 371 47,9272 38 724 556 28,3253
13 857 043 47,1114 39 718 042 26,5777
14 853 426 46,3090 40 711 324 26,8334
15 849 446 45,5236 4 704 386 26,0928
16 845 069 44,7568 42 697 210 25,3562
17 840 298 44,0081 43 689 777 24,6241
18 835173 43,2750 44 682 067 23,8967
19 829762 42,5540 45 674 058 23,1748
20 824 159 41,8399 46 665 729 22,4584
21 818171 41,1272 47 657 056 21,7483
22 812 809 40,4102 438 648 015 21,0477
23 807 271 39,6840 49 638 581 20,3483
24 801 926 38,9451 50 628 727 19,6593
26 796 786 38,1932 51 618429 18,9784
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TABUA AF
(Continuagdo)

TABUAS DE MORTALIDADE

Idade | N.° de vivos | Esperanca de || Idade | N.° de vivos | Esperanca de
X Vx vida: ex x Vy vida: ey
52 607 659 18,3059 78 143 530 51134
53 596 389 17,6424 79 124 896 4,8016
54 584 594 16,9882 80 107 354 4,5046
55 572 246 16,3440 81 91 047 4,2218
56 569 322 15,7101 82 76 094 3,9531
57 545 797 15,0870 83 62 588 36983
58 531 649 14,4752 84 50 588 3,4570
59 516 861 13,8751 85 40118 3,2287
60 501 417 13,2870 86 31159 3,0132
61 485 307 12,7115 87 23 658 2,81012
62 468 525 12,1489 88 17 523 2,61893
63 451 075 11,5995 89 12 632 2,43936
64 432 964 11,0638 90 8 841 2,27095
65 414214 10,5420 | 5992 2,11316
66 394 851 10,0345 92 3920 1.96566
67 374 918 9,5414 93 2468 1,82804
68 354 468 9,0630 94 1490 1,69984
69 333 567 8,5995 95 859 1,58062
70 312299 8,1511 96 471 1,47000
71 290735 7,7179 97 245 1,36754
72 269 062 7,3000 98 120 1.27286
73 247 333 6,8974 99 55 1,18555
74 225714 6,5101 100 23 1,10410
76 204 359 6,1382 101 9 1,03130
76 183 430 57815 102 3 0,96307
77 163 096 5,4399 103 1 0,89864

296




COMPENDIO DE MATEMATICA

TABUAS DE MORTALIDADE

TABUA PM
Idade | N.° de vivos | Esperanca de || ldade | N.° de vivos | Esperanga de
x Vx vida: ex X Vy vida: éy
0 1 000 000 66,9551 30 879672 39,4565
1 931 380 65,4829 31 877 007 38,6748
2 924 674 64,9541 32 874 244 37,6952
3 922 002 64,1409 33 871 377 36,8176
4 920 268 63,2608 34 868 388 35,9426
5 918 851 62,3576 35 865 262 35,0706
6 917 638 61,4394 36 862 000 34,2014
7 . 916 574 60,5101 37 858 578 33,3357
8 915 630 59,6720 38 854 980 32,4739
9 914 787 58,6264 39 851 201 31,6159
10 914 010 57,6758 40 847 218 30,7622
11 913 260 56,7228 41 843 007 29,9133
12 912 502 55,7695 42 838 556 29,0695
13 911 699 54,8182 43 833 843 28,2309
14 910815 53,8709 44 828 840 27,3983
15 909 813 52,9297 45 823 527 26,5718
16 908 667 51,9958 46 817 870 25,7522
17 907 349 51,0706 47 811 842 24,9397
18 905 861 50,1537 48 805 412 24,1348
19 904 194 49,2452 49 798 550 23,3379
20 902 359 48,3443 50 791 219 22,5495
21 900 383 47,4493 51 783 386 21,7700
22 898 294 46,5585 52 775012 20,9998
23 896 165 45,6680 63 766 053 20,2395
24 893 996 44,7775 54 756 462 19,4898
25 891 770 43,8881 55 746 197 18,7510
26 889 487 42,9994 56 735 213 18,0237
27 887139 42,1119 57 723 464 17,3083
28 884 726 41,2254 58 710 905 16,6052
29 882 240 40,3402 59 697 483 15,8152
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TABUAS DE MORTALIDADE
TABUA PM

(Continuagéo)

Idade | N.° de vivos | Esperanga de || ldade | N.° de vivos | Esperanga de
X Vx vida: ey X Vyx vida: ey
60 683 156 15,2384 85 89 057 3,5776
61 667 881 14,5755 86 71 598 3,3280
62 651 611 13,9270 87 56 353 3,0931
63 634 311 13,2932 88 43 331 2,8723
64 615 948 12,6746 89 32476 2,6653
65 596 502 12,0715 920 23 665 2,4715
66 575 953 11,4843 Ch | 16 720 2,2904
67 554 297 10,9135 92 11420 21213
68 531 549 10,3591 93 7514 1,9641
69 507 730 9,8216 94 4746 1,8180
70 482 882 9,3013 95 2 866 1,6825
71 457 076 8,7982 96 1648 1,6664
72 430 397 8,3126 97 897 1,4409
73 402 963 7,8445 98 460 1,3348
74 374 909 7,3941 99 221 1,2376
75 346 409 6,9613 100 99 1,1465
76 317 657 6,5461 101 41 1,0610
77 288 874 6,1485 102 16 0,9375
78 260 310 5,7683 103 5 0,9000
79 232 225 5,4055 104 2 0,5000
80 204 897 5,0597 105 0
81 178 609 4,7308
82 153 637 4,4185
83 130 241 41224
84 108 651 3.8422
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TABUA

DE DISTRIBUICAO DO X2 DE PEARSON

PROBABILIDADE (P)

n 0,90 0,80 0,70 0,50 0,30| 0,20 0,10| 0,05| 0,02 0,010,001
1 [0016|0,064| 0,15 0,46| 1,07| 1,64 2,71 3,84 541 6,6410,83
2 021| 045| 0,71| 1,39| 241| 3,22} 461 | 599| 7,82| 9,21|13,82
3 058 1,01 1,42| 237| 3,67| 464| 6,25| 7,82| 9,84|11,34|16,27
4 1,06| 1,65| 2,20, 3,36| 4,88 599 7,78 9,49|11,77 (13,28 | 18,47
5 1,61} 234| 3,00| 435; 6,06 7,29| 9,24|11,07{13,3915,09 | 20,52
6 2,20( 3,07| 3.83| 535| 7,23| 8,56(10,65|12,59|15,03 16,81 |22,46
7 2,83| 382| 467| 635| 838 9,80(12,02|14,07 |16,62}18,48 | 24,32
8 349| 459| 553| 7,34| 9,62|11,0313,36 (15,51 18,17 | 20,09 | 26,13
9 417 | 5,38} 6,39| 834|10,6612,24|14,68|16,92|19,68|21,67 | 27,88
10 487| 6,18| 7,27 | 9,34|11,78(13,44 (15,99 18,31 [ 21,16 | 23,21 | 29,59
12 6,30 7,81| 9,03{11,34|14,01 15,81 18,565|21,03|24,05| 26,22 | 32,91
14 7,79 9,47110,82|13,34|16,22|18,15| 21,06 | 23,69 | 26,87 | 29,14 | 36,12
16 9,31|11,15{12,62 15,34 | 18,42 | 20,47 | 23,54 | 26,30 | 29,63 | 32,00 | 39,25
18 {10,87!12,86|14,44 17,34 |20,60| 22,76 | 25,99 | 28,87 | 32,35 | 34,81 | 42,31
20 (12,44 (14,58|16,27 | 19,34 | 22,78 | 25,04 | 28,41 | 31,41 | 35,02 | 37,57 | 45,32
22 114,04 |16,31(18,10| 21,34 | 24,94 | 27,30 30,81 | 33,92 | 37,66 | 40,29 | 48,27
24 [15,66118,06(19,94 23,34 27,10 29,55 | 33,20 36,42 | 40,27 | 42,98 | 51,18
26 |17,29{19,82|21,79 25,34 | 29,25 | 31,80 | 35,56 | 38,89 | 42,86 | 45,64 | 54,05
28 (18,94 21,59|23,65|27,34|31,39|34,03 37,92 41,34 | 45,42 | 48,28 | 56,89
30 {20,60|23,36|25,51|29,34|33,53|36,25 | 40,26 | 43,77 | 47,96 | 50,89 | 59,70
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