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NOTA DE APRESENTACAOQ

Com raras excepcoes, 0s mais admirdveis textos cientificos de
conteddo pouco especializado (obras de divulgacdo ou compéndios
destinados ao ensino secundario) foram escritos por grandes cien-
tistas, que ndo hesitaram em afastar-se temporariamente dos domj-
nios de investigacio em que se celebrizaram para poderem contri-
buir, de forma mais directa e imediata, para o progresso cultural da
sociedade em que viviam. Para além da excepcional cultura huma-
nistica e dos dotes pedagogicos e até literdrios, que muitas dessas
obras revelam, todas se distinguem por uma elevacédo de pers-
pectiva s6 possivel a autores que sejam, eles prdprios, criadores
de Ciéncia.

Neste quadro deve ser situado o Compéndio de Matemética, de
José Sebastido e Silva, cuja publicacdo agora se inicia.

Falecido em 25 de Maio de 1972, com 57 anos, Sebastido e
Silva deixou publicada uma vastissima obra de investigagdo que,
no consenso de muitos especialistas, nao tem paralelo na Mate-
matica portuguesa do nosso tempo. Consciente, porém, da degra-
tacdo sofrida no nosso pals e nas uftimas décadas pelo ensino ficeal
da matemética, cada vez mais desactualizado e corroido por habitos
incorrectos de memorizacdo, por excesso de exercicios rotineiros e
caréncia de ideias e de contactos com a realidade concreta, sentiu
o dever moral de intervir no aperfeicoamento de programas e, sobre-
tudo, na racionalizacéo de métodos de ensino. Um dos aspectos mais
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importantes dessa intervencao revolucionédria foi precisamente a
redaccdo deste Compéndio,

Para efeito de publicacdo, a obra foi agora dividida em trés volu-
mes (cinco tomos). Os dois primeiros contém introducbes a diver-
sos dominios matematicos fundamentais: Logica, Teoria dos conjun-
tos, Algebra (grupos, anéis, corpos, &lgebra de Boole, élgebra linear,
etc.), Anélise {incluindo célculo diferencial e integral), Probabilidades
e Calculo numérico aproximado. Mesmo no que respeita apenas ao
conteddo informativo e ndo obstante a reduzida preparacdo prévia
requerida aos leitores, 0s itemas tratados sdo excepcionalmente desen-
volvidos, uftrapassando largamente o dmbito do que era tradicional
no ensino secundaério.

No dltimo volume, onde se incluem «guiasy para a utilizacdo dos
precedentes, concentra-se um manancial de ideias sobre pedagogia,
histdria e filosofia da Matematica, além de complementos importan-
tes ao conteudo dos textos anteriores. Aparentemente dedicados em
primeiro lugar aos professores, estes «guiasy foram redigidos por
forma a serem de igual valor para os estudantes (aos quais, aliss,
foram sempre facultados no decurso das experiéncias-piloto reali-
zadas nos nossos liceus).

Assim, este Compéndio de Matematica é uma obra de valor
cientifico e pedagdgico muito invulgar, certamente destinada a desem-
penhar por longo tempo um papel fundamental na formacdo, nao
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apenas de muitos professores e estudantes das nossas escolas secun-
dérias e até superiores, mas também das pessoas que aspiram a
atingir, como autodidactas, uma compreensdo clara das grandes
ideias que estdo na base das Ciéncias Exactas dos nossos dias,
mesmo que nédo pretendam prosseguir estudos superiores relacio-
nados com essas Ciéncias.

Por estas razoes se considerou imperiosa uma divulgacdo mais
ampla desta obra, que nunca fora impressa.

Nos termos do acordo estabelecido entre a 0.C.D.E. e Portugal
é proibida a reproducdo total ou parcial deste texto por terceiros.

Gabinete de Estudos e Planeamento
do Ministério da Educacdo e Cultura



CAPITULO |

INTRODUCAO A LO6GICA MATEMATICA

1. Sinais e expressoes. Toda a lingua, falada ou escrita, con-
siste em agrupamentos de sinais elementares que podem ser sonorcs
(linguagem falada) ou gréficos (linguagem escrita),

H4 duas espécies principais de escritas: fonéticas e ideogréficas.
Nas escritas fonéticas os sinais elementares (letras) correspondem
mais ou menos aos sons indecomponiveis que pronunciamos. Nas
escritas ideogréficas os sinais ideogréaficos (/deogramas) representam
directamente ideias, como sucede, por exemplo, na escrita chinesa
e Japonesa.

A escrita simbdlica da matemdtica pode considerar-se de tipo
ideogréfico. Assim, quando se escreve "trés mais dois é igual a cinco’,
a escrita & fonética; quando se escreve '3 + 2 = b’, a escrita é
ideografica,

Entre todos os possiveis agrupamentos de sinais elementares
numa lingua, uns tém significado, outros ndo. Assim, a sucessdo
de letras AMRO ndo tem significado na lingua portuguesa; mas
tém-no, por exemplo, os agrupamentos ROMA, AMOR, ARMO,
MORA, MORAR, etc. Analogamenie, o agrupamento de simbolos
X—)2(b ¢ néo tem significado em matematica, mas tem-no por
exemplo o agrupamento {5 - (2 - 5).
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J. SEBASTIA0O E SILVA

E natural chamar sinais compostos aos agrupamentos de sinais
elementares (que ndo se reduzam a um sinal isolado). A todos os
sinais, elementares ou compostos, poderemos ainda chamar expressoes,
conguanto este termo seja usado, de preferéncia, para sinais com-
postos.

Os sinais ideograficos da matematica sdo também chamados sim-
bolos, donde a designacéo ‘escrita simbdlica’.

2. Termos e proposicoes. Quando uma crianca esta apren-
dendo a falar, comeca por dizer os nomes de coisas, pessoas, etc. e
s6 depois tenta construir frases. Nomes e frases constituem as duas
espécies principais de expressdes numa lingua:

termos, nomes ou designacoes

Expressdoes com significado
frases ou proposicoes

Sao termos, na lingua portuguesa, as expressoes:

Lisboa, copo, Luis de Camdes, alegria, etc.

Sado termos matematicos as expressoes:

— 2
3, 3+2, vV2, =, 5 3.2 , 107, etc.

Assim, os termos nomeiam ou designam entes (coisas, pessoas.
niimeros, etc.). Dum modo geral, chama-se ente (ser ou entidade)
a fudo aquilo gue se considera como existente e a que, por isso, se
pode aplicar uma designacgdo. Certos entes sdao considerados coricretos
{objectos materiais, plantas, animais, pessoas, etc.), outros sdo consi-
derados absiractos (qualidades, estados, grandezas, ndmeros, etc.).
Em gramética, os termos sd8o chamados substantivos ou expressées
substantivas, conforme os casos.
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COMPENDIO DE MATEMATICA
Sdo proposigbes (ou frases) em portuguds, por exemplo:
‘Lisboa € uma cidade’, "Vasco da Gama descobriu o Brasil’, etc.

sendo verdadeira a primeira e fafsa a segunda.

Sdo proposicées simbdlicas em matematica, por exemplo, as
férmulas:

2+3=7 , Y8<3 , etc.

falsa a primeira, verdadeira a segunda.

Assim, as proposicGes sdoc aguelas expressfes a respeito das
quais faz sentido dizer que sdo verdadeiras ou falsas. As proposicoes
transmitem pensamentos, isto é, afirmam factos ou exprimem juizos
gue formamos a respeito de entas.

3. Distincado entre a designacao e o designado. Quando se
pretende designar uma expressao, ¢ costume escrevé-la entre aspas,
para evitar confusées. Considerem-se, por exemplo, as duas seguintes
frases:

Lishoa é a capital de Portugal

‘Lishoa” & um substantivo

Claro é gue a segunda se refere & palavra ‘Lisboa” {(designacao),
enquanto a primeira se refere a cidade com esse nome (ente designado).
Se a designacdo fosse o mesmo que o designado, poderiamos con-
cluir que:

A capital de Portugal € um substantivo,

0 que &, evidentemente, absurdo. Dai a necessidade do uso de aspas.
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Estas consideragdes estendem-se 3 linguagem simbdlica da mate-
maética. Quando, por exemplo, escrevemos:

'S’ é um algarismo arabe

b5 é um ndmero impar

estamos a referir-nos, no primeiro caso, a um simbolo {designag¢io)
e, no segundo caso, ao nlimero designado por esse simbolo, nimero
esse que também pode ser designado pelos simbolos 'V, ‘2 + 37,
etc., ou pela palavra ‘cinco’.

Assim, em toda a lingua (escrita ou falada) ha que distinguir os
termos, que escrevemos ou pronunciames, dos entes gue esses ter-

mos designam.
Note-se que para designar uma proposicdo também se deve

escrevé-la entre aspas. Exemplo:

A proposicdo 'O Sol é uma estrela’” é verdadeira.

Muitas vezes, porém, quando nao houver perigo de confuséo,
evitaremos o uso das aspas, para simplificar a escrita.

4. Relacao légica de identidade. Paraindicar que doistermos
designam o mesmo ente, escreve-se entre ambos o sinal =. Assim,
quando escrevemos

3+2=5

estamos a indicar que os termos ‘3 + 2' e 5" designam 0 mesmo
ente.

Analogamente poderiamos escrever:

Lisboa = capital de Portugal
25 quadrado de 5
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Estes exemplos mostram que o sinal = substitui as expressodes
‘6 0" ou 'é a’ da lingua portuguesa. Assim, este sinal, que se (g
usualmente ‘é igual a’, deveria antes ler-se 'é o mesmo que’ ou 'é
idéntico a’ (a palavra ‘idéntico” vem do pronome latino ‘idem’, que
significa ‘0 mesmo’). Daqui o chamar-se relacdo de identidade a
relacdo expressa pelo sinal =.

Mas esta relagdo refere-se aos entes designados pelos dois fermos
€ nao aos proprios termos, que em geral nao s&o idénticos. Por
exemplo, & falso que '3 + 2° = '5’'; apenas poderemos escrever:
' ="5,3+2 =3 + 2, etc.

Dois termos dizem-se equivalentes ou sinonimos, quando desig-
nam o mesmo ente. Por exemplo, ‘Lisboa’ é equivalente a "capital
de Portugal’, '3 + 2’ é equivalente a ‘5" e a ‘cinco’, etc.

Para indicar que dois termos ndo designam o mesmo ente,
escreve-se entre ambos o sinal ‘%" (ler ‘distinto de’ ou ‘diferente

de’). Por exemplo:
2x3#7 , 2+ 3 #£0, etc.

Assim, os sinais = e # exprimem duas relacOes l6gicas, con-
trérias uma da outra, correspondentes aos pronomes ‘0 mesmo’ €
‘outro’;

Todo o ente é idéntico a si mesmo.
Todo o ente é distinto de outro ente.

A primeira destas proposiges & um axioma da Idgica, chamado
PRINCIPIO DA IDENTIDADE, que pode ser expresso simbolicamente
escrevendo:

a = a, qualguer que seja 0 ente a.

5. Individuos e classes; relaciio de pertenca. Emgramética
¢ feita a distingdo dos substantivos em préprios e comuns. Um substan-
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tivo é préprio quando se aplica a um sé /ndividuo; é comum quando
se aplica indistintamente a todos os individuos de uma mesma
classe. Por exemplo, “Sol” é um substantivo préprio, ‘estrela” um subs-
tantivo comum. A proposicio

0O Sol é uma estrelz

afirma que o Sol é um individuo da classe das estrelas ou que
pertence a classe das esirelas.

Os conceitos de ‘individuc” e de ‘classe’ sdo indefiniveis, pois
que, como se ve&, estdo na base da prépria linguagem e, portanto,
do pensamento. Para indicar que um individuo a pertence a uma
classe C escreve-se simbolicamente:

aecC (ler "a pertence a C')

Por exempio, se designarmos por E a classe das estrelas, pode-
mMOSs exprimir a proposicdo anterior sob a forma:

Sol e E

Analogamente, se designarmos por Pr a classe dos nlimeros pri-
mos, a frase ‘5 é um ndmero primo’, pode exprimir-se simbolica-
mente por:

5 € Pr (ler '5 pertence a Pr")

Deste modo, o simbolo * & exprime uma relacdo légica — cha-
mada relacdo de pertenca — inteiramente distinta da relacdo l6gica
de identidade.

Para indicar que um individuo & ndo pertence a uma classe C
escreve-se:

ad¢cC (ler ‘a ndo pertence a C')
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Por exemplo, com as notagoes anteriores:
tua € E , 9 ¢ Pr , elc

OBSERVACAOC — Recorddmos atrés que um substantivo comum
se aplica indistintamente a qualquer individuo duma mesma classe:
ndo é, portanto, uma designagdo dessa classe. Por exemplo, ‘estrela’
ndo é sinbnimo de ’classe das estrelas’, Deste modo, a expresséo
‘classe das estrelas’ comporta-se como um substantivo préprio,
visto que designa um tnico ente. Na verdade, uma classe, embora for-
mada de vérios individuos, é considerada como um toedo, isto 8, como
um individuo de novo tipo. Este conceito serd desenvolvido no niimero
seguinte.

6. Relatividade dos conceitos de individuo (ou elemento)
e de classe {ou conjunto). Universo légico e tipos l6gicos.
Em matemética, as palavras ‘elemento” e ‘conjunto’ sdo geralmente
usadas como sinénimos de ‘individuo’ e ‘classe’, respectivamente.
Assim, podemos dizer ‘O Sol é um elemento do conjunto das estrelas’,
‘B & um elemento do conjunto dos ndmeros primos’.

Até aqui temos usado as palavras ‘individuo’ e ‘classe’, como se
tivessem um significado absoluto. Ora, a verdade é que estas palavras
tém muitas vezes um significado refativo e até convencional, isto é:
um mesmo ente pode ser individuo {ou elemento) em relacéo a certos
entes, e classe {ou conjunto) em relagdo a outros entes. Por exemplo,
uma turma dum liceu é um conjunto de alunos, mas também é um
elemento do conjunto das turmas do liceu; analogamente, uma recta
é um conjunto de pontos, mas é também um efemento do conjunto
de todas as rectas, etc.

Por isso, quando se quiser tratar um assunto qualquer com o rigor
da matemética, & necessério, primeiro que tudo, precisar quais sdo 0s
entes considerados nesse assunto como individucs. Chama-se uni-
verso Iégico, universo do discurso ou simplesmente universo duma
teoria 0 conjunto de todos os entes que s&o sempre considerados
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J. BEBASTIA0 E SILVA

como individuos nessa teoria (). Por exemple, em aritmética elementar,
0 universo € o conjunto de todos os nimeros naturais (1, 2, 3, ...};
em geomettia o universo é o conjunto de todos os pontos (ou seia
O espago), eic.

E claro que, partindo de um dado universo, os conjuntos de indi-
viduos podem ser tomados como elementos de novos conjuntos
(chamados conjuntos de tipo 2), estes por sua vez como elementos
de outros conjuntos (chamados conjuntos de tipo 3) e assim suces-
sivamente. Por exemplo, suponhamos que o universo é o conjunto dos
pontos, em geometria elementar, e seja a um ponio, C uma recta que
passa por 2 e (2 o conjunto de todas as rectas. Lembremos que
uma recta é um conjunto de pontos; entéo, dizer que a recta C passa
pelo ponto a significa que a é um ponto do conjunito C. Por sua vez,
C é um elemento do conjunto de todas as rectas. Assim, teremos:

aeC e Cep

Neste caso a é um individuo, C um conjunto e 2 um conjunto
de conjuntos (ou conjunto de tipo 2). Também podemos dizer que
C é um conjunto de tipo 1 ou um individuo de tipo 2. Esta nocéo de
tipo I6gico foi introduzida por Bertrand Russell.

7. Dar ou definir um conjunto. Comecemos por alguns
exemplos. Suponhamos que o universo € o conjunto dos nimeros natu-
rais e seja Pr o conjunto dos nimeros primos. Como se sabe,
diz-se que um ndmero natural n é primo, quando é diferente de 1 e
s6 é divisivel por si mesmo e por 1. Com esta definigdo, dado um
namero natural n, qualquer que ele seja, estamos sempre habili-
tados a saber se n é ou ndo é primo, isto é, se pertence ou ndo ao

() O universo idgico também &, por vezes, chamado dominio dos indi-
viduos ou conjunto fundamental da teoria.
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conjunto Pr (). Exprime-se este facto, dizendo que o conjunto Pr
esté definido (ou dado).

Suponhamos, agora, que o universo é o conjunto dos seres Vivos
e seja P o conjunto das plantas. Como se sabe, ha seres vivos a res-
peito dos quais se hesita em dizer se sdo plantas ou animais.
A verdade é que ndo existe uma definicdo rigorosa de ‘planta’; por
outras palavras: 0 conjunto das plantas ndo estd definido. O mesmo
alias, se pode dizer a respeito do conjunto dos animais, do conjunto
das drvores, do conjunito das pessoas louras, do conjunto dos homens
calvos, etc., etc. Vendo bem, desde que saimos do ambito da mate-
matica, a maior parte dos conjuntos de que falamos nao estdo
definidos, mas apenas imperfeitamente delimitados.

Em resumo, diz-se que um conjunto A ¢é dado ou definido num
universo, quando se conhece uma definicdo que permita sempre, a
respeito de qualquer individuo ¢, saber se c€ A ou se ¢ ¢ A {devendo
verificar-se uma e uma sé destas hipsteses).

Note-se que, em matematica, definir e definir rigorosamente sao
uma e a mesma coisa: o advérbio ‘rigorosamente’ torna-se neste caso
um pleonasmo.

8. Conjuntos finitos e conjuntos infinitos. Ndo vamos aqui
definir ‘conjunto finito’ nem ‘conjunto infinito’, mas apenas procurar
esclarecer, por meio de alguns exemplos, o significado destas expres-
sées.

Consideremos de novo o conjunto Pr (dos ndmeros primaos).
Nés podemos indicar véarios nidimeros naturais que sdo primos (por
exemplo, 2, 7, 13, 37, ...), mas ndao podemos menciond-los todos
porque o conjunto Pr é infinito. Outros exemplos de conjuntos infi-
nitos: o préprio conjunto dos nimeros naturais, 0 conjunto dos ndmeros

(') Se o nimero n é excessivamente grande, pode ser muito dificil, ou até
praticamente impossivel, mesmo com os actuais recursos da ciéncia (computado-
res electrénicos, etc.), acabar por saber se n § ou ndo primo.
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pares, o conjunto dos quadrados perfeitos, 0 conjunto dos ndmeros
primos maiores que 1086, etc., etc.

Pelo contrdtio, o conjunto dos nmeros primos menotes que 108
é finito. Qutros exemplos: o conjunto dos cidadios portugueses numa
dada época, o conjunto dos grédos de trigo contidos num depdsito,
o conjunto dos dtomos de hidrogénio contidos num baldo, etc., etc.

Quando um conjunto € infinito, é impossivel defini-lo indicando
quais sdo os seus elementos. Logo, se um conjunto pode ser defi-
nido pela indicacio dos seus elementos, esse conjunto ndo é infinito:
é finito.

Mas hé conjuntos finitos que, no estado actual da ciéncia, ndo
podemos definir fazendo uma lista dos seus elementos: tal &, por exem-
plo, o caso do conjunto dos ntimeros primos menores que 101000,

Em escrita simbdélica, ¢ costume designar um conjunto finito
(quando possivel} pelas designacdes dos seus elementos, escritas
entre chavetas e separadas por virgulas. Assim, as expressoes

{Sol, Temra, Lua} , {1, 5, 40, 327}

designam, respectivamente, o conjunto cujos elementos sdo o Sol,
a Terra e a Lua, e 0 conjunto cujos elementos sdo os nimeros 1, 5,
40 e 327. Se desigharmos o primeiro conjunto por A e o segundo
por B, teremos portanto:

Sole A , Sirius¢ A , 5eB , 2¢B , etc

9. Valeres Iégicos das proposicoes. Dizemos gue sio ver-
dadeiras, por exemplo, as proposictes: ‘A Terra é um planeta’, ‘Pedro
Alvares Cabral descobriu o Brasil’, ‘3 + 2 = &', etc., etc. Dizemos que
sao falsas, por exemplo, as proposicoes: ‘A Lua é uma estrela’, ‘Dante
escrevel a Qdisseia’, "9 € um nlmero primo’, etc.

Mas ndo é raro surgir uma proposicéo, a respeito da qual se diz
que é a0 mesmo tempo verdadeira e falsa ou entdo que é parcial-
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mente verdadeira ou aproximadamente verdadeira ou duvidosa ou
desprovida de sentido. Pode acontecer isto, por exemplo, a res-
peito de frases tais como ‘A musica de Strawinski é bela’, ‘Evora é
uma cidade’ (1), ‘Ava Gardner é uma estrela’, "Os satélites artificiais
sdo astros’, ‘25 é um nldmero pequeno’, ‘A dgua € um liquido incolor’,
'O calor dilata os corpos’, “Amanhé chove’, etc., etc.

A dulvida suscitada por tais proposicdes provém geralmente, ou
da nossa jgnoréncia sobre 0 assunto, ou {0 que por vezes é equiva-
lente) da impreciséo de linguagem, resultante do uso de termos néo
definidos ou ambiquos, bem como da auséncia de termos necessarios
para completar o sentido da frase. Ora, a matematica aspira ao rigor
absoluto de linguagem, procurando evitar fermos imprecisos e frases
incompletas.

Nestas condigdes, a l6gica matematica adopta como regras fun-
damentais do pensamento, os dois seguintes principios {(ou axiomas):

PRINCIPIO DA NAO CONTRADIGAO. Uma proposicéo néo
pode ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo. |

PRINCIPIO DO TERCEIRO EXCLUIDO. Uma proposicdo ou &
verdadeira ou é falsa (isto &, verifica-se sempre um destes €asos €
nunca um terceiro).

Diz-se que o valor duma proposicio é a verdade ou a falsidade,
conforme essa proposicdo é verdadeira ou falsa. Os valores [6gicos
verdade e falsidade podem ser designados abreviadamente pelas letras
V e F ou pelos simbolos 1 e 0, respectivamente. Assim, o0 que 0s
principios da ndo contradicdo e do terceiro excluido afirmam é que:

Toda a proposicdo tem um, e um s$90, dos valores V, F.

Diz-se que duas proposicOes sdo equivalentes quando tém o
mesmo valor i6gico, isto & quando s&o ambas verdadeiras ou

{') Existe uma povoagio na Beira com este nome.
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-ambas falsas. Para indicar que duas proposicdes sdo equivalentes,
escreve-se entre ambas o sinal =. Exemplos:

7 é primo = 2 é par

l

Lisboa é uma aldeia = Marte é uma estrela

Assim, o sinal = exprime apenas identidade entre os valores 16gi-
cos das proposicdes: ndo se refere propriamente ao significado das
mesmas. Poderiamos dizer que uma proposicdo representa um dos
valores V, F, embora n@o seja designacao.

10. Operacoes l6gicas sobre proposicoes. Quando pensa-
mos, efectuamos muitas vezes certas operacdes sobre proposicdes, cha-
madas operagbes légicas. Estas estdo submetidas a regras dum célculo
(chamado calculo proposicional) semelhante ao da aritmética sobre
nimeros. Vamos estudar as operagdes l6gicas fundamentais:

a) Negagdo. A mais simples operacdo l6gica é a negagao, que
consiste em converter uma dada proposicdao numa outra, que é ver-
dadeira se a primeira & falsa, e falsa se esta é verdadeira. A pro-
posi¢ao assim obtida também se diz negacao da primeira.

Na linguagem comum, a negacio efectua-se, nos casos mais sim-
ples, antepondo o advérbio ‘'ndo” ao verbo da proposicdo dada. Assim,
por exemplo, a negagdo de ‘O Sol & um planeta’ é ‘O Sol ndo é um
planeta’. Mas j&4 a negacdo de "Todos os homens sdo inteligentes’
é ‘Nem todos os homens séo inteligentes’ e a de ‘Nenhum homem é
inteligente” é."Algum homem ¢ inteligente".

Em l6gica simbdlica a negacdo é indicada antepondo um deter-
minado sinal 3 proposi¢do a negar. Para esse fim, usaremos o sinal
‘~" que se pode ler ‘'ndo & verdade que’. Assim, a negagdo de
‘Todos os homens sdo inteligentes’ escreve-se:

~ Todos os homens sdo inteligentes
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o que se pode ler: ‘Ndo é verdade que todos os homens séao inteligen-
tes’. Analogamente, a negacdo da proposi¢do 7 > 3’ (verdadeira)
é a proposicao (falsa):

~ (7 > 3)
que se |1&; '"Nao é verdade que 7 é maior que 3’ ou simplesmente "7 ndo

é maior que 3.

b) Conjuncdo. Consideremos as duas seguintes proposigdes:

‘0O Sol é uma estrela” , ‘A Lua é um satélite da Terra’.

Ambas sfo verdadeiras e é, portanto, verdadeira a proposigao:
‘O Sol é uma estrela e a Lua é um satélite da Terra’

que se obtém ligando as duas primeiras pela conjungéo copulativa ‘e’
Mas j4 é falsa a proposi¢cio:

‘Vénus é uma estrela e a Lua é um planeta’

por ndo serem verdadeiras ambas as proposi¢des ligadas pela palavra
‘e” (embora seja verdadeira a segunda).

A palavra ‘e’ funciona pois aqui como sinal de uma operagéo
I6gica que, aplicada a duas proposigcbes, d& origem a uma nova
proposicdo, que serd verdadeira se as proposi¢des dadas forem ambas
verdadeiras (e sO nesse caso). A esta operagdo légica dd-se o0 nome
de conjungéo; diz-se também que a proposi¢do obtida é a conjungédo
das duas primeiras.

Em l[égica simbdlica, indicaremos a conjungdo com o sinal “A’

LI

que se |& ‘e’. Assim, poderemos escrever:

O Sol é uma estrela A a Lua é um satélite da Terra.

Analogamente, sdo verdadeiras, como é facil ver, as proposi(;é'es":
2+3=5AY9=3 , yY8#£3An<315
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e falsas as proposicoes:

2+3=5An>4 , 3<1AY-4=-2

¢} Disfuncéo. Consideremos as duas seguintes proposicdes (1):

*Carlos é médico ou professor, ou ambas as coisas’.

"Vamos ao teatro ou vamos dar um passeio, mas ndo as duas coisas’.

No primeiro caso estd-se a indicar que uma, pelo menos, das
proposicdes ‘Carlos é médico’, ‘Carlos é professor’, é verdadeira, po-
dendo sé-lo ambas. No segundo caso estd-se a precisar que uma o
sé uma das proposicdes 'Vamos ao teatro’, 'Vamos dar um passeio’
€ verdadeira.

De um modo geral, quando, a respeito de duas proposi¢cdes, se
indica que uma delas, peio menos, é verdadeira, forma-se uma nova
proposicéao, que se chama disjungdo inclusiva das primeiras. Quando
se indica que uma, e sé uma, das proposicdes consideradas é verda-
deira, forma-se uma nova proposigéo, dencminada disjuncdo exclusiva
das primeiras. Também se dd o nome de disjungdo (inclusiva ou
exclusiva) & operacédo |6gica que consiste em passar das proposicoes
dadas para a sua disjuncdo (respectivamente inclusiva ou exclusiva).

~Assim, a primeira proposi¢cdo do exemplo anterior é a disjungéo
inclusiva das proposigbes ‘Carlos é médico’, ‘Carlos é professor’,
enquanto a segunda é a disjuncdo exclusiva das proposi¢bes "Vamos
ao teatro,” 'Vamos dar um passeio’.

Como se vé, a palavra ‘ou’ (que em gramdtica se chama conjun-
¢do disjuntiva) ndo permite, s6 por si, distinguir a disjun¢ade inclusiva
da exclusiva. Em latim, a palavra ‘vel’ tem aproximadamente o signi-

(')} Presume-se que estas frases sfio ditas em circunstancias particulares, em
que assumem um significado preciso e, portanto, um valor determinado.
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ficado do “ou’ inclusivo; dai o adoptar-se, em légica matemética, para
a disjuncéo inclusiva, o sinal "V’ que, por comodidade, se |& simples-
mente ‘ou’. Assim, a primeira proposicdo do exemplo anterior pode
escrever-se, agora, sem perigo de confusdo:

Carlos é médico \/ Carlos & professor.

Segundo esta convencdo, serdo verdadeiras, como ¢ féacil ver,
as proposicdes: '

3<5y3+2=5 , n=4V < 4
e falsas as proposicdes:

5<3V3+2=7 , -4=-2yy10=3
Para a disjungdo exclusiva usaremos o sinal "V/".

Normalmente, quando se diz apenas ‘disjuncdo’ subentende-se
que se trata da disjungdo inclusiva.

11. As operacdes ldgicas, consideradas como operacoes
sobre valores légicos. J4a atrds se disse que designamos por 'V’
o valor verdade e por ‘F’ o valor falsidade. Para determinar o valor
légico da negacao, da conjungédo e da disjung¢do, a partir dos valores
I6gicos das proposi¢cdes dadas, podem utilizar-se as seguintes tabe-
las, habitualmente chamadas t{abelas de verdade:

PAC PV
p | ~p ;\Q v | F :\g v | F
v |F v | v | F v v | v
F1Vv F | F | F F | Vv | F
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As duas lltimas sdo tabelas de duas entradas, semelhantes 3
tdbua pitagdérica da multiplicagédo: por elas se vé imediatamente que
o valor da conjuncédo é V, quando ambos os dados tém o valor V
(e s6 nesse caso); e que o valor da disjuncéo é V, quando um pelo
menos dos dados tem o valor V (e s6 nesse caso).

Estas tabelas induzem-nos a considerar a negagédo, a conjungéo
e a disjuncéo, ndo propriamente como operacdes sobre proposicdes,
mas sim como operacdes sobre valores l6gicos. Assim, o resultado
da negacdo sobre os valores l6gicos V e F serd, respectivamente,
F e V, ou seja, em simbolos:

~ V = F ’ ~' F = V-
Analogamente, ter-se-a:

VAV=V , VAF=FAV=F , FAF=F
VVV=V , VVF=FyV=V , FVF=F

Trata-se agora, muito simplesmente, de operagdes definidas num
conjunto formado apenas por dois elementos (o valor V e o valor F),
conjunto que podemos designaf abreviadamente pela notacdo {V, F}.

Tais operagcdes sdo definidas pelas anteriores tabelas, tabuadas
dessas operacoes.

Este novo ponto de vista simplifica consideravelmente o estudo
da I6gica, como teremos ocasido de verificar.

12. As operacoes l6égicas e as méquinas de calcular.
O funcionamento dos modernos computadores electrénicos baseia-se
em grande parte na I6gica matemaética. Vamos apresentar os esquemas
de circuitos eléctricos que efectuam as operagées de conjuncéo,
disjungdo e negagdo, em maquinas de tipo simples, com base em
electroimanes (nas maquinas electrénicas, muito mais répidas, a
ideia € essencialmente a mesma, sendo os electroimanes substitui-
dos por valvulas electrénicas).
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O circuito de conjuncdo (ou circuito "e’) é esquematizado na
fig. 1; o circuito de disjungdo (ou circuito 'ou’) na fig. 2 e o circuito
de negacdo (ou circuito ‘'ndo’} na fig. 3.

P

a
- PN + E aVb

Fig. 1 Fig. 2

O valor légico V traduz-se, neste caso, por passagem da corrente
e o valor F por auséncia de corrente.

No primeiro esquema os interruptores estdo postos em série e,
portanto, s6 haveréa corrente no circuito quando se lancar corrente nas
duas bobinas ao mesmo tempo, fechando os dois interruptores que,
de outro modo, se mantém abertos por meio de molas. Assim, o
resultado serd V, quando, e s6 quando, ambos os dados a e b forem V:
trata-se, pois, da conjuncéo.

No segundo esquema os interruptores estdo postos em paralelo
e, portanto, passard corrente no circuito quando (e s6 quando) se
langar corrente numa, pelo menos, das bobinas: trata-se, pois, da
disjungdo.

3

B |
i) /

Fig. 3

27



J. SEBASTIAO E BILVA

Finalmente, no terceiro esquema o langamento de corrente na
bobina produz interrupgao no circuito e existe uma mola que fecha
automaticamente o interruptor quando ndo hé& corrente na bobina:
trata-se pois da negacao.

A partir destes trés tipos de circuitos elementares, que podemos
indicar respectivamente pelos simbolos:

I -] — ou i_-. — n —b

é facil construir varios circuitos que efectuem outras operagdes 16gi-
cas, mais ou menos complicadas, visto que todas, em ltima anélise,
se podem definir a partir daquelas trés.

Por exemplo, a disjungdo exclusiva, dada pela tabela junta, pode
ser definida a partir da conjuncéo, da disjun¢do e da negac¢do, por
meio da férmula:

ay b
b

v F
N
\ F \Y
F v F

ayb=(aA~b)V (bA~ a)
(isto &, verifica-se a\y b, quando se verifica s¢ a ou sé b).
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De acordo com esta férmula, apresentamos na fig. 4 o esquema
de um circuito que efectua a disjuncdo exclusiva.

ou b —pavb

Fig. 4

Ainda se podem imaginar outros circuitos para efectuar esta ope-
racéo, pois podemos defini-la de outros modos a partir das operagdes
fundamentais, por exemplo segundo a férmula:

.

aVb=(aVb)A~(aAb)

(isto &, verifica-se a \V b, quando se verifica a ou b mas ndo a e b
ao mesmo tempo).

Um dos tipos de problemas de légica matemdtica postos pelos
cérebros electrénicos, que exigem cada vez mais 0 concurso de
especialisias na matéria, € o seguinte:

Dada uma expressdo de célculo proposicional, reduzi-la a uma
expressdo minima, isto é, a uma expressao equivalente que requeira
o0 minimo de circuitos elementares (‘e’, "ou’ e 'ndgo’) e portanto o mi-
nimo de consumo energético do cérebro.

Consegue-se isto, aplicando as propriedades das opera¢oes 16gi-
cas, que vamos estudar, e cuja utilidade fundamental é: ECONOMIA
DE TEMPO, ECONOMIA DE PENSAMENTO, ECONOMIA DE
ESFORCO.

A titulo de exemplo observe-se que, das duas formulas anteriores
para definir a V b, a segunda é a mais econémica, visto que poupa
um circuito 'nao’.
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13. Propriedades da conjuncdo e da disjuneao. Conside-
remos a seguinte proposi¢ao:

"Carlos estuda e Pedro ouve musica ou I€'.

E 6bvio que esta proposicdo equivale 3 seguinte:

"Carlos estuda e Pedro ouve musica, ou Carlos estuda e Pedro [&'.

Usando as letras a, b, ¢, respectivamente, como abreviaturas das
proposi¢des "Carlos estuda’, ‘Pedro ouve musica’, ‘Pedro 1&°, a refe-
rida equivaléncia & traduzida pela formula:

afA(bVec) = (aAb)V (aAc)

E evidente que esta férmula & verdadeira, quaisquer que sejam
as proposicOes nos lugares das letras. Exprime-se este facto, dizendo
Que a conjuncdo é distributiva a respeito da disjungédo. Esta maneira
de dizer foi adoptada por analogia com o que sucede a respeito dos
nimeros; neste caso a multiplicacéo é distributiva a respeito da
adicao, isto é, tem-se:

a.{b+c) = (a.b)+ (a.c)

sendo a, b, ¢ nimeros quaisquer.

Muitas vezes, para comodidade de linguagem, a conjungdo tam-
bém é chamada produto légico, escrevendo-se entdo p.q (ler 'p vezes
a’), emvezde p A q. Por seu turno, a disjuncio é chamada soma
fogica, escrevendo-se p + ¢ (ler ‘p mais q') emvezde pV q. Neste
caso, os valores l6gicos V e F costumam ser designados pelos sim-
bolos 1 e 0. Entdo o produto Idgico coincide com o produto usual
no conjunto {0, 1 } , mas o mesmo ndo sucede com a soma lGgica,
vistoque VVV=Vouseal+1=1.

Note-se que a disjungdo também é distributiva a respeito da
conjuncéo:

PY@AD=@mEVAA(PVD
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Por exemplo, a proposi¢ao
'Qu chove ou faz vento e frio
equivale a afirmar as duas proposicoes:
‘Chove ou faz vento’ e ‘Chove ou faz frio'.

Pelo contrério, no caso dos numeros, a adicdo nao é distributiva
a respeito da multiplicacéo, isto é, ndo se tem geralmente

at+(b.c)=(a+b).{a+c)

Por exemplo, 3 + (2.5) # (3 + 2). (3 + 5).

Notemos, desde ja, o partido que se pode tirar destas propriedades
da conjuncio e da disjungdo nos cérebros electrénicos. Por exemplo,
traduzida a letra, a expresséo (a A b) V (a A ¢) conduz ao esquema
da fig. 5, enquanto a expressao equivalente a A (b V ¢) conduz ao
esquema da fig. 6: esta € pois mais econbmica, poupando um
circuito ‘e,

b —p— aAb
q

—~ - T
aA(bVe)
R (aAb)V(aAc) b
e I e el

Fig. 5 Fig. 6

Mas hé outras propriedades da adicdo e da multiplicacdo sobre
niimeros que se estendem a disjun¢do e & conjuncédo (sobre propo-
sicOes ou sobre valores 16gicos). Para fazer uma lista das propriedades
da conjunc¢do e da disjungdo, vamos supor que as letras, a, b, ¢ desig-
nam qualquer dos valores 16gicos V, F.
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A) Propriedades da conjuncédo

A conjuncido é comutativa, isto 6, tem-se sempre:
aAb=bAa
A conjuncédo € associativa, isto é, tem-se sempre:
(aAb)Ac=aA (bAc)
O elemento V é tal que:
aAV =a , gualguer que seja a (V ou F)

O elemento F é tal que:

a ANF=F , gqualguer que seja a

B)Y Propriedades da disjuncéo
A disjuncdo é comutativa;
aVb=DbV a
A disjuncao é associativa:
(avb)Vec=aV (bVc)
O elemento F é tal que:
aV F=a , qualquer que sgja a

O elemento V é tal que:

aVV V=V | qualguer que seja a
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C) Propriedades mistas (da conjungéo e da disjun¢éo)
5. A conjungio é distributiva a respeito da disjuncéo:
aA(bVec)=(@Ab)V (aAc)
5°. A disjuncéo é distributiva a respeito da conjungéo:
aV(bAc)y=(@Vb)A@Vc

A demonstra¢do destas propriedades pode reduzir-se a uma sim-
ples verificagdo, utilizando as tabuadas da conjun¢éo e da disjunc¢éo,
e considerando todas as substituicoes possiveis das letras a, b, ¢
por valores l6gicos. Com efeito, como cada letra sé pode ter dois
valores (V e F), tais substituic6es sdo em numero finito. Assim, por
exemplo, a propriedade comutativa da conjuncao resuita da respec-

tiva tabuada, notando que:

1) sea=V e b=V, vem a Ab=Db Aa=YV
2) sea=V e b=F vem a Ab=Db A a-=F
3) sea=F e b=V,vem a Ab=DbAa=F
4) sea=F e b=F vem a Ab=b A a=F

Analogamente, para a propriedade associativa:

1 se a=V, b=V e ¢c=V, vem
(@Ab) Ac=(VAV)AV=V e aA(bAC)=VANAV)=Y,
portanto (a Ab) Ac=a A (b Ac);

2) se a=V, b=F e ¢c=V, vem
(@aAbB)Ac=(VAF)AV=F e aA(bAc)=VA(FAV)=F,
portanto (@ Ab) Ac=a A(b Ac);

e assim por diante (neste caso o nimero de substituicOes possiveis
é 8).
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Deste modo, adquirimos a certeza de que todas as referidas pro-
priedades sao validas.

Note-se que, usando as notacGes a.b, a+ b, 1 e 0 (em vez das
notacbes a A b, aV b, V e F) as propriedades 3, 4, 3', 4/, relativas a
V e F tomam respectivamente a forma:

a.T=a , a.0=0 , a+0=a , a+1=1,

sendo a gualquer dos valores 16gicos. Destas propriedades, s6 a Gltima
ndo & verificada no caso da adigdo e da multiplicagdo usuais sobre
ndmeros.

As propriedades 3, 4, 3" e 4" exprimem-se respectivamente
dizendo: V é elemento neutro da conjung¢éo, F € elemento absorvente
da conjungéo, F é elemento neutro da disjun¢édo, V é elemento absor-
vente da disfuncéo.

As propriedades da conjuncéo e da disjuncdo revelam a harmonia
das leis do pensamento. Olhando para a lista anterior, um facto chama
logo a atengéo;

As propriedades da confuncédo e da disjuncdo sdo formalmente
idénticas, isto &, passa-se duma para as outras apenas mudando
!Af em .l'vl' e l’vf em !Fl-

Neste facto e em outros que serdo oportunamente apontados (que
ndo se verificam no caso das operagdes sobre nimeros) consiste ©
PRINCIPIO DA DUALIDADE LOGICA.

14. Propriedades da negaciao; suas relacoes com a con-
juncédo e a disjuncdo. A propriedade mais simples da negagdo
é a PROPRIEDADE DA DUPLA NEGAGAQ:

~~a=ga , gqualquer que sefa a

(isto é, a dupla negacdo equivale a afirmagio).
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Notemos, agora, que a negacao pode ser definida por meio da
seguinte propriedade da conjunc¢do e da disjuncéo:

Qualquer que sefa o valor logico a existe sempre um valor
légico x, e um sd, tal que

aAx=F e aVx=YV

E claro que este vafor x é precisamente o contrdrio de a ou
seja ~ a, igual a Fsea = V, igual a V se a = F. Teremos pois:

aA~a=F aV ~a=\V, qualquer que seja a.

Estas férmulas, aplicadas a proposigdes, traduzem sob nova forma
os principios da légica bivalente:

PRINCIPIO DA NAO CONTRADICAO. Dizer que uma proposi-
¢do é verdadeira e falsa ao mesmo tempo é sempre falso.

PRINCIPIO DO TERCEIRO EXCLUIDO. Dizer que uma propo-

sicdo ou & verdadeira ou é falsa é sempre verdadeiro.

Finalmente, é facil deduzir das tabelas de verdade as duas
seguintes propriedades:

~(@Ab)y=~aV~b , ~(aVb)=~aA~b

Supondo que nos lugares de a e b estdo proposigdes, estas
férmulas exprimem as duas seguintes leis do pensamento, chamadas
primeiras leis de DE MORGAN:

. Negar que duas dadas proposicées sdo ao mesmo tempo
verdadeiras equivale a afirmar que uma, pelo menos, é falsa.

Il. Negar que uma, pelo menos, de Zduas proposicdes é verda-
deira equivale a afirmar que ambas sao falsas,
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Por exemplo, a negacdo de ‘E inteligente e estuda’ equivale a
N3o é inteligente ou nio estuda’; a negacgao de 'E médico ou professor’
equivale a "Néo é médico e nédo ¢ professor’,

Estas propriedades podem exprimir-se ainda dizendo que a nega-
cdo transforma a conjuncdo em disjuncéo e a disjuncdo em conjungdo.
Assim, as leis de De Morgan explicam o ja referido PRINCIPIO DE
DUALIDADE LOGICA e mostram come é possivel definir a disjungdo
a partir da conjungédo e da negagdo, ou a conjuncéo a partir da dis-
juncdo e da negacéo: |

aVb=~{(~aA~b) , aAb=a~(~a\~Db)
Quer isto dizer que um cérebro electrénico poderia funcionar

apenas com dois tipos de circuitos elementares: circuitos de conjungéo
e de negacédo, ou circuitos de disjungido e de negacio.

15, Implicacdo material e deducio. Consideremos, por
exemplo, a frase:
‘Se Carlos ndo telefona, vem a hora marcada’.

Trata-se aqui duma proposi¢do (') que relaciona os valores
iégicos (ainda ndo conhecidos) das duas proposi¢oes:

a) 'Carlos ndo telefona’;

b) ‘Carlos vem 3 hora marcada’

de tal modo, que, se a primeira for verdadeira a segunda também

(') Supbde-se, como nos exemplos antetiores, que esta frase & dita em con-
digGes particulares que lhe conferem um significado preciso.
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serd verdadeira, mas, se a primeira for falsa, a segunda pode ser ver-
dadeira ou falsa (estd subentendido: ‘se Carlos telefona, pode vir
ou ndo a hora marcada’). Exprime-se este facto dizendo gue a pro-
posigdo a) impfica a proposi¢ao b) e escrevendo:

Carlos nao telefona = Carlos vem & hora marcada.

Dum modo geral, se no lugar das letras p, q estiverem duas
proposicfes, escrevereimos

p = q (ler 'p implica q'),

quando, e sé quando, se der um dos seguintes casos: 1) a pri-
meira é verdadeira e a segunda também; 2) a primeira é falsa e a
segunda é verdadeira; 3) a primeira éfalsa e a segunda é falsa.
Na férmula p = q a primeira proposi¢do diz-se antecedente e a segunda
consequente.

Deste modo, o sinal = traduz uma relacdo entre os valores 16gicos,
tendo-se por definigdo:

V=V, F=V, F=F

mas ndo V = F. Por outros termos: as formulas V=V, F=>VeF=F
sdo proposi_c—.ﬁes verdadeiras, enguanto a formula V = F é uma pro-
posicao falsa; isto é:

(V=>V)=V , (F=V)=YV

(F=F)=VvV , (VW=>F)=F

Mas é claro que, nestas condicOes, também se pode dizer que
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o sinal = representa uma operagdo sobre valores 16gicos (ou sobre
proposi¢des), a qual é definida pela seguinte tabuada:

a=>>b
b
vV F
da
v \Y F
F V VvV

Em qualquer dos casos, a relagdo ou operacido légica assim defi-
nida é chamada /mplicacdo. Mas convém, desde ji, notar que este
significado da palavra 'implica¢do’ se afasta, muitas vezes, do signi-
ficado usual. Por exemplo, ndés podemos dizer que a proposicdo
"7 é impar’ implica a proposicdo ‘Lisboa é uma cidade’, e escrever:

7 ¢é impar = Lisboa é uma cidade

visto que ambas as proposigdes sdo verdadeiras e V = V por defi-
ni¢do. Analogamente, podemos escrever:

2 + 3 = 7= Pedro Nunes descobriu o Brasil

visto que F = F, por definicdo. Mas isto nao significa, de modo
nenhum, que o facto de Lisboa ser uma cidade se deduz do facto
de 7 ser impar, ou que a proposicido 'Pedro Nunes descobriu o Brasil’
(falsa) é uma consequéncia da proposicdo ‘2 + 3 = 7° (igualmente
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F4

falsa). O que se afirma unicamente é uma relagdo entre os valores
Iégicos das proposi¢cdes, de acordo com a tabela anterior.

Para evitar confusbes com o significado usual das palavras
‘implica’ e ‘implicagdo’, a referida relacdo i6gica é muitas vezes cha-
mada “implicacdo material’ e o sinal ‘=" é traduzido por ‘implica
materialments’.

Todavia, a implicacdo material 56 tem geralmente interesse quando
se aplica a proposicées cujo valor Iégico ainda ndo é conhecido.
Ora, neste caso, corresponde exactamente ao conceito usual de impli-
cacéo.

E isto o que sucede, por exemplo, com a frase anterior ‘Se Carlos
néo telefona, vem & hora marcada’. Entende-se que os valores [6gicos
das proposi¢cGes 'Carlos ndo telefona’ e ‘Carlos vem & hora marcada’
ainda sa@o ignorados: sabe-se apenas que a primeira implica material-
mente a segunda.

Vejamos outro exemplo. Consideremos a proposicéo:

‘Se existem plantas em Marte, existem seres vivos em Marte’,
Esta é evidentemente verdadeira (1), embora ndo conhegamos o0s
valores 16gicos das proposi¢cdes "Existem piantas em Marte’, “Existem
seres vivos em Marte’; o que sabemos apenas & que a primeira implica
materialmente a segunda:

Existem plantas em Marte = Existem seres vivos em Marte

Mas, precisamente porque se desconhecem os valores das duas refe-
ridas proposigbes, a implicagdo material corresponde & ideia normal
da implicacio.

Seja agora a proposicao:

'Se Marte tem atmosfera, existem seres vivos em Marte'.

('} Admite-se evidentemente que a classe das plantas e a classe dos seres
vives estdo definidas mesmo fora da terra. Em caso contrério as proposigées naq
teriam sentido.
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Estd-se, pois, a afirmar o seguinte:

‘Marte tem atmosfera = Existem seres vivos em Marte'.

Mas, agora, ndo sabemos sequer se a implica¢do € verdadeira ou
falsa: sera falsa se Marte fem atmosfera e ndo existem seres
vivos em Marte; serd verdadeira, na hipdtese contraria.

Outro exemplo ainda. E bem f4cil determinar directamente o valor
|6gico de cada uma das proposicdes:

‘2% + 43 ¢ miltiplo de 6, ‘2% + 43 & mditiplo de 3'.

Porém, mesmo antes de o saber, j& podemos afirmar que a pri-
meira implica materialmente a segunda, isto é:

23 + 43 é multiplo de 6 = 22 + 43 é miitiplo de 3

visto que, como se prova em aritmética, todo o mdltiplo de 6 é mal-
tiplo de 3. Assim, mais uma vez, a implicagdo material concorda com
a implicagdo no sentido usual, em virtude das razbes atras apontadas.
Nestes casos, 0 sinal =, que geralmente se (& ‘implica’, substi-
tui com propriedade a palavra ‘se’ (conjungdo condicional), anteposta
3 proposicdo antecedente, Algumas vezes, para salientar a implicagdo,
em linguagem comum, antepde-se a palavra 'se’ & proposi¢ao ante-
cedente e a palavra ‘entdo’ a proposicdo consequente. Assim:

Se 23 + 43 é miltiplo de 6, entdo 23 + 43 & miltiplo de 3.

Ainda a propodsito deste exemplo, note-se que, se efectuarmos
os calculos, vemos gue a proposicdo antecedente é afinal verdadeira.,
Conclui-se entdo, sem necessidade de mais célculos, que a proposicdo
consequente também é verdadeira.

De um modo geral, quando, dadas duas proposicbes A e B, se
consegue averiguar, por um lado, que A = B e, por outro lado,
que A é verdadeira, conclui-se imediatamente que B também é ver-
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dadeira. Nisto mesmo consiste a deducdo /6gica ou raciocinio dedu-
tivo, numa das suas formas mais simples e mais frequentes, tanto em
matemética como na vida corrente.

0 esquema do raciocinio é o seguinte:

A = B (premissa maior)
A (premissa menor)

.. B (concluséo)

Aqui, o sinal .-. [é-se ‘logo’ e indica que a proposicdo B se
deduz logicamente das duas anteriores. Estas sdo chamadas premissas
do raciocinio (respectivamente premissa maior e premissa merior),
enquanto a ultima é chamada concfusdo. Na |dgica tradicional um
raciocinio deste tipo é denominado sifogismo condicional, regra de
deducdao ou modus ponens. Algumas vezes, a premissa menor é pre-

cedida da palavra ‘ora’, outras vezes é escrita simplesmente. Exemplos:

Se 23 + 43 é multiplo de 6, 23 + 42 & mlltiplo de 3.
4 Ora 23 + 43 é muitiplo de 6.
Logo 23 + 43 é miiltiplo de 3.

Se este animal é um peixe, tem guelras.

1 Ora este animal é um peixe.

Logo este animal tem guelras.

Se este livro tem uma folha dobrada, pertence-me.
¢ Este livro tem uma folha dobrada.

Logo este livro pertence-me.

Note-se que uma dedugio pode estar certa sem que as premissas
sejam necessariamente verdadeiras. E Sbvio que o facto de uma
deducido ser correcta ndo garante a verdade da concluséo.
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Mas também pode haver deducgdes erradas. As deducdes erradas
de tipo elementar sdo chamadas paralogismos. Um tipo de paralogismo
bastante frequente é 0 que se indica no seguinte esquema:

A=B
B

. A

Exemplo: ‘Se este animal é um peixe, tem guelras. Ora este animal
tem guelras. Logo é um peixe’.

Recordemos que, muitas vezes, para saber se uma conta estd
certa, recorremos & prova dos nove. Na realidade, estamos a seguir
um paralogismo, pois a prova pode dar certa, estando a conta errada:
0 mais que podemos dizer & que, se a conta estd certa, a prova tem de
dar certa, e que, se a prova da certa, € muito provavel que a conta
ndo esteja errada.

15a. Propriedades da implicacao; relagdes desta com as
outras operacoes l6gicas. Novos tipos de silogismo. Sejam
a, b, ¢ valores |6gicos quaisquer. Entdo & facil verificar, usando a
tabuada da implica¢do, que:

Sea=Db e b=c entdoa= ¢
ou seja, usando simbolos:

(a=b) A(b=c¢)= (a= ¢)

Exprime-se este facto, dizendo que a implicagdo é uma refagédo
transitiva. -
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Esta propriedade, aplicada a proposicoes, conduz a um novo
tipo de silogismo, descrito pelo seguinte esquema:

A= B

B = C ] premissas

A= C (conclusao)

Exemplo: "‘Se estudares, terds boas notas. Se tiveres boas notas,
dards alegria a teus pais. Portanto, se estudares, daras alegria a teus
pais’.

Usando as tabuadas da implicacdo, da disjuncdo e da negagdo,
que em seguida reproduzimos:

a=>b aVhb
Y vV | F Y V | F a ~a
d d
V | V| F v |V |V v F
F LV |V Flv | F F v

é facil verificar que se tem sempre:
(a=b)=bV ~a

Como se vé, esta propriedade permite exprimir a implicacdo na
disjuncdo e na negacdo (o que facilmente permite traduzi-la num
esquema de circuitos). Aplicada a proposictes, a férmula anterior
pode traduzir-se do seguinte modo:

Dizer que uma proposicdo implica outra proposicdo equivale a
dizer que ou a segunda € verdadeira ou a primeira é falsa.
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Por exemplo, dizer:

'Se este animal é um peixe, tem guelras’

equivale a dizer:

‘Ou este animal tem guelras ou nao é peixe’ (1).

Reciprocamente, a disjungdo pode exprimir-se na implicagdo e
na nega¢ao, como ¢ facil verificar:

ayvVvb=~a=h.

Assim, afirmar que uma, pelo menos, de duas proposicdes é
verdadeira, equivale a afirmar que, se uma delas é falsa, a outra é
verdadeira.

Esta propriedade d4 lugar a um novo tipo de raciocinio dedutivo,
chamado silogismo disjuntivo, que é descrito pelo esquema:

AV B .
~ A premissas

B (concluséo)

Exemplo: ‘Ou ele é mentiroso ou foi enganado. Ora ele nédo é
mentiroso. Logo foi enganado’.

Alias, podemos dizer a respeito da disjungéo o que j4 tinhamos dito
a respeito da implicacdo material: sd term gera/lmente interesse, quando
se desconhece o valor das proposicGes as quais se apfica (estas
dizem-se entdo hipdieses). Quando por exemplo escrevemos 3 € T,
estamos a afirmar que 3 < wou 3 = =, 0 que & verdade; mas, como

(1) Lembramos que h& peixes (dipndicos) que respiram por guelras e
pulmaoes.
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j& sabemos que 3 < w, parece inGtil a disjuncdo. Analogamente no
€aso em gue se escreve 3 < 3, etc.
As propriedades anteriores conduzem a esta outra:

Dizer que uma proposicdo implica outra equivale a dizer que,
se a sequnda é falsa, a primeira também ¢ falsa.

Isto &, simbolicamente:
(A= B) = (~B=~ A)

Nesta propriedade (que pode também ser verificada directamente),
baseia-se o tipo de silogismo chamado regra de conversio ou modus
tollens:

A

SR

B .

} premissas
B
A

ot

(concluséo)

Exemplo: ‘Se este animal € um peixe, tem guelras. Ora este animal
ndo tem guelras. Logo nao é um peixe'.

Por sua vez, da férmula (A= B) = (B V¥ ~ A) e das leis de
De Morgan, deduz-se:

~f(A=>B)=AA~B

isto é: dizer que A ndo implica B equivale a dizer que A é verda-
deira ¢ B ¢é falsa. '

Mas hé ainda outras propriedades que relacionam a implicacéo
com & conjungdo e com a disjuncdo. Assim, é facil ver que:

1. AAB=A 1" A>AVB

2. SeP=AeP=B,enticP=> A A B

2. SeA=>PeB= P, entacAY B=> P
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As propriedades 1 e 1’ dao lugar a sifogismos com uma s6 pre-
missa, como por exemplo este: ‘= é menor que 4; logo ® é menor
ou igual a 4°,

As propriedades 2 e 2’ ddo lugar a silogismos tais como:

‘Se estudares, dards alegria a teus pais. Se estudares, serés recom-
pensado. Logo, se estudares, dards alegria a teus pais e serds
recompensado’.

‘Se o0 ladrdo sai pela porta, € apanhado. Se foge para o telhado,
é apanhado. Logo, se sai pela porta ou foge para o telhado, é
apanhado’.

16. Equivaléncia material. Em vez de escrever A = B, pode-
mos também escrever, com 0 mesmo significado, B < A. O sinal <, que
representa a relacdo inversa da implicacdo, pode ler-se ‘é implicado
por’, ‘se’, "desde que’, ‘contanto que’, etc. Assim, a frase:

"Vem, se néo teiefona’
pode escrever-se

"VYem <« ndo telefona’.

Suponhamos que se tem ao mesmo tempo

A=>BeA<«B,

estando as letras a indicar proposicdes quaisquer. Entdo é claro que
as proposi¢des sdo equivalentes, isto é, sdo ambas verdadeiras ou
ambas falsas . Para exprimir este facto, temos escrito até aqui A = B,
em que o sinal = estd a exprimir identidade entre os valores 16gicos
das proposicoes. Porém, neste caso particular, a relagdo de identidade
chama-se equivaléncia material e convém muitas vezes representd-la
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pelo sinal <, que se & ‘equivale a’. Tal como a implicacdo, a equi-
valéncia material € ao mesmo tempo uma relagdo e uma operacao.
Tem-se, com efeito:

(Ve V) =V, (Fe< F) =V
(V< F) = F, (F«+ V) =F

donde, a tabuada:

X <y
Y
Vv F
X
vV \'4 F
F F \Y

Desde logo se vé que, ao contrario do que sucede com a impli-
cacao, a equivaléncia é simétrica (ou comutativa), isto é:

(x<=y) = (y< x).

Esta operagdo reduz-se as anteriores, de acordo com qualquer
das férmulas:

(a<b) = (a= b) A (b= a)
(a<=b) =(aAb)V (~a A ~ D)

Esta dltima férmula mostra que a equivaléncia é o contrario da
disjun¢do exclusiva, visto que:

~{asb)=~(@aAb)A(aVvb)=aVb
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E f4cil assim imaginar uma associagio de circuitos elementares
que efectue esta operagao.

Tal como a implicacdo, a equivaléncia material de duas propo-
sicdes s6 tem geralmente interesse enquanto se aplica a proposicdes
cujo valor l6gico é ignorado. Neste caso, o sinal < pode traduzir-se
pela expressdo ‘se e s6 se’. Por exemplo, a proposicdo 'Este animal
€ um peixe, se ¢ s6 se tem guelras e escamas’ exprime equivaléncia
entre duas proposigoes, das quais se ignora ainda o valor légico.
Poderiamos também escrever:

‘Este animal é um peixe < tem guelras e escamas’

Dizem-se bicondicionais as proposigGes de equivaléncia como a
anterior,

CONVENCAOQO. Como abreviatura da expressio ‘se e sé se’
escreveremos ‘sse’.

Vimos atrds que se tem sempre (A = B) < ( ~ B = ~ A).
Para a equivaléncia vira entdo:

(A< B) < ( ~ A< ~ B)

isto &é: a equivaléncia de duas proposicbes equivale sempre a equi-
valéncia das suas negagdes.

Assim, a equivaléncia A <> B fornece quatro formas correctas de
silogismo: podemos deduzir B de A, Ade B, ~ Ade ~ Be~ B
de ~ A:

A< B A< B A< B A< B
A B ~ A ~ B
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Exemplos:

‘Este triangulo tem os lados iguais, sse tem os dngulos iguais.
Ora este tridngulo tem os lados iguais. Logo tem os angulos iguais’.
‘Este animal é um peixe, sse tem escamas e guelras. Ora este
animal ndao é peixe. Logo ndo tem escamas ou ndo tem guelras’,

17. Polissilogismos. Deducao e inducdo. Teorias dedu-
tivas. Consideremos as seguintes proposicoes:

1) Se o ladrao saiu pela porta da rua, foi apanhado.

2) Se o ladrdo saiu pela varanda do quintal, foi apanhado.

3) Logo, se o ladrdo saiu pela porta da rua ou pela varanda do
quintal, foi apanhado.

4) Mas, se o ladrdo foi apanhado, esta preso.

B) Ora o ladrdo nao esta preso.

B) Logo ndo foi apanhado.

7) Logo néo saiu pela porta da rua nem pela varanda do quintal.

8) Mas, se o ladrdo ndo saiu pela porta da rua nem pela varanda
do quintal, esta escondido.

9) Logo o ladrio estd escondido.

Estas proposicées formam uma cadeia de silogismos (ou um
polissilogismo), isto é, uma sucessido de silogismos, em que as con-
clusdes de uns servem de premissas a outros. Assim, o primeiro silo-
gismo tem 1) e 2) por premissas e 3) por conclusido; o segundo
tem 4) e 5) por premissas e 6) por conclusédo; o terceiro tem 3)
e 6) por premissas e 7) por conclusdo; o quarto e dltimo tem 7)
e 8) por premissas € 9) por conclusdo.

Poderiamos também dizer que silogismo é deducdo imediata,
enquanto polissilogismo é deducdo mediata.

Dum modo geral, a dedugcdo (ou raciocinio dedutivo) constitui
o método caracteristico da matemética, para a obtengdo de novos
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conhecimentos. Este método assemelha-se um pouco ao que é usado
pelos detectives para descobrir a verdade num dado acontecimento
envolvido em mistério.

A deducéo contrapbe-se a inducdo, que constitui o método fun-
damental usado pelas ciéncias de observacdo e de experiéncia, para
0 estabelecimento de /Jeis, isto 6, de factos cientificos. Por exemplo,
a lei:

'Todo o peixe tem vértebras’

nao é demonstrada como um teorema de maternatica: foi estabelecida
por inducdo. Quer isto dizer 0 seguinie: como todos os peixes obser-
vados tém vértebras, conclui-se gue sera sempre assim em fodos os
peixes que vierem a aparecer. A inducdo é também chamada racio-
cinio indutivo, mas é evidente que ndo tem a seguranca do raciocinio
dedutivo; na realidade assemelha-se a um paralogismo: conclui-se
do particular para o geral, o que, segundo a l6gica dedutiva, ndo
é lfcito. Dai o caracter contingente das referidas leis, em contraste
com o carécter de cerfeza absoluta que se atribui 3as dedugbes da
matematica.

Se, porventura, aparecer um peixe sem vértebras, dir-se-& que este
caso € uma anomalia, uma monstruosidade que nao conta e entdo
a lei anterior serd corrigida, dizendo ‘Todo o peixe normal tem vér-
tebras” ou "Em condigfes normais, todo o peixe tem vértebras’. O carac-
ter contingente das leis assim estabelecidas é bem expresso pelo
-aforismo popular: ndo ha regra sem excepcao.

Nas ciéncias fisico-quimicas encontramos a cada passo exem-
plos anélogos. Por exemplo, a lei:

‘O volume dum gés diminui com a pressdo e aumenta com a
temperatura’,

foi estabelecida por indugdo, a partir dum grande namero de casos
em que se verificou. Mas quem nos garanie que, em casos ou circuns-
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téncias muito especiais, ndo deixe de verificar-se ? Alias, trata-se apenas
duma /ei gualitativa, pouco precisa. Em experiéncias de maior pre-
cisdo, Mariotte e Gay-Lussac chegaram a /ei quantitativa que tem o
seu nome e se estuda em fisica. Porém, é sabido que nenhum gas
segue rigorosamente essa lei, também conhecida por /ei dos gases
perfeitos, porque se convencionou chamar gds perfeito a um gés
ideal que a seguisse rigorosamente. Assim, n&o existem gases perfeitos.
mas apenas gases que se aproximam mais ou menos desse ¢aso ideal,

Tornando ao raciocinio dedutivo, observemos que, quando um
facto é estabelecido por deduc¢ao, é deduzido de cutro ou de outros
anteriormente estabelecidos. Estes, por sua vez, podem ter sido dedu-
zidos de factos precedentes. Mas é evidente que tal processo h&-de
ter um principio, isto é, tem de haver premissas iniciais, que ndo sao
deduzidas de outros factos. E, se ndo deduzidas, sd0 necessariamente
estabelecidas por outro método:

— ou por informagéo directa
— ou por indugédo

— Ou por intuigéo

— Ou por conjectura.

A intuicdo é uma espécie de visdo mental que nos faculta o
conheciniento directo dos factos. Na realidade, trata-se muitas vezes
duma inducdo efectuada de maneira mais ou menos inconsciente, a
partir de um grande nimero de experiéncias quotidianas. Tal é o caso
da intuicdo geométrica, que nos faz ver, por exemplo, que duas rectas
dum plano perpendiculares a uma terceira sdo sempre paralelas entre si.

A conjectura € um método muito usado em fisica, principaimente
em fisica atémica: os factos observados levam a imaginar certas
hipdteses, que os expliquem. Essas hipdteses ndo sdo directamnente
verificaveis pela experiéncia, mas apenas indirectamente, por factos
que delas possam ser deduzidas. Mais uma vez estamos perante uma
espécie de paralogismo: as conclusoes podem estar certas, mas as
premissas erradas.
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