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SOBRE

A

DINAMICA DOS SISTEMAS HOLONOMOS

CAPITULO |

Principio de Hamilton. Equag¢gdes canénicas

1. Generalidades. — Os sistemas materiais de liga¢des bila~
terais, holénomas ou n#o, que satisfazem a condigfo dos traba-
thos virtuais, tdm os movimentos regidos pela equacio geral da
Dindmica

A= _HAN|§W|QMVW&+AN|§WWIVWQ+ANl%..WVmN H_"o.

Quando as notacSes e designac¢Bes que empregarmos neste tra-
balbo forem as que usam APPELL (1) e LEVI-CIviTA (3), dis-
pensamo-nos de explicd-las pormenorizadamente. Outro tanto
faremos quando entendermos que sdo suficientemente inteli-
giveis.

(1) APrpELL, T'raité de Mécanique Rationnelle.
(%) LEvI-CiviTA, Lezioni di Meccanica Razionale.
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Uma transformacio cldssica do primeiro membro da equa-
¢do anterior leva as importantes equa¢Ses de LAGRANGE

&@Hq @S .
|A|v| =) ?Hrw,::i,

onde estio introduzidos os n pardmetros lagrangeanos ¢, e as:
forgas generalizadas @);.

Ixistem outras formas condensadas das leis dos movimen-
tos dos sistemas em questfio, eqiiivalentes, bem entendido, ao-
principio de D’ALEMBERT, mas que se prestam, por vezes, a enun-
ciar propriedades caracteristicas dos movimentos naturais, as
quais nio se enunciariam facilmente através da expressido do-
.mesmo principio. LEVI-CIVITA dedica, no seu tratado de Me-
cinica, um extenso capitulo ao estudo dessas formas ou prin-
cipios gerais.

Seja um movimento natural do sistema. Definamos uma
familia qualquer de movimentos sincronos (compativeis com as
ligagGes), com extremos variados, da qual faca parte o movi-
mento natural. Partindo déste, temos a relaciio

3 AC
t, t . .
() ;; E:H;; > (F P, —m,a,5P,)at=0,
“ a

Y i=1

onde P, é o vector que leva do ponto P; ao seu variado, F, é a
forca aplicada em P, e @, é a aceleragio do mesmo ponto. E desta
relacio deduz-se

t, e . R
| K“H% AM _“..WJ.+§V%IAM s,.s.%@.v —o0,
ao ~ﬁo —

t=1 7

(1) Notagdo vectorial do livro de EGNELL citado adiante.

pois, sendo v, a velocidade de P,, é M:ﬁ. v, ﬂ&ﬂwﬂ. N#o deve

ignalmente esquecer-se que o simbolo 8 é permutivel com d.
O principio de HAMILTON é precisamente caracterizado pela

igualdade

t

_‘H Awﬂ+ > J..mﬂ..v dt=0,
t

0

a qual traduz uma condigdo realizada pelos movimentos naturais
em confronto com os movimentos variados sincronos que levam
o sistema da mesma configuracdo inicial & mesma configuracdo
final.

O teorema reciproco resulta de que, sendo verificada a rela-
cdo anterior, é verificada a relacio (1), e um raciocinio ficil vai
mostrar que é

o/

3
>“ M A—u».mﬁ.|§mﬂs.|-ve.vuo.
i=1

Temos de verificar que o valor de A é nulo em cada ins-
tante 1, compreendido entre £, e Z,, qualquer que seja o modo
como se tenham escolhido as funcSes 3P, (com a restrigéo, ape-
nas, das ligag8es).

Seja r o numero destas ligagSes; o numero de pardmetros
independentes serd 3n —7 e as componentes das deslocagGes
oP, obtém-se afectando linearmente de coeficientes arbitrarios
Ay, Ay e, w{lq certas deslocac8es particulares, em nimero de

3n —r. Représentemos com X, os valores a dar aos A, no instante t
para se obterem os valores préviamente atribuidos no mesmo
instante as func¢Ses oP,.

Seja t, <t <t<1?'<t; escolhamos os coeficientes X, de
modo que sdomente sejam diferentes de zero no intervalo (7, ¢")

]

e satisfacam & condigdo anterior. Entéo

%
% AdE=0.
N\



O primeiro teorema da média (cuja possibilidade de aplicaco
se admite) da

A" (1 —ty=0.

O valor A’ de A no instante T serd necessariamente nulo, visto
que ¢ e t’ se podem escolher tio proximos de t quanto se

queira.
Para fazermos uma aplica¢io imediata (1), consideremos um

sistema para o qual é

— R R R a.
M F;? @.HM ; 35, oT= M Aw@.é@]_'os.ﬂofv.

e as equagles do movimento séo, pois,

ac;
Ilalwmnﬁm (t=1,2,...,n),
dt

ou sejam as equacdes de LAGRANGE no caso dos sistemas hold-
nomos.

(1) — Para uma interessante aplicagiio do principio de HAMILTON ao
Electromagnetismo, veja-se <RODRIGO DE BEIRES, 4 origem das equacoes
fundamentais da teoria electrénica ». Ha, todavia, necessidade duma hip6tese
ulterior.

— Para a teoria dinamica do Electromagnetismo, pode ver-se igual-
mente «E. CARVALLO, U Electricité déduite de Uexpérience et ramenée au prin-
cipe des travaux virtuels» (colecgio Scientia).

Tratando-se dum sistema conservativo, o principio de HAMIL-
TON exprime-se pela férmula variacional

65=0,

onde

t

QH%HE? L=T4U.
1
0

A foérmula variacional 98§=0 nHo eqiiivale as equages de
LAGRANGE somente no caso dindmico em referéncia. Dum modo
geral, hd eqiivaléncia (no sentido preciso j4 indicado) entre
a igualdade

+
&H Ldt=0,
no

e o sistema lagrangeano generalizado

" 4 (L) sk,
at \ d¢! og;

como resulta duma proposi¢gio simples de Cilculo das varia-
¢des (1), ou pode demonstrar-se por um método anilogo ao que
acaba de ser exposto. E éste resultado subsiste mesmo que o sis-
tema lagrangeano néo seja mormal, como, por exemplo, no caso
de ser L uma funcio homogénea do primeiro grau nos g;. Se,
além disso, L é independente do tempo, a eqiiivaléncia indicada
serve para precisar que o sistema lagrangeano é redutivel a um
sistema da mesma forma, com n —1 equacdes.

(1) Para o método das variagdes de LAGRANGE pode ver-se < GOMES
TEIXEIRA, tomo I do Curso de Andlise Infinitesimals. Veja-se igualmente
0 < Précis> de BOULIGAND citado adiante.



Consideremos os ¢; como coordenadas dum espago E, a n
dimens3es. Uma solucio de (1') representa uma curva C de

E eé

mmnm.‘_ L(g,dq,,dq5y...,d7,)=0,
C

a férmula variacional que define a totalidade das trajectorias.
Tomando ¢, como varidvel independente, temos

1
q dg dq,
w@”w".xﬁhﬂ H_...,|:\|Hv_v&\~:”oq

—
QM RQS NS:

onde ¢, ¢!, sfo os valores de ¢, nos extremos de C.

Esta igualdade é eqiiivalente a um sistema lagrangeano,
que definird ¢,, ..., g,_, em funcio de ¢, , independentemente do
tempo. Subsiste entfio a possibilidade de juntar ao sistema pro-
posto uma lei temporal arbitrdria. LEVI-CIVITA deduz daf as
propriedades dos movimentos espontineos. Nao nos alongamos,
porque trataremos o assunto por outra via.

2. Convengdes. — Para evitar repeti¢des intteis, anotamos
aqui o seguinte: chamaremos sistema § um sistema holénomo,
de ligacSes perfeitas, no qual as forcas e as ligaces dependem
do tempo; sistema X um sistema em que &sses elementos s&o
independentes do tempo; sistemas S’ e sistemas X/ os sistemas
andlogos para os quais ha fungio de forca. Em nenhum caso
suporemos que as forcas dependerio das velocidades lagran-
geanas.

3. Teorema de Cartan. —CARTAN (Legons sur les tnvariants
intégrauax) substitui ao principio de HAMILTON, no caso dos sis-
temas §’, um principio eqiiivalente, como vamos ver.

Exponhamos o célculo desde o inicio.

Consideremos uma familia de movimentos a um parime-
tro % e suponhamos que f, e f,, bem como os valores iniciais

=1

-0 finais dos pardmetros ¢;, sdo igualmente fun¢Ges de A. A varia-
8o 9k corresponde a variacio

38 = ﬁw M m (x/? +.&\w+%v+~@ o, —
t=1,
t
— _,rw M Q.;R\ml_uw\w._.w\mvl_lﬁg oty + M m AR&&:T.Q&%ITN&NV Ly
t=t, to

£
+,‘. _Hwﬁ..l M m Aa:wanTm\&.cv_thwNvH_ dt,

0

que, atendendo as igualdades

Fai By,

pode escrever-se
*H

(1) 38=Tlw3], —[wsly+ ,_, _“ sU — M§ (allox 4 'y + 2'132) H_ dt,
to _

pondo

EWHMS (x'3x 4+ y'dy + 2/52) — ﬂ W M m (a4 g 2?%) — QH at.

A férmula (1) demonstra o principio de HAMILTON e d&
38 =(wy), —(v3), quando se parte duma trajectéria real e se
consideram extremos e tempos variados. Considerando parti-
cularmente um tubo de trajectdrias descritas no intervalo de
tempo (%, t,), varidvel com A, como é nula a variacio da acgdo
‘hamiltoniana quando se regressa & trajectéria inicial, vé-se que

I3

o integral % oz 6 um <nvariante integral para as equagoes do

amovimento, no sentido preciso seguinte: imaginemos o espag¢o



dos estados onde as coordenadas correntes sfo (z, y, 2, &/, ¢/, &/, t}
e a variedade désse espaco definidapelas ligagSes; dado um tubo
de trajectérias (assentes na variedade), o integral % oy é indepen-
dente da curva fechada que faz o contérno do tubo e depende
s6 do tubo.

A expressio diferencial oy d4 CARTAN o nome de «fensor
quantidade de movimento energia>; e a propriedade demonstrada
constitui o principio a que se aludiu. Veremos, com efeito, que-
ela caracteriza as equa¢es do movimento. Empreguemos os para-
metros ¢; e ponhamos L =T+ U. Serad

oL oL
wm”A —3 V L, ot — L3t ,‘, Me —Hl||ﬂ vu&
o % )+ 0%+ 2; %4 o

3.

igualdade donde se deduzem as equactes de LAGRANGE. Uma
transformacio ji empregada dd ainda

3§ = w M &@ AM QJHIHV_ B, M _
:
w

‘
R NN oL
+] Moi||lﬁhv?
t dg; Al \ dg}
donde se conclui, introduzindo a energia generalizada H =

IM&@MIH

oL

wy= Iom. Het.
dg}

Mediante a transformagio invertivel (por hipétese) de
PoissoN
oL

.Nvo.nlw Am“H.wu...,qu
@m'.

onde sio introduzidos os momentos p;,, um raciocinio cldssico
de HAMILTON leva as equagdes candnicas

eqiiivalentes as equagtes de LAGRANGE.
Vamos estabelecer as equacBes anteriores, servindo-nos da

propriedade indicada do integral ,_; w3, 0 que nos levard a reci-

proca que temos em vista. Seja o sistema diferencial

dg, dg,, dp, dp,,  at

_—— —_——— = —_——— =

Q, Q. P B, T

onde os denominadores sio func¢bes dos p, ¢, f, que admite o
invariante NH.‘.B M%mmlmg Imaginemos no espago dos p, g, ¢
) , . .
um tubo de curvas integrais parametrado por meio das varid-
veis A, T, de sorte que . = const. represente uma curva integral.
Seja « o periodo de A. A varidvel t pode escolher-se de modo
que as curvas tT=consb. constitnam uma sucesséo escolhida.
Quando k varia de « a curva = const. fecha-se. Ao longo duma
curva integral é

day t

@ T
onde 1 é uma funcio de ponto. A variagio dt corresponde a
variacio

in? M (dp, 39, — dg; op;) + dt 3 H — dH,
©

nula por hipétese, quaisquer que sejam a curva C e a funcio jr..
Concluimos

o+ Ear—o, l%l.wm&ro am — 2 g —o,

dq; ap; ot



10

mas devemos observar que a tltima equagio é conseqtiéncia das
anteriores.

4. Transforma¢des candnicas. — Um sistema de variiveis
7, %, ligadas a p,, ¢;, ¢ por 2 n equacSes, leva a um sistema de
equacles candnicas, se existe uma relagio diferencial da forma

M p; ;= Mﬁ.?.i_. H, 5t + 32,

onde H, e Q sio funcdes de todas as varidveis. E o que resulta
de ser o sistema de equac¢Bes candnicas o sistema associado do

pfaffiano M p;%q,— HOt. Para ligar éste resultado ao principio
de CARTAN, escrevamos a relagio

) M@..g..lmznMﬁ.ﬁlﬁmlmozl.%.

Tendo em vista que ao longo duma curva fechada é ,ﬁ 30 =0, vé-se

imediatamente que é

3 1]

— _

dr; O(H— H,) dx, o(H— H,)
— T ———

dt Ox; dt on,

13 1

e a forma candnica é, pois, conservada. A nova fungdo caracte-
ﬁmﬁom é H—H,.

E clissica uma maneira de satisfazer & relacio (2). Seja V
ama fungdo dos 2n-+ 1 argumentos ¢, , ¢, e ponhamos

w_ o _
da; oy
N FV s
Se f6r diferente de zero o hesseano ool | K estas relacGes, que
7; 0%

s80 invertiveis, definem uma transformagio candnica. A nova
funcio caracteristica 6 H+ 9V/df. Quando a fungio caracteris-

11

tica é conservada, tem-se uma mudanca completamente canénica.
A importancia das transformacSes dos sistemas candnicos leva-
-nos a apresentar ainda os dois pardgrafos seguintes.

5. Transformagdes diversas. — Tomando 2n varidveis quais-
quer z,, 2,, ..., 2, ligadas a p, ¢, ¢, um chleulo ficil leva as
equag¢des transformadas

d
l+§_:+Mh§,ino,

9z,

onde introduzimos os conhecidos paréntesis de LAGRANGE. Estas
dz
equac8es sio sempre resoliveis em ordem as derivadas MN. .
Os paréntesis podem substituir-se (ANDOYER, Mécanique
Qéleste ). Designemos com u, v, ... as varidveis z,, ¢, e seja K

uma funcfo arbitriria de w, v,...; pondo
@? ,
FrmCr G M pi— H =H—1J,,
ou

as equac8es anteriores ddo imediatamente

o7,
oH/ u? &NN z)
e M A ——1)—o.
0z, 9z, 0z,

Suponhamos que as varidveis z se partem em dois grupos:
dum lado %, e doutro =, sendo J Io e ,N Unicamente fungio
dos %, e do tempo. As m@ﬁmmamm munoﬁogm cindem-se igual-
mente em dois grupos

Ho.
Oy, Ty 7 o, dt

WmhuTa.@w |_..M &wa & E| @,u.\..‘. &lxl
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50 pusermos &.HH\.; temos o novo sistema candnico
, i

=

ds oH/! «?a oH! .
— v

a ey it om,

e a transformagéo serd completamente candnica na hipétese J,=0.

Assim, se supusermos os ¢; unicamente fungdes dos %, e do

tempo, outro tanto sucedendo a K, néo temos mais do que asso-
oK 9g;

ciar aos x; as varidveis Ju; = &= + MF 5, para termos uma
i 5 i

transformacfio candnica. Se os ¢; forem lineares e homogéneos

dos x,, com coeficientes constantes, tomaremos K =0, de sorte que,

d
sendo ;= M p;— % , 6 verificada a relacio M T x,.HM v; q;- Estas

tltimas QmummoaBmmamm constituem um caso particular das frans-

Jormagioes homogéneas, para as quais é M Prdq, = M M, dx,, .

6. Aplicagdo. —Para fazermos uma aplica¢do da férmula
geral (3), util em Mecinica Celeste, tomemos o sistema canénico

dx; dy.
@ _ OF i . OF (i=1,2...,n),
dt 0y, dt QH

e suponhamos que em F figuram duas séries de parimetros
o, §,... dum lado, p/, v/, ... doutro lado, podendo os da pri-
meira série figurar isoladamente e encontrando-se os da segunda
pelas combina¢Ses M'=m/t+ p/, N'=w't+v,..., onde ', n'...
sio fungdes de «, B/,.... Suponhamos mais que, depois de feita
a integracdo do sistema, as constantes de integracdo se partem
em dois grupos andlogos «, B,..., u, v,... figurando as do
segundo grupo sob a forma M=mi+p, N=ni+v,... onde
m, n,... sdo funcdes de «, B,..., «, f/,.... Quanto as do pri-
meiro grupo, podem figurar isoladamente.

13

Representemos com %, v,... as quantidades ¢, o, ¥,...,
M, N,...,a,B,..., M, N,... e seja K uma func¢io arbitriria
de u, v,.... Introduzamos os simbolos 8 e d de derivadas par-
ciais, 0 primeiro a empregar quando as funcSes se exprimem
sem substituir z;, y; pelos resultados da integragio, e o outro
quando essa substituicdo se faz. K

ox; dy.
mmu o§+MAo§ om.bv,

Su %y; Ou

e, atendendo ao sistema candnico,

9F _3F
ou ou

) +ltul+ Y m{Mul+ Y [ M, ul,

onde os ¥ X tém significado evidente.
Continuando a empregar as funcSes J, ponhamos

FN.n”.NﬂITeIva\nN.ElMSiQNS:

onde ¢ é uma fungio de u, v,.... Esta relagio restringe a
fun¢io K e, mediante ela, a igualdade (4) escreve-se

&.\S om.. @\
®) — = + —— ,NE M 2 Ty
dt ou

Atendendo a que 6
0K @aﬁ.|m. o M‘ dx;
|@|ﬁ+M$@lhl . IM§A&§+L$|~MvI

IMEA&S.TMS &Sv

vé-se que &

ﬂlw._.e Mm\.||v
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e esta relagiio, pondo de parte uma funcio de «, Bmomman B . - .y
escolhida que seja a funcio @, determina K.
Se as fancdes m/, ', ... m, M, ..., sio identicamente nulas,

e tomarmos para ® uma fung¢io independente de 7 e das cons-
tantes de integracio, a formula (3) mostra que os J.J relativos

4s mesmas constantes (que agora representaremos com B.yBiy vves
B,,) sdo constantes. Como conseqiiéncia, vé-se que a mesma pro-
priedade cabe aos paréntesis [B, B;]. Déste modo, se tomarmos
no sistema candnico

dr;  oH dy;  oH
==, =

dt 9Y; dt ox;

—

para novas varidveis as constantes de integracido do sistema pri-
mitivo, o sistema transformado fica sob a forma

szfMA&bbﬁ@u .
%a \.@@. ma&

onde sio independentes de ¢ os coeficientes das derivadas

i

dt

O integral generalizado da energia ¢ consequencia da rela-
o« OF OF
A...N_U —— =

db at :
G B0 &8 as o

Quando as funcdes w/,..., m,... ndo sdo nulas, tomemos

3 POk r -1 B . a 2]
unicamente funcio de o, B,..., %, .. .. Conclui-se que 0s /4,
sfio constantes e que 0s J,, Jg, ... 580 funcbes lineares do tempo,

resultado que deve aproximar-se do anterior. O integral da ener-
gia é substituido do modo seguinte: é

ay F _ 4

s Y (F—3xwmJ ‘Y
at ot &A i

de sorte que, se F nfio contém o tempo a n&o ser por intermédio
de M', N,..., a funcio F —Xm'J,, é constante.

Passemos agora a dar algumas proposi¢c8es gerais relativas
4 integragfo dos sistemas candnicos. Suporemos tratar-se dum
sistema da forma primeiramente indicada

% _ oH & oH
dt 0g;

-V

dt op;

t

7. Método de Hamilton-Jacobi.— Tomemos para a fungio V
do § 4 um integral completo da equacio

oV oV
6 H{q, 2,1+ —=0.
i A? dq Vn_l ot

Um tal integral depende de m constantes x, %,, ..., %, e é dife-

n
: | v | :
rente de zero o determinante y= ‘ . O sistema trans-
| og; O,
formado admite o integral geral
Z,—=a T, =2b

onde a; e b, sio constantes. O sistema proposto admite o in-
tegral
oT ov_

||”.%n.« =— TRy

dg; 0z,

onde os %, %, sdo as constantes a;, b,.

No caso de ser H independente do tempo, deun POINCARE
o método seguinte:

Transformemos a equacio (6) pela relagio V=—Et+W,
sendo £ constante e W uma fun¢io independente do tempo.
Temos

© #(a2)-,
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L S

basta procurar um integral T dependente de n constantes %;
e

L +0. O segundo membro deve con-
9q; @x._.

e tal que seja v, =

i a fungdo das
siderar-se uma constante, que mals tarde 6 uma fung

.constantes #;.

diferente:
ACOBI procedeu de modo L
.WuoﬁoaBmMmBOm um integral de (7) que dependa de n —1 cons

20,36, j=1,2 ..., n—1)

tantes e tal que seja V' = dg; 0%

o} MHQOHNHH@O h como a OOGW-.W:_O A—Q
MNOWHAHVGHHHO Se cOHumON.u con

o . LEVI-
4 g — 0. Temos, com
ordem n, que 6 v F 0. Suponhamo . +
~CIVITA, S __
oq, 0
- . |
V= oH v K 8 _
&uﬁ QQM _
2
og W oH oW L
o, o, 0q,0n 0g. 0E |
_ op,, dg,, 0%, op, 1, 0%, op,, 97, |,
ilti 1 bs-
determinante no qual os elementos da dltima linha podem su
tituir-se pelos seguintes
sy OW N 4 om SV
PR ey e Y el
M dp; ;0% op; 0g; 0%y op; 0g;

ra a mﬂ 1aca0 { n_Cmﬁth —W‘_.Hm 0 _;_wmh_u.m_.—ﬂ uuwmu.u.—r..—.c & HH:WO_vO:I
O T nm- ﬁ v

&mb._uaw n“—O‘.w .w__m e mm.m ﬁ.OHHm_”M.U_ _w_um_ i pomuo‘—m mwmn =] _.H.murlw:.._._._.ﬁ.m.o AW.O HDHQI
OHm.— : . SA8S1m h_ 8 8 XC H.u a0
1= f. ] as ._..—Nﬂ%u.ﬁwmnwm( u.—H—WGH...—D_.Gm sa0 ”_:u.—.wuuv a © epcC
A”—m_. .—.H:._.Bmﬂ_ Amﬁ.m & Hm._.“_.m.,_. el d.;:.w:.—m;ou © HVOQOBOM escrever

d"d:mm‘\@%:,

donde se conclui o teorema em questdo.

o At .

——
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Fazendo intervir os integrais completos, h4 necessidade de
-dar ao menos uma proposigio geral que leve & sua determina-
‘¢8o. Partamos dos resultados seguintes:

«) Os integrais comuns as equa¢des dum sistema linear
homogéneo da forma

V‘.ADHQ.’&“ILvQ. l@th...nTa. Imhno (i=12,...,r<<n),

23 T,
4 ox, % Oz, ®dr,

sio sempre 0s integrais comuns dum sistema completo de CLEBSCH,
‘que ¢ equiivalente a um sistema jacobiano (GOURSAT, Cours &’ Ana-
lyse Mathématique) (1);

f) A integracio dum sistema completo de » equacdes como
as anteriores é redutivel & integra¢io duma equacfo linear homo-
génea com n —# -+ 1 varidveis independentes.

8. sistemas nio lineares. — Tratando de sistemas nio linea-

res, vamos supor, o que 6 sempre possivel, que nfo intervém
a funcio desconhecida. Seja o sistema

9, . —
NMA&:R.T..JS:WENTSMM...v.mu:v”O“ %”.ﬁ? As”f mu...“w.Avpv.
i

Um integral do sistema ¢ integral das equagBes (F,, Fg)=0,
‘cujos primeiros membros sio os paréntesis de POISSON.
Juntando &s equages propostas as equactes distintas delas
da forma (F,, Fg)=0, e repetindo o método sdbre o novo sis-
tema assim formado, chega a reconhecer-se a impossibilidade do
problema ou a formar-se um nimero m < n de equacdes tais que
as novas relagdes (F,, Fg)=0 sio conseqiiéncias delas, quando
ndo sdo relacdes idénticas. Se ao sistema proposto se substituir
o sistema eqiivalente que resulta de resolver as equacles em

(1) O sistema em questiio diz-se completo, se os primeiros membros

-das equagios X, —.H:. & Q —X, — X, ( xL =0 sdo combina¢des lineares dos

primeiros membros das equagles do sistema. E diz-se jacobiano, se as igual-

-dades anteriores séo identidades,

3
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’

i { mo €
ordem a r das derivadas p; (o que é sempre .@Oww:wor co :
sabido da teoria dos determinantes funcionais), obtemos, po

exemplo, o sistema
= i=1,2,...,7);
ﬁ_ulﬁ..ﬁ.%fR.wu....Stw%sx*nt...v@:vlo (i PR ) )5
. . u o T
e aplicando o método anterior, obtém-se equagdes distintas,
pdo sdo identicamente verificadas. Resolvendo tddas as novas
1 0s.
equacdes em ordem a algumas das derivadas p, 4« -« P ogm
ituird 5 iores, e continuando,.
valores se substituirio nas equagoes wwﬂodomo " R
ou se reconhece que o problema nao © possivel, ou se oa.@
i 0 8 =0 sio iden-
m < n equacbes tais que todas as relagBes (Fy,, ) o.mmow I
] ¢do.
tidades. Somos assim levados sempre a um sistema em tnvoLUgao
Seja um tal sistema
®) F,=uqa; T.“rw,....:v.

‘ . sfo quaisquer.
resolivel em ordem aos p;, onde as oouwguao.m‘a.. : M @mmcn
Neste caso de tantas equacSes quantas as variavels 1ndepen

tes, podemos .
na verdade, as n fun¢Ses p; definidas por 8). E

ow‘.. +M @5.&: |o
|||| .|.|||l__
Oy, : dp, Oxy

@.R.Nn &uw

M oF; OF; + M Fir OF; |%|NHo,
k, L

k

aF, o5 A@s %J

Kyl op Opy \Ox Oy
@»: @mﬁn .
<o 2 —_2, pols &
dounde se conclul a HmﬁmEmmm P, Y

D(F,, Fy, ooy F)
bﬁmv_,,%m.... 'NuSV

£0.

fazer a integragio por quadraturas. Consideremos,.
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Reconhecemos que dz= py Az, +p, dr,+ ...+ p, 4z, é uma dife-
rencial exacta; e a fungfo 2 assim definida depende das constan-
tes a; o duma constante aditiva. Se tomarmos agora nas 7 pri-
meiras equaces (8) valores determinados para os a;, chegamos
déste modo a formar um integral completo z dessas » equacdes,
o qual depende das n — r constantes @,y -+, a,eda constante
aditiva. Podemos dispor destas n —r constantes de modo que, se for
(2, p}) um sistema de valores satisfazendo a ¥,=0 («=1, ..., 7),
a funcio z admite derivadas p;, que se tornam P} para z;=20.
Se for

2=Q(xy,...,x,, a,.+i...,a=v+a=+1

oo . .
das relagdes p, == leomoB dednzir-se r equagSes independen-
T

tes dea, ..., a,. O nimerodos pardmetros que figuram em ®
é bem n —17.

Tratando agora do sistema em involugio
.mﬁ.”&.. Am“H»w,...uﬁAx\v.

onde os a; sio dados, formaremos um integral completo jun-
tando ao sistema proposto n — » equacses

H.+...”a¢.+\. J=1...,n—7r),

que constituam com as anteriores um sistema anslogo a (8). As
constantes a, , . serio arbitrarias.

Consideremos para isso o sistema linear e homogéneo
nwv Alm‘o;\.v”O Am”H.w‘...uwvv

onde a incégnita f serd determinada em fungso dos x; e dos p,
Necessitamos unicamente que f seja distinta de F,Fpy..o, F,,

Bste sistema 6 Jjacobiano, como resulta da identidade de PoOISSON

(Em), 1)+ (5, M5 + (1 B, ) =o
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e do préprio sistema. Obtida uma solucéo F,,, de (9), formamos
o novo sistema jacobiano

(F;» fy=0 :“rwv....ﬂlTHv,
o assim até

(F;, f)=0 (i=1,2...,n—1).

Finalmente hé que encontrar o integral geral do sistema

(i=1,2, c00 s 7),
Fy=5 Fppj = Orijp =% (j=1,2, ..., n—r—1).
Para as aplica¢des & integragdo dos sistemas candnicos temos de
supor r=1. Consideremos entio o caso de em (8) somente &,

Y

ter um valor determinado. A fungio @ satisfaz & relagéo

2 i=23...,7
re 0 ’
%,.@&.g. i=%38,...,n.

Na verdade, dados z, e p,, podemos supor que p? é a dnica quan-
tidade a determinar compativelmente. Como as relages

90 _ 00 0

=% 5, -—0,...,¥, =——p,=
é.m - @.&m Dy Ou L ] QHS n ?
determinam a,, ..., @,, & demonstracio é imediata.

9. Separagdo de variaveis.— Posto o resultado geral pre-
cedente, vamos tratar um caso notdvel, devido a STACKEL, no
qual se chega a formar efectivamente o integral completo por
meio de quadraturas, usando dum método de separagio de va-
ridveis.

e ponhamos, por simplicidade, =W,
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Seja 0 determinante A=|| ﬁ.ﬁ.@.ﬁ.v I (47=1,2,...,n), onde
o elemento 2 (de cruzamento da linha de ordem 7 e da coluna

de ordem j) depende unicamente de g;, e consideremos um sis-
tema ¥ para o qual é

2 2

6! /
ar=2 5 I U=0,U,4 0 U,+...+9,U,,

o, o, 3

n

onde ®, representa o reciproco do elemento Pn; © Uy depende

unicamente de ¢,. A equagio de HAMILTON-JACOBI pode escre-
ver-se

0 (8) oot 0u(Y =50, 4. 49,74

n—1 =

"
4 2E M Pn; O+ 2 M M e 9x, Dis

i=1 k=1i=1

onde os x, sdo constantes, para o que basta atender & defini-
¢do de D,.

Procuremos um integral da forma
W=W,(g9;)+ Wy (g3)+ ...+ W,(q,)

ow _ oW, .

g

g, g,

Vemos, imediatamente, que basta determinar W, pela relagio

n—1

wi=2 A U;+ Eg,,+ M xaﬁﬁ.v.

k=1
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Para demonstrar agora que a fun¢do W é bem um integral com-
pleto, temos de verificar que é v/ £0 (§ 7). Suporemos a esco-

lha feita dos ¢¢ dependente da condicéo w&% 0 e que 6 A%0.

A condigdo v’ # O resulta da sua prépria expressao:

—
-G
-
=
-5
=
S
1
—
S

— fome 7 -

WoW, W | eeeeeeaeanens

1 2 n-1

=
v ox,

Zﬁl
J

O caso de LIOUVILLE, correspondente 4s hipéteses

o7 [ 4 (o) oo dua) | [ Bra gt oo 4 Butan 4 |

M1...— _,_m._urm.. sve l_l ~..z _.\.ﬁ__.:u_ .
A dgt o4,

U=

estd incluido no anterior e serd tratado adiante sob uma forma
diferente.

CAPITULO II
Eqiiivaléncia dindmica. Principio da menor acg¢ao

1. Generalldades. — E bem sabido que os desenvolvimen-
tos taylorianos ilimitados se generalizam inteiramente as fung¢8es
vectoriais. Partindo déste resultado, estabelece-se ficilmente, por
via de desenvolvimento em série, que, dada a forma quadritica
definida positiva

ds? = Edu® 4 2Fdudv + Gdv?,

1

escrita 4 moda classica, e pondo de parte as transformagSes
métricas do espaco ordinirio, existe uma infinidade de superfi-
cies déste espago admitindo aquele elemento linear. As diferen-
tes superficies tém a mesma métrica euclideana local e dizem-se
isométricas.

Ao estabelecer-se tio importante proposi¢io, fazem-se inter-
vir relagbes onde figuram elementos do espago no qual a super-
ficie se encontra mergulhada; todavia, é possivel eliminar a
métrica externa. BOULIGAND (Legons de Géométrie Vectorielle)
-estuda directamente esta questao.

Anotemos a propésito que, se juntarmos ao elemento linear
a forma métrica externa, ¢ontinuando a pdr de parte simetrias
e deslocamentos, determinamos nma Unica superficie, mediante
condicBes de integrabilidade. (Vejam-se as nossas « Nofas de Cdl-
culo Vectorial»).



Imaginemos agora um sistema X' com dois graus de liber—
dade, de férga viva

2P =g ﬁm + 2g12 a9 + g% mwm @a.a independente do tempo)

e solicitado por férgas que realizam o trabalho virtual
(1) 3 =" 13g, + ~= By .

Se considerarmos um ponto, de massa unitdria, moével sem atrito-
sObre uma superficie de elemento linear

® ds* = .Q: &Q_w iy M.QS dg, dg, + s &wa.

e solicitado por fbrcas realizando o mesmo trabalho virtual, os.
dois sistemas dindmicos sdo regidos pelas mesmas equacles de
LAGRANGE e dizem-se eguiivalentes. Na funcio de férca pode-
figurar o tempo. Em tal caso, o campo escalar U, definido sobre
a superficie, é determinado em cada instante.

Adoptemos as nota¢8es de EGNELL (1’Ochématique, Gau-
thier Villars et C.'°). As componentes generalizadas da férca sio-
dadas sob forma covariante

w_
@5

oU
@mm

R _iAU, R _iAT,

q2

onde AU é o gradianie de U sobre a superficie. A funcio U, que-
figura em (1), necessita ser definida unicamente sdbre a super-
ficie.

Este modo de interpretar o movimento é permanente, neste-
sentido, que precisaremos adiante: dado um sistema ¥/, de n graus
de liberdade, 0 seu movimento é realizado pelo de um ponto num
determinado espago. Tendo em vista que o emprégo do algoritmo-
de LAGRANGE é um «método dos pardmetros omnibus> (BOU-
LIGAND, Précis de Mécanique Rationnelle), percebe-se imediata-
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mente que podemos tratar o elemento (2) pondo de parte o pro-
blema concreto em estudo.

2. Transformagdo do elemento linear. — K sempre possivel
determinar duas fungdes de ponto, %, e v,, tais que no elemento
linear .

ds? = E, du® + 2F, du, dv, + G, dv?
os coeficientes de GAUSS verifiquem duas relagbes arbitrdrias

distintas da relacao /\m_ G, — F*=0. Designando com 6 o 4ngulo
(A%,, Av,), as duas relacSes podem escrever-se

bﬁ. ﬁhbfvw. Abﬁvmv o8 eu_ =0,
Num.._ﬁﬁbfvwkbfvm, cos ou_ =0,
para o que basta atender as relacbes (EGNELL)

(Ary)? (Auy)?

E = - y Gy= - =T
(A% (A7) —(Av iav)® 1 () (A%) —(A% i AY)?

1

— A%y i AV
(A%)?(Av,)® — (Au; i AV

F = .
D®

Podemos dar a (3) a forma
@ ' =rlawr],  wi—s]aw?],
donde se deduz a igualdade

AY; _ %.e Ay
Vi Vias)?
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entre dois vectores unitérios. Déste modo sera

i6 f
AV, =€ ——— Al
’ Abfvubp
i f
P—“a — AU H_”o.
(aw)?

Conhecida uma funcio u,, que satisfaga a esta equagio as deri-
vadas parciais, a primeira equacio (4) define v,. Na hipétese de

x - -
ser a"m, as coordenadas u,, v, sio rectangulares e a equagéo

anterior toma a forma

Pﬁ._H EIMDSH”O.

Tratemos como aplicagio o caso particular importante que
corresponde as relacdes

(Av)*=(Au)?, 6 =rn/2.

O beltramiano de %, é nulo; e sendo Av, =% Aw,, é igualmente
nulo o beltramiano de v,. O elemento linear tomard a forma
&%H@%&:HM.T&SJ e os parametros u,, v, dizem-se ¢sotérmicos.
Conhecido um sistema de parimetros, obtém-se facilmente o sis-
tema geral.

Seja (%, v) o sistema conhecido. Se ¢ é uma coordenada do
gistema geral, ¢ uma funcio harmdnica; e se considerarmos
a fungio harmonica conjugada ¢, as igualdades

0 o

AP =2 AU+ == AV,
ou ov
0 o

A =2 aut 2 po,
Ou ov

fevam & relacio Ad=7 A¢.
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O elemento linear pode ser expresso pela ignaldade ds’ =
=Edu’' +~Gd* e o sistema (u, v) ser isotérmico. E necessirio
e basta que seja E/G=0(u)/x(v), onde 6 e = sfo duas fun¢Ses
quaisquer. Que a condigfo é necessiria vé-se imediatamente.
Para mostrar que é suficiente, ponhamos

5”.‘./\:5 du, eHH.‘.a\anev&F

Vem logo

ds® = A &znm -+ &cpw v .

Dado um sistema (u, v), as curvas ¢ (%, v) = constante fazem
parte dum sistema isotérmico se existe uma fungdo 6 (¢) tal que
seja A’0=0. E como 6

2
L a8 df
2 § — ; AII. v S 2 o o2
A A’ ds A¢ 2 (A9) + 29 AP,
A’y
vé-se que a razdo Tasf deve ser unicamente funcio de ¢. Esta
A¢

condigio é suficiente, porque a igualdade
d*0/dy”: db]do = — A’¢/(A¥)"

determina 6 de sorte que é A’ =0.

3. Caso de integrabilidade de Liouville. —Seja uma super-
ficie de LIOUVILLE, isto é, realizando a forca viva de LIOUVILLE

o T%_ILEML T;svﬁﬁyszﬁ.
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Os pardmetros g,, g, sio isotérmicos, de modo que podemos ima-
ginar sempre a forga viva sob a forma

27= [ 8, (0 + 8 (a) | (02 +25").
Na auséncia de solicitagio, as equagdes de LAGRANGE sio

d S
2@t ena]=Thara,

T®+®v_ wﬁs+$y

Fazendo intervir o integral das forcas vivas (6,6, @w +&mv =2h,
deduzimos

2
08, s,
|T®_+®ii I§|&I$l§|&l (i=1,2),

79+3§ﬁu§9+§

onde a; é constante. Verifica-se, de resto, que é «, = — «,. A inte-
gragio ultima-se por quadraturas, escrevendo

dg, dq, dt P
== = = au,

/\ 2R8, + o, ,\ 218, — o, 8,4+ 6,

onde u 6 uma varidvel auxiliar.

4. Princlpio da menor ac¢do. — Na Mecanica Racional de
LEVI-CIVITA encontra-se demonstrada uma férmula variacional
devida a HOLDER, aplicdvel mesmo aos sistemas nio hol¢nomos,
da qual se deduz imediatamente o principio da accdo estaciond-

rta. O aspecto déste principio no caso dos sistemas ¥’ constitui
o principio da menor acgdo.
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E ficil resumir a exposigiio de LEVI-CIviTA. Dado 0 movimento natu-
ral M dum sistema, define-se um movimento assincrono M, fazendo cor-
responder & posi¢do P; do sistema, em M, a posigio P; 4-8P;, em M,. Ao
mesmo tempo os instantes correspondentes serio, respectivamente, t e £,
sendo t, =1t 3t. Na passagem de M para M, , uma fungio ® do tempo

e da posicdo do sistema sofre uma varia¢io w*ev que é idéntica & variaglo
30 obtida na passagem de M a um movimento sincrono M, (de trajecto6-
ria idéntica & de M) quando ® ndo depende do tempo. Para se ver o que
sucede no caso geral, tomemos, por exemplo, a velocidade w; dum ponto
de P,. E

B A(P;+P;) dBjat+ap )l "t gy
v, -8V, = |<|<I|+o<
dt L dot T 10 ddt/dt dt
ou seja
ok R dst
¢ ,.Ho<..l<.|&|.

Déste modo temos

P =T — w, m; ‘..m d alﬂ_lmehz
«|~

e o principio de HAMILTON leva a escrever a ignaldade

ﬁ
%H?fnwslofru; o.
: at

Uma limitagio da lei temporal sébre M, nio restringe as trajectérias com-
paradas, que continuam a ser arbitrarias, contanto que sejam compati-
veis com as ligagdes. Os movimentos M, dizem-so isoenergélicos quando é

3% T'= L/, igualdade que definira a funcsio 3, desde que os 3P, sejam deter-
minados. Para tais movimentos, a relagio anterior da

b * d gt *
% 2 (3" 7+ HIW:&H% 5* (2Tdt) — 0
t dt t

1
Diz-se acgdo o integral h“,‘. 2TJdt. A formula de HOLDER é expressa

pela igualdade "4 =0, que é umo sdmente necessiria mas ainda suficiente
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para caraclerizar o movimenlo natural em confronto com os movimentos varia-
dos assincronos isoenergélicos.

Notemos que a designa¢io de movimentos isoenergéticos provém de
que, na hipétese de existir uma fungo de forga U, mbgowonamnno do tempo,
éles sdo caracterizados pela relagio 3" (T — U)=

Tratemos a questfo directamente e partamos do integral
das forcas vivas T=U-+h. Atribuindo & constante A nm valor
determinado, vamos mostrar que, se compararmos o movimento
natural, que leva o sistema do ponto N_Rogpo“ Qmov ao ponto

NFQHH‘ QMJ mryeinbenvedeude~femmpoeonhecidy, com os movi-
mentos variados virtoais que, pe~mevmestoempe=e para 0 Mesmo
valor de %, levam o sistema da mesma configuragdo inicial
4 mesma configuracéo final, o movimento natural realiza as con-
dictes extremais de primeira ordem do integral

M
»H% "VOthas, @
EO

chamado acgdo de M, a M, ao longo da trajectoria.
Como U § Emogumouﬂo do tempo e ds é o elemento linear
de superficie, o integral A tem um cardcter geométrico.
Determinemos as trajectérias pondo

g =f(x), 2 =9 (X),

onde » é uma fungéo do parametro privilegiado ¢. Ponhamos

dy . dgy . .
o= =08 escrevamos o integral 4 sob a forma

AN —
m"._; Worr Vo o a4,
?o
pondo, para abreviar, 8 =g Q.Hw + 24" m.r w.w + ¢ wmw .

(1) Pondo de parte a constante 2, esta definigio esté contida pa defi-
niglio geral anterior.
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As condigdes extremais do nosso integral sio

& \r ||1
I||| I.|®~\<\~|
&Ts«ffi ms< A+V
©)

& || ¢|||
|| I.|ﬂ .w”o
&Tseffi o VewEh

E ficil ver que sio as equacSes de LAGRANGE, depois de feita
a mudanca de varidvel independente. Temos, por exemplo,

Y wemﬁvwwml%@ @MI%Avw
Yae’ dt ogy Oq, dt’  dg, Og, \dt

de sorte que a primeira equagio de LAGRANGE

NAI&HV @H. 14
dt \ og @5 3_

d4 imediatamente
il ok oS (L 60
a oq, d¢/ dt og, \ d¢ dq,

ou, tendo em vista que 6 < 2(U+h) |< ® E

d U+h ® \ \/ U+h o0 _\/ @ U _,
d\ e o, 0 o U+h o,

ou

i U+h o0 1 o(U+h

iy PO LU N SN I S ek ! o,
Vew+m /) Vew+n % o

que é a primeira equacio (D).
No caso de ser U=0, a trajectéria natural entre dois
pontos realiza as condigdes extremais do comprimento de arco
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de curva da superficie. As trajectorias correspondentes a um
valor de h (feixe) tornam-se independentes de h; o ntumero total
de parimetros baixa de uma unidade. Sébre cada trajectdria
& possivel uma infinidade de movimentos, os quais correspondem
aos diferentes valores atribuidos a h.

A propriedade extremal a que acabamos de aludir caracte-
riza as linhas geodésicas da superficie; e, portanto, se nio hd
forcas activas, a acgio é efectivamente minima (pelo menos
quando os deslocamentos do sistema sio suficientemente peque-
nos). £ o que demonstraremos para 0 caso geral.

Para verificar o principio da menor ac¢io, no caso de ser
[7+0, basta notar que a superficie de elemento linear do” =
=(U+h) ds’ (onde h tem um valor determinado) realiza as tra-
jectérias pelas suas geodésicas. Tiste raciocinio pde igualmente
em evidéncia a intervencio do pardmetro k. Conhecida uma tra-
jectéria, a lei do movimento é geralmente determinada.

5. Regresso ao caso de Liouville. Transformagdo de Dar-
boux. — Se existe uma funcio de forca de LIOUVILLE

H\.IW(HIAQHvlT N\wAnmv

A+ 4,

somos levados a procurar as geodésicas do elemento
da® = TS +hA) (U1 4s) a (B, dg,2 + By dg,?),

que é um elemento de LIOUVILLE.
Para dar a transformacio de DARBOUX, consideremos 0 novo

sistema para o qual o ds® é da forma Aeql_.@v&% e a funcio

de forca é do tipo ﬁ\Hm As trajectérias sio as geodésicas do
o (4
elemento
. ﬂN: I_l E 2
ds® = (1 + ahy) AQ«AT — ] ds7,
: ! ahy + 1
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Bhy + 5
. Ao
feixe h=a deré i e
=a corresponderd o feixe A, =a , onde a e a, s
: P . =a, , Se corres-
pondem pela relagdo anterior.
Passemos aos sistemas com n graus de liberdade, para o que

-comegaremos por lembrar certos res .
’ ultados da geomet
RIEMANN. g ria de

-© coincidem com as do primeiro sistema pondo k=

6. Deslocamento paralelo e derivagio absoluta. — WEYL
{ sz%_m_‘ Espace, Matiére, tradugfio francesa de JUVET) apresenta
a teoria do deslocamento paralelo do modo que vai seguir-se
© que ¢é reproduzido por BOULIGAND na <« Géométrie Vectorielle »

Dada uma multiplicidade riemanniana R, , facamos ooE_mm..
wgaow a0 vector contravariante £, ligado ao ponto M, o vector
;4 dz,; ligado ao ponto M’ infinitamente vizinho daquele. Supo-
wrmBOm linear essa correspondéncia e redutivel & ﬂnmuwmo.uBm_uwo
idéntica quando M’ tende para M. Poremos ’

«(6) &= —T78 de,, ()

mw.dms»oz&oumo os indices mudos #, s, como sempre faremos. Se
f0r possivel parametrar a multiplicidade de modo a anular m:.@ M
as funcbes de ponto I'i° (simbolos de CHRISTOFFEL de 2.* espé-
Sovq.&HoBom tratar-se dum deslocamento paralelo. mmg. momwm-
«¢do implica a simetria de d&; com respeito a dM e £.. Na ver-
-dade, se a transformagio &

;= (X, Xgy e us,a0)
leva de &; a m.. de modo que seja &m.."o, da relacio £ = wﬁ E
deduzimos L
2
o H%m £, dz,,
(!) «;,...,x, sdo as coordenadas do espago. Vejam-se GALBRUN

{(Introduction & la théorie de la Relativité) e ScIPIX0 DE CARVALHO (ds cur-

vaturas das linkas num espago riemanniano).
4
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que traduz a simetria apontada. Doutro lado, se é

rs __ nér
TP =rf,

procuremos n fungdes 2, (%, ..., xz,) de modo que seja

o (1 se(i=k) O s,
—_— = 4
oz, 0 se(i%k), o, Oxg
Da relacio )
@&.. mm L 0%irg m i
= oz, BT mom, ¢

tendo em vista (6), deduz-se mmmﬂo.

WEYL postula em seguida que 0s produtos mmn&.m.».mw nao-
sao alterados pelo deslocamento paralelo. memwm condicdes, 0
deslocamento  univoco e uma simples diferenciacio dum pro-
duto escalar leva & determinacio dos simbolos de Omawaowmwr.
Introduzindo os simbolos de 1.* espécie pelas ignaldades '™ =
=g¢"*I'}®, temos as relagSes conhecidas

s ™S
H,i..:}w” 4

Q.\Hm |_| ox @&wv

r

1 A@_: o

2

O mesmo postulado leva também &s igualdades
dgf =Tt d,

e a definicio de tensores por oposigio permite estabelecer a for--
mula geral da derivagio covariante

.wn .ww... 8

O .n P s it
mwwm... m.ﬁn Q.H.-u... -.—.u 1°2 q r
nw = Q___, l_l nwi o0 i<|Ha.§<+H... *.‘mv Q.c
Ty q..m. Iy S 172
%q ; .
mwmm... m,\|H¢w<+H ses ‘q 4m<ﬁ
M H }
= ? i
ryTgee Q..m-

=3
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E fécil definir agora a derivacio absoluta. Nesta opera-
¢io passa-se dum tensor de certa ordem para outro tensor da
mesma ordem, para o que bastard efectuar o produto contraido

do tensor obtido na derivagio covariante pelo vector unitdrio
da
T

= K o que representaremos com igualdades como a seguinte
S

Ims &Rm
i

m _ Ims
Dy 9y = i =%k be»

ds

onde A significa a direcgfo da diferenciagio definida pelo vector

unitério £,.
] dx; .

Seja V‘.HM um vector obtido supondo as coordenadas

Zyy+..,2, funcbes dum pardmetro 7. A derivada absoluta do
vector A, em ordem ao mesmo pardmetro é o vector

da_ By d e

=D, h. =23 =
MEBNTEN T T T a

Opera-se assim a passagem da velocidade para a aceleragdo.

7. Ponto mével num espacgo de Eo:.m::.l.HmemuoBoP
conforme uma generalizagio evidente, uma funcio de férca U
definida em E,. Um ponto mével de massa unitiria desloca-se
na multiplicidade sob a acgéio da for¢a que deriva de U quando

a aceleracio é idéntica ao gradiante de U. As equacGes do movi-
mento serdo pois
i oU

= —
b %._.

ou, desenvolvendo e substituindo z; por ¢;, para conformidade
de notacdes com o que vai seguir-se,

2
m 4 %

) dq, dq, wlq
dae?

l_l H‘.- rs_"r -5 i
at dt 9g;
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O algoritmo de LAGRANGE § aplicavel. Pondo com efeito

7 7 Lodg. dg,
t.H\INA@HVIWHHwW. o = gib [k
dt \ dg; dg;  dg, dat dt
vamos verificar que é P'=v. E
) 2 is o rs
»o@.lhfﬂ.a Q,vlm.wmmw% %Hm%ﬁ.n’a WAW@|+@|%I|MQ|IV ¢ g =
Tt k)79 og, "0 at T2\ g, o)
. &wew .
=g g T g

Este resultado mostra bem a eqiiivaléncia entre o movi-
mento dum sistema material ¥’ e 0 dum ponto num espago de
RIEMANN. Dada a forca viva 27 H.c%& qj,, é sobre a variedade
as* =g"* dg, dg,, que é realizdvel o movimento.

Para demonstrar o principio da menor acgio temos de reco-
nhecer a propriedade do minimo nas linhas geodésicas dum R, .
O estudo destas curvas pode fazer-se, como no espago ordinario,
pela comparagio de arcos variados da multiplicidade.

8. Variagdo do comprimento dum arco de curva. Linhas
geodésicas. — Comecemos por uma nota preliminar: se o ponto M
da variedade é funcio de dois pardmetros 6 e T, a derivada abso-

luta UHW_MI_ é igual a Dy @@|_m_ O valor comum das derivadas é na

verdade

2
0 Rﬁ.lT s wm@%m
ofiot b0 oc

Para estudar agora a variacdo do integral
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suporemos o ponto M’ funcio nio sé do arco s mas ainda dum
parametro A tal que a familia de curvas definidas fazendo
variar A reproduza a curva inicial quando A=0. A derivacio
de L' em ordem a A obtém-se anotando que a derivacdo abso-
luta dum escalar coincide com a derivacdo ordindria e que
a derivagdo absoluta dum produto escalar segue a regra ordi-
naria da derivagio dum produto. Temos assim

; B S B
Amv ”,‘. gz_.bw Aﬁv%”,_a @E.Um A&.v%
o 0 A 03 03 - A ds N

B — —
H% Tﬁﬁhﬁvl@cmﬁﬁi%,
4 O0s Oh o 0s

onde A e B representam os pontos extremos do arco inicial.
E deduz-se

— — " oM\ =5
(8) g”@h\vc”._.wwwl._.mwsrl._, bmﬁﬂvﬁs%,
A S

onde T é o tangente da curva e dM é o vector que define o ponto
variado do ponto inicial M.

Como em geometria euclideana, as linhas geodésicas sdo as
curvas para as quais o termo integral desaparece. Ao longo

delas é nulo o vector D, Aﬁ
s

dizendo que o vector unitirio tangente se desloca paralelamente.
O sistema diferencial das linhas geodésicas serd assim

v , 0 que podemos ainda exprimir

g i M
ds ds

®)

ds ds

devendo considerar-se 7 e £ como indices mudos e escrever-se n

]

equacGes semelhantes & segunda e correspondentes aos diferen-
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tes valores do indice j. As equacSes anteriores nio sio todas dis-
tintas. Derivando a primeira, temos

ik 2
W oy e o et S
&m%% &mw&w &m%w ,

ou, por uma coordenagio de indices,

ds ds ds

que é uma identidade.

O teorema de CAUCHY mostra que em cada ponto passa
uma geodésica tangente a uma direcgio, mas os valores iniciais
de w devem satisfazer & primeira das equacdes (9). Sendo, por
outro lado, invariante para a mudanca de s em s+ C (C= cons-
tante arbitriria) o mesmo sistema (9), conclui-se que as geodé-
sicas dependem de 2n —2 pardmetros.

Posto isto, consideremos uma (n — 1) — variedade da multi-
plicidade inicial e as geodésicas ortogonais correspondentes, que
constituirio uma familia a n — 1 pardmetros. Marcando um dado
comprimento s sdbre as diferentes geodésicas, a partir do ponto P
da(n—1) — variedade, obtém-se uma nova (n —1) — variedade, que
se diz paralela & primeira, por ser perpendicular 4s mesmas geo-
désicas, como o mostra (8). Tomemos como coordenadas o arco s
e os (n— 1) parametros que definem os pontos da (n — 1) — varie-
dade inicial. Atendendo & defini¢do do tensor fundamental, sers
dM® =ds*+ &'M’, onde d’M é um vector infinitamente pequeno
da variedade s = const. Concluimos dagui que a propriedade do
minimo & realizada pelas linhas geodésicas, pelo menos numa
regiso de B, suficientemente pequena contendo a (n — 1) — varie-
dade inicial.

9. Conclus3do. —Retomemos agora o sistema ¥/ com n graus
de liberdade. Para cada valor da constante h das forcas vivas,
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-0 movimento natural entre duas configuragdes conhecidas realiza
a8 condicSes extremais do integral ,‘,&q H.‘. ,\Qﬂ_. hds, e o ponto

representativo do movimento na multiplicidade A’ =(U+h)ds
.descreve uma geodésica. Fica demonstrado completamente o
principio da menor acgdo e bem assim que a totalidade dos para-
metros de que dependem as trajectérias é 2n—2+1=2n—1
-quando for U+0 e 2n—2 quando fér U=0.

A uma ultima conclusio nos levam as equagdes (7) e (9):
quando fér U=0, as linhas geodésicas séo percorridas com movi-
mento uniforme.



CAPITULO III
Estabilidade. Os dois métodos de Liapounoff

1. Generalidades. — K bem conhecido o teorema de La-
GRANGE sObre a estabilidade do equilibrio. Diz o teorema que,
dado um sistema ¥/, ¢ estdvel toda a posicio de equilibrio que
confere & funcdo de wounm um méximo no sentido estrito (Veja-se
APPELL, Mécanique Rationnelle). A proposic¢io reciproca tem sido
demonstrada parcialmente. Neste capitulo referir-nos-emos aos.
resultados dados por LIAPOUNOFF na sua importante memdéria
«Sur Uinstabilité de Uéquilibre dans certains cas o la fonction
des forces n'est pas un maximum>, publicada no «<Jowrnal de
Jordan >.

O primeiro método de LIAPOUNOFF é baseado na conside-
racdo das solugdes assintiticas de certas equagbes diferenciais,
solucdes que foram introduzidas pelo eminente BmSBmSoo russo
e por POINCARE. Trataremos a questfio com EMILE PICARD
(Traité d’Analyse), desenvolvendo convenientemente a anilise
a empregar. O segundo método serd tratado tendo em vista
a memoria citada e a exposicio feita por E. GOURSAT no sew
«Cours d’Analyse>».

2. Nota preliminar. — Sejam o0s p ntimeros inteiros e posi~
tivos m,, m,, ..., m, © as quantidades reais ou imagindrias.
L SRR

¢Em que condi¢8es sera de Ba;&o superior a nm numero

Ay (my—1) 4 Aomiy+ . :Tw "y,
my 4 My ... |T§w|~

conveniente (nfio nulo) o cociente a=
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cujo numerador se supde diferente de zero? Basta que os pontos
A, se possam considerar interiores a um contérno convexo que

t
Ami+...+h,m
- : ” 1 .
nio contenha a origem. O ntdimero ¢ afixo dum

§Hx_|=~m+...+§w
ponto do interior do mesmo contérno e o seu médulo é superior-
a um numero positivo ! determinado; e sendo

w~§H+...+f@§,@l Ay
:Sl_l:muT...'T%mg §~+§m+...x_|§w.

w

1
MMy Ay

1 —

vé-se que se pode fixar um numero N tal que, sendo M m,> N,
o moédulo desta expressio é superior a um nimero conveniente..
Quando f6r M m; < N, sucede outro tanto e existe um niumero

¢> 0 inferior ao mdédulo de «.
Para uma expressfo da forma

oy e “_ Iy

i

(i=12...,n>p),

WH
H.._quwl_:...n_uz..1|

as concluses sio andlogas. A circunstancia de se anular o nume-
rador para m,=1, m =m,=...=m,_,=m;_ ,=... |§3HO
pode por-se de parte supondo M m,;>2. A mesma hipdtese se

formulard quanto a a.

3. Sébre certas singularidades das equag¢des diferenciais.
—E bem conhecida a ligaciio entre a equagéo

11 mw
) S x, %uo

=1
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-e 0 sistema

2 i
«2) X, %

2

dr, dx

onde os X; sfo fung¢Ses das varidveis z;. Vamos supor X;=0 na
-origem e estudar os integrais do sistema no dominio déste ponto.
Seja
X;=aux, tape, + ey T, A,

-onde os termos niio escritos sio do segundo grau pelo menos.
Uma mudanga linear de varidveis mostra podermos supor geral-
mente

X,=Na;+ ...,

sem outros termos do primeiro grau. As quantidades \ sfo raizes
da equacgéo determinante

ay—h  ay a,,

D(\)= . =0
Q19 g9 — a,9
QMS QMS QSS — A

‘Supbem-se diferentes todos os M. Vai interessar-nos a equacio

n

® ¥ (gt o _y 1,

ox,
i—=1 ¢

para a qual vamos demonstrar a existéncia de integral holomorfo
no dominio da origem. Tudo ests em provar a convergéncia do
-desenvolvimento formal cujos coeficientes sfio obtidos por deri-
. . 0 i b
vacBes sucessivas de (3). A derivada alw fica indeterminada na
X
1
-origem, as outras derivadas primeiras sfo nulas e o coeficiente
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¢§~+§w+...+§8\.
da derivada

¥ IS oo A M .
0,1 dxg"2 . .. Oxp'n é M (m—1)+hmy+ ...+ m,

Este coeficiente supde-se diferente de zero quando é M m;> 2.

Designando com C, uma constante arbitrdria, ponhamos
em (3) f=C,z, 4+ v. Obtemos

0 ov
Mf.a_.walfe” 4 —+ 9,
Ly

onde os desenvolvimentos dos $¢ comegam por termos do segundo
grau. Designando com M uma quantidade superior aos médulos
dos ¢4 quando as varidveis séio interiores ou ficam sb6bre um
circulo de raio r, desenhado nos planos em que elas se repre-
sentam, o método do Cileulo dos limites leva a considerar a
equacio

onde ¢ é a quantidade da nota preliminar.

A existéneia de integral holomorfo ¥V no dominio da ori-
gem (necessariamente nulo e com derivadas parciais w&B.omEm
nulas) leva & existéncia de integral v nas mesmas condi¢Ses
o demonstra o teorema que temos em vista. As derivagSes suces-

@§a+§m+...+§=ﬁ‘
sivas dio para coeficiente de P R TR na origem o0

ndmero ¢ (m,—1-+my+...+m,). Por simetria, V é funcio

composta dos x; por meio de QHM&% Somos levados assim
a equacgio
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Vé-se ficilmente (usando o método de variagio de constantes)
que existe integral holomorfo no dominio da origem, necessé-
riamente nulo neste ponto, com derivada nula. O integral holo-
morfo f dependerd duma constante arbitraria.

Para afastar a hipétese de ser em (3) 1, %1, basta notar que
deveria ser arbitréria a derivada -1~ ¢ que, por iénci

o, que, por conseqiiéncia,

a passagem & funcio v se deveria fazer pela relagdo f=C, z, +
+ C;z; + v, onde C; 6 uma constante arbitriria.

Suponhamos agora que nenhuma das relacées
MmN (g — 1) o A m, =0 (i=1,2,...,n)

é verificada quando for M m;> 2,

As n —1 equag8es andlogas a (3), que se obtém substituindo
A, por A, levam a considerar mais n — 1 integrais holomorfos i
andlogos ao integral que acabamos de encontrar e que designa-
remos com f,. As duas relages idénticas

n
daf,
M g+ ... Mu.l.”f frs
j=1 i
n
of,
M Ang\IT...vl”?- \.mg
Or;
j=1 J
levam & relagéo
" 5 11
MA¢$+V;IL£ thNif N | =0,
= %c
j= .

e a equagio (1) admite os » — 1 integrais

A

A A .
;9! (j=238,...,m),
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que sio sempre distintos, pois o determinante funcional

.Nvm\.n.\.m,....\,Sv

D(x),ogy00eyTy)

nio 6 identicamente nulo, como resulta de podermos sempre
supor

\,h”b—u.ﬂ.ml_l...u

f

fo=405 + ...,

fa=4,T,t .o

sem mais termos do primeiro grau e sendo os A4 constantes
arbitrarias.

E dos resultados precedentes que vamos partir para o estudo
das curvas integrais do sistema (2) que passam na origem, na
hipétese de serem nulas nesse ponto as fung¢Ses X;, que conti-
nuamos a supor da mesma forma. As curvas integrais vio ser
obtidas sob forma paramétrica, mediante o sistema auxiliar

) B

A unidade nfio tem que intervir nas hipéteses dos A\, como
resulta de podermos satisfazer as equagdes

n

of; of;
X.—t L f
M $8+ ot if;
j=1 !

n

of, Ofyin
X w41 ¢ n-+ —
M\ ﬁ.+ o I

j=1
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com as fungbes precedentes f, e a fungio S =1 Atribuindo
aos 4; valores numéricos, somos levados aos integrais seguintes
do sistema (4)

fo(agyeeny @) — CLtM=0, ..., f, (x,...,2,)— C, tht =0,

dos quais se tiram x,, %,,..., , em séries ordenadas segundo

as poténcias de C, LI C, e A convergéncia é assegurada
quando os mddulos destas quantidades sio mcmopocnoambg pe-
quenos. Se as partes reais de p dos mimeros A\ (p <n) sdo posi-

tivas (hipétese que supomos verificada por X, X,,..., A, & 86

por éles), pondo me =...=0,=0 obtém-se desenvolvimen-

tos das varidveis 2 que tendem para zero com ¢ e que represen-

tam soluc¢Ges do sistema (4) dependentes de p constantes arbi-
ll

trarias. Pondo em seguida ¢ = L C,=C=...= Qw =0, obtemos

sob forma paramétrica outras curvas passando pela origem,
pois que os x; tendem para zero com ¢. Estas solucies depen-
dem de n —p constantes arbitrarias.
O sistema (4) entra no tipo mais geral dos sistemas da
forma
daxy dr dt

®) ————————— — = L =4,

uml&t..i&:.qv N:Au_i....&:,ﬁv t

onde as fungSes X; se anulam no ponto z,=...=x =¢=0.
Uma mudanca linear do tipo

Y=ty + By ®e + oo ooy, 2, + 5 (i=1,2,...,n)

mostra que podemos supor X, =Xz, ..., onde os termos néo
escritos sdo pelo menos do segundo grau nos zx e no tempo.
A unidade figura agora nas condi¢Ses relativas aos Ak e, me-
diante elas, o sistema (D) admite os seguintes integrais

filbay, .. 2,)— =0,y [ (o, @y o eny @) — O the =0,

47

onde o0s desenvolvimentos das fung¢Ses holomorfas f; comecam
por um unico termo do primeiro gran em x;. As curvas inte-
grais do sistema (D) obtém-se pelas séries que definem os ,,
o dependem de m constantes arbitrarias quando muito. Quanto-

1

a convergéncla das séries, tem lugar o que atris se disse, salvo,
. B 1 1
bem entendido, o que respeita & mudanca de ¢ em 7 @

As restricdes impostas aos AL podem diminuir-se por um:
estudo directo do sistema (4). Suponhamos que p das quantida-
des A (p <n) verificam as seguintes condicGes:

a) as condi¢Ses andlogas 4s anteriores que respeitam a
todos os A\

B) n3o sfo possiveis as igualdades
y-&+...+w&:_w|f.“o (i=p-+1,...,n),

quando for m,+ ... +m, >2.

Podemos obter os zx em séries de ,SH?, ceey N\QH“{ .
como faz PICARD. Cunsideremos os zz func¢les dos yy. Sao veri-
ficadas as equagGes as derivadas parciais

@ M z?SnM,\IHf.ﬁ%:. :.Hrmt.;xy
Nn

as quais permitem obter desenvolvimentos formais dos zx em.
séries dos yy. Supondo ¢ <<p, o unico termo do primeiro grau do
desenvolvimento de x; 6 4,y,, sendo A, uma constante arbitrd-

ria. Se for 2> p, ndo hd termos do primeiro grau nos desenvolvi--

@3@~+§w+...+§m‘%-.

Oy "L Oyge ... @.Sﬂ;m
primeiro caso, para coeficiente desta derivada, a expressio:
Aomy+ o+ (m—1)+ .. ._L,esm: e, no segundo, A, m, + ... +

+>m sgmlw... Conforme o que se disse na nota preliminar, tais

mentos. No cdlculo de na origem, temos, no

(1) Deve ter-se em vista quo as fungSes f; sdo também ordenadas
segundo as poténcias de t.
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1 a - ] c Y 4 -
coeficientes sio de médulo superiora s (m, + ... +=m, 1). Escre
vendo o sistema (6) sob a forma

L Ox;

v.w@rullﬁlvf.h..”not

oy, 0
k= I

onde g, comeca por termos do segundo grau, percebe-se 0 em-
t ? .
prégo do sistema dominante
n
oV % =T
] 1
sf Yomo T )= MM,

3 n

%Yy T,
._.| 1

7

e, em seguida, da equagio diferencial inica

- - (v=y,+ ...|_....~\~o,f
LY
r

’ v
m?mmlﬂvulﬁllalﬁs

que integramos directamente. Existe um integral ¥, ro?_:ow,m.o
no dominio da origem, nulo neste ponto e com derivada arbi-
traria. Quanto aos integrais ;, que conterao p aaumﬁzﬁmm ﬁcﬁ
trérias, podemos afirmar que éles se anulam com { se for possive
escolher leis segundo as quais se anulem com ¢ as guantida-
des ™, ..., 1", . .

Pode proceder-se da mesma forma com o sistema (5). Entre
os M. ficura a unidade, e as condi¢fes a que devem satisiazer

oA 1Y ¥ iy % i e
estabelecem-se ficilmente. De resto, a andlise anterior e imedia
tamente aplicivel, fazendo intervir a unidade nos p valores de
Basta escrever o sistema sob a forma

dx,

t ﬂmnuﬁ.n.ﬁ.ﬁ EEERCT) 8:+Hv
d

A&.”H-wq...uS\Vu

da, o 4
bt
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.
tendo o cuidado de dar o valor I & constante arbitriria que
figura no desenvolvimento de x,,,. Esta nota justifica que os
integrais dependerfio de p — 1 constantes arbitrarias.

Os resultados anteriores permitem introduzir ficilmente as
solucles assintdticas a que nos referimos.

4. Solugdes assintéticas. —Seja o sistema

da; .
{0) Mﬂ”umu (i=142...,n),

onde as funcBes X, independentes do tempo #, se anulam na

origem. Passemos para o sistema (4), pondo t1=¢’, e suponhamos
que os X; contém apenas Az, como termo do primeiro grau.
O sistema

dx

t
dMuI”f.as.lT...

admite solugBes que s#io séries ordenadas segundo as poténcias

de C, Mo : . 0 regresso a varidvel ¢ determina séries

ordenadas segundo C, M, ..., C, etvt, Bste resultado pode esta-
belecer-se directamente procurando desenvolvimentos formais
que satisfagam a (7) e demonstrando a convergéncia de tais desen-
volvimentos. Dado um intervalo (O, T') da varidvel ¢, as séries
sio convergentes nesse intervalo contanto que as constantes C,
sejam suficientemente pequenas. Querendo fazer tender ¢ para o,
bastar4 fazer iguais a zero as constantes que correspondem aos A\
de partes resis positivas. No caso favordvel de serem negativos
todos os Ak, os desenvolvimentos sio convergentes para quais-
quer valores das constantes e do tempo e tendem para zero
quando ¢ aumenta indefinidamente; as solug8es obtidas sio tédas
assintéticas da solucdo nula.

5. Estabilidade e instabilidade. — Seja o sistema

dx

® Mmumm;w:.?% al2.. abn (i=1,2,...,%),
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onde os segundos membros nio contém termo independente dos-
x; e sio séries ordenadas segundo as poténcias das incognitas
com coeficientes unicamente fungSes do tempo; tais funcdes sido:
continuas quando ¢>#. A convergéncia supde-se ter lugar
quando ¢ > f e | z;| <p, ainda que as incégnitas tomem valores-
complexos. Diremos, com LIAPOUNOFF, que a solucio nula do
sistema & estdvel, se a cada valor ¢’ <p pudermos associar um
ntmero ¢ < ¢ tal que as solugdes x;, que correspondem as con-
dicbes iniciais |20 | < ¢”, verificam as desigualdades |z, ()| <ps
quando £>1,. Se, pelo contrario, existir um numero positivo
¢ <p, ao qual nio seja possivel associar um niumero o/ como
o precedente, a solucio nula diz-se instdvel.

Postas estas definicies, vamos demonstrar um primeiro teo-
rema de LIAPOUNOFF: se entre 0s W\ do sistema (7) houver um
que seja positivo, a solucdo nula é instdvel.

Sejam A, Ay ooy Ay 08 A\ positivos e seja A o maior déles.
Temos uma solucio da forma &‘.HhAQazv (i=1, 2,..., n),
onde figura uma s6 constante arbitraria (' e onde os coeficien-
tes reais dos f; sdo independentes de C [o sistema (7) supde-se
real]. Tomando >0, a convergéncia dos desenvolvimentos tem
lugar mediante a relagio CéM < h, sendo h suficientemente pe-
queno e independente de C. Os valores iniciais dos z; (fazemos-
t,=0) sio ;= (C) e, escolhendo O, estes valores séio tdo peque-
nos quanto se queira em valor absoluto. Por mais pequenos que
ales sejam, serfio todavia atingidos os valores f; (h) quando o

~ x:
tempo toma o valor m log % OSOma&Hoaom\,gvuWOmmoSQow

nulos, porque h é arbitririo; a solugéo pula & instdvel.

Estamos agora em condicdes de demonstrar o teorema de-
L.IAPOUNOFF relativo ao equilibrio dum sistema 3

Suponhamos ¢,=¢,= ... =g,=0 uma posi¢io de equili-
brio para a qual é U=0; que U é uma funcdo analitica no domi-
nio da origem e que outro tanto sucede com os coeficien-
tes ,Q..a.

Conforme um método usado no estudo das pequenas osci-
lagdes (ndo esquecer que 97 ¢ uma forma definida positiva),
imaginaremos que os parametros g; representam as varidvers
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principais (1). Seré
wsHAﬁﬁ+§P+::+§J.TMg$ﬁQT
U=% g +ha + .o 0,07+

onde os «, sio de primeira ordem nos q¢, nio havendo outros
termos do segundo grau na expressio de U. As equacles de

LAGRANGE, que sio resoliveis em ordem as derivadas segun-
das, dio (3)

=Ng+ ... (i=1,2...,7),

onde os termos n#o escritos sio pelo menos de segunda ordem
nos qq e ¢'q’. O sistema normal

dq; dg
Loy ot

dt dt
leva a uma equagio determinante, cujas raizes sio 4 <?. e se

um dos Ak é positivo hé instabilidade. Em tal hipdtese reco-

nhece-se a ndo existéncia de mdximo pelos termos do segundo graw
de U.

Passemos ao segundo método de LIAPOUNOFF.

6. Teorema geral sébre a estabilidade. — Modifiquemos
a definicdo de estabilidade e instabilidade. A solugdo nula do

sistema (8) é estdvel, quando a condigio M 2 < ¢/? arrasta a

desigualdade M N x; () Mw < ¢ e instdvel, quando o nimero ¢’ nfo
tiver correspondente p’.

(1) Veja-se RouTH «Dynamics of a system of rigid bodies, part II»,
(2) Escrita a forga viva sob a forma indicada, torna-se facil estabe-
locer éste resultado.
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Feito isto vamos supdr que os termos do primeiro grau
em «,, ..., «, dos segundos membros das equacdes (8) tém coefi-
cientes constantes e seja @ (x,,..., ®,) uma forma quadritica
dos u, com coeficientes constantes. Esta forma é nma funcio do
tempo 2o longo de cada solugio de (8) e a sua derivada Q' pode
escrever-se sob a forma

= Q@ (@y gy vy @) F F (@, e vve s 0y 1)y

onde @, é uma forma anéloga e F uma série ordenada segundo
as poténcias dos x;, comegando por termos do terceiro grau pelo
menos e com coeficientes fungdes do tempo. O teorema que vamos
demonstrar é o seguinte: Se for possivel encontrar uma forma @
tal que a forma Q, seja definuda positiva, a solugdo mula do sis-
tema ¢ estavel se Q for uma forma definida negativa, e instavel
se for definida positiva ou indefinida.

Consideremos o ponto (z,, Z,,..., #,) dum espaco a n dimen-
sées e atribuamos as suas coordenadas a forma (+€,, 18,y v e,),
de sorte que o ponto (%, %y .-+, &,) percorra uma hiperesfera
de raio unitario. Temos

Q=r"[Q (5 Esr-esEy) +7V],

onde a funcio V dos %;» do niimero positivo r e do tempo é con-
tinua quando t>1t, e »<p. Sendo (), por hipitese uma forma
positiva, a fun¢io @, | by s 4 z,) ¢é superior a um minimo abso-
luto m; e, se M é um limite superior de V, a derivada ' é posi-
tiva em todos os pontos do interior da hiperesfera de raio £

. , m .
inferior ao menor dos numeros p e —, exceptuada a origem,

E H

onde é @ =0.

Se supomos que @ é definida negativa, seja o'/ < R: quando
o ponto x; percorre a hiperesfera de raio ¢/, @ fica inferior a um
méximo absoluto — K e podemos determinar um nimero <y
tal que no interior da hiperesfera de raio L seja Q> — K, visto
que () se anula na origem. Quando o mébvel, no instante ini-
cial #,, parte dum ponto & interior & hiperesfera de raio 1, ficard
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interior & hiperesfera de raio ¢/, porque, se no instante ¢ >,
a atingisse, o valor @ (¢) de @ seria igual ou menor que — K
e, sendo @ (,)>—K, seria @ (f,) <Q (%)), o que é absurdo, em
virtude do sinal de @'. A solugio nula é pois estdvel. E, dum
modo mais particular, as solug¢les suficientemente vizinhas da
solucio nula sio assintiticas desta solugio. Na verdade, o limite
da funcio @ n&o pode ser negativo quando ¢ cresce indefinida-
mente. Se, para certas condi¢Bes iniciais como as anteriores,
@ tendesse para o limite — L, como seria possivel determinar
um nimero X tal que no interior da hiperesfera de raio 1’ fosse
Q> — L, o mdvel estaria constantemente no exterior desta hipe-
resfera e entre ela e a do raio ¢’ se efectuaria o movimento.
A derivada @ seria superior a um numero >0 e no instante
t, >t era Q(%)> Q%)+ (¢ —1), resultado absurdo, porque Q
ngo poderia exceder — L.

Se a derivada @' se anula para valores diferentes da origem,
mas n#o & nunca negativa, dos resultados anteriores s pode
deixar de subsistir o assintotismo.

Passemos ao caso em que @ é uma forma definida positiva
ou indefinida. Vamos mostrar que é possivel tomar condices
iniciais interiores & hiperesfera ¥, de raio A, por mais pequenv
que seja A, tais que a hiperesfera X, de raio ¢' é atingida pelo
mével. Considerando um ponto (z,°, ..., x,°) interior aquela
hiperesfera, para o qual seja Q)= Q@ (2°, ..., 2,°) >0, e um valor
de N <\ suficientemente pequeno para que no interior de I,
seja Q< @Q,, a solugdo do sistema correspondente as condi¢Ses
iniciais (%), Rﬂ.ov acaba por sair de Mm: porque, se ndo saisse, O
valor de @ cresceria sempre a partir de (), e 0 movimento teria
lugar entre 3/ e X,/. E como o valor de @ se podia tornar téo
grande quanto se quisesse, néo seria inferior ao seu limite supe-
rior preciso entre as duas hiperesferas.

O teorema da instabilidade ndo se modifica quando a forma
se substitui por wma fungdo V cuja derivada V' é uma fungio
definida (LIAPOUNOFF, loc. cit.), ou seja, uma funcio que nio
muda de sinal mediante as desigualdades |x,[<g, sendo p um
nidmero conveniente.
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Teremos somente de supor que os segundos membros do
sistema proposto ndo contdm o tempo e que a desigualdade
VT'>0 é possivel, por mais pequenos que sejam 0S valores
absolutos das variaveis z;.

E sob esta forma que vai ser aplicado no § seguinte.

7. Teorema de Liapounoff. — Vamos fazer intervir na questio
da instabilidade os resultados anteriores. Ponhamos as mesmas
hipéteses do § b, sdmente nio sendo necessario fazer intervir as
varidveis principais. Das equagbes de LAGRANGE deduz-se um
sistema normal de 2n equacBes de primeira ordem; e do desen-
volvimento de U

U=U,+ T+ et Uyt eens

7
LiE

onde U/ ¢é do grau m, e da fungiio V'= M 9 5
y

deduz-se, me-
m

i=1

diante as mesmas equacSes de LAGRANGE,

3
av_ 0T | orr o\ arr .

Y _ary M 4 42U, 48T+ AUy e
dt . dq;

i=1

Ora T=7T,+T,, onde T; é uma forma quadrética nos ¢;, com
coeficientes constantes, e 7, 6 uma forma quadrédtica nas mesmas
varidveis, com coeficientes funcdes dos g;. Supomos &sses coefi-
cientes funcdes analiticas no dominio da origem e nulos neste

7

ponto. Se a fun¢ho U é minima, U, é uma forma positiva e a
forma Q,=2(T,+ U,) é definida positiva. Como a funcio V se
pode tornar positiva, hé instabil:dade. Podemos acrescentar que,
se a existéneia de minimo se reconhecer pelos termos de ordem
imenos elevada do desenvolvimento de U, h4 ainda instabilidade,

o que completa em parte o resultado ja obtido.
q 1Y p J .

8. Nota. — O teorema geral sbbre a estabilidade presta-se
a tratar os sistemas da forma (7) na hipétese de ter raizes mul-

tiplas a equacio determinante. A discussio reclama que recor-
demos alguns resultados.

9. Sistemas lineares com coeficientes constantes. Redugao
a uma forma canénica.— A um sistema linear com coeficientes
constantes da forma

C)] Yi=au Y+ Opp¥s + oo+ G Yy (i=1,2,...,n),

pode sempre dar-se uma forma simples de integragao imediata.
Substituamos aos y; as incognitas

(10) 2 =0y Y+ bia¥ot oo Vi Yo

supondo || b, || # 0. O sistema transformado é semelhante a0 sis-
tema dado. Podemos escrever

11) gi=A; 2+ A 2t - Ay 200

sendo facil procurar os 4. Vamos mostrar, seguindo uma ané-
lise devida a JORDAN, que é possivel determinar combinagdes
lineares 2, dos y;, tais que as combinagSes anilogas dos segundos
membros de (9) repartem 0s 2, em grupos (2, 2y -, msv veri-
ficando as relacSes canénicas

{11 zi=sz,, Z,=8(zF %), &c“iumlyufnav“

de integracio imediata. Comecemos por procurar (10), de sorte
que a primeira equagio (11) seja da forma 2, =8z, E precisa-
mente a equagio determinante ou caracteristica de (9) que deter-
mina s, bastando dispor da primeira equagio (10) para obter o
resultado. Se tédas as raizes s siio distintas, obtemos o grupo
dnico

2.=8. 2, (i=12...,m),



como se esperava. Se hé raizes multiplas, admitamos o teorema
para o caso de n—1 varidveis e escolhamos y, de sorte que o
sistema (9) tenha a forma

Yi="Y1»

(12)  yi=4;9,F 0¥+ o+ a0, (i=2,8,...,n).

. ! 2 3
Osistema Y;=a, Y, 4 ... +4,, Y, para o qual || a || $ 0, é sus-
ceptivel de ser levado & forma canénica, que serd composta de
grupos como o seguinte:

Zi =52, Zy=3(Zy+2%): 1 Zp=3(Zy_1+7,)-

O sistema (12), mediante a mesma transformacéo, conduzird aos
grupos correspondentes

(12 Zi=sZ+ Ny, Zy=3(Z+ Z)+ N\yys-0s
!
Zy=5(Zp_1 + N@v._. Aprr

aos quais se junta a equagio y, =1y,, onde fizuram as constan-
tes A. Fazendo aqui a transformacéo

(13) =2+ Y Y U=ZyF Y Uy =2y T Y
onde figuram as constantes T;, temos
wy=suy +[ A+ (x—3) | y1s
wp=s(u;_;+ )+ [ A+ c—8)m—svi_i |5 (i>1),
e, se for T—s % 0, podemos determinar os t; de modo que seja

(14) wp=suy, wp=8 (U ), .., up =8 (Uy_;+up).
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A reducio candnica fica operada déste modo quando T é uma
raiz simples da equagio determinante (). Aos grupos (14) hé a
juntar o grupo composto da equag¢io tunica y,=1ty,. Mas, se T
é raiz multipla, h4 grupos (12') para os quais é s =1. Precise-
mos: suponhamos existir o grupo

Nh”.anl_l?“QH, Nw‘."aANwl_levlT\qu.,....
Nn”dANQ|HI_INQV+>Qm\»w
uma transformacio (13) leva as relagGes

wy=xu,+A gy, up=1(u,F )., =m“i§n|~+=mv.
, e \ A
4s quais juntaremos y, =1y,. Basta fazer w,=-—y, para se ter
imediatamente o grupo unico de ¢+ 1 equagdes
wy=TUy, Uy =<ty U )yeee, :w“:?&lﬁn*l:mv.
Se em (11') se faz z;=+5"u, (s 0), vem
(13) uh = Su,, :»mewu*lzt...-:w”;e..T:%Ii
e, pondo ainda w,=7, eh*, temos

(16) ti=(5—K)ty, ty= (s — M) lyftp,ouny th=(8— M)ty 1, ..

Quando é s=0, vé-se que a forma candnica (15) é aplicivel. Na
verdade o sistema (16) e os sistemas andlogos obtém-se na

’

(1) E muito ficil verificar que as raizes da equagio determinante
de (12) sfio as mesmas que as da equaciio determinante de (9).
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ou.mouw dos sistemas (15) fazendo no sistema proposto a mudanga
7, =€ y,. A antiga raiz s =0 corresponde a nova raiz — ), pois
que as novas equacdes se apresentam sob a forma

n=ay @GNt -+ (Gt R+ ag My,

10. Estudo do caso excepcional. — Retomemos o sistema (8)
na hipétese do § 6 e suponhamos que a equacgéo determinante

relativa as equacSes as variacGes (1)

da;

1] .
lﬂm...ll.azﬁnT...:Ta..:R: (i=1,2,...,n),

correspondentes 4 solugio nula, admite uma raiz miltipla. Supo-
nhamos mais que esta raiz é imagindria e, para fixarmos ideias,
que lhe corresponde o grupo seguinte de trés equagSes

dy, dy dy
{1 — =8y, —=s —L =5y, + v,
2t 191 at 1 Y2 T ¥1s it 81Y3 T Ys
O grupo conjugado serd
dzy ‘ dz, dzg
TR G ThAT AT A

onde s; é conjugado de s, e as incégnitas sio conjugadas das
anteriores. Se em Gﬁ.woBOm %, = pOY,, U, =0Y,, reconhece-se
que podemos tratar o sistema

daty dug u, dys - Uy
—_— =8 U —_— =8 U == —=3$ —
@t T g T anT

5 1

(1) Os segundos membros reduzem-se aos termos do primeiro grau
dos segundos membros das equagdes propostas.
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cujos coeficientes (salvo s,) sio de médulos tio pequenos quanto
se queira. Partiremos assim dos dois grupos de sistemas conju-
gados

dy, dy, . dys
MH.&S, Mﬂ“m_.@wl_ud\f at =8; Y5+ tYa>
&Nu &Nw &Nw
M”%\HNpu .M:l”m\HNwl_ldNMq I&Mu“.w\wNwIT*er.

Da forma quadritica aucxiliar % = Y2, + Y, 2,1+ Y5 25 deduz-se

ar
dt

=(8+s) (9, N~+.~\wuw+$uuv+.d$$+ﬂNwwm.T_t\menTTvau.

Como os valores absolutos de t e de y se podem supor inferiores

a um nimero positivo dado qualquer, M,M é uma forma definida
ge s, +5, 6 um ndmero real nio nulo 2«¢. A forma quadrética
x=2a(y, 2, +Y,2,+Y;2,) leva a mwl" 2a W\M ,que é definida posi-

tiva. Operando do mesmo modo com todos os grupos, somos
lovados a uma forma Q=2x, da qual se deduz por derivagio,
tendo em vista o sistema (8), transformado como deixa ver o
raciocinio precedente,

Q¢=0Q+F.

A forma Q, = M wgmw.. ¢ definida positiva e a forma @ serd defi-

nida negativa se forem negativas as quantidades «, isto é, se
forem negativas as partes reais de tddas as raizes da equagdo
determinante; h4, pois, estabilidade. Se uma raiz faz excepgao,
hé instabilidade.

Para sermos completos, restaria tratar o caso em que existe
raiz de parte real nula. Levantaremos a diivida somente na hipé-
tese de haver algumas raizes de parte real positiva.
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Uma mudanca de varidveis, j4 indicada, mostra podermos
partir do sistema de equacSes &3 variactes

dv;

|-“||Qs~.\:l_laswam+...ITAQ:.ITVV,\TIT l_lgs: in?

podendo X ser escolhido de sorte que as raizes da nova equagdo
caracteristica sejam de partes reais negativas. No entanto, a esta-

bilidade dos 7, ndo garante a dos x; como o mostra a relagdo

.S.Hm: x;. Raciocinemos directamente. Em face da hipdtese for-

mulada, 0o nimero negativo : pode escolher-se de modo que eutre
as novas raizes as haja de parte real positiva, nenhuma delas
tendo parte real nula. Existe entio uma forma quadratica
Q (", Mgy -+, M,) que tomard valores positivos no interior duma
hiperesfera de raio tio pequeno quanto se queira e da qual se
passa & relacio

(2

QHA.‘:“ Mgy eevs .§v” M

i=1

on; _Ha: Nyt +AQS+VV ;e JTS.:S:Q<

sendo @, uma forma definida positiva. Se considerarmos a forma
Q(z,...,x,) e a derivarmos mediante o sistema proposto,
resulta

Q= epi_....,avlea +§§,:.L;_3|§ 2Q L F.
1

i=

Seja R o raio duma hiperesfera no interior da qual é @, +F>0,
de sorte que é também @' + 210> 0, e seja <z < R. Se no ins-
tante inicial /, 0 mével ocupa uma posicio x7,interior & hiperes-
fera de raio 7, é ficil ver que 0 movimento néo pode ter lugar no
interior da hiperesfera de raio . Se assim fésse, como terfamos
Q=—21Q4+(Q,+ F), a funciio @ seria superior a @, e—2ht—ty)
onde (), designa o valor de () na origem do movimento. HL_o
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resultado é absurdo, pois que @ é inferior ao seu limite supe-
rior preciso no campo considerado. Hé instabilidade.

1. Nota.— Na ordem de ideias que vimos seguindo, é natu-
ral falar das solucbes periédicas e das solu¢es assintiticas de
certas solucBes periédicas introduzidas por POINCARE, que as
usou no estudo do problema dos trés corpos e as trata na sua
grande obra «Les méthodes nouvelles de la Mécanique Céleste ».

12. Consideragdes gerais. — Resumiremos neste § alguns
resultados importantes necessirios ao fim que nos propomos.

1) QSistemas com coeficientes periédicos. Expoentes caracteris-
ticos. — Dado o sistema

(18) xp=aba; (i k=1,2,...,2),

2

em cujos segundos membros suprimimos o sinal de soma, supo-
nhamos os coeficientes ai fun¢des continuas periddicas do tempo,
de periodo ©>0. Os integrais ndo tém singularidades e, dado
o sistema fundamental 2/, quando t acresce de ®, obtém-se novos
integrais X/ que satisfazem as igualdades

onde os Aj sio constantes. Consideremos as n substitui¢es
lineares assim definidas e escrevamos desenvolvidamente uma
delas
1 1.1 1.2 1 . n
Xy=A/x;, F Ax;+ ...+ 4,2,

Xt=Alal LAY x4 Ay

os coeficientes nio dependem do indice ¢ e sio 0s mesmos nas
diferentes substitui¢Ges. Assim, se operarmos uma redugdo ca-
nénica duma delas, fica operada a das outras. Os resultados obti-
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dos numa questio aniloga anterior permitem-nos afirmar que
é possivel formar n sistemas de n integrais tais que cada sis-
tema comporta um certo nimero de grupos (0 mesmo numero
para os diferentes sistemas), verificando cada grupo relagdes
do tipo

@} (14 w)=sz} (1),

al(t+w)=s[=}(t) +a(0)],

S BemsasssEsEsEeApTEE e b

2P (t+o)=s[aP(t) + P (1) ].

A forma analitica dos integrais dum grupo pode obter-se tra-
1

(L)
deve tomar-se uma determinacio de log s, definem-se o0s nume-
ros «, que se dizem expoentes caracteristicos. A parte real de «
diz-se nwmero caracteristico. Os integrais dum grupo podem dedu-
zir-se da expresséo do integral z¥ (), que facilmente se verifica
ser da forma (veja-se GGOURSAT, loc. cit., tomo Ir)

tando convenientemente estas equa¢bes. Pondo a=— log s, onde

(18)) 2P = e[ g (1) 40, 95y () 4+ 0,12, (D) ]

onde os g, sfo fun¢8es continuas periddicas de periodo v e 6,(t)
é um polinémio do grau % em ¢. Torna-se assim importante
o cilculo dos nimeros s, que sio raizes duma equacio de grau n,
chamada ainda equagio caracteristica.

Para definir os coeficientes dessa equac¢do tomemos 0s 7 sis-
temas de valores iniciais (#/), formando um determinante ndo
nulo. Se conhecermos os valores dos integrais correspondentes
no ponto ¢+ o (f, é o instante inicial), as igualdades

Rm.?o+ev”m.m.amﬁof

permitirio determinar Aj. Ora se substituirmos o sistema pro-
posto pelo sistema

(19) =2,

63

onde figura o parametro X, os integrais déste sistema séio fun¢Ges
inteiras de A e podemos escrever

(20) %w”&rox*.waﬁ._-fm%wwx_n....

onde os x,,, sio fungdes de ¢. Déstes desenvolvimentos e de (19)
deduz-se

dxy, dxy,
it at

—al . 2, %
lnw»po+aw&mo+...+nwsso.

e deveremos supor que o valor inmicial de 2,, é precisamente
o de z, e que o valor inicial de 2, é nulo. Basta agora substi-
tuir em (20) A pela unidade para podermos determinar x, (#,+ ).
Resulta, pois, que os coeficientes da equagfo caracteristica sio
determinados por aproximagdes.

II) Os integrais como fungdes dos valores iniciais. — Desen-
volvamos o método sobre as duas equacgdes

dy . dz
1 .MH:PQ.&V. M“ﬁg‘m}uv.

As funcbes f e © sio continuas com derivadas continuas em
ordem a y e z o sio inferiores a M em valor absoluto no domi-
nio D assim definido

a—a<t<outa, B—b<y<B+b, 1—c<z<i+tec.
Os valores iniciais (#,, ¥,, 2,) pertencem a D e as condigdes
Yo —Bl+Mit—1,| <b, |z—71|+M|t—1]<ec,

garantem a continuidade das fungBes 6 (¢; £, ¥,,2,), ® (2, ), ¥y 2)r
que sio obtidas pelo emprégo do método das aproximagdes suces-
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sivas de PICARD no calculo dos integrais de (21), no dominio IV
assim definido

. b ¢
[t—a|<h, |ty—a|<h, _mcl@_AM, _NoliAM,

onde h & inferior a a, h. <
AM™ AM
admitem derivadas continuas em D' com respeito a t,, Yo %

como vamos mostrar. Ponhamos

. E as funcBes continuas 6 e ®

06 . 06 " o "
=4 —— =%y — =43

ot, 9, 0z,

Ow dw 0w

o M ey, e

dx,  of of dxy  Of of dc;  of of
—_—=—x — —— = - — = — £
TR A B TRt u Ty T
@2)

g oo do B o do g3 de do

— = h— L] — =2 +|L| 1 —_— =1 £ ]

dt oy 1T 0z & at dy Y & at oy st 0z R

e procuremos satisfazer a (21) e (22) e as condigBes iniciais

ﬁ Y ="Yp 8H"|\.Aso.m\ovhoy Rm“r %w"O.
t=t,, m

N"Nog m~...|||£20,@oq&ov9 €, ==0; E=1.

Sabe-se que, aplicando o método de PICARD ao sistema (21) (22),
as aproximagdes convergem uniformemente em I’. Seja a pri-
meira aproximacio

Y =Yo» %HHO. n.wqu Rm“Oq

=2y, mpnou mm”O“ mw”pu
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-® a segunda

t

. “

m\“@ l_l \..n _N &.I.. ”I ]

ey (52801 20) 4%, @y =—1(t0:90, %), RMIT_',‘V ﬂ?n\?&v%.
0

?
- et
Z=2z ot <, b =—
1%3; 190020) 8% 5 =—9(Y: 01 %), E= “@?Sév%_
0

1]
t
n={ filswn)d G=1+[ o) d.
5 i
0

) n Tl )

%y Oy )

e — - Y 0z d
x =z S e ik

Oty L 0y, 2 0z, Tgs ot &1 Eo»

Oz oz
0 9y, 0z, -

I.mw.

Na aproximacgiio de ordem 7 (afectaremos de indice superior n

as incognitas e ‘usaremos a mesma nota¢io na aproximacio de
ordem n—1) temos

L
@s”.@on_l.‘,“ow _”ﬂ y* 1 (x), T A.nvu_ dr,
" t .
=2+ hw [0 9" () "2 ()] a5,
" t
&l = — f(tys Yo ﬁiﬁ £, L5 0" (0, "1 ()] e
(1]

¢
+,‘au fe h.: ¥ (), T ?L Er—1dr, ete,
0
e também

.‘wm\: s t \.\ _H Rl L @.QQ.'H
v o LYt T (%), v _ om—1 p
%, RSO O) A&,, 2" v%

01

i
-+ . L= QSI:.&. nsl;av“_ A@|€ |mﬂlpv%f ete.,
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igualdades donde se conclui a proposi¢gio que temos emx
vista.

Se no sistema proposto figura um certo ntmero de pari-
metros, 0 mesmo método 6 aplicavel. Os integrais sero funcdes
continuas dos parametros com derivadas, desde que se juntem
as -condigbes de terem Jerivadas continuas em ordem a0s para-
metros os segundos membros das equacdes propostas.

III) Integrais infinitamente vizinhos. — Quando é conhe-
cido um integral do sistema proposto, podem estabelecer-se con-
dicSes que bastam para a existéncia de integrais infinitamente
vizinhos no mesmo dominio da variavel independente. Seja, por

exemplo, a equagao

d
(28) L=1(ty:n,
que admite para L=0 o integral y, (?), continuo no intervalo
(%5 t)- Supondo as fungdes f, \“:: .\w continuas no dominio D

agsim definido
2ty p(D—a<y<y () ta M

vamos mostrar que o método de PICARD leva, quando | M| é sufi-
cientemente pequeno, a aproximagdes convergentes, no inter-
valo (#,, ?,), para o integral de (23) que se torna ¥,=Y, ()
quando f={,. Tomemos as aprosimacdes

.NHAav“.QHAuVu

. L L]

¢
M\Smwv"m\ol*l.‘.u f Hd. M«S|HAAV‘ VH_ d=;
0

vamos mostrar que éste calculo se prolonga indefinidamente.
Na verdade 6

S ROEPNCI T ANORN BRI ER AU N

¢
ty
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e, mediante a condicio cldssica de LIPSCHITZ,
N t
RAOEACIES IREAR MRS AR JINI TS
0
onde H e K sao constantes apropriadas. Consideremos as apro-

ximacSes sucessivas obtidas pela equacio

dx

no cileunl i
: 3 oc.>o do integral que se anula quando é ¢=1#. Tomando
2 =0, vé-se que tem lugar a desigualdade

> | Y, (8)—y, (1)),

de sorte que §é

K|\
H

EACEROIEEIUY FIEIE )

Mmmﬁm escolher | 1| suficientemente pequeno para que |¥,—y, | <a
om as aproximag i ftual .
oo P cGes .N::v constroi-se, como ¢ habitual, numa
’ ie que converge uniformemente no dominio (%, ¢,), quando
. e
[\ 6 mnm.oSunoEmbg pequeno, para uma funcio continua ¥ (¢, \)
. ’ !
que admite derivada Y) continua no mesmo dominio ,
Devemos observar (transportando-nos ao caso geral) que os
valores iniciais de ¢ e d i . :
° : e dos y, sfo fixos. Para passar ao caso em
que sdo variados, consideremos o sistema auxiliar

ay;
&H”\.-.AN#.TQ. M\HITWH..... H\Sl_lm:“ Vrﬁ?m‘...uf.QVg

24

’

Mv B, H>oourmo&m uma solucio correspondente aos valores nulos
08 param [ i
P etros «, 3;, A, continua no intervalo (%, ¢) de T'

0 g i a
nde figuram os antigos pardmetros A, e os pardmetros novos
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e tomando o valor y,(f,) para T'=t,. Mediante a continuidade

das derivadas % , as solucBes de (24) vizinhas da solucdo conhe-
cida e correspondentes a valores mﬁmﬁobaoB.obg pequenos dos
parametros sio fungSes continuas derivaveis de T, «, @.... Aes
quando 7' varia de f, a #,, e que se tornam ¥, Qov.. quando é
T=t,. O sistema primitivo ma_ﬁ.mm_.n solugbes que sdo ?nma.mwm
continuas de f, «, .m.%. I, com derivadas em ordem a estas varla-
veis, as quais se tornam ¥, (f,)+B; para t=1%,+a. Se o A.BHS.
inicial de ¢ & conservado, o dominio referente a esta varidvel

é ainda de £, a 7,.

1V) Equagoes ds variagoes de POINCARE. — Tratando das
equagdes ds variagoes, consideremos o sistema

W.M.“NARJ@“N,?*..V' \&WI”,NA&.Q,N,?TV.
N
29
mmnmg, Y2ty w),

que, para =0, admite o sistema de solugSes
n_"ﬁpc.v, Q“GNAS“ "ﬁw:Y

continuas no intervalo (¢, ¢,). Supomos <ouwmopmﬁ as hipéteses
das alineas anteriores, pelo que temos uma Emna.pmo de solu-
¢bes vizinhas daquela. Mantendo f, podemos imaginar os valo-
res iniciais variados de 2, y, z definidos por trés fungbes :H.y
Yo (1), 2, (1) do parametro ., ooﬁ._ﬁ:mmm_ bem como as suas ;M_m.
vadas, e que tomam os valores ¢, (t,)y ¢ (1) 25 (¢,) para p=0U.
Seja
x=®, (¢, ), y=0,(t, 1), z=04 (%, w)s

o sistema de solucBes em questéo. Quando é =0, temos

0, (1,0) =g, (1), Ot 0)=0:(t)y  O5(t 0)=15(t)y
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e, quando =1,

ewﬁno“ p)=a(p), Gmﬁo, Tv”.@o:..v. euﬁ_c. L) =2zy(n).

Do sistema proposto deduzimos

POy _ oy, 0¥ 0 0¥ % oY
ooy Or Oop | Oy Oox | Oz dp | op

PO _02%  029%  02%% oz
ot dn ox o dy ou 0z oOp o

Fazendo =0 e designando com % (), v (¢), w(¢) as derivadas
0B, 0B, b, .

— ——3——) onde se faz também p=0, deduzimos

Op  dp  On

— =X, (90 P2r 05,8, 0) u + NWTT. 99y P30 £, 0) 0
(26)
+ Nmﬁﬁt @31 P35 8, 0) SlTNm..T}, P94 @3, 1, 0),

e mais duas equac8es andlogas, nas quais os primeiros membros
dv  dw

880 TAPTE Sdo estas as equacBes as variacSes de POINCARE.

Flas determinam a parte principal dos incrementos dos inte-
grais conhecidos correspondentes & variagio infinitamente pe-
quena 8j.. Os valores iniciais désses incrementos sfo conhecidos
e a determinagio aludida é feita no intervalo (Z,, ¢ ), o que

é conseqtiéneia do conhecimento que se tem ¢ prior: das sin-

gularidades dos integrais definidos por equag¢des diferenciais
lineares.



Devemos observar que o conhecimento do integral geral
do sistema (2D),

R”‘m‘A?T.Q“FaY @”QA??,&.FQY
z=H(ty,a,b,c),
onde figuram as trés constantes arbitririas a, b, ¢, leva imedia-

tamente ao integral geral do sistema (26). Do sistema (25) dedu-
zem-se as equagdes

®F 00X oF , 0X 0G | 0X oH
S B el
otda dox da oy Oa 0z oa

®F o0X0F 0XdG  oX oH
|||H|||I|||_1|I.||.|T||||.
&%%%@&%%

®F 0X oF , 0X oG | 0X 0H
— _— I_l _— I_I —_——
otde oz de dy dc z Oc

?F O0X oF 09X oG | oX oH | oX
X oF, X906 0224
ot op. ox Op dy op 0z Ou o

b

e mais oito equagdes semelhantes. Supondo que o integral par-
ticular conhecido corresponde a a=a,, b="0,, ¢= ¢, =0, vé-se
que .mla (¢ 0, a,, by ), QM: mw, constituem um sistema parti-
cular de solucdes do sistema (26), suposto sem termos indepen-
dentes, havendo ainda mais duas solugSes andlogas. Bastard
conhecer agora uma solugdo particular de (26) e essa 6 precisa-
mente

g = Fy (1,0, a5, 095 ¢)s ¥y = Gy (5 0, ag, byy Go),

wy = Hy (4, 0, ag, bgs €o)s

como o mostram a tltima das equagbes (27) e mais duas seme-
lThantes. As modificacdes a efectuar na hipdtese do pardmetro

ger introduzido unicamente pelas condi¢des iniciais sdo bem
aparentes.

13. Integrais periédicos. — Retomemos as equagBes (25) e
suponhamos que 0s segundos membros s&o funcBes periddicas
do tempo, de periodo ®. Os raciocinios que vamos fazer esten-
dem-se imediatamente ao caso dum movimento num espago a
dimensdes. Se as solucdes o, (¢) admitem o mesmo periodo,
0 moével encontra-se no instante #,--© nas mesmas condigfes
que no infcio do movimento e as solugbes em questdo s8o perio-
dicas. Para o estudo das solugBes periddicas vizinhas, tome-
mos a mesma época inicial f, e as posi¢Ses inicials variadas
¢, (8) + a4, 9, (B) + 4y 25 (F,) 5, bem como um valor de
diferente de zero. As solugdes correspondentes

a=®,(t, a5, ay o3, 1), y =Py (£, ay, ¢y, %5 1),
(28)

2 =@, (1, o, 25, %, *)

sso funcdes continuas quando os parametros «, o, %, I* sdo
suficientemente pequenos. A continuidade tem lugar na época
{,+© e nas épocas posteriores; e se pusermos

@) B, (o, o gy g 1) — i (f) — 5 =0,  (i=1,2,3)

0s integrais anteriores sio fungGes periddicas, de periodo o.

A existéncia de raizes do sistema (29), para valores de
suficientemente pequenos, é conseqiléncia de ser diferente de
zero o jacobiano correspondente quando é @, =a,=a,=p=0.

Para fazer o estudo désse jacobiano, ponhamos

0,
WU, — —— Y, == —— W, — ——

b e, b O, k 0u

depois de se fazer nos segundos membros a,=a,=a,=p=0.
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As fanc8es (u,, v;, w;) sdo soluges particulares do sistema {(26),
suposto sem termos independentes, e 0s valores inicials sdo

u, =1, v, =0, w, =0,
1y, =20, vy=1, w, =20,

ug =0, vy =20, 1w, =1.

O jacobiano apresenta-se com a forma

J=|u (t-+o)—1 v ({+w) w, (ty+w) _
[ 1y (g4 w) v (tytw)—1 2wy (tyt o)
uy (g1 w) vy (1o o) wy (tgt+w)—1 1,

e sup6-lo nulo é supor que existem as relacies

Al (fy+0) = 1]+ Buy(tyt o)+ Cug(f+©) =0,
LS:o._.ev.fw?:o.fiig+Q§:o+3HP
msHQoJrev.Tw:_w:o._.ev._]o?w:o.TeVlLHP

onde as constantes 4, B, C n#o sdo todas nulas, e, por conse-
qiiéncia, que existem os integrals periddicos

w=Au, + Buy+ Cuy, ete.

do sistema homogéneo considerado de equagdes as variacdes..
TUm dos seus niimeros caracteristicos é nulo; e dizendo que é um
ntimero caracteristico da solucio periédica conhecida x;==9, (1),
temos o teorema seguinte: A wma solugdo periddica do sistema
(25), correspondente a p.=0, corresponde uma infinidade de solu-
coes peribdicas vizinhas, relativa a valores de p. vizinhos de zero,
se os mumeros caracteristicos da solucdo conhecida sdo todos dife-
rentes de zero.
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14. sistemas redutiveis de Liapounoff. — Para definir estes
sistemas, consideremos o sistema

(30) 2y —db

cujos coeficientes se supfem reais, continuos e limitados quando
é t>1t,. A mudanca de incégnitas pelas igualdades

—pl
2= by,

onde os coeficientes b} gozam das mesmas propriedades que 0s
ai, o, além disso, admitem derivadas nas mesmas condigdes:
e formam um determinante cujo inverso é limitado, leva ao
sistema

il ol gd =
zp="blja, 1+ b;ayx;=c;xy,

no qual os ¢! tém as mesmas propriedades que os ai e onde se
devem substituir os z, pelos seus valores expressos nos z;. Se
a mudanca de incégnitas se pode determinar por forma que o
sistema anterior seja de coeficientes constantes, o sistema pro-
posto diz-se redutivel. .

Vamos demonstrar que é redutivel todo o sistema linear de
coeficientes continuos, reais e periédicos, do mesmo periodo o.

Consideremos o seu sistema adjunto de incognitas X e a
equacio caracteristica déste. Dum modo geral, 4 raiz s e ao res-
‘pectivo expoente caracteristico « correspondem n grupos de p
integrais

X,y DE Y s wtime L DE T X,

podendo cada grupo assim escrito deduzir-se de (18): X, repre-
sentard ¥ e o simbolo D deve interpretar-se como a derivada
de ordem % de z¥ obtida considerando constantes os coeficientes:
periédicos do polinémio de grau p—1, que figura em (18).



O sistema (30) admite os seguintes integrais lineares

t ]
(2, X+ ay Xy 4o 2, X, ) = s
¢" (2, DX, + 2, DX, + ... +x, DX, ) = Cy,

R T R L L R T R R R A ]

t — - —
¢ (2, DP7* X, 42, DP T X ... 2, DP 'X,)=2¢,,

que podem escrever-se, ordenados segundo as poténcias de ¢,

al 271 tP—? —1

e _HQ|:_3|§|wv_.§+...+AlC@ .N\w._“ 17

%ﬂ%Mﬂweﬁmﬂi.:il%lgl_n@_

%N.SHQ?
representando com ¥, Yy, - Y, expressGes lineares distintas

dos z;, com coeficientes periédicos. Se, na verdade, existisse uma
relacio entre os yy, existiria uma rela¢do entre o tempo e as
constantes arbitrarias C, ..., Qm. Tomando os ¥y como incdgni-
tas, verifica-se imediatamente que as relagdes precedentes repre-

sentam o integral geral do sistema

dy, dy, dy
(Bl) —=—ayyy ——=—aYtYr-re) |N”|Q.~\%+.~\1|H,

at dat at
de sorte que, operando do mesmo modo com tddas as raizes dis-
tintas da equacio caracteristica e com todos os grupos, somos
levados, para obter um sistema com coeficientes constantes,
a transformar o sistema dado por férmulas do tipo
1
¥ =bixp,
onde os coeficientes sio func8es continuas periédicas, de perfodo o.
Resta verificar se o determinante dos vw se ndo anula quando ¢

. ! . N
varia de ?, a #,+ ®, se 0s mesmos b; se podem considerar funcGes

=3
ot

reais e se outro tanto sucede com as constantes «. A primeira
propriedade é conseqiiéncia imediata de ndio poder anular-se
o determinante de m sistemas distintos de integrais dum sig-
tema linear, os quais substituem um sistema fundamental. Na
verdade, o determinante correspondente do sistema transformado
pelas relacbes anteriores é o produto do primeiro determinante
pelo determinante dos @m. A segunda propriedade demonstra-se
por partes: podemos supor que a equagéo caracteristica néo tem
raizes negativas e, nesse caso, 0 modo como aparecem as funcses
w.m mostra que estas podem supor-se reais, quando correspondem
a raizes positivas, outro tanto sucedendo com os «; havendo
raizes imaginérias, ao lado dum grupo de p integrais do sistema
adjunto aparece um grupo de p integrais conjugados, ao lado
de p varidveis y, aparecem p varidveis conjugadas, em vez do
sistema (31) aparecem dois sistemas conjugados e as varidveis
do sistema com coeficientes constantes reais aparecem sob a forma
que resulta de se combinarem linearmente duas a duas as varii-
veis ¥;.

15. Generalizagio de alguns resultados sébre a estabili-
dade. — Suponhamos que o sistema (8) contém termo indepen-
dente e que #; =1, (t) é uma solugao conhecida continua quando
é t>1,. O método de PICARD refere-se a um intervalo restrito da
varidvel independente, no interior do qual sio comparadas as
soluctes vizinhas correspondentes a condicGes iniciais variadas.
Para decidir da estabilidade da solucio x;=,(t), basta fazer
2 mudanca de incégnitas pelas relagdes y,=x,—¢; (1), onde os
y; sio as novas varidvels; somos levados a discutir a estabili-
dade duma solugio nula. Tratando-se, por exemplo, dum sis-
tema com coeficientes constantes ou fungBes periddicas do tempo,
que admite a solugiio periddica z, =, (t), a mudanga indicada
Jeya a um sistema com coeficientes periédicos. A &ste corres-
ponde um sistema redutivel de equagGes s variac8es podendo
Jdeterminar-se uma substituigio linear que o leve a um sistema
de coeficientes constantes. Aplicando a mesma substituigio a0
sistema proposto, somos levados por fim ao problema estudado
anteriormente.
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16. Regresso ao estudo de solu¢des assintéticas. — Para
estendermos as noc¢Bes dadas no § 4 sébre solucdes assintdticas,
tomemos o sistema (8) e suponhamos que os coeficientes sio
funcSes analiticas periddicas do tempo, de periodo 2x. Facamos
a reducio do sistema de equac@es as varia¢les correspondente

4 solugio nula e suponhamos diferentes as raizes da equacio

caracteristica correspondente, de modo que podemos partir do
sistema

L&.n
(32) —— =N+ ...,
dt

sem outros termos do primeiro grau. Admitamos que 0s coefi-
cientes séo holomorfos numa regido do plano da variivel ¢ limi-
tada por duas paralelas ao eixo real e compreendendo éste eixo,
de tal sorte que os circulos do plano da variavel u=¢* que cor-
respondem aquelas paralelas limitam uma corda circular con-
tendo circunferéncias de raio superior & unidade. Entdo os coefi-
cientes desenvolvem-se sob a forma aniloga & de LAURENT,

no interior das paralelas. Escrevendo

+ » &
M A, 0" = M d,u" 4 M B, u ",
—w®

n=0 n=1

a primeira série do segundo membro é convergente em todos
os pontos do interior dum circulo de raio R>1. A segunda

I3

série é convergente no exterior do mesmo circulo. Se puser-

1

mos % =—, temos o desenvolvimento
v

Mm:::+me:e:, A:”a&u e”alav

-1
-1

convergente no interior dum circulo de raio B> 1. Vamos pro-
curar solucdes do sistema (32), ordenadas segundo as potén-
cias de

N it — 1t
.S”«qu w\w”m.fwuq..., Yp= .Jua, u=e", v=e - (p<n)

seguindo um método devido a PICARD. O ilustre moaaoﬁ.@ pro-
cede ainda como no § 3 numa questio andloga. Considera o
seguinte sistema de equac3es &s derivadas parciais, que deduz
de (32),

< oxy, oy, oxy,

{38) M v.am\awl+s.:@'|u.elaellwrxrlhﬁwARC ey Xy Uy V)
Y w
k=1

(h=1,2,...,m),

no qual os segundos membros comegam por termos do segundo
grau nos xz. Podemos satisfazer a (33) com séries ordenadas
segundo as poténcias dos 7, %, v, sem que haja termos cons-
tantes ou termos que contenham unicamente as variavels u e v.
U 1

omt xy,

No céleulo das derivadas nio hi efectivamente incom-

0u™ dv®
patibilidade e estas derivadas sfo nulas na origem. Admitiremos
mais que nio sdo nulos os coeficientes dos termos do primeiro

ox, Ox
- . 1 2
grau nos yy. Serdo entdo arbitrdrias as derivadas FRIEERERE
1 2
ox @35+§m+...+§ﬂ+w+~.ﬂ,w .
p : : v _
—£ ., 0 cédleulo da derivada geral - na ori
%Y, - g oyt oyp't ... @.&g:@ ou 0v?

gem introduz o coeficiente A, m + ... + &, m + ki —il—X\,, que
poders anular-se, quando f6r & <p, para valores inteiros dos mm,
de % e de I; no entanto, a hipdtese adoptada para os desenvol-
vimentos exclui &sses casos, se supusermos que a exXpressio
A=k m +...+ fo m, + ai — )\, ndo pode anular-se quando for

’

m+m,—+ ... +§@Wm, sendo a positivo ou negativo. HEE.S

ficil verificar que | A | ficard superior a um numero positivo
fixo ¢ se existirem dois contornos convexos néo compreendendo



a origem, um déles compreendendo os pontos i, e +-¢ e outro
os pontos A, e —¢ (k£=1,..., p). Para demonstrar a convergén-
cia dos desenvolvimentos extraidos de (33), tomemos a funcio
dominante dos segundos membros

k < ver i
n.wAR_Hq...o.&_Suquv” M IEIM«NE@

AHI Rv AHI Mv - RH+...+&: a
R R a

e consideremos o sistema finito

Xy =ey, +9(Xp e, Xy v) (h=1,2,...,p),
(34)

X, = (X, eees X, uy0) (k=p+1,...,n),

que define as varidveis X em série dos yy, u, v. Tais desenvol-
vimentos néo contém termos onde figurem unicamente as varia-
veis 4 e v e para que possam ser comparados aos desenvolvi-
mentos formais extraidos de (33) deverdo tomar-se nestes para
coeficientes dos termos do primeiro grau em y valores iguais
3 unidade, quando muito. Importa precisar agora se os desen-
volvimentos convergentes que satisfazem a (34) deixam as varia-
veis v e v a faculdade de tomar valores de médulo superior
4 unidade. Esta condigfo é essencial para que o regresso a varii-
vel ¢ deixe o eixo real desta varidvel compreendido no dominio
complexo correspondente. Se considerarmos o sistema

1 .
umm”QLIM%ANH,...‘H:,:“QV (J=12...,n),

somos levados ao estudo da equacdo tnica

1 \
X=y+t M youE : :

=) D0

devendo estudar-se o desenvolvimento de X segundo as potén-
cias de y, u, v. Para o fazer, basta resolver a equacio em ordem

a X e considerar a raiz que se anula com ¥, %, v. Reconhece-se
que é possivel dispor da varidvel y de forma que u e v (de
médulos inferiores a B> 1) tomem valores de médulos superio-
res 4 unidade.

O regresso & varidvel ¢determina para o sistema (32) a exis-
téncia de solucbes que sdo séries ordenadas segundo as potén-
cias de C, eMt, ..., c, ot & ¢ . Podemos supor tratar-se
de séries das p primeiras quantidades com coeficientes periddi-
cos, de periodo 27. Mediante hipéteses bem conhecidas e relati-
vas aos M, podemos obter solugdes assintéticas da solugio nula.

Os raciocinios do § 15 levam a introduzir solugies assinti-
ticas duma solucdo periédica conhecida, mesmo no caso de ter
coeficientes constantes o sistema (32).

Para terminar 8ste estudo, vamos tratar um caso no qual
fazemos intervir os valores iniciais das solugBes assintdticas que
se determinam. O problema obriga-nos a demonstrar um

Lema de POINCARE. — Consideremos, por exemplo, um sis-
tema de duas equacdes da forma

mwnms+$+9,+:..
4

a
”wwﬂl”»nwgl_lwnw\lTQvalT...-

em que os segundos membros deram séries inteiras de x, i, A, com
coeficientes funcdes continuas do tempo, convergentes no domi-
nio de t=0 a ¢=t,, contanto que x|, |¥|, | & | sejam suficien-
temente pequenos. Quando é A=0, o sistema admite a solugio
nula. O lema de POINCARE consiste em demonstrar que a solu-
¢io z=x(t, 1), y=y (¢, 1) do sistema, nula para ¢=0, pode
desenvolver-se em série ordenada segundo as poténcias de A,
em todo o domifnio (O, #,) da varidvel real ¢, contanto que IN]
seja suficientemente pequeno.

Vamos procurar transformar o sistema proposto noutro
semelhante, mas cujos segundos membros nio contenham termos
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do primeiro grau. Designando com z/, y’ as novas incégnitas,
ponhamos

x=\u-+ ax/ 4 by’ y=rv+4aq '+ by,

onde w, v, a, b, a,, b,, sio fun¢Bes continuas de ¢ no dominio
{0, t,). Para determinar estas fuagdes, suporemos que u e v se
anulam com ¢, por forma que também se anulam z/, y’ quando
¢ t=0. A substituiciio no sistema proposto leva a por

du da

— =du+4+ Be 4-C — = 4a -+ Ba,,
dt |T - 3 dt |T 1
dv i da,
Iaﬂ"mpzu_u.w:(*noi MHL_mTTwHaE

devendo notar-se que b e b, satisfazem ao ultimo déstes sis-
temas. Escolheremos (a, a,) e (b, b)) de modo a constituirem
um sistema fundamental. O sistema transformado apresenta-se
sob a forma

/ 5
mﬂba;.f 2Fal y! 4 2Fa/ h+2Gy/ A+ Hy'* - 12 + ...,
{36)

dy' =D, a!’ +2E, a'y' + ...,
dt

e suporemos gque 0s segundos membros sio absolutamente con-
vergentes quando é |2’ | <p, |y’ |<7,| k| <7/, variando tde O a f,.

O método das aproximagbes sucessivas leva a séries unifor-
memente convergentes, de termos analiticos quanto a X, no domi-
nio da varidvel real ¢, de t=0 a t=t , sendo ¢, a menor das

quantidades £ L e Mo valor absoluto maximo dos segundos

O MM v L
membros de (36) quando 6 0<t<t, |o'|<p, [y |<r,

n<w.

81

Podemos substituir M pelo méximo das duas séries

A=|D|p*+2|E|pr+2|Flpr +...,

M=|D |p*+2|E |pr+ ...,

quando ¢ varia de zero a f,. Ora se considerarmos os cocientes
P T

A’ A’
de sorte que os mesmos cocientes sejam superiores a f,. Os inte-

vemos que podemos dar a p, 7, ', valores independentes
mvu H ) b

grais de (36) e, portanto, os de (35) sio fun¢Bes analiticas

de » quando [A|<<r’ e ¢ varia de zero a #,, como se queria
provar.

A demonstracio estende-se a um nimero qualquer de equa-
.¢Bes contendo um niimero qualquer de parimetros. Se no sis-
tema proposto nio figura o pardmetro A e supomos variados os
valores iniciais x,, y, de , y, os integrais x, y desenvolvem-se
em séries de forma

R”M@nswwm, @“Mw@n&%.@w,

contanto-que |z,| e |y, | sejam suficientemente pequenos.
Posto isto, coloquemo-nos no caso dum sistema da forma

da; )
(37) |&M”|f.ﬁ.+... (i=1,2,...,7n)

onde as constantes X, sio tddas positivas. Os coeficientes su-
pdem-se funcdes continuas do tempo, que ficam em valor abso-
luto inferiores a um ndmero fixo quando ¢>0, e os segundos
membros supdem-se convergentes nessa hipdtese, contanto-que
os valores absolutos dos x; sejam suficientemente pequenos. As
condicBes iniciais (£;, 29, ..., 27) correspondem desenvolvimen-
tos em série dos x; ordenados segundo as poténcias dos x} e con-
vergentes num intervalo (f,, T') dado, contanto-que os |z{|
sejam suficientemente pequenos. Tais desenvolvimentos anu-
7
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lam-se quando é z?=0, =1, de sorte que os termos do primeiro-
grau nos z sio unicamente os que se escrevem a seguir

ﬁ.”%m «l?.:lﬁovn*n .

Seja p um numero fixo entre zero e T—t,. Quando t=1,+0p,
temos
Rm”&w e— MNp +.

L]

onde «f designa o valor oouuomwoﬂmounm m.o e HBmo.EoBOm ‘a _

suficientemente pequeno para que 7 _, sendo-
0<h<1l. Em virtude da wo.mmpgrmmmo de se womou comparar
o sistema (37) a um sistema com coeficientes constantes domi-
nantes dos seus coeficientes, resulta que no ponto #, + p os desen-
volvimentos que mm.EmmmuoB a (37) e que mmo oumoumgm segundo:
as poténcias de
dominio que _ao_ Nestas condi¢Ges <oﬂmom_-mo que &

_ijA%_% _ efe.

e como & h<1, as solugdes z, sio assintdticas da solugo nula.

CAPITULO 1V
Trajectérias

l. Generalidades. — A importincia dos resultados que
vamos expor neste capitulo resulta da impossibilidade em que
geralmente nos encontramos de integrar as equagSes do movi-
mento.

O algoritmo de LAGRANGE n#o deixa de aplicar-se aos sis-
temas holdénomos quando as velocidades lagrangeanas figuram
nas fbrcas. Se bem que fagamos o estudo das trajectérias con-
forme PAINLEVE (Legons sur U'intégration des équations différen-
tielles de la Mécanique) ¢ HADAMARD (Sur certaines propriétés
des trajectoires en Dynamique, Journal de Jordan, tome Im), que
desenvolvem a idea principal na hipdtese dos sistemas T ou ¥/,
tem interésse evidente a determinagio do nimero de parime-
tros de que elas dependem no caso geral (LEVI-CIVITA, Lezioni di
Meccanica Razionale). Supondo normal o sistema de LAGRANGE,
escrevamos

9 =9:(qld|t), (i=1,2,...,n)

e tomemos os ¢; como coordenadas dum espago B, a n dimen-
sbes. Um integral particular do sistema Howuomobnmnw uma curva
de modo paramétrico. Consideremos nm dos g, como varidvel
independente (hipétese que exclui unicamente as soluces cons-
tantes do sistema) e ponhamos, se ¢, & essa varigvel,

a . @ . dg; . &g

—=t —=t - =4

&Q_. &@w &Q 1 &Q m
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Somos levados ao sistema normal

i—— i,

&Y o .
g; =1t (¢;—q;9;) (i=238,...,n),

o qual nos mostra que por cada ponto de R, tangente a uma
direccio, passa ao menos uma trajectéria. Na verdade, dado o
valor ¢¢, podemos escolher arbitrariamente ¢ e ¢7; mas, como

podemos igualmente dispor de £ e ¢°, ndo se fixa a priori se as
trajectdrias dependerdo de 2n, 2n—1 ou 2n— 2 parimetros. Por
outras palavras: dum ponto de R parte uma infinidade dupla
de trajectérias tangentes a uma direccio, podendo essa infini-
dade reduzir-se & uma infinidade simples ou mesmo a uma tnica
trajectéria.

2. Caso em que as ligagdes e as férgas sdo independen-
tes do tempo.— Nio se trata ainda dum sistema X, porque as
forcas podem introduzir as velocidades lagrangeanas. O numero
de parametros 6 de 2n—1, como se conclui quer notando que
o sistema de LAGRANGE é invariante para a mudanca de ¢ em
t+t, sendo T uma constante arbitriria, quer tendo em vista
o sistema (1) no qual se pode tomar ¢ como uma das incognitas.
Esse sistema pode escrever-se

. .3 .
@ t=—p t—N ¢,

I

® 4, =R, —R g +tE—F 1) (i=28...,n),
representando com B,, §; os cocientes pelo descriminante de 27
das expressSes que se obtém substituindo no mesmo descrimi-
nante os elementos das colunas de ordens I, ¢ pelas componen-
tes generalizadas das férgas. Quanto a N, N;, deduzem-se ime-
diatamente das expressdes transformadas das formas quadraticas
que aparecem nos segundos membros das equages de LAGRANGE
escritas sob forma normal.
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O sistema anterior presta-se ao exame das condi¢cdes em que

o niimero de parimetros baixa a 2n —2. E necessirio e basta
2

que ¢ ndo apareca em (3), o que certamente sucede se as expres-

. . d

sBes B, ¢, — B, ¢; forem homogéneas do terceiro grau nos Wlw. Como
t

as geodésicas do continuo de RIEMANN ds* = g™ dgq; dq, depen-

dem de 2n —2 parametros, 6 natural procurar se as trajectérias
em questio se podem identificar com essas linhas. Devendo ser

] . ! /
F.Q—.”mhnm:

conclui-se das expressSes dos BB que é necessdrio e basta que

" . . - . orT
as forcas (); sejam proporcionais s derivadas —=.

@5.

3. Caso dos sistemas Z. — Vamos tratar detalhadamente
8ste caso fazendo desde j4 a hipdtese de serem isoladas as posi-
cBes de equilibrio do sistema. S6 na auséncia de férgas as tra-
jectdrias dependerio de 2n — 2 pardmetros. Supondo que sucede
assim, para obtermos a lei temporal sdbre cada trajectéria
bastard recorrermos ao integral das forgas vivas. Temos com
efeito

&f m...
:ﬁ
A dt v % !

onde h & constante. S6bre cada trajectdria é possivel uma infi-
nidade de movimentos, mas todos éles se deduzem dum movi-
mento determinado multiplicando as velocidades lagrangeanas
pOr um mesmo numero.

Se as forcas existem (@, +0), podemos obter as equagdes
diferenciais das trajectdrias do modo que se segue: ponhamos,
com PAINLEVE,

g+, —R=1, BB =%
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de sorte que temos as relagdes
A,

4) — =t (i=28,...,n).
@i

Tendo em vista as relactes (2) e (3), obtemos o sistema diferen-
cial das trajectdrias

#)

Ly 1, 1,
I&IALvHImlﬁ Pt + Qﬁv.
dgy \ s Y2 ¥;

Esta dltima equagio introduz a derivada terceira ¢,, de sorte

que podemos tomar como pardmetro de ordem 2n —1 quer mm,
quer t°. Uma concluséo a tirar das equacSes anteriores é que as
geodésicas fazem parte das trajectérias. A lei temporal corres-
pondente a cada trajectéria é dada pela equacio (4). Revela esta
equagio a existéncia de dois movimentos em sentidos contra-
rios, a partir de cada posi¢io inicial, e &ste resultado pde em
evidéncia o cardcter de reversibilidade do movimento em face
da invaridncia das equacdes de LAGRANGE para a mudanga de ¢
em —t¢-+ T, onde T é uma constante arbitriria.

4. Trajectérias notaveis. — PAINLEVE chama {rajectirias
notdveis is trajectérias excepcionais que realizam as condigSes

Q.\Tﬁ.oﬁ_low.ﬂo. 2,8, — =0

Se considerarmos o campo vectorial covariante @' (afectamos de
indice superior a componente @; da for¢a generalizada), em vir-
tude de ser

B;=9m Qr.” 5

concluimos que tais trajectérias sfio geodésicas tangentes ao
campo das forcas. Se existem, dependem de n —1 pardmetros
-e por cada ponto do continuo R, passard uma sé. Sobre cada
uma delas é possivel uma infinidade de movimentos e esta pro-
priedade é necessariamente caracteristica. A lei temporal, que
pode fazer-se resultar da igualdade

«Sus... . .
m AI&wv is&.wnmg_.ﬁ.@m@._..:lv Q" 4,) day

apresenta a forma

at [ elq)
T J ey
dy, 4 w__.‘__E_._lT.i

-onde h é uma constante arbitriria.

Verifiquemos directamente que é caracteristica a proprie-
dade da infinidade de movimentos. Visto que a constante 2 pode
crescer indefinidamente, é Iwh = 0 em particular e trata-se duma

dgq,
geodésica. Que ela é tangente ao campo resulta de que, deslo-
dM

-cando-se o vector n paralelamente ao longo da trajectoria, é
as

D% _(BY[E8, i) s

at \dt s i g ds ds di  ds at’

< a acelera¢fo tem a direcgio da tangente.

5. Propriedades gerais do movimento. — No que val se-
guir-se (sempre para os sistemas ) supomos que os g% admi-
tem derivadas continuas das duas primeiras ordens, salvo em
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pontos excepcionais, aos quais correspondero posigdes singulares
do sistema, Escrevamos as equacGes (2) e (3) sob a forma

dt dr

AT L=, =My
dg; ’ dq, P v
&)
dg; - dq, . .
MQIHIQ.J M“£m|$po@+wwAmmlmpwmv“

e estudemos éste sistema na hipdtese do movimento subseqtiente

3 dicses iniciais (¢, ¢°, ¢!’ 1i desigualdad

s condicbes iniciais (¢, ¢;, ¢ ) que realizam as desigualdades
0— 0 . .

¢,">q;". Seja um sistema de valores fixos para os ¢, represen-

tado por #;, e suponhamos que as condi¢Ses

o | o7

(6) lg;— a1 25, 4|21+

garantem que os médulos dos segundos membros de (D) sdo infe-
riores a M, . Sendo

g-alTL, @=L =S,

verifica-se que sio inferiores a M, os segundos membros de (B)
mediante

b . al— O | —
S I e

[u|

As condigBes iniciais em referéncia corresponde um movimento:
cujas caracteristicas sio dadas pelos integrais continuos de (5)

f ~

0
a
oM, g+ 2M,

7°=0 corresponde uma mmommmmom, vé-se que serd r +0, e existe
pois uma correspondéncia biunivoca entre ¢ e ¢, no intervalo
indicado para ¢,. Por meio dela podem supor-se dados os inte-
grais g,=g, (¢), os quais ficardo definidos no intervalo (#,—¢,
t,+¢) correspondente ao anterior.

1

Como & condigdo inicial

no intervalo de ¢?—
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Posto isto, imaginemos que, mediante as desigualdades and-
logas a (6) e correspondentes as hipdteses de tornarmos ¢, como
varidvel independente (em vez de ¢, ), desigualdades em que

™

manteremos & e 4, se chega a estabelecer a menor das quanti-

° ’

dades ——, que chamaremos 7. E entdo ficil demonstrar que,

oM, ’ :
se, quando o tempo tende para um valor finito ¢, o sistema tende
para uma posicdo mdo singular a;, o movimento é regular para

além de t,. Excluido o caso evidente de virem a anular-se todas
as velocidades, suponhamos que é _Qw_Vl a partir duma época
suficientemente vizinha de . Ooum&onoBOm a quantidade 7

e seja ¢ tal que, sendo ¥ <t <t é LNQAH. Notemos:

que é % <?3. Numa época #, posterior a #/, seja [¢,°|>]g;°| e, por-
/ 2 . . e
tanto, _QHO_VM. Se considerarmos #, como época inicial, sabe-

mos que se realiza um movimento regular de ¢ —7 a Q@+
num intervalo de tempo (f,—¢, f,-+¢'), que pode ser ou nio m.o
mesmo sentido. Ora a época #, é bmoommmeBauﬁo anterior a f,+ ¢
como se concluiu de néo womou ser superior a 2« a Omoummpo m¢
g, no intervalo (2, ).

A trajectéria do sistema no continuo de RIEMANN prolon-
ga-se analiticamente para além do ponto a;, e devemos notar que
dste resultado abrange mesmo o caso em que a forca viva se
anula nesse ponto. Nesta ltima hipitese o ponto a; nio pode
sor uma posicio regular de equilibrio, os integrais serdo dados
por funcdes pares de t—¢, e a conclusio anterior é imediata

porque nio podem ser nulos todos os coeficientes de Ql«mvw
nos desenvolvimentos dos ¢,. O sistema tem em a;, um ponto
de recuo.

As conclusbes sio diferentes se o ponto a; 6 um ponto regu-
lar assintitico. A forca viva tende mecessariamente para zero e o
ponto a, ¢ uma posicdo de equilibrio. A primeira propriedade
resulta mo consideracées ansdlogas as anteriores e pode também
deduzir-se da aplicacio do teorema seguinte &s coordenadas ¢;:
Se, quando o tempo cresce indefinidamente, a funcdo V (t) tende
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para um limite e se as suas derivadas, até a de ordem n + 1, sdo fini-

tas, as n primeiras derivadas tendem para zero. Quanto & segunda

propriedade, verifica-se imediatamente pondo ¢= W, fazendo

<

tender t para zero e recordando que as posi¢ces de equilibrio
correspondem a B,=0. Nada poderemos dizer sdbre se a tra-
jectdria se prolonga ou n#o analiticamente para 14 de a,. Enun-
ciemos também a proposigio inversa seguinte: o sistema sé
pode tender para uma posicio regular de equilibrio, com uma
forca viva que tende para zero, quando o tempo aumenta inde-
finidamente.

6. Trajectérias verdadeiras, conjugadas e mistas. — Faca-

mos uma nota preliminar. As equacSes (4') podem tomar a
forma,

- AF.”?V|_$
I e Ls.q
! Qw%mn?vimm;l

, d o . .
Qw”\.a|lwom.ﬁum|mpnwv+w“\.

d
2 s ——— log 8, + B/,
dg, dq,

onde 4;, B, B' dependem dos ¢, e suas derivadas e também das

B

Py

/ -
cadas e se se representam com f3; as expressdes transformadas

dos B, reconhece-se que é condi¢io necessaria, para se conserva-
rem as trajectdrias, que seja

fércas por intermédio das relagdes —. Se as forgas sdo modifi-

BB

— = -— = const.

B B
Esta condigio é depois suficiente, porque em A4; e B’ figuram
os B, unicamente pela forma Im,\ Introduzindo as componentes

By
covariantes, temos as condi¢Bes necessarias e suficientes

(@) =c@.
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Posto isto, substituamos nas equacSes de LAGRANGE ? por 4.
As equac8es transformadas

mN @Hd @NJ ..
S )= 4,
dt \ oy} og;

mostram que h4 conservagio das trajectdrias. O novo movimento
diz-se conjugado do verdadeiro. Revela-nos a lei temporal (4)
que, dada uma trajectéria real, se ela é sede dum movimento
verdadeiro real, é também sede dum movimento conjugado ima-
gindrio e reciprocamente. Dizem-se trajecidrias verdadeiras as
que correspondem a movimentos verdadeiros reais e irajectirias
conjugadas aquelas que correspondem a movimentos conjugados
reais. A existéncia de trajectérias intermedidrias ou mistas é con-
seqiiéneia da existéncia de pontos de recuo. Cada ponto do con-
tinuo de RIEMANN pode considerar-se como ponto de recuo e as
trajectérias mistas sio excepcionais porque dependem de n para-
metros, salvo se cada um dos seus pontos se pode considerar
como ponto de recuo num movimento sébre ela realizado. Este
caso excepcional exige a existéncia da familia das trajectdrias
notiveis, que sabemos depender de n —1 pardametros. Inversa-
mente, se estas existem, h4 abaixamento do niimero de parame-
tros de que dependem as trajectérias mistas.

7. Resultados qualitativos. — Os resultados j& encontrados
podem resumir-se do modo que se segue. Dada uma porgdo de
trajectéria, que nfo seja notivel, nio passe por ponto singular
ou posicio de equilibrio e nfo contenha ponto de recuo (caso
geral), serd percorrida num tempo finifo no mesmo sentido num
dos movimentos verdadeiro ou copjugado. O arco em questfo
é regular. Se existe ponto de recuo, ela é sede de dois movi-
mentos reais correspondentes a dois fragmentos em que se divide,
cada um dos quais é percorrido num tempo finito, se nfio hé
ponto de equilibrio. O ponto de recuo é ainda um ponto regu-
lar. Se h4 posicio regular de equilibrio, essa posicdo s6 pode ser
atingida num tempo infinito, tanto no movimento verdadeiro
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como no conjugado, e pode tratar-se dum ponto singular da
trajectoria.

Posto isto, recordemos ter feito de coméco a hipdtese de
serem isoladas as posicGes de equilibrio. ¥ o que sempre admi-
tiremos.

Para esclarecer a distribuigio dos pontos de recuo sobre
uma trajectéria que n#o seja notivel, comecemos por obser-
var que na vizinhanca do ponto de recuo os integrais siio da
forma

G=a;+b(t—t) e (t—t) + ...,

supondo analiticas as fun¢Bes em jogo. As quantidades b; nao
sio tddas nulas. Se tomarmos a origem dos arcos no ponto
de recuo e os contarmos em sentido contrdrio ao do movi-
mento verdadeiro real, anterior & época ?,, ficil é estabelecer
a relagio

2
(2) =s(-#+9=s) w40

onde ¢ tende para zero com s. Na passagem para o movimento

conjugado real, que podemos supor seguir-se a0 movimento ante-
rior, a relacdo supra é da forma

e a fungio v (s) é, pois, continua e diferente de zero para s=0.
Somos levados a concluir que os pontos de recuo séo iso-
lados.

Continuando a hipdtese de auséncia de ponto de equilibrio,
suponhamos finalmente que se trata duma trajectdria notével.
A lei temporal correspondente mostra que podemos dispor da
constante arbitriria de modo que a porcio de trajectdria consi-
derada seja percorrida no mesmo sentido num tempo finito. Se
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h4 um ponto de recuo para o movimento considerado, éste ponto
é tinico, como vamos ver (1). Sejam M, e M, dois pontos de recuo
e imaginemos a lei do movimento sob a forma

T=0(s) + h.

A derivada @' (s) anula-se entre M, e M, e, se forem M, o ponto
e s, 0 valor correspondente de s, temos

O/ (8)=(5—8))" ¥ (s),
com ¢ (s,)%0, podendo o inteiro a ser superior & unidade.
Deduz-se
 (5) — (55)=(s—5)" T IL(s), .

com II(s,)#0. Partindo duma posigéo convenientemente pré-
xima de M, com a lei de movimento

T=(s—s,) T I(s),

verifica-se, substituindo 7, que essa lei é da forma

@wv =(s—s)* T F(9),

com F(s,)¥0, o que leva a concluir que M, seria uma posi¢io
de equilibrio. Assim, poderemos dispor de & de modo que a porgo
considerada de trajectéria notdvel seja inteiramente percorrida
no mesmo sentido, quer no movimento verdadeiro, quer no con-
jugado, existindo, todavia, valores de h entre dois valores A,
e h, aos quais corresponde a existéncia dum ponto de recuo.

(1) No sentido de ndo haver movimento periédico sdbre a trajectoria
notavel em questdo.
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Podemos verificar directamente que }, é uma posicio de
equilibrio. Sendo, na verdade,

1 "
&W”egmvn Q do, + ...+ Q" dq, ;
ds ds

dq, 1 dq,,

= —

Q@
concluimos que serd nula a for¢a no ponto M, pois é
Q@+ ...+ @ Q=0

8. Trajectérias com posi¢Ses de equilibrio. — Seja a porcio
M, M de trajectéria (nfio notivel) e suponhamos que, partindo
de M, encontramos em N o primeiro ponto de equilibrio. A equa-
cdo do movimento

s\’
i —d(s N
A dt v »(8)

permite prosseguir de M, até IV, ainda mesmo que haja pontos .

de recuo. Estudemos o movimento na.parte adjacente a IV, onde
ndo hd ponto de recuo. Vamos mostrar que ¢ (s) tende necessa-
riamente para um limite. Suponhamos que ¢ (s) nfo tende para
zero. Conservando-se ¢ (s) em valor absoluto superior a uma
quantidade determinada, o mesmo sucederd a uma das deriva-
das ¢, pelo menos, e entdo o método do § 5 permite estabelecer
que 0 movimento prossegue regularmente através do ponto de
equilibrio, que é um ponto regular da trajectéria.

Ficamos em presenca dum tnico caso, de resto ji discu-
tido: aquele em que ¢ (s) tende para zero. O mével s6 poderd
atingir ¥ num tempo infinito e 0 ramo de trajectéria pode ser
singular. Assim as trajectérias singulares que partem dum ponto
de equilibrio obtém-se pelos integrais dum sistema da forma

dq; dq;
.I.nwl.luanu |dw||s”w.lrmw..

d= N £
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que resulta do sistema de LAGRANGE pondo “HW. Os integrais

em questio sio aqueles em que os ¢; tendem para as coordena-
das do ponto de equilibrio e os ¢} tendem para zero, quando =
tende para zero.

Tratando-se duma trajectéria notdvel, cada ponto é neces-
siriamente regular. Uma posigio de equilibrio que é atingida
assintOticamente para um valor de k é atravessada regularmente
para outros valores de A.

9. Resumo. — Podemos formular, como resultados de toda
a discussio anterior, as seguintes proposi¢bes de PAINLEVE: Por
um ponto M que nio é um ponto singular nem um ponto de
equilibrio passa uma infinidade de trajectérias dependente de n
parAmetros, admitindo tédas o ponto M como regular. Entre
elas h4 uma que admite o ponto M como ponto de recuo, a qual
faz parte da familia de trajectérias mistas a um parametro que
passa em cada ponto. Este resultado sofre excepgio quando existe
a familia de trajectérias notdveis, pois entio por cada ponto
passa uma Unica trajectéria mista. Se o ponto M é uma posicio
de equilibrio, hé a entrar em conta com as trajectdrias que atin-
gem assintdticamente o ponto M e para as quais ésse ponto pode
ser singulat. A velocidade tende para zero. Quanto & trajectoria
que tem em M o seu ponto de recuo, fica reduzida ao tnico
ponto M.

Se & certo ficarem caracterizadas importantes propriedades
do movimento, é certo também que ha todo o interésse em conhe-
cer uma disposicio geral das trajectorias. Sio desta ordem de
ideias os resultados de HADAMARD. O ilustre geémetra refere-se
aos sistemas ' e aos movimentos verdadeiros reais. E facil com-
preender o seu ponto de vista.

Imaginemos um ponto material livre no espago ordinério.
Num ponto da trajectéria em que U é mdximo, a fér¢a é normal
4 superficie de nivel e dirigida, segundo a normal principal, no
sentido da concavidade da trajectéria. Sendo a fbrca dirigida no
gsentido dos UU crescentes, a convexidade da superficie de nivel
deve ser oposta & forca. Os pontos do espago onde esta circuns-
tancia nio tem lugar constituem uma regido repulsiva onde uma
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trajectéria ndo pode permanecer indefinidamente a néo ser que U
varie sempre no mesmo sentido. Como as superficies de nivel
podem ser de curvaturas opostas, hid a considerar ainda o caso
de U poder tornar-se miximo num ponto em que tal suceda.
Tratemos a questio dum modo geral.

10. Caso geral. — Em virtude de ser
P oF
()
g] ——
dq;

onde F é a forma quadritica adjunta de 27, a expressio da deri-

1l

&w
vada segunda alﬁw duma fancio de ponto V sébre B, é
A2V 1oV OF
—s =) ————+ Q8- )
Ad am 2 - Qne.@AWNlﬂv i A 1 Y dp
: %

sendo @ uma forma quadrdtica. Em particular é

ar
=F
de? A 0, v + @

Um méximo de U realiza as condigSes

U PU—
®) ——=0, <0,
d ar

de sorte que s6 pode ter lugar nos pontos de R, para os quais
é Q<0. Mediante a primeira das condic8es anteriores, () é uma
forma quadritica a n—1 varidveis; e deve considerar-se como
uma regiio repulsiva, na qual, em geral, a trajectéria ndo se
desenvolve inteiramente, tdda a porcio de R, onde @ é definida
positiva.
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Podemos aplicar analogamente a ignaldade (7), mas o resunl-
tado fica restringido a um feixe de trajectdrias. Seja & a cons-

Q . .
tante das fércas vivas. O cociente o é superior a um minimo
m (g,,...,4q,) funcio de ponto. O miximo de V é interior &
regido

0
= INFI._.MEE.SAO

2 & oy, A A %V
3,.

que é assim, no geral, atravessada uma infinidade de vezes por
cada trajectéria do feixe.

Para estudarmos o caso de V nfo ter uma infinidade de
m4xXimos e minimos, suporemos que V tende para um limite
quando ¢ aumenta indefinidamente. Raciocinaremos sempre su-
pondo U limitado sébre R, , para excluirmos a hipétese de pode-
rem as velocidades crescer indefinidamente. Por outro lado, colo-
camo-nos em condigbes que assegurem um limite superior as
quantidades ¢;': basta que n#o seja degenerada a transformagéo
autométrica derivada de 27 (Vejam-se as nossas < Notas de Cdl-
culo Vectorial ») e que admitam derivadas segundas os coeficien-
tes g, Entéo LAI %M\

dat at

O mével pode permanecer indefinidamente na regiio repul-
siva e afastar-se indefinidamente. Se esta ultima hipdétese néo

@q @
Aoﬁoﬁgmoﬁﬁmm q v*
@QH oq;

fosse em valor absoluto superior a um nimero determinado

quando ¢> 7, a igualdade

tendem para zero.

tem lugar, AU tende para zero. Se

W_§U
dat og;
itiria substituir Tl dari
permitiria substituir 5 na expressio de — R o que daria
azu oU &@4
&nmln AQ&VlT@nAQmT.JQSVnTO&
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, . oU . -
onde @, sb conteria — em denominador. Como @, era, por hipo-

dgy
: e oU .
tese, definida positiva, F Amalv tenderia para zero.
13

Téda a trajectéria abandonard a regiso repulsiva gquando-
nio se afasta indefinidamente ou ndo tende assintoticamente
para uma posigio de equilibrio instével.

A utilidade déste resultado é imediata, pois existe, no-
geral, regifio repulsiva. No dominio dum minimo estrito de U,
a forma Q é efectivamente definida positiva. Se a regio repul-
siva preenche todo o espago, 0 mével nio permanece indefinida-
mente a distAncia finita, a ndo ser quando se aproxima duma
posicio de equilibrio.

Dispunhamos das condigdes iniciais e das derivadas de V'
de modo que o segundo membro de (7) seja positivo. As tra-
jectdrias do feixe correspondente sairio da regiio onde essa cir-
cunstincia tem lugar.

HADAMARD d4 uma demonstracio do teorema de LiapovU--
NOFF, nas condicdes enunciadas no § b do cap. III, utilizando as.
nogdes que acabamos de dar. O que h4, porém, de mais interes-
sante na sua exposicio 6 uma segunda demonstragdo do mesmo-
teorema com o estudo das trajectérias sobre as quais a instabi-
lidade se nfo manifesta. Dé-se uma idela em poucas palavras.

Seja
meHMS-T.:V%.TMS.T...Zm+ =y
1 , k
quMfwlM Bl -e e
i k

onde a;, b, sio constantes positivas. Suporemos que existe, pelo-
menos, uma varigvel ¢;, de modo que a nio existéncia de miximo
se reconhece pelos termos do segundo grau. Da expressio

m«‘HMnmnw|Mmamw+Mm.‘ ﬁ.wlex T
k i k

i
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de coeficientes oouwgbnom. positivos, deduz-se, mediante as equa-
¢bes de LAGRANGE, escritas sob forma normal, e as que delas
resultam por derivagio,

2
@) anmiﬁ_,e‘f..;

onde p 6 um numero positivo qualquer e
eHan _”m..awn_.n..?..l.-mvu_+Mew_”|waww+mi§+3u
i k
+ ) 6 [a+ 4 (e, — )]+ Y, 0 [ Bet B B+ 0)]-
i k

A forma @ serd definida positiva mediante as condicSes,

p<ay bk A?Aw +
i) — .
botp by i

No dominio Q da posiciio de equilibrio a condi¢iio V>0 arras-
v
ar*
jectéria correspondente nio se desenvolve no dominio Q. Na

. av .
verdade, se assim sucedesse, 5 Cresceria constantemente e ¥V

cresceria indefinidamente, o que é absurdo. A instabilidade fica
mmBoqumm».mmmwmogBocaoaﬁVp mNAO, vomomﬁoomﬁ.mﬁ@

dt
av

= e torne nula ou positiva dentro de © sem que ¥V mude de

tar4 a condigéo >0. Se inicialmente 6 V>0, levlo a tra-
a7

sinal. Recai-se no caso anterior. Mas podemos supor que L1

. dt
ooumﬁmuﬁocuouﬁo negativa e, portanto, que V tende para um limite
positivo ou nulo (¥ nio muda de sinal por hipdtese). A igual-

. av & .
dade (9), visto que o .Mxlm.ﬁ tendem para zero, mostra que V

tende para zero. Entso @ (g, ¢') tende para zero e o mével tende
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assintoticamente para a posicio de equilibrio. Uma tal .trajecto-
ria pode desenvolver-se na regido 2. S
% o oo av
Seja inicialmente V>0, I:IAO e suponhamos que.V se torna
i .

negativa. Se volta depois a tornar-se positiva, recai-se no pri-
meiro caso. Se V se torna negativa e se mantém indefinidamente
negativa, pode haver trajectérias estaveis compativeis com esta

hipétese. Para que o mével possa tender para a posigio de equi-
librio é necessdrio que w se torne préviamente positiva.

Para vermos agora quais sio as trajectérias que ficam por
considerar, observemos que podemos dispor de [, e de B, de
modo que a condicio V>0 seja satisfeita. Somente quando g,
e ¢, so infinitamente pequenos pode o cardcter estivel da solu-

cio correspondente néo ser revelado pela discussfo anterior.

1. Sistemas com dois graus de liberdade. — Alguns dos
resultados precedentes podem precisar-se no caso de dois graus
de liberdade. Vamos, nessa ordem de ideias, supor um ponto
material de massa unitdria, mével sem atrito sdbbre uma super-
ficie. Bem entendido que nio haveria necessidade de imaginar
realizado o elemento ds’; se o fazemos, temos unicamente em
vista facilitar o estudo dum problema importante com o emprégo
dum simbolismo mais corrente.

Sejam u, v as coordenadas curvilineas e U, V duas fungdes
de ponto sbbre a superficie. Os pardmetros de BELTRAMI — pri-
meiro, segundo e misto —serdo apresentados com

(AVY, AV, ATiAT. ()

Como sempre, representaremos com U a fungio de forca
e com T a energia cinética.

(1) Veja-se DARBOUX «Legons sur la theéorie des surfaces courbes». As
nossas notacdes sio as de EGNELL.
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ADAMARD dé & expressio de e 2 forma
arv . (U4 1) av
10 —— =AUiAV 4+ ——* — (X
(19 e AV =y vt e

onde X\, p contdm como tunico denominador (EG — F?) A><vw.
A quantidade I, é da forma

o 1 ,
~<WA><VN>N <|m>§> T>§d.

Para estabelecer a igualdade (10) basta recorrer as equa-
¢Bes de LAGRANGE e ao teorema das forgas vivas. Aplicada
a fungfo U reconhece-se que um mdaximo de U exige que seja

(11) 1,<0.

Tem de considerar-se uma regido repulsiva a parte da superficie
para a qual é

(12) Is> 05

de sorte que a totalidade da superficie fica decomposta em duas
partes, uma —a regido atractiva—definida por (11), a outra —
a regido repulsiva— definida por (12).

Introduzindo a normal geodésica G duma curva de nivel

- JE
U=const., a curvatura geodésica 0 pode escrever-se, supondo

AU directamente paralelo a G,

1 2
L dve—aiv— AU AT L Apia A||Hlv
?

i V(AU? V(AUp V(AT

ou seja
Iy

(AU V(AD)?

]
.
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Fazendo intervir o vector de curvatura geodésica, reconhece-se
que um méximo de U s6 pode ter lugar na regido em que as
curvas de nivel tém aquela curvatura dirigida no sentido dos
UU crescentes.

A linha que separa as regides atractiva e repulsiva é lugar
dos pontos das curvas de nivel onde é nula a curvatura geodé-
sica; nos pontos em questfio, o plano osculador é normal & super-
ficie, a n#o ser que seja nula a curvatura normal, isto é, que a
curva de nivel tenha uma direccio assintética (Notas de Cdloulo
Vectorial).

Para estudar as trajectérias que nio atravessam uma infini-
dade de vezes a linha I;;=0, colocamo-nos nas mesmas hipdte-

av &0 5
ses do § 10. Como e tendem para zero (1), a igualdade (10)
mostra que, se o mével nio tende para uma posi¢io de equili-

7

brio, é

i [(A0p 4 20D £ T o,
lim [ (AT + 2 Iy | =o;

e, por isso, a trajectdria, a partir duma época suficientemente
afastada, desenvolve-se inteiramente na regido atractiva.

Se 0 mével tende assintoticamente para uma posigio regu-
lar isolada de equilibrio,.a conclusio anterior pode deixar de
subsistir, mas a férca viva tende para zero.

No entanto, a totalidade da trajectéria passa necessariamente
na regisio atractiva. Quando ¢ decresce indefinidamente, se o
mével tende para uma posi¢do de equilibrio, a equaggo das forcas
vivas mostra que U tende, por valores decrescentes, para o
mesmo valor constante que quando ¢ aumenta indefinidamente.
A totalidade da trajectéria dari, pelo menos, um miximo a U,
e a posiciio correspondente serd interior & regifio atractiva.

LU iy
(1) Supde-se ) finito, de modo que, como deve j4 subentender-se
t
no § em referéncia, admitimos serem finitas as derivadas parciais até &

32 ordem de U e V.
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A existénecia da regifio repulsiva demonstra-se como ante-
riormente.

Temos mantido sempre a hipdtese de serem isoladas as posi-
.¢bes de equilibrio. Se existe uma linha de equilibrio, nada im-
pede que a trajectéria faca uma infinidade de voltas que tendam
para a linha, sem que a velocidade do mdvel tenda para zero.
‘Seja ¢ (%, v) =0 a equacio dessa linha. Admitamos, visto que ¢

do d%o

tende para um limite, que = ° T tendem para zero. A igual-

-dade (10) mostra gque ¢ lim. I, =0 e, portanto, que a linha de
-equilibrio é uma geodésica.

12. Restrigio da constante das férgas vivas. — Seja & um
~valor dado. As desigualdades

. ) QU+R) ., —
=AUiAV+ =22 1,<0,
i (AV): Y

S=AUiAV + wlMW.«_q.vwvb\v 0,
.correspondem a uma divisdo da superficie em duas regides,
a primeira compreendendo os méximos, a segunda os minimos
da funcio 7. Uma trajectéria do feixe atravessa, no geral, uma
infinidade de vezes a linha de separacio.
Se, excepcionalmente, V tende para um limite V, a0 mesmo
dv y

AT tendem para zero, entdo tendendo a tra-
[¢

jectdria assintdticamente para uma curva limite L, isto é sendo
cada ponto m de L limite duma série de pontos M,, M,,..., E»t...
da trajectéria, a quantidade 8 tende para zero e serd nula em m

ou seja sbbre a curva V=V,.

tempo que

H4 a resolver o caso de AV tender para zero. Entéio o mével
tenderd assintdticamente para uma posicéo determinada da curva
7=T,, se AV é nulo num ndmero limitado de pontos de L. Se
AV =0 tem lugar sdbre tdda a curva L, substituiremos a ¥ uma
funcio nula sdbre L, sem que o sejam as suas derivadas pri-
meiras.
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Regressando ao caso em que 6 §=0 sbbre L, é ficil verifi-
car que L é uma trajectéria possivel. Escolhamos as coordena-
das curvilineas %, v de modo que v=0 seja a equac¢io de L.
Basta tomar para u o arco contado sébre L a partir dum ponto-
desta curva e para v a distidncia geodésica dum ponto qualquer
3 linha L. As equagdes do movimento

&m

(13) n&wue? v, ul, o),
&m

G.»v MUMI =¥ (% v, \x\. c\v ’

juntemos a equagiio das férgas vivas E W =2(U+h)-
A equacio (14) é da forma
d%

S =0 (o) 0 I (3,0, 0, ),

onde 8 se anula, por hipdtese, sdbre L (1). Déste modo, v=0 é solu~
cio de (14) e a equagso (13), pondo v =0, d4 o integral u =g (¢),

que ter4 de satisfazer & condigéio inicial w' = / \ %

Se, em vez de atribuirmos a k um valor determinado, fixar-
mos um limite superior h, de A, as desigualdades

QU+ 1), —
U+1>0, A>SM+|MHWV4:$AP

arrastam
2(U+hy)  —
U+hy>0, A>Sm+ﬁ>|5%~qu.

Ora estas 1ltimas desigualdades definem uma regifio que contera

(1) Deve ter-se em vista que a fungdo V se reduz a uma constante
quando ¢ v =0.
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3

a que é definida pelas anteriores, mas que é interior a regiso
I,<0.

Anilogamente, se k, representa um limite inferior de &,
o minimo de U encontra-se na regifio

QU+ hy) | —

(AU)z + ATP I;>0,

a qual compreende a totalidade da regiio repulsiva e uma parte
da regifio atractiva.

13. Sébre as linhas geodésicas. — Suponhamos U=0. Veri-
fica-se que toda a geodésica atravessa uma infinidade de vezes
a linha I,=0, salvo se tende assintoticamente para essa linha,
que serd uma geodésica fechada.

Seja agora uma geodésica fechada L. Escolhendo as coorde-
nadas », v como se féz no § anterior, o elemento linear afecta
a forma

ds? = O du? L dv?,

sendo C =1 sbbre a curva v =0. Tomando ¥V =v, como é

0
=1,
C ov
A oC A e
vé-se que é o 0 sbbre a curva L. Se a superficie dada é de cur-
v
- S &*C
vatura total positiva, reconhece-se imediatamente que é el <0.
v

Nso pode entfio uma geodésica ser assintdtica da geodésica
fechada v =0. Na verdade, se v tende para zero por valores posi-
. ; d 3 . &
tivos por exemplo, %M é negativa e tende para zero. Entéo Mm
é positiva para valores de ¢ suficientemente grandes e isso n#o

S oC . ond
pode ser;, porque —= é negativa para todo o valor positivo de v.

Excluido o assintotismo, podemos afirmar que tda a geodé-
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sica fechada duma superficie de curvatura total positiva é atra-
vessada uma infinidade de vezes por uma geodésica qualquer ().

14. Sébre a realizagio do elemento linear. —Tem sido va-
rias vezes posto em evidéncia que ndo ha necessidade de reali-
zar no espago euclideano o elemento ds’. Uma tal realizacio, de
resto, é geralmente imprépria em virtude do seu cardcter local.
Ainda mesmo que tenha lugar num dominio finito, surgem difi-
culdades como a que é posta em relévo no exemplo a seguir.

Estudemos o feixe de trajectérias relativo & constante & por
meio da realizagio do continuo R, de elemento

ds® =(U+h)ds*.
Os pontos déste continuo correspondem aos da multiplicidade
inicial para os quais 6 U+ k>0 e que sio limitados pela linha
eqiiipotencial U+ k=0. A realizagio euclideana, necessariamente
conforme, teria de fazer corresponder um ponto de E, a todos

os pontos da linha U+ h=0, o que é evidentemente absurdo.

Assim, sejam R um plano, («, ¥) as coordenadas rectangula-
res e U=— (24 12). K

ds® = (h—a® —¢?) (da? 4+ dy?) = (h — p%) (dp® + ¢* db%),

onde (p, §) sdo coordenadas polares. BOULIGAND realiza éste ele-
mento s6bre uma superficie de revolucio, pondo

E=f(p)cosmb, n={f(p)senmb, C=0(p).

Somos levados as relacdes

w P (p)=(h—p")p"s [P (p)+ e (p)=h—¢",

(1) Para as demonstragdes rigorosas ver a memoria citada de Hapa-
MARD.
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a primeira das gquais determina f(p). E sendo

2, |;|wmwvm
\.\ r?vlvw@wAwpllﬂumVu
A () [n—1)h—(m—2)p"] [(m+1)h—(m+2)¢"]
o {p)= >

m* (h—p%)

I3

o numerador de ¢ é negativo quando é p="Y h. Os pontos do
interior da linha eqiiipotencial @ +y° =h nio podem ser total-
mente representados sobre a superficie de revolucao. A neces-
sidade de ser p<\ h obrigaria a uma limitacio das trajec-
tdrias.

Dum modo geral, pois, as variedades riemannianas devem
ser consideradas ¢n abstracto.

Muitas vezes, mesmo, basta a intervencio da Analysis sttus
para satisfazer unicamente condigles de continuidade e biunivo-
cidade. Suponhamos, por exemplo, que existe mma correspon-
déncia biunivoca completa entre os pontos duma superficie e as
configuragies dum sistema. As trajectdrias que ligam dois pontos
4, B da superficie constituem uma familia a um parametro,
a constante das forcas vivas. Mas serfio unicamente possiveis as
trajectérias para as quais é U+ h> 0, desde A até B. A um valor
particular de h corresponderd uma trajectéria se os pontos 4 e B
e encontrarem na mesma regiio da superficie limitada pela
linha eqiiipotencial U+ h=0.

Regressando, todavia, ao estudo da distribuicio das tra-
jectérias, vamos, no capitulo que vai seguir-se, tratar alguns
casos em que compatibilizamos a realizagiio topologica com
a realizagio métrica. Abstrairemos da existéneia de forca activa
e, comecando pelos sistemas com dois graus de liberdade, que
estudaremos no caso de curvatura constante, completaremos
finalmente a perspectiva aberta, estudando a distribuicio das
geodésicas nos espagos riemannianos multidimensionais nmm cur-
vatura negativa ou nula em cada ponto e em cada direccio
plana.
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Seguiremos de perto o «Précis> de BOULIGAND e a bela
obra de CARTAN «Lecons sur la géoméirie des espaces de Rie-
mann > ().

A extensiio, um pouco propositada, que demos aos capitu-
los anteriores, nio se repetird agora. Sempre que haja deficién-
cins de raciocinios ou de notagSes é 4 1iltima obra referida que
deverd recorrer o leitor, certo de que tudo ali encontrars, salvo
indicacio expressa da consulta a fazer. S¢ lamentamos nesta
altura que as notagSes do capitulo Ir déste nosso trabalho nio
deixem aos Indices tensoriais a disposi¢ho mais vulgar, disposi-
¢io que é seguida por CARTAN.

(1) Para o caso de dois graus de liberdade pode consultar-se a bela
memoria de HADAMARD « Les surfaces & courbures opposées et leurs lignes géo-
désiques >, publicada no tomo Iv do «Journal de Jordan>»,

CAPITULO V
Geodésicas

1. Generalidades sdbre os espagos localmente euclideanos.
Geodésicas. — As condi¢Ses necessdrias e suficientes para que
um ds? seja euclideano podem deduzir-se facilmente empregando
um reparo mével arbitrariamente ligado a cada ponto (E. CARTAN,
Mémorial des Sciences Mathématiques, fasciculo IX) (4).

As coordenadas do ponto M’, infinitamente vizinho de M,
com respeito ao reparo ligado a M, sio combinagbes lineares das
diferenciais das coordenadas u;

w; (d)=T7 du, (i=1,2...,0),

de sorte que temos
IM=o,(d)e",

B .
onde 0s @ sio os vectores de coordenadas. Poremos ainda
. . . ) .
de* =uw} (d)e"=I} du.e".

Seja agora um campo de pontos P (x,, ,, ..., x,) definido pelas
suas coordenadas cartesianas com respeito ao reparo ligado ao

(1) Veja-se também a meméria do mesmo autor «Sur les équations
de la gravilation d’Einstein», publicada no <Jowrnal de Liouville» (tomo I
da direcgdio de H. VILLAT, 1922).
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ponto M correspondente a P. Das ignaldades anteriores resulta
imediatamente a expressio da diferencial absoluta

Da;=dx; + v, (d) + ew.aﬁ&vaa,
da qual se deduz, se P é fixo,
da; + 0;(d) 4 of (d) 2, =0.

Obtém-se condigSes necessérias exprimindo a integrabilidade
déste sistema. Se forem d, 8 dois simbolos de diferenciagio per-
mutéveis, temos de igualar a zero os covariantes bilineares dos
dx;. (Veja-se LEVI-CIVITA, < Lezions di calcolo differenziale asso-
luto>). Somos levados as relacBes

do; (d) — dw; (3) = [0f (d) wy,(3) — of (3) w, ()],
df(d) —dof (3) =[wf (3) of (2) — uf (2) w} (3)],

que CARTAN escreve (Veja-se «Lecons sur les invariants inté-
grauzs)

® (o) = [0} ],
@) Aewv\”_“swa EMH_
As mesmas rela¢gSes podem ser obtidas, supondo que P ndo

é fixo, introduzindo as diferenciais absolutas D, A corresponden-
tes a d, 3 e escrevendo a igualdade

ADwx; — DAz;=0.

1

As condigdes (1) juntas & relagio ds’—g” ; ; determinam os
coeficientes I'y . As condigBes (2) sdo depois suficientes para que
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9.2 . . .
o ds° seja euclideano, porque exprimem o mesmo resultado que
as condi¢8es andlogas obtidas com o emprégo do reparo natural.
L2 .
E costume empregar as quantidades

i

E@. “.Q.:a Wy

as quais verificam as igualdades

&.Q..... = Ee_.., |_| E.ﬂ.-, .
Quando o reparo arbitririo é rectangular, temos

8@. - Eg.m 4

podemos entfio dizer: as quantidades ®, representam as compo-
nentes da translaciio que leva de M a M’ enquanto que os o’
sdo as componentes covariantes da rotagio que torna o reparo
(R), ligado a M, paralelo ao reparo (R'), ligado a M.

Com o emprégo do reparo natural, as condi¢Ses para que
um ds° seja euclideano escrevem-se usualmente

orir  oris

. L LWk rs=1,2...,2)
H:e.HSm..lH:mh_v:.”O A, y 7y P } ’
o @5+ pglenm ihn (h=1,2,...,0),

8

o que permite ligé-los & teoria do tensor de RIEMANN-CHRIS-
TOFFEL.

Quando se procede ao desenvolvimenio dum espago local-
mente euclideano no espago euclideano € (desenvolvimento que
realiza o ds° proposto) e se supde que o ds® dado é normal e regu-
lar, obtém-se todos os pontos do espago € e cada um déles uma
s6 vez. Se o espago dado nfo & simplesmente comexo (isto é,
se existem curvas fechadas do espaco as quais correspondem
curvas abertas de &), o mesmo ponto M tem uma infinidade
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de representantes no espaco . No caso contrdrio, é idén-
tico a €.

No caso de conexio miltipla, é possivel encontrar um polie-
dro de €, limitado por um ndmero finito de faces planas, tal
que, no seu interior, existe um ponto e um s representante de
cada ponto do espaco dado. HA excepgio unicamente para 0s
pontos situados sébre a fronteira; varios pontos da fronteira
podem ser representantes do mesmo ponto do espago HoomHBng
euclideano. O espaco € fica decomposto numa infinidade de polie-
dros fundamentais idénticos, e as operaces que levam os polie-
dros a coincidir constituem grupo designado sob o nome de
grupo de holonomia. Bste grupo contém uma infinidade mo ope-
races, mas hd um ndmero limitado de operagoes geratrizes: as
faces dum poliedro fundamental sio duas a duas roB&wmm.m
e as operacSes geratrizes sio as que levam uma face a coinci-
déncia com outra face. O grupo de holonomia é descontinuo
e nenhuma das suas operacdes, salvo a operacio idéntica, detra
invariante um ponto do espago.

Estas propriedades levam facilmente & construgéio dos espa-
cos localmente euclideanos bidimensionais. Como as operagdes
Awo grupo sio transformagbes isométricas, no seio do grupo 80
pode haver translacSes e simetrias. Se hd unicamente transla-
¢Bes (espagos orientdveis), temos duas hipdteses a formular: ou
existe uma tnica direccio das translac@es, e somos levados ao
cilindro planificado ; ou existem duas direcgGes diferentes (maximo
possivel em virtude da descontinuidade do grupo), e S0mOS Ho.<m-
dos aos espagos de CLIFFORD. Devem ser oosmﬁowmm% Ewsgoom
os pontos da banda que representa o cilindro, m;ﬁmmwm s6bre as
rectas terminais, na mesma perpendicular as geratrizes, assim
como os pontos do paralelogramo de CLIFFORD, situados sobre
os lados nas mesmas paralelas a estes lados (*).

No primeiro caso dos espagos orientéveis, ha ﬁB.mcwoo E.uo
de geodésicas fechadas. Sio representadas por ﬁo%mb%n&muom. as
rectas extremas da banda. Temos depois dois tipos de geodésicas

(1) Veja-se KLEIN (Conférences faites & Uexposition de Clicago).
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abertas: as geratrizes do cilindro, a um lado, e as representantes
das hélices, a outro. Estas tltimas sio sucessivos segmentos de
rectas paralelas no interior da banda. Por dois pontos 4 e B
passa geralmente uma infinidade de geodésicas, que se obtém
unindo o ponto 4 com os diferentes homélogos de B, situados
no interior das bandas sucessivas, e transportando para um poli-
gono fundamental as diferentes rectas assim obtidas.

No segundo caso dos espagos orientiveis, hi dois tipos de
geodésicas fechadas imediatamente evidentes, Mas h4 outras geo-
désicas fechadas n#o paralelas aos lados do paralelogramo. Seja
A B C D tal paralelogramo. Uma linha recta que parte do vér-
tice A e encontra o lado B C num ponto E, tal que m é um
nimero inteiro, representa uma geodésica fechada. Dum modo
geral, é fechada t6da a geodésica que parte dum ponto de 4 D
com um coeficiente angular racional, desde que suponhamos
AD=AB=1. Se o coeficiente angular a é irracional, imagine-
mos uma sucessio de nimeros racionais de limite «; a geodésica
que corresponde a « é limite duma sucessiio de geodésicas fecha-
das, cada uma das quais d4 ideia do movimento durante um
certo intervalo de tempo. A geodésica fechada é depois abando-
nada e o movimento aproxima-se de nova geodésica fechada
{durante um intervalo de tempo que vai aumentando) e assim
sucessivamente.

Passemos aos espacos mdo orientdveis. Se existe uma tnica
direccio de translacfio, havers necessiriamente simetria com res-
peito a essa direcgdo; o espaco é de primeira classe. Se h4 duas
direccSes de translagfio, parece 4 primeira vista que poders haver
simetria com respeito a uma recta nfio paralela a uma das trans-
lagBes; a descontinuidade do grupo mostra que uma tal hipStese
6 impossivel. Impossivel ¢ igualmente que a simetria nio tenha
lugar com respeito & recta paralelamente 4 qual se faz a trans-
lacdo, ainda em virtude da descontinuidade do grupo.

Os espagos nio orientdveis de segunda classe (tendo em vista
que as operacdes do grupo néio deixam ponto invariante) admi-
tem duas direccdes ortogonais de translagio; a wltima operacio
do grupo é formada de translacio seguida de simetria.

9
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O poligono fundamental afecta, na primeira hipotese, a
forma indicada na fig. 1 (que nfio é tnica), onde os pontos
M e M' so deduzem pela translagio a (com conservacio da
disposigio dos eixos) e os pontos P e P' por translagio

.Amo grandeza Nv seguida de simetria. Temos geodésicas fecha~
’ 2

-2 2 FA

o

Fig. 1

das de comprimento @ e uma tnica geodésica fechada de com-
. @
primento e )
Quanto s geodésicas abertas, temos as mu.&omm.w a(GP,G'P")
e outras que construiremos do modo seguinte: wmeﬁav.mo,. dum
ponto @ de OM para se chegar a um @9&5 B mw BM, que
é homélogo dum ponto B' de OM; a partir de R’ constroi-se
am segmento paralelo e assim sucessivamente. vawm ooﬁ.:&mﬂmﬂ
esta geodésica devemos efectuar a construciio anterior até obter

a
am ponto P de OB, de homélogo P’ ADLHLGHMVM de P’

a geodésica partird com um coeficiente angular simétrico do

anterior.
Na segunda hipétese o poligono fundamental afecta a forma.
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da fig. 2 (}), na qual se sup8e uma construcéo referida a eixos
rectangulares. O centro da forma de KLEIN é a origem das
coordenadas. Os pontos M, e E\H sio homdélogos, mas os sis-
temas de eixos ligados a ésses pontos sfio simétricos relativa-
mente a X’ X. Os pontos M, e Nﬁ, sdo igualmente homédlogos
e a orientacio dos eixos no plano é conservada. H4 linhas geo-
désicas fechadas como M, M. A linha M, M, M, M, M| M, M;
M, M \w M, M, é igualmente uma geodésica fechada. Na sua cons-

4 M, B
Fig. 2

trugdo deve ter-se em vista que podemos descrever um ciclo
fechado sem restabelecer a direcgio inicial.

2. Generalidades sébre a curvatura riemanniana.— Quando
se faz o desenvolvimento dum ciclo do espa¢co de RIEMANN no
espaco euclideano, néo se obtém geralmente uma curva fechada.
Parte-se dum ponto M, com um reparo (R), e chega-se a um
ponte M’, com um reparo (R'), igual a (R).

Diz-se deslocamento assoctado ao ciclo o deslocamento do
espaco euclideano que leva de M a M/, e (R) a coincidir com (R').

(1) Veja-se ENRIQUES (Principes de la géométrie, Encyclopédie des scien-
ces mathémaliques).
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No caso dum ciclo infinitamente pequeno, eqiiivalente a um
bivector (du;, du;), o deslocamento associado reduz-se a uma
rotacio em tdrno da origem do ciclo. As componentes mistas
dessa rotagéo sio dadas pelas ignaldades

&3::nu&2vI&@asnv$sv%¢$|ef&:wam_
ou seja

® 0= (of) = [ohof]

Escreveremos

Qi(3,d)=R* j "bu, du;=—R' j " du, bu, =

onde a soma final se estende a combinagdes.
Vé-se facilmente que é

s ur
3.&. @H‘.

R ;™= — (Dir o — T 177,

ou,. Ou,

A intervencio das componentes covariantes da rotagio faz-se
pelas igualdades

wa”.e...w w” Ae@.v‘uT Hewe&.ﬁ - Ae@.va _Hs_.ae.“.au_w
© S8 escrevermos

oY — Nw@.q rs w:e. &Sm m— M .N&.. rs Prg>

(r,8)

(1) As quantidades p,, representam as componentes contravariantes
do bivector (ciclo).
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as quantidades R¥ " dizem-se simbolos de RIEMANN e definem
o tensor de RIEMANN-CHRISTOFFEL.

Este tensor é introduzido da mesma maneira se empregar-
mos um reparo arbitririo. Em primeiro lugar, as férmulas (1)
estendem-se imediatamente e temos ainda num espago de RIE-
MANN

Qo AS@.V\“ _Hew Ewe.“_

Para obter as férmulas eqiiivalentes a (3) basta fazer intervir
um ciclo representado pelo bivector [;(d), 0, (8)]. E temos
analogamente

Dm“lM.Nn..w.ﬁm_‘S%Euu_“ mw...\.”AE@.v‘lTﬁEMS?%
A*- mv
Gy
0i=— Y B9 70,0,

(ry 8)

Postos estes preliminares, define-se duma maneira ficil a curva-
tura riemanniana do espago numa direc¢do plana: é obtida pre-
cisamente fazendo o produto escalar do sistema de bivectores
que representa a rotacio pelo bivector eqiiivalente ao ciclo e divi-
dindo o resultado pelo quadrado da medida do bivector. Repre-
sentando-a com K, temos

M .mwe., rs Do @&.

® e G

M e Pre

(r, 8)

Diz-se que um espago é dsdtropo num ponto quando a curva-
tura K é a mesma em tddas as direcgSes planas que partem désse
ponto. Sucede assim quando o espago goza da livre mobilidade
4 volta do ponto. B, no caso mais geral do espago satisfazer ao
axioma da livre mobilidade, h4 isotropia em cada ponto e o valor

de K é 0 mesmo em todos os pontos. E o que resulta da cir-
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cunstincia do espaco admitir as mesmas transformagdes isomé-
tricas que o espago euclideano.

Torna-se ficil estabelecer condigdes analiticas para que o
espaco seja de curvatura constante. Da relagio (4) deduz-se

M BY " pip,=—K M (9" 97 — 97" 9% ) Py Prs
(¢, j) (r, s) (1,7) (r, 8)
RY: TS — Nr‘Ab—.-. gl — gir b..m v i
Temos assim
Hw—. k rs ”Q.Ia .m..‘\.“ rS __ .NWA mr\.i Q».m . mwm .Qa.ﬁ ,
onde £ =0, salvo se é m =n, pois é entédo m=§H 1.

As condigBes anteriores encontram-se usualmente sob a
forma

B AH“M. .—ﬂw — H_“w HJWQ.V - K A ma%%&m _ mam .Qa.i X

Quando se procede ao estudo directo dos espagos localmente
esféricos ou hiperbolicos, de curvatura dada K, encontram-se
precisamente estas condigGes para caracterizar tais espagos; daqui
se conclui: os espagos ndo euclideanos tém curvatura riemanniana
constante e reciprocamente.

E facil justificar esta afirmagéo. Consideremos no espago projectivo
a n dimensdes a hiperquadrica (absoluto)

fle, 2y .unyx,,t)=0,

definida empregando as 7+ 1 coordenadas homogéneas x , gy .+ .y &, L.
Sujeitaremos as coordenadas & condigio
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.onde K & uma constante dada (positiva ou negativa). Para elemento linear

tomamos ds? = f(dxy, ..., da,, di).

Um sistema de valores «,...,t define um ponto analitico que, no
espago projectivo, serd considerado diferente doutro ponto analitico coin-
cidente com aguele mas com coordenadas proporcionais.

O valor de f serd chamado quadrado escalar do ponto. E, dados dois
pontos (x;,t) (@}, ¥'), diz-se produlo escalar déstes pontos a expressio

3 (Znare s )

?

O espago que estamos estudando abrange os pontos analiticos de quadrado

. 1
-escalar ignal a —.

K
Dado um vector definido por dois pontos vizinhos M, M' déste espago,
o segundo dos quais tem por coordenadas (a; -+ dac;y t+ dt), o ponto ana-

litico (dx;, dt) estd mo hiperplano polar de M com respeito ao absoluto
o diz-se que representa o vector considerado. O quadrado escalar do ponfo
{(dx;, dt) representa, de resto, o quadrado do comprimento do vector. Esta
nocio estende-se imediatamente aos vectores finitos.

Partamos dum ponto 4 de quadrade escalar . e de n vectores

K
e', ..., e" de origem A. Sendo M um ponto qualquer, podemos por

M=04+te +Ee’+. ...+t e"

o tomar (&,...,E,, 0) come um sistema de coordenadas projectivas.

Pondo
(@) eel =47,
vé-se que &
M? IS 6% 4+ @.m.m.H-H|
=% TVNRVTTE
‘pois é
® 2=t Ad.e'=0.

=
A equagiio do absoluto fica sob a forma

L

- 6+ 97 5 =0,
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e temos

ds® = PN d0® -+ g dz; g

As coordenadas em questfio generalizam as coordenadas de WEIERS—
TRASS, obtidas a partir de n vectores rectangulares,
Se empregarmos um sistema de coordenadas projectivas nio homo-
g ; oM
géneas (u;=¢E;, 6=1) e tomarmos para vectores @’ os vsctores P
i

a expressiio de ds® torna-se
. .
ds” = g¥ du, du; .

Inversamente, dado o ds® eliptico ou hiperbélico, podemos fazer a.
reconstrugiio local do espago integrando o sistema

) dM = du, €°,
® de’ = v, M+ wj e,
onde é

Sw = H_%. du,,, Swn = Hmux du,.

Os pfaffianos EN, Ew determinam-se tendo em vista («) e (f) e escre-
vendo as condigdes de integrabilidade de (7). Quanto &s condigGes de inte-
grabilidade de (3), servirdo para estabelecer que o espa¢o é localmente
eliptico ou hiperbélico, de curvatura K. Encontram-se precisamente as
equagdes do texto.

Consideremos agora os espacos ndo euclideanos. Supondo
sempre uma métrica regular e normal, define-se também um
grupo de holonomia andlogo ao dos espagos localmente eucli-
deanos. Se o nosso espago é simplesmente conexo, é um espaco:
esférico ou um espacgo hiperbélico. O espago eliptico nio é sim-
plesmente conexo.

Comecemos por tratar os espacos localmente esféricos.

3. Espagos localmente esféricos. — Quando o ndimero de
dimensdes é par, o grupo de holonomia comporta a operacio 1dén-
tica e a opera¢io em que sido pontos homédlogos os pontos anti-
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podas da esfera. Se estes pontos sfio distintos, obtem-se o espaco
esférico; se sio idénticos, temos o espago eliptico. Hste modo de
raciocinar mostra que o espago eliptico nfo é simplesmente
conexo e estabelece que o espago eliptico com um namero par de
dimensdes ndo ¢ orientdvel (1).

No caso dos espagos localmente esféricos a duas dimensGes,
as modalidades topoldgicas siio pois a esfera e o plano eliptico.
Na hipdtese da esfera, as geodésicas reduzem-se aos circulos
médximos. No plano eliptico, homeomorfo do plano projectivo,
as linhas geodésicas tém ainda um comprimento finito. A dis-
tancia elementar ou finita de dois pontos pode obter-se fazendo
uma representagdo isométrica sébre uma esfera, ou directamente
por meio de nogBes projectivas introduzindo a métrica cay-
leyana. As linhas geodésicas sio fechadas, a sua representacio
sdbre a esfera reduz-se a semicirculos miximos. Recorrendo
a representacio geodésica, a verificacio das propriedades do mo-
vimento é ainda mais evidente.

4. Caso dos espagos localmente hiperbélicos. — A hipo-
tese da conexdo simples estuda-se facilmente. O estudo do plano
hiperbélico confunde-se com a geometria lobatschewskyana. Vé-se
imediatamente que 0 mdvel tende assintdticamente para o abso-
Iuto. Recorrendo & representagio conforme no semi-plano de
POINCARE, as linhas geodésicas siio representadas por semicircu-
los ortogonais & recta 3, representante do absoluto (2). Mas o que
importa aqui é o estudo das transformaces isométricas directas
ou inversas, cuja existéncia é arrastada pelo azioma da livre
mobulidade. No caso da representagio geodésica, cai-se no estudo
das transforma¢Bes homogrificas que conservam o absoluto.
A cada homografia corresponde uma homografia sébre o abso-
luto; e da natureza dos pontos duplos desta dltima depende
a natureza da isometria. No caso da representa¢io conforme

(1) As operagdes do grupo de holonomia sio deslocamentos acompa~
nhados de simetria. No caso dum numero impar de dimensdes, sé ha des-
locamentos.

(8) As geodésicas sfio todas abertas.
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de POINCARE, temos de estudar as transformacdes circulares de
MOBIUS, que conservam o absoluto 3, o qual tomaremos como
eixo real. O tipo da transformacio directa (deslocamento ndo
euclideano) é definido pela relagio

© gt
al'z 4 b

onde é z=x+1iy e a, b, a, b/ sio constantes reais que verificam
a desigualdade ab’—ba’>0, contanto-que suponhamos y>0.
Dum modo mais preciso, suporemos ab' —ba’=1. A trans-
formagio inversa (deslocamento acompanhado de simetria) é
do tipo

azy+ b

MMNO =+ bl

®) o=

onde é z,=x—iy e ab —ba' <O.

Voltemos & homografia (5). Se os pontos duplos sio imagi-
nérios (conjugados), sio afixos de dois pontos simétricos 4 e A’
com respeito ao absoluto. O deslocamento ndo euclideano é do
tipo eliptico (rotagio nio euclideana de centro 4, no semi-plano
de POINCARE). Numa rotagio continua, a trajectdria de cada ponto
é uma circunferéncia nao euclideana & volta de A. Tais circun-
foréncias constituem o feixe de circulos ortogonais aos circulos
do feixe AA'; A é o centro nfo euclideano. Se os pontos duplos
§30 reais, sio afixos de dois pontos A, 4’ do absoluto. O desloca-
mento nio euclideano é do tipo hiperbélico (translacio euclideana
tendo por eixo o semicirculo ortogonal a 3, de didmetro 44).
Numa translagio continua, a trajectéria de cada ponto é um
hiperciclo no plano hiperbélico, representado no semi-plano por
uma circunferéncia passando por A e A4’. Tais circunferéncias
constituem o feixe de circulos ortogonais do feixe que admite
A e A’ como pontos limites. O eixo de translagio representa
uma geodésica. Se os pontos duplos sdo confundidos, sio afixos
do mesmo ponto 4 do absoluto. O deslocamento é do #po para-
bolico, no plano hiperbdlico a transformagiio faz corresponder
entre elas as paralelas lobatschewskyanas de vértice 4 e num
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deslocamento continuo cada ponto descreve um horiciclo. No
semi-plano os horiciclos sio representados por circunferéncias
tangentes em 4 ao absoluto e ortogonais aos semicirculos que
representam as paralelas de LOBATSCHEWSKY.

No caso das isometrias inversas (6), os pontos duplos 4, 4
s80 reais. Obtemos numa translacio cujo eixo é o semicirculo orto-
gonal ao absoluto de didmetro A4, seguida duma simetria com
respeito a0 mesmo eixo.

Seja agora um espaco localmente hiperbélico. O seu desen-
volvimento s6bre o plano de POINCARE cobre éste uma e uma
s6 vez. A um ponto do espago corresponde um certo conjunto £
de pontos do semiplano. S¢ nos referiremos aos espagos orientd-
veis. O grupo de holonomia n#o deve conter deslocamentos do
tipo eliptico, pois nio hs ponto invariante a distincia finita.

2

Recorreremos, em parte, & intuicio. Um estudo completo obri-
gava-nos & teoria dos grupos fucsianos de POINCARE, teoria que
mereceu a atengio de HERMITE e foi desenvolvida por KLEIN
em trabalhos notéveis.

No caso euclideano, fomos levados aos espagos de CLIFFORD
e conseqiiente réde de paralelogramos do plano; aqui encontra-
remos uma réde sébre o semiplano de POINCARE, cujas malhas
serdo limitadas, quer por porgSes do eixo real, quer por arcos de
circulo com centro no absoluto. Os lados duma malha (poligono
fundamental) sio dois a dois homélogos e as operages geratri-
zes do grupo de holonomia sfo precisamente os deslocamentos
que pdem em coincidéncia &sses dois lados. H4 excepgdo para os
lados situados sbbre o absoluto, os quais se encontram a uma
distancia infinita dos pontos do semiplano. Os pontos dum poli-
gono fundamental séio os representantes do espago localmente
hiperbélico orientdvel, com a hipdtese de serem considerados
idénticos os pontos homélogos sobre a fronteira do poligono. Um
ponto do poligono fundamental, que tenda para o absoluto, repre-
senta na variedade riemanniana em questio nm ponto que se afasta
indefinidamente. As geodésicas afectam na totalidade do semi-
plano de POINCARE a forma simples de circunferéncias ortogo-
nais ao absoluto. Para obter a sua disposi¢io na variedade con-
siderada, devemos fazer o transporte (no sentido n#o euclideano)
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para o interior dum poligono fundamental qualquer. BOULIGAND
resume do modo seguinte os resultados de HADAMARD: Temos
geodésicas fechadas a correspondentes as porcdes de semicirculos
que encontram pontos homdélogos s6bre lados homdlogos do poli-
gono fundamental. Se admitirmos que o grupo de holonomia s6
comporta deslocamentos hiperbélicos, a operac¢éo que leva o poli-
gono P; a coincidir com o poligono P, deixa dois pontos inva-
riantes A4, A’ sGbre o absoluto, os quais sio precisamente os
extremos do didmetro do circulo I, sébre o qual estd localizada
a geodésica fechada. Assim, a cada par de poligonos fica asso-
ciada uma tnica geodésica fechada. Para obter um representante
dnico de cada uma delas, fixa-se o indice ¢ e faz-se variar %.
Uma concluséo a tirar é ainda que os pontos 4, A’ nio sio inte-
riores a um poligono P. Temos geodésicas assintiticas de geodési-
eas fechadas -B-, que sio representadas na totalidade do semiplano
por semicirculos tangentes a I' num dos pontos 4, 4'. As geodé-
sicas que se afastam indefinidamente | correspondem a semicir-
culos ortogonais ao absoluto, que encontram éste em pontos per-
tencentes a um lado dum poligono P. Finalmente, as geodésicas
situadas inteiramente a distdneia finita ¢, sem serem fechadas
ou assintdticas destas. Para se ver que existem, tomemos um
ponto M do semiplano e consideremos os semicirculos ortogo-
nais a 3 passando por M. Excluamos aqueles que cortam & no
interior dum poligono P. O conjunto E dos semicirculos assim
obtidos contém particularmente os semicirculos que represen-
tam as linhas B passando por M e que formam um conjunto E'.
Os conjuntos de pontos de & correspondentes a E, £’ serfo desi-
gnados com e, e’. O conjunto ¢ contém e’ e nfo pode preencher
os pontos dum segmento de 8. Cada ponto de e é ponto limite
de e’, de sorte que e é um conjunto descontinuo e perfeito no sen-
tido de CANTOR. Consideremos agora um ponto de e como ponto
limite duma sucessio numerdvel de pontos de e’. O semicirculo
C de E que lhe corresponde pode considerar-se, em face da defi-
ni¢io de E’, como limite duma infinidade numerivel de semi-
circulos representantes de linhas B. Assim podemos fazer corres-
ponder a C uma infinidade numerivel de geodésicas fechadas
a, %, ... tais que o mével se desloca aproximando-se de cada
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uma delas, que depois abandona para se aproximar da seguinte
e assim sucessivamente.

A existéncia de geodésicas a distincia finita n&o pode ter
lugar no caso dum espaco simplesmente conexo ou ainda no caso
evidente de se reduzir a dois pontos de 9 o conjunto ¢ (as opera-
¢bes do grupo reduzem-se entdo a poténcias duma mesma trans-
formacio).

5. Espac¢os de curvatura 10:..»::3:&. negativa ou nula. —
No que vai seguir-se, suporemos que 0s ¢" tém derivadas con-
tinuas das trés primeiras ordens. As equacBes das geodésicas
permitem [partindo dum ponto O (%{), que serd tomado para
origem dos arcos] definir os %; em fung¢éo de s e de n —1 cons-
tantes arbitririas. As ignaldades

&:«.
ane(2)
ds /,

dardo as coordenadas mormais correspondentes a cada ponto ;.
E os métodos do capitulo III permitem mostrar que as diferen-
¢as u;,—u], consideradas como fung¢Bes dos x;, admitem deriva-
das continuas das duas primeiras ordens. Para estabelecer éste
resultado, deve ter-se em vista que a eliminacio de s nos inte-

grais se fard por intermédio da relacdo M xl=s.

O mesmo pode dizer-se dum vector definido pela sua posi-
¢do inicial em O e determinado em cada ponto M por desloca-
mento paralelo ao longo da geodésica OM.

No que segue servimo-nos dum reparo arbitrdrio rectangu-
lar, que serd definido pela sma forma inicial (R,). As proprieda-
des do espago deduzidas desta maneira s6 respeitardo, por isso,
aos pontos que possam ser atingidos pelas geodésicas que partem
de 0. Se virias geodésicas atingem o ponto M, corresponderio
a éste ponto outros tantos sistemas de coordenadas normais.

Poremos

x;=at (i=1,2,...,n),
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onde os a; definem, relativamente a (E,), a direcgio da geodé-
sica OM; assim os a; sio constantes ao longo de cada geodésica
que parte de O. A variivel ¢ verifica a igualdade

m".;\amnT.....Taw:

na qual supomos ¢> 0.
Introduzindo as coordenadas superabundantes a;, ¢, faremos

ee.uaum&ulT.a.J E-u."Ol_lﬂ&.

Na verdade, o vector dM tangente a uma geodésica OM tem por
componentes as quantidades a;df; a rotagio correspondente

é nula. Por i1sso =, e T; 880 formas em da,, da,,..., da,, iden-
ticamente nulas para ¢=0.
Seja
w;(d)=a;dt, ._S.A&v”o.
w; (8) =m=;(3), w; (8) =75 (3);

as férmulas (1') e (3/) ddo imediatamente

da;dt — dx; (8) = — ay, m; (3) dt,

— a5y (3)= Y Ry o[ a, dt7, (3) —a,dt ,(3)] = By s 0, 7, (3) dt,

A*u hv

de sorte que é

dz; (8) .
() — =100+, T, (3)
at
dz;(3) ,
.I|“MH|".NW@.\.‘%.¢NN ﬂmAOV.
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Temos assim

=, (3)
%”meyﬁmaw&i nmﬁmv.

%13 ,,
M nmAwV‘%%l"mwaﬁﬁwawas 7, (3) .a..AoVHI..NDw.

onde A’ § o quadrado da medida do ciclo. Tendo em vista que
é K<<0, concluimos ser

a2z, (3) _ a2 o— dr; \2
Samigse,  HRAsey(F)-

Considerada como fungéo de ¢, a soma M 72 56 poderd anular-se

num ponto ¢, diferente do ponto {=0 se for constantemente
dx;

nula a derivada &IMu o que vai de encontro a (7).

Seguindo sempre a exposi¢io de CARTAN, consideremos

agora a funcio /\ % 72, Mostra-se ficilmente que a sua derivada
segunda em ordem a f é também nula ou positiva. A derivada

primeira tem no ponto =0 o valor ,\ dat-+- ... +dal, pois que,
sendo nesse ponto

2
Mﬂ.@ Mﬁngn_.M.a..& i
tdt dt ae

VEi | S Vet
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Fica assim estabelecida a desigualdade

M Hw =2 M &aw ,
ou, pondo t=1,
@®) S M dl .

a : icd I= relacfio
Se sujeitissemos os pardmetros a; a condigio M ai=1,a ¢

J— 2 2
%HM?.&.I%V&N.E&M amtt M%:

dava imediatamente, tendo em vista a propriedade das superfi-

cies paralelas,

4> At 1Y da?,

onde ¢ significa o comprimento da geodésica Qw:«. e
O que vai seguir-se supie ¢ue 0 espaco nsbw:_g ado ¢ _.4 T .7:.“
Sendo esta propriedade independente da qumspm:,mmma_ Hﬁcﬁmﬁyom
mos que serd diferente de zero em todos os ﬂezwomomou%_. e
pelas geodésicas procedentes de 0 o determinante fun
amnpw%mmwhwo euclideano normal, onde sio Hmwu.mmmmgmmm Mm mmwm”
denadas cartesianas z,, ¢ homeomorfo Lw espago € ,Ms pos oE&m
nido fazendo intervir no espa¢o dado € as nooam:w .Mm n.rM:.oﬁ.S.
TUm resultado importante, que pode %Eoswﬁwﬁ.vw. .H_“_M”.mc“.‘aim
é o seguinte: fodo o pondo de & tem, pelo menos, um repres
21
- @Q.nmumo € ¢ simplesmente conexo, o\m..? nm .@om sens M,MMMMm.
tem um dwnico representante i E'; dai a mmm;p._;ﬂ.anwmwmé:,3._.‘““
um espago de RIEMANN normal, sim Em.ﬁ;mzﬂm. EEM; o.”.r_;\.ﬁr .
negativa ow nula, é idéntico, sob o ponto de vista da 1818
a0 espago euclideano.
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6. Geodésicas dos espagos simplesmente conexos. — Do
que acabamos de ver, resulta imediatamente que, se o espaco €
€ simplesmente conexo, dois pontos de & definem uwma tnica
geodésica, a qual se prolonga indefinidamente nos dois sentidos
(geodésica aberta).

A férmula (8) mostra que o comprimento riemanniano I

duma curva que passa por dois pontos M, M’, de coordenadas
x;, x;, satisfaz & relagio

%WM A.\aw.l&-.vm.

Posto isto, consideremos o tridngulo geodésico OMM’ de lados

OM =g, OM' = b, MM =¢ o do angulos 4, B, C. No espaco eucli-
deano normal é (conservando as letras)

F=a’4 b2 —2ab cos C.

Como ao longo das geodésicas que partem de O os comprimen-
tos riemannianos sio idénticos aos euclideanos (e o angulo C
é mantido), temos

FSa b2 —2abeos C.

Sejam 4 um ponto fixo e M um ponto qualquer duma geodé-

—

sica I'. Se a geodésica OA é normal a I', temos OA < OM.

Este resultado leva a concluir que a distAncia OM ngo pode
passar por um méximo OA'. O cdlculo da variagho primeira de
04’ levaria a concluir que a geodésica OA’ seria normal a 108
que teria todos os pontos & mesma distincia de 0, resultado
absurdo. Mas haverd um minimo (e um s6), visto que as geodé-
sicas sfo abertas; a distincia OA correspondente é a distancia
de O al.

Ficamos agora em condigses de compreender o seguinte
modo de parametragem do espaco €. :

£ dada uma geodésica (‘base) I' sébre a qual se tomam uma

origem 4 e um sentido dos arcos positivos; as diferentes geods-
10
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sicas normais a esta preencherdo o espago &; as coordenadas
dum ponto M de € sio:
I) a abcissa curvilinea » da normal a I' que passa por M;
II) a distdncia de M a I';

IIT) os pardmetros directores (@, ay, ..., a,_,) da geodé-
sica normal a I' com respeito ao reparo (R) obtido, no pé dessa
geodésica, por deslocamento paralelo do reparo rectangular (Ry),
aste arbitrado em A de modo que um dos vectores de coorde-
nadas (o de ordem n) seja tangente a T

A coordenada v indicada em II pode substituir-se pela quan-

tidade t= 0 dada pela relagéo

13 /\am e aw|H”e.
Temos
o, = a;dt+ 7, (i=1,2,...,n—1)
w,=0+7,, w;; =075,

Quando é ¢=0, as formas lineares =, 7; s&0 identicamente nulas

e a forma 7 reduz-se a du. E vé-se imediatamente que é

n—1
%..EH%..+M§§..§, (i=1,2...,n—1)
&u k=1
n—1
drz, (3 N
MM b 0+ ) @y T (3
k=
dm; (0) .
||.MMnA|” t.\maiﬂm?v.
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Considerada como funcéo de #, a soma M n? é superior a du?,
de modo que o ds® do espago (obtido pondo ¢ =1) goza da mesma
propriedade, visto que se identifica com aquela soma.

Supondo que os @, séo cossenos directores, a férmula 8do § 8
do capitulo II mostra que é

&mwnaﬁw+Mawvam+&gw.

Empregando uma varidvel t para significar tempo e iden-
tificando ds com Cd= (onde C é nma constante arbitrdria), o algo-
ritmo de LAGRANGE aplicado ao parametro ¢ leva & equacio

2 or.
LI U VI T

ds®  ds? FTE

Se tivermos em vista que é

@mﬂ. .
M ke

concluimos que, a0 longo duma linha geodésica G, a distincia ¢
dum ponto de G & geodésica de base I' tem nma derivada segunda,
com respeito a s, positiva ou nula. Assim ¢ ndo pode passar por
um méiximo, sendo possiveis dois casos:

@) A quantidade { tem um minimo. Entdo a férmula hi
pouco invocada mostra que ¢ corresponde (nesse minimo) a uma
geodésica que é perpendicular a I' e a G (geodésica que pode
desaparecer); e as duas linhas I', @, que admitem uma tnica
perpendicular comum, afastam-se indefinidamente uma da outra
nos dois sentidos.

B) A quantidade { varia sempre no mesmo sentido, par-
tindo do valor 4+ « quando é s =—x, por exemplo. Deslocando-
-nos sébre @, no sentido dos arcos positivos, ¢ tende para um
limite &, nulo ou positivo. A linha @, percorrida no sen tido indi-
cado, é assintota de I'.
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Se, neste ultimo caso, baixarmos de cada ponto M de G
a geoddsica perpendicular a I', o pé dessa perpendicular afasta-se
indefinidamente num sentido determinado.

Sejam, com efeito, A um ponto fixo de G e « 0 pé da geodé-
sica correspondente; M e 1 dois pontos analogos, sendo M infi-
nitamente vizinho de A e colocado no sentido dos arcos positi-
vos. O cileulo da variacio primeira de M mostra que o 4ngulo
em M é sempre obtuso. Nessas condigBes, qualquer que seja M

no sentido considerado, temos M.ﬁw > AM. Desde o instante em

que é QVMM, é também Nﬂv Adeo ponto 1 ndo pode atra-
vessar «. Por outro lado, como a distincia A4 aumenta indefi-
nidamente, o ponto p afasta-se indefinidamente, q. e. d.

Tomemos agora o ponto varidvel j sdbre I'; quando i se
afasta, a disténcia de ¢ a G (inferior a My) é inferior a & ; assim,
I ¢ assintota de G.

Se duas geodésicas siio assintotas de I' no mesmo sentido,
sio assintotas entre si, porque, quando . se afasta indefinida-
mente, os pontos M,, M, correspondentes estio a uma distdncia

N . . — —
inferior 4 soma M {+ M,p.

7. Espagos ndo simplesmente conexos. —Suponhamos final-
mente que o espaco & nio é simplesmente conexo. Ao mesmo
ponto de & correspondem vérios pontos de €.

Bstes diferentes pontos deduzem-se uns dos outros por trans-
formagBes isométricas do espago &', transformacdes que cons-
tituem grupo designado sob o nome de grupo de conexdo do
espago €.

O grupo é descontinuo e nenhuma das suas operacgGes, salvo
a operacio idéntica, deixa invariante um ponto de E'.

E possivel, por meio das operagtes do grupo, dividir o
espago &' em dominios fundamentais (idénticos sob o ponto de
vista métrico), cada um déles contendo no seu interior um e um
s6 representante de cada ponto de €. Um dominio-é limitado
por um nimero finito ou infinito de faces, que se correspondem
duas a duas, ‘e as operagoes geratrizes do grupo levam precisa-
mente uma face a coincidir com a face correspondente.
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Esta divisio de &' permite-nos afirmar que é possivel cindir
uma variedade riemanniana mormal, de curvatura megativa ow
nula, de modo a tornd-la simplesmente conexa e homeomorfa do
espago euclideano.

A um ponto de & corresponde, na verdade, nma infinidade
de pontos de €', como pode demonstrar-se ficilmente, tendo em
vista as propriedades do grupo. Por isso, o niimero de dominios
fundamentais, como o das transformagSes do grupo, é infinito.

Por cada dois pontos de € passa uma infinidade de geodésicas irre-
dutiveis.
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