UBER DIE UNTERDIREKTEN MODULNSUMMEN .

WON

A. ALMEIDA COSTA (LISBEOA)

1) Einfihrung — Der Begriff «direkte Summe» spiclt
in den Moduln-und Ringtheorien eine wichtige Rolle.
In der Tat, wenn ein Modul (Ring) sich als direkte Summe
von Untermoduln (Unterringen) ausdridckt, kénnen die
verschiedenen Sumanden eine einfachere Struktur als
die des Ausgangsmoduls (Ringes) haben. Einen solchen
Ausdruck erreicht man oft durch gewisse den betreffen-
den Moduln (Ringen) auferlegte Bedingungen, die mehr
oder weniger allgemein sein durften.

Der Begriff «unterdirekte Summe» bildet ein wichtiges
Ausdehnungsmittel, wie wir sehen werden. Obwohl es
nicht ginzlich vollkommen ist, erlaubt es bei einigen
Einschrinkungen ziemlich befriedigende Sitze zu
erhalten.

Ilm allgemeinen werden wir in dieser Arbeit, die der
Modulntheorie gewidmet ist, wiederum Gelegenheit haben
das Interesse, das in der Ubertragung verschiedener
Uberlegungen bezuglich der Ringe liegt, festzustellen-
Z. B. machen wir nicht nur auf die Sitze bezuglich der
unterdirekten Summen von Moduln aufmerksam, sondern
auch auf die bezuglich der unterdirekten irreduziblen
Moduln gemachten Betrachtungen.

In diesem Sinn bewegt sich hier fast alles um die
Ergebnisse von N. H. McCoy und B. Brown-N. H. McCov.
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Das Literaturverzeichnis fuhrt verschiedene Arbeiten an,
die wir eine nach der anderen unterstehend angeben:
(3] — T. Nakavama, Uber einfache distributive Systeme un—
endlicher Ringe, «sProceedings of the Imperial Academys,
Tokyo, Band xx, 1944, S. 61-66; [4] — N. Jacosson, Struc-
ture theory of simple rings without finiteness assumptions,
«Transactions of the American Mathematical Societys,
Band 57, 1945, S. 228-245; [5] — N, Jacoeson, The radical
and semi-simplicity for arbitrary rings, « American Jour-
nal of Mathematics», Band 67, 1945, S. 299-320; [8]—
N. Jacossox, On the theory of primitive rings, «Annals of
Mathematicss, Band 48, 1947, S. 8-21; [9]— T. Nakavama
und G. Azumaya, On irreducible vings, « Annals of Mathe-
matics», Band 48, 1947, S. 949-965; [10] — A. ALMEDA
Costa, Sobre os endomorfismos dos modulos, «Anais da
Faculdade de Ciéncias do Portos, Band xxxin, Nr. 1, 1948,
S. 5-82; [11]—B. Browx und N. H. McCov, The radical
of a ring, «Duke Mathematical Journals, Band 15, 1948,
S. 495-499; 18] — A. Anmema Costa, Sobre nilideais e
ideais quase-regulares, «Anais da Faculdade de Ciéncias
do Porto», Band xxxiv, Nr. 2 und 3, 1949, S. 65-74 und
129-144; [14] — A. Awmems Costa, Uber Kontraktions— und
Fernichtungsideale in der allgemeinen Modulntheorie, in
dieser Zeitschrift, Band 1, 1951, S. 297-344; [15] — A. A1-
meiny Costa, Sebre anéis de endomorfismos, «Gazeta de
Matematica», Nr. 50, 1951, Lisboa; [16] —B. Brown und
N. H. McCoy, Radicals and subdireci swms, «American
Journal of Mathematics», Band 69, 1947, 5. 46-58; [17]—
N. H. McCov, Subdirect sums of rings, «Bulletin of the
American Mathematical Society», Band 53, 1947, 5. 836-877;
(18] — N. H. McCov, Subdirectly irreducible commutative
rings, «Duke Mathematical Journal», Band 12, 1945,
3. 881-887; [19] — O. Govoman, A4 characterization of semi-
-simple rings with the descending chain condition, «Bulletin
of the American Mathematical Society», Band 52, 1946,
3. 1021-1027; [20] — O. Goroman, Addition to my note on
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semi-simple vings, «Bulletin of the American Mathemati-
cal Society», Band 53, 1947, S. 956; [21]— O. GoLbpmax,
Semi-simple extensions of rings, «Bulletin of the Ame-
rican Mathematical Society», Band 52, 1946, S. 1028-1032;
23] — A, Avmeina Costa, Sobre a teoria dos anéis ¢ ideais
ndo comutativos, Band [ der «Akten des XIII portugie-
sisch-spanischen Kongresses fur den Fortsckritt der
Wissenschaften», 1950, Lissabon; [24]— A. ArmeEma Costa,
Sobre ideals de contracedo ¢ aniguiladores na teoria geral
dos modulos, «Anais da Faculdade de Ciéneias do Portos,
Band xxxv, Nr. 2, 1950-1951, 5. 79-158; [25] — A. ALMEIDA
Costa, Trés lighes sobre a leoria geval dos andis (1.7 Licdo:
Radical-G, Anti-radical, Ideal regular mdximo dum anel),
«Anais da Faculdade de Ciencias do Porto», Band xxxvi,
Nr. 2, 1952, 5. 65-83; [26] und [27]— A. Armema CosTa,
Trés ligies sobre a teoria peral dos anédis (25 ligdo: Anéis
primitivos; 3.# ligdo: Somas sub-directas de anéis, Anéis
semi-simples), « Anais da Faculdade de Ciéncias do Porto»,
Band xxxvi, 1952 [I]— A. Acmea Costa, Sisfemas hiper-
-complexos ¢ Representacies, «Centro de Estudos Matema-
ticos da Faculdade de Ciencias do Porto», Nr. 19, 1948,

2) Definitionen — Jf ist irgend eine Menge von Elemen-
ten o, &, -, hyu, 00 ,0,5,-. Wir fdagen jedem pe M
einen Modul m, zu. Eine Funktion f=| f(x)| definiert
man durch seine Werte f(x)em,. Eine Summe von zwei
solcher Funktionen definiert man durch die Beziehung
(f+ o) (#)=/fir)+glx), wenn g(u) eine zweite Funktion
ist. Die Menge der Funktionen bildet einen Modul 2,
der direlte komplete Summe der Moduln w,, [5, 17, 24],
heisst. Unter den Funktionen | f(x)| kénnen wir dieje-
nigen unterscheiden, die, wie }/&(x)!, den folgenden
Bedingungen geniigen: A(x)=0, wenn p=Fz; #Alx)=
==/t (x)&m,, wenn p==. Die Untermenge der Funktionen
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| #(x)| ist ein Untermodul m,, von ¥, zu m, isomorph.
Es ist gleichgiiltig zusagen, dass M eine direkte kom-
plete Summe der m. oder der m. ist.

Im besonderen Fall in dem J eine endliche Menge

11,2, | ist, erhdlt man die gewshnliche Definition
der direkten Summe.

Wenn man nur die Funktionen | f(y)|, die den
Nullwert auf allen ausser einer endlichen Anzahl von
Punkten annehmen, betrachtet, erh#lt man einen Unter-
modul #,, von #, der noch alle m. enthilt und diskrete
direkte Summe dergleichen m. heisst. Indem man die
Menge A als endlich annimmt, dann wird die diskrete
direkte Summe der direkten kompleten Summe gleich.

Es sei jetzt #E W ein Untermodul von 3, Durch den
Homomorphismus #-my,, wodurch man f- f(s) hat,
erhilt man einen Teil von mu, der der Abbildung #-n.c
= ma entspricht. Der Einfachheit halber benutzen wir fast
immer kleine lateinische Buchstaben, um die Elemente
der durch entsprechende gotische Buchstaben bezeichne-
ten Mengen darzustellen. Z. B, wird man mit me i,
nell, m—-m,, n-n, die vorhergehende Auseinander-
setzung ausdriicken.

Es stellt einen wichtigen Fall dar, wenn wir, fir ein
beliebiges u, mu—=mu haben. In dieser Annahme sagen
wir ¥ ist eine unferdirekte Summe der Moduln m.. Aus
den verschiedenen Definitionen geht unmittelbar hervor,
dass sowohl die direkten kompleten als auch die dis-
kreten Summen besondere Fille von den unterdirekten
sind.

Bei der Definition der unterdirekten Summe, empfiehlt
es sich zu beobachten, dass wir im allgemeinen nicht
behaupten kénnen, dass zu dieser Summe ein bestimmtes
Element von # gehort. Im einzelnen gehéren die eigenen
my micht immer zu der unterdirekten Summe. Wenn, fir
beliebiges 1, ma<¥ ist, dann heisst die unterdirekte
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Summe U spesielle wnterdirebte Summe, [17]. Beispiele
dieser letzten erhilt man durch die direkten kompleten
und diskreten Summen.

Beverkuxncex : — Wenn wir jedem we M einen Ring 3,
anstatt einen Modul m. entsprechen lassen, kénnen wir
ein Produkt in die Menge der Funktionen f=1} f(u)|,
durch die Beziehung fe{s)=f(u)-g{v), einfiohren. Auf
diese Weise erhilt man eine direkte komplete Summe
der Ringe A,. Die anderen Definitionen sind auch ana-
log, [8, 17].

Die Darstellung eines Moduls # durch eine unter-
dfrekte Summe ist sehr leicht. Es gentigt dem festen
Elemente ze M den eigenen Modul # und jedem ie
verschieden von = den Modul (0) entsprechen zu lassen.
Das ist eine triviale Darstellung. Eine andere triviale
Darstellung wird folgendermassen erhalten: man ldsst
jedem we M den eigenen ¥ entsprechen; in der so erklir-
ten direkten kompleten Summe 3, wird ¥ als unterdi-
rekte Summe, durch die Abbildungen p-p=p.e¥,
{x beliebig), eingebettet.

Das Problem einen Modul durch eine unterdirekte
Summe darzustellen wirft demnach zwei Fragen auf:
1.) Ist der Modul gegeben, muss man feststellen ob es
Darstellungen gibt, die nicht trivial sind; 2.) Gleichgultig
ob der Modul 3 gegeben ist oder nicht, sucht man festzu-
stellen welche Bedingungen 2 erfillen muss, damit 3
eine Darstellung als unterdirekte Summen von Moduln
gewisse Typen, [17], erfahren kann.

Mehrere der im Folgenden behandelten Sitze erleich-
tern die Beantwortung dieser beiden Fragen.

3) Unterdirekte Summen — Hierbei handelt es sich um
eine erste Verlautbarung:
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Satz 1:— Dann und nur dann ist ein Modul B einer
unterdireten Swmme von Moduln w. isomorph, wenn die
Homomorphismen B~ wm. gelten, (peM), und wenn fiir
Jedes m == 0, (me W), mindestens ein ke M existiert fiir das
m =, <= 0. Die Durchfithrung des Beweises, die wie bei
Ringen erfolgt, lisst man ausfallen, 717, S. 859]. Der Satz
kann diese andere Fassung annehmen:

Sarz 1,2 — Dann und nur dann ist ein Modul zu einer
wnterdirekten Summe von Moduln my isomorph, wenn jedem
ein Untermodul By von W entspricht, sodass B, = m,

Indem wir die Frage der trivialen Darstellungen
erkliren, stellen wir fest, dass, wenn unter den homo-
morphen Abbildungen m, von # eine isomorph existiert,
dann wird die Darstellung von # als unterdirekte Summe
noch fiir trivial gehalten. Wir stellen auch fest, dass die
vorhergehenden Definitionen und Sitze bestehen bleiben
im Fall # ein Operatorbereich £ zullisst, vorausgesetzt,
dass die anwesenden Homo- oder die [somorphismen
operatorisch in bezug auf L sind.

4) Spezielle unterdirekte Summen — Stellen wir als
Hilfssitze einige Ergebnisse auf, auf denen einige Sitze
bezuglich der speziellen unterdirekten Summen beruhen.
Hierzu benutzen wir [14], [15] und [17].

MW ist ein Modul und 2 sein Endomorphismenring
Vel I, S. 215 und folgende]. © ist eine Untermenge von 3,
sodass ¥ ein 2-Modul ist. Der Kommutator von & in 2
wird mit © bezeichnet. Wenn # ein @-Untermodul von #
ist bezeichnen wir als Kontraktionsidea! in 21 die Menge ¢
der Q-Endomorphismen, die # in # abbilden. Es handelt

sich dabei um ein Linksideal von Q. Die Menge der
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Q-Endomorphismen, die % annulieren heisst Vernichtungs-
ideal von 31, Es handelt sich dabei um ein Rechtsideal r

von L. Es gelten folgende Hilfssitze:

Hurssatz 11 Wenn 3=, ,0) und U 0N N,=(0) iss,
dann geniiven die entsprechenden Kontraktionsideale der
Gleichieit 1= ¢, + v, als direbte Summe verstanden. In der
Tat nehmen wir Ber an, sodass MBcH. Ist meiMt
gegeben, setzen wir mB=mn, +u, mit nell;, (f==1,2).
Die Abbildung m —#n; ist ein O-Endomorphismus von 3,
den wir mit A; bezeichnen. Aus den Beziechungen B=
=4+ A, ¥ A;S¥8; entnehmen wir Be(e, ), und
deswegen ¢={(t, ), da e2(r;, &) ist. Diese Summe ist
direkt, wie aus der Tatsache folgt, dass 4, - 4:=0 die
Gleichheiten 4= 4.=0 ergibt.

Kororrar 1:  Wenn B=(3,,8;) und 3, N i =(0) ist,
dann fat man Q= + rs.

Hivessatz 1': Wenn A=W NY; und (3, 0)=5 ist,
dann gentigen die entsprechenden Vernichtungsideale der
Gleichiheit v = v) =+ 12, als direkte Summe verstanden, Es ist
klar, dass man r2(r,,t:) hat. Nehmen wir Ber an und
ferner sei mel. Indem wir m auf zwei verschiedene
Weisen #i== -+ mo==a} + 7 (e dly; Hz,ih e Ms) zer-
legen, sieht man, dass » —n =ni—n.e M, sodass man
i B=uB, m.3—=unB erhilt. Man schliesst daraus, dass
man bei einem gegebenem m e O-Endomorphismen
von 3 durch die folgenden Abbildungen m —m B =m.A4.,
m =8 =mA erhilt. Angenommen m=m =mn, + 0eldl,
so sieht man, dass # ~m4l=0, wodurch ¥, .4{—=(0),
Ayery. Ganz analog ist Aiér:. Und da me=wm + n,
mB=m B+ ns B=mds + mAy=m (As - A} ist, schliesst
man B= A+ A.. So ist r=(r;,r:). Diese Summe ist
jedoch direkt, da r; N r;=(0) ist, weil ein Endomorphis-
mus der zu jenem Durchschnitt gehért # annuliert. Der
Hilfssatz ist hiermit bewiesen.
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Kororrar 1': Niwent sman (0)=3, 0 3, gnd (3, 1,)=H1,

5o hat man Q=1+ ;.

Hitrssatz 2: Wenn Eell ein [dempotent ist, und wir
WM=WFE + WM(1—FE) nehmen, wobet 1el} der identische
Endomorphismus ist, daun selst sich das Kontraktionsideat
in ME aqus allen Q-Endomorphismen, wie A, susammen,
die der (Gleichung A= AE [oder A(l— E)=0] geniigen,
und das Vernichtungsideal von (1 —F) sefst sichk aus
allen Elementen Bel susammen, fir die E=EB [oder
(1—E)B=0] gilt. Es sei me#M gegeben; wenn, fir
beliebig m, m.de#E, dann hat man mA=w'E fir ein
bestimmtes m'eil, welches von s abhidngt. Dann ist
mAE =m'FE =mAd, wodurch AF = A. Umgekehrt, nimmt
mann AF = 4 an, dann ist ¥ 4 = 4F WL, Bezuglich
des Vernichtungsideal von (1 — £), ist zu bemerken,
dass jeder O-Endomorphismus der Form B =E£5 zu dem
Vernichtungsideal gehort. Nimmt man umgekehrt, fur
beliebig meB, m (1 — E) C=0 an, dann ist (1—F) (=0,
oder €= EC. Hierdurch ist der Beweis des Hilfssatzes
erbracht.

Hivessarz 81 Wenn & ein Ring mit Nullannihilator
ist wind awsserdem n by wnd ., b swel Paar sweiseiliger
Ildeale sind, fir welche m N o= ([0),8=a + by=m 1 bg,
dann ist ndtigerweise 0, S, 0.5, [17, 5. 871, Hillssatz 1].
Als Annihilator von ¥ muss man das zweiseitige Ideal
von 2 verstehen, welches die Menge der Elemente x,
fur die ¥2="3%x=1(0) ist, enthilt.

Hivrssatze 41 Henn B ein O-Modul ist, der in den
Formen W=, + 0 =W, + 3, wober B, U, (1=1,2),
(Q, 8 -Modul angenommen sind und B0 W,=(0) ist,
geschriehen werden kann, dann hat man B W, W <4,
Wir wissen, dass 8= s; + ¢, = 8. + £ ist, wobei die s; und
die #,(i=1,2), beziehungsweise die Vernichtungsideale
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der #¥; und der ¥, darstellen. Da es sich um (2, J)}-Mo-
duln handelt, sind diese Ideale zweiseitig, wie man sofort
feststellen kann, [23, § 3, Satz 6'l. Wir wissen auch, dass,
wenn man ¥=MF, B, =MW1 —F),(f=1,2), nimmt,
so hat man

e BQ=0F, s5=01—E)0=01—E).

Der Annahme 3, N3, =(0) folgt [¢,,r:]=(0), da die
Kontraktionsideale in den 3, sind, und das Kontrak-
tionsideal in einem Durchschnitt von zwei O-Unter-
moduln der Durchschnitt der entsprechenden Kontrak-
tionsideale ist, [23, § 2]. Nach Hilfssatz 3, ist somit &, < 5,
:£5. Bei gegebenem s e ¥y, schreiben wir sy = L
+ #:. Man erhilt v..n_lliu&_.m.“_"ﬁmhﬁlmlwnum.—ﬂ&mhm.ummﬂmu
wie erwiinscht,

Keroviak 22 Wenn, unter den Hilfssatsbedingungen,
M=+ 3, =W, L W, ist dann hat man notigerweise
i = m_v. .

Von den beiden nun folgenden Sitzen wendet nur
Satz Nr. 5 die soeben gemachten Betrachtungen an.

Sarz 2: Damit der Modul ¥, mit Operatorbereich O,
U-isomorph su einer spesiellen unterdivebten Summe der
Moduln wy (alle, wie M, als O-Moduln betrachtet) ist, ist
es notwendig, dass es in ¥ ein System von Untermoduln
W gibt, die den wy durch den fraglichen Isomorphismus
entsprechen, und ein sweites System vor Untermoduin R,
ebenfalls U-Moduln, unter den folgenden Bedingungen :
1) BLNB=(0), falls usts; o) By Bu=3; 3.) [B,—(0),
[T, &. 871]

Save 3: B sei als O-Modul angenommen und wy sef
gleichfalls Q-Modul, dann ist hinreichend dafiir, dass W
zu einer spesiellen unterdivelkien Summe der wy Q-isomorph
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ist, dass folgende DGedingnngen erfitlll werden: 1.) es
bestehen in W Untermoduln ¥, die su den my Q-isomorph
und ausserdem (Q,0)-Undermoduln sind; 2-) es gelte 3,0
N3, =(0), wenn ps=v, 3-) es sei Wy + N, =W, fiir gewisse
(2, 0)=Untermoduin mit U, __“__ﬁanh_mamh 1) es bestehe die
Gleichkeit MYy ={0). Es ist klar, dass, bei H¥u=(0),
# O-isomorph zu einer unterdirekten Summe der Moduln’
M3, ist. Aber aus den Gleichheiten ==, + 3, leitet
man ¥/, =3, ab, sodass B auch i-isomorph zu einer
unterdirekten Summe &, der Moduln #, ist. Ubrigens
kann man dasselbe direkt sehen, indem man folgende
Uberlegung anstellt. Wir nehmen m &3 und schreiben
M=, (e, mel,)., Die Abbildung m -=m,
(v beliebig) ist ein Homomeorphismus. Falls s =0, dann
mé 13, wodurch z.B. meih. Indem wir m=wm, +#,
setzen, hat man w,-=0. Der Satz 1 ergibt nun das
Erwinschte. Es bleibt zu beweisen, dass @, eine spezielle
unterdirekte Summe ist. Nehmen wir » e 3L, Wenn wir
die Gleichheiten s, =wm, +0, m,=0-1n,, mit m, =m,,
i, =uwnr, (falls v5E1), welche letzteren mcm i, = U, nach
Hilfssatz 4 hervorgehen, beriicksichtigen, sieht man, dass
W tatsichlich in @, enthalten ist. Man geht darauf zu der
speziellen unterdirekten Summe der my Gber.

Hitrssarz 5: Wenn B ¢in Q-MWodul und NS/ 15t
[ als (Q,8)-Modul angenommen] und wenn wir A =8 F
wobei E Einselement von QFE ist, annehmen, dann ist bei
der Zerlegung M=WFE + ¥ (1 —F) der sweite Summand
gleichfalls ein (Q,0)-Unfermodul. Es handelt sich darum

zu beweisen, dass fir jedes Ael2 man M1 —F)4dce
M1 — F) erhilt. Dies aber folgt aus ¥(1 —FE) dE =
=81 —F). FEAE=(0).

Der Satz zu dem wir tbergehen benutzt nur den
weiten Teil des vorhergehenden Hilfssatzes. Wir bezei-
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chnen weiterhin mit © eine unterdirekte Summe der
Moduln my, alle 2-Moduln angenommen, und wir stellen

mit & den Ring der U-Endomorphismen von ¥ dar.
Es gilt

Sarz 4: Es sei © eine spesielle unterdivekte Summe der
Moduln Wu , unter folgenden Bedingungen: 1.) die Wy sind
ein fache _”E.mvieﬁa&&?n 2-) jeder von ihnen ist homomor-
phe Abbildung von T der Form muy==TFE., wobei E.ell
Einselement von O Ey ist; dann ist es notwendic und hin-
reichend damit 8, als Q- Modul angenommen, zu T isomorpit
ist, dass jeder (Q,0)-Untermodul von B einen einfachen

(@, Q)= Untermodul enthilt, gleichfalls homomorphe Abbil-
dung von W, durch ein ldempotent, welches Einselement
des entsprechenden Kontraktionsideal ist, definiert,

Die Bedingung ist mofwendizg: Gehen wir von dem
Isomorphismus ¥ =T aus und ist (0)s=N=W, wobei man
U als (£, )-Modul annimmt. Durch den Isomorphismus
mnrn man von # zu & =T dber, wobei T,-£(0) ein
(@,u2)-Untermodul ist. Nehmen wir dann 0=:#¢€,.
Durch € ~m. eatspricht dem 4, wenn z.B. p=1i ist, ein
Element m, em,, mit s, 5=0. Da man ©F, =m, hat, ist
@ E,Em,. Der Tatsache # =4 FE,=m,£0 folgt (0)==
+& E,£%,. Hieraus schliesst man (0)=m, N & =m,,
wie erwiinscht.

- Die Bedingung ist Ainreichend: 3 ist gegeben, dann
betrachten wir die Menge | #, | der einfachen (2,0)-Unter-
moduln, durch idempotente Elemente, welche Einsele-
mente der entsprechenden Kontraktionsideale sind, defi-
niert: ¥, =WE,. Die Bedingungen 1) und 2) des Satzes
3 sind erfallt. Die Bedingung 3) desgleichen Satzes
ist eine Folge des Hilfssatzes 5). Es bleibt deshalb zu
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zeigen, dass man, bei den Zerlegungen ¥ =3, L %,
13, = (0} hat. Wenn das nicht wire, dann bestiinde ein
#; im Durchschnitt enthalten; und der Endomorphismus
E, musste dann (0)=# £, 21 - £, -~(0) ergeben, was
ein Absurdum ist. Der Beweis ist hiermit vollbracht.

Die letzte Behauptung, die wir tiber unterdirekte
spezielle Summen beweisen wollen beruht auf den
Hilfssidtzen, die wir sogleich behandeln und die an sich
auch von Interesse sind, [Vgl. 24, §§ 5, 6 und 17, sowie [,
S. 49-51].

Hivessate 6:  Fitr einen einfachen Q- Untermodul 31 von
W, dessen Konlrakiionsideal © Nilideal ist, erhilt wman
entweder t=(0) oder *=(0). In der Tat nehmen wir
t==(0) an. Wenn 0=~ de¢¢, dann ist M. 4=, Danach

ist #_4* =10}, weil man andernfalls #—=WM 4_W 21— ...

haben wiirde und 4 potent wire. Sodann, wenn 7Tee,
erhilt man M AT =T =#. Wiire die Gleichheit #7=13

giltig, so wire T potent. Also ist # AT =(0) und AT=0

wie behauptet wurde.

4 als O-Untermodul von 3 angenommen heisst regu-
lirer Untermodul, wenn er homomorphe nicht nilpotente
Abbildungen wvon # enthilt. Wir konnen folgende
Behauptungen aussprechen:

Hivrssatz 71 Flir einen einfacken Q- Untermodul ¥ von
B, dessen Kontraktionsideal ¢==(0) ist, hat man 2 =(0),
sonst muss N reguldr sein.

Hivrssatz 8:  Wenn U ein einfacher regulirer Q- Unier-
modul ist, dann bestelit ein Idempotent Eer fiir welches
WME=1%. Setzen wir #=#_.4, wobei man den Endo-
morphismus 4 als nicht nilpotent annimmt. Dann ist
U4=1%. Es sei me# gegeben; dann gelangt man durch
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A zo mA=wneil, und da N4 =% ein Automorphismus
ist, bezeichnet man mit »'e#l das Element fir welches
n' A=mn. Die Abbildung m -#' ist ein Endomorphismus
B von 3, fiir den ausser #1 B =1 noch die Beziehung
BA—=A4 gilt. Von hier leitet man (5*— 5)4=0 abh.
Falls B*— B=0, dann ist B das gesuchte Idempotent.
Wenn das nicht so wire, hiitte man 3# (53— 5) A =(0),
W (B — B)=1N. Diese letzte Gleichheit ist ein Absurdum,
da sie #1.4—=(0) ergibt. Somit erhalten wir mit B=F
das Gewitinschte.

Hirssarz 9: Es sei W als Q-Modul angenommen
gegeben, und es sei B ein Q- Untermodul unter den folgenden
Bedingungen: 1-) Das Kontraktionsideal in U hat kein
Nilideal; 2-) jeder Nichtnulluntermodul in A enthalfen hat
ein Kontraktionsideal ==(0); 8-) es gilt in N die Minimal-
bedinguny fiir die Q-Untermoduln, die es enthdlt; danm
angenommen P =WEC N, existiert Idempotent GeQ fir
welches MECWMG =PSY. Aus M=HF L+ M1 _F)
entnehmen wir # =ML + 2 0 W (1 — £). Nach Bedingung
3) existiert Minimaluntermodul in ¥ N W (1 — £}, welcher
nach 1) und 2), angesichts des Hilfssatzes 8, die Form
ME' hat, mit 05E'=LE. Da die Gleichheit £'F =0
gilt, sieht man, wenn wir E1=F, E,=F'— EFE' setzen,
dass £y E:= FE: £, =0, E}!= E:, wodurch das [dempotent
G=F( 4 E. hiermit ' =WMG-WE, | WM FE, DWMFE ergibt.

Hurssarz 10: Der Untermodul R des vorhergehenden
Hilfssatzes ist direkte Swmme von einfachen Q-Unier-
moduln von B, Wir nehmen in # einen Minimalunter-
modul #,==(0). Es existiert Idempotent £, fiur welches
ME, =8, was zu M=WEF L+ ¥ L), U=8WMF, 4
+un#(1—£,) fubrt. Wenn dieser Durchschnitt kein
einfacher 2-Modul ist, suchen wir einen seinen Unter-
moduln 2, der minimal sein muss. Falls £, ein Idem-

potent fir welches B F, =12, ist, erhilt man M=WE, 4



128 A, Almeide Cosia

+ M..m.—m.— — ._m..uwu ..m.w”u.m.m. E. m..ﬂ".uu Mw._n..m.ﬂ_”.__. — E)=8F; 4
+MOAO—FE)ynBnNWM(1 —F), U=WEF L WME, L 3n
N1 —FE)NW(1—Ey). In diesem letzten Durchschnitt
nimmt man einen Minimaluntermodul it,=#ME,, falls
er es nicht ist. Danach erhilt man M =¥ F, - #(1 — Es),
ElmFy By Ey=FF: =0, 4=8F 1 ®E, L BE, +
+UANWM1— E)NBW(1 — F)n#M(1 — £;). Man setzt die
Uberlegung fort. Wir kommen zu der angegebenen Zer-
legung, da 21 die Minimal bedingung erfullt.

Hivessatz 11: Unler den Bedingungen von Hil fssats 9,
ist 8 eine durch ldempotent definiert homomorphe Abbil-
dung von B. In der Tat, ist die fortlaufende Konstruktion
von ¥, ¥, P, ... diePcP cP'c... erfulle, notigerweise
beschrinkt, da ¥ vollkommen reduzibel ist und so eine
Kompositionsreihe von endlicher Linge besitzt.

Hivvssarz 12: Unier denselben Annalomen setsen wis
weiter vorans, dass R=WMF gn nﬁ_mHTQﬁ&,EaRxh 15t
dann ist E Einselement von QF . Tatsichlich ist 0K ein
zweiseitiges Ideal. Wir schreiben 0= F£Q 4+ (1— E){,
und da EQSOF ist, dann kann man 8£=F0 L OEn
N{1—£)Q setzen. Wenn wir diesen letzten Durchschnitt
mit s bzeichnen, der ein Rechtsideal von 2 in 0 F enthal-
ten ist, erhilt man s*=s%.s=s5.L5=(0). Die Bedin-
gung 1) von Hilfssatz 9 ergibt s=(0), O F = EQ, was der
Hilfssatz beweist.

Hiermit stellen wir die im Vorhergehenden angeftihrte
Behauptung auf:

Savz 5: FEs sef @ eine spesielle unterdivebte Summe
der Moduln wy unter folgenden Bedingungen: 1-) die m,

sind einfache (&, 0)-Untermoduln; 2-) jeder von ihnen ist
homomorphe Abbildung von € der Form wm. =T Eu, wobei
Euel Einselement von QWEy ist; 3-) die my sind dirvebte
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Summen von einfachen Q-Moduln und die entsprechenden
Kontraktionsideale besitzen kein Nilideal; dann und nur
dann ist B, als Q-Modul angenommen, su @ isomorph,
wenn jedes N +=(0), als (Q,0)-Untermodul von W ange-
nommen, cinen cinfachen (Q,Q)-Untermoduln wunter fol-
genden Bedingungen enthdlt: a) wenn P der angefiihrie
Untermodul ist, hat sein Kontrabtionsideal kein Nilideal:
b) jeder in ¥ enthaltene Untermodul besitzt ein Kontrak-
tonsideal +=(0); c) es gilt in P die Minimalbedingung fiir
die Q-Untermoduln. Die Bedingung ist mofwendig: Vom
Isomorphismus #M =T ausgehend, sei 0F+USW, wobei U
(&, 2)-Untermodul ist. Da die Bedingungen vom Satze 4
erfilllt sind, gibt es in 3l einen einfachen (2,82)-Unter-
modul, der durch Idempotent, welches Einselement des
entsprechenden Kontraktionsideal ist, definiert wird.
Wir kdnnen sogar besagen, dass dieser einfache Unter-
modul ¥ zu einem gewissen m, isomorph ist, wodurch,
nach 3), das Kontraktionsideal in ¥ kein Nilideal besitzt
und in # die Minimalbedingung fur 2-Untermoduln gilt.
Als letztes besteht auch b), da jeder in ¥ enthaltene
Q-Untermodul direkte Summe von Untermoduln ist, von
denen jeder eine durch Idempotent definierte Abbildung
von 3 ist, ;

Die Bedingung ist hinreichend : Wenn 3 gegeben ist,
betrachten wir die Menge | #, | seiner einfachen (Q,1)-Un-
termoduln, die die Bedingungen a), b), ¢) des obigen
Wortlautes erfillen. Die Hilfssitze 9-12 sind anwendbar,
sordass jedes I, nicht nur die Bedingung 1) erfillt, son-
dern auch durch die Hilfssitze 11 und 12 die Form
WM, =MF, hat, wobei E. das Einselement von QF, ist,
sodass die Bedingung 2) ebenfalls gilt. Was die Bedin-
gung 3) betrifft, geniigt es Hillssatz 10 und die Annahme a)
in Betrachtung zu ziehen, um daraus ihre Galiigkeit zu
schliessen. Der Satz wird somit bewiesen, da, nach Satz 4,
# eine spezielle unterdirekte Summe der i, ist.
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5) Diskrete direkte Summen — Angesichts der Definition

der direkten diskreten Summe, ist folgende Behauptung
evident:

Satz 6: Dann und nur dann ist B, als ein Q- Modul,
su einer dirvekten diskreten Summe der Moduln my Q-iso-
morply, wenn in W foloende Eigenschaften gelten: 1-) jedem
Wy entsprichi ein Untermodul My, zu jenem O-isomorpl
und in ¥ enthalten; 2-) die Untermoduln W, erzengen M;
8:) es ist BHNW=(0), wobef W, der durch die ., ausser
W, | ersengte O-Untermodu! ist.

Neues Kriterium einer direkten diskreten Summe
besteht darin:

Satz T: @ sef eine dirvekte diskrete Summe von Moduln
wy wnier folgenden Bedingungen: 1-) die my sind einfache

(Q,0)-Moduln; 2-) jeder von ihnen ist homomorphe Abbil-
dung von T der Form wy==8FE,, wobei EneQ Einselement

von WE. ist; dann und nur dann ist W, als Q-Modul
angeiommen, su T isomorph, wenn W von seinem einfachen

(L, Q) -Moduln ersengt wird, von denen jeder homomorphe
Abbildung von W ist, die, durch Idempolent, das Einsele-
wment des enisprechenden Kontrakfionsideal ist, definiert
. wird. Die Bedingung ist nofwendiz: Dies ist eine triviale
Behauptung.

Die Bedingung ist finreichend : Wenn ¥ von seinen
einfachen (©,Q)-Moduln |#, | erzeugt wird, von welchen
jeder eine homomorphe Abbildung von M der Form
W, =WE, ist, wobei F, das Einselement von QF, ist,
hat man #, N M, =(0), (x+v), so wie auch M=¥, + 3,
wobei #p= (1 — E,) auch (2, )}-Modul ist, [Hilfssatz 5].
Wir nehmen mueitly. Da wir m.E,e#,NA, haben, schlies-
sen wir auf my £v=0, falls p +v. Gemiss Hilfssatz 4 ist

#, =N, auch bei ps=v. Auf dieser Weise sei mel¥,;
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Wenn man m=m, 4 my- -.- + m, setzt, ersieht man,
dass man mE, =m, e 1N, S, hat. Da ebenfalls m, e M,
ist mEy=m,—=0. Dasselbe gilt fur mg, -..,m,, wodurch
m=10, [IN,=(0) ist. Angesichts des Satzes 3 ist # zu
einer unterdirekten speziellen Summe der 3, isomorph.
Das System |#! der dem me# entsprechenden Ele-
ment bestimmt man durch die Zerlegungen M=%, 14,
indem man s = ity + #, schreibet und -, setzt. Aui
diese Weise sieht man, dass m -wm; =0 ist, wenn
s¥a,f,---,1 und wenn man mr=mt,+ meg - + w1,
annimmt. Die spezielle Summe ist direkte diskrete
Summe, wie der Satz behauptet.

Wie bisher sei # eine Menge von Elementen =,5,-..
-t yhypiyy, - von denen man jedem einen Modul ent-
sprechen liisst: p— Wy, Wir nehmen an, dass das Bereich
Q der den my, gemeinsamen Operatoren ein Ring R ist,
der nicht in den verschiedenen Endomorphismenringen
eingebettet zu sein braucht, der jedoch in diesen Ringen
ringhomomorphe Abbildungen besitzt, [I, S. 231 und
folgende]. Man gibt einen dem Satz 6 dhnlichen Wortlaut,
wenn { durch den Ring # ersetzt.

Im Folgenden wenden wir uns neben der direkten
diskreten Summe W=2Xm, dem Ring 3z=% seiner
#-Endomorphismen zu.

Wir ziehen aus 3 eine Menge | 4,| heraus. Die be-
treffende Menge heisst swmmierbar, [9], wenn man fur
jedes xe#l die Beziehung x4;=0 hat, ausser fur eine
endliche Anzahl von A:.A4..

Wir gehen dann von der oben erwihnten diskreten
Summe aus. Bei gegebenem x e # schreiben wir x=m, 4
+ --- 4+, wobeil », em,, usw. Jedes x zerfsllt in eine
endliche Zahl von Summanden. Die Abbildung x—m, ist

ein B-Endomorphismus £, = E,, e &. Jeder Endomorphis-
mus £y ist I[dempotent und die Produkte E. E,, (z=v),
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sind null. Der identische Endomorphismus 1e® erlaubt
folgende Zerlegung: 1=2X£;. In der Tat ist die Menge
i Kol summierbar. Die Summe £ £; hat einen Sinn; sie
definiert den Endomorphismus 1: #—+22 F;=x. Im allge-
meinen, wenn die Menge | 4:;! summierbar ist, dann
existiert 2.4, und die distributiven Gleichheiten (2.4:) B =
=2 4. B, B(24:)==2B A sind giiltig. Es besteht folgender

Sutz 8: Der Ring B der B-Endomorphismen der direk-
ten diskveten Swmme W= Zmy der Moduln w. (alle als
B-Modul angenommen), falls 1=23FE,, ist direkte komplete

Summe der Rechtsideale E. % (oder dev Linksideale B E; ).

Jedes Element Ade® erscheint als Summe einer sum-
mierbaren Menge: 4 =2F.4. Wenn man andererseits

A=2Z2FE,A;, wobei 4,eR, setzt, sieht man, dass £, 4=

Hm.u,,\mw fiir beliebiges 1 ist, sodass .4 eine bestimmte
Darstellung der Form 4 =2F; 4, besitzt.

Beverkuncen: Im Wortlaute des Satzes ist die be-
trachtete Summe von Idealen ausschliesslich eine kom-
plete Summe von Moduln. Beim Niederschreiben der
Gleichheiten 1 =2XF,, A=ZF, 4 empfiehlt es sich
ausserdem zu beobachten, dass die X X, die keine endli-
che Zahl von Summanden besitzen, moglicherweise nicht
ganz korrekt angewandt sind, wenn wir sie mit den 2 Z
der direkten diskreten Summen 2wy vergleichen.

Folgende Sitze sind giiltig (man findet die entspre-
chenden Beweise bei [24]):

Satz 9: Der Ring B des Satzes 8 ist eine divekte kom-
plete Summe der Ringe Wam =FE.BE;. Im besonderen ist
E. B direkte komplete Summe der Ringe E. R E;, (5 bebiebig).
Im Sinn des Satzes schreiben wir, fir jedes Se#,
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Sarz 10: W =Zn. sef die direkie dishrete Summe des
Satzes 8; der Ring Ryu=FE,RE, ist zu dem Ring der
B-Endomorphismen des Untermoduls w, isomorph.

Sarz 11: M =Xy sei die direkie diskrete Swmme dev
B-Moduln w,, die zu einem festen B-Modul m B-isomorph

sind; dann ist der Ring 3g==8 der B-Endomorphismen von
W oz dem Ringe aller (unendlichen) M-dimensionalen
Matrizen isomorph, welche von summierbaren Linien von
B-LEndomorphismen gebildet werden. Diese Endomorphis-

men gehoren su dem Kommutator B' von B im Ringe der
Endomorphismen von m, [9].

Der Beweis beruht auf folgenden Hilfssitzen:

Hivrssare 13:  fHe Swmme wund das Produkt sweier
Matrizen von summicrbaren Linien mit Elementen von B
sind Matrizes summierbarer Linien mit Elementen von B

Hivessarz 14:  Unter den Bedingungen von Sais 11
besitzt der Ring R ein System von Matriseneinheiten E,
ELE,=E,; E, E, =0, falls p+¢ _

“Hivessarz 152 [udem wir, wie im allgemeinen, unter
den Bedingungen von Satz 11, S =2 Sy, schreiben, erhalten
iy S =K S it & = & B S B,

; : g z we M

Hivrssatz 16:  Die Menge der Elemente S, bildet einen
von [ndices w und v unabhingigen Ring, welcher au T’ oder

E 8 Ey isomorph ist (x beliebig).
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Satz 12:  Der Ring der B-Endomorphismen von Modul
W, der im Satze 11 auftritt ist su dem Ring der 3i'-Endo-
morphismen von Modul wm isomorph, welcher ebenfalls im
gleichen Satz aufiritt [9.

Sarz 13:  In der Swmme B =Zw. von isomorphen
Moduln, dic im Satse 11 auftretten, gibl es etnen eineinden-
tigen Zusammenhang swischen den f- Unfermoduln pon W

und den R'- Untermoduln von m.

6] Unterdirekte irreduzible Moduln — Nach Birknorr
sagen wir ein Modul 3 ist unterdirekt irreduzibel, wenn
bei eine beliebige Darstellung von # als unterdirekte
summe von Moduln we einige Homomorphismen 3 ~ myu
Isomorphismen werden. Dann werden beim Nieder-
schreiben von m, =3 MW, gewisse B, (mindestens elner)
null; und man stellt wie im allgemeinen fest, dass
[1#, —=(0) ist. Jedoch kann der Durchschnitt der nicht
null Untermoduln von # nicht null sein, da man sonst
eine Darstellung von 3 als unterdirekte Summe gewinne,
ohne dass irgend ein #, null wire. Es gilt:

Sarz 14: Dann und noar dann ist efn Modu! B(0)
unterdirell irvedusibel, wenn dev Durchschnilt seiner nicht
skl Untermodudn +(0) ist.

Es ist auch bekannt:

Sarz 16+ Jeder Modud B dst zu efner unterdirekien
Swmme von unterdivekien irreduziblen Moduln isomorph
{BirknoFF).

Wenn # ein Q-Modul mit endlicher Charakteristik ¢
ist, wissen wir, dass # die direkte Summe der Q-Unter-
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moduln ist, deren Charakteristiken die Potenzen von
Primzahlen sind, welche bei der Zerlegung von ¢ auftre-
ten, Nimmt man # als unterdirekt irreduzibel an, so
hat man:

Satz 16: Ein unterdirebt irredusibler O-Modul hat
entweder die Charakteristik gleich Null oder gleich der
Potenz efier Primzall.

Andere Eigenschaften der unterdirekt irreduziblen
Moduln werden durch folgende Behauptungen ausge-
drickt. Betrachten wir den Minimaluntermodul %+ (0)
von # und bezeichnen wir das betreffende Kontrak-
tionsideal mit ¢. Die Annahme #3(0) hat die Regu-
laritit von ¢ und das Vorhandensein eines Idempotenten
EeQ fur welches M £ =% zur Folge. Da nicht # — WF 4
+ (1 —E) sein kann, ausser im Fall 1 — E=o0,
M=WMFE=Z, schliesst man daraus ¥ —=Z. Umgekehrt,
wenn ¥ einfach ist, ist 2= und ¢*+(0). Somit gilt:

Satz 17:  Fs ist notwendie und hinveichend da  fiir, dass
ein unterdirek! irvedusibler U-Modul nickt einfach ist, dass
das Kontraktionsideal v von B in seinem Minimalunter-
modul £ (0) nilpotent ist (mit Exponenten hichstens =2).

Nehmen wir sodann ¢ =(0) mit ¢=-(0) an. Wenn
0+ Ael ein Rechtsnullteiler ist, erhélt man z. B. BA—0
mit B+0.Esist £2#M B 1 4—(0). Wenn A kein Rechts-
nullteiler ist kann man nicht £.4 = (0) haben, da sonst
Be=2L, Wed - £4=(0), r.4==(0) wire, entgegen der
P==E4.Em iber 4. Auf diese Weise gilt ama

Satz 18:  Das Vernichtungsideal von I setst sich aus

den Rechtsnulleilern von Ring U susammen, angenommen
#=(0), £3(0).
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Wir kdnnen noch folgende Bemerkungen machen:
1-) wenn ¢ 5 (0) existiert stets .4 e {ur welches £=#1.4;
2.} wenn ¢=(0) hat man, fur jedes Adel, Tc#A4,;
3-) wenn ¢+ (0), dann ist das Vernichtungsideal 3 von £
dasselbe wie das Rechtsannihilatorideal von ¢ in Q;
4.) der O-Modul, Annihilator von ¥, besitzt ein Kon-
traktionsideal gleich dem Linksideal, das @ links anni-
hiliert.

Wir konnten fir die Theorie der unterdirekt irre-
duziblen Moduln die von N. H. McCoy [18] gemachte
Uberlegungen tbertragen, die sich auf kommutative un-
terdirekt irreduzible Ring beziehen. Unter der Annahme
# sei ein unterdirekt irreduzibler -Modul, dessen Mini-
maluntermodul % +(0) &-trivial ist, d. h. £ wird von
irgend einem Element des kommutativen Ringes & annu-
liert, es gelten folgende Sitze:

Satz 19:  Essei W oin unterdirelt irredusibler B-Modul
wnd wiv nelunen 3 kommuedativ solcher Avt, dass der Mini-
maluntermodul L+(0) von W B-trivial ist; dann ist
endlich una hat efne Charabieristik, dic efner Primzald
gleich ist. Wir setzen, fur ein bestimmtes wel, = jmx},

#m = ganze Zahl

Sarz 20:  Fs sei W gin unterdirekt ivvedusibler 3-Modul
wnd wrr nelpmen T hommuetativ solcher Art, dass der Mini-
maluntermodul L+(0) von W 5_trivial ist; dann nehmen
wir ferner an, dass 0F x e B solcher Art ist, dass x5=(0)
gilt; es pibt eine feste ganse Primzahl (die Charakieristik
von L=(0) und cine ganze Zahl ¢, eine Funktion von x, die
die Gleichheit p'x=0 erfitllen.

Satz 21: Wenn M ein 5-Modul unter den Bedingungen
der Sifze 19 und 20 ist; dann und nur dann ist ye L, wenn
die beiden Besichungen y2=(0), py =0 bestehen.
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Satz 22: Wenn 3 ein 2-Modul unter den Bedingungen
der Sdizse 19 und 20 ist: dann existiert fiir jedes x, fiir
welches 0F=xe¥, x5=(0) ish, ein Ae %, welches die Be-
siehung x A=xy erfillt.

Die in den Sitzen 19 bis 22 ausgedrickt Eigenschaften
sind kennzeichnend wie folgender Wortlaut zeigt:

Sarz 28: Es sei W ein S-Modul und wir nehmen %
konunulativ an; és ist hinveichend dafiir, dass ¥ unterdi-
rekt irredusibel ist, dass 8 folgende Eigenschaften besiizt:
1-) es besteht ein Untermodul der Form L= \mx,| +0 fiir
welches £3=(0); 2) fitr jedes O+xe¥, fir welches
x5 =(0), bestehen eine feste Primzahl p und eine ganze
Zahl 3 die die Gleichung px=0 erfiillen; 3-) jedesmal
wenn xF=(0), px=0 und nur dann ist xel; 4.) nimmi
man xB=5(0) an, dann besteht Ae B fiir welches x4 = x,.

Den Beweis liefert man, indem man zeigt, dass £2¥

gilt, falls #1+(0) ein H-Untermodul ist. Wir nehmen
0Fxeil. Man hat |mxt x5 |S8. Wenn xZ+(0) ist,
besteht nach 4) A4e® fir welches x4 =2,. Es ist dann
E= xS my 4+ x5! S8, Wenn x2=(0) ist, hat man
nach 2) p4=0 und man kann y=p"x+0 annehmen.
In diesem Fall ist ¥$=(0), py=9, wodurch nach &)
veZ. Da man nach 3) und 1) paxy=0 hat, kann man
L= 0,x,2%, -, (p—1)x|, y="4Fxy, mit 0<kZp—1,
schreiben. Danach entnimmt man aus s+ ps=1 (z,:
ganze bestimmte Zahlen) bsxy=uay, oder sy =2, was
noch |mxg| 54 hervorbringt. Der Beweis ist erbracht.

Nach dem wir den Fall untersucht haben in dem der
Minimaluntermodul £ ==(0) Z-trivial ist gehen wir zu der
Hypothese iiber, dass in & gewisse Elemente existieren,
die £ nicht annulieren. Hiermit sei ein erster Wortlaut
gegeben :
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Satz 24: HWenn & kommualativ und B ein unterdivebi
irredusibler 8-Modul {s¢, nelonen wiv an, dass der Minimal-
wirtermodud L5(0) von B etnen Aunihilator A== (0) besitst,
dvn 15t F ein Kirper und B ist S-ginfach. Wir schreiben
L =lmxy + %% wobel 0+ 2x6f und m die ganzen Zahlen
durchlatift. Es ist einleuchtend, dass der Annihilator von
¥ A=0 ist und dass % ein irreduzibler Ring ist, der
sich als Endomorphismenring von £ verwirklicht. Ein in
[26, § 2] bewiesener Satz behauptet, dass ¥ Korper ist.
Man erkennt diese Tatsache direkt auf folgende Weise.
Der Kommutator von 2 in Endomorphismenring von £ ist
ein Divisionsring 52%. Wenn wir 0% C, 4 ¢ ¥ nehmen,
dann ist die Gleichung CX =4 in ¥ losbar, denn, da
B U F0,x, CF=1 ist, existiert X e 3 fir welches 1, CX=
=4 +0. Hieraus schliesst man wie gewiinscht
2% (CX—A)=0, CX=A.

Beweisen wir jetzt, dass 3 einfach ist. Wenn 0+ xelll,
da L5 mr 4 2% ist, entnimmt man daraus, dass der
Annihilator von x Null ist. Es ergibt sich £E 4% und so
existiert Be % fiir welches x5 =y, Das Element 1 &% ist
notwendigerweise unitirer Moduloperator, denn aus
xr—ux-1%0 leiten wir (x —x-1).450 ab, wenn 40,
was ein Absurdum ist. Deswegen hat man x BB = x =
=xp e, und somit W=£L. Der Satze ist vollkomen
bewiesen.

Hierauf tritt der Fall auf, dass £ nicht 5-trivial
und sein Annihilator A==(0) ist. Es gelten folgende
Sitze:

Sarz 25 Weun 3 kommulativ und B ein unterdirvekt
trredusibler B-Modul ist, nelmen wir an, dass der Minimal-
untermodul £5=(0) von B einen Annihilator A5=(0) hat aber
nicht trivial ist, dann ist &[A ein Kdrper, dessen Einselement
ein wnitdrer Operator von L ist
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Satz 26:  Unter den Bedingungen voriger Satses sind 1
und A resiproke Anunihilatoren.

Swre 21: Unter den Bedingungen des Salzes 25 leitet
man fiir jedes x¢i das Vorhandensein von DieA fiir
welches 21\ =, ab.

Die in Sitzen 25 bis 27 ausgedrickten Eigenschaften
sind kennzeichnend wie folgender Worlaut zeigt

Satz 28: Es sei W ein 5-Modul und wir nehmen 5
kommutativ an; es ist hinveichend dafiir, dass W unter-
direkt irredusibler sei, dass folgende Eigenschaften bes-
fehen: 1.) es existiert ein %-Untermodul der Sform E=
== Xyt 3| 5=(0) mit einem Annihilator A+5; 2.) B/A is¢
et Karper dessen Einselement ein unitiver Operator ist;
3-) & und A sind reziproke Annihilatoren; &) fiir jedes
x¢L existiert Ihed fiir welches vy =x,. Angesichts der
vier vorhandenen Eigenschaften beweisen wir, dass bei
OxelM stets £S(x) ={ma+ 23! ist. Wenn xé£ nach 4)
hat man vD, =2, £E5x%<(x). Wenn xeZ nach 8) hat
man x4 = (0). Wir heben dann zwel Fille hervor. Es ist
einerlei ob F¢éA fur welches xF 50 existiert oder nicht.
Im letzeteren Fall erhielten wir x%=(0), x5/A=(0)
was 2] zuwiderlduft. So muss 2F+0 fur ein gewisses
F¢A sein. Wenn wir x=ux, 8 + nx, schreiben, wobei
Be% und n ganze Zahl ist, leiten wir xF=ux,BF+
+#xg =0 ab. Dann ist BF4+uF ¢4, was zu einer Glei-
chheit der Form (BF +ul + A)(G 4+ A)=1e%/A, und
folglich zu 2 (BF 4- nF) G =ux, oder xFG=ux,, fihrt.
Man hat somit £S(x) w. z b. w.

Beverkunc: In der Annahme A=(0) bei der entspre-
chenden Ausschliessung der Eigenschaft 4) beweist man
nur, dass £ S-irreduzibel ist. Man beweist nicht, dass 3
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unterdirekt irreduzibel ist. Wie wir dagegen bei der
Theorie der halbeinfachen Moduln [§ 8] sehen werden,
ist £ ein Summand einer direkten Summe gleich 21,

71 Uber den J-Radikal " —In diesem § nimmt man &
als nicht kommutativen Ring {im allgemeinen) und #
als Z-Mdadul an. Wenn wir von Untermoduln von 3 spre-
chen, handelt es sich um -Untermoduln.

Nehmen wir ¥ als von seinem J-Radikal verschieden
an [ % ist kein Radikalring]. Es existiert ein Modul # {0},
der ein Maximaluntermodul £ 5=3 hat. In der Tat geniigt
es zu beobachten, dass es in & ein maximales Rechtsideal
2 gibt, [5, § 9]. Dann kiénnen wir £=23 nehmen, unter
vorheriger Annahme von 2 als ®-Modul.

Bei beliebigen ¥ und % nehmen wir einen Unter-
modul # von WM. Die Menge der Elemente von ¥ die #
in #1 abbilden nennt man Konfraktor von # in i, Er ist
ein zweiseitiges Ideal von 3.

Fur jeden Untermodul it ist der Differenzmodul 3/l
noch 5-Modul. Die Nebenklasse x -~ 3l wobei xe# wird
mit x bezeichnet. Wenn Ae% ist die Abbildung v x4

ein Endomorphismus von /3, Wenn wir ihn durch A4

darstellen, ist die Menge der Endomorphismen .{ gin
Ring & und man erhilt %~5~ 5/, wobei a gerade der
Kontraktor von 3 in il ist.

#+(0) neunt man primitiven 5-Modul falls die fol-
genden Eigenschaften vorhanden sind: 1.) es existiert
ein Untermodul £ %3 maximal in #; 2) der Kontraktor
von M in £ ist das Nullideal.

Man sieht sofort dass unter der Annahme 3 -~(0)
S-primitiv, dieser Ring irreduzibel ist und sich als

tadikal he ot Tadikal i Sinn ven N, Jacopsox,
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Endomorphismenring von L verwirklicht. Wenn um-
gekehrt & +(0) ein irreduzibler oder primitiver Ring ist,
[5, §10], dann existiert ein maximales Rechtsideal
3+% in %, fur welches der Quotient (3:5) Null ist @),
[5, 8% 8 und 10].

% ist unter diesen Bedingungen ein primitiver 5-Mo-
dul, denn das zweiseitige Ideal (3:%) der Kontraktor
von % in 2 ist.

Unter der Annahme % —(0) ist das Vorhandensein
des primitiven 5-Moduls anschaulich. Deswegen folgt:

Sarz 29:  Dann und nur dawn (st 2 ein primitiver Ring,
wenn ein Modul W (0) besteht, welcher als 5-Modul
hetrachiet S—primitiv ist.

Dann ist # ein treuer Modul.

Wenn der Begriff des primitiven Ringes den des pri-
mitiven Moduls eingibt, dann gibt auch der Begriff des
halbeinfachen Ringes (im Sinn von Jacowmsox) den des
Sfast halbein facken 5-Moduls ein.

Man nennt #-=(0) einen solchen Modul, wenn die
beiden folgenden Eigenschaften bestehen: 1.) es gibt
in M maximale Untermoduln £, +#; 2.) die Kontrak-
toren b, von # in £, geniigen der Gleichheit Ilb.=(0).

Wenn #=(0) fast halbeinfachen %-Modul ist, dann
sind die Moduln £, %-einfach. Der Ring & induziert
Endomorphismen in den Differenzmoduln und man erhilt
S~ %=%b,, To.=(0). Da die %/, primitive Ringe sind,
geht aus einem Jacobsonschensatze hervor, 75, § 11, dass
Z ein halbeinfacher Ring ist. Im dbrigen ist klar, dass ¥

M Ein Element 465 wind 2u dem Quotientenideal gehiren, falls
HA4c2 ist Fur alle Behanptungen, welehe sich mit der Theoric des
J-Badikals befassen, kann man ausser [5] onsere Verdffentlichung [23)
nachsehlagen, Jedesinal wenn wir das Svmbel B, anwenden, meinen wir
damit J-Hadikal.

R
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d-treu ist. Umgekehrt gibt es maximale Rechtsideale
dp + &, fir welche I(X.:%)=(0), wenn 5+(0) ein hal-
beinfacher Ring ist. & als S-Modul betrachtet ist fast
halbeinfach.

Unter der Annahme %=(0) ist das Vorhandensein
eines treuen fast halbeinfachen %-Modul anschaulich.
Somit gilt:

Sare 80: Dawun und nur danun ist 5 ein halbein facher
Ring, wenn ein Modul 3 ==(0) bestehi, welcher als 5-Modul
betrachtet fast halbeinfach ist, Dann ist M ein treuer
Modul.

Dieses Ergebnis kann man einer neuen Definition
des J-Radikals verbinden.

In einem beliebigen Ring % nennt man ein zweiseitiges
Ideal v primitiv, falls 5/b irreduzibler Ring ist, [Vgl. 2
Es gilt folgender

Sarz 81: Wenn 5 lbein E:%ﬁnmﬁ.mﬁ ist, dann ist deyr
J-Radikal von & der Durchschnil? seiner sweiseitigen pri-
mitiven ldeals b5, Zuerst geht man von einem maxi-
malen Rechtsideal 3 von % zu einem zweiseitigen Ideal
(2:5) tber, welches primitiv ist. Aus der Tatsache, dass
R, =11(2:%) ist, schliessen wir auf [I1b=R_. Andererseits
geht aus dem Studium der Homomorphismen &-35b
hervor, dass der J-Radikal in jenem Durchschnitt enthal-
ten ist, wodurch B =11t wird.

Wenn wir beobachten, dass der Durchschnitt [1t sich
mit der Einschliessung der primitiven Ideale gleich %
nich dndert, und dass, falls & als Radikalring ange-
nommen, jedes primitive Ideal gleich dem Ring ist,
kénnen wir folgende allgemeine Behauptung aufstellen:

Sarz 32: Der J-Radikal eines Ringes 2:. der Durch-
schnitt seiner primitiven [deale.

_Hb.E die m.....kaa.h..u._hb___m.: Modulussmmen . ) 143

b+% sein ein primitives Ideal. Dann ist &b= % ==(0)
irreduzibel. In & existiert ein maximales Rechtsideal ¥
fur welches ¥ — &3 == (0) Z'-irreduzibel und (3': %) =(0)
ist. Indem man ¥ auf anschauliche Weise als 5-Modul
definiert, ist ¥’ ein in & maximaler #-Untermodul. Wir
suchen den betreffenden Kontraktor. Wenn fur de®
5 4<c3 ist dann entspricht 4 im ¥~ % Homomorphismus
ein Element 4' fir welches ¥ 4<Y, wodurch 4'e(¥:%)
und Emh erhilt 4'=0, deb. So wird b als Kontraktor
von & in ¥ definiert, da man fir debd FA =8 4'=(0)c2
hat. Wenn b=% Kontraktor eines Moduls #1-£(0) in
einem maximalen Untermodul £-# ist, dann ist umge-
kehrt der Modul /£ -=(0) %/b-irreduzibel. So erhalten
wir

Sarz 88: Dann und nur dann isf b£5 primitives
zweiseitiges Ideal, wenn b Kontrakior eines Moduls 3 .1 (0)
in efnem maxtmalen Unfermodul £ fsf,

KoroLLar 82 Der [-Radikal eines vom Radikal ver-
schiedenen Ringes B ist der Durchschnitl von allen sweisei-
tiven [dealen b=%, welche Kontraktoven von nicht null
S-Moduln in maximalen von denjenigen Modiuln verschieden
S_{ntermoduln sind.

Der Unstand, dass die _@Eo:an.ﬁnzumn &b+ (D) unter
den mnmEmcuwmw des vorhergehenden Korollars primitiv
sind hat das Vorhandensein von primitiven %/-Moduln
zur Folge. Wir kénnen besagen:

Sarz 84: Wenn & kein Radikalving ist, dann ist sein
S-Radikal der Durchschnitt aller sweiseitigen b+3% fiir
welche primitive &ib-Moduln W +(0) bestehen.

Aus den obigen Betrachtungen entnimmt man fol-
genden
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Sate 35:  Dann und nur dann ist ¥ ein Radikalring,
wenn eine der beiden folgenden Bedingungen erfillt ist:
1-) bei einem mil einewm maximalen 5-Untermodul vom
Modul verschieden gegeben 3-Modul, ist der Kontraktor im
Untermodul der Ring selbst; 2.) es existiert kein 5-Modul
wetl efnem maximalen %-Untermodul von Modul verschieden,

Zu der Definition eines fast halbeinfachen Modul
#=(0) gehtiren zweiseitige Ideale by von %, die nicht alle
gleich ¥ sein konnen. Der Ring ist kein Radikalring und
da die by == % primitiv sind, folgt ®_ —(0).

Bei beliebigen 3l und % nehmen wir einen Untermodul
il von . Die Menge der Elemente von %, die 3 annu-
lieren nennt mann Aunihilator von 1. Er ist ein zwei-
seitizges Ideal von &,

Wenn #-4(0) einen minimalen Untermodul ® == (0)
mit null Annihilator hat, ist die Behauptung, dass & ein
irreduzibler oder primitiver Ring sei eine Trivialitit.
Wenn £ irreduzibel ist dann existiert umgekehrt laut
Definition ein nicht null minimaler -Modul mit einem
null Annihilator.

Beztiglich der primitiven Ideal gilt die im folgenden
Wortlaut ausgedriickte Kennzeichnung:

Sarz 38"t Dann und nur dann ist a5 primitives
sweiseitiges [deal, wenn a  Annikilator cines einfachen

Moduls B £(0) ist.

KorovLar 3':  Der J-Radikal eines vom Radikal ver-
schieden Ringes 3 ist der Durchschnilt aller sweiseitipen
ldeale a5 die Aunihilatoren von einfachen Hi-Moduln
#(0) stnd [19 und 20]. Bei [19] wird eine Definition des
Radikals gegeben, die diesen genau als den im Korollar
beschriebenen Durchschnitt betiachtet. Die Identifizie-
rung mit dem J-Radikal, die wir soeben verzeichneten
verdanken wir Jacorson, [Vgl. 20).
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Wenn der Ring 2 solcher Art ist, dass jeder einfachen
5-Modul +=(0) einen Annihilator a=25 (trivialer -Modul)
hat, ergibt sich aus dem vorhergehenden Korollar, dass &
ein Radikalring ist. Wenn umgekehrt bei gegebenem
# = (0) S-einfach, & Radikalring angenommen wird, dann
durfen wir nicht a5 % als Annihilator von 3 annehmen,
denn nach Korollar 3' wire % _—=5cu. So gilt

Sawrz 85" Dann und nur dann ist & Radikalring, wenn

Jeder einfache nicht null 5-Modul ein trivialer 5-Modul ist.

Es ist klar, dass das Vorhandensein einfacher trivialer
S-Moduln in allen Fillen eine banale Tatsache ist.

Wir nehmen %+ (0) als halbeinfachen Ring an. Wenn
wir gemiss Korollar 3 alle zweiseitigen Ideale b+ 5,
welche die verschiedenen Moduln #, in maximale
Untermoduln £, + ¥, zusammenziehen betrachten, dann
ist die diskrete direkte Summe der Moduln R, £. aus
folgendem Grunde ein treuer %-Modul: falls 0+ 4%
kann man nicht 3, 4<£, fur jedes » erhalten, da sonst
Aellb, wire und deshalb wire auch 4 = 0, weil Hb.=(0)
ist. Es gibt mithin wenigstens einen Summanden der
direkten diskreten Summe, der nicht von 4 annuliert
wird. Gehen wir umgekehrt von der Annahme aus, dass
5+(0) einen treuen 3-Modul des Typus einer direkten
diskreten Modulnsumme von M., zuldsst, wie wir
soeben angegeben haben, dann ist die diskrete direkte
Summe ein nicht treuer trivialer &-Modul, wenn fir alle
W, M, EcL, wire. Es gibt folglich Kontraktoren von
gewissen #, in den entsprechenden Z, ftir welche b+ 5.
Der Durchschnitt dieser bu kann nicht #(0) sein, da ein
Element gleichen Durchschnitts die diskrete Summe
annuliert. Somit ist # halbeinfach und es gilt

Sarz 86:  Dann und nur dann ist 85(0) halbeinfach,
wenn es etnen frewen su einer dirchien diskreten Sunome von
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Moduln W, /Ly isomorph B-Modul gibt, wobet die L,+8,
maximale Untermoduln in den By sind. Und auch

Sarz 36" Dann und wwr dann ist 25 (0) halbeinfach,
wenit ein frewer s einer direkten diskreten Summe von
ein facken B-Moduln +(0) isomorpher Modul existiert, [19].

%) Halbeinfache Moduln. Ein Modul # mit Opera-
torenbereich ® (welches in diesem § kein Ring zu sein
braucht) heisst falbeinfach, wenn er von seinen einfachen
Z-Untermoduln erzeugt wird. Aus den Endergebnissen
des letzten § schliesst man, dass fir jeden halbeinfachen
Ring %+#(0) ein halbeinfacher %-Modul besteht. Wir
beweisen die Umkehrung, sodass folgender Satz entsteht :

Sarz 87: Dann und nur dann ist 55(0) ein halbein-
Sacher Ring, wenn ein halbeinfacher trewer 3-Modul exis-
tierd, Dass diese Bedingung hinreichend ist, geht aus
Folgendem hervor:

Hiwrssatz 17 Dann wund nur danw sind falbein fach
Jene Moduln, welche als direkte diskrete Summe von einfa-
chen Untermoduln wa die Form W = 2w annehmen kinnen.
Wir beginnen mit der Annahme, dass # halbeinfach ist.
Nach dem Axiom von ZerMero nehmen wir die Menge
der einfachen Untermoduln @ von # als wohlgeordnet
an. Jedem @, =M lassen wir einen Untermodul 3, ent-
sprechen, den wir auf folgende Weise definieren: Wenn
M, S8/, wobei ; & voraufgeht (s< 7)), dann ist ¥ die
vereinte Menge der #M, mit p<7; falls @ g M, bei
beliebigem ¢« ) dann ist #; die Menge der Elemente der
Form w4 g,, wobei mye¥u(u<i) und g, e®. Die
Methode der transfiniten Induktion fuhrt zu dem Schluss,

dass # eine direkte diskrete Summe der Form 3 = Mﬂﬂt
4:”.,..
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ist, wobei M eine bestimmte Menge ist. Der Teil des
Hilfssatzes, der die Umkehrung behandelt ist trivial.

Wir gehen nun zum zweiten Teil von Satz 37 dber.
Bei gegebenem £+ (0) nehmen wir 3 als halbeinfachen
treuen Modul an. Schreiben wir laut Hilfssatz 3 = Zm,;
dann fithrt Satz #6' zu dem gewiinschten Schlusse.

Hier folgt ein anderer fur halbeinfache Moduln
charakteristicher Satz.

Satz 88:  Die halbeinfachen Moduln werden durch fol-
gende Eigenschaft bestimmi: jeder Untermodul B pon W
t5t diverter Summand einer Summe der Form =38 1L o'

¥ sei halbeinfach. Wir setzen #1--3 und betrachten
die nicht in # enthaltenen Untermoduln m,, mg, -+ von M,
Wir nehmen sodann an, dass [«, £,...! eine wohlgeor-
dnete Menge ist. Wir gehen von 4w =% N =
=M, (m;=1x;) aus und lassen jedem 1 eine direkte
Summe %+ =1, entsprechen, die folgendermassen
definiert wird: wenn m, S¥+ %/ —1%.  wobei s<), dann
ist i, die vereinte Menge der ¥.; sonst ist i, die Menge
der Elemente der Form s+ m,, wobei m:e¥; und s, em, .
Auf diese Weise kommt man zu B =U43, Gehen wir
nun zur Umkehrung tber. Wir wissen erstens dass,
wenn # gegeben ist, dieses stets isomorph zu einer
unterdirekten Summe von unterdirekt irreduziblen Mo-
duln myu ist. Wir schliessen sodann aus den Homomor-
phismus 3 ~m, auf m, =M, und aus der im Obigen M
zugesprochenen Eigenschaft leiten wir 3 =3, ab
Die untermoduln 3 sind unterdirekt irreduzibel und da
sie die gleiche Eigenschait besitzen, sind sie einfach.
Betrachten wir nun die direkte Summe #' von allen
einfachen Untermoduln von #. Man wird 2 = 84 3"
erhalten. Der Untermodul #" ist null, da er keine ==(0)
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einfachen Untermoduln enthidlt und trotzdem die M
zugesprochene Eigenschaft besitzt.

Beserkusi:  Der Gedankengang des ersten Teils des
vorstehenden Satzes fithrt zum Folgenden:

KororLar 4: Wenn der halbeinfache Modul ¥ die Form
der divelten diskreten Summe W= Zn. hat, wobei die w.
eintfach sind, bei einem von Bl gegebenen Untermodul U, ist
der Untermodul W der Swwome W =N LW pine diverie
diskrete Summe von gewissen Moduln mu.

Von hier ausgehend schreiben wir, wie in dem soeben
angefithrten Korollar, 3 = Zn,; danach betrachten wir
die einfachen isomorphen Untermoduln, die wir getrennt
summieren; man kann

' Y LR el R N
i e, B S {1)

erhalten, wobei jedes £, direkte diskrete Summe von
einfachen isomorphen Untermoduln ist, jedoch nicht
isomorph zu einfachen Untermoduln, die bei einem
anderen £, (»'#+), auftreten. Im Ubrigen kann man
beobachten, dass bei den m. isomorphe Untermoduln
von einem befiebigen einfachen Untermoduln wvon #
auftreten. Denn, falls w ein solcher einfacher Unter-
modul ist, bei gegebenem mem, wenn man 0 m, € my
als Element in der Darstellung von m annimmt, erhilt
man notwendigerweise m,=m. Wenn wir so for zwei
Summanden der Summe (4) die Homomorphie £, ~ Mw:.mwf
betrachten, umfasst die Annahme 2's2 auch Lz =(0).
Somit gilt:

Save 39:  Der Ring B der B-Endomorphismen eines
halbein fachen Moduls  ist direkte komplete Summe der
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Ringe By, eine Summe die im Ringsinn verstanden werden
darf. Das Produkt aus swel auspeseichneten perschieden
Ringsummanden ist null,

Bezuglich der Struktur von ¥, = F, B, erlauben
Satz 10 und 11 folgenden

Zusarz:  feder Ring Ryw 18t isomarph su deim von der
Gesamiheit der Matrizen (transfiniten) von sunnnierbaren
Linien von B-Endomorphismen, die su dem Kommutator
von B dm Ringe der B-Endomorphismen eines einfachen
Untermoduls von L, pehirven, gebildeten Ring., Dieser

Kommuetator ist ein Divisionsring.

Wir kéinnen in der Untersuchung des Endomorphis-
menringes einer direkten diskreten Summe von iso-
morphen einfachen Untermoduln noch etwas weitergehen,
wenn die Menge % als leer angenommen wird oder man
wenigstens einen kommutativen Ring annimmt. Falls
leer ist, dann erlaubt Satz 13 die Erliuterung, dass
A-irreduzibel ist, wenn 2 der Endomorphismenring von
W = Zm, ist. So ergibt sich:

Sare 40: Wenn B ein kommutativer Ring ist, so ist des
Ring B der B-Endomorphismen eines Moduls 3 — 2w, der
direkte diskrete Summe von einfachen isomorphen R-Moduln
ist, primitiv. Und noch allgemeiner:

Sare 41: Falls B kommutaliv ist, dann hat efn halbein-

Jacher B-Modul einen Ring B von B-Endomorphismen, der
halbeinfach ist (keinen J-Radikal besitzt). Die Bewei-
sfiuhrung verlangt einige Hilfssitze.

Hivrssare 18: Dani wund nur dann ist ae¥, wenn
a2 ¥, falls P ein zweiseitiges [deal eines Ringes 5 isi,
dessenn S Lein nilpotentes Ideal besitst, 115, § 4. Dass die
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Bedingung notwendig ist, ist klar. Umgekehrt falls
a3 =¥, bezeichnete man mit ¢ das von a erzeugte Ideal.
Da ¢ sich aus Elementen der Form X (as-+7.) (as'4-ia'),
(s,s'eD; 1,7 ganze Zahlen), zusammensetzt, ersieht man,
dass r*Sa%S¥. Entspricht ' dem r im Homomor-
phismus F~%5#, dann ist 1?=(0), ¢=(0). Hieraus
schliesst man r=¥, aed, w. z. b. w. Es ist evident, dass
man die Bedingung des Satzes durch %gS9? ersetzen
kann.

Hitrssarz 19: Dann und nur dann ist ae® |, wenn
a3y, [5]. Setzt man 54358 voraus, dann garan-
tiert der voraufgegangene Hilfssatz %a<%_ und somit
aedl .

Hivessatz 20:  Falls o ein sweiseitices ldeal von 5 isi,
dann ist der J-Radikal von a2 an®,__, [26]. Stellt man den
J-Radikal von a durch das Symbol R dar, so nehmen
wir deR an. Da man 2ZdSacapac®R  hat, verbirgt
der obige Hilfssatz, dass 5 4 % sich aus zu & gehorenden
elementen zusammensetzt. Unter diesen Bedingungen
ist 4% ein zweiseitiges Ideal von 5, das sich aus in &
fast reguldren Elementen zusammenzetzt, wodurch fe® .
Somit ist bean®, . Umgekehrt betrachten wir das zwei-
seitige Ideal an®  von %. Es ist ein in ¥ fast regulires
Ideal, dessen fast Inversen dem eigenen ldeal zugehoren,
23, Kap. XIV, § 2]. Jedoch ist es in diesem Fall auch ein
fast regulires zweiseitiges Ideal von n, da man an® =&’
hat, was die Beweisfithrung vervollstindingt.

Hivrssarz 21: Wenn 5 eine direkte homplete Summe
von Ringen A, isl, (von denen man anninmmt dass sie in 5
enthallen sind), dann ist der J-Radikal ven 5 direkte
komplete Summe der J-Radikale der A.. Unter Beru-
cksichtigung des vorigen Hilfssatzes und der Definition
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der direkten kompleten Ringsumme ist die Beweis-
fiirhung offensichtlich.

Wir gehen jetzt zum Satz aber. Falls # ein halbein-
facher 8-Modul ist, schreiben wir, wie im (4), M=%,
Die verschiedenen in Satz 39 erwihnten Ringe 8,, sind
primitiv und in B zweiseitige Ideale. Da der ]-Radikal
eines primitiven Ringes Null ist, zeigt Hilfssatz 21, dass
der J-Radikal von & Null ist. Der Beweis ist somit
erbracht.

Wir schalten hier folgende Bemerkungen an. Jaconson,
5], bewies, dass ein Ring % dann und nur dann halbein-
fach ist, wenn er zu einer unterdirekten Summe primi-
tiver Ringe isomorph ist. Angesichts dieses Ergebnisses
ist deshalb Satz 41 eine Folge der Sitze 39 und 40. Der
amerikanische Gelehrte bewies ferner, dass ein zweisei-
tiges Ideal eines halbeinfachen Ringes ein halbeinfacher
Ring ist. Diese Behauptung ist unmittelbare Folge von
Hilfssatz 20.

Es gibt noch andere Fille, in denen es wiederum
moglich ist im Studium des Aufbaus der Ringe B, auf
die wir uns beziehen, fortzuschreiten, was aus den
niichsten Sitzen und dem folgenden § hervorgeht.

Wir nehmen an, dass der in Satz 11 angefihrte Mo-
dul m in Bezug auf % endlich ist: m=w3 + .. L u,%.
Man kommt zu

mh_ﬁmnm"Hq.,ah.___mwﬁ.:%m:._m.E&m.m:wh___wimxuﬁia
anti-isomorph su ¥ ist, und die divebte diskrete Summe
=2Zmy von endlichen isomorphen B-Moduln, fir welche

das Einselement von B unitdrer operalor ist, gegeben wird,
dann ist der Ring B der Endomorphismen von ¥ isontorplh
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s dem Ring aller Ubermatrizen von Dimension M (Menge
der v), die von [lementen, welche Matrisen der Ordnung u
{ Ordiung der Wy auf RB) mit Elementen von © gebildet
werden, sodass jede Linie der Ubermatrix cine endliche
Zalhl wvon nicht null Matrizen der Ordinung n besitst,
[Vgl. 9 und 24, S. 64).

Wir nehmen noch eingeschrinkter unter den Bedin-
gungen des voraufgegangenen Satzes an, dass m.=u. R
nur eine Dimension besitzt; dann gilt das

Koroar H:  fei gegebener divebter diskrefer Suwmme
W= Z wB vermindert sich der Ring R auf den Ring

o
von Matrizen von M Dimensionen, die mit Elementen von
webildel werden, soduss jede Linie eine endliche Anzahl von
nicht null Elemenien besitst, Hier ist der Ring der B-Endo-
morplismen von W isomorph su R, [Vel. 9 und 24, 5. 64

9) Uber unendliche Moduln in bezug auf Divisionsringe.
Falls 3 als Operatorbereich einen Divisionsring % =12
zuldsst, dessen Einselement man als unitiren Operator
annimmt, erlaubt die Anwendung der Ergebnisse des
voraufgegangen §, wie schon erwihnt, im Studium von
R fortzuschreiten. Wir nehmen ze# an. Dann ist 23
einfacher D-Modul, sodass wir unter Beriicksichtigung
der Tatsache, dass ve#® ist, behaupten diirfen, dass ¥

ein halbeinfacher Modul ist. Und zwar gemiss

Swrz 481 Falls ein Modul W gegeben ist, und man B
ids  einent  INwvisionsring von  Endomorphismen von W
arinemdy dane isf W Mlb:?mw&.‘?hb,

Die in Satz 38 ausgesprochene Bedingung kidnnte
hier unmittelbar bewiesen werden wie es in 4] und
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(24, 5. 62] geschieht. Auf diese Weise ergibt sich ange-
sichts des Satzes 38 die Halbeinfachheit von

Wir schreiben nun M= Z %, D als direkte diskrete
wa

Summe von einfachen ¥-Moduln, die Z-isomorph sind
und eine einzige Dimension besitzen. Fir den Ring 3
der ¥-Endomorphismen von 3 gilt folgender

Sarz 44: Wenn man B als Modul in besug auf einen
Divisionsring T seiner Endomorplismen annimmt und
W =Z2938 als dirckte diskrefe Summe schreibt, dann ist
der Ring B der B-Endomorphismen von W isomorph su
dem Ring aller Matrizen von M Dimensionen, die mit Ele-
menten eines Divisionsringes ', der anti-isomorph su D ist,
gebildet werden, sodass jede Linie eine endliche Anzall von
nicht null Elementen besitst, und der Ring der 3-Endo-
morphismen von W ist fsomorph zu . Ausserdem ist W
T-irredusibel und D nnd B sind resiproke Kommutatoren.
Von den drei Behauptungen, aus denen das Angefiihrte
besteht, sind die erste und die zweite unmittelbare Folgen
von Korollar 5. Dass ¥ T-irreduzibel ist, schliesst man
aus Satz 18. Um schliesslich zu sehen, dass ¥ und 3
reziproke Kommutatoren sind, gentlgt es angesichts des
Satzes 12 (dessen Beweis man bei [24], Seite 61, Satz 50,
findet) jeden T-Endomorphismus als ein Element von 3@
zu erkennen. Falls O ein 8-Endomorphismus ist, nehmen
wir einen festen Untermodul #.%¥ von 3. Wir koénnen
tt; 8 =%y, schreiben, wobei das zu ¥ anti-isomorphe @'
der Divisionsring der D-Endomorphismen von #,D ist.
Der Gedankengang von Satz 12 zeigt, dass © in #,3=
=% u, einen ¥-Endomorphismus definiert oder dass es
folglich ein Element von I, welches unabhingig von
dem Index & ist, bildet.
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Wenn wir den Endomorphismenring eines Moduls 3
durch E () darstellen, kénnen wir sagen, dass ¥ absolut
trreduzibel ist, wenn es E{#)-irreduzibel ist. Wir erhalten:

KoroLLar 6: Nimmd man 1eD als unitdren Modul-
operator an, dann ist ein Modul B in besug auf einen
Divisionsring 8 absolut irredusibel.

Korovrar 7: Ein absolut irredusibler Modul 81 bestimmi
fiir E(M) ein Zentrum B, der ein Korper ist (kommutativer
Divisionsring). Ausserdem wird E () auf einen Ring aller
Matrizen mit Elementen von & redusiert, unter der Bedingung,
dass die Linien jeder Matrix nur eine endliche Ansall von
nicht null Elementen besitzen.

Nehmen wir z.B. einen willkirlichen Ring 2. Falls p
eine Primzahl ist, dann ist p% ein zweiseitiges Ideal und
%/p3 ein Quotientenring. Fir jedes Element & dieses
Quotientenringes ist pa=0. Wenn man durch () das
von p im Bereich der ganzen Zahlen erzeugte Hauptideal
darstellt, dann ist der Quotientenring ein Modul in bezug
auf den Nﬁ_—.w_mﬂ mwa"wﬁlT_n.b.f 1 _”.h.“_u:&l.lun_l__‘ﬁu_"
wobei 1=14 () unitirer Operator im Modul ist. Man
kann 5, =%/p% =(0) haben, was =% bedeutet. Falls
jedoch %, (0) ist, hat jedes nicht null Element des Quo-
tientenringes die Ordnung p. Nimmt man ferner %, als
Modul an, dann verwirklicht folgender

Sarz 45: Wenn ein belicbiger Ring 5 gegeben wird una
man p als Primzahl anninont wund falls 25 p2, dann ist
der Quotientenring u/p5, welcher 8- Modul ist, absoluf irre-
dusibel wnd setst sich aus Elementen, die alle dieselbe Prim-
zahlordnuny p haben, susammen,

Wir setzen die Untersuchungen iber das Verhiltnis
der Moduln in bezug auf Divisionsringe nicht weiter fort.
Die von Jacoesow durch ebenso einleuchtende wie éinfache
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[berlegungen hierzu erhaltenen wichtigen Ergebnisse
sind Gegenstand von [4], [5] und [8]. Auch unter [8] [9],
15] und [24] befinden sich Betrachtungen die mit den
betreffenden Untersuchungen in Zusammenhang stehen.

10) Untermodul G — Die in [11] und [16] enthaltenen
(Gedankengiinge von B. Brows und N. H. McCovy kiénnen
auf die Modulntheorie angewandt werden und zu inte-
ressanten Ergebnissen fihren, die wir im Einzelnen
entwickeln werden. In diesem § ist 3 ein 5-Modul und
alle Untermoduln sind 3-Untermoduln. Die Elemente
von # werden durch x,%,2,-.- und die Element von %
durch A, 5, --- bezeichnet.

Wenn x el gegeben wird, lassen wir ihm den Unter-
modul {x%,7#%) entsprechen, wobel fe#l ein bestimmtes
von x unabhiingizes Element ist. Im allgemeinen gilt
xé(x%,15), aber falls x zu dem betrefienden Untermodul
gehort, nennt man x reguldr. Ein aus reguliren Elementen
gebildeter Untermodul heisst regulirer Uniermodul. Es
gilt:

m..._,mwm.m"v%wmaxH|.u__ﬁm&ﬂﬂﬁ&ﬁ&&mﬁ%?%v%&_&aaa
ist x regulir. :

KoroLLar 8:  Die Summe zweier regulirer Untermoduln
w5t ein regulidrer Untermodul.

Wir nennen Unfermodiul G von B und bezeichnen
ihn mit @ die Menge der Elemente x e fiir welche jedes
Element ye}mx+ x%| reguldr ist. Vohlverstanden nimmt
man # als ganze Zahl an, sodass |mx 4+ x5! der von x
erzeugte Untermodul ist.

Bemerkunc: Grundsidtzlich kéinnte es sich ausnahm-
sweise nicht um einen #-Untermodul handeln. Jedoch
zeigt das folgende Korollar, dass dem nicht so ist.
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KoroLLar 9: @ ist ein reguldrer Untermodul und der
vereinten Menge aller reguliven Untermoduln gleich.

KoroLLar 10:  fm Homomorphismus 8 ~ WG] 5 bei

reculdren xeWW sein Enisprechden xe ¥ reguldr wnd
umgekehrt,

KoroLLar 11:  Jm Homomorphismus B~ des vorauf-
gegangenen Korollars hat ein reguliver Untermodul einen
reguldaren Untermodul als Entsprechend und wmgekelt.

Kororrar 12: [Der bm\\mwﬁﬁia&am B0 besitot beinen
reguldren Untermodul.

Nimmt man &@=«,5,---| als anti-isomorphen Ring
von ¥ an und schreibt man x4 =%, wobei sich 4 und =
im Anti-isomorphismus entsprechen, so erklirt man
einleuchtend denselben Untermodul G.

Satz 47: Ist ein Untermodul B wvon B gegeben, dann
ist der Unigrmodul G von 3 gleich #1n 6. Obwohl man
t¢ 1 haben kann, ist der Satz richtig. In dem besonderen
Fall, wenn #=0 ist, konnen wir einige moglicherweise
auftretenden Schwierigkeiten tiberwinden.

Kororrar 13: Der Untermodu! G von & ist pleich 6.,

Esist maglich allgemeinere Betrachtungen anzustellen,
aus denen die vorgennanten Eigenschaften hervorgehen.
B. Broww und N. H. McCor, [16], definieren eine andere
Form der Regularitit auf folgende Weise. Sie stellen
sich den Aufbauprozess eines xe# entsprechenden Un-
termoduls R(x) derart vor, dass falls 3 ~# ein ¥-Homo-
morphismus bei dem x - x ist, dann ist auch #(x)- ¥ (x) =
—1I(x). Sie sagen weiter, dass xe¥# ein Element des
Untermoduls F von 3 sei, wenn fur jedes ye | mx + 2%/
veH(y) wire.
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Bemerkunc : Prinzipiell brauchte es sich ausnahms-
weise nicht um einen Z-Untermodul zu handeln. Im
Folgenden sehen wir, dass dem nicht so ist.

Die Eigenschaft xe#(x) charakterisiert x als regulir.
Wir stellen far £ (¥ den Untermodul F dar. In £ sind alle
reguliren Untermoduln enthalten und alle Element von £
sind regulir.

Da #1{x) &2-Untermodul ist, befindet sich #(0) in den-
selben Bedingungen. Dann wird 0e3{0) stets verwirklicht
und deshalb ist 0 reguliir ebense der Untermodul (0.
Mindestens erhilt man (0)S£. Es ist leicht zwei Grenz-
fille in der Erklirung von £ anzufiihren. Nehmen wir
zuerst bei beliebigen x: #(x)=(0) an. Dann bedeutet
xef: y=0falls ye|mxr+ 2%, Im Besonderen ist x=0,
£=(0). Im zweiten Falle nehmen wir ¥ (x)=|mx+ x5! .
Hierbei ist der Modul selbst regulir und F=3,

Von den Sitzen die wir tiber £ anfahren, gewinnt
man die entsprechenden Beweise, wenn man wie fir
die voraufgegangenen die Uberlegungen von B. Browx
und N. H. McCor folgt.

Satz 48:  [n einem Modul! W€ bann der Untermodul
U(x) (x als micht reguldr angenommen) stels in einem Unler-
modul L dergestall eingebetlet werden, dass WL unterdirelt
irvedusibel ist und einen mit & beseichneten Untermodul F
gleich Null besitst,

Sarz 49: Nimmt man L als Untermodul von ¥ derge-
stalt an, dass WL einen Nullunlermodul F besitzt, dann
eriedilt man £2£.

Satz 50: Nimmt man L+ an, dann gilt die Gleichheit
I=I0Z, wobei L alle Untermoduln von ¥ unter folgenden
Bedingungen durchiduft: 1.) WL ist unterdirekt irvedusibel;
2-) YL desilst einen Nulluntermodul F.

(11 Die Buchstaben ¥ und £ sind zu anterscheiden.
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KoroLLar 14: £ isf etn 5={nfermodul.

Koroviar 156: £ isf die vereinte Menge aller reguliven
Unitermoduln.

Satz 51:  Dann und nur dann erhdlt man M=% wenn
kein LB besteht fiir welches: 1-) WL unterdirebt irve-
dugibel ist; 2.} WYL einen Nulluntermodul hat.

Sarz 52: Der Differenzmodul BE kat einen Nullun-
termodul F.

Satz 58: Dann wnd nur dann ist in einem Modul B
£ =(0), wenn B zu ciner unterdirekten Summe von wiler-
direkt irredusibeln Untermoduln, von welchen jeder eimen
Nulluntermodul I° besitst, isomorph ist.

Sarz 54:  Dann und nur dann hat ein unterdivekt trre-
duzibler Modul 3 5(0) einen Nulluntermodul F, wenn sein
Minimaluntermodul J==(0) ein Element x =0 fiir welches
N (x) = (0) enthdlt.

Die Anwendung des voraufgegangenen Satzes auf
den Fall in dem man die Regularitit von x durch die
Eigenschaft xe(x%,¢%) erklirt, auf welche zu Beginn
des § Bezug genommen wurde, zeigt, dass kein unterdirekt
irreduzibler Modul mit einem Nulluntermodul G besteht,
ausser wenn man {¥=(0) hat. Von dieser Annahme
wird in der Tat im Folgenden ausgegangen. Aus diesem
Grunde benutzen wir die Bezeichnung des Unifermoduls
fr, statt der des Untermoduls & mit dem Buchtaben @,
an stelle von &.

Sarz 55:  Dann und nur dann hat ein unterdirebt irre-
dugibler Modul B E(0) einen Nulluntermodul G,, wenn
sein Minimaluntermodul J+(0) ein Element 30 fiir
welches x%=(0) enthdlt. Dann hat der Minimalunter-
modul die Form J=|mux;| und /% ist gleich (0). Gewisse
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Sitze sind gultig, die sich auf den Fall entsprechen
lassen, in welchen man % als kommutativ annimmt.

Satz 56: Wenn M=(0) ein unlerdirebt irvedusibler
Z-Modul mit einem Untermodul G, gleich Null ist, dann
ist der S-Minimaluntermodul J+(0) endlich und hat eine
Charakleristik gleich einer Primszahi p.

Satz 87: Falls WE(0) ein unterdirekt irvedusibler
E-Modul mit einem Untermodul G, gleich Null ist, dann
bestehen, unter der Annabme, dass 0526 sowie xE=(0),
eine feste Primsahl (die Charakieristik von J+(0)) und
eine ganse Zahl g, eine Funktion von x, fiir welche p'v—o0.

Satz 58: BsE(0) sef unterdivekt irvedusibler S-Modul
mit einem Untermodul Gy gleich Null; dann und nur dann
ist yeJ, wenn die beiden Besichungen y%=(0), py=0
bestehen.

Satz 59: Falls ¥ gemdiss den Bedingungen der Seitse
56 bis 88 ein S-Modul ist, dann besteht, fiir jedes x fiir
welches O+ xeB, x8(0), ein Ae®, das die Besichung
xA =z erfillt,

Satz 60:  Bei gegebenem Modul M (0), als 5-Modul
angenontmen, 1t es hinreichend, damit W ynterdirebt irve-
duzibel ist und einen Untermodul G, gleich Null hat, dass
Sfolgende Eigenschaften besitat: 1.) es besteht ein Unter-
modul der Form J=|mzxy|5(0); 2) fiir jedes 0F xeB
sowie x8=(0) bestehen eine feste Primzahl p und eine
ganse Zahl ¢ fitr welche p'x=0; 3.) immer wenn x%5(0),
px=0 und nur in diesem Fall ist xeJ; 4.) nimmt man
xB50 an, dann besteht Ael fiir welches xA=x,.

Wenn man einmal den Fall bei dem ;= (0) erledigt
hat, dann ist es notwendig zur der Hypothese &, (0)
dberzugehen. Die in Satz 28 erliuterten Bedingungen
sind noch hinreichend, d.h.: die vier in Satz 28 ange-
fuhrten Eigenschaften sind hinreichend, damit
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unterdirekt irreduzibel ist und 6, 5=(0) hat, selbst wenn &
nicht kommutativ sein sollte. Doch ist wohl zu verstehen,
dass man #A fir ein Divisionsring hilt. Jedoch findet
man die notwendigen in den Sitzen 24 bis 27 aufgezei-
chneten Bedingungen bier nur zum Teil verwirklicht.

11) Uber die unterdirekt irreduziblen Ringe —In Ver-
folgung und Erliuterung des in § 1 angewiesen und in
den anderen §§ aufgestellten Gedankenganges werden
wir noch im Zusammenhang mit [16], dessen Text in
(27, § 5) wiedergegeben ist, eine knappe Angabe bezuglich
der nicht kommutativen unterdirekt irreduziblen Ringe
machen. Wir nehmen fir einen beliebigen Ring ¥ fol-
gende Definition der F-Regularitit: dann und nur dann
ist ¥ F-reguldr, wenn re((x%, 525), (2x, ZT25)) ist. ks gilt
das Folgende, das durch das Vorgehen gemiiss N .
McCov, [18], demonstriert werden kann, welches bereits
in § 6 beziglich der Sitze 19 bis 28 und wiederum im
voraufgegangenen § angewandt werden soll:

Surz 61: Damit ein willkirlicher Ring 3 unterdirekt
irredusibel ist und einen null F-Radikal hat, ist es notwendig
und hinveichend, dass sich in 8 folgende Eigenschaften
finden: 1) es besteht eine bestimmie Primsakl p fiir welche
bei angenommen a%=5%a=(0), [aeZ], man fine gange
Zahl b als Funktion ven a bestimmen kann, die der Glei-
chung pla=="0 gendigt; 2-) es besteht ein sweiseitiges Haupt-
ideal J=(x,)5(0), sodass man fiir jedes ae[, jedock nur
fiir die Elemente von J, af=%a=(0), pa=10 erhdlt;
3-) nimmt man a%+(0), g% —(0) an, dann bestelf be¥
sowie ab=x,; 4.) nimmt man Sa=+(0), Ea¥=(0) an, dann
besteht ce® sowie ca=xq; 5-) nimml mai Sa%+(0) an,
dann bestehen die Elemente piyq:e %, fior welche xo=2 p:ag:.

Bentre de Cstudos Tlatemdtices bo Porte.
Setembro de 1952,




