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SOBRE A TEORIA DOS ANEIS
E IDEAIS NAO COMUTATIVOS

POR

A. ALMEIDA COSTA

. PROF. CAT, DA UNIVERSIDADE DO PORTO
E VICE-PRESIDENTE DA SECCAO DE CIENCIAS MATEMATICAS

MEzus SENHORES:

O Ex.™ Sr, Prof. VicenTE GongaLvEs, por todos justamente
considerado um dos ‘mais eminentes mestres da matematica em
Portugal, ilustre Presidente da Secgio de Ciéncias Matema-
ticas deste Congresso, quis ter a generosidade de dar um cerfo
relevo a0 mais apagado dos seus colaboradores, determinando
que ele pudesse utilizar a maior parte da ultima sessio de
trabalhos.
~ Estamos - gratissimos a S. Ex.2, Nio se julgue, porém, que,
ao aproveitarmos essa determinagdo, nio sentimos inteiramente a
responsabilidade do encargo que nos é cometido. Sem divida que
0 nosso sabio Presidente, conhecedor de uma das nossas pre-
dilecges, nos facilitou a tarefa, dando-nos a liberdade de falarmos
da Algebra moderna. Nem mesmo assim, todavia, poderemos
desempenhar-nos cabalmente da nossa missio. E isso porque nos
s&o pouco familiares alguns dos numerosos ramos dessa dificil
ciéncia, enquanto a outros temos dedicado apenas esforcos bas-
tante limitados. Se, em todo o caso, nos encontramos nesta tri-
buna, pedimos que essa circunstancia seja entendida no duplo
sentido seguinte: execu¢do de uma ordem e propaganda de uma
disciplina,

(!} Conferéncia realizada na tltima sessao de trabalhos.
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O campo a desenvolver vai restringir-se a moderna Teoria
dos Anéis e Ideais nao comutativos. Numa obra intitulada Gru-
pos abelianos, Anéis e Ideais ndo comutativos, Sistemas hiper-
~complexos e Representagoes, da qual publicdmos em 1942 o
tomo 1.°, sob o titulo de Grupos abelianos e Anéis e Ideais nio
comutativos, ¢, em 1948, o tomo 2.° sob o titulo de Sistemas
hiper-complexos (1), desenvolvemos ja, com grande largueza, este
mesmo assunto, No tomo 2.°, os 4 primeiros Capitulos, de que
adiante daremos um resumo, ddo conta de resultados originais
recentes devidos a voNn Neumann, C, Hopxins, K. Asano, J. Dieu-~
ponnE, J. Levitzer e Aumeiba Costa, muitos dos quais receberam
entdo, pela primeira vez, uma exposi¢io ordenada. O fundo dessa
exposicao, deve dizer-se, assenta em trabalhos de M., WEDDER-
BURN, L. Dickson, E. Armin, E. Noeraer e G, Kotue, Projec-
tamos a publicagdo dum tomo 3.°, que serd, sem divida, diferida
para alguns anos mais tarde. _ '

Tinhamos inicialmente a inten¢do de apresentar a este Con-
gresso um trabalho modesto com a designagio de Sobre o5
nilideais e os ideais quase-regulares, onde dariamos conta de
certas observagdes feitas a propdsito de recentes originais de
S. Peruis, R. Baer e N. Jacosson, Modificada, todavia, a fei¢do
das coisas, fixaremos aqui um articulado consistente, no qual
ficardo devidamente inseridas as nossas observagdes, que, de
resto, faremos aparecer em lugar oportuno {1},

Os raciocinios serdo conduzidos em termos de poderem vir a
ser considerados como os dois primeiros Capitulos do tomo 3.%
a que fizemos referéncia (2). Abriremos precisamente com a
epigrafe Anéis e Ideais ndo comutativos, repetindo o que fizemos
noe tomo 2.°. De modo concreto, falaremos de Sub-nilanéis,
seguindo J. LeviTzki, assim como do Radical de Jacobson. Para
nio darmos a esta sessdo uma duragdo incomportavel, deixaremos

(") A publicacio foi feita, efectivamente, nos Anais da Faculdade de
Ciéncias do .Porfo, tomo xxxiv, 1949, saido em 1950.

{2) O Capitulo a publicar em 3,° lugar {XV) sera dado a lume, dentro de
pouco tempo, nos Anais da Faculdade de Ciéncias do Porfo. O seu texto cobs-
titnird o desenvolvimento dum original, em lingua alemd, a sair na Revista da
Faculdade de Ciéncias de Lisboa, 2.2 série, A — Ciéncias Matematicas. {Vide o
final 'do § 1). - :
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para bastante breve, e para outro lugar, a teoria dos Anéis pri-
mitivos e semi-simples, de N. Jacoson. Af salientaremos, além
dos resultados devidos ao grande algebrista americano, outros que
tém como protagonistas os japoneses 1., Naxavama e G. Azumava-

Para simplicidade, designaremos, de futuro, simplesmente
por (I), o tomo 2.° da nossa obra ja referida, e numeraremos os
Capitulos em seguimento dos desse livro.

Anéis ¢ Ideais nao comutativos

CAPITULO XIII
Sobre sub-nilanéis

1) |nti‘0dut;50-Eis aqui um sumdrio de resultados, que
convira ter presentes, para a boa compreensdo do que se expora
depois. o

~ Sobre o radical usual SR, o radical de Levirzzir R** e o
radical de Kétue SR*, mostramos o seguinte, no Capitulo 1, de {I):
1) é necessario e suficiente, para que R* exista e seja igual a R,
que S/R ndo tenha nilideal {pag. 12): 2) é necessério e suficiente,
para que R* exista e seja igual a R**, que S/R** nio tenha
nilideal (pag. 14): 3) & necessério e suficiente, para que R**==<R,
que &/R ndo tenha ideal semi-nilpotente (pag. 14).

No Capitulo 11, de (I), foram tratados os anéis & com con-~
di¢iio de méximo e com condi¢io de minimo para ideais direitos
(abreviadamente: condi¢ao dupla de cadeia), Seguindo J. LeviTzxr,
Uber nilpotente Unterringe, « Mathematische Annalen », Band 105,
1931, pags. 620 a 627, estabelecemos que: 1’) é condigdo neces-
séaria e suficiente, para que um sub-anel &/, de S, seja sub-nilanel,
que se tenha &'"FT1=(0), -supondo n o comprimento da série
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de composicdo de &. Concluiu-se daqui: fodo o sub-nilanel dum
anel com condicao dupla de cadeia é. nilpotente,

No Capitulo tv, de (I}, estudaram-se, seguindo C. Hopxins,
Rings with minimal condition for left ideals, < Annals of Mathe-
matics», vol. 40, 1939, pags. 712 a 730, os anéis com condigdo
de minimo para ideais direitos ou anéis—IJ, Demonstrou-se:
1") um anel—I tem um radical R* =GR, que ¢é nilpotente
[(I), pag. 89]; 2") &/R ¢é anel com condigio dupla de cadeia.
Resulta agora: fodo o sub-nilanel dum anel com condicio de
minimo € nilpotenfe. A demonstracic é consequéncia imediata
do seguinte -

TroreMa 1: — Se a for um ideal bilateral nilpotente de S
e se em ©/a for nilpotente todo o sub-nilanel, a mesma proprie-
dade tem lugar em S, {Chr. (1), pag. 90].

Na investiga¢iio de exigéncias mais fracas, capazes de garan-
tir a mnilpoténcia de cada sub-nilanel de &, citaremos as condi-
¢oes 1) e 1}, de K. Asawno, [(I), pag. 103]: 1) condi¢do de minimo
para ideais bilaterais de ©; 1) condi¢do de minimo para ideais
direitos de © que contenham um ideal primo arbitrario. E, por
fim, anotemos ainda: a condi¢io de minimo para ideais bilaterais
contidos em R e a condigdo de minimo para ideais direitos con-~

tendo SR também garantem a nilpoténcia dos sub-nilanéis de €.

Todos os casos enunciados se ligam a uma proposigdo mais
geral, como vamos ver. Efectivamente, no Cap, 11, de (I), intitu~
lado Anéis semi-primérios, distinguimos: 1) os anéis — A gene-
ralizados, definidos como aqueles que possuem radical R* e para
os quais ©/R* é semi-simples; 2'") os anéis — A, caracterizados
pela semi-simplicidade de &/R**; 3"} os anéis — A especiais,
com duas propriedades caracteristicas: nilpoténcia de R e semi-
-simplicidade de &/R. Em 2") e 3") estao casos particulares
de 1"). De facto, se &/R** ndo tem nilideal, R* existe ¢ igual
e R*™; e o mesmo se diz quanto a ©&/R. Pode observar-se
ainda que, em 3/}, ndo havia necessidade de exigir a nilpoténcia
de R, para incluir os anéis—A especiais nos anéis—A generali-
zados. Pazendo essa exigéncia, como ¢ habitual, enuncia-se uma
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proposi¢éo comum aos 3 casos: 1'V) é condicio necessaria e sufi-
ciente, para que & seja um anel—~A generalizado - (anef— A,
anel—A especial), que R* exista (R** e R existem sempre) e
tenha lugar a condigdo de minimo . para ideais direitos contendo

R* (respectivamente: R**, R), [Chr. (1), pag. 79]. Vale, ento,
este resultado:

TrorEma 2:—~Num anel—A especial, todo o sub-nilanel é
nilpotente. A demonstragdo é consequéncia do teorema 1, visto

que R ¢é mlpotente e em G/RN ¢é valida a condigio dupla de
cadeia, .

Ora, em [(I), pag. 103], demonstramos que as condicées
de Asano bastavam para que & fosse anel—A especial. E, em
[(I), pag. 87], viu-se que a condigio de minimo para ideais bila-
terais contidos em SR arrastava a nilpoténcia deste, de modo que
o dltimo caso anotado entra ainda nos anéis—A especiais.
De resto, a este respeito, é valido o

Teorema 3:—Ha implicagdo reciproca na afirmagfio «), de
que é vélida em & a condigdo de minimo para ideais direifos
contendo R** e a condigdo de minimo para ideais bilaterais
contidos em. R**, a um lado, e a afirmagéo andloga B), acima
referida, relativa a R. Em (I), pag. 87, demonstrou-se que a
condigdo de minimo para ideais bilaterais semi-nilpotentes arras-
tava a nilpoténcia de R**. Entéo, «) implica 3). Reciprocamente,
se 3} é valida, & é anel—A especial e R* =R,

Os 4 primeiros Capitulos de (I), de que citamos os passos
que aqui nos inferessam, constituem um conjunto de conheci-
mentos indispensaveis aos estudos dos trabalhos modernos sobre
Angis e Ideais ndo comutativos. Neles sdo completamente expos-
tos, entre outros (devidos a J. Dizuponng, E, NoeTnER, etc.), os
resultados originais contidos nas memérias seguintes:

~E. Artiv, Zur Theorie der hyperkomplexen Zahlen,
<Abhandlungen des mathematischen Seminars», Hamburg, Band 5,
1927, pags. 251 a 260;~G. Kotue, Die Strukiur der Ringe.
deren Restklassenring nach -dem Radical vollstandiyg reduzibel ist,
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«Mathematische Zeitschrift>, Band 32, 1930, pags. 161 a 186;
—J. Levirzis, Uber nilpotente Unterringe, « Mathematische Anna-
len», Band 105, 1931, pags. 620 a 627;—~]. von Neumann, On
regular rings, <Proceedings of the National Academy of Sciences
of the U, S, A.», vol. 22, n.° 12, 1936;—~C. Hoprxins, Nil-rings
with minimal condition for admissible left ideals, «Duke Mathe-
matical Journal», vol. 4, 1938, pags. 664 a 667; C. Hopxins,
Rings with minimal condition for left ideals, <« Annals of Mathe-
matics», 1 série, vol. 40, 1939, pags. 712 a 730;—~K. Asano,
Uber Ringe mit Vielfachenkettensatz, <Proceedings of the Impe-
rial Academys, Tokyo, wvol. xv, n° 9, 1939, pags. 288 a 291;
~]J. Levitzri, Semi-nilpotent ideals, «Duke Mathematical Jour-~
nal>, vol. 10, 1943, pags. 553 a 556;—], Levitzgi, On the radi-
cal of a general ring, <Bulletin of the American Mathematical
Society», vol. 49, 1943, pags. 462 a 466;~]. Levrrzxi, A charac-
teristic condition for semi-primary rings, <Duke Mathematical
Journals, vol. 11, 1944, pags. 367 e 368;—A. Aumema Costa,
Sobre os anéis semi-primdrios, <Anais da Faculdade de Ciéncias
do Porto», tomo xx1x, 1944, pags. 283 a 314. Dos dois trabalhos
que vao indicar-se  ainda, da autoria de ]J. DiEubonnE e E. Noe-~
THER, respectivamente, do primeiro s6 os comegos se encontram
‘reproduzidos em (I}, mas do segundo, se apenas uma parte
consta dos 4 primeiros Capitulos em referéncia, o restante é
versado ainda em (I), todavia em Capitulos posteriores:—
Sur les systemes hypercomplexes, <Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik>, Band 184, 1942;—Hyperkomplexe
Grossen und Darstellungstheorie, «Mathematische Zeitschrift»,
Band 30, 1929.

No que agora vai expor-se, trataremos de certas questGes
consignadas em alguns dos trabalhos seguintes (!): [1]—S. PerLIs,
A characterisation of the radical of an algebra, <Bulletin of the
American Mathematical Society», vol. 48, 1942, pags. 128 a 132;
[2]—R. Baer, Radical ideals, <American Journal of Mathema-
tics>, vol. 65, 1943, pags. 537 a 568; [3]—T. Naxavana, Ulber

{9) . Como ja afirmamos atrds, sera noutro lugar que as questdes aqui aban-
donadas virdo a ser desenvolvidas.
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einfache distributive Systeme unendlicher Rénge, <Proccedings of
the Imperial Academy>, Tokyo, vol. xx, 1944. pags. 61 a 66;
[4]—N. Jacorson, Structure theory of simple rings without fini-
teness assumptions, < Transactions of the American Mathematical
Society >, vol. 57, 1945, pags. 228 a 245; [5]—N. Jacomson, The
radical and semi-simplicity for arbifrary rings, «American Jour~
nal of Mathematics»>, vol. 67, 1945, pags. 299 a 320; [6]—
J. Levirzr, Solution of a problem of G. KéTnE, < American Jour-~

nal of Mathematics», vol. 67, 1945, pags. 437 a 442; [7]—
J. Levitzgi, On three problems concerning nil-rings, <Bulletin
of the Americon Mathematical Society?, vol. 51, 1945, pags. 913
a 919; [8]~N. Jacosson, On the theory of primitive rings,
<Annals of Mathematics>, vol. 48, 1947, pags. 8 a 21; (9]—
T. Naravama e G. Azumays, On irreducible rings, <Annals of
Mathematics, vol. 48, 1947, pags. 949 a 965; [10]—A. ALMEIDA
Costa, Sobre os endomorfismos dos modulos, <Anais da Facul-
dade de Ciéncias do Porto», Volume xxxim, N.° 1, pags. 5 a 32,

- 1948; [11]—B. Brown e N. H. McCov, The radical of a ring,
- «Duke Mathematical Journal>, vol. 15, 1948, pags. 495 a 499;

f12]—B. Brown e N. H. McCov, The maximal regular ideal
of a ring, <«Proceedings of the American Mathematical Society >,
vol. 1, 1950, pags, 165 a 171; [13]—A. Acmema Costa, Sobre
nilideais e ideais quase-regulares, <Anais da Faculdade de Cién-
cias do Porto», Volume xxxiv, N 2, 1949, pags. 65 a 74, e
N.° 3, pags. 129 a 144; [14]—A. Auxeiba Cosra, Sobre ideais
de contraccdo e aniquiladores na feoria geral dos médulos, em
publicacio na «Revista da Faculdade de Ciéncias de Lisboay,
vol. 1, 1951, 2.2 série, A—Ciéncias Matemaiticas, pags. 297 a 344,
(em lingua alema). )

2) Dois teoremas sobre semi-nilpoténcia —E natural, em
confronto com a questdo da nilpoténcia, versada no § anterior,
ver se & possivel enfraquecimento de condi¢6es, de modo a garan-

tir dnicamente a semi-nilpoténcia dos sub-nilanéis, Teremos neces-
sidade de dois lemas {13, § 2].

Lema 1:—Se um anel ¥ tem um nimero finito ay, ..., an,
de geradores, o anel T° tem igualmente um nimero finifo de

7
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geradores. Observemos que os elementos de ¥? sio da forma-
Ztt!, com t, ¢ e T. Quer dizer que sdo da forma Ta,, ... ai,
com g>2. Se uma parcela desta tltima soma é produto de dois
elementos a,, ela pertencerd ao sub-anel gerado pelos a;a;; se
tiver 3, pertencerd ao sub-anel gerado por a:aia., se tiver 4,
ja pertence ac sub-anel gerado pelos a;a:, etc. Assim, os ele-
mentos a;ax, a;a;4a% (i,j, k=1,2,...,n), gerardo T2, Ana-
logamente se verifica que os elementos a;a;as, asayara;,
a;ajaraian geram T3, Dum modo geral, " ¢ gerado pelos ele-
mentos &y @ig... &1, .0 (k=0,1,...,n—1;i;=1,2,...,n,
j=1.2,...,n+4k).

Lema 2:—Se G, é um sub-nilanel de G tal que S} S R**, &,
¢ semi-nilpotente. Sejam aj, ..., a,€ &, elementos em ndmero
finito, O anel € que eles geram verifica a relagio TIER**,
Em virtude do lema anterior, €° tem um némero finito de gera-
dores, de modo que €°" =(o), para um certo inteiro r. Q lema
esta provado.

Posto isto, faremos corresponder ao teorema 2 o seguinte

TeoreEMa 4:—Num anel—A, fodo o sub-nilanel é semi-nil-
potente. De facto, estudemos o homomorfismo &~ S/ R* =&/,
Se Sy é sub-nilanel de &, o seu correspondente &; é sub-nilanel
do anel semi-simples &’ (anel—A especial). Entao, &; é nilpo-
tente, de modo que hd uma poténcia & contida em R**.
O lema 2 mostra que S, é semi-nilpotente.

Passemos ao outro teorema aludido na epigrafe, dado por
Avimeipa Costa em [13, § 2].

s

Teorema 5:—Num anel arbitririo &, ndo existe nilideal
direito * com a propriedade de ser o minimo nilideal para o
qual tOR**. E isso porque, no homomorfismo &~ &/R**,
o ‘correspondente de r seria um nilideal direito minimo t'% (o),
para o qual 1'2=(0), o que levaria ao absurdo’t'= (o). Deve-
mos, por isso, preservar-nos de dar um enunciado como este:
<a condi¢do de minimo para nilideais direitos de & contendo SR**
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arrasta a existéncia e semi-nilpoténcia de R*>. Tem todavia
sentido © segquinte '

TeorEMa 6:—A condigdo de minimo para nilideais direitos
de & arrasta a existéncia de R* e a sua nilpoténcia. Nao
havendo entdo, com efeito, nilideais direitos contendo SR**, tam-
bém nfo pode haver nilideal vt com elementos nio pertencentes
ao radical—L (1), visto que, de contrario, o nilideal (r, R**)
conteria o referido radical. Em seguida, bastaria até a condicio
de minimo para ideais bilaterais semi-nilpotentes, para ficar garan-
tida a nilpoténcia de R** =R*, [Cfr, (I), pag. 87].

Substituindo R** pelo radical R, poderemos falar de nilideal
minimo *DR? A resposta s6 pode ser afirmativa, se R ndo for
nilpotente, Devemos, por isso, preservar-nos de dar um enun-
ciado em que figure uma hipotese como esta: <condicdo de
minimo para nilideais direitos de & contendo SR e condicio de
minimo para ideais bilaterais contidos em R>.

3) Semi-regularidade e existéncia de R*—Assim como &
nocio de nilanel se opde a de anel regular, assim, & nogdo de
semi-nilpotente, opde LEvItzk! a de semi-regular, para significar
a existéncia dum nimero finito de elementos gerando um anel

nido nilpotente (potente).

TeoreMa 7:—Se v € um ideal direifo semi-regular de &, o
ideal v°, qualquer que seja o inteiro o, é igualmente semi-regu-
lar. Sejam, de facto, aj;, ..., @, 67 elementos gerando um anel
potente ¥. Tem-se TEr, Como T° tem um ndmero finito de
geradores (lema 1), segue-se que hd em T° um nimero finito de
elementos gerando um anel potente. Em virtude de ser 8° %17, o
teorema fica provado.

(1) Utilizaremos as designacdes de radical—L, radical—K, radical—],
para significar, respectivamente, os radicais de Levitzir, de Kirue e de
Jacosson.
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A observacio feita atras, de ndo existir nilideal minimo
tDR**, permite estabelecer esta proposicao:

TeorEMA 8:—Se © é um anel com um nilideal direito semi-
~regular t, hd em © uma infinidade de nilideais direifos semi-
~regulares formando uma cadeia descendente. Visto que v=1, &
semi-regular, também (r;, R**) ==&, ¢ semi-regular. Como 8, nao
pode ser minimo contendo R**, existe 83 tal que 3; D8 DR*,
Depois, encontra-se 83083 DNR™™, etc. Vé-se que todos os ele-
mentos da cadeia contém o radical—L.

CoroL4rio 1:—Se & é um anel para o qual nado existe
radical—~K, hdé em & uma infinidade de ideais direitos e de
ideais esquerdos (em cadeia descendente) que sdo nilideais
semi-regulares. Por hipotese, com efeito, ha em & um nilideal
direito (e um esquerdo) semi-regular.

Em [(I), pag. 10], introduzimos, conforme Ko6THE, o nilideal
bilateral N, conjuntc unido (ou soma) dos nilideais bilaterais.
Saber se existe ou ndo radical R* equivale a saber se hd ou nfo
possibilidade de <mergulhar> um nilideal unilateral num nilideal

bilateral. Em [(I), pag. 11], demonstramos que ¢ condigao neces-

saria e suficiente, para a existéncia de R* que a soma de dois
nilideais direitos seja um nilideal direito. Introduzindo a nogéo de
elemento propriamente nilpotente [(I), pag. 12}, sabemos que, se
ndo existe R*, ha elementos propriamente nilpotentes a; e a, tais
que a;—ap ndo ¢é propriamente nilpotente. Entdo (a1— a)S
ndo’ é nilideal, o mesmo se dizendo do ideal (215, a2 ©), que é
soma de dois nilideais. Conclui-se também que a; & e a3 & nao
podem pertencer simultdneamente a I, Assim, quando néo existe
radical—K, ha, em &, um nilideal 2 & ndo contido em 9. Pondo
aG =%, este é nilanel semi-regular, € tem radical—K =%,
diferente do seu radical—L=—SR{. Se é be X, b¢R;, o ideal
direito P=5F, de T, é semi-regular, pois b TER implicaria
beR; (1), pag. 14]. Vése que bR T, pois a igualdade
FT=>bF daria T=HpT=0b2F=...=o0, visto que b & nilpo-
tente. Como é também b T =5ba S, estamos em presenga dum
nilideal de &, sendo a & D ba . E claro que podemos racioci-
nar do mesmo modo sobre 9P e formar ¢ P C P, etc. Assim, é
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possivel precisar, em certo sentido, o resultado expresso no coro-
lario 1, por meio deste -

TeoreMA 9:—Se © é um anel para o qual nfo existe radi-
cal—K, hd em © uma cadeia descendenfe de milideais direitos
semi-regulares da forma ¢;© D¢ ©Dc3S D ... Convém ano-
tar que a demonstragdo anterior, comegada a partir de €, esta-
belece o

Teorema 10:—Se € é um nilanel semi-regular, hd em T
cadeias descendentes infinitas de nilideais semi-regulares das
formas €2a;TDa:TD...; TOTH; DTy D ...

A questio aberta <ha ou ndo ha anéis sem radical~K?» s6
poderid dar-se, conforme LEviTzxi, uma resposta positiva, em
face dos resultados anteriores, se for positiva a resposta a esta
segunda questdo: <ha ou ndo ha nilanéis semi-regulares?>.
De facto, se a resposta a esta dltima fosse negativa, isto &, se
todos os nilanéis fossem semi-nilpotentes, © teria necessariamente

radical R* = R**. E valido o

TeorREMA 11:—Se & tem radical R* e se P € nilideal bila-
teral, o radical =K de ©/P existe e é R*/P. A demonstragio
resulta imediatamente estudando o homomorfismo &~ &/P, no
qual R* e R*/P se correspondem.

Em correlacio com este resultado, provaremos o

TeorEma 12:—Se P é um ideal bilateral semi-nilpotente
de © e se v é semi-regular, o ideal direito (v, P)/P=1", de
S/DP=C', é também semi-regular. Sejam a;,...,a. €7 ele-
mentos que geram um anel potente T [(I), pag. 5]. Os corres~
pondentes a},...,a, €t!, no homomorfismo & ~ &', geram um
anel T/ que nao pode ser nilpotente, pois, de contrario, ter-se-ia.
T"®=(o), T°SYP, Em virtude do lema 1, pois que T tem um
ntimero finito de geradores, T'® tem igualmente um nimero finito
de geradores. Entdo, como 9 ¢é semi-nilpotente, "existiria um
inteiro r tal que T°" =(o0), o que é absurdo. [Esta demonstragéo
simplifica a que foi dada em (I), pag. 13, na qual R** substitui P).
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CoroLir0 2:—Se P € um ideal bilateral semi-nilpotente,
o radical—L, de S/P, ¢ R*/P. Pelo teorema, na correspon~
déncia &~ &/P, correspondem-se de modo biunivoco completo
os ideais semi-nilpotentes de &/ e os ideais semi-nilpotentes de
& que contém P.

O teorema relativo a R, demonstrado no final da-pag. 8,
de (I), joga com os resultados acabados de estabelecer. O mesmo
se diz do corolario do alto da pag. 2 do referido volume, Podera
ser Gtil a observacdo seguinte: se P for um ideal bilateral de &,
a circunstincia de ) ser nilideal, ser semi-nilpotente, ou ser nil-
potente, arrasta a correspondéncia biunivoca entre os nilideais, os
ideais semi-nilpotentes, ou os ideais nilpotentes, de S/P e de &,
pressuposto que neste Gltimo se consideram apenas ideais que
contém P '

4) Algumas propriedades de R** —Levitzri demonstrou que
¢ condicdo necessiria e suficiente, para que se R**, que seja
sSER*, [(I), pag. 14). Tem lugar uma afirmagdo analoga
para o conjunto R, de Korue, Mais geralmente, vale o seguinte
teorema dado por Avmeina Costa, [13, § 4].

"TeEOREMA 13:~Se P € um ideal bilateral tal que 6/ D n&o

tem ideal nilpotente, é condicao necessdria e suficiente para
que a6 P, que aSEP. E imeédiato que a condigio & necessaria.
Inversamente, se aSEP, seja v o ideal direito gerado por a.
Como 1? se compde de elementos da forma B (as-{-ia) (as'-+i'a),
(s,s'6S; i, i inteiros), vé-se que 1222 SEYP. Entdo, sendo 1’
o correspondente de t no homomorfismo ©~ &/P, vé-se que
t'3=(0), t'=(0). Daqui tira-se tEP, ae¢ P, q.e.d. .

A aplicacgdo do teorema a R*™ e a M provém dos
factos de ©/R™ ndo ter ideal semi-nilpotente e /M nido
ter nilideal. .

Servindo-nos deste resultado, demonstra-se, como se viu
em [(I), pag. 15], que, dado um anel 2, de radical R*, o
anel 2, =&, composto de matrizes de grau n com elementos

Ste
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de A e com o radical R*, contém neste radical todas as matri-
zes S=/(ay), com axeR.". Também ¢ valida a proposigio
reciproca, como vamos ver, [11, § 4]

Teorema 14:—~8Se S={(ay) perfence ao radical-L, de

S =9%U., os elemenfos de S pertencem ao radical—L, de 2.
Seja B a matriz de &, obtida quando se coloca b € 2 na linha i
e coluna k, deixando iguais a zero os restantes elementos. Supondo
b e ¢ elementos arbitrarios de U, a matriz By SCq tem todos
os elementos nulos, salvo o elemento (k, k), que se reduz a ba,c.
Assim D=35Bn SCu=(basc,..., basc) é uma matriz dia~
- .

gonal pertencente ao radical—L, de &. O ideal direito gerado
por D & semi-nilpotente, de sorte que, supondo i,, ..., 7, nlime-
ros inteiros e T, ..., T, matrizes de &, o sub-anel de © gerado
pelos elementos

DT,4+i,D,....DT,+i,D (1)

é nilpotente. Escolhamos, em especial, como matrizes T;, matri-
zes diagonais de elementos iguais a #;& 2. As matrizes (1) serdo
igualmente matrizes diagonais com elementos diagonais, dados,

respectivamente, por

dfl-]—lfld,---'dfp'l"'ipd’ (d:bar'sc)'

O sub-anel de & gerado por estes elementos serd nilpotente.
Entso serd nilpotente o sub-anel de U gerado por um nimero
finito de elementos do ideal dé 2 gerado por d, de sorte que
esse ideal é semi-nilpotente. Da condi¢do de ba:.c pertencer ao
radical—I, de 2, e de ¢ ser arbitrario, tira-se que ba,, pertence
ao mesmo radical, e, por dltimo, que a.s pertence ainda ao radi-
cal—L, de 2, pois b é igualmente arbitrario.

OBSERVAGK0:—Se existe elemento um em 2, existe elemento
um = ¢S, Um resultado estabelecido em [(I), pag. 40] prova
que, supondo AES, se tem neste caso R = [R", AU]. Os ra-
ciocinios acabados de fazer demonstram, em seguida, a igual- -
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dade R = ‘Zke,-k [R7, A}, na qual figuram as matrizes unida-
des eneS.

Terminaremos este §, enunciando duas proposicoes relativas
ao radical—L, em correlagdo imediata com os resultados expres-
sos nos teoremas 5 e 8, [13, § 4].

TeoreMa 5/:—Se, num anel O, forem diferentes os radi-
cais—L e SR, ndo pode haver ideal direito semi-nilpofente
minimo tDR, sempre que R se¢ja nilpotente.

TeoreMa 8':—Se, num anel S, for valida a condicdo de
minimo para os ideais bilaterais contidos em R, ou R € o
radical—L, ou hd entre R e R* uma infinidade de ideais
direitos semi-nilpotentes em cadeia descendente.

5) 0s radicais superior e inferior.—Regressemos ao con-
junto unido M. Baer, (2], diz que um ideal bilateral P, de S, ¢é
um ideal radical, se for nilideal e se &/ nao tiver ideal direito

nilpotente. Conforme o teorema 13, podemos dar este enunciado,
[Auuea Costa, 11, § 5]:

TeoremMa 15:—~E condigdo necessdria e suficiente, para que

um nilideal bilateral P seja ideal radical, que §) se componha
de fodos os elemenfos ae S para os quais existe um inteiro 3,
dependente de a, fal que (a®)°EP. A condigdo & necessiria.
Se P ¢ ideal radical, seja a ¢ S um elemento tal que (a&)°E C):)
No homomorfismo &~ &/P=GE', o correspondente de a é a’,
tendo-se (a'©')°=(0), a'’S' =(0). Logo é¢ aGED, e aeP.
Por outro lado, para cada ae P, ¢ aSED.
' A condigio € suficiente, Realizada a condigso, suponhamos
a’e &' um elemento gerando um ideal direito nilpotente. Sera
também a' &' nilpotente, com (a'®')°={(0). Nesse caso
(aG)°ED, aeP e a’=0. Nio ha em & 1dea1s nilpotentes
e P ¢ ideal radical. )
Cororirio 3:—~Se P é um ideal radical e se (a &)’ P,
tem-se aOEYP. Sob esta forma, o corolario resulta, de facto,
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do teorema anterior. Ele ndo & mais, porém, do que um caso
: g9
particular deste

TeorEMa 16:—Se P é um ideal radical e v é um ideal
direito tal que t° S, tem-se tEP.

TeorEMa 17:—RN ' é o conjunto umdo de todos os ideais
radicais e é um ideal radical.

De facto, todo o ideal radical estd contido em R e este €
um ideal radical. Também podemos dizer que N é a soma de

todos os ideais radicais, -

A nocao de N, como conjunto unido dos ideais radicais,
opde-se a da intersecgdo £ dos mesmos ideais. Vamos ver que £
¢ ainda um ideal radical. No homomorfismo &~ &/L=0C/,
suponhamos que se tem r—t'D(o), t'°=/{(0), e portanto,
t°S L. Entao ©° pertencera a todos os nilideais bilaterais P
tais 'que ©/P=G&" ndo tenha ideal direito nilpotente. Da con~
dicao r>S£ P concluia-se "% = (0), [t" & correspondente de t
em G~ &"], t'=(0), tE£P. Visto que ¥ estaria em todos os
P, estaria em L. Seria r' = (o), contra a hipotese. Vale, pois, o

Teorema 18:—A inferseccdo £ dos ideais radicais é um
ideal radical. ‘

Bagr chama a M= U (S) radical superior e a =L (&)
radical inferior do anel &. O radical—L é um ideal radical, o
mesmo se dizendo do radical—~K, se este existir.r O anel
cociente S/ tem os dois radicais, superior e inferior, iguais
a (o). No geral, porém, os dois ideais radicais sdo distintos.
Baegr, [2], deu, com efeito, um exemplo de nilanel sem ideal
direito nilpotente, contendo um nilideal bilateral que ndo ¢ ideal
radical. Por um lado, neste exemplo, sendo (o) um ideal radical,
& L{G)=(0)+ U(S)=N; por outro, mostra-se que um nilideal
bilateral compreendido entre os radicais supenor e inferior ndo é
necessariamente um ideal radical.

Nesta ordem de ideias, suponhamos L (&)SME U (S).
sendo N ideal bilateral. Vé-se imediatamente que o radical supe-
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vior de ©/M & N/M. Se M for ideal radical, o radical
inferior de &/M ¢ (o), como se verifica pelo facto de (o) ser
_ideal radical. Eis aqui duas proposicGes relativas ao radical
superior.

TeorREMA 19:—F condi¢do necessaria e suflciente, para que
o radical—K exista e seja igual ao ideal radical T, que &|T
ndo tenha nilideal. De facto, nesse caso, todo o nilideal uni~
lateral de & esta contido no nilideal bilateral T [{I), pags. 10
a 12},

CoroLirI0 4:—~Se T é um ideal radical de & e se fodo o
ideal direito *(o) em &/T contém um ideal dieifo minimo, T
€ o radical superior de & (radical—~K), o qual contém todo o
nilideal de &. Este enunciado de Bakr ¢ consequéncia do teo-
rema, pois’que todo o ideal direito de ST possui idempotente
e ndo pode ser nilideal.

6) A condigio de maximo—O estudo sistematico dos anéis.

sujeitos & dnica condicio de maximo ndo foi feito em (I). Essa
" -condigdo parece deixar, de facto, maior liberdade a teoria, quando

comparada com a condicdo de minimo, largamente desenvolvida -
em (I), Cap. 1v. Nesse Capitulo, pags. 83 e 84, demos a impor-~’

tante proposicdo seguinte, sobre médulos relativos a anéis com
condiciio de:maximo ou anéis—O: se & é um anel com condicdo
de base para ideais direitos, um mddulo finito M, relativo a &,
. € um mddulo com condigdo de base. '

No caso dos. anéis, a equivaléncia entre a condicdo de base
¢ a condigio de maximo de Artin pode por-se sob o aspecto
que vai ver-se. Suponhamos realizada a condicfio de maximo ou
de cadeia ascendente para os ideais direitos dum anel & contidos
num ideal direito N. E facil de ver que fica garantida a exis-
téncia duma base finita para qualquer ideal direito tEN, De facto,
dado v, seja ajer. Se o ideal direito gerado por ay verifica a
relagio (aj)=r, estsa provada a afirmacdo para v. Se ajer,
mas a,¢(ag), o ideal direito gerado por a; e'j as é tal que
(a1)C(ay,a3). O raciocinio prossegue, se para isso houver
lugar. :
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A condigdo ascendente limita a cadeia (a;)C(a;,a;)C. ..,
pelo que chegamos a ¥ =(ay,...,a,). Podemos enunciar o

Teorema 20:— A condicdo de cadeia ascendente para os
ideais direitos dum anel &, contidos num ideal direito N do
mesmo anel, é equivalente & condicdo de existéncia duma base

‘finita para cada ideal direito contido em . Resta demonstrar

que a condigdo de base ‘implica a condi¢dio ascendente. Dada a
cadeia r1Ev35 ..., de ideais direitos contidos em Y, o con-
junto unido £, dos r;, & um ideal direito contido em RN,

Pondo £=(ay,...,a.), & por ex, ar€t:,...,a.et, . Su-

= ] - - - - C .
pondo ix o maior dos indices i;, vé-se que £Ev;,, e, portanto;
L£=1t;, =%, ,=..., como se afirmou.

Em Levirzki, [7], adoptam-se, em correlagdo com os racio-
cinios acabados de fazer, as seguintes notagdes e terminologia:
(21,...,a.) representa o ideal bilateral (ou, simplesmente, ideal)
gerado pelos elementos a; e &; (ay,...,a.), representa o ideal
direito e (ay,...,a,), o ideal esquerdo gerado pelos mesmos
elementos; em seguida, se for {a;,...,a,),=(a1S....,a,S),
diz-se que os a; formam uma base propria direita do ideal direito
em questdo; se for (ai,...,a.),=(Da1,...,Ba,) o ideal
esquerdo tem uma base propria esquerda: e, finalmente, se for
(at,e...a,)=(6a;18,...,8a,8), diz-se que o ideal tem uma
base propria. '

O tomo 1.° desta obra, publicado em 1942, teve a desig-
nagéo, como dissemos, de Grupos abelianos e Anéis e Ideais ndo
comutativos. Ali se encontra, a pag, 156, a demonstragdo de que,
nos anéis—Q, o radical SR ¢ nilpotente. A este respeito ¢ valida
esta proposi¢do mais geral.

Teorema 21:—A condicdo de méximo para os ideais bilate~
rais nilpotentes dum anel & arrasta a nilpoténcia de R. Seja a
um -ideal bilateral maximo nilpotente. Ele contém todos os
ideais bilaterais nilpotentes, pois que, se, para um tal ideal ay,
fosse a, ¢ a, seria (@, a;)=5b um ideal bilateral nilpotente maior
que a. Dada uma raiz r e R, ela gera um ideal bilateral nilpotente.
Ter-se-a rea, e, portanto, SR Eqa ¢é nilpotente. E a :‘ERf
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Ao lado do teorema anterior, seria de colocar uma afirmacéio
andloga respeitante a R**. Na verdade, porém, apenas sera
demonstrada a proposi¢do correspondente, exigindo a condicdo
de maximo para os ideais direitos semi-nilpotentes (teorema 23).
Os raciocinios que véo seguir-se séo devidos a Levirzxi, [6].

A -proposicio mais importante sobre o assuato em questdo
€ a sequinte:

TeorEMA 22:—A condicdo’ de méaximo para ideais direifos e
esquerdos de & arrasta a nilpoténcia de cada sub-nilanel de &,
A demonstraggo assenta sobre dois lemas que vamos tratar.

Lema 3:~ 8Se & ¢é um anel qualguer ¢ T um sub-nilanel
semi-regular de T, existe um elemento ae'T, tal que: 1) P—=
=aT, £=Ta, PGS, SLsdo semi-regulares; 2) TSDOPS,
ST O GR: 3) os ideais esquerdos 1y e ny, definidos pelas
relagbes n T ER*™, n; PER™ verificam a relagdo ny Cny;
4) os ideais direifos viery definidos pelas relagdes Tty S R*,
Ere SR verificam a relacdo v{Cry; 5) o ideal esquerdo ns.
e o ideal direito v, sdo semi-regulares. Visto que T é semi-
-regular, serd superior ao seu radical—L =R, Vamos provar

que qualquer elemento ‘de T ndo pertencente a R, é um ele-

mento a satisfazendo ao lema, O ideal direito B=a'T, de T,
nao € semi-nilpotente, pois isso implicaria 2 ¢ R |, como sabemos.
O mesmo se diz de £="T a. Por isso, os dois ideais de T sao
semi-regulares. No estudo do homomorfismo T ~'T/R;, ao
ideal P corresponde P’'+(o). Sera também P'?%(0), visto.
que o anel cociente nio tem ideal semi-nilpotente, Nessas con-~
digdes, ha elementos de P? ndo pertencentes a Ry, e o ideal P?
ndo ¢ semi-nilpotente. Como P2EP &, segue-se que este dltimo
¢ semi-regular. O mesmo se diz de GL. Passando a 2), vé-se
que ndo pode terse TS =P S, pois esta igualdade arrastaria
TG=aTG=...=a"TS=(0), contra o facto’'de P& ser
semi-regular. O mesmo se diz da outra relacdo 2). No tocante
a 3), tem-se n; PEn; TER*, de sorte que 1y En,. Para se
concluir 1; Ty, basta encontrar um elemento de 13 que néo
pertenca a n;. Como se supds a* =o. e se admitiu aT¢ R,
segue-se que a'l' ¢ R** [de contrario qualquer nimero finito de
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elementos de a'T geraria um anel nilpotente] e que existe um
inteiro k satisfazendo a 1< k<r, nas condigbes seguintes:
ak~1T¢R™, a*r—1P=a*TER*™. Daqui se conclui
ak—len,, a*~'¢n;, como se deseja. E claro que, relativa-
mente a 4), o caso trata-se como 3). Finalmente, pelo que res- -
i i 2 R* na d igual a R**, porque o
peita a 5), o ideal ny2 nao pode ser igual a . porq
elemento a*—! ndo pertence a este tltimo. O mesmo se diz de r3.

Lema 4) (TeorEma 4') ®:—A condicdo de méximo para os
ideais direitos de & que contém R** arrasta a existéncia de R*
e a sua semi-nilpoténcia, assim como.a semi-nilpoténcia de cada
sub-nilanel de &. Limitamo-nos a provar a 2. parte, visto que

a primeira é consequéncia dela. Se T é um sub-nilanel, imagine-
mos que ¢ semi-regular. Sabemos formar, pelo lema 3, um sub-~
~nilanel - semi-regular £ C'T, assim como os dois ideais direitos
correspondeﬁtes Iy e Uy, tais que ¥;C . Em seguida, a partir
de £, forma-se um novo sub-nilanel semi-regular N C £ e con-

sideram-se os ideais direitos correspondentes ¥3 e rg, tais que

‘Ts Cty. O processo continua; a cadeia £} C ¥ CrgC.. . € ilimi~

tada. O absurdo provém de se supor T semi-regular, O lema esta
provado. [Utilizar-se-ia 2), em vez de 4), para a demonstrag@o
do teorema 4|,

Passemos ao teorema. Seja T um sub-nilanel de S e consi-
deremos o produto S'T. Pode existir um elemento a; €T tal gie
n

ST =&a,. Nio sendo assim, consideremos um elemento %s,— t;,

com s5;6®, £;€'T, que ndo pertenga a © a;. Também ndo per~
tencera a G a; uma das parcelas s;¢;, de sorte que existe a,e T,
tal que Ga;C(Sa;, ©ay)SEST. Continuando, chega-se, neces~
sariamente, 2 ST =(Say,....Sa,), em virtude de ser vélida
a condigdo de méximo para ideais esquerdos. Se designarmos
por 2l o anel gerado pelos a:, vé-se que (Sag, ... Baq)s
SEAEST, o que da SAU=SET. Se, em vez de &T, consi-

derarmos o produto ©T2, estabelece-se analogamente ©&T?=

() A designagiio de teorema 4! provém da sua analogia com o teorema 4,
Levirzii, de resto, demonstra este altimo por método andlogo ao que aqui se
utiliza para o lema.
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=(GTa;,....,8Ta )=CTA'=SAW, onde A’ ¢ o anel
gerado pelos a;. O processo continua, estabelecendo-se &T* =
=GAA’.. ‘21"‘—” (k=1,2,...). Ha uma poténcia s tal
que T°=(o). Efectivamente, se fosse T*#(0), para qual-
- quer k, ter-sedia @T*2T*+! (o), para qualquer k. Seria
possivel encontrar uma concessio numeravel de sub-angis A tais
que SAA’ ... AW S (o). O lema 4 afirma que T é semi-nilpo-
tente, visto ser vélida a condicdo de maximo para ideais direitos
[é claro que aqui bastaria ainda a condigdo de méaximo para
ideais esquerdos]. Como os a;, a;, a;,...¢T, cada anel A, A
- € nilpotente, Entao, existe r >> 1 tal que

SUW ., . AB=Y(UAB) = SAW, ., U w(mth))r—l—-(o)
SUA ., At—1 (YW)e~15(0) |

Pondo % ... AN =L, vé-se que

GLr—1(AM)—15(0), GRu_ 1 (AN =SL, (g[(h))r—l =(0),
©Th= 621:—12(‘5'1'"']‘1“62;,,

de sorte que, sendo t; e Tp—y; os ideais direitos verificando
as relagges GLi_1ti1=1(0), GLuti=(0), & ty_1S1s,

(UB)r—1Ex,, (AM) —~2¢r, ;. Conclui-se, assim, a existéncia da /

cadeia infinita ¥,C...Cry—1C¥sC..., contra a hipotese do’
teorema. N&o pode, pois, supor-se T*%(0), para qualquer
inteiro A. T & nilpotente,

TeorEma 23:—A condicdo de méaximo para ideais direitos
semi-nilpotentes arrasta a nilpoténcia de R**. Se, conforme a
condigdo de méximo indicada, ay,...,a.6 R** forem tais que
R =(a R*™....,a.R*™), e se A for o sub-anel gerado
pelos a;, € YR** =R**2, Tira-se daqui AR*"* 2 =R**8 =
=T R**, AR =R*™ "I =AR**, etc.. Como A & nil-
potente, supondo A== (o), a relagio A+ R** =R**r+1 de.
mongstra o teorema,

CoroLArI0 5:~A condicdo de maximo para os ideais direi-

a * s P . s P

tos que contém R** e a condigdo de maximo para os ideais direi-
tos contidos em R** arrastam a existéncia de R* e a sua

:
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nilpoténcia. £ o que resulta da combinagio do teorema com o
lema 4.

Podemos agora enunciar a proposigic geral sequinte:

TEorREMA 24:—Se q é um ideal bilateral nilpotente de & e
se em Gfa é vélida a condicdo de maximo, tanto para ideais direi-
tos como para ideais esquerdos, todo o sub-nilanel de & é nil-
potente.,

CoroLirio 6:—~A condicdo de maximo para ideais direitos
e esquerdos de ©, contendo R, e a condigdo de méaximo para
ideais bilaterais contidos em R garantem que todo o sub-nilanel
de & ¢ nilpotente.

CAPITLILO X1V
“© radical de Jacobson

1) [Introdugfio—As diferentes nocdes de radical dadas em (I)
ndo levam a um anel cociente cuja estrutura possa ser estudada
em geral. N. Jacoesown, [5], em seguimento de ideias devidas a
S. Peruis, {1] e a R. Baer, [2], deu uma no¢do de radical que
vai ser analisada em detalhe neste Capitulo e que leva a um teo-
rema bastante satisfatério gquanto & estrutura do anel cociente
correspondente, como mais tarde se vera. .

O radical de Jacoeson, ou radical—], contém sempre os
radicais R, R*™ e R*, se este iiltimo existe. Os teoremas que

" provaremos aqui tém bastantes analogias, quanto @o enunciado,

com os que ja foram expostos em (I), sobre o radical—L. E por
isso que serd adoptada a nogdio R, para significar radical—].

2) Defini¢Zo do radical—] —~Dado um anel arbitrario &, se
be®, diz-se que b é quase-regular direito quando existe b'¢ & veri~

-ficando a igualdade

b+4+b' +bb =0, (1)
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Esta definicdo torna-se mais natural se observarmos que, no caso
de existir em © elemento um =—u, é condicio necessaria e sufi-
ciente, para que b seja quase-regular direito, que exista b’ de
modo a ter-se

{a4b) (z-4b')=u
'O elemento b', que figura em (1), diz-se quase-inverso direito de b,

Teorema 1:—F condicdo necessdria e suficiente, para que b
seja quase-regular direito, que o ideal direito (x + bx), onde xeS
é arbitrario, seja igual ao anel S. Com efeito, se (x+bx)=0,
existe b’ e & tal que b’ + b b’ =— b. Reciprocamente, se existe b’
tal que (1) é verificado, tem-se

bbb, belx+tbx), bxe(xtbx),
x=x-+ bx——.bx e{x-+ bx},

Um ideal direito v diz-se quase-regular direito, se todos os
seus elementos forem quase-regulares direitos. No que vai seguir-se,
sio faceis de reconhecer as analogias entre R,, e R**, referi-
das na Introdugéo, substituindo a designagédo de ideal quase-regu-
lar direito pela de ideal direito semi-nilpotente, _

/

Dio-se definicBes analogas de elemento quase-regular es-
querdo, de quase-inverso esquerdo de b e de ideal quase-regular
esquerdo,

TEORI;:MA 2:—Se b tem um quase-inverso direito b’ ¢ um
quase-inverso esquerdo b”, é b’=Db" e bb’=D>b'b. Por hips-
tese, valem as igualdades '

b+b'+bb=o0, b4-b"4-b'b=o0.

Delas tira-se

"= (b B BB+ B (b b+ bb) =
=b' - (b+b"+b"b)+(b+Db"Fb"D) b =0,
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Portanto, tem-se
b+b 4 bb =0, b+b' +bb=o, e bb — b%

Um elemento b, como o do teorema anterior, diz-se quase~
[
~regular e b' =b" diz-se o seu quase-inverso.

COROLARIO 1:—Todo o ideal quase-regular direito (esquerdo)
¢ composto de elementos quase-regulares. Os respectivos quase-~
~inversos pertencem ao ideal. Se t é o ideal em questdo e se
b'"er, tem-se b + b+ b"b=0, para um certo b, Como —b—
=b"1b"ber, segue-se que b tem quase-inverso b’er. Deste

modo, & tem quase-inverso direito e quase-inverso esquerdo em ¥,

pelo que ¢é quase-regular. O seu quase-inverso & b7 =5,
A situaggo de b” e de b ¢ reciproca, pelo que 5" & também
quase-regular, como afirma o corolario.

TEOREMA 3:—Se a é quase-regular direito e ber, sendo t

quase-regular direito, a soma a-b é quase-regular direita.
Tem-se

ata' +aa'=o, b+ ba'er.

Por hipétese, b+ ba’' tem gquase-inverso direito ¢', de
sorte gue

(b+ba) 4o+ (b4 ba') o' =
Entéo ¢, como se deseja,
(a+b)+(a'+ov'+a'o)+(a+b)(a +v' Fa'v)=

De facto, o 1.° membro pode escrever-se

(a+a'+aa) - [(b+ba') + o/ +(b+ ba)o'| 4
+(a+a’+aa)o’

que € uma soma de parcelas nulas.

Corovririo 2:— A soma de dois ideais quase-regulares direi~-
tos é um ideal quase~regular direito,

8
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TeorEMA 4:—Se za tem o quase-inverso direito v', az fem

. + B | J—

o quase-inverso direito — az— av’z, Supondo za{-v'4zav'=
— o0, tem-se, com efeito,

azt(—az— av'z)faz(—az—av'z)=
=-a(zatv'4+zav')z=0.

"CoroLirio 3:—~Se &b é composto de elementos quase-
~regulares direitos, os quase~inversos direifos pertencem a ©b.
Os elementos- da forma sb, {(se€&), t8m quase-inverso direito.
Pelo teorema, bs tem quase-inverso direito bf, de sorte que, -
ainda pelo teorema, o quase-inverso direito de sb é —sb—
—sbtbeSb. _ .

CoroLirio 4:—Q ideal esquerdo ©b, composto de elemen-
tos quase-regulares direitos, é um ideal quase-regular esquerdo.
De facto, se ae S b _tem quase-inverso direito a’ e ©b, segue-se
que a’' tem quase-inverso direito a”. Entdo, como a é quase-
-inverso esquerdo de a’, conclui-se que a=a", assim como
aa'=a'a. O elemento a’ é quase-inverso esquerdo de a, o que
prova o corolario.

TEoREMA 5:—Se t é um ideal quase-regular direifo, o ideal/
bilateral Gt é quase-regular esquerdo e direito. Seja Ls;a;,
com s:63, a;et e (i=1,2,...,k), um elemento de Sr.
Tem-se s;a;¢Sa;. O elemento a; s; 6t é quase-regular direito.
O mesmo se diz de s;a;, de sorte que os ideais esquer-
dos ©a;., compostos de elementos quase-regulares direitos, sdo
quase-regulares esquerdos. O ideal esquerdo soma,

n:(eal, vy 63}:)'

¢ quase-regular esquerdo. Como X s;a;en, fica provado que &r

:

& quase-regular esquerdo, Os seus elementos sdo quase-regulares

direitos (coroldrio 1), e como se trata dum ideal direito fica pro-
vado o teorema.

TeorEMA 6:—Q ideal bilateral (v, Sr), gerado pelo ideal
quase-regular direifo t, é quase-regular direifo e esquerdo.
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Como t ¢é guase-regular direito, os seus elementos (corolario 1)
sdo quase-regulares esquerdos. Visto que St é quase-regular
esquerdo, um elemento do ideal bilateral, pelo teorema 3, é
quase-regular esquerdo. Por outro lado, o ideal bilateral é soma
de dois ideais quase-regulares direitos.

Dos raciocinios feitos, resulta poder dar-se a seguinte

DEeFinigio :—Diz-se radical de Jacoeson, R,,, dum anel
arbitrario ©, o conjunto unido dos seus ideais quase~regulares
direifos ou dos seus ideais quase-regulares esquerdos ou dos
seus bilaterais quase-regulares.

De futuro, usarenios a designagéo‘ de ideal direito (esquerdo)
quase-regular, em vez de ideal quase-regular direito (esquerdo).

3) Algumas propriedades do radical —Um. anel & diz-se
anel radical, se for igual a R,,. Jacosson utiliza a designacao
de semi-simples para significar anel para o qual R,.=/(o).
Para nos, porém, um anel semi-simples teve sempre, até aqui, o
significado que lhe foi atribuido em (I) (1).

Utilizando a definigdo de anel radical, podemos verificar que
sio equivalentes as 3 propriedades segquintes, dum ideal direito
quase-regular ¥, supondo que uma delas tem efectivamente lugar:
1) um nimero finito.de elementos de r gera um anel radical;
2) cada -elemento de t gera um anel radical; 3) o quase-inverso
direito de cada elemento zer tem a forma duma soma finita
Z'=r+z". :

E imediato que 1) arrasta 2).e que 2) arrasta 3). Passa-se,
também, de 3) a 2), muito facilmente. Por fim, admitamos 3) e
demonstremos 1), Sejam zy,...,znm6%t. O anel gerado pelos z;
compée-se de elementos Z=Zr+z;, ... Ziy - Visto que Z tem o

() E hoje comum, a uma dada definigio de radical, fazer corresponder a
designaciio de semi-simples, para um anel de radical nulo; e a designagao de anel
radical, para um anel igual ac seu radical.
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quase-inverso direito da forma T+ Z°=3[+(Z+tz, ... 7))
conclui~se que o referido quase-inverso pertence ao anel gerado
pelos z;. Podemos fixar, pois, o seguinte resultado [ALMEIDA
Costa, 13, § 7]: '

Teorema 7:—FE condico necessdria e suficiente, para que
fodo o conjunto finito de elementos dum ideal direito quase-
~regular t gere um anel radical, que o quase-inverso direito de
cada elemento z 61t seja da forma T4 z°.

Nota¢oEs :—Para simplicidade da exposicio, observemos o
seguinte: 1) o anel cociente S/R,, sera representado sempre
por &; 2) se a6®, o sen correspondente em &, por via do
homomorfismo & ~ &, representar-se-d por a; 3) dado 2e¢®,
a significara também um elemento qualquer da classe a + R,y
4) os simbolos a’, @', etc. significardo quase-inversos direitos
de a, 2, etc.; 5) o correspondente dum ideal v, de &, no citado
homomorfismo, designar-se-a pelo simbolo T.

Teorema 8:—Sejam a,be& e suponhamos v=a-}b+}
+abeR,,; entdo a é quase-regular direito. De facto, de

o=v+4v'+ v/ =(atbtab)+o+atbtab)e'= /

=a-+(b+v'+bv')ta(bt+v +bv), /
conclui-se que b~+v’' 4 bv' é quase-inverso direito de a.

CoroLArIO 5:—~No homomorfismo S~ &, se a é quase-
~reégular direito, a € quase-regular direifo, e feciprocamente,
Supondo a+a’+aa’'=o, tem-se também 24 altaal=o.
Conclui-se, assim, que a/=2a’, Inversamente, se @ +-a'+aa' =
=0, é : .

v=at+b}tabeR,,.

supondo que b tem @’ como correspondente. Entao, ae quase~
~regular du_'elto.

I3

Cororirio 6:—LIm ideal direito quase-regular t fem um
correspondente T que é quase-regular, e reciprocamente.

;
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CoROLARIO 7:-—-0 anel & néo tem radical de Jacosson.

Tomemos um elemento nilpotente beS. Supondo br=o,
vé-se que

b [—b+bi—, .. (—1)—ipr1] +
Fbl—b+bF ... F(—1)—tb—t]=o.

Os elementos 'nilpotentés séo, pois, quase-regulares. Todo o
nilideal ¢ ideal quase-regular, de sorte que se tem

TeorEMa 9:— O radical de Jacosson contém todos os
nilidears,

O teorema 13, do § 4, do Cap. anterior, aplicado ao radi~
cal—/, permite o seguinte enunciado:

TrorEMA 10:—E condi¢do necesséria e suficiente, para que
a6 R,y que sefa aBSER,,.

Basta, mesmo, que SaSER,,, para se ter ae R, . De facto,
se o ideal direito gerado por a é v, tem-se 13ESaBER,,.
Na correspondéncia G~ &, & ; T5={0), T=(0},tER v, 26 R 1x-
Assnn :

TeorEMA 11:—E condicdo necesséria e suficiente, para que
aeR,,. que seja GaC‘)‘:%“.

Dado um ideal biIateral quase-regular 4, podemos pensar
em destacar, de entre os ideais direitos quase-regulares, aqueles
ideais r para os quais tenha lugar

1'): existe um inteiro o tal que t°Saq,

No homomorfismo S~ S/a=G&’, r tera um correspon-
dente 1’, que sera nilpotente. O conjunto unido dos ¢’ levara ao
radical vulgar R’, de &'. O conjunto unido dos t levara a um
ideal bilateral R[a]. Tem-se R'=R[a]/a. Designando por
quase-nilpotente, relativamente a a, um ideal ¢ com a proprie-~
dade 1’), a teoria dos ideais quase-nilpotentes reduz-se & teoria
dos ideais nilpotentes de &/f«a.
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Ha, analogamente, uma teoria de ideais guase semi-nilpo-
tenfes, relativamente a a, considerando os ideais r com a pro-
priedade

2'}: cada conjunto finito de elementos de t gera um sub-
-anel ©;, de G, para o qual existe um inteiro ¢ tal que S7Ea.

Define-se, entdo, um radical de Levitzei R** [a], que ¢ o
conjunto dos ideais direitos (esquerdos ou bilaterais) quase semi-
~nilpotentes, relativamente a a. O radical R**/, de &/a, verifica
a igualdade R**'=R** [a]/«a.

Uma teoria de guase-nilideais, rélativamente a a, obtém-se
considerando os ideais r com a propriedade

3'): para cada rer, existe um inteiro ¢ tal que r°ea.

O radical de Kétue R [a] define-se como o conjuato unido
dos ideais bilaterais quase-nilideais, relativamente a «, se esse con~
junto contém os ideais unilaterais quase~regulares que sejam quase-

~nilideais, relativamente a a. Nesse caso, tem-se R*' =R*[a}/a=

==radical de Kotue de &/a. E claro que, se R*[a] existe, ¢

RIER*[ER*[l. @)

Nesta ordem de ideias, levanta-se também o problema de"f

considerar os ideais direitos t com a propriedade

"4'}: para cada aer, existe a’ tal que a-}-a'4aa’ea.

Sabemos que t ¢ ideal direito quase-regular de ©. O estudo
dos ideais t & o estudo dos ideais direitos quase-regulares de &/a.
O radical de JacoBson deste filtimo anel ¢ R, ,/a, de sorte que,
em ©, se define, pelo conjunto unido dos ideais ¥, precisamente
o radical R, =R,,[a], Na hierarquia (2), R,, ¢ colocado a
direita (1), FR

Se estiverem em jogo radicais—J de diferentes anéis S, U, .. .,
poderemos utilizar as notagdes R ,, (S), R, (A),... para os

(I a fol suposto ideal bilateral quase-regular. Se fosse nilideal, concluiria-
mos entio R*=R*[a], desde que se admitisse a existéncia de radical—K
para G/a.
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distinguir. Supondo © =2, o anel de matrizes do grau n com
elementos de ?l, tem lugar este

TrorEMA 12:—E condicdo necessiria e suficiente para que
uma matriz S = (ay) pertenca ao radical R,, (U,), que os ele-
mentos ay pertencam ao radical R, (U).

A condigio ¢ suficiente. A demonstrac¢iio de Jacosson assenta
sobre o seguinte

Lema 1:—~Supondo ty, €U quase-regular direito, a matriz (ty),
em que apenas se supGem diferentes de zero os elementos da
primeira linha, é quase-regular direita.

Visto que o ideal direito (x+ t11x) € igual a %, ponha-
mos, se j>1, t,,teut; =—¢,. Facilmente se verifica que a
matriz (t )., em que apenas sdo dlferentes de zero os elementos
da 1.2 hnha, & o quase-inverso direito de (¢, ).

Demonstrado o lema, consideremos as matrizes cuja primeira
linha é constituida por elementos pertencentes a R, () e cujos
restantes elementos sdo iguais a zero. Obtém-se um conjunto que
forma um ideal direito quase-regular t;. Tratando analogamente
as outras linhas, chega a concluir-se que-o anel das matrizes de
grau n com elementos pertencentes ao radical de U verifica as
relagdes

(g{n‘)n =1+.. 'l_rng g{-\‘-ﬁ (Q'[n)-
que demonstram a suficiéncia da condiggo.

A condigio ¢ necessdria. Seja S=(aun)eR,,(2A,). De-~
signemos por B;; a matriz de 9l, obtida quando se coloca b na
linha i e coluna j. Entdo, supondo b e c elementos arbitrarios
de 2, a matriz B, S C, tem todos os elementos nulos, salvo o
elemento (k, k), que se reduz a ba,,c. Assim,

D=ZBkrS C:k=(barscr ey bar;?c)egt-i-% (Q’lﬂ)
k

¢ uma matriz diagonal., Se for D’ o seu quase-inverso direito,
ponhamos D’'=(f%). A condigo D4-D'+DD!'=0 mostra

que se tem bamc—l—f —]—ba,,cfn-—o. Por isso, o elemento
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d=ba.,c tem % como quase-inverso direito. Visto que ¢ ¢é
arbitrério, mudemos ¢ em ct+4ci, (£, i =inteiro). O ele-
mento df+di é quase-regular direito e o ideal direito gerado
por d ¢& quase-regular. Serda de R, (A). Do facto de se
ter baste R, (A), tirase ba, USR,,(A), pelo que
ba., € R (U). O mesmo se diz de fa,,, e, portanto, de ass,
como se queria provar, '

As propriedades que vdo seguir-se fazem intervir idempo-
tentes. Sequimos ArLmeipa Costa, {13, § 71.

Seja € um sub-anel de & composto de elementos quase-~
~regulares direitos. Se be <, ¢ bIEF, bFTEDHF—1X. Se, para
um certo inteiro k, a igualdade pudesse ter lugar, existiria te T
tal que &%= b*¢. Designando por ¢ o quase-mverso de — ¢,
concluia-se

bE—bktt b* ¢ — bkt = 0= b* + bF (— £ + ¢ — ¢£') = bE .

Vale, pois, este

Teorema 13:—Se € é um sub-anel de & composta-de ele~ K

menfos quase-regulares direifos e se be‘?., ou é b**TDObkF
ou é bk=o, -»"

Cororirio 8:—Um sub-anel composto de elementos quase-
~regulares direifos ndo possui idempotente.

Um idempotente e.pode ser quase-regular, Num corpo de
caracteristica F 2, consideremos a equacio 2u.x=—u. Se for
! .
x=u', é

vt+2eu'=utu tuu' =o. .

TEeorEMA 14:—~Se x é um elemento dum ideal direifo quase~
-regular v/, de eSe, x pertence a R,,. Com efeito xSe=
=x.eSe ¢ um ideal direito quase-regular de ‘eGe. Os -ele-
mentos xae, (ae®), sdo quase-regulares direitos. Escrevendo
xae—uxa.e, sabe-se que e.xa=uxa é quase-regular direito.
Sera x ©@&N,,, e consequentemente, x & R,, .
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CoroLirro 9: ~O radical R,,, de eSe, & igual a eR,,e.
Sej’a x6 “:R“. Entao xeR,,, exe=xeeR,,e, e, portanto,
R,.Ce R,ee. Como este tltimo & ideal bilateral de e Se, com-~
posto de elementos quase-regulares de &, o corolario fica provado
se’ houver quase-inversos desses elementos pertencentes ao ideal.

Supondo aceSe ¢ aa’'+aa’=o0, como se tem a—ea—

=ae=eae, vése que eaetea’'eteaa'e—=a-teaet

'+ aea’e=o0, de sorte que podemos supor a’=ea'e, como

se quer.

~ Consideremos uma decomposicao de Peirce [{I), pag. 16]:
C=eU+VBVe+JF+eSe. Se x pertence a um ideal direito

quase-regular t”, de J, sabemos que, pondo, conforme a igual-

'dade anterior, s=ea-tbeti-lese, (i65,...), se tem xs=

—=xbe+txi=x(bet+i), Como (beti)x=ix e como o ele-
mento xi é quase-regular direito, seque-se que (be-i}x &
quase-regular direito. O mesmo se diz de x(be-i)=xs.
Assim, xS ER,, e xeR,,. Daqui o sequinte

TEOREMA [5:—Se x € um elemento dum ideal direito quase-
~regular t" de 3§, x pertence a R,,.

CoroLirio 10:—O radical Ry,, de 3, é igual a [3, R.].
Verifiguemos apenas queé, dado a pertencente i intersecgdo, e tal
que a+a' +aa’=a-ta'+a'a=o, ¢ a'e3. De facto, tem-se
ea+tea'+eaa’—aeta'et-a'ae=o, e, como ea=ae=—o,
é também ea’=a’e=o, o que caracteriza a’ como elemento

de Q.

Os restantes teoremas deste § seguem ainda as generalidades
do Cap. 1, de (I).

Teorema 16:—O radical—] dum anel regular é nulo. Se ae S,
existe x6& tal que axa=a [(I), pag. 32]. Entdo, suponha-
mos a€R,.. Se supomos ato, da relagio ax.ax—=ax con-
cluimos que axeR,, é um idempotente +o. Este resultado é
absurdo [corolario 8).
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Tomemos agora um anel S com n? matrizes unidades [(I),

pag. 37]. Se 2 representa o anel de elementos comutaveis com
as referidas matrizes, é valido o

TeorEMA 17:—~O radical—], de U, é [UA, R,,], se R, é
o radical—] de &.

Representando por ex. (i.k=1,2,...,n), as matrizes uni- .

dades, ponhamos &= ZQlem. Pelo teorema 12, sabemos que

Raxx =1L R, en onde ERH ¢ o radical de 2. Para se ver

1,

i’
que R,,ER,., basta ter em conta as relacdes

1
€rk gﬂ; € — ‘«:R“ Erk.

i ’
gt-w-% Crk = 9{“ =% €k g{w ens g{-l-l .

Entdo ¢ R,.E[A, R,.]. Como este tltimo ¢é ideal bilateral
de A, o teorema fica estabelecido, provando que ele é quase-
-regular em 2. Tomemos as[2A,R,,]. Se «'=1Da;; ey, (a;eAU),
for o seu quase-inverso direito tem-se
«X ekk"l"zarjeij‘l— Dugze;==o0,
k iJ . i

i

Tira-se daqui « -+ oy -+ a ey =0, de sorte que o quase-inverso de a4
q q q

pertence a 2. Isto significa que deve ser a;=o0, se i$j, o que
efectivamente se verifica, pois o + ¢y + aay =0, (t+ a)a; =0,
e, portanto,

(a4 @)= (u 4 0) ey = ay =o.
Continuando a supor & o anel do teorema anterior, tem lugar o

TeorEMA 18:—O anel E=G/R,, é o anel completo de
matrizes com elementos de U =1(A, R,,)/R.x. De facto, no
homomorfismo &~ &. os ez tém os correspondentes i, Como
ndo pode ser ex 6 R,,, visto que isso implicaria epen=-ey e R,
as n® matrizes unidades ey sdo diferentes de zero, Também nao

pode ter-se ex=—e;x, a ndo ser que i=j, k=m, pois a igual-
dade daria

(eik_ejm)eg{.uan (eik _"ejm) ep~—eyt g{.\q& ’
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se m+ k. Supondo m =k, a igualdade
enlen—en)=ene Ry

levaria a2 um absurdo, salvo se j—ul, caso em que eg==€j,.
6 admite a representacdo

GS=zUe
ik
em que os elementos de A comutam com os es e estes dltimos

sdo independentes. Para verificar esta dltima afirmacgdo, escre-
vamos

O teorema fica, assim, demonstrado. Pode precisar-se, de resto,
que ¥ contém todos os elementos comutaveis com os &4. Se @ &
um tal elemento, pondo

tem-se

e, portanto, para i=j, k=r, &;=a,. Fora disso, é dy==a.,=o.
A expressio de @ toma a forma

a=Da&;8;=ZLad;=daléy=a,
J S F
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4) Sobre um problema de Baer-Levitzki—Seja Q um’ ideal
bilateral quase-regular e suponhamos § S um ideal direito com
uma base finita: §==(b4,...,5,). Em virtude de ser 8Q =4,
imaginemos 8 QX = 8. Para cada beg tém-se, entdo, duas expres-
sOes distintas:

b=Zba;+Tb;n;, (e, S, n;=inteiro),

b= % bizy, (zre Q).
E=1

Em particular, ¢ b;=2Xbyz;. Se —z; tem o quase-
~inverso 24, conclui-se b,=b,+ b, (—z,+z;,—z,z,)=(b,—

—b,z)4-(b,~—b,z,}z;. Ora, sendo bl—b1z1=£}bk Zh, vem
. 2 .

imediatamente

b1=§bkZk+§kakz;=§bg(Zk+zkz'l).

Isto prova que b; pode eliminar-se na base de 8. O raciocinio.

prosseque. Depois de se chegar a concluir que §=1(6, )d, pondc';
b,=b,2z,, & em segu1da, ‘como anteriormente, b,=b,-}
4 bou(— 2ot 2, —2.2,) = (b — b, z,.)+(b,.—b,,z,.)z;=o,
vé-se que a igualdade 8 O =& implica 8 =—=(0). Assim:

TEeorEMA 19:—Se um ideal direito 8, contido num ideal bila-
teral quase-regular Q, tem uma base finita, ou é 8Q =38, ou
§=(o). o

Resultam deste teor:ema de Jacoeson certas consequenc1as
que vamos assinalar,

CoroLirio 11:—~Se a D{o) é um nilideal bilateral de S,
com uma base prépria direita, tem-se a®Ca, (Levitzri, [7]).
Como se vé, em face do teorema, poderiamos, mesmo, supor
a=1>(o) um nilideal direito com uma base finita. De facto,

DISCURSOS INAUGURAIS DAS SECGOES 125

se observarmos que rE%R,,, o teorema da tR,,Cr, e, por-
tanto, t2C1,

LeviTzrl enuncia ainda esta outra proposigio, & qual igual-
mente se aplica o raciocinio que acabamos de fazer para r¢’

CoroLirio 12:—Se rD(o0) é um ideal direito semi-nilpotente
de &, com uma base propria direita, tem-se~-1®Cr.

Uma terceira consequéncia é a seguinte:

TeorEMA 20:—~A condicdo de cadeia ascendente para os
ideais direitos dum anel &, contidos num ideal bilateral quase-
-regular Q, arrasta uma das duas relagGes seguintes, nas quais
§ ¢é ideal direito EQ: 8QC8, 8=(0).

CoroLirto 13:—Se as duas condigdes de cadeia sio validas
para os ideais direitos contidos em R,,, o radical—] é nil-
potente,

Na verdade, a cadeia descendente R, 2R3, 2. .. & limitada,

Logo que se tenha ERLQ?;,,.:‘:RL, e RE = (o).

No Capitulo anterior, §'5, dissemos que, em geral, os nili-
deais bilaterais compreendidos entre os radicais superior e inferior,
suposto U (S)DL (B), nio sio ideais radicais. Levitzky, {7], pds a
questdo seguinte: hd ou ndo hé anéis & para os quais se tenha
U(S)DL(S) e tais que fodo o nilideal bilateral compreendido
entre U (S) e L(OS) seja ideal radical?

Respondendo a esta pergunta, Levitzki demonstrou:

Trorema 21:~Se & & um anel com um radical superior
U (&) semi-nilpotente, a hipdtese UI(S)DL(S) arrasta a exis~
téncia de uma infinidade de ideais bilaterais entre U(S) e L(S)
que ndo sdo ideais radicais.

A demonstracdo assenta sobre trés lemas,

Lema 2:—8e P e L sdo nilideais bilaterais de S, supondo

P2, ¢ condigdo necessiria e suficiente, para que P seja ideal
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radical de ©, que P/Q seja ideal radical de S/, Sabemos,
com efeito, que, no homomorfismo & ~ &/Q, o correspondente
de P é P/QA. E sabemos, depois, que tem lugar o isomor-
fismo &/P ~(S/Q)/(P/LQ), do qual resulta o lema imediata-

mente.’

Lema 3:—Se a é um ideal bilateral semi-nilpotente diferente
de zero, com uma base prdpria, tem-se a*Ca. Em face da hipo-
tese, €

a=

Il Bg =

GaiB (),  aeR™,  Ga,GER™,

1

Ga,5.6a;8.8a, SER™a; R*, a?S T R* a2, R™.

i=1

Se fosse a?=a, seria a = a¥, e, portanto,

n
a= T R**a,R**,

ji=1

Cada elemento ar, da base prépria de a, seria da forma

ar=Tbyajcy, (by, cxy ¢ R**). O sub-anel B, gerado pelos
by e o sub-anel €, gerado pelos cs;, sdo nilpotentes. Como’

se conclui
areLBa;C, %ak(igz_%ﬂaj@g,
J i
aieg%ak CELB¥a;C2E ... 52 Bra;Cr,
¥ . J

vé-se que, por ser a;+ o0, ndo podem ser nilpotentes, tanto B
como §. O absurdo provém da igualdade a = a2,

Lema 4:—Admitindo que é L(S)=(o0), se for aD(o) um

ideal bilateral semi-nilpotente de ©, hé em & uma infinidade de
nilideais bilaterais, contidos em a, 0s quais néo sdo ideais radicais.

{1} O sinal £ significa aqui soma néo directa.
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Tomemos ay,...,a,e¢ e consideremos o ideal bilateral ar,
= 3
gerado pelos a;+ 0. E claro que se tem a2 S asa;a;:. Por outro
3 .
lado, um elemento de a1 é uma soma de elementos da forma

(siai+aiti+niac-+piaiq;) (S}Ej‘i‘ajf}‘l‘ n}aj—l—
+piajq;i) (skar+arts+nrar+prasgs),

(stveenbiveeiPiveesqiy... €Sy n,,... inteiros),

3__ o . .
0 que mostra ser a1 =X d1a;da1. Imagmemos agora que poderia

i=1 .

. ) B
ser ¢1—=—0;. Entdo, ter-se-ia

n . n
(11:2&1&;(11%263;6501.
2

=1

o que acarretaria 61 =1 G a; S e mostraria ter a, uma base pro-
pria. O lema anterior seria contradito, visto que, de aiCaica,,
concluiriamos ai=a;. Serd, pois, §; =aiCa:. No homomor-
fismo &~ &/ai, o correspondente de a1 é ai/aiD(o0). Este
tltimo & ideal bilateral nilpotente de G/ai, de sorte que
b1 C a:E0a nido é ideal radical. A hipétese L{S)={o0) garante
ser b1 D (o), o que permite repetir o raciocinio e formar uma
cadeia by D b2 D. ., de ideais bilaterais que néo sao ideais radicais,

Passemos agora 2 demonstracio do teorema 21. No homo-
morfismo &~ &/L (&)= &', o correspondente de U (S) é o
ideal bilateral semi-nilpotente [I(S)/L(S)=a'D (o). Como se
tem L(S')=(o0), realizam-se em &' as hipdteses do lema 4.
Em ©’, ha uma infinidade b; Db, D ... de ideais bilaterais con-
tidos em o’ que ndo sio ideais radicais. Os ideais bilaterais cor-~
respondentes by, by, ..., de &, estdo contidos em (&), con-
tém L (S), e, pelo lema 2, ndo sdo ideais radicais. O teorema
estd provado,

Imaginemos, em seguida, que U{S) é semi-regular. Antes
de expormos os resultados a que chegou LeviTzki neste caso,
vamos pdr uma pequena questdo, a qual, resolvida pela posi-
tiva, levaria & solugdo negativa da questio de LeviTzki enunciada
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neste §, pois provaria: sempre que U(G)! = L(®). fla ez.‘:tr;'los
dois radicais, superior e inferior, uma infinidade de ideais bila~
i e ndo sdo ideais radicais.
teraIsAg:uestéo a que nos referimos ¢ a seguiPte: em corresp?g-
déncia com o teorema 19, dado um ideal bilateral «a, f:o‘ntt o
num ideal bilateral quase-regular Q, e com uma base fzmta,: a
hipotese 0 S arrasta ou nao arrasta uma c-i'.?s relagoes
aQca, a=(0)? [13, § 6]. Respondamos pela po?1t1va e con;e-—
cemos por supor U (S)DL(S)= (o). Se U(S) & sgmvn‘agu ar
(Gnico caso que interessa), tomemos ai, - .-, €U (&) tfils que
o ‘sub-anel &, gerado pelos a:., seja semi-regular. Entdo sera
semi-regular o ideal bilateral a gerado pelos mesmos a:, tend_o-se
a2 a. Precisamente a%d(o0) nfio sera ideal radical, porque; nzo
homomorfismo &~ &/a%, o correspondente de a serd ‘a/a ,
que & nilpotente. Sabemos que T2 q? ¢ gerado por um niimero
Gnito de elementos, bi,...,bn, 0s quais geram 1gt_1alm<lant§ uE
ideal bilateral semi-regular b a?. Se for b=a?, ter-se-a & o=
—=adCa?, com a3F(o). O ideal a® também néo & ideal radi-cal.
Se for bCa?, sera b2 b, com B2 (o). b? ndo ¢ ideal r:mglcal.
O processo continua. E vé-se que se fem aDae?2bDbE2eD

—¢22 .., sendo 42D b2 D ¢2D. .. uma sucessido que, neste caso !

= i tdo de LEvI-
articular para o qual L (&)= (o), resolveria a ques ;
1'?zm. Na hipétese L (S)¥ (o), sabemos [Teorema 12’ do Cap.
anterior] que, no homomorfismo G~S/L{B)=0', se tem
U(Cs";)_—:U(S)/L (@) e que U(S') ¢ semi-regular. Como

4 a r ] ~
L(®&')= (o), o raciocinio anterior € aplicavel em &' con
cluindo-se para & do mesmo modo que no teorema 21.

Para terminarmos o §, vamos examinar os resultados efecti-
vos de LEVITZKI, na hipotese de U (&) ser semi-regular.

3 i- hé em & um sub-
Trorema 22:—Se U(S) é semi-regular,
~anel &, para o qual U(B)26,=U(S)DL{(&) e tal que ©,
contém uma infinidade de nilideais bilaterais entre U{S)el(S))
. que ndo s&o ideais radicais.
Comecemos pelo

Lema 5:—Admitindo que, num anel &, é L(®)=(0), e que

U(S) é semi-regular, existe um sub-anel €, de &, para o qual
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U(S)28=U(T)DL(I) e tal que T contém uma infinidade de
nilideais bilaterais entre U(2) e L(T) que ndo sio ideais radi-
cais. Visto que LI{S) é semi-regular, tomemos os seus elementos
21, .., &, tais que o sub-anel ¥ que eles geram seja semi-regular.
Tem-se T=U(T)DL(T). No homomorfismo ~I/L (T)=82",
este ultimo & nilanel semi-regular e gerado pelos elementos
ay,...,a,, correspondentes dos a;[cfr. teorema 12, § 3, do
Cap. anterjor]. O teorema 19, combinado com o facto de cada 3
ter um namero finito de geradores, permite estabelecer a cadeia
T DT2S5T"DIBD ..., e, consequentemente, a cadeia T' D
DRI?DOTA... Os ideais T2, T3,,.., de T/, ndo sio ideais
radicais. Se representarmos por T, s,

... .08 ideais bilaterais
de T tais que

TOL(E), T /L(T)=3",
sabemos, pelo lema 2, que os T, néo sdo ideais radicais de %.

Passemos ao teorema. O anel &/L () = &' realiza as con-
di¢des do lema: L(&')=(o0), e U(S')=U(S)/L(G) é semi-
-regular. Existe um sub-anel ¥, de &', tal que U(&')2% =
=U(T)DL(T) e tal que T tem uma infinidade T,, Ty, ... de
nilideais bilaterais que ndo sdo ideais radicais. Se for &, o sub-
-anel de & para o qual &,/L{&)=1, sabemos que os ideais
bilaterais de &y, que contém L(G) e qué tém T3, ... como cor-

respondentes no homomorfismo &; ~&;/L(S), nio sio ideais
radicais. '

5) Outras propriedades do radical —J—E possivel ir além da

afirmagio contida no corolario 13 do § anterior. De facto, tem
lugar o )

TeorEMa 23:—A condicdo descendente para ideais direitos
quase-regulares arrasta a nilpoténcia do radical—]. Suponhamos.
que o teorema ndo ¢ valido. Seja r o ideal direito minimo nio
nilpotente contido no radical—], Tem-se t=1%2=, ... Conside-
remos agora o conjunto dos ideais direitos 8 nas condigdes sequin~
tes: 85S¢, 8rD(o0). Esse conjunto ndo é vazio, visto que t faz
parte do mesmo, Se &, for um ideal direito minimo entre os 8¢,

5
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tem-se $1Sv, 8:vD(0). Seja s;€8; um elemento tal que s;+Er,
syr.r=s5,tD(0). Como s5;vS8,, tem-se s;t=25, Assim, é
8§17 =351, para um certo r&t, Como r ndo & nilpotente, o ideal
direito (r)s ndo €& nilpotente, e tem-se (r)s=1t. Devendo ser
agora tR,, Cv, havera uma poténcia o tal que (t R, )° = (o).
Entéo, serd também 1%%=(o0), contra a hipétese. O absurdo
provém de se supor R ,, nio nilpotente.

Em particular, um anel & que seja soma dum numero finito
de ideais direitos simples tem radical—J= (o).

TeoreEMA 24:—Se existe radical—K, é condico necessdria e
suficiente, para que o radical—] coincida com aquele, que S/R*
néo tenha radical—J. De facto, na correspondéncia &~ &/R*
a um ideal quase-regular direito -corresponde um ideal quase-

-regular direito. Ha teoremas analogos para os outros radicais. .

Imaginemos, por ex., que, em S/R*, todo o ideal direito

possui um ideal direito minimo. Entdo, como o radical—] nio
pode ter idempotente, segue-se a igualdade do teorema.

- Para prosseguirmos, com Jacosson, no estudo do radical—J,
temos de dar agora um certo niimero de definicses, Considerado
um anel S, se a6 S e se t ¢ um ideal direito do anel, define-se o
cociente (r:a) como o conjunto dos elementos r6 S tais que atet.
Esse conjunto é um ideal direito, O grupo S/r, relativo ao
dominio operatério direito formado pelo anel, contém o ele-
mento @=a--r. Vé-se que (r:a) aniquila @. Inversamente, se
ds=as+v==0, é aséyr, se(r:a). Analogamente, define-se o
cociente (¢:©) como o conjunto dos elementos t¢ & tais que
G¢Er, Esse conjunto ¢ um ideal bilateral. Por definicso, pois,
todo o ideal bilateral a, para o qual SaSr, esta contido naquele

cociente. Este é, assim, o maior ideal bilateral em tais condicoes:

S.(r:G)Er. Se um ideal bilateral esta contido em T, tem-se
aSv, GaSalry, e, portanto, a S(r: S), O ideal bilateral (t; &)
estd sempre contido em (r:a). Quando existe 1e¢ & (1), aquele
ideal bilateral é o maior contido em .

{1} Embora tenhamos utilizado sempre a letra u para designar elemento

DISCURSOS INAUGURAIS DAS SECCOES 131

Voltemos ao grupo &fr. Mediante a correspondéncia
a-Fr—as-r, (se &),

define~se um endomorfismo —& do grupo. O anel S, desses endo-
morﬁsgos, ¢ uma imagem homomorfa de &, valendo o isomor-
fismo G 2= &/(r: G). Na hipétese importante de ser (#:S)=(0),
vé-se que se concretiza & como um anel de endomorfismos -

de Sjr.

Posto isto, imaginemos o caso em que J ¢é um ideal direito
maximo de & e consideremos o modulo M =&/3. Entso, nio
ha em M sub-médulo — S (ou &), no sentido préprio, que
seja :I:_(p), pelo que M se diz irredutivel — S. Também se diz
que © ¢ um anel irredutivel, precisamente por se concretizar
como anel de endomorfismos dum médulo .sem sub-médulo~G |,

Se A & um anel irredutivel e IN o médulo sobre que opera,
¢ claro que x¥%, (xe M), por ser admissivel — ¥, & igual a (o)
ou a M, Vamos ver que, supondo x*o, se tem necessdria~
mente x W=, Consideremos, com efeito, o conjunto € I
de elementos ze QN tais que 2% =(o). Nao pode ter-se € =9,
desde que se :_suponha A (o). Ora o conjunto € constitui um
sub-médulo—¥, de sorte que é €= (0). Assim, se xto,
¢ x%%(o), e portanto, x¥ =M, Podemos enunciar o se~
guinte

‘TEOREMA 25:—F condico necessaria e suficiente, para que %
seja irredutivel sobre YN, que, para cada x6 M, ndo nulo,
seja xU =M. Vimos que a condicio é necessaria. E imediato
que ¢ suficiente, '

TeorREMA 26:—O radical—] dum anel ¥ irredutivel é nulo,
Seja @e R, , (¥). Se ato, existe e M tal que xa+o. Eatao
x&WU =M, de sorte que existe be ¥ tal que x@b=x, Como

um dum anel [o que, de resto, aconteceu também em (I)], de futuro empregare-
mos o algarismo 1 com esse significado.
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@b pertence ao radical —/, segue-se que —a b tem quase~in~
verso v, Assim, — @ b-v' —abv' =o,

x=x+x(—ab »{—v’—c{._ )= (x—xab)+
—{—(x—-xciZ)v':o,

o que é absurdo. S6 podera ser & =o.

CoroLirio 14:~Supondo S um ideal direito méaximo dum
anel ©, o radical—J, de ©, estd contido em (J:S). Na ver-
dade, M=G/F ¢ irredutivel—S. O anel & induz um anel
irredutivel & de endomorfismos, em 9N, tendo-se S~ S
~G/(F:B). Se for (F:8)=6, o teorema é valido, Nio
sendo assim, observando que, no homomorfismo & ~ &/(F:S),
cada ideal quase-regular direito ¥, de &, tem um correspon-
dente t' que é quase-regular direito, conclui-se t'=/(0), pois
que © ndo tem radical—/. Sera tS(J: &), o que tem lugar, em
particular, para o radical R, .

Corovirio 15:—O radical—], de &, verifica a relagdo
SR« ENY, onde a interseccdo é estendida a todos os ideais
direitos maximos de$S, Com efeito, sendo, pelo corolario anterior,

G RxESJ, tem-se SR, ENTF.

Consideremos um anel &, diferente do seu radical —J. Vamos
demonstrar a importante proposi¢do seguinte:

TrorEMA 27:~Num anel &, que nao é anel radical, o ideal
(x+ax), no qual se supSe que a ndo é quase-regular direito,
pode sempre «mergulhar-se» num ideal direito maximo 3.

Antes de provarmos o teorema, carecemos.duns esclareci-
mentos preliminares. Tomemos o conjunto E dos ideais direitos
de © com as duas propriedades seguintes: 1) contém o ideal
direito (x - ax); 2) ndo contém o elemento a. O ideal (x4 ax)

¢ um exemplo. Relativamente & relacdo &, de incluséo, o con-~
junto E constitui uma ordem garcial (1), Se extrairmos de E um

(') As nogdes invocadas nestes esclarecimentes encontram-se, por ex., em
Bourpaxi, Théorie des ensembles, {fascicule de résultats), 1939,
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sub-conjunto ordenado X E, verifica-se imediatamente que o con-
junto unido dos ideais direitos que compdem X formam um ideal
direito pertencente a E. Esse ideal é um majorante de X ¢,
mesmo, um majorante minimo. O conjunto E constitui, por isso,
uma ordem parcial com a propriedade seguinte: fodo o sub-con~
Jjanto ordenado de E fem um majorante minimo. Diz-se que E &
um conjunfo indutivo,
Para os conjuntos indutivos, é valido o

Principio pE Zorn:—~ Todo o conjunto indutivo tem um ele-
mento méaximo. No nosso caso, significa esta afirmagdo que ha,
em E, um ideal direito I, com as trés propriedades seguintes:
1’) contém o ideal direito {x+a x); 2/) ndo contém o elemento a;
3'} ndo esta contido noutro ideal de E.

Assim, se um ijdeal direito v, de &, contiver S terd de
satisfazer a estas duas condigdes: 1) conter {a | ax); 2"} con-
ter a. Terse-da 1=, de sorte que J & de facto, maximo
em ©, e o teorema fica provado,

Outra proposigdo importante & esta:

Teorema 28:~Se & nido é um anel radical, o seu radical—]
é a intersecgdo I1(J: @) de todos os cocientes (3:8), onde I
percorre a totalidade dos ideais direitos maximos de &. O teo-
rema estabelece-se tendo ainda em conta este :

Lema 6:~A interseccao 1Y dos ideais direifos méaximos
de © esti contida no radical—]. Na verdade, tomemos ae 1S,
Entao a ¢ quase-regular direito, pois que, de contrario, (x - a x)
poderia <mergulhar-se> num ideal direito maximo J. Este ideal
conteria a e o ideal (x+ax), pelo que seria igual a S,
contra a hipétese de ser ideal direito maximo., Portanto:

IFER .

Passemos ao teorema. J4 sabemos (coroldrio 14} que R, E
£(3:0); portanto, R,, EN(F:S). Tomando agora ae I1{F:E).
vé-se que 5aLJ, SaSNJIER,,, Logo, éaeR,, e N(T:G)E
ER.x, como se deseja.
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TEorEMA- 29:—Se existe uma unidade esquerda de &,
tem-se R, =1IIF, onde I percorre os ideais direifos maximos.
E o que resulta combinando o corolario 15 com o lema 6.

CoroLkr10 16 (BAER):—Se um anel & contém uma unidade
esquerda e se fodo o ideal direito % (o) do anel cociente G/ U(S)
contém um ideal direifo minimo, entdo o radical superior de & é
a interseccdo dos ideais direifos maximos de &. Visto que o
radical—J ndo pode ter idempotente, o radical—J de &/U(S) é
nulo. Como no teorema 24, tem-se R, = U (&). A proposigio
resulta agora do teorema anterior.

TeorEMA 30:—~O ideal direito IS é um ideal bilateral.
Basta provar que é ideal esquerdo. Ora tem-se, pelo lema 6 e
corolario 15, SIIES R, ENT, como se deseja.

6) O conjunto H de Perlls—Prruis, [1], considerou, num
anel & com elemento um, o conjunto H dos elementos caracteri-
zados pela propriedade sequinte: sera he H sempre que g--h
seja regular (1), qualquer que seja o elemento regular g, e apenas
nesse caso. Ao lado de H podem considerar-se ainda dois outros

conjuntos: o conjunto H4, composto de elementos h tais que

g+ h & regular direito, qualquer que seja o elemento regular
direito g, e apenas desses elementos, e o conjunto H,, onde se
invocam, de modo anilogo, elementos regulares esquerdos.

Para cada um dos trés conjuntos ¢ valido um teorema que
se decalca no que vai enunciar-se, relativo a Hy[13, § 8]:

TeorEMs 31:—FE necessirio e basta, para que heHg, que
a soma v -h seja quase-regular direita, sempre que v é quase~
~regular direito. Na verdade, se he Hg, entiio g+ h é regular
direito. Dado v -+ h, sabemos que 1--v & regular direito e que,
portanto, (14 v)+h=1+ (v+ h) & regular direito. Isto signi-
fica que v--h & quase-regular direito. Inversamente, se v+ h &
quase-regular direito, com v quase-reqular direito, tomemos o

(W regular significa: com inverso.

T T ST
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elemento regular direito g. Tem-se, com um certo v, gth=
=(+4+v)+h=1+(v+h), de sorte que g--h & regular
direito e he H,.

Depois deste resultado, vemos que a definicio de H (ou
de Hy, ou de H.) pode dar-se independentemente da existéncia
de elemento um. No geral, os trés conjuntos séo distintos. Imagi-
nemos, porém, que Hy=H.. Vamos ver que, entdo, H contém
aqueles. De facto, dado heHy, h é quase-regular direito e
esquerdo, portanto quase-regular. Dado v quase-regular, a soma
v-|-h é quase-regular direita e esquerda, portanto quase-regular.
Assim, he H, ou seja H4sE H. Daqui, o

TeorEMA 32:—Num anel qualquer, a igualdade Ha=H,
implica HaEH., '

Sabemos que, suposto v quase-regular direito e a perten-
cente a um ideal direito quase-regular, v-}a é quase-regular
direito; como o mesmo sucede com <quase-regulares esquer-
dos» e os elementos do radical—] sdo quase-regulares, con~
cluimos o

Teorema 33:—~Num anel qualquer, o radical—] esta con
tido nos diferentes HH, [13, § 8], '

Imaginemos que H 4, por ex., é um ideal direito {ou esquerdo).
Como os elementos de H; sio quase-regulares direitos, podemos
enunciar o

CoroLirio 17:—~Se, num anel qualquer, Hy for um ideal
direito {ou esquerdo), tem-se R, = Ha. O mesmo se diz quanto

aH.ouH, [13 § 8].

Na hipotese de haver elemento 16, se tivermos em conta
que —g ¢ regular direito (ou esquerdo), sempre que g o seja,
facilmente se conclui que os HH sio modulos. Na verdade,
suponhamos h,h’eH;. Trata-se de provar que g {(h— k') é
reqular direito, quando g & regular direito. Como g+ A é regu-~
lar direito, — (g -4 k) é regular direito: entfio, — (g - h)-+- A’
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é regular direito, o mesmo se dizendo de (g-I—h)— =g+
+(h—h'), q.e.d. Portanto.

TEOREMA 34:—Num anel & com elemento um, os conjun~
tos Hq, H., H sdo modulos.

Dado um aneI S,, sem elemento um, suponhamos que o
mesmo ¢ estranho ao anel dos nmeros inteiros. Pode dar-se o
seguinte processo de <mergulhar» &, num anel &, com elemento
um. Seja a,6©,. © serd constituido pelos elementos [a, a,] =

—u« -+ a,, onde « é inteiro, e onde

[« ao)] 4 [B. b.]= [a+ﬁ,aa+bo],
[z, &.].[B, ba]=[aB “bOTI"ﬁaO'{"aobo]-

Vé-se imediatamente que [1, 0] é o elemento um de S e que &, &
isomorfo do conjunto dos elementos da forma [o0,a.]. Pode,
entdo, usar-se o simbolismo

S=(1)+ S,
t

onde (1) é o referido anel dos inteiros. A soma acabada de

/

-

escrever ¢ directa, considerada, simplesmente, como soma de
grupos abelianos.

Posto isto, seja a— o+ aoc¢ S um elemento quase-regular
direito, Se for a4 b-+ab=o0, tem-se (1+a-ta.) (1+3+
+bo)=1, com b=28 + b.. Concluem-se daqui as relagdes

(14 (1+B)=1, ('1+a)bq+(1+ﬁ)ao+aobo%o,
e, portanto, estas outras:
e=f=o, aa-+.ba+aobo=0, aﬁao, b;bo,
ou

a=[3=—-2, —ao—bu"]‘aobo':-o, a','—'—.""z_!_ao.
b=—2+bo. :
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Vé-se que, se o conjunto dos elementos quase-regulares
direitos de G, ¢

Ca':;ao, bo, Co..-.},

o conjunto dos elementos quase-regulares direitos de & &

t

C=\a,, bo, cprro.; —2—a,. —2—b,,...}.

No caso particular dos elementos nilpotentes, podemos afir-
mar que os respectivos conjuntos de &, e de & sdo iguais. Basta
notar que, se a* = (ot a,) = cc’—l—b =0, é «w=o0,0a=0, e,
porfanto, a=a,.

Quanto a ideais, pode aﬁrmar-—se' o ideal direito gerado
por-a,6S,, em &, é o mesmo que o ideal direito gerado por
a, em G,; todo o ideal direito de S, ¢ ideal direito de &; e os
nilideais dos dois anéis coincidem.

Vamos ver que, mais geralmente, hd coincidéncia dos ideais
quase-regulares direitos. Seja © um tal ideal de &. Se um ele~
mento —2--r,6r, tomemos um elemento a-+2,6&, com
«to,1., Sera (—2—r,)(¢4-a,)=—2a+b,er. Devendo
ter-se —2«=0, ou 2e==—2, chega-se a um absurdo.. Assim,
todos os elementos de v pertencem a &,. B valido o

TEOREMA 35:—O anel &, em que se <mergulhous S,, tem
os mesmos radicais que &,: o radical R, o radical—L, o radi-
cal—K e o radical—].

Pode observar-se, incidentalmente, que, se um elemento a, &
quase-regular direito em S, um seu quase-inverso direito per-~

" tence a1 S,.

+

Um resultado devido a K. Suopa [Cfr. (I), pag. 461] afirma
que um anel simples (1) ¢ gerado pelos seus elementos regulares,
Perris deduziu dai que o conjunto H relativo a uina algebra
simples ¢ nulo. De facto, pode ir-se um pouco mais longe e
afirmar: 1) num anel simples, um elemento regular direito (ou

{1} O anel simples & aqui suposto conipletamente redutivel e com elemento
um [Cfr. ‘(m, pag. 5¢].
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esquerdo) é regular; 2) os diferentes H H, relativos a um anel
simples, reduzem-se todos ao elemento zero. A demonstracsio
de 1) faz-se como para as algebras com elemento um. Se & ¢ o
anel simples em causa, ¢ um médulo finito com respeito a um
anel de divisio ® (corpo nio comutativo). Dado ae &, os ele-
mentos 1,a,...,a*, para um ¢ minimo, ndo sdo independentes
com respeito a 8. Ponhamos

af-{_a,_lat—l—]—...—{~ala—{‘—ao:o, (aieﬁ)'
Entao &
(af_l-l‘. . .+ al)a:_ Gy ("'-v'r'!e:r)_1 (at—l+- . -+a1).3¥11

se #,F 0. Admitindo que a é regular direito, ndo pode ser ¢, =o,
pois, de contrario, ter-se-ia

(a*~*~4...+ala=o0, a'~'4...4-ay=0,
contra a hipotese de f ser minimo. Nessas condigdes, a tem

inverso esquerdo e é regular, como se aﬁrmou Fixemos, por
isso, © '

. Teorema 36:—Num anel simples, todo o elemento regular

a’rreu‘o {ou esquerdo) é regular.
Sequindo o raciocinio de PerL1s, vamos provar agora:

Teorema 37:~Num anel simples, tem-se H=/(o}. Come-
cemos por ver que H é um ideal bilateral. Suponhamos he H.
Se gy € um elemento regular, venﬁquemos que glheH Segé
regular, tem-se

gt+gh=g,{grg+h),

0 que mostra ser g+ gih um elemento regular, como produto
de dois elementos regulares. Do mesmo modo se prova ser
hgie H. O resultado de Suopa diz-nos agora.que, dado ae¢ &,
é a=7Xg;, onde os g; sdo elementos regulares em niimero finito.
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Da igualdade ah=23Xg;h, conclui-se aheH, podendo afir-
mar-se igualmente que haeH. H ¢, pois, um ideal bila-~
teral.

Nizo pode ter-se, porém, H—= G, pelo facto de 0=1—1
nao ser regular e ndo se ter — 1 ¢ H. Deste modo, como se afir-
mou, ¢ H={o).

CoroLirio  18:—Num anel simples, é Hd=He=-(o).
Em face do teorema 36 tem-se, com efeito, H= H;—=

= H. (o).

PerLis passou das algebras simples as slgebras semi-simples.
O seu raciocinio é aplicavel aos anéis semi-simples. Para estes

dltimos também ¢é regular todo o elemento regular direito,
podendo fixar-se o

TeoremMa 38:—Num anel semi-simples, todo o elemento
regular direifo (ou esquerdo) é regular. Os diferentes HH,
todos iguais, reduzem-se a zero. A demonstracio faz-se obser-
vando que Hg, por ex., é a soma dos Hy Hy definidos para cada
parcela simples em que se decompée o anel.

Imaginemos caracterizados os anéis semi~primarios pela con-
dicigo de minimo para os ideais direitos contendo o radical—J.

~ Tanto os anéis—A generalizados, como os anéis— A e os anéis— A

especiais entram mnesta defini¢io. Tem lugar o teorema a seguir,
dado por Aumeipa Costa em [13, § 8]:

Teorema 39:~Num anel semi-primirio é H=Hy=H,=
=Re. No estudo da correspondéncia anular homomorfa
& ~ B/NR .« o teorema & garante que os elementos quase-regu-
lares direitos (ou esquerdos) estdo sempre em correspondéncia.
Ja sabemos que o radical—] estd contido em Hy. Tomemos
agora he Hy, E v+ h quase-regular direito, se v o for. O cor-

-respondente v’ -+ h, por via do homomorfismo citado, é quase-

~regular direito, o que implica A=o. Portanto he R,, e Hy=
=R ,x. O raciocinio é 0 mesmo para os outros H H,
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MEeus SENHORES:

Damos aqui por concluidas as conéideragées de ordem técnica
que desejavamos fazer. Como dissemos no comego deste nosso
escrito, deixaremos para outra oportunidade a exposicio, que
também deveria ser feita, sobre Anéis primitivos e Anéis semi-
~simples, no sentido de Jacomson. E, mesmo, outras investigacdes
mais recentes ainda ndo deixardo de ser consideradas nas publi-
cagdes que diferimos para um pouco majs tarde. Em todo o
caso, se anotarmos devidamente, além do que aqui se consignou,
o contetido dos 4 primeiros Capitulos do nosso livro Sisternas
hiper-complexos, tantas vezes citado, teremos feito uma digréssdo
bastante completa sobre o tema que nos propusemos desenvolver.
Talvez devessemos, j& mneste momento, manifestar outras prefe-
réncias. Nao podemos alhear-nos, todavia, da nossa condicio de
professor, e, por esse lado, ndo perdemos de vista a necessidade
imperiosa de dar aos estudiosos do nosso Pais, que queiram tra-
balhar nestes assuntos, elementos ordenados que rapidamente os
dirfjam a alguns pontos das fronteiras de certas questdes dos
nossos dias. Sabemos que ha neste procedimento uma concessio
em desfavor das impressoes pessoais que deixamos; acima de tudo,
pomos, porém, o desejo de sermos fiteis entre nés. - '

Seja-nos permitido que as nossas ultimas palavras tenham
um sentido muito especial: o de render o preito da nossa mais
sincera admiragio & extraordindria personalidade do nosso Presi-
dente, como investigador, professor e publicista, e o de solicitar
de todos que testemunhem a S. Ex.?, por aclamagio, os mais
vivos agradecimentos pela competéncia, dignidade e gentileza
com que dirigiu os trabalhos da Secgdo.




