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Sur les #-demi-anneaux* 

A .  ALMEIDA COSTA 

1. Introduction 

Le concept de demi-anneau, introduit par Vandiver [1], a 6t6 d6velopp6 
principalement par Bourne [2, 3], etc. D'autres auteurs, par exemple Bourne 
et Zassenhaus [4, 5], Is6ki [6, 7], M lie Noronha Galv~o [8, 9] et l'auteur de 
cette Note [10, 11], y ont apport6 des contributions. 

Soit ~ un demi-anneau. D'apr6s l'auteur [12], un ensemble 9Jl d'id6aux 
de ~ est un #-systOme, si, en prenant a, b ~ ,  il existe un id6al g tel que a g b ~99l. 
D'une fagon analogue, un ensemble ~3 d'id6aux de ~ est un ~-systOme, si, en 
prenant ae~3, il existe un id6al g tel que a g aE~.  On consid6re l'ensemble 
vide d'id6aux en tant que/~-syst6me. D'autre part, tout g-syst6me est un rc- 
syst6me. 

Parmi les #-syst6mes, nous distinguons les l~-systOmes particuliers 9J~o. 
Ils v6rifient la condition que voici: l'ensemble r6union 1[ o des 616ments des 
id6aux n'appartenant pas/t  931 one contient aucun id6al appartenant/t  93lo. Et 
la d6finition de ~-syst~mes particuliers est analogue. 

Soit ~3 un sous-ensemble de ~. Le symbole C(23) repr6sente l'ensemble des 
id6aux de ~ qui ne sont pas contenus dans ~.  Doric, en prenant un 9J~o, on a 
99l o = C(llo). Et, pour un ~z-syst6me particulier, on 6crit de marne ~3o = C(~I0). 

L'ensemble vide d'id6aux, la totalit6 des id6aux d'un demi-anneau, et, en 
supposant p u n  id6al premier, l'ensemble C(p) donnent des exemples de #- 
syst6mes particuliers. Si ~ est un id6al semi-premier, C(x) est un ~-syst6me 
particulier. Saul 6videmment le premier exemple, on tiendra aussi compte de 
l'id6al vide. 

De plus, si C(ll,), (e~A), est une famille de/~-syst6mes (zc-syst6mes) par- 
ticuliers, ~3 = ~ C(II~) est un rc-syst6me particulier. En effet: prenons tous les 
id6aux b~, (/~ e B), qui n'appartiennent pas A ~. On a, quel que soit e, ~) gr lI~, 
de sorte qu'un id6al b e  ~ b~ ne peut pas appartenir ~ ~,  ce qui entraine 

Rappelons aussi la d6finition de #-demi-anneau [13, 8]. ~ est un tel demi- 
anneau, s'il v6rifie la #-condition suivante: en prenant un/~-syst6me quelconque 
d'id6aux de ~ et une deuxi6me famille {aa}, (2EL), d'id6aux, l'hypoth+se que 
cette famille soit ordonn6e par inclusion et que chaque a~. n'admet aucun sous- 
id6al appartenant au #-syst6me entraine pour l'id6al ~= [)o~ la m~me pro- 
pri&6. En introduisant une ~-condition d'une faqon analogue, on peut d6montrer 

* Ce travail, en tant que consequence d'un projet d'6tudes, a +t6 r6alis6 grace/t  l'aide de ta 
Fundagfio Calouste Gulbenkian. 
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que les concepts de #-demi-anneau et de n-demi-anneau sont identiques, 
[8; 10, II]. 

Tout  demi-anneau v6rifiant la condition de chaine ascendante pour ses 
id6aux est un #-demi-anneau. 

L'objet de cette Note est celui de donner, d'une part, un exemple de demi- 
anneau ne v6rifiant pas la condition de chaine ascendante dont on vient de 
parler; et, d'autre part, de d6montrer la proposition suivante: Pour que 
soit un #-demi-anneau, il faut et il suffit que ~ v6rifie les deux conditions 
suivantes: 1) tout n-syst~me maximal qui ne contient aucun sous-id~al d'un ideal 
a est un ~-systkme particulier; 2) route cha~ne ascendante d'iddaux semi-premiers 
est finie. 

2. Exemple de/l-demi-anneau ne v~rifiant pas la condition de chaine ascendante 

Pour donner l'exemple en question, nous ferons, d'apr6s une id6e fonda- 
mentale due/ l  M 11e Noronha  Galv~o, les remarques suivantes, concernant le 
demi-anneau ~2 des nombres r6els > 2: io) les 616ments de tout id6al b admet- 
tent une borne inf6rieure, qui peut ou non appartenir/ t  b; 2o) la condition de 
chaine ascendante n'est pas v~rifi6e dans ~z;  30) en prenant deux id~aux a et b, 
dont a e t  b soient, respectivement, les bornes inf6rieures, alors a best  la borne 
inf6rieure de a b; 4o) si l'on prend un/~-syst6me d'id6aux, les bornes inf6rieures 
correspondantes constituent un m-systOme [14]. 

Cela fair, supposons M un m-syst6me de ~2.  Si aeM,  on voit que a2< 
a x a~M, pour un certain x > 2 .  Puis, a 3 <(a  x a)y aeM,  pour un certain y > 2 ;  
et le raisonnement poursuit. De cette mani6re, on trouve dans M des nombres 
qui sont plus grands que tout hombre r6el donn6. Alors, soit a~ un id6al 
quelconque, de borne inf6rieure a~. Si 9Jl est un #-syst6me donn6, on peut 
trouver dans 9J~ un id6al m dont la borne inf6rieure m soit plus grand que 2 a~ 
et par cons6quent m sera un sous-id6al de ax. Enfin, compte tenu de que, 
lorsque ~9l est vide, la #-condition est autornatiquement satisfaite, on arrive 
ce r6sultat: le demi-anneau des nombres r~els >2 est un kt-demi-anneau qui ne 
vdrifie pas la condition de chafne ascendante pour ses id~aux. 

Remarques. loo) Dans le raisonnement qu'on vient de faire, on peut rempla- 
cer ~2 par le demi-anneau des nombres r6els > ro > 1. 

2oo) On ne peut pas prendre le demi-anneau ~ ,  des nombres r6els > 1, 
car nous aurions ~2 = ~ et le seul id6al ~a constituerait un g-systame. Alors, 
il existe des familles { a~}, (2 ~ L), ordonn6es par inclusion, telles que a = ~ a~. = ~ .  

3oo) Pour le demi-anneau des nombres r6els > 1, le seul nombre 1 serait 
un m-syst6me et les raisonnements seraient aussi en ddfaut. 

3. Caract~risation des ~-demi-anneaux 

Les kt-syst~mes particuliers se pr~sentent d'une fagon toute naturelle dans 
l'6tude des/t-demi-anneaux. Nous avons en effet ce 

TMor~me 1. Darts un #-demi-anneau, tout I~-syst~me (rc-syst~me) maximal ~i~, 
parmi les #-syst~mes (rc-syst~mes) qui ne contiennent aucun sous-iddal d'un ideal 
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a, est un #-systdme (zc-sys~me) particulier, donc de la forme gJl = 9J~ o = C (11o). 
Faisons la d6monstration pour les #-syst6mes. Partons de a et de 9JL Compte 
tenu de la/~-condition, il existe des id6aux maximaux p contenant a et n'admet- 
tant pas de sous-id6al appartenant /t 9)1. Un tel id6al est premier, car, au 
contraire, on pourrait trouver des id6aux b et c tels que b c_  p, avec b ~ p, c ~ p. 
Les id6aux (p, b) et (p, c) admettraient, respectivement, des sous-id6aux m l e t  
m2 appartenant ~t ~ et il existerait un id6al g tel que ml gm2~g)L D'autre 
part, on aurait m t g m2-~ (p, b). (p, c)_cp, ce qui donne une contradiction. Par 
cons6quent, C(p)=gJt 0 est un #-syst~me particulier (d'ailleurs un domaine 
multiplicatif d'id6aux) qui contient tout id6al appartenant ~ 9JL La maximalit6 
de ce dernier implique 0J~ = ~J~o. 

Corollaire 1. Dans un #-demi-anneau, la rOunion de t o u s l e s  #-syst~mes 
maximaux (doric de tous les #-systOmes) qui ne comiennent aucun sous-id4al 
d'un iddal a est un rc-syst~me particutier. 

Soit, dans un #-demi-anneau, une famille N =  {g~}, (c~sA), d'id6aux telle 
que: looo) si g~, @sN, alors la somme (g,, g~) appartient/t  (q; 2ooo) si g ,~q,  
tout id6al g_cg~ appartient aussi ~t (r 3ooo) l'ensemble compl6mentaire des 
id6aux de la fami!le est un ~z-syst+me. Nous d6montrerons ce 

Lemme 1. Dans un #-demi-anneau, s i ~  = {g~}, (c~ ~A), est une famiIte d'iddaux 
satisfaisant aux conditions looo)-3ooo), l'ensemble rdunion U g~ est un ideal 
de lafamille. La famille ~r contient des id6aux maximaux, car, si {g~.}, (2eL), 
est une chaine d'id6aux appartenant/~ ~, le fait que chaque g~ n'admet pas 
de sous-id6al appartenant au rc-syst6me entra~ne pour l'id6al U g;. la m~me 
propri6t6, puisque, comme nous l'avons dit, tout #-demi-anneau est un 7:- 
demi-anneau. Si D est un id6al maximal darts ~, on aura b = U g~, parce que 
l'hypoth6se g ~ b ,  pour un certain /~A,  entrainerait (g~,b)eN, en contra- 
diction avec la maximalit6 de b. Nous voyons d'ailleurs que C(b)=~o  est 
un rc-syst6me particulier. 

On trouve un exemple de famille ~, en consid6rant une chaine {~}, (GeS), 
d'id6aux semi-premiers et en prenant pour 616ments de la famitte les id6aux 
{g~}, (esA), contenus au moins dans un ~ .  Les conditions looo) et 2ooo) sont 
6videntes. Quant / t  la condition 3ooo), nous savons que 0 C(~), qui est juste- 
ment l'ensemble compl6mentaire de N, constitue un domaine de puissances 
(c'est-/t-dire contient les diff6rentes puissances des id6aux qui lui appartiennent) 
et est par cons6quent un ~z-systbme. Alors, d'aprbs le lemme, U g~= U ~ e N ,  
donc U ~ = ~,  pour un certain z~S. De plus, C( u :%)= N C(~). On 6nonce ce 

Th6or~me 2. Dans un #-demi-anneau, si {~}, (adS), est une chaine d'iddaux 
semi-premiers, on a U ~ = ~ ,  pour un certain z~S,  et on a aussi C( u ~ ) =  
(~ C (~). En particulier, route chaine ascendante d'id~aux semi-premiers est finie. 

Maintenant que nous disposons des th6or6mes Ie t  2, nous allons d6montrer 
deux lemmes, dont on a besoin pour pouvoir 6tablir la partie << suffisante >> de 
notre proposition fondamentale 6nonc6e dans l'Introduction. 
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Lemme 2. Dans un demi-anneau quelconque, soit ~30= C(Uo) un ~z-systOme 
particulier e ta  un iddal qui n'admet pas de sous-iddal appartenant ~ ~o.  Alors, 
il existe des iddaux maximaux I) contenant a et n'admettant pas de sous-iddal 
appartenant ~ ~o.  Ces idOaux maximaux sont semi-premiers. ~o e t a  6rant 
donn6s, l'ensemble partiellement ordonn6 des id6aux qui contiennent a et 
n'admettent pas de sous-id6al appartenant ~t ~3 o est inductif, car une chaine 
{~}, (2~L), de tels id6aux d6finit ~0 = U ~ et ~0 n'admet pas aussi de sous- 
id6al appartenant ~ ~3o, du fait que tout ~ est contenu dans ~o, donc 1)o_ ~0. 
Soit l) un id6al maximal au sens de l'6nonc6. En supposant b 2~ _ t~, on a aussi 
b _  ~, car, au contraire, il existerait un id6al m_~(t~, b) appartenant h ~3o, et, 
moyennant  un choix convenable de l'id6al g, on aurait m g m ~ 3 o  ainsi que 
m g m ~_ (~, b). (~, b) ~ t~, ce qui est une contradiction. 

Lemme 3. Dans un demi-anneau quelconque, pour clue l'ensemble r(union 
de terrains idOaux soit l'iddal semi-premier minimal appartenant fi l'iddal a, il 
faut et il suffit clue C(t) soit un ~r-syst~me maximal, parmi les ~-syst~mes 
particuliers ~o = C (~o) qui ne contiennent aucun sous-id~al de a. La condition 
est n&essaire: Si ~ est l'id6al semi-premier minimal appartenant ~ a, l'inclusion 
a_~ x montre que C (x) est un domaine de puissances qui ne contient pas d'616- 
ment qui soit sous-id6al de a. Supposons maintenant ~3o= C(l lo)= C(t) un 
deuxi6me ~-syst6me particulier ayant la m~me propri6t6. En d6signant par ~, 
d'apr6s le lemme pr6c6dent, un id6al maximal, parmi les id6aux qui contiennent 

et n'admettent pas de sous-id6al qui soit un 616ment de ~o,  nous savons 
que ~ est semi-premier. Les inclusions a~_t~___~ donnent t)=~, donc C(t))= 
C(~). D'autre part, ~3 o _~ C(t~) et on arrive ainsi ~ une contradiction. 

La condition est suffisante: Prenons ~ et C(~) conform6ment ~ l'6nonc6. 
Nous avons alors a ~ ~. Parmi les id6aux qui contiennent a et n'admettent pas 
de sous-id6al appartenant ~ C(~), choisissons un id6al maximal t~. Nous voyons 
que a _  ~ _~ ~. Puisque t~ est un id6al semi-premier, C (t~)_ C (~) est un ~-syst6me 
particulier. La maximalit6 de C(~) m6me ~ C(~)= C(~), donc ~ ~ =~ et ~ est 
un id6al semi-premier. Et il n'existe pas un id6al semi-premier ~a tel que 
~= ~1 _~ a, car ceci contredirait ~ nouveau la maximalit6 de C(x). 

Th~or~me 3. ~ est un #-demi-anneau, si et seulement si ~ vdrifie les deux 
conditions suivantes: 1) tout ~-syst~me maximal qui ne contient aucun sous- 
idOal d'un iddal a est un ~-syst~me particulier ; 2) route chafne ascendante d'id(aux 
semi-premiers est finie. I1 ne reste qu'~ d6montrer la << suffisance >>. Soit {g~}, 
()~L), une cha~ne d'id6aux et soit ~3 un ~-syst6me qui ne contient aucun 
sous-id6al des g~. On doit montrer  que ~3 ne contient aucun sous-id6al de 

g~. Faisons correspondre ~ chaque g~ le ~-syst6me maximal ~ qui contient 
~3 et ne contient aucun sous-id6al de g~. On a, d'apr6s 1), ~3~= C(II~). Si 
g ~ g ~ ,  (v~L), on voit que ~___~3~, donc ! I ~ _ ~ .  Les ~I~, conform6ment au 
lemme 3, sont des id6aux semi-premiers, et si l'on tient compte de 2), on arrive 

U ~I~ = !l~, pour un certain z~L.  Tousles sous-id6aux de ~ ~ sont contenus 
dans lI~, ce qui entraSne qu'aucun d'eux n'appartient ~ C ( ~ )  et par cons6quent 

~3. Or ~ g~ ~ ~ !I 4 et le th6or~me est d6montr& 
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