SUR LES »-ANNEAUX ET LES u-ANNEAUX

FAR

A. ALMEIDA COSTA

1} Définition des p-anneaux—Nous ferons usage dans
ce travail des notations et de la terminologie que nous
avons introduites dans [1] et [2]. Ainsi: Up ensemble 9
d'idéaux d'un anneau associatif & est dit un p-sysiéme, si,
étant donneés les idéaux a et b, de G, appartenant a 9ff,
il existe un idéal g, de &, tel que aghe2fl. Dans tout ce
qui va suivre, on mettra seulement en jeu les n-systémes
ainsi que les théorémes correspondants de [2].

Le théoréme 3, sous-entendu dans [2], peut étre dé-
montré pour des anneaux quelconques, sans qu'il soit né-
cessaire d'introduire des restrictions dans les p-systémes.
Il n’en est pas de méme pour le théoréme 4.

S est dit un p-anneaw, si, étant donné un p-systéme
d’idéaux et une famille | g, |,z d'idéaux, 'hypothése que
la famille soit ordonnée pour la relation d'inclusion et
que chague g, n'ait aucun sous-idéal appartenant au p-sys-
teme entraine pour l'idéal a=|J a, la propriété de n'aveir
aussi aucun sous-idéal dans le méme p-systéme.

Pour les p-anneausx, le théoréme 4 dont on parle est
encore valable sans les restrictions mises en question.
Nous avons en effet:

Tutorive 11 Dans un p-annean S, soient M un p-sys-
téme ef 0 un idéal sans sous-idéal appartenant 6 M. 11 existe
alors un idéal maximum g parmi les idéanx qui contiennent
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a ef ng contiennent aucun sous-idéal appartenant 6 M. L'idéal q
est premier. N et g étant donnés, 'ensemble des idéaux qui
contiennent a et ne contiennent aucun sous-idéal appar-
tenant 4 24 forme un systéme partiellement ordonnée non
vide. En prennant, dans ce systéme, un ensemble ordonné
| 0 15ez, L'idéal engendré par les q,, qui est I'ensemble
union g, =4q ne contiendra aussi, par suite de la défini-
tion de w-anneau, aucun sous-idéal ge M. Le principe
de Zorx peut étre appliqué, ce qui démontre la pre-
mieére partie de ’énnoncé. Maintenant, si q n'était pas
premier, il existerait des idéaux b et ¢ tels que bSc=0(g),
avec b=0(qg), ¢==0(gq). Les idéaux (q,b)>q et {q,c)>q
contiendraient des sous-idéaux m, et m; appartenant &
M il existerait done g tel que mygm.e M. Puisqu'on a
migm: C(q,b)g(q,c)<(bgc,q), on ne pourrait pas avoir
bgc=0{(q). Ce résultat est en contradiction avec les con-
gruences bgc=0(bSc)=0(q).

Prenons un anneau &, dans lequel 'une des deux hy-
pothéses suivantes est valable: 1) 51 {q, |, .z est une fa-
mille d'idéaux ordonnée pour la relation d'inclusion, tout
sous-idéal contenu dans l'idéal union a= Ua, appartient
2 un a,; 2) étant donnée une famille d'idéaux qui jouit de
la propriété de posséder un idéal qui contient chaque
pair d’idéaux de la famille, alors I'ensemble union d’idéaux
de la famille est un idéal de la famille. On voit trés faci-
lement que & est un p-anneauw. En fait, il s'agit de sim-
ples caractérisations des anneaux avec condition de
chaine ascendante pour les idéaux.

Nous allons maintenant examiner le théoréme 5, de [2].
La suffisance de la condition y indiquée peut encore étre
démontrée pour les p-anneaux sans faire appel 4 des res-
trictions dans les p-systémes, mais il n'en est pas de méme
pour sa «nécessité». En ne considérant que les p-anneaux
pour lesquels, étant donné un idéal q de 'anneau, si p est
un idéal premier appartenant a g, alors C(p) est un p-sys-
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téme maximum parmi les g-systémes qui ne contiennent
aucun sous-idéal de g, les théorimes 8, 4 et 5, de [2],
seraient wvalables sans faire des restrictions sur les
p-systémes.

Toutefois, en passant an théoréme 6, de [2], il est
facile de voir que la validité des théorémes 3, 4 et 5 ne
nous permet pas de faire la théorie du radical avec la
définition suivante: le radical v, d'un idéal a, est 'ensem-
ble union des idéaux n tels que tout g-systéme qui con-
tient n contient aussi un sous-idéal de q.

Les difficultés mises en évidence cesseraient en se
bornant aux anneaux pour lesqueles tout p-systéme serait
de la forme 2= C(U/). On constate cependant que le seul
anneau qui jouit de cette propriété est 'anneau nul. En
effet, c'est seulement dans le cas cité que le p-systéme
formé par le seul idéal (0) possede la propriété en question.

2] Définition des us-aneaux—I1 résulte de tout ce qu'on
vient de dire qu'un intérét particulier s'attache, parmi les
g-anneaux, aux anneaux & pour lesquels 'hypothése sui-
vante a lieu: un idéal q de S étant donné, tout p-systéme
maximum gui ne contient aucun sous-idéal de g a la forme
M= (LN, Nous les désignerons par pg-anneaux.

Les anneaux simples sont des p-anneaux. Un autre
exemple est donné par les anneaux semi-simples de Awrmin-
-Nogruer. En écrivant, pour un tel anneau, la décomposi-
tion S=m+- -+, ol les a; sont des idéaux simples, on
voit que tous les systémes d'idéaux dans les conditions sui-
vantes forment des y-systémes: I) Systeme vide d'idéaunx;
I) systéme formé par un seul idéal; III) systéme quel-
conque d'idéaux comprenant l'idéal nul; IV) systéme
quelconque didéaux contenant, avec chaque pair d'idéaux,
un idéal qui est contenu dans les deux.
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Prenons alors U'idéal g, par exemple a=a,+--- +a,, (r<#).
Un p-systeme 2 sans idéal dans a se compose de tous
les idéaux qui contiennent dy (0U Gz, £S1):

M= [ Arery Orea sk Gy oy Brpr + Br+ Aoy s+ 01+ o+ At Bpset -+ 02, |,
M=C{L), U=ai+ - +0r+ Orsgt - 40

On peut résumer les considérations ci-dessus, par les
théorémes suivants:

Tuéortme 21 Les auneaux simples et les anneaux semi-
-stmples de Arrin-Noerner sont des po-anneaux. Dans les
py-anneaux sont valables les Hhidorémes 3, 4 et 5, de [2], sans
infroduire des restrictions dans les u-systémes.

Tutortme 81 Dans un pe-annean, le radical v, de q, dé fini
comme ensemble union de tous les idéaux n tels que tout
p-systéme qui contient n contient aussi un sous-idéal de a,
est intersection de fous les idéaux premiers minimanx
apparienant d a.

Meéme s'il ne s'agit pas de pg-anneau, le radical g,
d'accord avec [2, § 8], sera toujours sous-entendu comme
intersection des idéaux premiers minimaux apparte-
nant a q.

Aprés cela, nous allons poursuivre I'étude du radical r.
Il est certain que bCr, si on suppose que b est un idéal
tel que b"Ca, En effet, ¥, et par conséquent b, sont con-
tenus dans tout idéal premier qui contient a. Inversement,
soit n un des idéaux de la définition de ¢, dans les condi-
tions du théoréme 3, et considérons le p-systéme composé
par les puissances de n: M=|n,n*...}. Il y aura un
sous-idéal de q appartenant a4 2%, donc, pour un certain 7,
U'inclusion n” < q sera valable. On peut donc énoncer:

Tueéorime 4: Dans un po-annean, le radical v, de q, est
Lensemble union de tous les idéaux n lels gue wCa. En
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n'oubliant pas que le radical d'un anneau est le radical
de son idéal (0), on a le

CoroLLaize 11 Le radical d'un py-annean, qui est le ra-
dical inférienr de Bagr, est aussi Uensemble union des idéaux
nilpotents, done le rvadical classique.

Dans les considérations des §§ suivants, bien que cer-
tains théorémes soient démontrées pour des anneaux
quelconques, il s'agit essentiellement de raisonnements
relatifs aux p-anneaux. Nous ferons 'extension a ces der-
niers anneaux de quelgues résultats dus 4 KruLL [3] et
Currrs [4]

3) Idéaux premiers et non premiers 3 droite—Deux
idéaux a et b d'un anneau arbitraire étant donnés, nous
répresenterons par (a:b): l'idéal ensemble des élements
xe S pour lesquels xbCa. Dés que tous les élements de
a sont des élements x, il s'en suit que (a:bly 2 a. On dira
alors que b est premier ¢ droife avec q, si 'on a (a:b)le=a;
dans le cas contraire, b est dit non-premier @ droite avec a.
On doit faire la remarque suivante: b peut fort bien étre
premier 4 droite avec a et celui-ci ne pas ['étre avec b.
Par exemple, dans un anneau simple ==(0), qui soit
anneau-zéro, on a (6:(0)):=5, ((0): 8).=6.

Du fait que tout systéme multiplicatif d’idéaux est un
p-systéeme, l'ensemble des idéaux non-premiers a droite
avec un idéal a; est un p-systéme, puisque, de (a;: bl Dao,
(2 ¢)le Do, on déduit (@:bc)e>D(m: bls>m. L'ensemble des
idéaux premiers & droite avec ap est aussi un p-systéme
(également multiplicatif). Nous désignerons par 2, et 20,
respectivement, les deux p-systémes qu'on vient de signa-
ler. Il s'agit de systémes complémentaires.
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Lorsque a,=p est un idéal premier, %,= C(p) est 'en-
semble complémentaire de 'ensemble 2i; formé par les
idéaux contenus dans p.

Prenons as. Si un idéal qo a les deux propriétés sui-
vantes: 1) il n'est pas premier a droite avec a; 2) tout
idéal goqo est premier 4 droite avec ay; on dit alors que
Go est un idéal maximum appartenant @ . Il agit d'un
idéal qui est maximum dans 'ensemble M.

Tuéoreme 5: En prenant, dans un p-anneau, wn idéal
o =05, ainsi que lidéal by nou-premier d droite avec a,
Uidéal by est contenn dans un idéal maximum appartenant
d . Prenons a;5=G ainsi que le systéme multiplicatif
My correspondant. Ce systéme ne contient pas b, ou quel-
ques-uns de ses sous-idéaux. Le théoréme 1 montre Pexis-
tence d'un idéal maximum p, 2 by, sans sous-idéal dans 21,.
L'idéal py a les deux propriétés qui le caractérisent comme
idéal maximum appartenant a ag.

On peut prendre bo=a,. Par ailleurs la proposition
suivante est valable:

Tutorive 6: Dans wun annean arbitraive, éftant donné
Vidéal a, =8, st fon sippose lexistence d'idéany maximanx
o appartenant & o, chaque q, contient ay ef est premier. En
effet: si g est non-premier a droite avec a,, il en est de
méme de (g,a), puisque (o :(g,a0))e = (a2 g N (a2 ao)s =
=(a:gls 2. Alors, pour chaque g, 'idéal (g0, a0} est non-
-premier a droit avec a; done, en vertu de la propriéte
de maximum de gy, on a (gs,A0)=0qu, %< g. Pour voir
que gy est premier, on fait les considérations suivantes.
Supposons bc=0(g), avec bs£0(qo), ¢Z0(q). On aura
q1=(do, ) Do, ge= (o, ¢)Dqp, done

(A0 % qu)er=={n0: mw”__.m" Ay , (Ao % g o) = nH:n . n_,..u.u_ D)= da.

Sur les v-anneanx ot 85 2y anneans 157

D’autre part, dés qu'on a qiq:=0(q), il en résulte
(@a:qug2)2as. Il est impossible admettre gqu'aucun des
idéaux b et ¢ ne soit contenu dans qu.

Le fait que, dans un p-anneau, le radical ¢ de g, &
est contenu dans un idéal e (voir 4 ce sujet [1,
pgs. 101-103]), nous montre qu'on a aussi te M. Il existe,
dans go, un sous-idéal premier minimum appartenant &
fis, ce qui entraine la proposition suivante:

Tueorive 7:  Dans un v-annean, le radical v d'un idéal
o =S esf non-premier d droife avec ay. Il existe des idéanx
fremiers maximanx, ef, par conséguent, des idéaus premiers
minimanx, appartenant 4 Gy, qui sont eux aussi nou-premiers
i drotfe avec fo.

4) Idéaux adjoints et associés—Un idéal m est dit en
relation avec l'idéal ay, s'il est possible de le considérer
comme ensemble union d'idéaux non-premiers a droite
avec ap. Les idéaux qui sont des élements de 2} sont, de
facon triviale, en relation avec gy. Cependant, on ne peut
pas faire laffirmation inverse, Dans ce qui va immédiate-
ment suivre, on mettra en jeu un idéal en relation avec ay,
lequel, dans le cas des p-anneaux, est un élement de 2.
C'est l'idéal adjoint de ap.

En suivant [4], on dit que l'idéal ¢, est l'adjoint de
=G, 51l est U'ensemble union des ideaux ¢ tels que
(c,b) e, si be ). Cet ensemble n'est pas vide, car nous
avons (@, (@, b le=(as:b)yDna,. Le théordme ci-dessous est
valable et nous allons en faire la démonstration complete,
pour montrer qu’il ne faut pas utiliser la condition de
chaine ascendante:

Tuéorime 8: Dans un p-anneau, l'idéal v, adjoint de
Ay 5= 5, est Vintersection de fous les idéaux premiers maxi-
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mauny appartenant d .. Par définition d'idéal ¢, on a
(c,9) &My pour chaque idéal maximum qe2%i. Compte
tenu de la propriété de maximum de g, U'égalité (¢, q)=q
est valable, donc ¢ = g et aussi ;€ Ng. Inversement, pre-
nons g q, quel que soit I'idéal maximum qe 24}, et con-
sidérons un idéal b tel que (a,:b):Da,. Alors, nous avons
(@s,(a,b))sDay, comme nous allons le montrer. Puisque
be 2, le théoréme 5 affirme que b est contenu dans un
idéal maximum q'edM. On a également gy, donc
(9,b)=4q, ce qui entraine (a:(g,b))s2 (a9 2 aq, et par
conséquent g < vw,. La proposition est démontrée,

CororLaire 20 Dans un p-annean, lidéal adjoint de ng
est non-premier d droile avec ap.

5i on ne veut pas faire dans l'énnoncé l'exception
ay=G, on peut employer l'artifice suivant: M7 étant vide
contient seulement «l'idéal vides b; c'est seulement aussi
l'idéal vide ¢ qui satisfait a la condition (¢,b)e 2. On a
= Uc=idéal vide. Cet idéal vide est encore l'intersection
indiquée dans le théoréme.

Définissons le quotient (a:b). de fagon semblable a celle
dont on a fait usage pour définir (a:b),. Ainsi, on aura
xe(ab)., siet seulement si bxrCa. Comme dans[4, pgs. 693],
on a le théoréme suivant:

Tréorkme 9: Dans wn anncan arbitratre, un idéal a
étant donné, pour que Uinelusion A= Ula:b)e D, (1=1,2,...),
ait lien, il faut et i suffit que (av:blaDay soit valable, ¢'est
d dire, quon ait be . En supposant q un idéal premier
maximum appartenant d ay, on awra les relations suivantes :
(@oiqle=a D, (W:g.Sq, A=Ulm:¢k2a, (m:A).cqg

Un idéal & est dit associé 4 a,, si: 1) § est premier
et on a §2a; 2) 6eNj; 3) (@:A). S8, en supposant
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A=U{mw:8)s. De cette définition, du théoréme antérieur
et du théoréme 5, on conclut immédiatement le

Theorene 10: Dans wun anneau avbitraive, fout idéal
premier maximum appartenant au idéal n, est associé d ao.
Dans un p-anneaw, idéal associé d ay est contenu dans un
idéal premier maximum appartenant d ay.

Corovrare 3: Dans un p-anneaw, il faut et il suffii,
pour que q soit un idéal premier maximum appartenant
d ty, que q soif wun idégl maximum dans les idéanx asso-
ciés d .

5] Idéaux primaux—De la méme fagon que dans les §§
antérieurs, un idéal g, étant donné, nous représenterons
par N,y et M), respectivement, I'ensemble des idéaux
premiers 4 droite et non-premiers & droite avec g,.

On dit que g, est un #déal primal, si 'ensemble union
bo==UUb,, des idéaux b, e W,, est un idéal by e ;.

Lorsque a, est primal, en prenant by, b.e MM, on a
aussi (b, bs) e NG, ce qui montre que l'idéal adjoint de a,
est précisement wy=by. Réciproquement, si (b, b:) e 2, on
conclut que |Jb,=by=1,, mais on ne peut pas dire que a,
est primal, puisqu'on ne sait pas si bye ;. Nous énon-
cerons le

Tuforime 11: Pour gue ay soit primal, il faut ef il
suffil que vy appartienne 4 My e que, en prenant by, bs e 20,
an ailf _”.m: ' muum gmﬂ

CororLaire 41 Dans un p-anneau, il faut et il suffit,
pour que ay soit primal, qu'en prenant by, b:e My, on ait
(b;,bs) e 5. En effet, on ne doit pas oublier le corollaire 2
du § antérieur.
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Puisque, dans un z-anneau, tout idéal qui est élement
de M7} est contenu dans un idéal premier maximum appar-
tenant 2 ap (élement de )), il s’ensuit que 'idéal adjoint
d’'un idéal primal a, + S est nécessairement le seul idéal
premier maximum appartenant a a,. Réciproquement, si,
étant donné un p-anneau, il ¥ a un seul idéal premier
maximum yp, appartenant 4 un idéal g, 5= &, l'idéal n, est
primal. En effet, chaque idéal be2¥M; étant contenu dans
po € My, la condition indiquée dans le corollaire 4 est vé-
rifiée. Ainsi:

Tuiowive 12 Dans wun p-aunean, i faut el i suffit,
pour que @y soit un idéal primal, qu’il existe un seul idéal
fpremier maxtmum appartenant a ay. Cet idéal maximum est
Padjoint de ag.

L. Fucns [5] donne une autre caractérisation des idéaux
primaux qui est valable dans le cas non commutatif.

Bien que dans les raisonnements qui nous ont amené
aux théorémes 11 et 12 on ait supposeé a, 5= &, on n'a pas
tenu compte de ce fait das les énoncés respectifs, pour la
raison suivante: Uanneau & lui méme, pris comme un
idéal, doit étre considéré primal, puisque 'ensemble 2,
possédant le seul idéal vide, on peut supposer valable le
théoréme 11; et il en est de méme pour ce qui concérne
le théoréme 12,

Dans chaque p-anneau, un exemple important d’idéaux
primaux est donné par les idéaux irrédductibles, c’est a dire
par les idéaux qu'on ne peut pas considérer comme inter-
section d'un nombre fini d'idéaux qui soient parmi ses
diviseurs propres. Nous pouvons donner cet énoncé

Tutorime 151 Dans wn p-annean, siq est irvéductible il
est aussi primal, car la somme d'fdéaux non-premier & droile
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avec a es! wn idéal non-premier 4 droite avee n. Si on sup-
pose, en effet, (a:b)s2a, (n:claDa, on a aussi (a:(b,c)eDa,
puisque, dans le cas contraire, a ne serait pas irréductible.

6) Composantes principaux—50it & un p-anneau et
supposons a=G6. M et M’ représenteront les systémes
complémentaires des idéaux premiers et non-premiers a
droite avec a. En supposant que p est un idéal premier
maximum appartenant i a, nous appellerons composante
principale de a, définie par p=t&, l'idéal a(p) qui est
I'ensemble union des idéaux b tels qu'il existe ceC(p)
non vide vérifiant la congruence bc=0(a). On a toujours
a S a(p). Pour démontrer que a(yp) est un idéal, on se sert
de la remarque suivant: si b, et b sont deux idéaux b, on
abia=0(a) b:ce=0(a), par conséquent (byb)c,c2=0(a)
avec ¢ :eC(p)

Nous admettons maintenant que a est primal. Alors,
en supposant que p est le seul idéal premier maximum
appartenant 4 a, on a 2 = {'(p), ainsi que p=ensemble
union des idéaux qui sont des élements de M. Si b est
un des idéaux de la définition de a(p), nous avons
be=0(n), bS(a:c)s = a, ce qui nous donne a=a(yp). Inver-
sement, 'idéal a d'un p-anneau étant donné, supposons
que peM' est un idéal premier maximum appartenant
4 a et admettons I'égalité a=a(p). Si on a geC(p), la con-
gruence (a:g)s 9==0(a) nous améne 4 (a:gle=0(a(p),
donc a (a:gls=a. On voit que C'(p) se compose d'idéaux
premiers 4 droite avec a. On aura C(p)=9, p=ensemble
union des idéaux qui sont des élements de 2. Il en ré-
sulte que a est primal. Donc:

Tutorime 141 Dans un p-annean, il faut ef il suffit,
pour que lidéal a soit primal, quw'on ait a=a(p), en suppo-
sant p un tdéal premier maximwm appartenant d a.
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Lorsque nous avons a=@, l'idéal premier maximum
appartenant a a est l'idéal vide. Pour chaque pair d'idéaux
b, de G, et ceC(p)=totalité des idéaux de G, ona be=0(a);
par conséquent le théoréme antérieur a encore lieu, et
nous avons a=a(p)=Jb=S. Ce résultat est valable
d’ailleurs pour chaque anneau .

Corovraee 51 Si, dans un v-annean, i y a plusieurs
idéaux premicrs maximaux y apparienant d a, on a ay)Da
pour chagque idéal p.

On peut modifier la définition de a(p) donnée antérieu-
rement en disant que a(p) est l'ensemble union de a et
des idéaux indiqués b. L'idéal a(p) reste le méme. Si nous
supposons maintenant que p=G est le seul idéal premier
maximum appartenant & a, nous pouvons dire:

Cororrmre 61 Dans un p-annean, si =G est idéal pre-
mier maxinum appartenant 4 q, nous aurons a=a(p)

Des méthodes semblables 4 celle de Kruir permettent
encore de démontrer les propositions que nous allons
signaler. Nous nons bornerons a4 donner une seule des
démonstrations respectives.

Treowime 15:  Dans un annean arbitraive, si a est wun
idéal et p un idéal premivy maximum apparienant d a tel gue
¢ =p =0, on a nwécessairement a(p) -+ G.

Tuiéorime 16: Dans wn p-awnean, 5 a est un idéal ef
a(p) une composante principale de a, alors, en supposant ¢ un
idéal diviseur de a tel que tous les idéaux premiers maximanx
q apparfenant a ¢ vérifient la condifion G Sy, on peut affir-
mer Piuclusion g (pI< .

Corovrare 61 Dans wn p-auneau, fa composante princi-
pale a(p) est contenue dans tout idéal primal g, diwvisenr de
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a, dont lidéal adjoint est contenn dans p. En particulior: on
@ Q(p) S po, en supposant que yo est Pidéal premier mintmum
appartenant a a et confenn dans p.

Tutorive 17: Dans wun p-annean, a est Uintersection
A=alp) de foules ses composantes principales. Si un éle-
ment & appartient 4 A, l'idéal (4) engendré par &, est con-
tenu dans A, Un tel idéal (&) est toujours un des idéaux b
de ceux qu'on a introduits pour définir a(p). De cette facon,
si on prouve que linclusion b= A implique bC g, le théo-
réme restera établi. En supposant b€ 4, on en conclut que,
une fois p choisi, il existe ce C'(p) tel que be=0(a), ce qui
entraine ¢ (a:bl.. En faisant (a:b).=g, on voit que gz£0(y),
quel que soit p. Puisque tout idéal non-premier a droite
avec 4 est contenu dans un idéal p, I'idéal p est premier
a droite avec a, donc (a:gle=a. L'idéal g, par définition,
satisfait 4 la congruence bg=0(n), par conséquent on a
bc(a:gle=a, ce qui est précisement ce qu'on désire
montrer.

On doit faire la remarque suivante, Dans le raisonne-

ment on a supposé¢ a==G. L'hypothése a—=& donne de
méme a=a(p)=05, comme on a déja vu.

7) ldéaux primaires—Il est commode de définir idéal
primaire, dans un anneau quelcongue, de la facon a suivre.
§ est dit primaire, si sont vérifiées les deux conditions
que voici: 1) le radial t, de §, est un idéal premier; 2) si
ab=0(8), avec az=£0(3), alors on a b=0{t).

Tutorive 18: Dans un p-anneau, il faut et il suffit,
pour que § soit un idéal primaive, que § ait un senl idéal
premier maximum qui lui appartienne, et qui soit aussi le
seul idéal premier minimum appartenant ¢ 8, La condition
est nécessaire :— Lorsque §=8, l'idéal primaire § vérifie la



144 A Alwmeida Costa

mier 4 droite avec . De (§:9):-a==0(8), avec (8:9)¢28,
on tire g=0(r). D'autre part, comme nous l'avons vu
d'ailleurs, dans le théoréme 7 du § 3, ¢ est non-premier
a droite avec § donc t est exactement 'ensemble union
des idéaus non-premiers a droite avec §, Le radical est le
seul idéal maximum appartenant a § et aussi, par conse-
quent, le seul idéal premier minimum appartenant 4 §.
La condition est suffisante:—Si §5=G satisfait a la
condition de l'énoncé, le radical t, de §, est un idéal pre-
mier. Au surplus, de ab=0(§), avec az=£0(§), on conclut
a < (§:b);D8; done b est non-premier 4 droite avec § et est
contenu, comme on l'a vu dans le théoréme 5 du § 3,
dans le seul idéal premier maximum p=t appartenant a q.

condition de I'énoncé. Si § == S, prenons l'idéal g non-pre-

Compte tenu du théoréme 12 du § 5, on peut énoncer le

Tutorime 19: Dans wun g-auneaw, tout idéal primatre
est primal.
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