SUR LE SUPREMUM D'UNE FAMILLE
DE RELATIONS D'EQUIVALENCE

PAR

A. ALMEIDA COSTA

1} Introduction—D'une indication donnée par Tiaco
pe Ouiverrs dans [1], page 17, on tire un procédé théorique
simple pour le calcul du suprémum d'une famille de rela-
tions d'équivalence, La justification de ce calcul, faite dans
le théoréme 1, est un des buts de cette petite note.

Laterminologie employée est celle qui se trouve dans les
livres consacrés a la theorie des treillis, tels que [2] ou [3].

En particuliér, le symbole = est le symbole de relation
dans un ensemble partiellement ordonné.

Le théoréme 2 se trouve en [1], page 17, tandis que le
théoréme 3, bien que connu, est démontré d'une facon élé-
gante 4 l'aide des sous groupes g, cités dans le théoreme 1.

Le théoréme 4, est une proposition intéréssante, aussi
sur des relations d'équivalence, qui peuvent toujours &tre
prises par des relations de congruence.

Dans les §§ 5 et 6, nous donnerons quelques proposi-
tions semblables a celles qu'on peut trouver en [1], pa-
ges 27 ot 28,

Les démonstrations sont, pourtant, justifiées si I'on se
rappele que nous nous bornons a des relations d’équiva-
lence, pendant que dans [1], on parle toujours de systémes
algébriques et on pose toujours 'hypothése de passer d’'un
invariant 4 un invariant dans tout homomorphisme de
systémes semblables.
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2) Relations d'équivalence dans un ensemble—Etant
donné un ensemble €=}a,b,...,7,...|, nous designons
par B=} 4, ... H,...,5,T,...} son groupe de transfor-
mations. Un sous-groupe g de &, nous permet de partager
€ en classes disjointes d'équivalence de la forme:

lea,ba,...,69,...+f8,...|=C, (1)

qui sont, généralement, désignées par domaines de tran-
sitivité de €. Réciproquement, considérons une relation
d'équivalence en € et la respective partition en classes
d'équivalence: | C,,Cs,...{. On peut toujours déterminer
un sous-groupe g, de &, tel que C,=ayg, C,=bg, etc....
Il suffit, par exemple, de prendre pour g, le sous-groupe
engendré par les transpositions qui changent, soit deux
éléments de C,, soit deux éléments de (}, ete.... Compte
tenue de l'existence de sous-groupes de & qui ne sont pas
engendrés par les transpositions, nous pouvons conclure
qu'il peut y avoir sous-groupes différents, g, et gz, tels que
@ gi=ag:, pour chaque ae .

Malgré cela, lemploi des sous-groupes g, dans le sens
que nous venons de signaler, se montre avantageux dans
certaines questions de lesquelles nous allons nous occuper.

Nous partirons du treillis complet & (), des relations
possibles en .

Nous savons que la partie £(C), de & (&), formée par les
relations d’équivalence en €, contient la relation 1, et aussi
Uinfimum de toute famille d’éléments 3, € £(T), en suppo-
sant l'infimum calculé dans le treillis & (&). Ce fait s’expri-
me en disant que £{T) est sous-treillis d'infimum de R(C).

Cependant £{C) n’est pas sous-treillis de suprémum
si 'on prenne cette locution dans un sens analogue 4 celul
de l'antérieur. [l s'ensuit que E (), étant un treillis com-
plet, n'est pas un sous-treillis complet de R({).

Dans le § suivant, en employant les sous-groupes g,
on indique précisément un procédé de caleul du suprémum
d'une famille d'éléments de £(T).
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3) Sur le treillis des relations d'équivalence—Prenons
done, en E(T), une famille | s} ... et associons 4 chaque
gz UN SOUS-Zroupe gy, comme nous avons fait au § ante-
rieur. Le suprémum g, désiré, se forme par le:

Tuiorive 11 Le suprémum o, de la famille o, |, de
relations d'equivalence en €, est oblenn en prennant la rela-
ton d'éguivalence s définie par le sous-groupe g= g, en-
sendvé par une famille |g,| de sous-groupes associés aux p, .

Il est certain que, si beag., on a aussi beag, quel
que soit =z, C'est ainsi que nous pouvons affirmer qu’on
a =5, dans le treillis £(&), dont 'existence est connue.
D’autre cité, en supposant :, = e £(C), pour tous les «=,
nous allons velr qu'on a aussi s ==,

En effet, si b est associé 4 7, on a ag. S ab, quels que
soient @€ {,xe 4. Dans ces conditions, si g, eg,, il s'en-
suit que:

Ay T, €A Ty o Fu  DE BTy La D=

=agn. . -En,bC...Cab,

pour tout le produit fini gu....gs. On peut en conclure
agCal, ou s=7. Le théoréme est démontré.

ﬁoxsrp_mm_u.m.u.,um___qmmmunﬁmw.mhnum.uxwah@xmﬂnm«xnm
fels que s =o el st go ef g sond sous-groupes respectivement
associes aux mémes relations, on a ag=a(gla), quel que

soft ae

1) Application aux systémes algébriques—Dans ce §
nous admettrons que € est support d’un systéme algébri-
gue 5=(€/L2,0%) avec un domaine & d'opérateurs et un
domaine 2* d'opérations binaires. Cela veut dire que,
en supposant D=1}, p,...} et Q*=131*.2*,...}, on a
aieS, ai”b=ceG, (a,bed).
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Etant donnée une relation de congruence z, introduite
en S, on forme le systétme ou espace quotient &/:=
=3C,,Ch,y...1, avec les mémes opérateurs et opérations,
en posant:

Cii=iCa,, ERhmly=Ciiy

Les classes C,, (5, elc. sont obtenues en considérant ¢
comme une simple relation d'équivalence.

Nous pouvons associer a 3, un ou plusieurs sous-grou-
pes g, du groupe & de transformations de €, de facon que
{,=uag, Ci=dg, ete.. Mais, inversement, un sous-groupe
q,de &, n'améne pas 2 un ensemble (1) qui solt, en géné-
ral, un systéme algébrique homomorphe a G.

Lorsqu'on part de g, tout g associé vérifie les condi-
tions:

(ag)h~ Cud= Cop = (ad)g,

(@g)i*(bg)=Ced* G =Cops=(ad* b)g,

de facon que, en représentant par » Uapplication a —aw,
de & en &, définie par 'une ou 'autre des correspondances

a—gl=amw, g—agi*h=aw, a—5i*a=auw,

on en conclut:
(ag)nC(an)g. (2)

La condition (2) caractérise déja, inversement, les
classes (1) comme classes de congruence.

C'est ce que nous allons voir. Supposons y e xg. Alors,
rie(xg)hC(xd)g, soit yie(xi)g. Ensuite, si yexg,sefy,
on a yi"s=ywe(xg)w (¥n)§=(x1"2)g, ainsi que x¥i*s=
=gwe(fg)oC(fo)g=(x1"f)g, ce qui donne: yi"ze(xi"fig.
Nous préciserons, en disant:

Tuiorime 21 Dans chagque systéme algébrigue S = g/Q,0%),
i chaque congruence 3 on peut associer un on plus groupes g,
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sous-groupes du groupe de transformations du support T,
de ftelle fagon que (xg)w C(xw)g,; e, inversement, chague
sous-groupe § qui satisfait d Uinclusion antéricur défine une
congruence en &,

Etudions maintenant 'ensemble (&), des relations de
congruence, comme une partie du treillis £{{), ou bien
E(G), des relations d’équivalence. Dans ce sens-la, nous
allons voir que le suprémum =g, d'une famille de
congruences, prises comme des relations d'équivalence,
est une relation de congruence. Posons g.= g, 00 les
. s'associent aux 5. Pour geg., si on a g=g,,...gs,, 00
voit que:

()0 =2gs. . . gr0 =X Fuy® 82, =

=X &n- e Fna W §a = = XLy L €(X ) G,y

car g €d., etc. Parla, il s'ensuit l'inclusion (xg.)e S (xw)q.,
qui est dans les conditions (2). La relation = est une con-
gruence. Les raisonnements faits prouvent que C(G) est
un sous-treillis de suprémum de £({€). D'ailleurs, est bien
connue la proposition:

Tuiorime 3:  Les congruences C(S) forment un treillis
complet, qui est sous-treillis complet de E(S)= E(Q).

Une relation d’équivalence ¢ conduit 4 'espace quotient
C=lag,0¢,..../¢,...1. b étant le sous-groupe de &
engendré par tous les sous-groupes de & amenant au mé-
me espace quotient T, h est bien déterminé. Considérons
ensuite € comme un espace algébrique avec le domaine
operatoire 8=0Q < 6, Q etant un ensemble quelconque de
transformations appartenant 4 &, et avec un domaine
d’opérations binaires formant un ensemble vide Q*=¢.
Alors, ; étant donné, il existe un domaine opératoire ma-
ximum Q=2R, composé par la totalité des transformations
pour lesquelles ' ={/: est une partition de € en des clas-
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ses de congruence. R est bien déterminé et contient une
partie £ qui applique des classes distinctes en des classes
distinctes. £ est aussi bien déterminé et forme un sous-
-groupe de &, comme nous allons le voir.

Si Sef), on doit avoir (ag)Sc(aS)g, plus précise-
ment, car 5 est une transformation, (ag)S=(a5)g. 5i
on a aussi T'e £, alors:

@5)(S T)=((a)S) T~((aS)5) T—(a S T)g.
Drautre coté, de (ag) S=(a S)g, on conclut:
(85'g)S=ag, ou (aS")g=(ag)S™.

Il g'ensuit que f£) est sous-groupe, comme nous l'a-
vons dit.

Les éléments de £ induisent des transformations en ¢,
qui forment un sous-groupe £, homomorphe de £, contenu
dans le groupe &', de transiormations de €. Le noyau de
cet homomeorphisme est précisément b. Il s'ensuit le

Tutorime 41 Une relation déquivalence o, dans wun en-
semble €, avec un groupe O de transformations, est une re-
lation de congruence relativement @ wun sous-groupe maxi-
mum £, de 6. Les éléments de 6 induisent le groupe de
transformations £, de Uespace quotient U'=C[:. Le noyau
de Uhomomorphisme § -5 est le sous-groupe b engendré
par fous les sous-groupes de & qui aménent d la méme par-
tition en classes d'équivalence.

Remarquons que, en supposant g un invariant de &,
la relation d'équivalence correspondante est une relation
de congruence relativement 34 &. On a alors §=R=g.
Done:

Corovaire 21 Si g est un invariani du groupe 6, il existe
un invariant b, de &, intermédiaive entre g et B, tel que
G (b donne une réalisation d'un groupe de transformations de
Pensemble €=\ ag,bg,...|.
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Quel que soit le sous-groupe g, le sous-groupe £ con-
tient g, ainsi que le normalisateur de g en . Inversement,
en prenant arbitrairement un sous-groupe &,, de &, il est
toujours un domaine opératoire relatif 4 une congruence
définie par g—groupe unité, g=5,, ou g=.

5) Sur le suprémum d'une chaine de relations d'équi-
valence obtenue par un certsin type d'itération —Considé-
rons un ensemble quelconque, ainsi que les possibles
relations d'équivalence 3; ensuite définissons 'application
s—=®(5), amenant d'une équivalence 4 une autre équiva-
lence du méme ensemble. Il nous sera utile de remarquer
le cas cans lequel @ a les propriétés suivantes:

I} o=2();
II) sisZ7,0ona®(=P(s).

Alors, nous allons construire la chaine suivante de
relations d'équivalence, obtenues par itération transfinie
de ¢, en partant de g:

p=(@ =)=t P () =)= - (2)
Lorsque s est un ordinal limite, on écrit: $.(p) |..HCx9b (a);
Iy e w3
et, ne l'étant pas, on pose ¢, (z)=®(®,_;(c)). Le suprémum
que nous voulons construire est celui de toute la chaine(3).
Nous commencerons par une

OgservaTioN—Prenons deux ensembles ¢ et €, pas
équipotents, et supposons que la cardinalité ¢, du pre-
mier, est inférieure a la cardinalité 3" du second. Quel
gue soit la maniére d’obtenir une bonne ordonnation pour
&' et une autre pour ¢, de facon 4 avoir deux ordinaux
%' et B, ce sera B' qui est isomorphe 4 un idéal, (propre)
de B" [2, pages 35]. 5i, en effet, B" était isomorphe & un
idéal de 95, alors €' et ¢" seraient équipotents.
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On peut ajouter d’autres remarques complémentaires,
qui nous ameneront facilement 4 'énnoncé du théoréme 5.
Si ¢ et ¢ sont équipotents, il peut v avoir de bonnes
ordonnations pour lesquelles %' soit isomorphe 4 un idéal
propre de %", d'autres pour lesquelles soit le contraire
qui arrive, d'autres encore pour lesquelles 5’ et 35" spient
isomorphes. D’'une fagon plus précise, un ensemble ¢ de
cardinalité infinie & étant donné, dans les ordinaux rela-
tifs aux possibles bonnes ordonnations distinetes de &, 1l
v a un premier élement B (T). Tous les ordinaux en ques-
tion précedent le premier élément relatif aux bonnes
ordonnations possibles d'un ensemble €, de cardinalité
+'>7. Si nous prenons B(L'), soit B un ordinal pour
lequel B(C)<PB'<(C). Si on admet qu’aucun cardinal
n'existe entre y et ¥, tous les ordinaux %5’ ont la cardi-
nalité y. L'ordinal %({') est un ordinal limite, car s'il
&tait sucésseur d'un ordinal de cardinalité y, sa cardina-
lité serait y également. On a ce

Tueonive 5: A chaque cardinalité infinie y correspond
une famille bien ordonnée d'ordinanx, tous avec la cardina-
lité y. Le premier élément de la famille est un ordinal limite.

[’observation étant faite, revenons a la chaine (3) et
4 l'ensemble € dans lequel nous avons pris la relation
d’équivalence citée. La chaine s'arréte, lorsqu'il y a deux
relations consécutives égales. Dans touts les cas, la car-
dinalité des éléments distincts de (3) est inférieure a la
cardinalité des sous-ensembles de 'ensemble des relations
possibles de €. Cela nous montre que dans (3), la cons-
truction transfinie des relations distinctes s'arréte. Le
suprémum de toutes les relations de la chaine (8) est une
relation ®;(z), appartenant aussi a (3).

On a:

D11 (5) =B (@i (0) =i ). (4)
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L'ordinal / est le premier ordinal, indice en (8), pour
lequel (4) a lieu; et la constrution du suprémum ®;(;) peut
se faire d'une fagon théoriquement simple.

P.mﬁﬂmnmﬁosemﬂbanmcﬂnmﬁ,mmﬂw:onmﬁmn&ﬁmﬁﬁ:.

cation ¢ —®(z)=®(z). Nous allons voir que & coincide

avec lapplication @, définie de la maniére suivante:
On écrit

$(z)= =, ou les 5; sont toutes les relations

= )
7 =5;, pour lesguelles ®(g;)=s;.
En effet, étant ¢ =p;, avec ®(3))=3;, on voit que:

Pig)=Di () =P (57)=p, P (P (3)) =05, etc.... Il se démontre,
par induction transfinie, que ®;(z)=s;. On a donec:

(2N =2 ().

Inversement ¢ () =5, si p=c et P(s)=5. Or on peut
supposer c=%;(z). 1l en résulte, comme on l'a dit,
P(e) =2 ()= 0i(e).

On peut donc énnoncer le théoréme suivant:

Tuiorive 61 Une famille de relations d'équivalence dans
wie ensemble éfant donnde, soit O yune application définic dans
cette famille. Alors, sous les deux hypothéses suivantes:

H“_ e=P(s),
) =5 dmpligue ¥(5)=0(s);
on peut affirmer que le suprémum des relations de la chaine

(3), est la velation 9 (5) , oblenue par Papplication ¢ — 9 (z),

définie comme il suit: ©(s)=Ns;, pour tous les o; tels que
s=9;,P(s5)=05;.
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Il est bien simple de prouver que & jouit des proprié-
tés 1) et [I) citées dans l'énoncé que nous vennons de
donner. Par ex.: sig =g, cest @ (5)Z P (z2), parce que tout
le ¢; qui entre dans la définition de ®(5.) entre aussi dans
la définition de ® (p).

6] Sur les relations d'équivalence guotients—Dans un
ensemble €, définissons une relation d’équivalence g, et,
apres, supposant : =g, considérons I'équivalence quotient
7/z. Il nous importe la proposition suivante:

Tutorive 7: Si wous supposons 3 =c;, pour tous les jy
d'une famille, on a ((s;/s)=(Ng)/e. Prennons &f;=
=1Cs,Csy...}. En acceptant que C.[N({e/e}]Cs, on a
CasifsCy, de fagcon que ag;b, ainsi que a(Ng)é,
C.[1N=/e]Co. Inversement, de C,{(Ns}/s]Cs, on déduit
a(Ns; b, par conséquent ao; &, Coo;/eCoy Ca[N(zi/8)] Co-

C’est de méme avantageux d'avoir présent le résultat
que nous allons maintenant énnoncer:

Tuiorine 81 Sous les hypothises s =o,0=7,5/p=x/s,
Pégalité s=x est valable. En effet, de asé, on conclut
C.3/sCs, soit C.t/sCy, done, précisement, azb.

Si 'on suppose en outre que l'application ¢ du theo-
réeme 6 est definie, dans les mémes conditions, pour chaque
ensemble €/g, et qu'elle possede la nouvelle propriéte:

III) ¢=s entraine ¢(s/¢)=0(s)/p,
on peut donner ce

Theorine 9:  L'application ® a la propriété I11), si ®
Jouit de la méme propriété. Nous voulons prouver l'égalite

$(s)fp=B(afp), si g=5. Or (a)fp=(Ne;)/¢, pour les o
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cités en (3), tandis que ®(z/g)— N(=x/), pour touts les =,/
tels que 6/ = a3, P (axfp)=25/z. Comme N(z/e)=(Ns)/z,
nous devrons prouver l'ggalité (Nes)/s=(N5)/5.

Pour cela, nous montrerons que tout le s; est un s,
et que tout le =, est un 5;. Un g, est un =, puisque

ele=gife, P (o) =P (a5)/e=15/¢.
Réciproguement, un s, est un s;, comme nous allons

voir. En fait, on a ¢ (g,/3)=®(c.)/p=0./p, par conséquent
D (5y)=5s, en vertue du théoréme 8.



