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Sobre as relações de invariância
em reticulados

1. Relações de Zassenhaus

Se R = {a) b, c) "') x, y) z) '" } é um reticulado 'modular, , sábe-se
que ele pode ser caracterizado das duas maneiras seguintes:

I: a, < a2 e b, < b« arrastam a perspectividade do intervalo

II: c. < a2 e b, < b, arrastam a igualdade

Por conseqüência, I ou TI bastam para demonstrar o teorema das sub-
divisões equivalentes e, portanto, o teorema de Jordan-Hõlder.

Tom-emosuma relação binária 7], sobre R) tal qu-ea 7] b implique a < b.
Então, uma das duas condições seguintes, equivalentes entre si:

Z~: a. 7] a« e b, 7] bz implicam a perspectividade dos dois inter-
valos da afirmação I;

Z3: al 7] a, e b, 7] b, implicam a igualdade da afirmação TI;

basta para garantir que duas séries - 1J



I': a n b implica (aAz) 'Y) (bAZ),
1
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admitem subdivisões equivalentes. Estas subdivisões não são geral-
mente séries -"'. Juntando a Z' ou a Z a condiçãoo/ 3 o,

as subdivisões equivalentes, construídas como habitualmente, são já
séries - 'Y). Ê conveniente observar que as séries - TJ são sempre su-
postas finitas.

Diz-se relação de Zassenhaue uma relação binária TJ que verifica as
condições Z;, Z; e

Pondo Z = Z' uma relação de Zassenhaus define-se por um dos dois
1 1

sistemas de condições:

Z~, (k = 1, 2, 3); Z7', (k = 1, 2, 3) ;

2. Relações de invariância

Aqui, como na Secção anterior, 'Y) será sempre tal que a TJ b implica

a < b. Seja então 'Y) uma relação binária sobre R. Diremos que ?) veri-
fica a condição 11, se

1,: a n c e b<.c implicam (aAb) ?) b.

11 é equivalente a qualquer das duas condições seguintes:

l~: a'Y) (a v b) implica (a A b) 'Y) b e a'Y)b, com a < x < b,
implica a 1') x.
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Esta condição li garante, por exemplo, o resultado seguinte:

TEOREMA 1: - Supondo a = a < a < ... < a. < ... < a <o 1 1 k
-------

< an = c e b = b; < b, < ... < b, < ... < b, < ... < bm = c duas
séries - 1), a condição 11 basta para que existam séries -7] entre

ai A bj e ai,' (k > i), e entre ai A b
j

e b
"
«: j).

Uma relação binária 7] verificando li, Zz e Za diz-se uma relação de
invariância. Trata-se de uma relação mais forte que uma relação de
Zassenhaus.

Por exemplo, no reticulado semi-modular

a 0< b 0< d 0< e; a 0< b 0< g 0< e;
a 0< f 0< g 0< e; a 0< f 0< c 0< e;

onde 0< significa «cobertura», a relação 1), definida pondo

x 7] y] se x] y -=1= c e x 0< y

é uma relação de Zassenhaus mas não é uma relação de invariância,
pois que li não é verificada.

Uma relação de invariância é sempre uma relação de Zassenhaus, por-
que li e Z2 implicam Zl e Z2. Um exemplo de relação de invariância
é dado pelo reticulado dos subgrupos dum grupo, escrevendo x 7] y
com o significado de «x invariante em y». Pode mostrar-se que, num

reticulado R] a relação 0<. é uma relação de invariância, se e só se
x 0< x v y implica x A y 0< y.

Sempre que, dada uma relação 7], se tenha a -=1= b, a 7] b e não exista
série-e entre a e b da forma a < ...< z < ...< b, escrever-se-à a << b,

Ê, então, extremamente importante, para o estudo das séries-e de
composição e para os problemas de comprimento ligados a essas séries,
o seguinte:



410 MEMóRIAS DA ACADEMIA DAS CIÊNCIAS DE LISBOA

TEOREMA 2: - Tomando a relação de invariância 7)) se a < < b e se
existe uma série-q entre Z A b e b, ou se tem a A Z < < b A Z 0'1,,(,

a A Z = b Az.

3. Séries-o de composição

Damos aqui nota dos dois enunciados que se seguem, nos quais 7) se
supõe uma relação de invariância e c'7 (x) y) significa o comprimento
de uma série-7) de composição entre x e y.

TEOREMA 3: -Se a == ao < a, < ...< a. < ...< a; == c é uma série-q,
e b = b, < b, < ... < b", = c é uma série-e de composição) existem
séries-e de composição entre a A b e a., , .
TEOREMA 4: -Se b = b, < b, < ... «b.; = a v b é uma séTie-'7 de com-

posição e a = ao < aI < ... < a; = a v b é uma série-e, tem-se

c'7 (a A b, a) < C7) tb, a v b). E é necessário e suficiente) para que
seja c7) (a A b, a) = C7)(b, a v b), que) para todo o elemento z tal que

b < ... < z < ... < a v b seja uma série-s, se tenha b v (a s z) =
= (b v a) A z,

MARIA LurSA NORONHA GALVÃO
A. ALMEIDA CoSTA

(Comunicação apresentada na sessão da classe de Ciências em 20 de Julho de 1972)

BIBLIOGRAFIA

[1] A. ALMEIDA. COSTA, C01+TSd'Algêb1'e Générale, vol. 1, 1969, Lisboa.
[2] M." L. NORONHA GALvÃo, Sobre o te01'ema de Joraam-Hõlder em reticutados,

1970, Lisboa.


