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Sobre as relacdes de invaridncia

em reticulados

1. Relacoes de Zassenhaus

Se R= Ja, b, c, .., x U, 2, ... éum reticulado modular, sabe-se
l p 2 2 2 2 2 2 }

que ele pode ser caracterizado das duas maneiras seguintes:
I: 1< e b, < b, arrastam a perspectividade do intervalo
[a. Vv (@24 D)), @, vV (@A D)], [(@:Ab) v (@.AD:), a; Ab];
I: a<a e b ?bg arrastam a igualdade
(@:AD) v (@,AD,) = [(a:Ab1) V a;] AD,.

Por consequéncia, I ou IT bastam para demonstrar o teorema das sub-
divisdes equivalentes e, portanto, o teorema de Jordan-Holder.

Tomemos uma relagio binaria 5, sobre R, tal que @ 4 b implique a < b.
Entdo, uma das duas condicOes seguintes, equivalentes entre si:

Z': a;na. e binb, implicam a perspectividade dos dois inter-
valos da afirmacdo I,

Z,: @, qa, e b, qb, implicam a igualdade da afirmacdo II;

basta para garantir que duas séries — g

&6, =b,  a—b,=bien s=bu=b
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admitem subdivisbes equivalentes. Estas subdivisdées nido sdo geral-
mente séries — 7. Juntando a Z’/ ou a Z, a condicio

Z': a;na, € binb, arrastam [a, v (6. AD)] 5 [ay Vv (@2AD)],
as subdivisoes equivalentes, construidas como habitualmente, sdo ja

séries — 5. E conveniente observar que as séries — g sdo sempre su-
postas finitas.

Diz-se relagd@o de Zassenhaus uma relacdo binaria 5 que verifica as
condicdes Z/, Z! e

Z': a;na, e binb, implicam [(¢:Ab) v (a:AD.)] 5 (a:AD.).

Pondo Z = Z’ uma relagdo de Zassenhaus define-se por um dos dois
sistemas de condicgoOes:

Z;: (k:1)213); Zi:r(k:1’2’3);

Z,: a,na, e byyb,, com b, ?az implicam (@, v by) 9 (@, v b.).

2. Relagoes de imvaridncie

Aqui, como na Seccao anterior, 5 serd sempre tal que @ b implica

a < b. Seja entio n uma relagio biniria sobre E. Diremos que 7 veri-
fica a condigdo I, se

I,: anc e b<c implicam (¢ Ab) 7 b.
I, é equivalente a qualquer das duas condicOes seguintes:
I': anb implica (@A2)n (bA2), VzeR;

I: an(avb) implica (aAb)nD e ayb, com a?m?b,
implica a5 @.
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Esta condicio I, garante, por exemplo, o resultado seguinte:

2 d

ke .

1

TEOREMA 1: — Supondo a = ¢ _<T a,

I Al

?a,,:c e b:bozblz... ? (R ?b, ? ?bm: ¢ duas
séries — ), @ condi¢do I, basta para que existam séries —qn entre

a, Ab e a, (Ic;'i,), e entre a, A bj ¢ b (l;j).
Uma relacdo binaria 5 verificando I,, Z. e Z, diz-se uma relagdo de

invaridncia. Trata-se de uma relacdo mais forte que uma relacio de
Zassenhaus.

Por exemplo, no reticulado semi-modular

@RS EbIcE e e - g °<d B9t ghie<iues
SIS gRio<ic- tg °< 'f °< ¢ °<e;

onde °< significa «cobertura», a relacdo 5, definida pondo

LaRfRSes XL, Y —~Cc e xféy

¢ uma relacdo de Zassenhaus mas nio é uma relacio de invariincia,
pois que I, nfo ¢ verificada.

Uma relacdo de invariancia é sempre uma relacio de Zassenhaus, por-
que I, e Z, implicam Z, e Z,. Un exemplo de relacdo de invaridncia
é dado pelo reticulado dos subgrupos dum grupo, escrevendo % Y
com o significado de «x invariante em y». Pode mostrar-se que, num

reticulado R, a relacio °< é uma relacio de invaridncia, se e s6 se
z°< xyy implical T Ay °< Y.

Sempre que, dada uma relagdo 5, se tenha a=£b, ¢ b e ndo exista
série-n entre @ e b da forma a < ... <2< ... < b, escrever-se-a a << b,

E, entdo, extremamente importante, para o estudo das séries-y de
composicdo e para os problemas de comprimento ligados a essas séries,
o seguinte:
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TEOREMA 2: — Tomando a relagdo de invaridncia 1, se ¢ < < b e se
existe uma Série-y entre 2Ab e b, ou se tem aAz < <bAzZ ou
aAZ=DbAz.

3. Séries-n de composic@o

Damos aqui nota dos dois enunciados que se seguem, nos quais n se
supOe uma relagdo de invariancia e ¢y (2, ¥) significa o comprimento
de uma série-y de composicao entre x e ¥.

TEOREMA 3: —8e a =, < &; < ... < a, < ... < @y = ¢ € uma série-y

eb=b, < b, < ... < b, =c éuma série-y de composicdo, existem
séries-n de composigcdo entre ¢ A b e a .
1 j %

TEOREMA 4: —Se b =b, < by < ... <b, = a v b é wma série-; de com-
posicio e a = a, < a4, < ... < @, = a v b é uma série-y, tem-se

¢y (@AD, a) ? ¢y (b,av b)) Eé necessdrio e suficiente, para que
seja ¢y (a Ab,a) = ¢q (b,avb), que, para todo o elemento z tal que
b<..< 2 <..< av b seje wnma série-, se tenha b v (aAz) =
— (DI C)NA

MARIA LUISA NORONHA GALVAO
A. ALMEIDA COSTA

(Comunicacio apresentada na sessdo da classe de Ciéncias em 20 de Julho de 1972)

BIBLIOGRAFIA

[1] A. AimEipA Costa, Cours d’Algeébre Générale, vol. 1, 1969, Lisboa.
[2] M.* L. NorRoNHA GALVA0, Sobre o teorema de Jordan-Holder em reticulados,
1970, Lisboa.




