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SOBRE 0S GRUPOS ABELIANOS

POR

A. Aruripa Cosra
Prof. ext. da Universidade do Parto

Em tudo o que vai seguir-se, tratar-se-Ho, apenas,
grupos abelianos com um ndmero finito de elementos gera-
dores ,e .com dominio operatdrio constitnido por anel com
elemento um. K nosso ohjectivo fazer um certo niimero de

-observagBes preliminares (secgfio A) e indagar de certos

€asos para os quais é possivel indicar uma base com uma
ordem ou dimensionalidade invariante -(secgbos B & O).
Na secgéio D, para comodidade do leitor, reproduz-se uma
demonstragio dum teorema fundamental. Finalmente, na
secghio B, verifica-se que uma nogio de produto directo, dada
por M. WEDDERBURN na memdria « On hypercomplex num-
bers>, publicada nos Proceedings of the London Mathema-
tical Society, second series, volume 6, 1908, cai dentro da
idéia de grupo .abeliano com dominio operatorio anular
com-elemento um. .

Deve-se a W. Krury a nogio de grupo com operadores,
para o caso comuntative. Os resnltados déste auntor, com a
intervencéo déste novo conceito, foram publicados na me-
mdria insérta na Mathematische Zeitschrift, Band 23, 1925,
pag. 161, aob a designagho «Uber verallgemeinerte endliche
Abelsche Gruppes. 0. Scamipr introduziu a nocio de opera-
dor num grupo qualquer, publicando a tal respeito um
artigo naquela citada revista alem3 (Band 29, 1929,
pag. 84) intitulado « Uber unendliche Gruppen mit endlicher
Kettes. Nos livros modernos, csta nocio é hoje corrente.
A &sse respeito podem consultar-se o nosso Curso sbbre
<« Blementos da Teoria dos Gruposs ou o livro «Moderne
dlgebra de B. L. vaw pEm Warepen, ¥ cheio de ensina-
mentog o livro < Lehrbuch der Gruppentheories, de H. Zas-
SENHAUS (T'eubner, Berlin),

Dum mode geral, para o contetido déste trabalho, o
leitor poderd comparar o que aqui se escreve com a expo-




sigho feita s6bre o assunto no témo 2.° da obra citada de
VAN DER WAERDEN ou com a do autor dada no livro «Gru-
pos abelianos e Aneis e ideais n@o comutativos».

A -
1) O elemento um como operador —Segja o grupo
®= }E! ai B! T)"'&’
onde ¢ é o elemento unidade, e seja o anel operatdrio
&=1{u, a b, €y
no qual u é o elemento um. Como se sabe, t8m lugar as
relagGes
“E€6, "  (afp=e.p, 0
aa+b=aa'ab, aab=(aa)b'
Delas se deduzem as igualdades

gf=c¢, (q—l)u=(aa)—1’ aO:E, a—-a=(aa)-—1ﬂ(a—1)a.

Nada nos permite afirmar, porém, que o elemento u /

seja operador unildrio, isto é que se tenha /

’I
/
o == a, :f’
Eserevendo
g=0o o~ %, o¥,

cada elemento de & se pode considerar como produto de
dois, o primeiro dos quais, p=u a—*, satisfaz a condigio
B =, qualquer gue seja @ & S, o o segundo, Y= ¥, admite
2 como operador unitério. O conjunto dos elementos § cons-
titue um sub-grupo admissivel &', o conjunto dos y um
sub-grupo admissivel 3", valendo a igualdade,  _

& =6"=<a",

em cujo segundo membro figura um produto directo.

i

(1) Com @ significamos «pertences ou < perbencente »,

‘

Suponhamos que & é um grupo finifo relativo a S. Isto
pignifica que existem elementos vy,..., v, do &, taiz que,
para qualquer v G &, se pode escrever

v=oM. .. v - (e G ),
salvo os elementos da forma
v’=é)"11...v;;n,
onde 7, ..., 42 pertencem 2o anel dos ndmeros inteiros,
Procuremos, neste caso, o sub-grupo &'. Os seus ele-
mentos sio de nma das formas ‘
43
v,

i i — iy 3t —f,
1)11...2)”11.1) 1 aa U T (2)

a — a1 % — (W
A N A

Os primeiros sio todos iguais a ¢. Como, para ¢ igual &
zero, é também it —e, podemos dizer que &' se compSe
finicamente dos elementos com o aspecto (2).

O sub-grupo &” compbe-se, enttio, dos elementos

— O] W Byt a0 {43
a=o71"%. .. 0.0 Dyt U,

— o PR
=i .. vinv=0b,  vbx, (5;€6),
ou seja &" compde-se dos elementos da forma

=09, .. 0%, 8)
para os quais % é sempre operador unitario.

Quando se diz, pois, que o grupo & é formado por ele-
mentos do tipo (3), o cardcter unitdrio do operador u tem
de ser concebido. Os elementos #y, ..., ¥4 nio tdm a forma
(3), ndio pertencendo a B. Os geradores s#io os elementos

YRERTLAT -
que representaremos, de futuro, com 2y, ..., vs.

Sempre que uma relagio da forma

@y yy —
ﬁl ...Uﬂ”-—'E

|




apenas tem lngar se ¢ = ... =g, = 0, os elementos
Yy -+, Uy dizem-se independentes. O sen ndmero & a ordem
ou dimensionalidade de .

Se o grupo & admitisse um segundo dominio opera-
tério 0, os raciocinios anteriores poderiam estender-se a
um tal caso, mediante restriges simples. Tornava-se neces-
sdrio, em primeiro lugar, que &' e " fHssem admis-
siveis em face de . Isso exigiria que se tivesse, por ex.,
para p §Q, .

(au=")P = af (a— %) == af (aP) — ¥,

Esta circunstincia seria, entdo, suposta, pois pbr-ge-ia, dum
modo geral,

(a®)P = (P )5

Como sio de especial interdsse os grupos ¢om uma dimen-
sionalidade finita n, o grupo &, representando com Sv;
0 conjunto dos elementos da forma v}, poderia continnar
a escrever-se

®=6'U_1_><..-><6'Un,

86 03 sub-grupos & v; fossem admissiveis em face de Q. Tsso
eXigiria, por ex., /

(@)?)P =ny_ i

Suporfamos que os elementos de Q operavam também sdbre /
S (a direita) e que teria lugar a relagio :

(a®)P=qaP

2) Endomorfismos de & — Um endomrfis mo 6 é uma
homomorfia operatéria de & sébre si mesmo. L definido
por uma matriz quadrada, pondo '

W=F=Ton,  G=1%.,0. @

A matriz em causa 6 4 = (ay). ST
Tem Ingar a segninte proposico: (*) € condicdo meces-

‘

{1) Veja-se vax per WaARRDEN, loc. cit,, ou o nosso Cu reo sdbre
Grupos abelianos e Anéis e ideais ndo comutativos. O raciocini o do § 3.0
é andlogo a0 empregado para estabelecer 2 proposi¢ie em r eferéncia

i

-y

sdria e suficiente para que (4) se torne num aulomorfismo,
que A ndo seje wm divisor nulo esquerdo mo anel completo
das matrizes quadradas com elementos de S e que ferha um
enverso direilo.

Em tal caso, de (4) tira-se

ve=11 Vi, (5)
7

A matriz B={(b;;) é a matriz inversa direita de 4. Como
as igualdades (B) sio andlogas a (4), conclui-se: B ndo ¢
divisor nulo esquerdo e tem inverso direito, Designando 8sse
inverso com B/, vem

B B'= U= matriz anidade.
Logo. 6

ABB=AU=A=ABB=UB=27.

Tem-se, em resumo,
AB=BA=T.

A matriz dum automorfismo é, pois, nma matriz com
inverso (regular), e inversamente.

Daqui conglui-se que 4 também ndo é divisor nulo direito
€ lem inverso esquerdo. Inversamente, esta iltima conclusio
leva as anteriores.

De facto, consideremos um grapo & construido & custa
dos simbolos w¥,..., w!¥, e ponhamos

w=wH.. . wsGe, (w07 )b = whe, (5"

O endomorfismo
Wj =TI wg.fk
i

4 um automorfismo, pois a proposi¢io anterior, mediante

as igualdades ('), modifica-se precisamente substitnindo
<divisor nulo esquerdo» por <divisor nulo direito» e «<in-
verso direito> por <inverso esquerdo». Déste modo, existe
uma matriz B ={(¥;z) tal que B'A=1T,, sendo U, a
matriz unidade de grau n. X também AB' = U,. E, sendo
regular a matriz 4, ela nio pode ser divisor nulo esquerdo
e tem inverso direito, como se deseja.




Se 0 ansl © é comnutativo, é indiferente pbr
(aa)b=aab, (aa)b=aba. (6)

O automorfismo (4) pode definir-ge adoptando a segunda

relacio (6) e pondo ‘
" -
02—, = 11 vhik

onde B=(bj)=A é a matriz transposta de 4.

Conclui-se que, num anel comutativo, se A ndo é divisor
nulo esquerdo e tem inverso direito, a sua matriz transposia
estd nas mesmas condigdes, pois ndo tem divisor nulo direito
e tem inverso esquerdo. :

Seja agora &' um anel isomorfo-inverso de ©. Se &' G &'
é o correspondente de a & &, ponhamos, para « G &,

ot = g® ,
Nesse caso deveri ter-se
(aaf)b — g = gbal — (aa’)b'_

O nosso grupo & pode considerar-se, entiio, como um
grupo finito relativo a &/, sob a condigio de se por

/

(o =, .
Supondo que (4) define um automorfismo, substituamos
as relag8es (4) pelas seguintes:

8 H )

v; =V; =kI=I1 viik / )

onde B'=(b') é a matriz transposta de A’ = (a'j;). Vé-se

imediatamente que fica definido o mesmo automorfismo.
De facto, a um elemento IIvfj=IIv®j corresponde,

por {4), um elemsnto J I S

Zogjaj

v=IIVe =1Iv,i ",

J
e, por (7), um elemento

Ea'j b'jk /

al’. - i

IV i=1Ilv, 7 == 9,
j k :

;

e

- . . - - -
e T e e e e

Déste modo, pode concluir-se: se num anel completo de
mairizes quadradas com elementos de O, uma matriz A ndo
é divisor nulo esquerde e tem um inverso direito, no anel
completo de matrizes quadradas do anel &', isomorfo-inverso
de ©, a matriz transposta, A' =1, da malriz A' formada
dos elementos correspondenies aos du matriz A, estd nas mes-
mas condigdes, pois nde ¢ divisor nulo dirveilo e tem inverso
esquerdo.

3) Sobre a ordem de & — Em face de raciocinios
anteriores, levanta-se a questfio de indagar se 6 nm niimero
bem determinado a ordem de &. Trata-se de saber se nfo seréd
possivel encontrar uma base independente, ¥y, ..., V,.» com
mFn,

Sempre que tal é possivel, tem-se

9
Vj:klflvgkj’ (j=1,2,..‘.,m),

dedunzindo-se b; =0, da relagio II V:.’-" =—¢e. Entfo, a matriz
i=1

A = (axj), de m linhas o m colunas, deverd ser tal que, mul-

tiplicada &4 direita por uma matriz qualquer nio nula de

m linhas, n#o possa levar a2 uma matriz nula. E, sendo

0
assim, as relagles T ajb; = 0 levam necessiriamente aos
f=1

j= .
valores b; =0, de sorte que uma relagio I7 V;."J = d&

sempre ¢; =0, isto &: os V; siio independentes.
Devendo ainda, por hipitese, poderem os v, exprimir-se
nos V;, ter-se-3 :

v,=1T V%, @#k=12,..., n),

f=1 I

e, portanto, designando com B a matriz (b ):

n linhas m linhas \ __ n linhas
4 (m colunas) > B ('n colunas) = Uy (n colunas) ?

onde U, é & matriz unidade.

Isto significa, embora n#io possamos designar B como
matriz inversa de 4, que deve existir, dada A, nma matriz
B tal que AB="U,. B, sendo assim, os v, exprimem-se

e it

ST LT T

AT e L e D et R T
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m
nos ¥;, pois, pondo ¢/, = IT V.2 , tem-se
j=1 .
m " n x oy by
o, = LI (1L v Yoo = I v, 7 =v,.
. J=1 I=1 I=1 ’

A matriz B tem as mesmas propriedades que 4 : da
igualdade BC=0, conclui-se C=0; e a matriz 4 & tal
que BA=1T, é a matriz unidade de grau m. Também
pode demonstrar-se que niio existe matriz D240 tal que
DA =0. De facto, o produto D4 tem m colunas, de sorte
que DA B=D. AB==D tem sentido, dando D = 0.

A questfio aqui posta, no caso de ser comutativo o anel
S, leva a um resultado interessante. Formemos, com efeito,
08 elementos das diagonais principais de A4B= U], e de
BA=U,. Por um lado, a sua soma ¢ nw; por outro, é
mu. Como, porém, em face da sna forma, devers ter-se
nu=mu, conclui-se a existédneia de valores inteiros fini-
tos ¢ fais que gu=0. O problema nio pode pdr-se sempre
que esta condigio se ndio dd. A condigfio ndo ¢, todavia,
suficiente, como results imediatamente do caso de S ser
um corpo.

Suponhamos, por ex., que & é um anel ideal principal,
Sebemos que dois ideais quaisquer nfio nulos nio podem
ter como elementos comuns apenas o elemento nulo. O que
-acabamos de dizer leva ao mesmo resultado.

/
Sejam u;, u, dois elementos ndo nulos de & e sejam

7,8 € © elementos quaisquer de &. ruy, sus 0 7 uy + 8 ug

so ideals em ©. Se d 6 o elemento gerador do tltimo
ideal, existem elementos a, b, o, p @ S tais qus

ﬂdiui, aul—}-ﬁuz:d, f"
bd=u,, ea +Bb =u.

Poderd imaginar-se que 74y e su; nfic tém elemento
comum, salvo o elemento nulo, isto é que uma igualdade
como duy+¢u, =0, (3,9 € S), dd 0= =0? Se assim for,
teremos uma base (uy, %3) para o médulo ruy - sug, que
admitird ignalmente a base d. :

Se observarmos que deveria ser

() en=(5250)=(;2)

/

11

(a5) (5)=(au-+0p)=(),
chegivamos ao absurdo u=o.

4) Regresso aos endomorfismos do § 2.° — Vamos
estudar neste § os endomorfismos anteriormente referidos,
supondo que a imagem homomorfa de @& tem uma base
finita wy, wy,..., ., que pode ser diferente da base dog
V;. Nenhuma hipétese formularemos guanto ao valor ds
7, Dem Suporemos, mesmo, que 05 elementos base (como su-
cede quando se nio faz mencio expressa) sfo independentes.

O endomorfismo fica definido pelas relagses

v.fe:v}:}cl_—z.zlwgw: (j=1:2= ceey B

tendo-se, aliis,
n

Wi :111 vfli 2 (7’—_- 1’ 2’ L -:m)' (7',)
=1

Uma primeira questio que se levanta consiste em ver
como se transforma a matriz rectangnlar 4 = (ax;) quando
se faz uma mudanga de base em . Resolveremos 2 ques-
tdo duma maneira absolutamente geral, imaginando gque,
simultdneamente, se substituem osg elementos 1w; por ele-
mentos equivalentes. Tal equivaléncia & a tradugio das
igualdades ,

"

|
why= Il wls, (£=1,9,..., m), 8)

s§=1

nas quais se suple Q= () uma matriz quadrada com in-
verso direito e esquerdo.

Pratignemos, entfo, a mudanca de base
"
v =;.;H1v£kj v =1,2,...,n), 8"

ao lado de (8). Trata-se .de procurar a matriz obtida 'expri-

mindo nos #'; os homomorfos dos ¥;, que designaremos com
V', Ora é :

, " " Prj w o Yo Py
V= V= 1 I1 wew = IT wf
k=1 k=1 =1 I=1
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Por outro lado, tem-se
m
— tys
wy = 1;1' w'tit,

designando com R=/(ry) a matriz inversa de . Assim, ¢

"
(g It
V= ,-lei’-’ )
=

onde T=/(%;) é a matriz procurada, definida por
T=RAP=Q'AP.

O problema que acaba de resolver-se néio pode confun-
dir-se com a questfio seguinte, de importincia fundamental
para os resultados posteriores: Dado um sub-grupo N (wy,
e tWy) do & (vy, ...,vs), definido por (7'), procurar a
matriz que define o mesmo sub-grupo, supondo que Be
gubstitnem as bases de & e de R, mediante (8) e (8.

Devem, entfio, exprimir-se os w'y nos ¢/;, Tem-se, suces-
sivamente:

m fon 9% " Es Ysk
why=II (11 v‘z"k) =111 v ¢ )

s=1\=1

% S
vzzjglv'}?ﬂ, SZ(Sjl?:P_I, /

w,== IV, O=0p)=P-*0Q.

=1

3) Transformagdes simples de matrizes —Dada a
matriz rectangular C={(¢y), de n linhas e m colunas,
dizem-se transformacées simples de C as transformaces dos
dois tipos seguintes: 1.° — troca das linhas de ordens % e j
(ou das colunas); 2.°— adigio & linha de ordem %, dos
elementos correspondentes da linha de ordem j’multiplica-
dos, & esquerda, pelo elemento a & &, e operagio andloga
(com multiplicagfio & direita) para as colunas.

Estas transformactes modificam a matriz C, que tornam
numa outra matriz rectangular D, igualmente com n linhas
e m colunas. Elas correspondem a mudancds de base em &
ou & substituicio da base no sub-grupo J.

;
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Designando com Pj; a matriz quadrada de grau n que
resulta da matriz unidade U, trocando as linhas de ordens
% e 4, o produto

Py C=D

d4 a transformada D, de O, pela primeira transformagio.
Mas Pj; 6 a matriz que determina uma nova base para &:

_ o — _
VI=U ey Ve=0), 00, Vi=0p, ..., Vu=10y.

Como se quere definir o sub-grapo RN, determinado por
C, tomando em & o sistema base dos ¢/;, tem de substi-
tuir-se a matriz C pela matriz Py’ C= Py C= D, resul-
tado que justifica a afirmacio feita. ‘
- Ag transformagBes do 1.° tipo relativas a colunas core
respondem a mudancas de base como as seguintes:

_ o L o
Wy=wy . W =W, ..., Wi= Wk, « 00y Wy =g .

A matriz C torna-gse, neste caso, na matriz

D=0 Py,
onde Pi; é de grau m.

Passemos as transformacdes do 2.° tipo. Se designarmos
com Qi (a) a matriz quadrada de ordem n que se obtém
de U, substituindo o elemento nulo da linha de ordem &
e da coluna de ordem j pelo elemento a, vé-se imediata-

mente que é
. D=Qu (a) C.
A. mudanca de base

— — g —_
VW= e, Vs =Vh,yues, ¥ =0 'D’ﬂ,...,’l}n—-—-v’”,
leva a substituir C por

Q' (—a) C=Qy (a) C=D,
pois Qy' (—a)=Qy ()

Finalmente, a mudanga de hase

——— — —_
wy = W, .., Wi _wkw";, e W =Wy oy W = Wy
corresponde & transformacio do 2.° tipo relativa a colunas,

S
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6) Caso em que S tem algoritmo de divisio — Em
toda esta secglio, o anel &, além de admitir elemento %,
supde-se sem divisores nulos e ter algoritmo de divis#o.
Para cada a € &, pode fixar-se um valor absolats inteiro,

ndo negativo, | @ |, de modo que, dados dois elementos
quaisquer 2 e b, existam uma divissio direita e uma divisio

esquerda:
{b=qa+r, gb=aq’—l—f’,
tri<<lel, |7 1<la].

Demonstra-ge entéio, facilmente, gue um ideal dirsito
ou esquerdo de & ¢ sempre um ideal principal direito (on
esquerdo) (1),

Sob o ponto de vista assinalado no final do § 4.° seja
N (wy, ..., wm) um sub-grupo de B. As transformacbes
simples de matrizes do § 5.° definem, como se vin, mudan-
as de base em & o M. )

Representemos com C as transformadas sucessivas duma
matriz C. Se considerarmos o elemento de ¢ que tem um
valor absoluto minimo, as transformaces simples podem
ter on n#o ter a possibilidade de fazer substituir os elemen-
tos de C por outros, entre os quais se encontra um com
um valor absoluto inferior ao minimo anterior. O racicctnio
prossegue-se até encontrar nas matrizes sucessivas nma que’
contenha um elemento com a propriedade do minimo pos-
sivel, em face das transformagfes simples, Em seguida,
coloca-se fal elemento como ey,

Posto isto, todos os elementos da primeira coluna de O
sio divididos, & direita, por ¢y, e 0s da primeira linha
sio divididos, & esquerds, ignalmente por ¢;. Se, por ex.,
€13 n#o admitisse a divisfo & esquerda, ter-se-ia ¢y =€ ¢+
+7.com | 7| <|ey]|, sendo 7+ O, Bastaria agora, utili-
zando o 2.° tipo de transformagBes simples, subtrair_dos
elementos da segunda coluna os elementos da primeira
multiplicados & direita por ¢, para se encontrar um ele-
mento » na matriz C de valor absoluto inferior a Jeat, 0
que é contra a hipétese. '

/

/
(1) Grupos abelianos e Aneis, ste., pAg, 0, Cap. ¥.
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A matriz C ¢, pois, da forma

,'311 kejy .. feg
o (P om o o 8"

f’fll Gng - cngn .

Por meio de operagfes simples do 2.° tipo, podemos re-
duzir C & forma :

Ci1 0 sae O

o (8")

Os elemenfos da matriz C' siio todos divididos por ¢y,
pois, se o nio fossem, bastaria juntar & primeira coluna
nma coluna contendo um elemento ¢; nfo dividido por ey
para depois se poder aplicar o raciocinio anterior a ¢;; e ei.
. Em seguida opera-se com (' como se operom com OC.
As operagBes a efectuar para reduzir ¢! a uma forma an4-
loga & de C sfio operagbes que se devem executar, certa-
mente, s6bre a matriz . Mas elas ndo alferam os elementos
da 1.* linha e da 1.* coluna de C, onde o Ynico elemento
nfo nulo continuari a ser eg.

Chega-se, assim, a encontrar a transformada de O sob a
forma :

|C11 0 . 0 4. 0,

0 Cgp oon O ... O
POQ=D=(‘o'f';“.'.'.";;;‘.‘.‘.";, ©)

l............... . l,

0 6 ... 0 .. O

onde P e (} sfio matrizes invertiveis e onde pode ter-se
F=Mm 0N ¥=n, -

Os elementos ¢y, designados por divisores elementares,
séio divididos pelos seus anteriores.

Os raciocinios acabados de fazer permitem substituir as
igualdades (7'), que definem o sub-grupo M, pelos seguintes:

W=, G=1,2,...,7), (10)°

, (7'=7'+1,....‘m), Cit1,i+1=0(es ).

wi =¢

A
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7) Sobre a questio da dimensionalidade — A gqnes-
tio da ordem de & é dominada pelo importante teorema
seguinte: Dado &, de ordem n, qualquer sub-grupo N pode
considerar-se como tendo wma ordem igual ou inferior a n.

Sem divida que néo é evidente ser N um grupo finito.
Consideremos o caso em que & =S v se exprime na base
do tinico elemento ». Se v*d:¢ pertence a 9N, o conjunto
dos elementos de &, tais como @, que dio elementos de N,
constituem um ideal direito, r, de &. Dado um segundo
elemento v* GN, seja ¢ o elemento gerador de r. Entio é
a=gr, b=gs, em que r,5s G S. O3 nossos dois elementos
escrevem-se ' :

=), P=(v9),

Vé-se, assim, que o slemento 9 G M constitui nma base
para N.

Continvando a seguir vay pDER Wasrpen (loc. cit.),
admitamos a validade do teorema para o caso de & ser nm
grupo de ordem n-1, Vamos provar que vale para a ordem 7.

Se .o sub-grupo 9N tem elementos que se exprimem
unicamente em n-1 dos elementos base v; (nos n-1 primei-
ros, por ox.), o teorema estd demonstrado. Se hd elementos
de M que carecam dos n elementos v; para a sua expressio,
tomemos um désses elementos:

—— gyl [
a=vH...v5nFe,

com @,=+0, Entio os elementos @, € &, que figuram nas
expresstes de elementos de TR, constituem um ideal direito
de &. Designemos com ¢ 0 seu elemento gerador. Existe,
em 9, um elemento da forma . :

f=obh, . obn—197, /
#—1 L ;

Dado, entdo, um elementc gqualquer a @GN, vé-se que
existe um elemento x G S tal que A==afi~% ge exprime
em Ug,. 44y Vp 1t T

]
/

— S p—— Cpp— !
A=caf =oft..vinot,

Mag A Gt A totalidade dos element?é de N gue se
exXprimem em %y, ...,¥;,—1 constitni um sub-grupo que

i
;

/

.'/l
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pode, por hipdtese, exprimir-se ignalmente numa base
(wy, ..., wm 1), com m_#n. Relativamente aos restantes
elementos’ de 9N, a sua forma ¢

a=AB?®,

pelo que basta tomar como elemento de ordem m # n, para
a base de 9, precisamente 1w, =0p.

A independéncia de 1y, ..., w0y, resulta imediatamente.
Se fésse ' '

wit ... wz:n_—ll 'w;‘”. =&,
teria de ser b 3 0, pois, por hipétese, entre os m — 1 primei-
ros w; ndo hé dependéncia. Entdo, substituindo na relacio
anterior o0s w; pelas suas expressfes nos ¥y ..., ¥p—i, €
wy = B pela sua expressio dada acima, obter-se-ia gb = 0,
e, portanto, § =0, o que é absurdo. '

Pésto isto, imaginemos que os w; das igualdades (7)
sfio independentes, Nesse caso, nas relagtes (10), ter-se-4,
necesshriaments, » = m, pois que o processo de redugio a
(9) mostra que a t6da a relacio entre os w; corresponde
uma relagiio entre os »';, e reciprocamente. :

Se os w; sfo dependentes, niio podemos ter (10) com
r==m. Ii isso porque, se tivéssemos, como entre os w'; existi-
riam relagBes de dependéncia, por ex.

wer |, w't = E,
1 m

teriamos também, i

penner | yfemm S — €,
1 n

- . . —~
pelo que os '; niio seriam independentes.

Imaginemos, agora, que o sub-grupe M & o préprio
grupo &, com outro modo de representaciio. Pregunta-se:
pode ser m > n, sendo os w; independentes? Colocada a
mafriz C sob a forma

63 O ves ] vae O
’ /] [ . 0 ce. O
= 2 i
4] .0 s Coun ves O ),
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vé-se que apenas n dos w'; sio independentes, pois 08 res-
tantes sio iguais a ¢ Ora a existéncia de dependéncia entre
os w'; leva 4 existénecia de dependéncia entre os "y
pregunta formulada responde-se pela negativa.
Mas surge mma segunda pregunta: pode ser m < n?
Bastaria considerar 9 como grupo e & como sub-grupo,
para se vér que a resposta deve ser negativa. Directamente,

é-s0 levado & matriz
Cn 0 ... 0

O: 0 (4] v Cmm

R R LY

o 0 ... o “-.

Como os primeiros membros de (10) sdo snﬁci’entes para
L (] ™
exprimir os elementos de &, também o4, ..., v Smm 0 880,

de modo que a expressio de ¥/m41, por ex., levana. a uma
dependéncia entre os ¢/;, 0 que arrastaria dependéncia entre
0s. v;, contra a hipdtese.

Em resumo: & dimensionalidade dum grupo abeliano
finito com respeito a um anel com algoritmo de divisdo é um
némero bem determinado, se uma tal dimensionalidade existe.

C . /

8) Caso em que & é um anel ideal principal —As
transformagdes simples de matrizes, juntaremos, neste caso,
um terceiro tipo. Sejam a e b dois elementos d:a S o desi-
gnemos com ¢ o seu méximo divisor comum. Tém Irigar ag
relacdes . !

d

g:d, 'ra—l—sb:d’,.
2

a—=

b=

onde t0das as letras escritas representam eletx/xén_tos"de S.
Da ultima relagiio tira-se /

raddtsbd=4d,

e, sendo d =0, ;
‘ ra’ 4-sb =u. J
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A matriz
r 8
T = (_ b’ al,-)

6 invertivel em &. Dum modo geral, num dominio de inte-
gridade, vale o teorema seguinte: ¢ condicdo necessiria e
suficiente para que wma matriz seja inverlivel, que o seu de-
terminante sejg uma wnidade M.

Tomemos a matriz 4 e a sua adjunta 4,. Valem as
ignaldades

Ady=4d, 4= | A| Uy,

onde | 4|8 o determinante da matriz 4 e U, é a matriz
unidade. Se | 4 | =& é uma unidade, pode escrever-se

' 4.7 s =a"14,. 4=T,,

© que mostra ser suficiente a condi¢fio. enunciada.

Inversamente, se 4 B=U,, tom-se | 4| | B|=u,
pelo que [ .4 | é uma unidade,

Uma matriz de determinante unidade permite, assim,
passar duma base independente dum grupo finito & a uma
segunda base nas mesmas condicées.

Justificada déste modo a invertibilidade da matriz ,
vé-se imediatamente que a sua inversa &

==(57).

Seja & (vy,...,v,) um grupo relativo a &. Bfectaemos
a transformagfio seguinte:

_— Y — / —_
‘l)’]_-—’vi, ..-,05_1—?);_1,'1);+1m1),:+1, se oy
LA —_ J — —
Vit =y Vb 1= Uty ooy V== vy,
| . .
vi =vly, (11)

. —— =5
v —'Ui ’o.‘)j,

a qual corresponde a matriz

(1) Veja-se, para outros pormenores, por ex,, pag. 55, Cap. 1v, do
nosso Curso sbbre Grupos abelianos e Andis e ideais nao comulativos,
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i o...o...o...o[
O U vae 0 cou 0 oua O

. ] -
Sij(a,b)= O 0 cas B o8 0. 0O

err st e s e aet i et
0 o0 ...0...7r ... 0

0 0 vae O vuo 0 oo %l

onde o/ e -s pertencem & linha de ordem ¢, e b’ e » & linha
de ordem j. As colunas de ordem ¢ e j contém, respectiva-
mente, o/, ¥ e -3, 7.

O teorsma de LiaPLAcE dé-nos (%)

a ...-s Waes O
Si (@b |=|..cenn. e | =
[ 84 (@) | ¥...r 0 oo W

=a'r+(-1)i—ttis () iV =drfVs=u,
de sorte que 8y é invertivel. E tem-ge

e
_1 . = - e ek
St.J. (a; ) = .-b’ S

4 ;
T R R R R N B R} /
b

matriz que resulta da substituigio dos vértices do guadrado
a,-s, b, r, de Sj. ) .
Os elementos (v, . . ., ', ) do grupo Ssioindependentes,
como sabemos. Nessas condigGes, consideremos o sub-grupo
N (wy -+, wn) definido por uma matriz rectangular C.
Quando se toma a base dos ¢/; para &, a matriz O:,é guhbs-

titnida por
D=28;1C.
i
Se supusermos que os elementos # e b em causa sio os ele-
mentos seguintes da matriz C: /
Cir— 0@, Cjie = b s

/
(1) Grupos abelianos e Andis, ebo., pig. b4, Og.i). Iv.

;

/
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vé-se imediaiamente que os elementos dix e dj de D sdo
da=4d, dyp=0,

Em resumo: a transformacio simples (11) permite subs-
tituir os elementos @, » nfio nulos, duma mesma coluna
duma matriz, pelos elementos d, 0, onde € é o m. d. ¢. de
@ o b. Os restantes elementos de (, salvo os das linhas i e I
sfo conservados.

Procede-se anilogamente com uma transformaciio que
substitua dois dos elementos da base de N, Far-se-4

- 1
i =wfw, W =Y w, 12)

mantendo para os outros ', as relagses Wy, == 1w, .
Entso, a matriz (1)

LI R R L AL I I T B I,

N O, L
.T,'j(d,b)= Pe ettt e s
A a ...

1

& interpretar andlogamente a Sy (a, 5), tem 2 inversa

L R T

a ... b ...
el e OO
L T

.
L R I N R I R R A I R N B

A matriz ¢ é substituida pela matriz
D =0CT;.

Se supusermos Cps ==&, oCn =D, é
G =d. diy =0,

Em resumo: a transformaciio simples (12) permite subs-
tituir os elementos 2 e b néo nulos duma mesma linha

(1) Algumas das notagdes empregad'as neste trabalho sfio tira-
das de A. A. Auserr, Modern Higher Algebra, University Press,
Chicago, 1936.

A
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pelos elementos 4, 0, sendo & o m. d. ¢. de a e b. Os res-
tantes elementos de C, salvo os das colunas ¢ e 7, sio con-
servados. -

9) Redugdo duma matriz a3 forma (9) — A custa
dos 3 tipos de transformacfio simples, trata-se de provar
que é possivel ainda a reducfo de C & forma (9). As
matrizes sucessivas, transformadas de C, continnario a
representar-se com C, sem perigo de confuséo.

Sabemos, com efeito, que, dado um elemento de &, é
possivel decompd-lo num produto de elementos primos de
S, decomposigio que é tinica,-desde que se ressalvem, nos
factores, os elementos que sfo unidades de &. Consideremos,
entéo, o elemento de € gue contém um niimero minimo de
factores na sua decomposigio. As transformagBes simples
podem ter ou néo ter a possibilidade de fazer substituir os
elementos de C por oufros, entre os quais se encontre com
um nidmero de factores de decomposi¢iio inferior ao minimo
anterior. O raciocinio prossegme-se até encontrar nas ma-
trizes smoessivas uma que contenha um elemento com a
propriedade do minimo possivel, em face das transformagbes
simples. Em seguida,-coloca-se tal elemento como ¢j.

Pdsto isto, todos os elementos da primeira coluna e da

primeira linha sfo divididos por ey;. Se, realments, ¢, por /

eX., 0 nio fosse, designando com d o m. d. ¢. de ¢y e ¢y, Seria f,’

/

ep=dad, ey=04d, /

’ /

com a, % G G. Ora &’ nfo poderia ser uma unidade de. S,

pois, -de contrério, tinha-se &/~ ey =4, e =8 a1¢y, e,

conseqiienfemente, ¢; dividiria crs, contra a hipétese. Mas,

entfo, uma operacio simples poderia substituir ¢y, ¢ por

d, 0, e encontrar-ge-ia nm elemento d com menos factores

primos de decomposigio do que ¢y, 0 que & contririo &

propriedade atribuida a ¢;. A matriz C é, pois, da forma

(8"), podendo, por operagBes do 2.° tipo, reduzir-se a (8").
B as consideractes continuam como no § 6.°. .  —

i

/
10) — A questfio da dimensionalidade — O importante
teorema do coméco do § 7.° é vélido aqui.
Suponhamos que o grupo & (v, ..., v,) § um grupo
habitual com n geradores (0 anel & é o anel dos niimeros
inteiros). Se M (wy, ..., wm ) é um sub-gtupo para o qual

s
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1,2, ...,m),

f

Wy = I;Z vie, (&

trata-se dé construir, efectivamente, uma base independente
para N,

Se nos wy héd um, pelo menos, que contém v, na sua
expressio, consideremos o ideal gerado pelos ¢, isto §,
determinemos o m.d.c. ¢ destas quantidades. Existe nma
relaciio do tipo

O by - Cue e - ... —ljﬂnmbm=<?;

que 36 pode determinar, por ex., do modo sucessivo seguinte:

Cur By I ez O3 = g,
¢z Pg + Cus Oy = g5,

L N I RN I

Pu—1 Wy 1 "[‘ Crm Om — ?,

onde ¢, @3, ... sdo, respectivamente, o m.d.c. de (Cn1y Cuz)y
(@2, Cns), ._..,‘(rpm_i, Cam), € 05 restantes coeficientes sfio
mimeros inteiros. Calealados, assim, by, ..., b, ponhamos

H H—1 T
—_ by — .
li= J{l wi =wvf 11'1 vsi

e, em seguida,
R ) —_— —_—
wy=twhy, wy =12 W =T,

onde os @'y, . ., %, nio contdm v, nas suas expressdes.

Se nos w; figura vy—s (poderiamos dizer que o mais
a}to ¥i seria, por ex., v ), praticando com os w'; como se
féz com os'w;, chega a pbr-se

I ' I
wh=F1w, .. wWwm=0"w,,
onde l; 6 um produto dos ', (e, conseqlientemente, dos w,),
e onde 0s w; ndo contém v, e v,_; nas suas expressies.
B dé-se a circunstincia de I e I, serem independentes, pois
uma relagho I¥ I =-z¢ levaria a a9 =0, e, visto que o+0,a
a=0. Em seguida, de % =c¢, tirar-se-ia 95==0, onde ¢ &
0 m. d. c¢. dos expoentes de vy_1 nos #, e, portanto,
tinha-se b =0, como so deseja.
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O raciocinio prossegue-se até chegar a

W, .. wl,

tais que, escrevendo

() ()
wq):l:{-l-lw £r+1), . .,ws:;) z_—l:"j'l_lws;;-l-}}; ..
todos os w{" +1) sejam iguais a ¢. Entio os w{) sdo tais que,
achando o m.d.¢. dos coéficientes do v de maior {ndice que
néles figura, se chega a um 7,1, no qual se exprimem todos
os wi.

A base procurada compde-se de iy Ty ooy Bega)s

A questio da dimensionalidade investiga-se como no
§ 7.° Se o8 w; das igualdades (7') s#o independentes, nas
relagbes (10) serd, necessariamente, » ==m. Se siio depen-
dentes, niio pode ter-se r==m.

Supondo N =G, também nio pode tor-se m>n,
supondo os w; independentes. A hipdtese m <" n & igual-
mente de excluir, como se vé trocando os papéis de x
e de @.

Em resumo: a dimensionalidade dum grupo abeliano
Jinito com respeito @ wm anel ideal prineipal € wm numero
bem determinado, se uma tal dimensionalidade existe.

Poderia ainda imaginar-se, no caso N =@, que seria’

possivel m=mn, com os w; dependentes. Tal hipotess 8
ainda de excluir, pois ela levaria a #<”m elementos wh,
capazes de constituirem uma base independente de ®. /

/

/
ks

11) O teorema fundamental — Quando a base do
grupo- &, tratado nas sec¢des B e O, nio & independents,
© nada se sabe, portanto, dcérca da dimensionalidade de
®, tem lugar o teorema fundamental: ¢ grupo’® é wm pro-
duto directo de grupos ciclicos, cada um dos quois com um
elemento base que pode tornar-se ¢ para elementos néo nulos
do anel S, i

A demonstragio a seguir & extraida’do livro vérias
vezes referido de vaAN DER WaERDEN.

v
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12) Caso de um elemento gerador — Consideremos,
num grupo & com um ngmero finito de elementos, o grupo
eiclico ¢ gerado por um elemento a, de ordem IV:

9=;5,a,a2,...,a1‘7—1;_ .

Trata-se dum grupo relativo ao anel dos niimeros intei-
ros, que 6 um anel dos dois tipos agui em causa. Nio ¢

,
, Possivel encontrar em g uma base que n#o se torne & para

elementos n#o nulos do anel,
Duma maneira geral, seja & um grupo relativo 2 &
do tipo B=E& g, com o tmico gerador g. Os elementos de

que satisfazem a g®=—e¢ constituem um ideal esquerdo -

de &, tendo em vista a definigio (%) da secciio 4. De facto,
d; g*=¢ g"=v¢, tira-se g*—b = ¢, o, de g®==c¢, tira-ge,
F=(g%F =p¢, qualsquer que sejam g, b, s G .

Se a cada elemento ¢ @ G associarmos, em &, o elemento
9%, define-se um homomorfismo operatdrio, como se conelui
das relagBes:

a-+bh —~ goth
sa ~ g

Il

g°. g°

(g°)*

Entio, o grupo & verifiea & relacio
6~c/n,

onde 1 é 0 ideal de & que verifica g% ~—e¢, Hxiste, de resto,
um elemento gerador, 4, de 1, que suporemos diferente do
elemento nulo: 1= (a),

Quando & ¢ anel ideal principal, uma alterior decom-
posigo de &, num produto directo de grupos ciclicos,
obtém-se facilmente, como vamos vér.

Sabemos que ndo ¢ possivel encontrar uma base para &
que n#o se anule para elementos 1o nulos de S, se a0,
Interessa, conseqlientemente, vér se & possivel decompor
®, por forma que os ideais que.tornam e a base de cada
factor tenham nma geracio simples. K 0 que sucede se tais
ideais forem gerados por elementos primos ou por potén-
cias de tais elementos. Assim, Propomo-nos demonstrar o
teorema seguinte: o grupo cielico ® ¢ um produto directo de
grupos ciclicos, cada wm dos quats se lorna e por meio duma
poténcia dum elemento primo. produto das diferentes potén-
cias da, precisamente, o elemento a, gerador de n. '
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Se 4 é um elemento primo on uma potdncia dum ele-
mento primo, o teorems estd demonstrado. No caso contri-
rio, pode escrever-se a="bc, onde b e ¢ sfo elementos de &
que tém factores primos nfio comuns. Ponhamos, entio,

91296 s P2=g°,

e consideremos 03 grupos ciclicos &; = Sy, G, =S¢, Va-
mos demonstrar que os ideais que tornam ¢ as hases 418 ga
sfio, respectivamente, (¢} e ().

.. Sem divida que ¢ torna g igual a &, de sorte que o
ideal (¢) verificando g% =¢ satisfaz a (¢/) 2 (c) (1). Andloga-
mente se encontra (4)2(b), sendo (3') o ideal solugio de
97 =¢. Como o produto ¢ verifica g% = g? =, verificars
também g% —¢, pois pode escrever-se

rb4-sc=u, g=gr=gritii=gr g (r3@Q),

visto que o miximo divisor comum de b e ¢ 6 u. Sers,
assim, ¢' b =a{, com t G S. B tira-se

df=c, Vp=b Vfp=cb=a=aifp,

onde f,p € S. A relagio ¢fp =u mostra que 4, f,p sio uni-
dades de &, e que, portanto,

f— -1 I -
¢ - G.f H b - bP ! 1
donde se conclui, como se deseja, ‘

@) =() @)=0). -

Posto éste resultado, observemos o seguinte: o produto
dum elemento de &; por um elemento de @&, é um ele-
mento de &, e, inversamente, todo o elemento de & ge
pode considerar produto dum elemento de &; por um ele-
mento de &, como o mostra a relagio g = 9% - g5 Se, por
outro lado, a interseccio de &, com @, for ¢, poders escre-
ver-se : :

B = @1 >< Gs.

(1} Com 2 significa-se <inelusfos.

2T

Ora, se ¢ for um elemento da intersecciio, tem-se

’ib_—,.?:c:s, grotee —gu— g —¢,

Procedendo com B; e &; como se féz com &, chega a
estabelecer-se o teorema enunciado.

. A decomposicio de @ em factores primos, pondo de parte
elementos unidade, é univoca. A um elemento unidade, de
resto, teriamos de fazer corresponder, na decomposigio
de &, uma parcela ignal a e, A

ignalmente univoca a decomposicio de &. Hsse facto
resulta do seguinte: dois produies de poténcias de elementos
primos que ndo confenham factor comum, pela circunstincia
de terem um . d. e. igual a u, ndo podem tornar ¢ um mesmo
elemento diferente de ¢,
Na verdade, snponhamog

B=@><Gp><... =6 1><@>< ...,

duas decomposicies de &, e designemos com pf1, pf2,...,

p’fri, p’glz, ..+, a8 poténcias de elementos primos que tor-
nam ¢, respectivamente, os elementos de &y, ..., ®"....
O produto P=yp®1p'f2, .. torna ¢ todos os elementos
de &, e, conseqiientemente, os elementos de ;. Isso signi-
fica que (pf,) contém P. Este processo demonstra nfio ape-
nas que os p; e o8 p'; sfio idénticos, mag ainda que se tem
p¢ = ¢';, pois, por construciio, os p; sho diferentes entre si, o

mesmo sucedendo com os p’;. A nota supra mostra, por
fim, que é G; = @'; . :

13) Caso geral — Passemos a0 caso em que hi mais
do que um elemento gerador de &. Para um grupo abe-
liano finito ordindrio com uma bage de dois elementos « e §,
de ordens N e P, respectivamente, podemos pbr .

6 =(4) (f),

‘onde (¢} é 0 grupo dos elementos «*, e (3) o dos elementos
f*, com m e n inteiros quaisquer. O menor miiltiplo comum
de N e P torna ¢ todos os elementos de B. Nio é possivel
encontrar uma base cujos elementos se nfo tornem ¢ para
elementos nfio nulos do anel dos nidmeros inteiros.

3
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Dum modo geral, suponhamos que hi n elementos gera-
dores x, 3, ..+, 2, de &, de sorte que cada elemento de &
é da forma

gl CIN U (G c).

X da comparacio de & a um grupo abeliano com res-
peito a & em que haja nma hase de n elementos indepen-
dentes que vai resultar a nossa demonstracio, aplicivel aos
dois tipos de anéis em causa. .

Sejam %y, ..., 4, n elemenfos como simbolos — base
dum grupo abeliano &' relativo a &. Dado o elemento
Ilup € &, tagamos-lhe corresponder o elemento /7z% € ®.

Tal correspondéncia 6 um homomorfismo operatério,
tendo-se
=8/,

onde N é o divisor normal de &' que tem como corres-
pondente em & o elemento & Visto que Y 6 um sub-grupo
de &', é possivel encontrar bases (Vi ..., Vi), em N, e
(Ugy +ovy On), em @', com m<m, tais que

V;:Uz?i, biy1=0 (b:), (=12 ...,m).

Se designarmos com @, s, ..., 9, 08 elementos de &

de ITu% = 1IU% , vé-se que se tem, com efeito, I]zx% ==/
=[] ¢% . /
Importante é observar-se agora que, diferentemente do

que sucede com os Sy, 08 sub-grupos ciclicos © ¢; nio
tém elementos comuns. Imaginemos a relagdo '

Hei=¢, @E€s). (13

A Entgo serd

n or m ;
' '=1Irv;, ,
i=1 F=1 ! B _
pois que o elemento representado no primeiro membro per-

tence ao sub-grupo 9. Nestas condigGes, tem lugar a ignal-
dade :

/

/

" o Y '
not=10", /

i=1 i=1

/
que correspondem aos elementos U; € @, ficil é de vérque
os ¢; sho geradores de &. Dado IIx% como correspondente /
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de sorte qme serd, necessiriamente, dada a independéncia
dos U;,

61=t1b1’ ey c"',:tﬂ; bﬂ;, Gﬂl+1= R "_"Gu:[).

Tem-se, déste modo,
pgi :cpgi by — ((.??i Yi =g,

pois ¢l % corresponde, no homomorfismo &'~ @, ao ele-
mento Ul % = Vi GN. Téda a relagio da forma (13) sé

pode ter lugar quando cada um dos factores ¢ ignal a e.

Desta maneira, o produto directo de grupos ciclicos.
k2 ®
6=Ilew =1II(%) (14)
1

representa &, como se enunciou no § 11.°. Cada sub-grupo
(¢: ) 6 tornado e por um ideal (& ), valendo as relacGes

bip1=0(k), (=12 ...,m<n),
B0 GomgiLlwy W)

1 claro que no produto directo deveriio por-se de parte
os grupos ciclicos para os quais o ideal (#;)=. ¥ o que
sucede, por ex., quando, no caso comutativo, b; 6 uma uni-
dade. De resto, em ambos os casos, tem de existir inverso
de b; , sempre que (b )=6.

14) Decomposi¢io ulterior e teorema da univoci-
dade para o caso dum anel ideal principal —No caso
comutativo, uma vez encontrados os grupos ciclicos & ¢; ,
vale, para cada um déstes, o raciocinio feito no § 12.°%
Cada grupo (¢;) decompBe-se num produto directo de
novos grupos ciclicos, e cada um déstes vltimos torna-se e
por meio dum ideal gerado por mma poténcia dum elemento
primo p. O mesmo elemento primo pode comparecer em
varios dos grupos ( ¢; ), de modo que, associando os grapos
clclicos da decomposicio dos ( ¢; ) que correspondem ao
mesmo elemento p, obtém-se

@:SDXIIQP,

e

i b

e k118 e b b e e
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onde II é estendido a p, e onde © é o produto dos grupos
(i) para os quais (b;)=(0).

Um teorema demonstrado no § 12.° garante que os
grupos &, siio univocamente definidos, mas nio pode fazer-se
uma afirmagtio semelhante relativamente ao grupo ©. Toda-
via, 0 primeiro teorema da isomorfia (1) d4

6/IG=0/00T@p=0 (). - — -

de sorte gue, pondo de parte isomorfias, © é também de-
terminado (insistiremos adiante sdbre estas afirmacGes).

Sob as condiges (15), os ideais (5;) s#o, ainda, nnivo-
camente definidos, como vamos vér. Suponhamos que em
(14) figuram ¢ grupos ciclicos nfio iguais a e Os ideais (b;),
em numero de ¢, sfio, indiferentemente, definidos pelos ele-
mentos &; ou por outros que defiram déles por factores que
sejam unidades de &. A univocidade que vamos demons-
trar reduz-se, pois, a provar que a decomposiciio dos b; em
factores primos, pondo de parte unidades, pode fazer-se em
face do grapo &.

Seja a poténcia pf do elemento primo p. Se ela entra
como factor em by, as igualdades b;.,=¢b; mostram que
entra igualmente em factor nos ?; com indice superior a %.
Por conseqiiéncia, sabendo, para cada poténcia p P, 0 ntimero
! dos b em que ela enfra como factor, sahemos também
quais sfio &sses b; . Ora a determinacio de ! faz-se como
val vér-sge.

Lema 1.° — Dado o grupe (:p;)PP'_lﬁ(qJ,:)P f se pf éf'/

factor de b, ndo pode ter lugor o sinal =. Que o grapo
(9:)2P ™" contém o grupo ()", vé-se imediatamente
escrevendo (¢;)?f=(¢;#)2 P~ Se fbssem iguais os,,&ois
grupos, existiria um elemento 2@ & tal que ¢, 2P =
:cp.:Pp"’ , @, portanto, ter-se-ia sucessivamente j
pP=2 —pPh=tb;=tpP a,
PP t=pf(ktte),  (ha€e) [

i

Ora a iltima igunaldade é absurda.

(1} Veja-se o nosso Curso sdbre Flementos de Teoria dos Grupos,
. Cap. 11, pig. T6. /
(3) Com o sinal ) significa-se «interseegfio» ol «parte comum »,
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Lema 2.°— 8¢ p? ndo entra em b;, ¢ (:p,f")Pp_l =(¢; )7
De facto, b; tem entiio uma das formas
b=t "Fa,  bi=ph
onde < p. O grapo . A=_(9;)2 7" /(9;)*" compde-se dos
elementos

()2 =¢, @ 7 ()", off Tro(gi)#f, ...,
o que nos mostra tratar-se do grupo ciclico gerado por
H ,-:cp{?P"l(cp,-)f’P._ Se b; tem a primeira forma conside-
rada, o elemento 2 & S, que se supde nio conter o factor
p, verifica H¢=¢'. Mas a ndo pode pertencer ao ideal (p),
que é um ideal satisfazendo a H¥=-¢/, Tsso significa que o
ideal solucio desta ultima equaciio é um ideal (r)O_(p)-

Como, porém, o ideal (p) é nm ideal primo sem divisor,
tem-se (») = S. Ent#o, sendo

Aoz /G2 grupo composto do elemento unidade,

o grupo A contém Unicamente o elemento &, sendo, como

se deseja, (9:)}?° "' = (v;)#". Para a outra forma de b; a
conclugio é 2 mesma.

Lema 3.°— O grupo A é um grupo simples, quando
(@;)PP_IO(?;)PP.—Na verdade, pf entra, entfio, como
factor, em d;; o ideal que verifica H{ =¢' § precisamente
o idesl (p), pois A grupo unidade; e /A niio pode ter um
sub-grupo diferente de A e do grupo unidade, em virtude
do gque vai seguir-se. Dado um grupo & =8¢, para o
qual ¢®=2¢ & satisfeita pelo ideal (p), com p primo, se
existir um sub-grupo N =CS¢?, com ¢ + ¢, 0 grapo G /N
torna-se ¢ para todos os elementos de &, porque b nio
pertence a (p), e, conseqlientemente, o ideal que torna g a
base ©. 9 de. B /M, contendo (p) como sub-ideal, s6 pode
ger ©. Isto significa que é B/N =2 (), e, portanto, que
o @ N, tendo-se- N=G, g.e.d.

Lema 4.°— 0 grupo @:@Pf’“ll(ﬁ PP ¢ um produto
directo de grupos simples. A simples defini¢io do grupo @
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mostra que, com efeito, &

® = (002" "'/ (p)2° >< .. ><(pg)?P T (0 )PP . (16)

Um elemento (opt .., P Pt esf G ® pode escrever-se
sob a forma

o e @pf gt ey @rf,

isto &, sob a forma dum produto de elementos dos grupes
que figuram no segundo membro de (16), e inversamentae,
Déste modo, @, pondo de parte os factores de (16) ignais
a0 grupo unidade, § um produto directo de grupos simples.

Conseqiiéncias — O nimero I procurado & igual ao
numero de factores de (4) diferentes do grupo unidade, e,
portanto, igual ao comprimento da série de composicio do
grupo ®, sendo, assim, bem determinado, como se deseja,

Uma outra consegiiéncia 6 a que vai seguir-se. Visto
que os (#;) sio conhecidos, os grupos S¢; sio univoca-
mente determinados, pondo de parte isomorfias, pois

Seiz=a/(b:).

‘

/

I

Podemos vér ainda que as poténcias pf+, postas em /

causa por. virtude da decomposicio ulterior dos factores’
Se¢i, s8o bem determinadas. Imaginemos as duas decom-
posig8es ‘

@ZQI]_X- . -XQ[r X%J_X- . .>< %a =

J

:Q['r1><...><‘21’r!><§§’1><-o-><%’s’: (17)

onde os U;, A'; sio os grupos ciclicos para os quais g¥=¢,
97 =¢, sio satisfeitas, respectivamente, por (p¢+), (p'f"), o
Bj, Bj sio os grapos ciclicos para os quais os ideais ani-
logos séo (b;)=(0). )

Tomemos o sub-grupo , de &, que é o produto directo
dos ; relativos ao mesmo elemento primo p, .

D=Uy >} Wy, (BZ). (18)

9 compBe-se de ¢ e dos elementos de & para os quais
6 possivel encontrar nma poténcia de p q}ie os torne iguais

:
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a & Que o0s elementos de (18) estio nessas condiges, &
imediato. Reciprocamente, seja « G & um tal elemento. Pondo

a:al...a,-.ﬁl...Bs, ‘(aie%i:ﬁie%i):

"= a4

a relagio «?
pm:]ciplfu:l__:]‘;rp?,h-' {31:..,:ﬁs=E,

e, portanto,
U= ... M. (19)

Tem agora de ser, forcosamente,

hh=Pr=...=pr=p,

o que significa que, em (19), s6 podem figurar «; «; relativos
a0 mesmo elemento primo, como se afirmou,

HEscrevendo « com o aspecto indicado pela segunda de- -

composigdo (17}, chega-se a concluir a igunaldade dos p; e
dos p’;, a0 mesmo tempo que as igualdades

H=Uy>< ... ><Q1,-k=<2[’_,-1>'< - ><Q1'j;:
G =A< X} A =A< L <A,

com os QU'; andlogos aos ;.

A demonstragio da propriedade em vista, quanto aos
270, reduz-se a sua demonstragfio para o grupo $. Dare-
mos a éste a forma

H=UT P e U =AY,

r - " x , .
e suporemos que p°,...p%!, ... sio as poténecias minimas
que tornam e os diferentes grupos. Dispondo os a; e 08
¢'s por ordem crescente, seja

Uliczéog . <03,
o} <y < oy .

Pondo b; ==p°*, os resultados do § 14.° garantem que
os p°* sio bem determinados e iguais aos p”"', como se
guere.

3

T
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Havendo elementos p; = O a considerar, ponhamos -
B=AXDB =9 >XP,

onde 2 6 o produto dos Uy, B o dos B; e B' o dos V',
da igualdade (17). Tem-se

Blux=s, /U=,

B2, '

Para o grupo B, os b; sio bem determinados e todos
iguais a zero. O mesmo tem lagar para o grupo isomorfo

B/, O numero dos b; é igual em ambos os casos, pois que
8sse nimero representa a dimensionalidade de B ou de B'.

E

15) Consideragdes gerais — Exemplos importantes de
grupos abelianos com operadores sio dados pelos anéis,

« quando cada elemento do anel se imagina operando s6bre
os elementos do anel conforme a regra do produto de dois /

elementos, Os operadores aparecem, entéo, como coeﬁcienteg,"

podendo colocar-se & direita on & esquerda. Suponhamos,

por ex., que os elementos do anel & operam & direita. 7
Se a € S, tem-se, para cada s € &,

4s@6, @+bs=astbs, (bE€),

como o exige a defini¢io de operador. ,
Os sub-grupos admissiveis sio os ideais direitos.
Se o anel tem elemento um, 8ste elemento constitui uma
base de &, que passa a ser um mddulo finito relativamente
a ©. Existe uma dimensionalidade de 1.* ordem, pois que,

se se supbe us =0, tem-se

ws—s=0.

4 - -
E freqitente terem de considerar-se angis com elemento
u, para o8 quais hd n elementos ¢ satisfazendo 4s condigBes
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segnintes:'
u:el-—l—e.z-l— . -l—g”,

6‘?:6;, e;ep=0, (CE=FR
O anel © §, entfio, uma soma directa de ideais direitos {4):

E=e @+ ... tews=114...+ 1, (4 =g @) (20)

- Inversamente, se & tem elemento u e & soma directa de n

ideais direitos r;, pondo
u=81+...+en, (&'G‘{s‘)s

o8 elementos ¢; verificam as condicBes

i

el=e;, eiex=0, (k)

Sob a forma (20), G revela-se como, um mddulo relativo
) @ com n geradores ¢y, ...,¢,. Hstes geradores n#o
constituem, todavia, uma base independente. Basta notar
que se tem

ef=e:, eiles—u)=0.

S é uma soma directa de grupos ciclicos, cada um dos
guals com uma base que se anula para elementos nfo nulos
de &, elementos que constituem um ideal direito. Uma
propriedade déste ideal direito resmlta das consideracBes
que vio geguir-se (2).

__ Dum modo geral, dado um anel &, seja e um elemento
idempotente: e* = ¢, B¢ designarmos com U o conjunto dos
elementos s para os quais se=0; com B o dos elementos
¢ para os quais es=0; e, com J, o dos elementfos satis-
fazendo a es=se=0, vé-se que, para cada s €S, se tem

s=e(s—se)+(s—es) e (s—es—setese) |
+ e se, (21)
(1) Grupos abelianos e Anéis, ete., Cap, vir, pags. 107.

Compare com L. B. Dicksox, Alged d thei i !
Chicago, Unipversity Press, 1928, gebras an w A-nihm.etws,
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com s—se@Ga, -S—eé'eqa_, sf—es—se-l—e se'eg.
A soma (21) é directa, éomo vamos demonstrar. Se
s=d +¥+dFd,
com | L‘l"ete, VEBe, €3, dCece tem-se
ese—ede d=ecte, (1E&)
ed’e=efe=d’=esé.
Conclui-se agora- que se tem

es=ced +ese, d=er, (rGA).

Daqui resulta

ed —er—=a =—e(s—se).

O raciocinio é andlogo quanto a 4. Finalmente,
. b e g — P
d=s—a —b-—d=s—e¢s—setese

E claro que 2, B, S, eSe sho aqui simples médnlos sem

operadores. ? &, com efeito, nm ideal esquerdo, L um /

ideal direito, § a intersecgio de 2 com B, e ¢ Se um anel’
com elemento u=e. :

e . - /
~Diz-se decomposiciio de PEIRCE a decomposigio

C=eU+ e+ 3 tese .’('22)

Pode, de resto, demonstrar-se que 2 se compse dos ele--
mentos da forma s — se, em que s € ©. Disse-se jé, na ver-

dade, que ¢ —se G 2. Inversamente, s6 G AU, é 2¢=0, e,

conseqtientemente, x=x — Ze. '

Uma afirmagio andloga tem lugar para B. ',
Da igualdade (22), tira-se /a

Ge—eYe0Beogevece() =BeteGe,

/

(1) Com © significa-se soma nfio directa. /

;

an

e, portanto,
G=eA+Ge+Q.

Ora consideremos a soma directa e U + J. Por um lado,
ge z pertence a esta soma, tem-se xe =0, pelo que = el

Por outro lado, se 2 G U, a decomposicio (21} dé (pois ze=0)
x=elx —ze)+(x—ex),

decompondo  numa soma de dois elementos, respectiva-
mente pertencentes a e o J. Logo 6 . ‘

e ‘+‘ Q=9
e=6Ge+UA=e&-| B (28)
As'decomposi¢Bes (23) dizem-se, respectivamente, decom-
posigio esquerda e decomposigdo direita de Prmor. Sob esta
forma, aparece & como soma de dois ideais esquerdos on
direitos.

Pode, assim, enunciar-se o teorema: se e ¢ idempotente,
tem-se

E=—€ek "I" B )
eomo soma de dois ideais dereitos, valendo,
pare © Ges, ex=x; para ¥ €B, ez =0.

No caso da decomposicio (20), se By 6 o ideal direito
que anula e;, vé-se que .

%1%826"]' v —]—en@.
Inversamente, se b @ Bj, pondo
bl“—-"ub]_:elb]_—i_e?.b[_—‘—..-+€ﬂb1,

vé-se que & 7
bi=egb+ ... tenby,
pelo que se terd
B1=66T ... TS,

16) Anéis com n? matrizes unidades — No que vai
seguir-se, 0 anel G, além de possuir elemento %, contém n?

T
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elementos ey (matrizes unidades) verificando as relac8es
seguintes:
com =0, se k £ J,

Bpj == u, 80 k=7,
275 "u=eyten+ ... eum;
3% eeae=¢, (k==1,2,...,n), (er = em)s

1.a) Eix e — 3;,;_,— &,

Ponhamos &y—e;Se;—¢e; Se;. Vé-se imediatamente
que se tem '

=L ® ec=Nege;, 6-_-—-'_2.6;3,
i ‘ i 4

onde os somatdrios se referem a somas directas. Og sub-anéis
Sy verificam as igualdades

Gij Gr = O Gt

Os sub-anédis &y admitem ¢; como elemento um e nunca
se reduzem ao unico elemento nulo. As ignaldades /

Gy G = Zii
mostram que os Sy também ndo podem reduzir-se a {0). !

Seja 11 & S11. Fagamos corresponder 8 %1 0 e]emento /
a e 61 . ',."

a=2€i1$1131£. /
i /

Esta correspondéncia é bimnivoca. De facto, a x;; corres-
ponde um elemento & bem determinado. Inversamente, &
todo o elemento & da forma anterior, onde 2y c 611, corres-
ponde um zyy; bem determinado, pois

€11 @ 811 == €11 %11 811 = T11 .«

O conjunto ? dos elementos a constitui um anel iso-
morfo de Syt ,

Ty >a=LreaZu ey, Tu-+yu—>Lea(zntyu)eu=—a-b,
i f .
yn > b= E €i1 Y11 €14y, L1t Y11 > Z_:eil T Y €=
+ 1

=ZenXueyenynen==Leu%neu.LeaYney=ab.
i i i !
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Em particular, ao elemento e,; corresponde

Zepene=2X¢gye=2=x Gi=—1u.
i i i

O anel 2 tem, assim, como elemento um, o elemento nm
de &. Os elsmentos de A comutam com todas as matrizes
unidades:

€l = G T €17, €18 = €x1 Tu1 €13

Um elemento # € & pode pdr-se sob a forma

=YX Ypgpq, Kpg =$ Eip :ceq,-,
2 g

pois
= ’(pq Epg = e,,pxeq,,epq-—-E eppxeqq_E epp =12,

) P,qﬂv t)

Os coeficientes X, comutam com todos os ey:
Ypg &3 = % €up T Eqy €)= Cip T €qj = &ij Ejp T €qj =

=y X Erp & L= €ij Jupq-
k
Mas, escrevendo
lpg=Z en.e1p weg . x4,
2

vé-se que Lps EA.
Isto significa que o anel © se pode considerar como um
mébdulo finito relativamente ao anel 2.
A representaciio de cada elemento de & é, entio, tinica. -
De facto, vamos vér que nma igualdade do tipo
I dpg €pg = L &pg €'pq
g g
onde 08 apy © 08 &'py comutam com tddas as matrizes uni-
dade, leva, necessiriamente, a @py = a'py . Tem-se, sucessi-
vamente: :
!
T tpg €pg €5 = L 'pg €pq €5, L Opilp==L a'pi €pj,
Py P p »
3
ext L Qpi€pj == € T, a'pi €pj, ape=a'yey, e =0a7yey,
r P

Dayey=— § auey—= an—=a'y,
%

quaisquer que sejam ! e ¢, como se deseja.
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Atendendo a que se tem
Tpg €pg = L €ip T €qi €pg = €pp T € 4q € Spy
1

pode agora afirmar-se que 6 &yq= ey, Com WEDDER-
BURY, diz-se que & é o produto directo de ¥ pelo sistema
dos eg.

Procuremos ainda os elementos de © que comutam com
todos os e Se x é um tal elemento, vem

) . .
ey= L ey pgepy = X Ypgeijepqg =1 LiqCiq,
Prt Py ¢

wej== X Lpg €pyey==1T Lpi €y,
i1

»a

T Ljg €iq =1 Lpr ),
(1 »

o que leva a g=/, p==1, fj=ruy, Lp=0, (&)
Por aqui se vé que = é da forma

=X Yeyz=7, com LEA.

Podemos enunciar o teorema seguinte: sob as irés condigdes
indicadas, o anel & é um midulo finite (produto divecto de
WEDDERBURN) com respetto aos elementos de © que comutam
com as matrizes unidades, as quais representam wuma base
correspondente de ©.

E podemos afirmar ser n? uma dimensionalidade de &
relativamente a 2. ‘

Casos importantes em que se realizam as trés condigGes
enunciadas no coméco déste § podem vér-se na meméria de
E. NomreER, «Hyperkomplexe Grissen und Darstellungstheo-
ries, Band 29, da Mathematische Zeitschrift, 1929, ou num
trabalho de I, Amrix <Zur Arithmetik der hyperkomplexen
Systeme», Abhandlugen des mathematischen Seminars, Ham-
burg, Band 5, 1927.

No nosso livro «Grupos Abelianos e Anéis, ete.>, Cap. 1x,
pags. 128 e seguintes, e Cap. x, pigs. 163 e seguintes, re-
ferimo-nos largamente ao contedido dos dois escritos gque
acabamos de referir. :

Centro de Estudos de Matematica
da Faculdade de Ciéncins do Pdrto,
Junho de 1948,

Y —'_'f;




