SOBRE NILIDEAIS E IDEAIS QUASE-REGULARES

PO

A. Aruerna Costa
{Porto)

1) Introdugio — No nosso livro Sistemas hiper-complexos
€ representagies [de Faturo (I)], publicado em 1948 (Cplee-
¢ao do Centro de Estudos Matemdticos do Porto, n.° 19),
utilizdmos as notagdes segnintes, que também wnm empre-
garemos: R ¢ o radical dam anel, conjunto unido dos seus
ideais nilpotentes; R=** ¢ o radical — L, de Levitzg:, con-
junto unido dos ideais semi-nilpotentes do anel; e R* ¢
radical — K, de Korug, conjunto unido dos nilideais do
anel, sob a hipdtese de o coninnto unido dos nilideais
bilaterais, N, conter todos os nilideas unilaterais.

Seguindo R. Bagr, Radical ideals, <« American Journal
of Mathematics», vol. LXV, 1943, pigs. 537 a 568, cha-
maremos ideal radical todo o nilidea] bilateral M, dum
anel &, tal que S/IM nio tem ideal nilpotente. Entio,
U(S) =N representars o conjunto unido dos ideais
radicais e designar-se-d radiea] superior de S: e L(S)
representari a intersecciio de todos os ideais radicais e
designar-se-d - radical inferior do G . Tanto U(S) como
L(G) sfio ideais radicais,

Conforme 8. Pgrris, 4 %nwﬁhnlunm&z of the radical

elemento ae© & quase-regular direilo, se existir a'e S tal
que @+ a'+as'=o. Unm ideal direito diz-se quase-regn-
lar direito, se todos os sens elementos forem quase-regu-
lares direitos. Definices andlogas levam a ideais Juase-
-regulares esquerdos, Um elemento diz-se quase-reqular, se
for quase-regular direito e tamhém quase-recular esquerdo.
N. Jacossow, The radical and semi-simplicity for arbi-
trary rings, « American Jonrnal of Mathematics, vol. LXVII,
1945, pégs. 300 a 320, demonstron que, nam anel qual-
quer, o conjunto unido dos ideais quase-regulares direitos
¢ idéntico a0 conjunto unido dos ideais quase-regulares
b
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esquerdos e ao conjunto unido dos ideais bilaterais quase-
-regulares. Esse conjunto unide é o radieal — J, de Ja-
COBSOX, que representaremos pelo simbolo SR, .

Tém lngar as segnintes relagfes:

Rus2R2RM2R, R*=0U(S)=N,
U(S)2R*2L(S),

se 3& existe. Quando M* niio existe, deve substitnir-se,
na primeira sucessio de igualdades, SR* pelo conjunto
unido dos nilideais bilaterais M = U(S),

Quanto ao radical, ao radical —Z e ao radical — K :
mostramos_o seguinte, em (I), Cap. 1: 1) & necessirio e
suficiente, para que R* exista e seja ignal a R, que &, RN
nio tenha nilideal (pig. 12); 2) & necessirio e suficiente,
para que R+ exista e seja ignal a R**, gue S/RN** nio
tenha nilideal (pdg. 14); 3) é necessirio e suficiente, para
que R**=0R, que S/R nio tenha ideal semi-nilpotente
(pdg. 14).

No Cap. 11, de (I), foram tratados os anéis S com condi-
¢io de méximo e com condicfio de minimo para ideais direi-
tos (abreviadamente: condicio dupla de cadeia). Seguindo
J. Levirzer, Uber nilpotente Uniterringe, <Mathematischa
Annalen >, Band 105, 1931, pigs. 620 a 627, estabelecemos
que: 1') é condicio necessdria e suficiente, para que um sub-
-anel &', de &, seja sub-nilanel, que se tenha S Tl= (o),
sapondo 7 o comprimento da série de composicio de S.
Concluin-se daqui: fodo o sub-nilanel dum anel com condi-
¢do dupla de cadeia é nilpotente.

No Cap. 1v, de (I), estndaram-se, seguindo C. Horkixs,
Rings with minimal condition for left ideals, <Annals of
Mathematics=, vol. 40, 1939, pigs. T12 a 730, os anéis
com condicio de minimo para ideais direitos ou andis [J.
Demonstron-se: 1”) um anel-U/ tem um radical- & ignal ao
radical, que é nilpotente [pig. 89]; 2) S, R ¢ anel com
condicio dupla de cadeia. Resulta daqui: 3") fodo o sub-
-nilanel dum anel com condicio de minimo & nilpotente,
Para o verificar basta ter em conta esta outra pProposicio:
4") ze a for um ideal bilateral nilpotente de G e se em Sla
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Jor milpotente lodo o sub-nilanel, a mesma propriedade tem
lugar em & [cfr, (I), pdg. 90].

Na investigacio de exigéncias mais fracas capazes de
garantir a nilpoténcia de cada sub-nilanel de &, citemos
as condiciies I) e IT) de K. Asawo, Uber Ringe mit Viel-
fachenkettensatz, «Proceedings of the Imperial Academys,
Tolyo, vol. xv, n.® 9, 1939, pdgs. 288 a 291 [Cfr. (1),
pig. 103]: I) condigio de minimo para ideais bilaterais
de S; II) condigio de minimo para ideais direitos de &
que contenham um ideal primo.

E, por fim, anotemos ainda: §) a condigio de minimo
para ideais bilaterais contidos em R e a condigio de
minimo para ideais direitos contendo R também garantem
a nilpoténcia dos sub-nilanéis de & [Cfr. J. Levirzgs,
A characterisiic condition for semi-primary rings, <Duke
Mathematical Journals, vol. x1, 1944 pdgs. 367 e 368].

Todos os casos enunciados se ligam a uma proposicio
mais geral, como vamos ainda recordar. Efectivamente, no
Cap. 1u, de (I), intitulado Anéiz semi-primdirios, distin-
guimos, conforme Levirzei [Semi-nilpotent ideals, « Duke
Mathematical Journals, vol. 10, 1943, pdgs. 553 K56 e
On the radical of a gemeral ring, «Bulletin of the Ame-
rican Mathematical Society»>, vol. 49, 1943, pégs. 462
a 466]: 1") os anéis— A generalizados, definidos como
aqueles que possuem radical — K e para o8 quais S/R*
¢ semi-simples; 2"') os andis — A, caracterizadoz pela
semi-simplicidade de &/R**; 3"') os andis— A especiais,
com duas propriedades caracteristicas: nilpoténcia de SR e
semi-gimplicidade de &/R. Em 2") e 3") estiio casos par-
ticnlares de 1"). Em 3"') ndo havia necessidade de exigir
a nilpoténcia de SR, para incluir os anéis— A especiais nos
anéis — A generalizados. Fazendo essa exigéncia, enun-
cia-se mma proposicio comum acs 3 casos: 10V)) & condi-
¢Ho necessiria e suficiente, para que S seja um anel — 4
generalizado (anel — 4, anel — 4 especial), gue R* exista
(R** e R existem sempre) e tenha lugar a condicio de
minimo para ideais direitos contendo R* (respectivamente:

R** o R). [Cfr. (I), pag. 79].

Vale, agora, a proposicio mais geral a que acima alu-
dimos: num anel — A especial, lodo o sub-nilanel é nilpo-
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tente. B isto, porque SR é nilpotente e em SN & vilida a
condicio dupla de cadeis, o que permite aplicar o resul-
tado 4).

Na verdade, em (I), pig. 103, demonstrimos qune as
condictes de Asawo bastavam para gque & fosse amnel — 4
especial. E em (I), paz. 87, viu-se que a condigio de
minimo para ideais bilaterais contidos em SR arrastava a
nilpoténeia de &, de sorte que o tltimo caso anotado
entra ainda nos anéis — 4 especiais. De resto, a este res-
peito, é vilide o

Teorema 1: — Ha émplicagio reciproca na afirmacio o),
de que & valida em S a condipdo de minimo para ideats
direilos contendo R*™ e a condigdo de minimo para ideais
bilaterais contidos em M*, a um lado, e & afirmagio and-
loga B), acima referida, relativa a R. Em (I), pig. 87,
vin-se que a condiciio de minimo para ideaiz bilaterais
semi-nilpotentes arrastava a nilpoténeia do radical — L.
Entfio, «) implica B). Reciprocaments, se §) é vilida, S é
anel — 4 especial e M= =K.

Nos $% que vio seguir-se, mostraremos: 1') Que, nos
andis — 4, todo o sub-nilanel é semi-nilpotente. IT') Que,
num anel arbitririo, ndo pode existir nilideal direito
minimo superior ao radical — L. Results, como conse-
guéncia, gue, se num anel possui nilideal direito semi-regu-
lar, h4 no anel uma infinidade de nilideais direitos semi-
-regulares formando uma cadeia descendente, como sucede
quando nfio existe radical— K. ITI') Que, sendo P um
ideal bilateral do anel & tal que &/7 nio tem ideal nil-
potente, é condicio necessiria e suficiente, para que ae P,
que a©E5P. Resulta deste teorema uma propriedade
conhecida dos radicais — L, K e J, assim como do radieal
superior de Bage. IV') Que, se a matriz M =(a_,) per-
tence ao radical — L, de =2 (2, é o anel de matri-

zes do gran 7 com elementos do anel 2), os elementos
de M pertencem ao radical — L, de 2; V') Que, num
anel arbitririo, ndo pode haver ideal direito semi-nil-
potente minimo superior ao radical SR, desde que este
ge suponha nilpotente. Hesulta, como consequéncia, que,
se num anel & for vilida a condigio de minimo para
og ideais nilpotentes, ou é SR o radical — L, on hi
entre R e NR** uma infinidade de ideais direitos semi-
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-nilpotentes em cadeia descendente. VI') Que é condi-
¢A0 necessiria e suficiente, para gue um nilideal bilate-
ral P seja ideal radical do anel &, que P se componha
de todos o0s elementos ae® para os quais exista um
inteiro o, dependente de a, tal que (¢&)° S . Resulta
dagui o coroldrio segminte: se D & um ideal radical e
se (aG)°ED, tem-se aSEDP. VII') Que a validade, para
ideais bilaterais, duma certa propriedade demonstrada por
Jacopsow para ideais unilaterais, levari imediatamente &
existéncia de nma infinidade de ideais bilaterais, com-
preendidos entre UU(©) e L(S)c U(S), que nio sho
1deais radicais. VIII') Que o radical —.J tem muitas pro-
priedades anilogas 4s do radical — L. IX') Que, ao lado
dum certo conjunto H, considerado por Peruis, podem
considerar-se outros dois conjuntos: o conjunto Hga, com-
posto de elementos h tais gque g-+h & regular direito,
gualguer que seja o elemento regular direifo g, e apenas
desses elementos; e o conjunto H,, onde se invocam ele-
mentos regulares esquerdos. Para cada nm dos trés con-
juntos, é vilido um teorema do tipo seguninte: é necessario
e basta, para que he Ha, que a soma v - h seja gnase-
-regular direita, sempre que v é quase-regular direito. Mos-
traremos ainda: que a igunaldade H;= H. implica H; EH;
que, num anel semi-simples, se tem Hag=H. =H={(0);
e que, caracterizando um anel semi-primdrio como aquele
para o qual vale a condigio de minimo para os ideais
direitos contendo o radical —.J, se tem H=H,= H, =
= radical — J.

2) Dois teoremas sobre semi-nilpoténcia —E natural,
em confronto, com a questdo da nilpoténcia, versada na
Introdugio, ver se é possivel enfragnecimento de condi-
¢hes, de modo a garantir Tinicamente a semi-nilpoténcia
dos sub-nilanéis. Teremos necessidade de dois lemas.

Lema 1: — 82 um anel T tem um namero fintlo de gera-
dores a,,...,8_, 0 anel °, qualquer que seja o intero 3,
tem igualmenie um nimero finilo de geradores. Observemos
gue 03 elementos de T2 sfio da forma Zi¢, com ¢, 1'%,
(Juner dizer que os referidos elementos sio da forma

Mn: S onde ¢= 2. Se uma parcela da iiltima soma

é produto de dois elementos a,, ela pertencerd ao sub-anel
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gerado pelos a,a,; se tiver 3, pertencerd ao sub-anel
gerado por a.a a,; se tiver 4, ji pertence ao sub-anel
gerado pelos a.a,, ete. Assim, os elementos aa.,aaa,,
(i,7,k=1,2,..., n) gerario T2, Anilogamente se veri-
fica que os elementos a, @0, @,8.0,0, aaa, a6 gera-
rio ¥€3. Dam modo geral, ¢ gerado pelos elementos
By vl s (k=0,1,...,n—1; fi=1, 30 o
i=1,2,...,n4k).

e
22

Lena 2: — Se Gy ¢ um sub-nilanel de & lal que S L
S, ¢ semi-nilpolente. Sejam ay, ..., a,eS; elementos em
nimero finito. O anel T que eles geram verifiea a condi-
¢io TER*™, Em virtude do lema anterior, T° tem num
nimero finito de geradores, de modo que T3 = (o), para
um certo inteiro . O lema estd provado.

Posto isto, fixaremos o segninte

Trorema 2:— Num anel — A, fodo o sub-nilanel &
semi-nilpotente. De facto, estudemos o homomorfismo
S~G/R**=G'. Se G, é sub-nilanel de &, o seu cor-
respondente ©; é sub-nilanel do anel semi-simples &'
(anel — 4 especial). Entio, &; é nilpotente, de modo que
hé uma poténcia &7 contida em R**, O lema 2 mostra
que &; é semi-nilpotente.

Passemos ao outro teorema aludido na mEmEm@.

TeoreMa 3:— Num anel arbitririo S, ndo existe nili-
deal direilo v, com a propriedade de ser o minimo nilideal
para o quel tDR*, E isso porque, no homomorfismo
S ~ B/R**, o correspondente de r seria um nilideal direito
minimo ' (o), para o qual t'2=(0), o que levaria ao
absurdo r' = (o). Devemos, por isso, preservar-nos de dar
um enunciado como este: <a condicio de minimo para
nilideais direitos de & contendo R** arrasta a existéncia
e semi-nilpoténcia de R*s.

Tem todavia sentido o segninte

Teorema 4:— 4 condiggo de minimo para milideais
diveitos de S arrasta a existéncia de R* e a sua nilpotén-
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¢ig. Nio havendo, entdo, com efeito, nilideais direitos con-
tendo SR**, também nio pode haver nilideal direito v com
elementos ndo pertencentes ao radical — L, visto que, de
contrdrio, o nilideal (r, SR*¥) conteria o referido radical.
Em segnida, bastaria até a condicio de minimo para ideais
bilaterais semi-nilpotentes, para ficar garantida a nilpotén-

cia de R** = R* [efr. (I), pig. 87].

Substitnindo o radical— L pelo radieal R, podemos
falar de nilideal direito minimo t D SR? A resposta sé
pode ser afirmativa, se R nfo for nilpotente. Davemos,
por isso, preservar-nos de dar um enunciado em que fignre
uma hipdtese como esta: <condicio de minimo para nili-
deais direitos de & contendo R e condiciio de minimo
para ideais bilaterais contidos em R .

3) Semi-regularidade e existéncia de R* — Assim como
& nociio de nilanel se ope a de anel regnlar, assim, & noegio
de semi-nilpotente, opde Levirzrr a de semi-regular, para
significar a existéncia dum ntmero finito de elementos
gerando um anel niio nilpotente (potente).

TroreMa 5:—8e v ¢ um ideal diveito semi-reqular de S,
o ideal v°, qualquer que seja o inteiro o, é igualmente semi-
-regular. Sejam, de facto, @y, ..., a, et elementos gerando
um anel potente. Tem-se T Sr. Como T° tem um mimero

finito de geradores (lema 1), segne-se que hi em €° um
nimero finito de elementos gerando um anel potente.

Em virtude de ser €°S¢?, o teorema fica provado.

A afirmacfio contida no teorema 3, permite estabelecer
esta proposicio:

TeorEMs B — S S ¢ um anel com um nilideal direils
semi-regular v, hd em S uma infinidade de nilideais direifos
semi-requlares formando wma cadeia descendente. Cada ele-
mento da cadein conlém o radical — L.

Visto que r=r, é semi-regular, também (r,, R**) =38,
¢ semi-regular. Como §; néo pode ser minimo contendo SR**,
existe 8; tal que §;D 8; D MN**. Depois encontra-se
f: 83 D R*™, ete.



Cororirro 1: —8e © ¢ um anel para o qual ndo exisie
radical — K, hd em S wma infinidade de ideais direitos e
de ideats esquerdos (em cadeia descendente) que sio nilideais
semi-regulares. Por hipitese, com efeito, hd em & um nili-
deal direito (e um esquerdo) semi-regular.

Em (I), pidg. 10, introduzimos, conforme Koras, o
nilideal bilateral 9N, conjunto unido (on soma) dos nili-
deais bilaterais. Saber se existe on niio radical R* equi-
vale a saber se hi on nfio h4 possibilidade de «mer-
gulhar> um nilideal unilateral num nilideal bilateral.
Em (I), pdg. 11, demonstrimos que é condicio necessé-
ria e suficiente, para a existincia de radical —K, que
8 soma de dois nilideais direitos seja um nilideal
direito. Introduzindo a nogiio de elemento propriamente
nilpotente [(I), pdg. 12], sabemos que, se niio existe radi-
cal — K, hé elementos prdpriamente nilpotentes a; e a3
tais gqune &#;—a; nio é propriamente nilpotente. Entio
(a1 —a3) & pio é nilideal, 0 mesmo se dizendo do ideal
(¢:S,a;E), que é soma de dois nilideais direitos. Con-
cluin-se também que 4; S e a; S nfio podem pertencer
simulténeamente a M= U (S). Assim, quando nio existe
radical — K, h4, em &, um nilideal 2 & niio contido em 9.
Pondo a =%, este é nilanel semi-regular. T tem radi-
cal — K, igual a €, diferente do radical — L, ignal a R;.
Se beT,béR;, 0ideal bET=P, de T, & semi-regu-
lar, visto gue b T SR, implicaria b e R, [(I), pde. 14; on,
adiante, teorema 11]. Vé-se, todavia, que 8T C E, pois a
ignaldade 6 ¥ =T daria T=0T=82T=...=(0), por
ser b nm elemento nilpotente. Como é tambhém 5T =5a T,
estamos em presenca dum nilideal de &, sendo a&S 2 baS.
E claro que podemos raciocinar do mesmo modo sobre P
e formar ¢ PC P, ete. Assim, é possivel precisar, em
certo sentido, o resultado expresso no corolirio 1, por
meio deste

TeorEMa 7:—8e & ¢ um anel para o I nao existe
radical — K, hd em S uma cadeia descendenie de nilideais
direitos semi-requlares da forma ¢; © D3 & DesE ...,

Convém anotar que a demonstraciio anterior, comecada
a partir de €, estabelece o

Trorema 8: — Se T ¢ um nilanel semi-reqular, hd em T

cadeias descendentes infinitas de nilideats semi-regulares das
formar T Sa: Lo T S Tho...

Levrrzrr, « On three problems concerning nil-rings s, Bul-
letin of the American Mathemalical Society. vol. 51, 1945,
pigs. 913 a 919, em face dos resultados contidos nos teore-
mas 7 e 8, por ele ali estabelecidos, faz a observacio de
que, & questio aberta <hd ou n#io hé anédis sem radi-
cal — K?s, 6 poders dar-se uma resposta positiva, se for
positiva a resposta a esta segunda questio «h4 ou nio hé
nilanéis semi-regulares?s.

E vilido o

4

TrorEMA 9: —8e S tem radical R* e se P ¢ nilideal
bilateral, o radical — K de /P ewiste ¢ ¢ R*|DP. A de-
monstracio resulta imediatamente estndando o homomor-
fismo €~ &/P, no qual R* e R*/P se correspondem.
Em correlagio com este resultado, provaremos o

Teorema 10:—8e D ¢ um ideal bilateral semi-nilpo-
lente de G e se v ¢ semi-regular, o ideal diveito (v, D)/ D=1,
de ©|D=C/', ¢ também semi-regular. Sejam ay,...,a, 61
elementos que geram um anel potente T. Os correspon-
dentes a’y,...,a, €1/, no homomorfismo & ~ &', geram um
anel T' que niio pode ser nilpotente, pois, de contririo,
ter-se-ia T'° =(0), T°SP. Em virtude do lema 1, pois
gue T tem um mimero finito de geradores, T° tem igual-
mente um nimero finito de geradores. Entfo, como P &
semi-nilpotente, existiria nm inteiro t tal que T = (o),
0 que é absurdo. [Esta demonstracio simplifica a que fol
dada em (I), pig. 13, na qual SR** substitui P].

Cororimio 2:— 8¢ P é um ideal bilateral semi-nilpo-
tente, o radicol — L, de S/, é R*=*/D. Pelo teorema, na
correspondéncia & ~ &/, correspondem-se de modo bin-
nivoco completo os ideais semi-nilpotentes de S/ e os
ideais semi-nilpotentes de & que contém P.

4) Sobre algumas propriedades de RN** — Levirzxr
demonstroun que é condigiio necessiria e suficiente, para
que se R*™, que seja s SER*™, [(I), pdg. 14]. Tem
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lngar uma afirmacio andloga para os radicais superior e
inferior de BaEgm, assim como para o radical de Jacossow.
Todas estas afirmagbes resultam do seguinte

TroreMa 11:— 8¢ P ¢ um ideal bilateral tal que S|P
ndo fem ideal nilpotente, ¢ condicido necessdria e sufictente,
para que a € D, que a SED.

B imediato que & condigiio ¢ necessiria. Inversamente,
se a SED, =eja r o ideal direito gerado por . Como 12
se compde de elementos da forma £ (as+ia)(as' +i'a),
(#,5'e &; ¢,1" inteiros), vé-se que r!SaGEP. Entio,
sendo 1’ o correspondente de r no homomorfismo & ~ &/,
vé-se gue r'2={0). Daqui tirase t1=P,aeP, q. e. d.

Servindo-se deste resultado, demonstrou Levitzr:r [efr.
(I), pig. 15] que, dado nm anel 2, de radical R,**, o
anel A, =&, composto de matrizes do gran n com ele-
mentos de 2 e com o radical SR.*¥, contém neste radical
todas as matrizes §=/{(a,), com a, ¢ R,**. Também &

vilida a proposicio inversa, como vamos ver.

{ Condine )

SOBRE NILIDEAIS E IDEAIS QUASE-REGULARES

PO

A, Aturipa Costa
(Parta}

{ Conclusio )

TrorEMA 12:—8: S=(a,) pertence ao radical — L
de ©G=4%U,, oz elementos de S perfencem ao radical — L
de . Seja B, a matriz de & obtida quando se coloca be 2

na linha ¢ e coluna k, deixando ignais a zero os restantes
elementos. Supondo b e ¢ elementos arbitrérios de U, a
matriz B, §C,, tem todos os elementos nulos, salvo o ele-

mento (&, k), que se reduz a ba c. Assim,

b“mﬁ?mﬁw"ﬁwn L A Ty

Ly e

é uma matriz diagonal pertencente ao radical — L, de &.
O ideal direito gerado por D é semi-nilpotente, de sorte

que, supondo %,... .mw niimeros inteiros e 1,,..., T

matrizes de ©, o sub-anel de & gerado pelos elementos

DT, +iD,...,DT,+i,D (1)

é nilpotente. Escolhamos, em especial, como matrizes g
matrizes diagonais de elementos ignais ¢, e 2. As matri-

zes (1) serio ignalmente matrizes diagonais com elemen-
tos diagonais, dados, respectivamente, por

mﬂn—.ﬂ..-m,..:mwwu_uh.ﬂa_ (d=ba_c).
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O sub-anel de & gerado por estes elementos serd nil-
potente. Entiio serd nilpotente o sub-anel de 9 gerado por
um nimero finito de elementos do ideal direitv gerado
por d, de sorte que esse ideal é semi-nilpotente. Da condi-
gio de bae_c pertencer ao radical — L, de 2, e de ¢ ser
arbitririo, tira-se que ba, pertence ao mesmo radical, 8,

por tltimoe, que @, pertence ainda ao mesmo radical, pois b
¢ ignalmente arbitrdrio.

Opsgrvagio: —Se existe elemento um em 9, existe
elemento um em S. Um resultado estabelecido em (I),
?»mn 40, prova que, supondo AES, se tem neste caso
Ra = [R3",AUJ. Os raciocinios acabados de fazer demons-
tram, em segmida, a ignaldade R." =Xe;r [R:,AJ, no

LI

qual figuram as matrizes unidade e;;, ¢ S.

. Terminaremos este §, enunciando duas proposicies rela-
tivas ao radical — L, em correlaciio imediata com os resul-
tados expressos nos teoremas 3 e 6.

Teorexa 3': — Se, num anel S, forem diferentes oz radi-
cais—L e R, ndo pode haver ideal direito semi-nilpolente
mintmo r O N, sempre que N seja nilpotente.

TromEMA 6': — Se, num anel S, for vilida a condicio de
minimo para os tdeais nilpotentes, ou é R o radical — L,
ou hi entre R e R*™ uma infinidade de ideais direitos
semi-nilpotentes em cadeia descendente.

5) Sobre os ideais radicals — O teorema 11 permite esta-
belecer para os ideais radicais a propriedade expressa no
teorema seguinte: :

TeoreMa 13: — E condipdo necessiria e suficiente, para
que um ntlideal bilateral P seja ideal radical, que n‘m se
componha de lodos oz elementos ae S para os quais existe
um infeiro , dependente de a, lal que (a@)°EP.
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A condicio ¢é necessdiria. Se P 6 ideal radical, seja
a€ & com elemento tal que (¢ G)°SP. No homomorfismo
G&~G/D=E', o correspondente de a & a' tendo-se
(6'S')°=(0),a' &' =(0). Logo 6 aSEDP e aeP. Por
outro lado, para cada ae P, é aGEP .

A condigio é suficiente. Realizada a condigio, suponha-
mos ¢' € @ um elemento gerando um ideal direito nilpo-
tente. Serd também &'&' nilpotente, com (a' &')°=(0).
Nesse caso, (a@)°EP, aeP, a’=0. Nio hi em &'
ideais nilpotentes, de sorte que P é ideal radical.

CororArio 3: — 8¢ P & um ideal radical e se (a )3,
tem-se a SGEP.

Sob esta forma, o corolirio resulta, de facto, do teo-

rema anterior. Hle ndo é mais, porém, do que nm caso
particular deste

TrorREMA 14:— Se P & um ideal radical e v é um ideal
diretto tal que ts S, tem-ze tED.

TrorEMA 15:— E econdigio necessiria e suficiente, para
que o radical — K exista e seja igual ao ideal radical T,
que S/T ndo tenha nilideal. De facto, nesse caso, todo
o nilideal unilateral de & estd contido no nilideal bila-
teral T.

Coronirto 4:— 8¢ T ¢ um ideal radical de © e se todo
o ideal diveito + (o) em ©/T contém um tdeal direito minimo,
T ¢ o radical superior de © (radical —K), o qual eontém
todo o nilideal de ©. Este enunciado de Bagr é consequén-
cia do teorema, pois que todo o ideal direito de &/T possui
idempotente e nio pode ser nilideal.

6) Sobre um problema de Baer-Levitzki — Da defini-
cdo de ideal radieal, resulta gue o radical — L & um ideal
radical, 0 mesmo se dizendo do radical — K, se este exis-
tir. O anel quociente & /N = S/ U(S) tem os dois radicais,
superior e inferior, ignais a zero. No geral, porém, os dois
radicais sio distintos. Bagr den, com efeito, nm exemplo



de nilanel sem ideal direito nilpotente, contendo mm nili-
deal bilateral que nfio é ideal radical. Por um lado, neste
exemplo, sendo (0) um ideal radical, é L(S)=(s)=
+ U(S)= &; por outro, mostra-se que um nilideal hila-
teral compreendido entre os radicais superior e inferior
nfio é necessariamente um ideal radieal.

Jacoesow den a seguinte proposicio: se SN ¢ um ideal
bilateral quase-regular de &, e se £ ¢ wm ideal direito
(esquerdo), com wma base finita, contido em M, tem-se

EMcC L (MECE) ou 2=(o).

Pde-se a seguinte questiio: se a for um ideal bilateral
quase-regular gerado por wm nidmero finifo de elementos, a
hipitese a €I arrasta ow ndo arrasta uma das relagies
aMca,a=(s)?

Se puder dar-se uma resposta positiva a esta questio,
pode afirmar-se que, sendo U(S) D L(S), hi entre os doiz
radicais, superior e inferior, uma infinidade de ideais bila-
terais que ndo ado ideais radieais.

Para o verificar, vamos limitar-nos ao caso em que /(&)
é semi-regular, visto que, se /(&) for semi-nilpotente,
a afirmacio tem efectivamente lugar, como adiante ano-
taremos.

Suponhamos, pois, (&) semi-regular, e investicae-
mos primeiramente a hipitese de se ter também L (&)=
=(0). Tomemos ay, ..., a, € U(S) tais que o sub-anel T,
gerado pelos a,, seja semi-regular.

Entdo seri semi-regular o ideal bilateral a gerado
pelos mesmos a,, tendo-se a2C a. Precisamente a?(o)
nio serd ideal radical, pois, no homomorfismo & ~ S/a?,
o correspondente de a serd a/a?, que é nilpotente. Sabe-
mos que T2Sq? é gerado por nm nimero finito de ele-
mentos, b,,...,5, , 08 quais geram ignalmente um ideal
bilateral semi-regular bSa?. Se for b=a?, terse-d
ala=acCa?, com a®%(0). O ideal a® também nio &
ideal radical. Se for bC a?, serd b2C b, com b2+ (o),
b? ndio é ideal radical. O processo continua. E vé-se que
setema>Da®*2bDb22c D22, .., ,8endo a? b0 | .,
uma sucessic que, neste caso particular, para o gqual
L(S)=(e), verifica a afirmacio em cansa.

Na hipdtese L (&) +(0), sabe-se que, no homomorfismo
C~G/L(G)=8', se tem: 1) U(&)=U(B)/L(E):
2) U(Q') semi-regular (teorema 10); 3) L(&')=/(o0).
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Em G’ hi nma infinidade de ideais bilaterais b, D b; >, .,
eontidos em U(&'), que nio sfo ideais radicais. Os ideais
bilaterais correspondentes b; 26,2 ..., de &, estio con-
tidos em U(E), contém L (S) e nio sio ideais radicais,
como resulta dos isomorfismos ©/b, = &'(b/, . ...

Levirzrr den, nesta ordem. de ideias, no sen trabalho
<On three problems concerning mil-rings>, os resultados a
que vamos aludir. Ele pds este problema: héd ou nfio hd
anéis © para os quais U(S) D L(S) e tais que todo o
nilideal bilateral entre U(G) e L(S) é também um ideal
radical? Respondendo a esta pergunta, ele proprio provou:
a) se S & um anel com um radical superior semi-nilpotente,
e se U(G)D L(C), hd em S uma infinidade de nilideais
bilaterais compreendidos entre aqueles doiz e que ndo sdo
tdeais radicais; B) se © & um anel com um radical superior
semi-reqular, S contém um sub-anel &' fal que U(E)2 &' ==
=U(G") D L(E') e tal que &' contém um nimero nfinito
de nilideais bilaterais entre U(G') e L(S') que ndo sio
ideais radieais,

Levrrzei, nas suas demonstracies, introduzin as seguin-
tes nogbes: se a;,...,8,6 8, diz-se que o ideal direito
gerado pelos a; tem nma base pripria direita, quando esse
ideal tem a forma Ta;S; di-se uma definiciio andloga para
uma base prépria esquerda; e diz-se que o ideal bilateral
gerado pelos @&; tem nma base prdpria, se esse ideal tiver
a forma £ &a;5. Entio, aguele antor provou: 1) se um
nilideal bilateral v+ (o) tem nma base prépria direita, vale
a relagio r®Cr; ) se um ideal semi-nilpotente direito
r# (o) tem uma base propria direita, vale a relacio r®Cr; ¢)
se um ideal bilateral semi-nilpotente a+{2) tem uma base
propria, vale ainda a? C a.

As afirmagies ) e %) estio contidas na proposicio muito
mais geral de Jacopsow, referida no comeco deste S. A afir-
macio =) resolve, pela afirmativa, num caso particnlar, a
questio que acima referimos.

7) Sobre o radical-) — Jacossow define anel radical
como aquele que é idéntico ao sen radieal — .J. Utilizando
esta definigiio, podemos verificar que sfio equivalentes as
trés propriedades seguintes, dum ideal direito guase-regu-
lar v, supondo que uma delas tem efectivamente lngar:
1) nm mimero finito de elementos de © gera um anel radi-
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cal; 2) cada elemento de r gera um anel radical ; 8) o quase-
-inverso direito ¥ de cada elemento zer tem & forma
_mnu.wm_ soma finita 2! =X 429,
imediato que 1) arrasta 2) e que 2) arrasta 3

H.umm.w.m@ também de 3) a 2) muito ficilmente. Por muw_
admitamos 3) e demonstremos 1). Sejam 24, 2y, ... Tl
_w anel gerado pelos z, compde-se de elementos Z — & +
== ey Visto que Z tem quase-inverso direito da

forma 2+ Zo =3+% Hw: 5 .m..Lu , conclui-se que o refe-

rido quase-inverso pertence ao anel gerado pelos z,. Pode-
mos fixar, pois, o segninte

TrorEMa 16: — K condicdo necessiria e suficiente, para
que todo o conjunio finito de elementos dum ideal direito
quase-reqular v gere um anel radical, que o quase-inverso de
cada elemento z e v seja da forma S+ 77,

Dado um ideal bilateral quase-regular a, podemos des-
tacar, de entre os ideais direitos quase-regulares, aqueles
ideais r para os quais tenha lugar: 1): existe um inteiro o
tal que r*Sa. No homomorfismo C~Gla=&', r terd
um correspondente r', que serd nilpotente. O conjunto
unido dos r' levard ao radical R’, de &'. O conjunto
unido dos r levard a um ideal bilateral R [a], tendo-se
R'=R[a]/a. Designando por quase-nilpotente, relativa-
mente & a, nm ideal r com a propriedade 1), a teoria dos
ideais guase-nilpotentes rednz-se & teoria dos ideais nilpo-
tentes de G/a. H4, anilopamente, nma teoria de ideais
quase-semi-nilpotentes, relativamente a a, considerando os
ideais ¢ com & propriedade 2): cada conjunto finito de ele-
mentos de r gera um suob-anel &;, de &, para o qual
existe um inteiro o tal que &7 £ a. Define-se, entio, um
radical de Levirzer R+**[a], que é o conjunto dos ideais
direitos (ou esquerdos ou bilaterais) quase-semi-nilpotentes,
relativamente a a. O radical R'**, de S/a, verifica a
ignaldade R'** =R**[q]/a.

(1) Supondo a+t-a'+aa’=o, a diz-se quase-inverso direito de .
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Uma teoria de gquase-nilideais, relativamente a a,
obtém-se considerando os ideais direitos r com a proprie-
dade 3): para cada r ¢ r, existe um inteiro o tal que r” € a.
O radical de Korae R*[a] define-se como o conjunto
unido dos ideais bilaterais gquase-nilideais, relativamente
a a, se esse conjunto contém os ideais unilateraiz que
sejam quase-nilideais, relativamente a a. Nesse caso, tem-ze
R'™* =R*[a]fa=radical — K de S/a. E claro gue vale

Rla]ER** [a]=R* [a],
ge este 1ilfimo existe.

Poder-se-ia pensar, de modo andlogo, em estender a
definicio de elemento guase-regular direito: considerar-
-ze-ia a, como anteriormente, depois um elemento be S
mm:ﬁ o qual existe b' 6 S tal que b+ b'+bb'ea. O estudo

o5 ideais direitos r, compostos de elementos b, obrigaria
a0 estudo dos ideais direitos guase-regnlares de &fa.
O radical —J deste tltimo levaria depols a nm ideal bila-
teral de S, contendo a, que seria o conjunto unido dos
ideais r. Jacomsow demonstrom gue o referido conjunto
unido é precisamente o radical —J, dé .

0 radical —J tem certas analogias com os outros radi-
cais, embora a sua definigio seja muito mais ampla. Assim:
se ¢ ¢ um idempotente de &, tem-se

Teoremas 17: —8e x & um elemento dum ddeal dirveilo
quase-regular t', de e Se, x perfence ao radical-J, de S.
Com efeito, x Se==x.eEe é um ideal direito qnase-regn-
lar de eGe. Os elementos zae, (ae &), sio quase-regu-
lares direitos. Kscrevendo xzae=xa.e, sabemos que
e.ta=Jaa ¢ quase-regular direito [e isto porque, se za
tem o quase-inverso direito v', @z tem o quase-inverso
direito —az—av'z]. Serdi ®SGENR,., e, consequente-
‘mente, e NR,..

Comonirto 5:— 0 radical R',., de eSe, ¢ igual a
eRipe. Seja xeR,,. Entio, v6 Ry, c=cxeceR,. e,
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e, portanto, R’y SeR.pe. Como este wiltimo & ideal bila-
teral de eSe, composto de elementos guase-regulares
de &, o corolério fiea provado, se honver fquase-inversos
desses elementos pertencentes ao ideal, Supondo aeeGe
e ata'taa'=o0, como se tem a=ea—ae=cae,
Vé-se que mamr_:mnhm+mmnﬁm“n+mahm+pmn,m”?
de sorte que podemos supor a'=¢ea'e, como se deseja.

Consideremos uma decomposicio de Priror [(), pag. 16]:
mumm_+mwm+m+mmm o,

Se x pertence a um ideal direito qnase-regular t” de 3,
sabemos que, pondo, conforme a ignaldade anterior,

t=catbetitese, (s6@),

se tem &muﬁwmnﬂu.ﬂm”nﬁ__mu_-&: Como (beti)wx=1x
@ como x4 € quase-regnlar, segue-se que (be-L i) z é guase-
-regular direito. O mesmo se diz de x(beti)==zs.
Assim, s GER,,, ze Rae. Dagui o

TrorEMA 18:—8: % & um elemento dum ideal diveito
quase-reqular v", de I, x pertence a s

CoroLirio 6:— O radical R, de 3, ¢ igual a [3, R..].
Verifiguemos apenas que, dado a pertencente & interseccio
e tal que ata' +aa'=a-la'+a'u—o, se tem a' ey,
De facto, & m__nu__umah+mnaﬁ"nm+nﬁm+n,nm”? B
Como ea=ae=o, ¢ também ea’' =a'e—o, o0 que caracte-
riza a'e 3,

1) 9 é o conjunto dos elementos z¢ S para os qoais ae=o;
% o dos elementos b & S para os quais eb=20; F o dog elomentos i ¢S
satisfasendo a fe—ri =0,
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Na ordem de ideias que estamos desenvolvendo, e
seguindo de perto (I), pg. 37 e segmintes, vamos consi-
derar ainda um anel S com n® matrizes unidades ¢,, e com

elemento um, nas condigles seguintes: 1) e, e,=7 ¢,
(8);=simbolo de Krovecker);2) 1=e,, + ...+ ¢, .Se %
representa o conjunto dos elementos m.uim, que comutam
com as referidas matrizes unidades, é vilido o

TreorEMa 19: — O radical —J, de A, & [AU, R ], e Ry

¢ o radical—J de ©. Ponhamos m_H,um__._.m_ e,.. Jacomsow
demonstrou que o teorema 12 e o sen reciproco tém lngar
para o radical —.J. Assim

ﬁ#ﬁ#”“ﬂw- _mu..m.."_ ﬁﬂ“:“Hﬂ&E .m.rm nM_.v.
i,k

Para se ver que R.,ER., basta ter em conta as
relacdes

i ’ ’
e Ran ey =R, Raa m e =Ruiv=

=Eey &N"ﬂw € MQ** .
k

Entio 6 R,,S[A, R..]. Como este 1iltimo é ideal
bilateral de 2, o teorema ficard estabelecido, provando gue
tal ideal é quase-regular em 2. Tomemos ae[2A, RN..].
Se a'=Fua e, (2;,6U), for o sen guase-inverso direito,

tem-se

e.=0.
nﬂma_w. |mlnMu nu..u. m_..u. -..__l..mn _u_._ .m_r__
L] s s

Tira-se daqui ¢t}-o, 4 aa, =0, ,mm ,_w_"....un@ que o quase-
-inverso de o pertence a 2. Isto significa que deve ser
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%;=0, 88 t%+j, 0 que efectivamente se verifica,

G pois
al_..n:.n_ann:.I:P (14a) “4;;=0, e, portanto,

A+ (1+a) ay=a, =0.
Continnando a su

tem .—..ﬂﬂﬂ-.m.ﬁ o ”_.uﬁ-u... m_ 0 anel mn- teorema ﬂuﬁmﬂm.uﬂ.u

_Hmemxw 20:— 0 anel G=G/R., ¢ o anel completo
de matrizes com mhmﬁmxsm de A=(A, R,.)/R... De facto,
mc homomorfismo & ~ &, os €, tém os correspondentes &,, .

omo nio pode ser e, e R, visto que isso mEEEwm»
€ € =€ .. € R on, a8 12 matrizes 2, sdo diferentes de zero.

Também mmn pode ter-gse m..n”m.s, a nfo ser que i=7
k=m, pois aquela ignaldade dari :

ik — €m € Raw, (e —epm ) e —=ese R.y,

se m+ k. Supondo m =1k, a ignaldade
exi (e — ei) = e 6 R,

levaria _..mﬁEEmIaam a um absurdo, salvo se j=1, caso em
que €k =ejm. © admite a representagio & —

que o0s elementos de 2A comutam com os #
sio independentes. Para verificar esta

A&y, em
ik
i @ estes 1iltimos

tltima afirmacio,

esCcrevamos
i H_,.,H___.m.__.a Eir=0, (TyeA).
Deduz-se, sucessivamente :
_w;bm..llmm..ﬂm:“nu Erg l Eps = cmmuﬂ.m;”..uv

T
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{0 teorema fica assim demonstrado. Pode precisar-se, de

resto, que 2 contém todos os elementos comutdiveis com
08 &;. Be @ ¢ nm tal elemento, pondo & = T % 2y, tem-se
ik

&.munﬁlhmmﬂm.mua”.m._.—&nln.”mm*.ﬂm‘_#u
*

e, portanto, para i =j, r =&, @; =u,.. Fora disso, é
gy =4k —=0. A expressio de @ toma a forma

d=FEngey—Fte; =0,

.

2|

56 5e Pie Gy = ... =Uyn—

8) 0 conjunto H de Perlis — Perris consideron, num
anel S, com elemento mm, o conjunto H dos elementos
caracterizados pela propriedade seguninte: serd he H sem-
pre que g+ k seja regular, qualquer que seja o elemento
regular g, e apenas nesse caso.

Ao lado de H, podem considerar-ze fambém dois ontros
conjuntos: o conjunto Hgs, composto de elementos h tais
gque g-+h é regular direito, qualquer que seja o elemento
regular direito g, e apenas desses elementos; e o con-
junto H., para o qual se trata com elementos regunlares
esquerdos.

Para cada um dos trés conjuntos, é vilido um teorema,
gue se decalca no que vai enunciar-se, relativo a H.

Teorema 21:— E mecessdrio e basta, para que he Ha,
que @ soma V- h seja quase-reqular direila, sempre que v €
quase-regular direifo. Na verdade, se he Hy, entfo g+ h é
regular direito. Dado v+ h, sabemos que 1+ v é regular
dirsito e que, portanto, (1 +¢)4+h=1-4 (v %) é regn-
lar direito. Isto significa que v 4 & é quase-regular direito.
Inversamente, se v+ % é quase-regular direito, com v qunase-
-regular direito, tomemos o elemento regular direito g.
Tem-se, com um certo ¢,

g+h=(14v)+h=1-L(v+h),

de sorte que g +h é regular direito.e he Ha.
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Depois deste resultado, vemos gque a defini¢iio de H
(ou de H; ou de H,) pode dar-se independentemente dg
existéncia de elemento um. No geral, os trés conjuntos sio
distintos. Imaginemos, porém, que Hy= H,. Vamos ver
que, entfo, H contém aqueles. De facto, dado k eHy, hé
quase-regular direito o esquerdo, portanto quase-regular,
Dado » quase-regular, a soma v 4k ¢ quase-regular direita
¢, %querda, portanto quase-regular. Assim, he H, on seja
H3ES H. Daqui o

TrorEMA 22:— Num anel qualquer, a igualdade H , — H,
implica Hy S H,

Jacopsox demonstron que, dados v quase-regular direito
8@ aEr, em que t & ideal quase-regular direito, a soma v-t+a
6 quase-regnlar direita, Tendo ainda em conta considera-
obes andlogas relativas a “quase-regulares esquerdoss e o
facto de os elementos do radical — .7 serem gnase-regula-
res, conclni-ge o

TromEMas 28:— Num anel qualquer o radical — T esig
contido nos diferentes HH .

Imaginemos que Ha, por ex., é um ideal direito (on
esquerdo). Como o0s elementos de H; siio fjnase-regularez
direitos, conclui-ge 0

CoroLirio 7:— 8e, num anel qualquer, Hy for um ideal
direito (ou esquerdo) tem.se Res=Ha. O meoms s dis
quanto a Hy ou quanio a H.

Na hipétese de haver elemento 16 @, se tivermos em
conta que —g é regular direito (ou esquerdo), sempre
que g o seja, facilmente se concluj que oz H H sio médu-
los. Na verdade, suponhamos k, &' e H ;. Trata-se de provar
que g+ (h—h') & regular direito quando g & regular
direito. Como 9+h é regular direito, — (g - k) é regular
direito ; entio — (g - k) &' & regular direito, o mesmo
ge dizendo de _._%|Twu_.la_q"u+?|buu q.e.d.

Portanto: .

TeorEMA 24:— Num anel S com elemenio um, 05 con-
juntos Ha, H,, H sao mddulos,
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nel ©,, sem elemento nm, suponhamos que
o Euua”w%n ﬁ_mE m“nuwﬁ?ua ao anel dos mimeros inteiros, o mﬂh
pode sempre fazer-se. Como habitualmente, mmﬂmwmﬁnmm HM?
seguida, o anel &=(1)4 S,, onde (1) é o wnm_.m om____ﬂ =
ros inteiros., & tem elemento um e contém u.w_ :E...am
anterior é directa, no sentido de soma de grupos a m_ an 0
Os elementos de &, serio afectados do indice o, coloca

inferiormente. s
: mm&.n @=u-4a,, com « inteiro, um elemento de &,

suposto quase-regular direito. Se for a4+ b+ ab=o,
tem-se

(1+a+ta)(1+B+b,)=1, com b=p+b,.
Concluem-se daqui as relacdes
(1) (14+8)=1, (A+a)b,4(1+p)a,+a,b,=o0,
e, portanto, estas outras

e=f=0, a,+b+a,b,=0, a=a,, b=b, on

n”@”lwu —a,—b,ta,b, =0, a=—2-44a,,

b=—2410,.

Vése que, se o conjunto dos elementos gnase-regnlares
direitoz de &, for

QQ”wnﬂuWDqﬂDu _-._..mu
o conjunto dos elementos gqunase-regulares direitos de & &

C=\a,,b0,89,...; —2—a,, —2—bg, ...
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No caso particnlar dos elementos nilpotentes, podemaos

afirmar que os respectivos conjuntos de &, e de & sio
ignais. Basta notar que, se

m.w”__”n.d_.ng“.*”nq.l_l?”?

6ot =o, =0, e, portanto, a=a,,

Quanto a ideais pode afirmar-ss. 0 ideal direito gerado
por a,e S,, em &, & 0 mesmo que o ideal direito gerado
Por a,, em G,; todo o ideal direito de S, 6 ideal direito
de S; e os nilideais dos dois anéis coincidem.

Vamos ver que, mais geralmente, ha coineidéneia dos

ideais guase-regulares direitos.- Seja r um tal ideal de &
Se um elemento —2—r. 6

“+a,€ S, com ato, 1, Serd

¥, tomemos um elemento

_hlm.if:nt_rnn“_”]muhn_:wﬁmq.

Devendo ter-se — 2q— 9,00 —Zu=—2, chega-se a um

mEEmo.PmmmEuEm%om elementos de r pertencem a &,
E vilido o

TromEMA 25: — 0 anel &, em que se «mergulhons S,,

lem os mesmos radicais que S, : 0 radical — R, o radical — 1.,
o radical — K ¢ o radipal — J.

Pode observar-se, incidentalmente, ue,
mento a, 6 quase-regular direito Bm
-inverso direito pertence a Cie .

56 um ele-
» 0 Een guase-

Um resultado devido & K. Swzopa [efr. (I), pdg. 461
afirma que um apel simples é gerado pelos sens elementos
regulares. Peruis deduzin daf que o conjunto H relativo a
nma dlgebra simples é nunlo. Da facto, pode ir-se nm poneo
mais longe e afirmar- 1) num anel simples, um elemento
regular direito (ou esquerdo) é regular; 2) os diferentes
HH relativos a um anel simples rednzem-se todos ao ele-
mento zero,

O raciocinio de Peeris, transposto das Algebras: simples
Para os andis simples, prova que H — (¢). Entio 2) resulta
de 1) imediatamente. A demonstracio de 1) faz-se como
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para as dlgebras com elemento um. Se & & o anel simples

) i cOrpo nao
em cansa, ¢ um modulo com respeito a um po na

i lementos 1,a,...,a",
tivo 8. Dado ae©, o0s e
wwﬂﬁwﬁ ¢t minimo, n#o sio independentes com respeifo

a & . Ponhamos

a._._..T_HH __“_hI_-T...lT_“_n__ﬁ.+.ﬁ_n_nm_q (uie K).

Entdo é

(af=t4 ... +a)a=—as,
(—ao)~Yat "+ ... +a)a=1,

se wo+o. Admitindo que a & regular direito, nio pode
ser «o= o0, pois, de contririo, ter-se-ia

15 b
(a'=14 ...+ a)a=0, &=+ ...4+%n y

i i a tem
contra a hipdtese de { ser minimo. Nestas mahn.uwm”u@mmm._mmnmﬂcmq
inverso esquerdo e é regular, como se a i

por isso, 0

TrorEMA 26:— Num anel simples, todo o elemento regu~
lar direito (ou esquerdo) é regular.

: ; i
Peruis passou das dlgebras simples a3 &MMWMWM MMHT
imples. 0 sen raciocinio é aplicdvel aos e

”Mﬁw_mm. Para estes 1iltimos, também & H%m

elemento regular direito, podendo fixar-se

S 3!
S I semi-simples, fodo o elemen
TromEMA 27:— Num ane el i
reqular direito (ou esquerdo) é regular. Os dif

iquats, reduzem-g8 & Zero. St
?%M“mwupahumﬁmcmt faz-se observando que Ha, por ex,

i ue
a soma dos H, definidos para cada parcela simples em g
se decompde o anel.

i i-primarios pela
Imaginemos caracterizados os nm&ﬁww:ﬂnﬂ““ﬂ%h.ﬁ ﬂ.w&+
: eaie direito :
il inimo para os ideais dir
Eﬂ%ﬁa ﬁ-mﬂn 03 mﬂ&m!h generalizados como o0s anéis
ﬁ.ﬁ. —— %
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— 4 e o0s anéis — 4 especiais entram nesta definicfio. Tem
- lngar o

TroreMa 28: — Num anel semi-primdrio ¢ H=Hy=
= Ho =Rz No estudo da correspondéncia anular homo-
morfa G~ G/R,,., vi-se imediatamente gue os elementos
quase-regulares direitos (ou esquerdos) estio sempre em
correspondéncia. J4 sabemos que o radical — .J esti con-
tido em Hg. Tomemos agora he Hy. E v ~+ k quase-regn-
lar direito, se v o for. O correspondents v+ /, por via do
homomorfismo citado, é qnase-regular direito, o que
implica h=0. Portanto heR,, e Hi=NR,.. O racioci-
nio é 0 mesmo para os outros H 4.




