UBER DIE NICHTASSOZIATIVEN RINGE,
DIE HALBEINFACHE MODULN SIND®

vioN

A. ALMEIDA COSTA (LISBOA}

1} Bezeichnungen, Zusammenfassung und Literaturver-
zeichnis. — Die Bezeichnungen die wir hier einfahren
sind dieselben wie bei unserer fruheren Arbeit [1]. Wir
kénnen sie leicht zusammenfassen: ¥ — R AT S
x,y,---| ist ein nichtassoziativer Ring; Q ist ein Opera-
torbereich von X, der im Absolut 3 des Moduls X ein
Bild & hat; &, =€ (1) ist der von U, erzeugte Unterring
von &; und, im allgemeinen, ©(€) ist der von @c2
erzeugte Unterring von 2; ¥ bzw. ¥ stellen die Endo-
morphismen von &, durch Rechts- bzw. Linksmultiplika-
tionen von # mit seinen eigenen Elementen definiert,
dar. Wir setzen noch E&@FN=2,, G@E")=F,6 04—
=€ (X, ) =€ (X, F). @ wird Multiplikationsring von %
gennant, und T=6(1,0,, X, %) wobei 1 der Einsendo-
morpaismus ist, werden wir Transformationenring von ¥
nennen. Schliesslich, W =& (1, X, *) stellt einen Unter-
ring von &, der, im allgemeinen, 1 nicht enthit, dar.

Das Kommutator einer Menge €3, in A, wird mit €
bezeichnet. So hat man ®=2% nZ%,. Wir werden auch

sehen, dass Q,5@. @ selbst funktioniert als Uperator-

(*) Recebido em 20-10-1955,
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bereich, was uns erlaubt Maximaloperatorbereick von X
€S zu nennen.

In ([2], Abteilung II, n.* 6), wird @ Multiplikationszen-
fralisator von X gennant,

Wenn man @=1i,u,v,»,3,5,7,.--} setzt, dann werden
wir, fast immer, £, E., usw., schreiben, um die Elemente
von & zu bedeuten; doch, falls keine Verwechselung zu
furchten ist, auch J,u, ... kiinnen gleichsinnig angewandt
werden. Wenn aqef ein festes Element ist, stellt En
den Endomorphismus von ¥, durch Rechtsmultiplikation
von & mit a selbst definiert, dar; und £\ hat eine zhnliche
Bedeutung, betrifft aber die Linksmultiplikation.

Einige Betrachtungen tber nichtassoziative Algebren,
die von Arperr [3] stammen, werden wir allgemeiner
behandeln, und zwar werden wir dieselben den nichtasso-
ziativen Ringen ¥, dessen additive Gruppe ein halbein-
facher Modul ist (d. h. ein Modul von seinen Q,-einfachen
Untermoduln erzeugt), ausdehnen. §§ 4 und Folgende
dieser Arbeit sind solchem Ziel gewidmet,

Im § 2 beginnen wir mit einer Definition eines nicht-
-assoziativen Ringes X (Verg. [3], S. 687), dann beweisen
Satz 1 und Korollar 1, die das Maximaloperatorbereich
charakterisieren. Es folgen Sitze 2 und 3, von denen
der erste eine bestimmte Charakterisation eines Opera-
torbereiches gibt, der letzte betrifft aber interessante
Eigenschaften des Multiplikationsringes und des Trans-
formationenringes von X ([3], 5. 693). Zum Ende des §,
machen wir allgemeine Betrachtungen tber die Algebra
der Untermoduln eines Ringes, ([3], S. 688).

§ 3 widmet sich einer knappen Erinnerung des Isoto-
piebegriffes. Satz 4 und Korollar 2 finden sich bei Avsezr,
(Verg. [3], S. 698), wodurch wir dieselben nicht beweisen.
Satz 5 hat ein gewisses Interesse.
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§ 4 deutet auf die folgenden Grundgedanken: die
nicht assoziativen Algebren stellen die einfachsten Beis-
piele der nicht assoziativen Ringe, deren Modul halbein-
fach ist. Indem wir & als einen solchen Ring in bezug
auf einem Ringe L, von Endomorphismen annehmen,
setzt man einen Untermodul von X fest, dann kann man
immer ¥ =2XF schreiben, wobei Eel, ein Idempotent
ist. Es ist leicht, in diesem Fall, eine Charakterisation der
Unterringe und der Ideale von %, und zwar in der Sprache
der assoziativen Algebra, einzufithren.

Es folgt § 5. Dort beschrinken wir uns auf einigen
Bemerkungen tiber die halbeinfachen Moduln, Bemerkun-
gen die nutzlich ist im Gedichtnis fest zu halten und
die wir im Satze 9 zusammenfassen.

Danach kommt § 6. Die dortige behandelte Annahme
entspricht dem Hillssatze 8 von ([8], S. 691). Auch die
Hilfssiitze des § 7 sind im engen Zusammenhang mit den
Hilfssitzen 7 und 9 von ([3], S. 691).

Was dem § 8 betrifft, Satz 18 dehnt einen Teil des
Hilfssatzes 10 von ([3], S. 692) aus. Andere Uberlegungen,
die noch im Zusammenhang mit demselben Hilfssatze
sind, werden wir erst im Betracht nehmen, nachdem im
§ 9 eine interessante Aussage tber die Ringe fiur welche
=3I ist (Satz 15) bewiesen wird. Solche Aussage ist
besonders nutzlich im fall der Einfachheit von X. Dann
gibt man einen anderen Beweis des fraglichen Hilfssatzes.

Die S4tze 16 und 17 des § 10 vervollstindigen Satz 13.
Es ist im besonderen zu bemerken, dass Satz 17 fol-
gende Behauptung rechtfertigt: wenn ¥, unter den Bedin-
gungen von Satze 13, nichtassoziativer angenommen wird,
dann sind € und sein Zentrum reziproke Kommutatoren.
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Schliesslich, in den §§ 10, 11 und 12, in bezug auf der
Umkehrung vom Satze 13, macht man Uberlegungen,
deren Ergebnisse sich schon bei [8] finden. Doch sind jene
Uberlegungen durchaus verschieden von denen Arpert’s.

Das Literaturverzeichnis fitlhrt verschieden Arbeiten
an, die wir eine nach der anderen unterstehend angeben:
[1]—A. Avmzwa Costa, On modules and rings with opera-
tors, in dieser Zeitschrift, Band IV, 1954, S. 5-62; [2] —
N. Jacosson, Structure theory of simple rings without
Sfiniteness assumptions, «Transactions of the American
Mathematical Society», Band 57, 1945, S. 228-244; [3]—
A, A, Avserr, Non-associative algebras, 1, «Annals of
Mathematics», Band 48, 1942, S, 685-707; [4]—A. ALMEna
Costa, Sobre ideais de contracedo e aniquiladores na Teoria
geral dos mddulos, «Anais da Faculdade de Ciéncias do
Porto», Band XXXV, 1950-1951, S. 79-158; [5]—A. Avvgma
Costa, Uber die unterdirekten Modulnswmmen, in dieser
Zeitschrift, Band 1II, 1952, 5. 115-160; [6]—A. ALMEIDA
Costa, Trés ligdes sobre a teoria geral dos anéis, 2.2 ligio,
Anéis primitives, «Anais da Faculdade de Cigncias do
Portos, Band XXXVI, 1952, S, 169-200; [7]—N. Jacossox,
The radical and semi-simplicity for arbitrary rings, « Ame-
rican Journal of Mathematics», Band 67, 1945, S, 8-21.

2) Allgemeinheiten — Die allgemeine Definition eines
nichtassoziativen Ringes kann man durch folgende Pos-
tulate liefern: I') X ist ein Modul in bezug auf eine
Menge &, (oder ©,) von Endomorphismen; II) es gibt
eine modulire homomorphe Abbildung - 37, die von

=07
xeX ausgehend zu Lm,.ﬁmw“,._;mmwﬂﬂa fihrt, und zwar
unter zwelen Bedingungen: 1) die Abbildung erlaubt die
Definition der Rechtsmultiplikation mit x; 2) es gelten
auch die Gleichheiten (al)x = (aE,)EY = (@ EXNE, =
=(ax)}; III') der modulire Homomorphismus -~ X ist
operatorisch in bezug auf &, (oder 9,).
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Durch I') hat man

ahE X, (@4 &l=ald bl;

¥

Il

durch II') ist
aEl'=axeX, (a4 blx=ax+ bx,
alx+yl=ax+ay, (ad) x=(ax)};
und durch III') schliesst man

a{xw) = (ax)h.

Aus der Gleichheit ax—=akF{" folgt av=—xFf". Die
Beziehungen

alx+y)=(x+y) EQ =ax + ay=xE" + yEY

zeigen, dass EY auch ein Endomorphismus ist. Es gilt
noch

(@) x = (ax)) = xE"),
(ad) ¥ = a(x}) = xE, EY,

(@ + b)x=ax + bx= xEY), = x(EV 4+ EM,

wodurch die Abbildung a-£Y ein Operatorhomomor-
phismus ¥~ X2 <0, ist. Natarlich, wirden wir von diesem
letzten Homomorphismus ausgehen kénnen, und dann,
umgekehrt, den Homomorphismus ¥~ X =1, schliessen.

Nun nehmen wir an, dass man eines Moduls ¥ ausgeht,
chne Operatorbereich L. Dann wird man einem moduliren
Homomorphismus X~ X"E3 beschrinkt, wobei & das
Absolut von # ist. Nachdem der Ring errichtet wird,
betrachten wir 7=2%,, ¥ bleibt Modul in bezug auf %,,
in Ubereinstimmung mit I), und es gilt noch, fir jedes

TeZ,
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(aT)x=aTEN=aE0 T = (ax) T

wodurch IIY) bleibt gleich befriedigt. Was der von III)
erfordeten Gleichheit betrifft, méchten wir

alxT)=(ax) T

haben, Das erste Glied darf man x7EY schreiben. Das
zweite, unter der Form xEY T geschrieben, wiirde

TEM<EPT
erfordern. Es gilt den

Satz 1 Dann wnd nur dansee ldsst ein nichitassoziativer
Ring ein Element Te X, als Operator su, wenn T e X,

Deswegen in einem Ringe ohne Operatoren, spielt
der Unterring @=%, N %, die Rolle eines Operatorsbereich.
Wenn man saﬂu vmﬁmlﬁnr dass als man L, betrachtet,
immer ¥,20,, ¥,20, ist, dann schliesst man:

Kororrar 1: Der Multiplikationszentralisator @=%,nZE,
eines nicht assogiativen Ringes E ist sein Eahuﬁﬁmﬁ%m%&m?
bereich, (Verg. [1], § 7).

Kehren wir zum Modul %, mit seinem Ringe von
Endomorphismen £,, zuruck. Wir wollen noch einen
Untermodul # von L, betrachten und annehmen, dass es
0s=eeX existiert flir welches e@—=Z ist und noch, dass
es fir jedes Element xeX einen einzigen Ausdruck
x=elN, (Nell), gibt. Dann, wenn wir EY'—N setzen,
wird ein nichtassoziativer Ring X definiert, mit =12
und ¢ als Linkseinheit.

Die Gleichheiten x—eN=¢E?, y=eS—eEl’, (Se),
ergeben xy = x5 =eNS =N .eS=eEV EY. Falls es
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sich nur bandelt die Gleichheit V.5 =eNS zu recht-

fertigen, darf man NeQ, nehmen. Wir nehmen jetzt an
Tel, ., Dann haben wir

(#-9) T =2E] T=aTE] = (xT) y;
schliessen wir aber nicht
(x-9)T==x.9T,

was uns £, als Operatorbereich zu behandeln erlauben
wiirde. Doch unter der Bedingung

20, =408y,
hat man
(- 9) T=xED T—xE" —
m_m%“_ T'=/(ey) ‘H“.u._maﬂhm.ﬂ;”
also

(x-y)T=2xs=x.yT.

Daraus folgt den

Satz 20 Wenn X eine additive Abelsche Gruppe und O,
etn Ring von Endomorphismen von X sind, dann, unter den
Bedingungen: 1) 8 ist ein Untermodul von &,; 2) es existiert
O=z=eed fiir welches eR=2=F wund in solcher Weise, dass
Jedes Element xe % einen eingizen Ausdruck x=eN, (N e d),
hat ; kann man folgende Behawplungen machen: a) durch
die Gleichheit EYV'—=N wird ein nichtassoziativer Ring ¥
definiert, fitr welchen EV=W ist; &) e ist Linkseinkeit
vorr £; ¢) es ist potwendig und hinveichkend dafiir, dass ¥
das Operatorbereich L, suldsst, dass man DO, =0, V=N jal.

Es it immer

6Hﬁﬁ%1urﬂbmﬂ"ﬁmﬁp 1 Eﬁuwwu W.ﬂ_.
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Man kann aber ®-—& — haben. Denken wir uns, dass @
den Einsendomorphismus enthalt. Wenn wir, 2.B,

H”MH_.L.W.M.“ _”‘..Mﬂ\_u_.mwh.u Mh_mw.—u_.__

setzen, erhalten wir
1. E=3X)(X.E)=F, @,

da X, E,e&, . Es gilt dann &,2®@, wodurch ®<@, d, h.,
=& ist.

Es ist noch Folgendes zu bemerken: da Qc@ ist,

dann hat man ®2T; wenn wir @ als kommutativ

annehmen, das Element Q¢ ®, da Q,=2®@ ist (Korollar i),
ist mit &, vertauschbar, auch mit 1, %,, %,. Das bedeutet

1 g

06T, wodurch =T ist. Man kommt zu

Sarz 81 Falls & ein wichlassoziativer Ring ist, dann
ist der entsprechende Multiplikationsring gleich dem Trans-
formationenring, weun er den Einkeitsendomorphismus
enthdlt; und die Kowmmutaloren, im Absolut A pon X,
derselben beiden mﬁ.maﬁmx&nﬁxmgbwﬁ:mx sind gleich, wenn 0]
kommutativ angenommen wivd.

Die Algebra der Untermoduln eines beliebigen nicht-
assoziativen Ringes wird in #hnlicher Weise wie bei
(8], 5. 688) gemacht. # ist ein Q,-Untermodul von X
und 3 ist ein beliebiger Untermodul. Wenn © und ®,
zwel Untermenge von ¥ sind, bezeichnet man mit ©,
die Menge der Elemente Z¢e,, wobei die Summe endlich
und ce®, ¢ e® angenommen wird. Die Betrachtung
eines Produkts €€, hat kein Interesse, aber ein Produkt
NC (oder €U) ist bereits ein Untermodul von X. Ein
Produkt #€ ist ein 2-Untermodul. Insbesondere sind
WMa und a¥ Q-Untermodul. Der ©,-Untermodul durch
a(, dargestellt erfillt die Bedingung (aQ,)®cqo¥. €0,
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als die Menge der Elemente Z4¢E, -.- £ mit endlicher
Summe definiert, ist immer O, -Untermodul. Man hat
immer (€Q)M=€M. Der O -Untermodul durch eine
Menge ® erzeugt ist die Menge €, der Elemente Z+¢; +
+ 26 X;, mit &, e®, X;el,. Es ist immer #E=#E,,
Wenn man € mit einem einzigen Element ¢ annimmt
und setzt (a),= |2+ e+ aX|, mit Xel,, so gilt es die
Gleichheit (a), ¥ =W,

Nun bezeichnen wir mit @ eine Untermenge von 1k
Man definiert @®' als die Menge der Elemente Z¢: 75,
wobei 7;e® und die Summe endlich ist; dann ist es
leicht Folgendes zu rechtfertigen: 1) #1®' ist Untermodul;
2) wenn @ Untermodul ist, dann ist auch €©®'; 3) MO
ist & -Untermodul; 4) wenn ® die Eigenschaft ®'0, =
=0Q,0 0 hat, dann ist 1O ein Q,-Untermodul; 5) unter
der Annahme N® =", hat man avch RE(O )= U,

#, als Q,-Untermodul angenommen, ist auch Unter-
ring, wenn man BB} hat, wobei <X das Bild
von #, als Teil des Bildes von ¥, ist. Die Bedingung
damit ¥ [Unterring ist darf man auch so ausdrucken:
M@ =M oder MWW MW, oder WMB, <M oder noch
WE (W, W)W, wobei M, — G(W), W, =EED) ist.

M ist ein Rechtsideal, wenn M XM M. Diese Bedin-
gung ist dieselbe wie X, S W, Und B ist ein zweiseitiges
Ideal, wenn B QS gilt, was dasselbe ist wie WMEN =M
WMEHc W, Man kann noch die vorigen Forderungen anders
ausdrucken: 1) a ist zweiseitiges Ideal von X, wenn es
eine Q-Untergruppe ist, die, mit @, auch «®@ enthilt;
2) oder, wenn es eine Untergruppe ist, die, mit 2, a®(Q,,®)
enthilt; 3) oder noch, wenn es eine Untermenge von X ist,
die, mit &« und 4, auch a+ 4 und a®(1,2,,®) enthalt.
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3) Uber den Begriff der lsotopie — Gehen wir von %
und seinem Operatorbereich 2, aus, Der Modul X erlaubt
die Definition eines neuen nichtassoziativen Ringes ¥,
durch eine neue Rechtsmultiplikation (a,x), so ver-
standen :

(a,x)=aE¥", EY'=PEYC,

wobei /, 0, Ce&, Automorphismen des Moduls ¥ sind.
&' heisst dann ein fsofop von X, ((8], S. 696). Es ist klar,
dass (a,x)=(al - x0) C folgende Gleichheiten mitbringt:

tEN =x0F% €,  EO = 0EC

Falls wir (= /= Einsendomorphismus setzen, dann
heisst £ ein Hauptisotop von X. Und mit P=0=H,

= A, die Isotopie wird dguivalens gennant. In diesem
letzten Fall, hat man

(#,x)=(aH - xH)H", oder (a,x)H=aH - zH.

Denken wir uns eine Basis £, die eine additive Abelsche
Gruppe ist, und betrachten einen festen Ring &, von
Endomorphismen von Z. Sobald auf £ ein nichtassozia-
tiver Ring definiert wird, der Isotopiebegriff erlaubt
andere nichtassoziative Ringe mit derselben Basis zu
verwirklichen. Der Isotopiebegriff ist ein Aquivalenz-
begriff, durch welche die Gesamtheit der nichtassoziativen
Ringe auf £ in Aquivalenzklassen geteilt wird. In jeder
Klasse, die Aquivalenz (im Sinn der Isotopie) liefert eine
}aﬂ_ﬁ_mumaﬂmzcm die erlaubt die Isotope in Unter-
klassen zu teilen. In diesen Unterklassen gibt es immer
ein Hauptisotope als Reprisentant.

Ein Element ge ¥ heisst rechts- bzw. linksnichtsingu-
lar, falls es (E¥')! bzw. (E¥)! existiert. Es gilt folgender
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Satz 41 Es ist notwendig und hinreichend dafiir, dass
es Hauptisotope von X mit Linkseinheit ¢ (bsw. Rechisein-
heit d') existieren, dass es in ¥ Elemente g (bsw. Elemente k)
£ibi, die linksnichtsingulir (bsw, rechisnichisingulir) sind.
Jedem solchen Element entsprichi einen Hauplisolop, der
die gewiinschte Bedingung erfiillt, indem man Q= (EY),
(bzw. P=(E\"Y"), setst und P (bzw. Q) beliebig annimmd.
Es ist ¢ =gP-, (bsw. d'=407).

KororLar 2: Es ist notwendig und hinreichend daffiir,
dass es Hauptisotope von X mit Einselement mﬁ.ﬁm&&a
dass es in X Elemente g und h gibt, firr welche P—(E;") i

O =(E. Dann ist das Einselement w'— gh.

Ins Folgende hat ¥ Einselement «. Fir jeden Haupt-
isotop hat man

EN=p B, EP=0Q-E},
und so, nach dem vorigen Korollar, ist auch
u=(g k), P=(EE, O'=(EP)

Wenn ¥ gleichfalls Einselement=1#' besitzt, es gelten,
wie gesehen, die Beziehungen

W=g-h, P=(E Q=(EQy,
und auch diese anderen
W=gP'=h0", u—=gP=kO.
Deswegen, hat man
2 =(g\ K)—(ED, uE®) =(h,8),
wW=g h = Ef wEP =V g.
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Es besteht {olgender

Satz 51 Wenn & und sein Hauptisotop ¥ Einselement
haben, dann die Elemente g wund kh, sowie g und K, nach
dem verigen Korollar bestimmi, erfiillen folgende Bedin-
gungen: w=g-h=»~k g, u=(g\W)=(h,2). Man hat
noch g'=h, h=pg.

Unseren Betrachtungen tber Isotope machen wir
Schluss mit einigen einfachen Bemerkungen. Erstens:
falls die Multiplikations-und, deswegen, die Transforma-
tionenringe zweier Isotope gleich sind, entnimmt man
ganz gleich, des Begriffs eines zweiseitigen Ideals, dass
die zweiseitigen Ideale beider Isotope dieselben sind.
Zweitens: falls =9 ein endlicher linearer Raum uber
ein Kérper #=4, ist, unter der Annahme das Einselement
von ¥ unitdrer Operator ist, dann nennt man ¥ eine
nichtassoziative endliche Algebra. Genau jetzt, indem
man & und & zwei endliche Algebren mit Einselement
und Hauptisotope annimmt, sind gleich die entspre-
chenden Transformationenringe, die assoziative endliche
Algebren darstellen, {{3], 5. 699). Dann wird man zum
Folgenden gefiihrt: wenn B eine nichtassosiative, endliche,
etifache, mit Einselement, Algebra ist, jeder Isotop 8', mit
Einselement, ist gleichfalls einfach. In der Tat, hat eine
einfache Algebra keine anderen zweiseitigen Ideale,
ausser (0) und die Algebra selbst. Wenn wir von § zum
Hauptisotop 3" (der die Unterklasse der Isotope von &'
darstellt) dbergehen, dann ist " einfach und & wird
von 8 durch Aquivalenz abgeleitet :

EO — HES H-, (B e8).
Nehmen wir das zweiseitige ldeal o' =={0), von #". Man hat

ad i S, W HoH 12,
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Hieraus folgt ?_Eu_ﬁmagnh und folglich
" H=4%, =% H =5

Die Behauptung wird somit bewiesen.

4) Unterringe und |ldeale der Ringe z, die halbeinfache
Moduln sind — Kinftig werden wir nur die nichtassozia-
tiven Ringe, deren additive Q,~Abelschegruppen halbein-
fach sind, behandeln. Die entsprechenden &,-Moduln
werden durch ihre Q,-einfachen Untermoduln erzeugt,
{1, § 9) und [5, § 8).

Falls # ein zulissiger Untermodul von ¥ ist, darf
man immer X =2 L W' schreiben, wobei &' gleichfalls
zulissiger Untermodul ist. Es existiert dann ein Idem-
potent Ee,E2 fur welches M—=FF. Diese Tatsache
ist wesentlich, damit man, nach {[3], S. 689-690), Folgendes
behaupten kann:

Sarz 6 Es ist notwendip und hinreichend dafiir, dass
der suldssige Untermodul ¥ —=2XF Unterring ist, dass
entweder EW0) = FWNE oder EW, = FW FE ist.

Korovrar 8: Wenn X ein nichtassoziativer Ring ist,
der, als Modul betrachtes, durch ilire Q. —cinfachen Unter-
modiln erzengt wird, dann, angenommen FEe .m: M—=XF,
sind beide Gleichheiten FRN—=FMN E und EWH—= FWNE

einander gegenseitige Foloen.

KoroLLar 41 Unter den Bedingungen des vorigen Korol-
lars, sind beide Bezichungen EWN=FWMNE, F&(1,0,,
W, M) =Fe(1,0,, W, W) K gleichgiltig. Mann muss die

Tatsache F£eQ, nicht vergessen.

Was die Ideale betrifft, sind folgende Behauptungen
gilltig:
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Sarz 11 Ls ist notwendig und hinveichend dafir, dass
v =X F ein suldssiges Rechistdeal von F ist, dass entweder
W=t E oder EEN=FEZINE sl

Sarz 81 [Es ist notwendig und hinveichend dafiir, dass
a=—X £ etn zuldssiges sweiseitices [deal von X ist, dass
eniweder EQ==FEWNE oder EC=FETE st

5) Einige Bemerkungen iber die halbeinfache Moduln
— Die halbeinfache Moduln, wie wir schon im vorigen
§ bemerkt haben, waren bei ([1], § 9) und ([5], § 8)
ausfihrlich behandelt. Falls 2 ein solcher Modul ist,
kann man immer
1 P

w1 _Humh_gu__ (1)

schreiben, wobei das Zeichen X als direkte diskrete
Summe zu verstehen ist, (1], § 8, oder [4], § 12).

Nun sind wir daran interessiert, im Fall wo die m,
alle O-isomorphe sind. Das Bild &4, von £, im Absolut 3,
von #, erzeugt einen Ring £,. Man kann in (1) immer
annehmen, dass die Untermoduln m, alle £ -lsomorphe
sind. Dann entnimmt man drei Folgen, die wir hier beri-
chten. Erstens: wenn wir 00, annehmen, hat man
immer, fir beliebig =ze M, m,©=(0), da, der &,-Isomor-
phismus der m,, fur alle », m, @ =(0) ziehen wiirde, falls
Wy @ =(% wire. Danach wirde man XEO=(0), ©=0
schliessen. Zweitens: nehmen wir 0 5= &, 6 m,, (xe M fest).
Es kann .4}, =(0) nicht gelten. Sonst, die Menge der
Elemente von ¥, die &, vernichten wiirde, wirde ein
nicht Null & -Untermodul von w, sein. Die Einfachheit
der m, wiirde m,i, = (0) ziehen, und danach wiirde man
&4, =(0), L2 = (0) haben. Drittens: wenn wir noch
U==8el, annehmen, kann es nicht Null Elemente
x¥ em, geben, fur welche x,®=0. Falls aber ©® dem
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Zentrum von £, gehort, wird solche Tatsache nicht erfillt,

da, sonst, aus x,0=0, y.0=0, konnte man (x,—y,)0=0

ableiten, so wie (x,Q,)0 =(2,0)Q,=(0). Folglich, wiirde
es m;@=(0) gelten, und, danach, ¥0=(0), @=0.
Also

Satz 91 Wenn B cin halbeinfacher Q,-Modul, der als
direkle diskrete Summe WM—=2Zm, (ve M), wobei alle die
Summanden ,~isomorphe sind, angenommen wivd, und
falls nock 0,55 (0) ist, kann man Folgendes behaupten :
1) die Annahme 0=0eQQ, bringt mit sich wm, @ ==(0), fir
beliebiges we M, 2) wenn man a festsetst und 0= vy e,
ist, hat man nie 1, Q,=—(0); 3) wenn 00, ist, damn,
unter der Annalme © dem Zentrum wvon O, gehirt, falls
Xzs=0 sl hal man 2, B L0,

6) Uber die Hypothese WM —=@&(0_ X X)=—0 In die-
sem §, neben der Summe (1), die hier

E=35, (eM), (2)

unter der einzigen Annahme der Halbeinfachheit des
Moduls X, geschrieben wird, machen wir noch folgende
beide Hypothesis: 1)}-man hat W=1Q,, oder, was dasselbe
ist, man hat XrcQ, FNcQ FecO FcO.; 2) alle die
Moduln # sind Q,-isomorphe und einfache Q,-Unter-
moduln von ¥,

Nimmt man 0=50e0,. Da £, 0 ==(0) ist, es existiert
vw € £ fiir welches v, © =2 0. Dann ergibt sich v, Q,=r, .
Wenn man, im Isomorphismus #x=%,, . —-wv, hat, gilt
es gleichfalls ¢ ,=w,%,, und (2) kann

E=39,0,, (& M), (8)

aussehen. Nun nimmt man, dass ¥ keiner Nullring ist

T e . e e - oo e
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(# &£ (0)}). Danach betrachten wir ae& for welches
EY =0 und in solcher Weise, dass es auch

ra=zE =xA(0), (EV=AaQ),

gilt. Der Endomorphismus A = E!" ist mit allen Ele-
menten von 2, vertauschbar, wodurch dem Zentrum von
Q, gehért. Dann kann A kein 2, aus (3) vernichten, wie
wir im Satz 9 gesehen haben. Man entnimmt

Er=o, 0= (o, A)Q, = (v, Q) A=1, A,

und ist es nutzlich zu bemerken, dass wir in der Tat
(e, AV, — (2, Q)AS e, A

haben. Es gilt folgender

Satz 10 fst X ein nichlassoziativer Ring und Q, ein
Endomorphismenring von X, Wenn %, als Q,—Modul betra-
chiet, eine direkle diskrete Summe von einfachen Q- Unter-
madeln, alle Q~isomorphe, {5t, dann, unter den Annahmen :
1) X ist keiner Nullving: 2) man hat ©(Q,, &, 3)=0,;
kann man (3) statt (2) schreiben und jedes ¥, —=uv,Q, darf
die Form vy=1t, A nehmen, wobei A —EL ein dem Zentrum

von L, selidrendes festes Element ist.

Es sei nun 0=ye¥ und y=yu +--- + 3y, S
usw.), wobei ypw ==0. Es ist wie schon bemerkt yu. A=£0.
Dann, fur jedes »==0, ist es yA=ya=yE =0, und,
folglich, EY'5=0. Der modulire 2,-Endomorphismus
y - EY ist ein Q,-Isomorphismus. Wir wissen jedoch,
dass man £y"eQ, hat, woher man schliesst, dass E!
dem Zentrum von £,, d. h. 2,0 Q,, gehdrt. Somit:
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Satz 111 Unter den Bedingungen des vorigen Satzes,
X ist L —isomorph einem sweiseitigen Ideal vou Q, [ Rechtsideal
v 82, im Zentrum von O, enthalten).

Korovrar 81 Unter den Bedingungen der beiden vorigen
Siitze, wenn O, ein einfacher Ring ist, dann: 1) ¥ und 4,
sind L ~isomorph; 2) 8, ist kommutativ; 3) 0, ist keiner
Nullring,

Die Behauptungen 1) und 2) des Korollars folgen ganz
gleich. Was 3) betrifft, betrachten wir den Operatoriso-
morphismus £=2,, durch welchen man

x—- %”‘m.._mwh__m.wm‘.u .flr.__.._.u_"um.“w.___..__.m._.w-._
H.._r.u_“.ﬂum..ﬁu.“uﬁ.&l ..__.H h.u.“ h._...__ .._r.,.

hat. Da es Nichtnullprodukte yz gibt, gibt es gleichfalls
Produkte A, A., die nicht Null sind. Das Korollar hat
folgenden

Zusarz: Unter den Bedingungen des Satzes 10, wenn L,
einfach ist, dann sind Q, und X isomorphe Kérper. Wenn
wir ¥=1u = Einselement von ¥ setzen, hat man

#wA,=yu=y, wodurch E=ul,.

Hiermit gilt es folgender Wortlaut:

Sarz 12: st X ein Ring (entweder assosiativ oder nicht)
und A, ein einfacher Ring aus Endomorphismen von .
Falls X, als Q.-Modul betrachtel, eine direbte diskrete
Swumme wvon einfachen L.—~isomorphen Untermoduln ist,
dann ist es notwendig und hinveichend dafiir, dass 6(Q,, %,
E()=1, ist, dass eine der folgenden Annahmen verwirklicht
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wird: 1) & ist Nullring: 2) X und O, sind isomorphe
Korper, mit £=uQ,. In der Tat, haben wir schon
gesehen, dass, unter der Bedingung W —€ (0, ¥, ¥)=0,,
falls  kein Nullring ist, ¥ und Q, sind isomorphe Korper
und man hat ¥=u0,. Umgekehrt, falls ¥ ein Nullring
ist, es gelten die Gleichheiten W—=®&(0,)=20,, wodurch
der Satz, in diesem Fall, vollstindig bewiesen wird.
‘alls  aber ein zu Q, isomorpher Kérper ist und die
Gleichheit #=#0,, mit #=Einselement von X, giiltig
bleibt, jedes xeZX hat die Form x=u0, (©eQ,), was

EP'—=EF  und, folglich,

0 dlucm.un.l!.u._.m.ﬁ.wa| m__;.u_”.w;......,,:".u__m:

EY'—=0 herbringt. Danach entnimmt man

=FIc 0,

I
::EH
||

]

50 wie 1, € X, und, deshalb, O, — %, —W  wie man es
wilnscht.

7) Beweis von zwei Hilfssitzen—Fiir die Untersuchung
der Annahme des nichsten § interessieren zwei Hilfss#tze,
die uns hier beschiftigen werden.

Hivessarz 1: Ist X vin nichtassoziativer Ring und 0,

ein Ring aus Endomorphismen wvon X. Wenn %, als
Q~-Modul betrachtet, eine direkle diskrete Summe von ein-
Sachen Q-Untermoduln ist, das Daseins eines absoluten

Tullteilers in ® ist mit dem Dasecins eines dem Q, gehiren-
den ldempotents E==0, fir welches EX, — uﬂ”_“_&_ ist,
gleichgiiltig. Falls b ein absoluter Nullteiler ist, der durch &
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definierte Q,-Untermodul gentgt der Gleichheit (4,40,)=
=&FE, fur gewisses Idempotent E=0, (£ei,). Fur
beliebige v,xe¥, hat man

yE . x=0=9FE", x yE=0=yEE"

und ist ¥, = E %,—(0). Umgekehrt, das Daseins von £
unter den angegebenen Bedingungen zwingt die nicht
Nullelemente von ¥ E absolute Nullteiler zu sein.

Huvssarz 21 Unter derselben Annahme des varigen
Hilfssatses idiber X, nehmen wir auch das Dasems von
absoluten Nullteilern an. Dann, falls Q, ein einfacher Ring
ist und alle die Summanden dev divebten diskreten Summe
gleich £ Q~isomorphe sind, darf man W— (L, %,,3 X)) =
=0, 6 w____iulb + @, als direkte Summe schreiben,
wobei W ein sweiseitiges ldeal des ersten Gliedes ist, das
sich genaw der Elemente Qe¥W, fiir welche EQ—0 ist
zusammenselst, Jedes Element aus ¥ ist Summe eines
Elements Ael), und anderes Qe®. Die Summe ist direkt
wie wir gleich beweisen. Nehmen wir A + =0 an und
sei £ das Idempotent des vorigen Hilissatzes, Wir haben
EN+ EQ=0. Da EX —=FEZ¥=(0) auch angenommen
wird, wird auch £ =0 sein, und deshalb hat man
EA=0. Hieraus schliesst man, wie folgt, A=0. Die
Elemente aus &, die £ vernichten bilden mmp zweiseiti-
ges ldeal von ., wodurch, wenn man A ==0 annimmt,
EQ,—(0) sein wird, da Q, einfach ist. So wirde man
# EQ,—0 erhalten. Da X £ durch die einfachen 2,-Unter-
moduln von # erzeugt wird, nehmen wir, fiir einen sol-
chen Untermodul ¢y, r» Q,=(0). Der 2,Isomorphismus
aller einfachen Q.-Untermoduln von % wirde dann
#4,=(0) herbringen, was falsch ist. Deswegen hat man
A=0, U=0, wie erwiinscht. Bei gegebenem .4e®, falls
man £4=0 annimmt, indem man
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unq”h_rlml@_ FA=0=FA n_l.m.h.ulum....._..

schreibt, dann folgt A =0, wie wir vorher sahen. Es ist
Ae®, Endlich ist @ zweiseitiges Ideal von W, da

.W.QT.___.HIT QJ“Q“ (A'ell,, .ﬁlu.qm.ﬂz_
EN+OVO=ENQ+ EQQ=ANEQ=0

ist. Der Hilfssatz wird somit bewiesen.

8) Die Annahme (L, X, , %)= ist einfacher w:.:mui
Der besondere wichtige Fall, dessen Untersuchung in
diesem § beginnt, wird man spiter vervollstindigen,
nachdem wir im § 9 einen Satz tiber nichtassoziative
Ringe, flir welche ¥*= X, behandelt haben. Hier beweist
man folgenden

Satz 18: Ist X ein Ring (entweder assoziativ oder
nicht), der, als Q,-Modul betrachtel, von seinen einfachen
Q—isomorphen Untermoduln erzengt wird, dann, falls O,
einfacher Ring ist, die Annahme W ist einfach, fithrt sur
Ferwirklichung einer der beiden Bedingungen : 1) X ist
Nullving und, n.mm;.ﬁm: W—=0,, 2) X ist einfack. Vollver-
standen, ¥ nennt man einfach, wenn seine Ném_mm_:mmﬂ
Ideale nur (0) und £ sind. Denken wir uns I sei einfach.
Falls X einen absoluten Nullteiler hat, der Hilissatz 2 des
vorigen § zeigt, dass man =10, auch hat, da, andern-
falls, W-—®, ) —(0) sein wiirde, gegen die stillschwei-
zende Annahme Q,-(0). Dann, entweder ¥ ist Nullring
und, in der Tat W=20,, oder, wie wir im § 6 (Satz 12)
sahen, £ ist eine assoziative Algebra uber den Kirper
£8—=10, die sich in der Form Z=#2, schreiben lisst
(#=FEinselement von X). Bei dieser letzten Annahme,
wird # als m.:noﬁcq_ufmﬂmwzum von u8==X verwirklicht,

und es gilt W—%—2, Der Satz wird somit im behan-
delten Fall wmﬁmmmmu Falls es aber in ¥ keinen absoluten

1
_
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Nullteiler existiert, betrachten wir in ¥ ein nicht Null
zweiseitiges Ideal a = X £. Es kann nicht ® —(0) sein, es
gilt aber die Gleichheit EQ=FEQFE, (§ 4). Wenn wir
mit & die Menge der Elemente Se®, fir welche S=SF
ist, bezeichnet, erkennt man leicht, dass af} und of" in %
enthalten sind, da, z.B, falls aen, yeZ ist, dann ist
yaen, ya=yak, d. h. HM,EUEWEH EY — h_n,_f_m. Wie
es keine absoluten Nullteiler gibt, man kann nicht, far
alle ¥, ay=ya=0 haben, wodurch entweder E}' =
oder E.’ =0 ist. Dies zeigt, dass immer E£(0) ist.
Nun nehmen wir F el beliebig; falls S &% kann man

S =8EF—=SEVE=—5FE

schreiben, weil £ mit 2, vertauschbar ist, und, fir die
Elemente Qe®, hat man £Q = EQF. Es gilt auch
VS =FSE.

Deshalb schliesst man, dass % ein zweiseitiges [deal
von W ist, was F=W, Q.c% ergibt. Es gilt, fur jedes
Agl), die Beziehung A=AF=FA, und somit

0, =XFQ =al), Ca,

Fiir gewisses ¢, kann man £,%, =(0) nicht haben, wie
mehrmals erkannt wurde. Dann, aus den Gleichheiten
t, 4, =1t,, schliesst man %m,r|..m n=%. ¥ ist einfach
wie behauptet.

Nun gehen wir zum im Beginn des § angegebenen
Satze dber.

9) Ein Satz iiber die Ringe fiir welche ¥ =X ist — Der
Satz 15, den wir hier beweisen wollen, braucht einen
anderen Satz. Es gilt

Satz 14: fedes Operatorbereich von X, auf ¥ angewandt
wirkt sich kommutativ aus. Wenn ¥ =X ist, ist jedes Ope-
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ratorbereich kommutativ (im Sinne der Kommutativitaf der
Anwendungen). Es ist klar, dass ¥ immer zulissiges
zweiseitiges Ideal von ¥ ist. Falls 7 und 7' Elemente

des Maximaloperatorbereiches @ sind, dann hat man

(2 (ITT Y =(aT) ' TN=(x . 2T T =
=l T Y () (T )

Der erste Teil wird somit bewiesen. Wenn aber ¥ — 3%
ist, dann darf man jedes Element aus ¥ unter der Form
2 zxx' schreiben, und das Rest des Satzes wird augen-
scheinlich,

Sate 15: Falls 3 =23X ist dann sind gleich die Kommu-
tatoren W und W, Tatsichlich, haben wir soeben gesehen,
dass @ kommutativ ist. Dann, ist @, kommutativ. Der
Satz 3 des § 2 gewihrt die Gleichheit @ —€, So hat man
Q=W da BcW=T, Ublich, gilt es immer W =&,
Hieraus das

Koroviar 6: Wenn X ein, in besug auf einem Endo-
morphismenving, einfacher nichiassosiativer Ring ist, dann

sind gleich beide Kommutatoren ® und W, Es ist nutzlich
zu bemerken, dass es gleichgultig ist, ob man ¥, in bezug
auf Q,, einfach nimmt, oder ¥ chne Operatoren zul4ssst,
(Verg. [1], § 7.

Wir geben einen anderen Beweis dieses Korollars.
Wir stiitzen uns auf einem von CuevaLLev-]acorsox her-
stammenden Satze (Verg. [2], S. 232-233, so wie [4], § 16).

Fur jedes 0==aeX ist ¢ O =qW =%, wie man folgen-
derweise sieht. Es ist ¢®-5(0), da die Anahme a® =(0),
falls 4@ —(0), die Beziehung (a—8&)®=(0) herbringen
wiirde ; zugleich wire auch (@@)®=(0), (aQ,)0 =
=(a®)Q2, = (0). Dann wirde man X@ = (0), ¥=(0),

entnehmen, gegen die Hypothese ¥ nichtassoziativ zu
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sein. Somit, indem das zweitige Ideal a® -£(0) ist kann
man nur ¢®=Z%—g3 haben. Sowohl ¥ als ® zind irre-
duzible Ringe von Endomorphismen von X. Aber der
oben gennante Satz von CHevaLLev-Jacossox behauptet
das Folgende: indem man ¥ als Raum tber den Divi-

sionsring W betrachtet, ist W ein dickhter Ring von W_En-
domorphismen von . Danach, ist @ ein nicht Null
zweiseitiger Ideal von W, da man

00 —"0c®, und Q0 =0,0c0,
50 wie
Mx.cm, nxc-cn

hat, Dann ist @ gleichfalls dichter Ring aus W-Endomor-
phismen von ¥, (Verg. (7], § 10; oder [6], § ). Der Satz
von CHevaLLeY-]acossox behauptet noch, dass W der
Kommutator von @ ist, wodurch, wie erwiinscht, @ —M

ist. Der Divisionsring @ ist ein Korper, wie man vom
Satze 14 ersieht.

10} Ruckkehr zum Fall der Halbeinfachheit von ¥ — Die
Uberlegungen, die wir eben beendeten, haben diese Folge:

Satz 16: Bei angenommenem Ring ¥, wie im Satze 13
(entweder assosiativ oder nicht, nie aber Nullring), aus
der Annalme Q, wnd W sind ein fach entnimmit man, dass X
einfache Algebra diber Q, ist.

Wir wissen, in der Tat, dass W=®20, Kérper ist.
Dann ist Q,, wie kommutativer einfacher Ring, ohne
Nullteiler, ein Unterkérper von ®. Ausserdem ist 1e@®
unitirer Operator von %.

Es ist klar, dass ¥ auch Algebra uber @ ist. Sogar in

bezug auf @ ist jedoch, im allgemeinen, eine unendliche
Algebra. Wenn es aber 0=V e® existiert, dessen in X
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induzierter linearer Transformation endlich dber @ ist,
wie die Menge der FI7 ein zweiseitiges Ideal und W
einfach ist, folgt dann, dass alle Elemente von ¥ auch
endliche lineare Transformationen induzieren in densel-
ben Bedingungen. Dies geschieht falls ¥ eine endliche
Algebra tiber ein Korper # ist.

Nun beweisen wir den

Satz 17 Wenn man ¥ nichtassoziativer Ring annimmi,
der, als Q,-Modul betrachiet, von seinen einfachen Q-Unier-
madiedn, alle &, —isomorple, ersengt wird, dann, dic Annalme
Q, und W sind einfach, neben dev Folgen L, ist Kirper
wund ¥ ist einfache Algebra (unendliche, im allgemeinen)

itber Q,, oder iiber Q=W=T, swingf noch T genan sein
Zentrum als Kommutator su haben.

Zunichst einmal, da £ kein assoziativer Ring ist, ist
er auch keiner Nullring. Man kann ¥ =1, nicht haben,
weil dies, nach Satz 12, zwingen wirde ¥ Korper und
folglich assoziativer Ring zu sein. So, nach Satz 13, £ ist
einfacher Ring, und, nach Satz 15, @, ist Unterkorper von
W—n, Es existiert andererseits in ¥ den Einsendomor-
phismus, und so hat man W==T; hieraus des Ausdrucks
T — (2, %, ¥) und der Tatsache, dass {, mit ¥, und ¥
vertauschbar ist, entnimmt man, dass &, im zentrum €,
von W=« enthalten ist. Man hat @ =%{0), Der Kérper @
erfullt die Bedingungen Q,E€=@®@. Der Kommutator ©
ist ein irreduzibler Ring aus Endomorphismen von Z,

{iber €. Dann sind @ und @ reziproke Kommutatoren.
Bei n gegebenen beliebiegen Elementen (# auch beliebig)

von #, @-unabhingig, da solche Elemente auch ®-un-
abhiingig sind, es existiert ein Element 4¢®, das jene
i Elemente auf anderen n beliebigen Elementen von ¥
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abbildet. Deswegen, @ ist dicht in ¥, tber @, wodurch,

nach dem Satz von CuevaLLev=Jacosson, @ Kommutator

von & ist. Somit, hat man @ =T =€, wie im Satz
behauptet wird.

11} Uber die Umkehrung vom Satz 13 — Nach dem wir
den Fall der Einfachheit von ¥, unter den Bedingungen
der Annahmen fir X und Q, des Beginns des Satzes 13,
betrachtet haben, wollen wir jetzt, umgekehrt, durch
dieselbe Annahmen fir £ und £2,, den Fall untersuchen
wann ¥ eine der folgenden Bedingungen erfullt: 1) Z ist
Nullring; 2) ¥ ist einfacher Ring.

Falls ¥ Nullring ist, und, deswegen, ® =0, ist, da O,

einfach angenommen wird, ¥ ist einfach. Wenn aber X
einfach ist, mit ¥?-:(0), M ist dicht in X ober W=0,
Q, ist ein Korper. Und so geht man aus einer entweder
endlichen oder unendlichen einfachen Algebra ber i,
aus. In genauver Weise kann man beide folgende Sitze
schliessen, deren Inhalt sich in ([3], S. 692 und 693)
befindet, obwohl die entsprechenden Beweise ganz anders
sind als die, die man hier angibt.

Satz 18: Wenn man eine Alpebra des Ranges n>1
iiber B hat, dann ist es notwendig und hinreichend dalffiir,
dass 8 einfach ist, dass die enisprechende Transformatio-
nenalgebra T==6 (8, D, , 8;)) =W auch einfach ist. Tatsich-
lich, falls #>>1, ist §, als einfache Algebra angenommen,
keine Nullalgebra. Man hat aber W28, und so setzt

sich I aus den endlichen linearen Translormationen
von ¥, tber M, zusammen; die Dichtheit von 1 zeigt,

dass @ die Gesamtheit der Ww-Endomorphismen von #
darstellt, wodurch ¥ ein voller Matrizenring in bezug

auf W und, deswegen, ein einfacher Ring ist. Umgekehrt,
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wenn W einfach ist, der Satz 16 behauptet, dass # einfache
Algebra tiber # wird.

Satz 190 Es sei B eine Algebra iiber § des Ranges
n>=1, Dann ist es notwendig und hinreichend dafiir, dass B
etn fach ist, dass das Nnxuﬁnﬁ von T ein Korper €28 und ©

wnd © reciproke Kommutatoren in ® sind. Falls § einfach
ist, dann ist ¥ einfach. Der Satz 17 dussert, dass der
Kommutator von € sein Zentrum € ist. Jedoch haben wir
£2%, und deshalb ist W dichter Ring aus €©-Endomor-
phismen von #, und diese ist endlich dber €. W—¢
ist die Gesamtheit solcher Endomorphismen, wodurch,
neben W"ﬁ.. auch €= gilt. Umgekehrt, falls €28
Kérper ist, Zentrum von €, dann ist § endliche Algebra
iber €. Da @ und @ reziproke Kommutatoren sind, dann
ist ©—=U—=W ein einfacher Ring, wodurch 8, nach dem

vorigen Satg, einfache Algebra ist. Der Satz wird hiermit
bewiesen.

12) Uber den Begriff einer zentralen Algebra — Bei
gegebenem nicht assoziativem Ringe, die Elemente se X,
die Operatoren sind, werden durch die Eigenschaft Efein
charakterisiert. Sie ?Emb einen Unterring ® von X, ® jst
assoziativ und sein Bild ©, =@ ist ein assoziativer kommu-
tativer Ring.

Die Menge 3 der Elemente aus ®, die mit allen Ele-
menten von # vertauschbar sind, nennt man Zenfrum
von . 3 ist ein assoziativer kommutativer Unterring
von @, und es gilt 3,=®,5®, Man kann bemerken, dass

sowohl 3, wie auch ®, Rechtsideal von @ sind. Wenn X
‘inselement hat, kann man genauer behaupten, dass
3, =@ ist, (Verg. [1], § 7). Wie es, in solchem Fall, 3=3,
gilt, kann man auch sagen, dass das Maximaloperator-
bereich das Zentrum von X ist.
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Nun betrachten wir ¥ und sein Operatorbereich Q,.
Wir wollen 2, als kommutativ annehmen. Es verwirklicht
sich die Bedingung ,=®, die die Vertauschbarkeit von
Q, charakterisiert, Der Ring X nennt man senfral tiber Q,,
falls 0, kommutativ und Q,=® ist. Somit:

Satz 20 [st X zentral tiber Q,, dann sind die Bezichun-
gen Q=T T=W erfiilit. Falls ¥ Einselement hat, dann
sned s mqaxa ist & zentral diber 8,, venn 3 =0, ist.

Nehmen wir 2,£0'c 0, an. X ist im allgemeinen keiner
Ring in bezug auf &, nur aber in bezuf auf @'n®@, Die
Hypothese Q'=Q'N® ist mit &'S® oder noch, wenn
die Gleichheit T =0, N ® bemerkt wird, mit Q' =@
gleichgiltig, Damit ist bewiesen :

Sarz 21: Wenn man 0,200, hat, dann ist es
notwendig wind hinreichend daffiir, dass ' Operatorbereich

von X ist, dass man QET fat

Kehren wir zu der einfachen Algebra des Satzes 19
zuriick. Wegen der Annahme »>>1, ist 8 keine Nullalge-

bra. Die Beziehung §*=—4 hat die Vertauschbarkeit von @

zu Folge; und somit ®=T—@=8. Es gelten folgende
Gleichheiten:

= (5/8)=(B/€)(€/q)= st,
(B/C)=s, (§/€)=(€/€)— s
Als Algebra des Ranges s tiber @, ist § einfach und zen-

tral, wie man aus der Definition von zentraler Algebra
ersieht. Es gilt folgender
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Savz 22: Die einfache Algebra B, des Ranges n>1
fiber B, ist einfach und zentral iiber thr Maximaloperator-
bereich, das resiproker Kommutator ilre Trans formationen-

-algebra ist. Wenn man Q=T—=0€ T=C=C, " gsetat,
dann st es n=gt, mit {=(0/8).

lostitute de Alta Cultura, Centro de Matemiticas
Aplicadas an Estude de Energia Nuclear ¢ Semindrio
de Matemdtica da Faculdade de Ciénecias de Lisboa.

i {f, bedeutet den vollen Matrizenring, aus Matrizen des Gra-
des 5, in bezug aul den Kirper €.



