MATRIZES CONSTANTES E PERIODICAS

POR

A. ALMEIDA COSTA, (LISBOA]

1) Introdugdo. Os raciocinios que vio ser feitos repre-
sentam smicamente algumas observagdes ao Capitulo I
da dissertacio do Dr. Vewsa pe Ouiveira sobre «Expoen-
tes caracteristicos — Aplicagdo 4 estabilidade», publicada
nesta Repista, no vol. II, pags. 201 a 288, e no vol. 1lI,
pags. 5 a 60, do ano de 1952, Vamos manter-nos, por
consequéncia, dentro dos moldes simples usados naquela
dissertacfio. As citagdes do trabalho do Dr. VEega pE
Ouvveira serdo feitas utilizando, por exemplo, a abrevia-
tura [1, I, 3], (na gual o primeiro algarismo se refere
propriamente ao trabalho), com o significado de [Cir. 1,
Cap. I, § 38].

No final, daremos outras indica¢des bibliograficas,
relativas aos numeros entre paréntesis recto citados
no texto.

A terminologia e as notagdes serdo, regra geral, as
mesmas que as de [1]. Todavia, para representar vectores,
preferimos usar letras gdticas e escrever #£,4, ---, €M vVez

AR

2} A equagdo ¢t — 4¢. Dada a equagio

m"knmﬂu \AETS.L__ A.n.u_#ﬂ“_..w.....uﬁu* m..—”.
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supor-se-4 4 =A4(f) uma matriz quadrada de ordem =#,
com elementos complexgs, funcdes da varidvel real ?.
A um vector inicial #,, tomado para {=0, a equacio faz
corresponder um vector #(¢), fungio de /. A correspon-
déncia r,~r & um aufomorfismo do espago vectorial a
# dimensbes, pelo facto de serem as mesmas, em cada
instante #, as relacbes de dependéncia linear entre os
vectores ¥, & os vectores #(f). Se pusermos, por conse-
quéncia,

()= R(i)x,, (2)

a matriz quadrada & (#), que define aguele automorfismo,
tem um determinante |R(f)|=£0, [1, ], 1]. Por derivagiio
de (2}, tendo em conta que %, & arbitririo, conclui-se

r=Rry=Adr=ARx,, R=AR. (3)

Vé-se que as colunas da matriz R representam solugdes
de (1). Trata-se de solugbes linearmente independentes,
que correspondem aos vectores iniciais m=(1,0,---,0),---,
t,=(0,---,0,1), como se reconhece tendo em conta o
facto de ser R {0)= E = matriz unidade. A matriz K cha-
ma-se, por isso, matriz fundamental unitaria de (1).

Se X(f) € outra matriz satisfazendo a ultima rela-
¢do (8), a igualdade (2) mostra que se tem X (fj= R (#) X,
com Xy= X(0). X(?) diz-se matriz fundamental de (1), se
[ Aol 504 [, L8]

Definidas as matrizes fundamentais, vé-se que, sendo
X e X, duas tais matrizes ¢ XX;' =X, X;'(0)=R (f, de
sorte que .X;=XC, onde C ¢é uma matriz constante.
Inversamente, supondo X;=XC, com X matriz funda-
mental, tem-se X;= () X, C=FK(H X, (0), o que mostra
ser X, uma matriz fundamental, sob a hipétese | X,(0) ==
ou | €50, [1,1, 8],
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5) A equacdo adjunts de (1). Da igualdade r= R (#)x,
deduz-se R-'tx=zx,. Deste modo, tem-se A~y 4 Rir=
=R's 4+ R 4r=0. Daqui se conclui F-'=—R-'4,
Representando por M a matriz conjugada da transposta
duma matriz M, a relaciio anterior dd

d(R-Y

e L= —a@®y. ®)

A equacio
j=—A"y (5)

diz-se adjunta de (1). Inversamente, (1) € adjunta de (3).
O resultado (4) prova que (R-')' é a matriz fundamental
unitiria de (5), visto ser (R-'(0))'=E, [1, I, 3] Uma
matriz fundamental Y”, de (5), tem a forma Y =(R-) C*,
onde {* é matriz constante. Entdo é

Y()s=CR-'(#) £ = C,= t,,= vector constante.

Consequentemente, dada uma matriz fundamental ¥,
de (5), o integral geral de (1) pode tomar o aspecto
Yee—1

Designemos por =,-..-,%, as componentes dum vec-
tor ¥ na base my,...,n,. Representando por x; o complexo
conjugado de x;, admitamos que o espago vectorial dos
vectores t,y,-.-- & um espace unitdrio de métrica hermi-

teana candnica, [2, Cap. X], Mmm&... Entdo, o produto
r=1

Lo
escalar de dois vectores gy ¢ ¢ tem a forma ¥ y;2;. Pore-
Feal
mos, para o representar, y* - ¥ ={y, mu"MTe.*. % .
=l
Vé-se que, para toda a solugdio y(#), de (5), & constante
o produto escalar y° ., onde ¢ € uma solugio qualquer
de (1). E valida também a afirmacgfio inversa, visto que,

]
|
1
|
I
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sendo 5" -¥ = constante escalar=g, podemos escrever,
utilizando uma matriz fundamental X, de (1), e desi-

gnando por ¥, ..., %, as componentes de y(#],
_”m:...u-m_:u_.;N‘”___._.,w..“_.nuﬂuﬁ__.lw_,,.....m&_u (6)
onde (§1,---,¥u) € (@1, - , @) $30 matrizes com uma linha,

a ultima das quais com elementos que sfo os complexos
conjugados das componentes dum vector constante n,
De (8) tira-se

__._._ n.\u.u 5 M.m-\.ﬁ.a.:l_ﬁku_. | .:ﬂnu._.”_“_. _”-_..*wu_hﬁm—" _H.ﬂw_. g 4.llw._...v . k.ﬂ_“_ﬂ._._
e, portanto,
I-u“_._ )

o
B =y | =3 = vector constante,
L ¥ 1 Oy

ou seja ainda

p(f)= (R A=(R)2],

o que mostra ser y(#) solugio de (5), com o valor inicial 3.
O facto de 3 ser independente da solugio fundamental X
prova que deve ter-se ( o Vo= (XY X u=(XT (00 X1n,
onde X, ¢ outra matriz fundamental. Reconhece-se, como
no § anterior, a relagio X, = XC, onde € & uma matriz
constante.

4) Mudanga de variavel. A igualdade (2) mostra que,
pondo em (1) y= R-'(#)r, a equaciio transformada é y=0.
O mesmo resultado se obtém, pondo y=X-1(f)r, se X
for outra matriz fundamental de {1). Duma maneira geral,
porém, a transformacio y= T(#)r, suposta T invertivel,
leva a y=Te+ TAe=(T+ 1 e=(T+TA) Ty, de
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sorte que a equag¢io transformada de (1), a saber
y=(TT1 4+ TATYy, (7)

entra no tipo =B (f)y, com B0,
No caso particular de 7=C ser constante, obtém-se
simplesmente
g=CAC-y. (8)

A matriz fundamental unitdria R(#) corresponde agui a
matriz fundamental Y ()= CR(#), de (8). A matriz {unda-
mental unitiria de (8) &, assim, R\ (H=CR () C-.

Imaginemos duas transformacgdes lineares sucessivas
y=T(f)x, 3=V (f)n. A equaciio em ; pode obter-se de (1)
pondo 3}=FT7+, pelo que serd ;=[(FT+VT TV +
+VTAT V.

5) Caso de A constante. Se 4, na equagio (1), € uma
matriz constante, ela define um endomorfismo fixo do
espago vectorial. O endomorfismo serd um automorfismo,
se | A|==0. Supondo | 4|=0, hi vectores r,5=0 tais que
Ag,=0, os quais constituem um subespaco a % dimen-
sfes, chamado niicleo do endomorfismo. =5, = const. &,
entfio, uma solugdo de equilibrio de (1). Podemos fizar o
seguinte, [1, [, 7]:

Teorema 1. Dada a equagdo t— Ax, onde A se supae
wma malris constante com wm niwere caracteristico mulo,
hi & solugies de equilibrio linearmente independentes da
referida equagdo, se o micleo do endomorfismo definido
por A tiver k dimensies.

Cororirio 1. Se for | A| 50, a solugdo nula é a unica
solugdo de equilibrio.

Suponhamos, em seguida, que 4 tem um numero
caracteristico 15=0. Serd, por hipétese, para um certo
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vector fixo £, (d—¥f=0. A mudanca de wvariavel
p=eMs=¢™ Er d4 a transformada (7) o aspecto

p=(—heMME L g™ 4 Eyy=(A4— 1 E)y.

Entfio y=r, ¢ uma soluciio de equilibrio desta equagio,
enquanto que ¢ =¢" ¢, é solugio de (1). Assim:

Teorema 2. Dada a equagdo 1= _Azx, onde A se mx\amm
wina matris conslanle com wm wimero n&ﬁn?ﬁm&% =Rl
hei & solugies linearmente independentes da referida mﬂmxnﬁaa
que tém a forma &¥x,, se o niicleo do endomor fismo defi-
nido por A—31E tiver k dimensdes. Se nio excluirmos
neste enunciado o caso 1=10, o teorema 1 entra nesta
proposigio.

A solugio r=¢"r, reduz-se inicialmente a r,. Serd,
por isso, = R (fir,=¢" 1, facto que estabelece este

Teorema 3. Dada a equacio t = A«, onde A se supie
wma matriz constante, se 1= R ¥, for a sua solucdo expressa
no valor inicial ¥y, ao mimero caracleristico ), de A, cujo
vector proprio ¢ 1, correspondem, para R(f), o mimero
caracleristico €' ¢ o mesmo vector proprio, [1, 1, 7].

CoroLirio 2. A equagdo = Az, com A constante, tem

T 5 = : 2
uma solucdo periddica, de periodo — , se A tiver o mimero
oL

caracteristico l=1ix, [1, I, 7].

O teorema 3 pode precisar-se sob esta forma:

Treorema 4. Nas condigoes do feorema 3, quanto a A ¢
a R, se os mimeros caracteristicos de A sdo by,-++ by, 08
miimeros caracteristicos de R sdo eM?, ... &, com os mesmos
graus de multiplicidade dagueles ¢ com os mesmos vectores
praprios, [1, I, 71 Designemos por J, a reduzida de Jornan
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da matriz 4, [3, pdg. 126]. Para evitarmos complica¢des
de calculo e até de expressio, vamos admitir que J 4 tem
0 aspecto a seguir, no qual figuram apenas dois blocos
diagonais, observando, porém, desde ja, que, em racioci-
nios futuros, ao falarmos de reduzida de Jompaw, esta se
supord composta dum nimero qualquer de blocos:

. _-“.; 1 0 0 |_ T
RY M 1 0 0
7, o 0 i 1
g A= 00 oA - (9)
100
0 0 Jz 1
10 0 3l

Se D for uma matriz regular tal que D= AD =], faca-

mos na equagio (1) a mudanga de wvaridvel = JDy.
A equacio transformada serd

g=D" ADy=]y. (10)

Sob forma desenvolvida, estamos em presenga do seguinte
sistema diferencial linear e homogéneo:

WHF_\E + ¥u, %"yw%un_.u.f
.ww,mﬂfu; + 73, Mﬂ.,, de s + ¥y
%”ynwun_.%: M.thﬂu@.u:.
.

Trata-se dum sistema de integracfo imediata, cujo inte-

gral geral, expresso nos valores iniciais y7, dos y;, toma

o aspecto
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£
M A\e or; +$ ._.1,_: v%i.
—(nl 4 a..M.+ )t L 4
Jli=rhye—rhot e, g ? ey i
— 0 .ﬂ i 0 w. 1]
He= .u.aﬂ +35 ) eM?, o= .u__._.ﬁ + 5 ) e2?,

yr=yie’, yr=gie?.

Pelo facto de se ter

1 . L
: "mm_ _“& il
In L
com
I w.__.-p v.._..n ¢ w._.h..rw.lW- Nw._.u.hl ]
1 al 3!
! NE hiE L
L._._..m_.ﬁ.wu_.l. 0 g4 gt f  gh ﬂ ]
0 0 e*1? %,_:.
0o 0 0 et | (11)
ot poty put 2]
0 al
0 & gty
3 lo o ¥ ||

e de esta matriz R,(#) ser equivalente, qualquer que
seja , & matrig, [1, Apéndice, 8],

[Té 1. 0 o ]
o &% 1 0 _
Heuile © 0% a e
0 0 0 ¢ ,
ed 10
0 (T |
] 0 0 g
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vé-se claramente que se tem J, =M,

ros caracteristicos de R (f) sdo &', ¢, etc., respectiva-
mente com os graus de multiplicidade de i,,}, etc,
relativamente a 4. O resultado nic depende do caso
particular em causa, pelo que o teorema ficara demons-
trado, se se verificar agora que os numeros caracteristicos
de Ri(#), que ¢ a matriz fundamental unitaria de (10),
sfo os mesmos que os de R (7). Isso resulia imediata-
mente do raciocinio que se seguiu A equagio (£), segundo
o qual se tem R\ (H=D"R(HD.

€ que 05 nume-

6) Aplicagdes. As matrizes fundamentais X(#) das
equagdes do tipo (1), supondo A constante, podem carac-
terizar-se, de entre as matrizes regulares, funcdes de ¢,
como aquelas para as quais XX~ = €= matriz constante.
Ora, gualquer que seja a matriz da forma (11), designada
por S5(#) em [1, 1, 6], ela & sempre matriz fundamental
unitdria dum sistema (10), que entra no tipo (1). Assim,
tem lugar este

Teorema 5. Se S for wma matriz do tipo (11), o produto
SS-1 é wma matriz constante, gque fem a forma normal de
Jorban. [Inwversamente, se XX-'= C= const., existe wma
matriz inveriivel constante H tal que A X()H=S5(¥
tem o fipe (11). Quanto a afirmacio inversa, escrevamos
t—Cr e efectuemos a transformagfio = Hy, com a hipa-
tese H-'CH=/c. Entiio, se Y (#) for uma matriz funda-
mental da equacdo em gy tal que Y (0)= H-', vé-se que
XO)=HY)=HR\(H A =HS () H.

As matrizes S gozam de outra propriedade que con-
vém salientar. Para isso facamos uma observacgio geral.
Dada a equagiio (1), com 4 constante, se X (¢) for uma
matriz fundamental, X (£ &) é também uma matriz fun-
damental. Nesse caso, partindo de 5(#), considerada como
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matriz fundamental unitaria [claramente, dum sistema (10)],
ter-se-d S+ A=R(+h=R () Ri(h)=5 (8 SH.

Assim :

Teoreva 6. Uma matriz S, do tipo (11), satisfasz d
igualdade S(t + h)=5(8)- S (), qualquer que seja k.

Uma matriz fundamental X(#, de (1), com .4 cons-
tante, diz-se principal, se, para todo o valor de k%, for
X+ )=X(f)R.(k), onde R, (k) se deduz da matriz bem
determinada (11). Por exemplo, a matriz R, (#) é principal
para o sistema (10). Quanto ao sistema (1), se X (#) for
principal, serd X(#+ A=R (14 h) Xo=R(t) R(k) Xo=
=X({f)iRi(h)=R(H) Xo R1(k), o que acarreta R(h)Xo=
= Xy Ri(%), e, portanto, Xi' R(f) Xo= R\ (#). Inversamente,
dada uma matriz fundamental X () tal que X' R (f) X, =
=R (#), vé-se que X(?+ h)=X(# R.(k). Assim:

Teorema 7. £ condicdo necessdrvia e su ficiente, para que
X(t) seja maltriz fundamental principal do sistema (1), com
A constante, que o valor inicial X,, de X(t), redusa R(f)
a forma (11), por meio da operagdo Xi' R () X,.

Pelo que vimos no final do § anterior, podemos afir-
mar que € matriz fundamental principal toda a matriz
fundamental cujo valor inicial X, wverifica a relacfio
Xy' AXo=]a4, precisamente porque &, entio, X;' R (£) X,=
=R\ (#), Vamos provar que aquela relagiio é caracteris-
tica, o que apenas exige se prove ter ela lugar sempre
que X () & principal. Ora efectuemos, em £= 4 ¢, a trans-
formagio t=X,y. Vem y=X;"' 4 X,y. Por outro lado,
porém, sendo Xi'R(#) Xy=R:(f) a matriz fundamental
unitaria da equaciio em 1y, encontramos 4= R, (#y,,
)= R (2)5,= R\ () RT' ()ju=Fy, em que F é constante.
Como F=R,(0) R} (0)=R,(0), vé-se que F tem a forma
normal de Joroan de 4, pois X' AXy;= R:(0). Podemos
fixar o :
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Teorema 8. E condigdo necessdria e suficiente, para que
X (#) seja matriz fundamental principal do sistema (1), com
A constante, que o valor intcial Xo, de X(f), redusa A d
Sorma normal de Joroax, [1, 1, 7).

CorovLirio 8. Nas condigies do teorema antevior, toda
a matriz fundamenial principal X (t) é da forma X (f)=
=Xg R (t). A expressdo geral das matrises Sfundamentais
principais X, () obtém-se de wma delas, X (1), escrevendo
X, ()= CX(2), onde a matriz constante C comuta com R ().

De facto, sendo X=RX, e X;'RXo= R,, vem ime-
diatamente X=X, R,. Para outra matriz fundamental

principal X =X,(0) R =X,(0) X; X(f)=CX(#), vé-se
que, sendo C=X;(0)X;", é tambeém

CR(M =X, (0) R, (h) X3 = X\ () Xi' =
=R#H X0 X' =R H)C.

Ultimaremos este § com uma propriedade interessante
das matrizes fundamentais unitérias, a qual resultard das
duas propesigdes que vio seguir-se.

Teorema 9. Dada a equagdo (1), com A constante, se
X(#) é uma matriz fundamental, tem-s¢ Z=X-"'AX =
=c¢onst., [1,], 7). Na verdade ¢ Z=X-1 4AX 4 X1 AX =
=— XXX AX+ X A2 X=X 14XX AX +
+ X1 42X =0,

Cororirio 4. Dada wma matriz R (t), do tipo (11), sdo
comutdaveis as duas matrizes R7' (¢) e (). Ja sabemos que
Ri(f)Ri*()=J,. O teorema anterior, aplicado a uma
matriz fundamental principal X, R, (#), da

R () X5 AXo Ri() =R (0], Ri()=R5" () Ry (#) = const.

O valor desta ultima matriz constante é também J,=



72 A, Abmeida Costa

HH.N.:HEH de sorte que, como se afirmou, R, SWHHS"
=RI(OR (=] 4.

Eis agora a propriedade a que nos referimos:

Trorema 10, Dada a equacdo t=A ¥, com A constante,

se ela ¢ resolvida pondo v=Rrx,, onde ¥, é o valor inicial
de ¢, a matriz quadrada R satisfas d velagdo R (1) R (#) =
=R(HR'(t)=A. Para o verificar, facamos, na equacio
dada, a transformagio r = Xy, que reduz a transformada
a forma y=_4v. Entio tem-se, sucessivamente: R-1 R —
=X R'X - LR X =XRRI X! =Xk XD
- Xo RU X' =RR.

7) Caso de A periédica. Se A4, na equacio (1}, € uma
matriz periodica, de periodo =, tem-se 4 ({4 )= 4 (f).
Supondo X(#) uma matriz fundamental, serd igualmente
X(# 4+ <) uma matriz fundamental. Escrevendo X(it4+=
= X(#) My, a matriz constante My diz-se matriz mono-
drdmica relativa a X, [1, ], 4). Observando que se tem
X(D)=XeMx=R(s)X,, é imediata a igualdade

My=Xs' R(7) X,

que contém A (7) como caso particular.
E clara a seguinte proposicio:

Teorema 11, Dada a equagdo 1 = A ¢, onde A se supie
uma matriz periddica, a mudanga de varidvel 1=2PRBz%, com
B constante, fas passar da matris fundamental X (t) a
matris fundamental Y (1) = BX (1) ¢ da matriz monodrimica
Mz @ matriz monodrimica My= My,

Em virtude de (12), porém, M varia com X. Se X for
outra matriz fundamental, serd também X, (0} My, X7 (0)=
=X, M. X! =R (7), donde se tira My =CM>C-', com
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C constante. Escolhamos X(#) por forma que My tome
o aspecto /;(7), indicado em (11), § 5, e deduzido a par-
tir de R(z). Vé-se que é, entio, X+ 1)=X(H R (7,
o que, 4 semelhang¢a do que aconteceu no § 6, leva a desi-
gnar X (f) por matriz fundamental principal. Claramente
que, se designarmos por #sy,...,#, 08 nimeros caracte-
risticos de qualquer matriz monodrémica, podemos escre-

. 1 i
ver sempre m;= ¢4, pondo L, =—logm;,(f=1,2, .- 7).

Os numeros ); chamam-se expoentes caracteristicos das
referidas matrizes.

Da definicio dada de matriz principal, tendo em
conta (12), conclui-se:

Trorema 12, E condigdo necessdria ¢ suficiente, para
gue X (1) sefa matriz fundamental principal do sistema (1),
com A pericdica, que o valor inicial X, de X (#), redusza
R (7) @ forma (11), por meio da operagio Xi' R (=) X,.

O teorema anterior fica em correspondéncia com o

teorema 7 do § anterior. O coroldrio 3 sugere este outro
enunciado:

Teorema 18, Dada a equacio t=Ax, em que A é uma
matris periddica, de periodo <, wma matriz fundamental
principal toma o aspecto X(H)=T (§)5(¥), onde T(f) é wma
malriz invertivel periddica, de perifodo =, tal que T (0)= X,
e S(f)=Ri(t) tem o tipo (11). De facto, escrevendo X (#)=
=X (#) 5(#)- 5(f) e pondo T(f)=X(#)S1(#, vé-se que
T{0)=X,. Apenas resta ver que 7T(f) é uma matriz
periddica, de periodo . O resultado estabelecido no teo-
rema & permite escrever T ({ 4+ 7)=X(1+ 1) St 4 1)=
=X(#) - Ri(DRT (FR ()= X (5 S (#)=T(¢) e a demons-
tragio fica feita, 1, I, 6].

A expressfo geral das matrizes fundamentais princi-
pais X;(f) obtém-se de uma delas, X(#), escrevendo



T4 A, Almeida Costa

Xi(t)=0() X (4, onde B(#) & uma matriz periédica de
periodo t. Basta ter em conta as relagdes X, =T, .5,
X=T5, para se deduzir X, =TT X=0X.

Fazendo agora em t=Adra transformacio + = X (43,
em que X(#) ¢ principal, obtém-se ;—0. Em seguida,
pondo y =S ()3, vem y=S(#)31—=5(f) S-y= By, onde B
¢ constante. O conjunto das duas transformacées equi-
vale 4 transformacio r =X (S5 9 =T (8y.

Quando for possivel transformar a equagio r= A¢,
em que 450 ¢ periddica, por uma relagio +=1V(f)y,
por forma que a equacgdo transformada seja y=Cy, em
que (=0 é constante, diz-se que (1) é uma equagdo redu-
tivel, [ Liapounoff]. Tem lugar, assim, o seguinte

Teoreva 14, A equagio t— Az, dos teoremas deste §, ¢
uma equacdo vedutivel, por via de wma transformapdo
£ =T (t)y com coeficientes periddicos, [4, pag. 515].
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