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UBER KONTRAKTIONS-UND VERNICHTUNGSIDEALE
IN DER ALLGEMEINEN MODULNTHEORIE

VON
A. ALMEIDA COSTA (PORTO)

1) Einfohrung —Unsere Betrachtungen schliessen sich
an diejenigen unserer Arbeit «Sobre os endomorfismos
dos mddulos», [1], an. Neben den Linksidealen von En-
domorphismen, die einen Modul in einem Untermodul
abbilden, fithren wir noch zwei Begriffe ein: I) Unter-
moduln, die von einer beliebigen Menge von Endomor-
phismen vernichtet werden; II) Rechtsideale, die einen
beliebigen Untermodul vernichten. Wir nehmen selbst-
verstindlich an, dass die Endomorphismensymbole rechts
des Untermoduls geschrieben werden.

Dann werden wir Gelegenheit haben zu bemerken,
dass die oben angegebenen Begriffe, I) und II), uns
erlauben gewisse Sidtze zu formulieren, die sich in einer
bestimmten Verbindung mit anderen tuber die oben
zitierten Linksideale befinden.

2) Kontraktionsideale in Untermoduln —# ist ein Modul
und & sein Endomorphismenring. Q ist eine Untermenge
von & und so ist M ein Q-Modul. Der Kommutator von Q,
in &, wird mit Q bezeichnet. Dann ist Q'==(0) ein Un-
terring von Q. Ein Untermodul #, von #, kann man
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verstehen als: 1) gewohnlichen Untermodul; 2) Q—Un-
termodul; 8) & — Untermodul; 4) (,2) — Untermodul.
In vier Fillen gibt es, dem Untermodul # entsprechend,
ein Linksideal u, von @/, das I in % abbidelt, [1, § 2].
n nennt man das Kontraktionsideal (kunftig Ki.) von
in #¥. Wir benutzen den Buchstaben n, wie fir den Un-
termodul, jedoch klein. Die Elemente von Q' bezeichnet
man mit 4,8B,---,5,7, .

Satz 1: Das Ki. im Durchschnitt =3, NN, ist der
Durchschnitt w=[n , ] der Ki. in beiden ¥;, (j=1,2

Sarz 2: Das Ki.in der Summe %=, 4,) ist 12 (n, 1),
wobei n; das Ki. in ¥ ist. Umgekehrt, wenn wir v = (1, ),
nehmen, wobei w; Linksideal von Q' ist, dann ist Pn=
— (B, , W) . [Mit P, meinen wir die Menge der endli-
chen Summen Zm; A", mje¥, A" ew].

Den vorhergehenden Satz kann man in einem Fall
verfeinern:

Sastz A: Das Ki. in der direkten Summe =4, -+ %o,
falls O'=Q angenommen wird und die ¥; Q-Untermodul
sind, ist die divekte Summe n=1n, + s, [1, § 2]. Es seien
meW, Ben, mBe#, und mB=u + ny, wobel n;el;,
(i—1,2). Die Abbildungen m —~;, sind Q-Endomorphis-
men von M, die wir mit A4; bezeichnen. Dann folgt
B=A+ A, W4,c%;, Be(y,u), mithin wc(m,n) und
(Satz 2) w=(n;,m). Diese Summe ist direkt, denn aus
Ay + 4:=0, (Aiew;), folgt 4;==0.

Das Ki. in einem Untermodul # ist ein eindeutiges u,
aber nicht umgekehrt. Es besieht folgender

Sarz 3: Wenn w das Ki. in einem Untermodul 1 ist,
so ist auch w das Ki. in einem Q-Untermodul N'=Ruc N,

(1, § 2].

e
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@ sei eine Menge von Endomorphismen von & und
man bildet @ = 1. Das Ideal u enthilt @, mithin
#uw > MO . Andererseits ist Wu < W€, und so schliessen wir
daraus #tn = W@ . Es gilt:

Sarz 42 Wenn eine Menge @ won Elementen von Q

gegeben wird, gibt es immer ein Linksideal w2 @, von O,
das Ki. in W@ = ¥ 7st.

Man kann einen Fall angeben, wo uw = @ ist. Im allge-
meinen dirfte r ein Rechtsideal von Q' und ¢ sein Links-
vernichtungsideal in Q' sein. Wenn ©=¢ ist, so ist das
Ki.in #6@=8e=3 genau n=r, denn aus r=(0) und
e We folgt W —(0), nce. Hierbei ist ¢ nr ein nilpo-
tentes zweiseitiges Ideal von r, das sich aus Elementen

von ¢, die den Nullendomorphismus in e induzieren,
zusammensetzt. Es gilt:

Sarz 5:  Jedes Rechisideal v, von O, hat ein Linksver-
nichtungsideal ¢, in Q', das Kontraktionsideal in e ist.
Der Durchschnitt ¢ N\ v ist ein nilpotentes sweiseitiges Ideal
von v (mit Exponenten 2), das sich aus allen Elementen
von t, die Wi in Wie abbilden, susammenselst. Nennt man
das Rechtsvernichtungsideal vown v, dann stellt der Durch-
schnitt ¢ ¥ zugleich die Gesamitheit der Elemente von
und ¥ dar, die in We, bzw. in WWe den Nullendomorphis-
mus indusieren,

Wird # gewshlt und 4eQ' angenommen, gilt #.4<H
im allgemeinen nicht. Ist die Bezichung giiltig, dann
zeigt sich: 1) # ist Q'-Untermodul; 2) das Ideal n ist
zweiseitig. Es kann aber sehr gut n zweiseitig sein, ohne
Gultigkeit der Beziehung #.4<c#%. Es besteht folgender
Zusammenhang :
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Satz 6: Ist B ein O'-Untermodul, so ist w zweiseitig.
Falls ¥c® Q-homomorphe Abbildung von W ist, so ist
UT SN, fiir ein belicbiges T e WV, notwendig und hinreichend
dafiir, dass n sweiseitig ist. Allgemeiner gilt es:

-

Sarz T: [Istein Untermodul 1 = M, so ist v zweiseitig,

dann und nur dann, wenn N Q'-Untermodul ist.

Beispiele von Untermoduln deren Kontraktionsideale
zweiseitig sind: 31, #r, mr, wobei r Rechtsideal von
und m e ist. In diesen Beispielen handelt es sich um

’'~-Untermoduln; die beiden ersten sind auch Q-Unter-
moduln, falls 2 es ist.

Satz 8: Ist v ein maximales Rechtsideal von &) dann
hat der (O, O)-Untermodul ¥r =N ein sweiseitiges Kontrak-
tionsideal, und es ist entweder w=r oder n =W. Wenn t
cinseitig ist, ist n="0Q' und Wr=WQ. Im Fall Q'=Q, gilt
Wr = W, wenn v einseitig ist.

Wir machen pnoch einige einfache Bemerkungen.
Nehmen wir den Q-Untermodul #c # an. Falls ¥n
maximal ist, hat man #r=2%. Wenn ¥ wmaximal ist,
kann man M¥u—=1% nicht daraus entnehmen; wenn aber
die Gleichheit giltig wird, dann ist #w'—=3%# fur jedes
w' > u. Fir einen Q-Modul 3, in welchem jeder Q-Unter-
modul # eine Abbildung von # ist, kénnen wir behaupten:
1) #=2Wn; 2) fur jeden ¥, M hat man uw, cny. Hieraus
schliesst man: die Maximalbedingung fir Linksideale
in O/, hat die Maximalbedingung fir die Q-Untermoduln
in ¥ zur Folge.

Wir kommen auf dem Fall von einem Q'-Untermodul
# zuruck, und bilden #/%, der Q' als Operatorenbereich
zuldsst. Wenn xe®, A4eQ, so ist x=x + Ue#/Y,
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(x+WAd=x4+2. Q' hat eine homomorphe Abbildung
Q' im Endomorphismenring von /3. Es ist Q'=Q/,
wobei o ein zweiseitiges Ideal ist, das sich aus den Ele-

menten Ae(Q, fir welche x4e# (xeMM beliebig) ist,
zusammensetzt. Mithin ist o =n. Mann kann sagen:

Satz 9: Ist N ein Q-Untermodul, dann ist Vjn eine
isomorphe Abbildung eines Endomorphismenringes von ¥4
(genau des Ringes, der sich aus den ausgezeichneten Endo-

morphismen, durch die Elementen von Y indusziert, susam-
mensetst).

Im Fall eines maximalen Q-Untermoduls #, ist die
Differenzgruppe ¥/t Q-irreduzibel. Indem wir Q'+ (0)
annehmen, haben wir, fir jedes x 0, x Q'=#/4, [2,§8].
Hieraus schliesst mann:

Satz 10: [st ein maximaler O'-Untermodul W in W
gegeben, dann hat man W/ = xQ', fiir jedes x40, indem
man &' = Qi == (0) setst. Falls Q'=(0), so ist MY,

KoroLiArR 1: Wenn ¥ ein maximaler O -Unterinodul

in W ist, so ist der Jacobsonsche Radikal (J-Radikal) vorn &
in w enthalten, [2, § 8].

3) Vernichtungsideale der Untermoduln — Fir einen
beliebigen Untermodul ¥, werden wir, neben dem Ki. ,
das Rechtsideal s von Q' betrachten, das sich aus der
Gesamtheit der Elemente von &', die # auf Null abbilden,
zusammensetzt. s heisst Vernichtungsideal von % (kiinftig
Vi.). Ahnlich wie #;=#nct, gibt es hier einen Q-Un-
termodul 323, der alle Elemente von #1, die s annu-
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lieren, enthalt. ¥ heint Aunihilatormodul von s (kii nftig
Am.). Beide Begriffe erlauben uns, wie schon erw:hnt,
mehrere Sitze anzugeben, die den vorigen entsprec hen.

w.,ﬁw 12 Das Vi. der Sumine W= W, ist der Durch-
schuitt s, s)) der Vi. der Summanden.

Sarz 2': Das Vi. des Durchschnittes =%, n i, 1st
$2(s1,85), wobei s; das Vi. von ; ist. Umgekehrt, wenn
wir s = (81, 55) nehmen, wobei s; Rechtsideal von O ist, dann
15t W= N A, wobei N; der Am. von 5; 1Sk,

Das Vi. eines Moduls 1t ist ein eindeutiges s, aber
nicht umgekehrt. Es besteht folgender

.‘ ..
Sarz 8': Wenn s das Vi. eines Moduls N 1st, so ist s

auch das V7i. el Y-Unter !
1. eines Q-Untermoduls W2 genau der Am.

@ sei eine Menge von Endomorphismen von (' und
man anehme den Am. von @, etwa . Das Vi. von #t
etwa s, enthdlt €, mithin ist, fir den Am. von s, etwa @(:,
Wen. Andererseits ist #2 W, und so schliessen é:H
auf = Es gilt:

PEPR S ; O

Stz 4': Wenn eine Menge @ von Elementen von O

gegeben wird, gibt es immer ein Rechtsideal 2@, von U,
das Vi. von dem gemeinsamen Am. von @ und s ist.

Mann kann einen Fall angeben wo s =@ ist. Im allge-
meinen, durfte ¢ ein Linksideal von Q' und r sein Rechts-
vernichtungsideal in Q sein. Wenn @ =r ist, dann ist
s=r das Vi.des Am. #l von ¢=r. In der Tat, ist einerseits
s2r; andererseits aber, da #ec# ist, wird das Vi. von
e, genau r, s enthalten. Es gilt:
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Sarz 5': Jedes Linksideal ¢, von O, hat ein- Rechtsver-

nichtungsideal v, in &, das Vi. des Am. 3, von v, ist. Der
Durchschnitt v 0 v ist ein nilpotentes sweiseitiges \m.mi von ¢
(mit Exponenten 2), das sich aus allen Elementen von v,
die W auf Null abbilden, susammensetst. Nennt man g das
Linksvernichtungsideal von v, dann stellt der Durchschnitt
r 0 g zugleich die Gesamtheit der Elemente von v und g dar,
die W in N abbilden bzw. in N den Nullendomorphismus
induszieren.

Sviz 6': Ist W ein Q' -Untermodul, so ist sein Vi. s
sweiseitig. Falls es ein 4eQ gibt, dessen Am. genau ¥ ist,
so ist BTSN, fir ein belicbiges Tel, notwendig und
hinveichend dafiir, dass s zweiseitig ist. Die erste Behaup-
tung ist klar. Wir beweisen die zweite. Wenn O'-Un-
termodul und Am. von A ist, folgt zweifellos #7 =¥ und
die Zweiseitigkeit von s. Umgekehrt, nimmt man % als
die Gesamtheit der Elemente von 3, die von A vernichtet
werden, und auch die Zweiseitigkeit von s an, dann ist
N7 B, fir ein beliebiges 7', da fur Aes auch TAes
und N7 A4 =(0) ist, und deswegen U7 SU. Allgemeiner
gilt es:

Syvrz 7' Nehmen wiv an, dass ¥ und s sich umgekehrt
vernichten; so ist s zweiseitig, dann und nur dann, wenit R
Q' -Untermodul ist.

Die Beispiele vom vorhergebenden Paragraphen #10,
nr, mr haben ein zweiseitiges Vi. Wir kénnen aber auch
den Am. eines Linksideals ¢, von , betrachten. Man
ergibt folgendes: Der Am. eines ¢ hat ein zweiseitiges
Vi. In der Tat, aus %e=(0) leitet man %7 v < e =( (0) ab
und ergibt sich 7°c#. Der Am. eines r ist deswegen

ein (Q,L)-Untermodul.
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Sirz 8': Ist ¢ ein maximales Linksideal von Q| dann
hat der (Q,O0)-Untermodul W=(Am. von t) ein sweiseitiges
Vi. s, und es ist entweder 5 =r oder s = Wenn ¢ einseitig
ist, so ist 5 = und die Am. von v und & sind gleich. Im

Fall O'=20Q, ist #1=(0), wenn ¢ ¢inseitig ist.

Wir machen noch einige einfache Bemerkungen.
Nehmen wir den Q-Untermodul # >(0) an, und es sei s
sein Vi. Falls der Am. %/, von s, minimal ist, hat man
W=, Wenn ¥ minimal ist, kann man ¥ =% nicht
daraus entnehmen; wenn aber die Gleichheit gultig
wird, dann ist fir jedes & >s der Am.=(0). Fiir einen
Q-Modul #, in welchem jeder Q-Untermodul # Am.
eines Elementes Ae Q' ist, konnen wir behaupten: 1) % ist
Am. seines Vi; 2) fur jeden %, D%, hat man 5 C 5.
Hieraus schliesst man: die Maximalbedingung fur
Rechtsideal in Q' hat die Minimalbedingung fir die
Q-Untermoduln in # zur Folge.

Wir kommen auf dem Fall von einem '-Untermodul
zuruck. &/ hat eine homomorphe Abbildung & im Endo-
morphismenring von . Wenn U ~0)w ist, dann setzt
sich das zweiseitige Ideal & der Elemente 4 e fir die
xA =0, (xe beliebig). Es ergibt sich a/=5=Vi. von #.
Hieraus schliesst man:

Satz 91 Ist W esn O'-Untermodul und s sein zweiseitiges
Vi., dann ist Vs eine isomorphe Abbildung eines Endo-
morphismenringes von N (genauw des Ringes der sich aus

den ausgeseichneten, durch die Elemente von Q' induziert,
Endomorphismen zusammensetzt).

Im Fall eines minimalen Q'-Untermodul #, ist die
Gruppe #ncit, wie #, Q'-irreduzibel. Indem wir w = (0)
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annehmen, ist Wn=12, und dieser ist Q'/s-irreduzibel.
Setzt man Q//s = m\n\m@, dann hat man, fur jedes, x 0,
das zu ¥t gehort, x &' = #n. Hieraus schliesst man:

Satz 10': [st ein minimaler Q& - Untermodul ¥, mit
w==(0), in W gegeben, dann hat man ¥n—xQ' =2, fir
beliebig x50 das su Wn gehort, indem wir W' =W]s == (0)
seteen. Falls O =(0), dann ist % im Am. von ¥ enthalten.

KororLLar 1': IWenn W (mit n==(0) ein minimaler

Q'-Untermodul in W ist, so ist der J-Radikal von Q' in Vi,
von Il enthalten.

4) Anwendung auf die irreduziblen Moduln — Obwohl,
wie die Uberschrift angibt, unser Ziel in diesem Para-
graphen sich auf irreduziblen Moduln erstreckt, wollen
wir einige Sitze aussprechen, die zugleich Vernichtungs-
-und Kontraktionsideale auf das Spiel setzen. Betrachten
wir ein Rechtsideal r und bezeichnen seinen Am. mit .
Der Satz 5 ergdnzen wir mit zwei neuen Sitzen.

Sarz 11: Das Ki. in Am. ¥, von v, ist das Linksideal ¢,
Annthilator von v und des Vi. s, von ¥. Der Durchschnitt
t N & ist ein zwziseitiges ldeal von v (mit Exponenten 2), der
sich aus allen Elementen von ¢ die in P den Nullendomor-
bhismus indusieren, susammensetzt. In der Tat, ist Pr=(0)
und ¢ wird durch die Gleichheit or =(0) definiert. Es gilt
sodann die Beziehung #lpr =(0), wovon man auf pr = (0)
und pce schliesst. Da auch #er =(0) ist, so ist ey,
sy, und p=¢. Dann, falls s das Vi. von ¥ ist, hat man
noch s =(0), weil #Mys = Wes =(0). Wir kénnen gelegen-
tlich folgende Bemerkung machen: wenn r ein Recitsideal,
Y sein Am. und s das Vi von P ist, haben v und s dasselbe
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Linksvernichtungsideal. Hier stellt der Durchschnitt en s
die Gesamtheit der Elemente von ¢ die in # den Nullen-
domorphismus induzieren dar. Die Ideale r, s, ¢ (das
letzte in Satz 5 definiert) sind in der Beziehung rcscy;
sie haben aber dasselbe Linksvernichtungsideal e.

Satz 12: Die Durchschuitte v nv und cns stellen die
Gesamtheiten der Elemente von v bsw. s die in WP den
Nullendomorphismus induzieren dar.

In dhnlicher Weise ergidnzen wir Satz 5' mit folgenden
beiden Behauptungen:

Satz 11': Das Vi. von e ist das Rechtsideal v, das
Vernichtungsideal von ¢ und dem Ki. w, in #e, ist. Der
Durchschnitt v 0 ¢ ist ein zweiseitiges [deal von v (mit Expo-
nenten 2), das sich aus allen Elementen von v, welche W in
Wie abbilden, zusammensetst.

Satz 12':  Die Durchschnitie rne und rnn stellen die
Gesamtheiten dey Elemente von ¢ bzw. w die in We den Nullen-
domorphismus indusieren dar.

Danach gehen wir zu den zitierten Anwendungen

uber. Statt &', hier als irreduzibel angenommen, nehmen
wir sein Linksideal ¢. Die Annahme x-=0, (xe#l), hat
x¢=MWe zur Folge. Fur den Beweis, gentigt es folgende
Beziehungen zu berticksichtigen: xQuegcxe, x Qe = We,

Me2xc. Dann betrachten wir #e und das Rechtsvernich-
tungsideal r von ¢. Wenn wir 0 - xe #e annehmen, ist
es noch xc=MWe. Dies bedeutet dass We c-irreduzibel ist.
Nach Satz 12/, #t: ist auch ¢/r 0 e-irreduzibel. Wir kénnen
weiter behaupten: r N e ist der J-Radikal von ¢, da rne
nilpotent ist. Daraus ergibt sich:
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Sirz 13: Wenn ¥ O'—iredusibel ist, gilt fiir jedes
Linksideal v, von &, die Gleichheit xv=Me, angenommen
O=FxeMe. Betrachtet man den Untermodul We und das
Rechisideal v, das ¢ vernichtet, kann man behaupten: 1) He
1st c-und /v N c—~irredusibel; 2) der J-Radikal won ¢ ist
rNe,[3,§2)] Die Siatze 11’ und 12’ erlauben noch folgenden

Zusatz: Wenn n das Ki. in We ist, kann man behaupten :
3) We st n—und wjr N\ w irreduzibel; 4) der J-Radikal von u
st rnow. .

Nun nehmen wir noch Q' als irreduzibel an, und betra-
chten sein Rechtsideal . P ist der Am. von r und ¢ das
Linksvernichtungsideal von r. Falls x ¢ ¥, ist die Klasse
x=x+pleyp=m)=+0. Der Modul xr=+(0) gibt uns
die Gleichheit xr—=2#, und sodann ist xr=gi. Dies
bedeutet, dass #/P r-irreduzibel ist. Nach dem Satz 12,
ist auch r/e n r-irreduzibel. Wir kénnen noch behaupten:
e n v ist der J-Radikal von r, da ¢ n r nilpotent ist. Daraus
ergibt sich:

Satz 13': Wenn W O -irreduzibel ist, gilt fiir jedes
Rechtsideal v, von Y, die Gleichheit xv =M, angenommen
O0FxeM=B/P, wobei ¥ der Am. von t ist. Betrachtet man
das Linksideal v, das v vernichtet, kann man behaupten :
1) /P ist v-und vje 0 v—-trredusibel; 2') der J-Radikal von r
tst rnr, |8, § 2]. Die Sidtze 11 und 12 erlauben noch
folgenden

Zusatz: Wenn s das Vi. von P ist, kann man behaupten:
8') WP ist s—und s/c N s-trreduzibel; 4) der ]J-Radikal
von s ist e §.

Folgende Behauptungen sind auch giiltig:
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Satz 14: st o ein Linksideal vom irredusiblen Ring &,
dann hat sein Rechtsvernichtungsideal v ein Linksvernich-
tungsideal ¢, das folgende Bedingungen erfiilll: 1) v und ¢
sind umgekehrte _Annihilatoren; 2) v und v laben den
gemeinsamen J-Radikal ¢ N r.

Sarz 14': [st v ein Rechtsideal vom irredusziblen Ring
O dann hat sein Linksvernichtungsideal ¢ ein Rechtsver-
nichtungsideal, das folgende Bedingungen erfiillt: 1') v und
v sind wmgekehrte L::N\\:N«:.S\Eﬁ 2) ¢ und v haben den
gemeinsamen J-Radikal v 0 ¢.

5) Nilideale als Kontraktions-und Vernichtungsideale —
Es sei 2t ein Untermodul von #. Falls u Nilideal ist, kann
man #$ Nilmodul nennen. Insbesondere, haben wir ni/-
potente-und halbnilpotente Moduln zu betrachten.

Sarz B: Die direkte Summne eines Q-Nilmoduls wund
eines sweiten Q- Nilmoduls mit zweiseitigem Ki. ist ein
Q-Nilmodul; die direkte Sumimne von szwei -nilpotenten
Moduln ist nilpotent; und die direkte Summe von ,22&.
Q-halbnilpotenten Moduln ist halbuilpotent. Es wird Q=L
angenommen. Der Beweis folgt aus dem Satze .4 und den
Betrachtungen in [4,S. 4 und 5].

Satz 15: Wenn § ein einfacher Untermodul und v <
etn Rechitsnuilideal fitr welche Wrx < ist, hat man unbedingt
#r=(0). Falls #r=(0) ist, so ist #r=#. Es gibt nelt,
Aer fir welche 7.4 0. Dann ist #.{ ein nicht Nullun-
termodul in # enthalten, was #.{ =¥ ergibt. Hieraus
schliesst man #=N4d= .. =N4"=(0), wenn .I"=0.
Der Widerspruch ist eine Folgerung der Annahme #ir =12

Satz 15': Wenn W ein maximaler Untermodul wund
2 Q' ein Linksnilideal fiir welche #9c=(0) ist, hat man
unbedingt Weci. Indem wir #e¢ il annehmen, gibt es
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mem, dec, mmﬂ welche m.41¢é 3. Dann ist W.4¢ 4, und
deshalb @ﬁL =#. Falls 4""'-£0, 4°=0, schliesst man

auf @sLJwf}%n_v”%\AT_HAo& was ein Widerspruch ist.
Man darf #c¢ #t nicht annehmen.

Satz 16:  [st M -=(0) ein einfacher Niluntermodul, so
st w=(0) oder w*=(0). In der Tat, sei es u2==(0). Fur
0==.en ist WA =2u. Dann folgt W.£=(0), weil man
sonst 1 =M./ =W.{*> = --- haben wiirde, was nicht geht,
da .4 nilpotent ist. Endlich, wenn 7 e, hat man #.4 7=
=A7c¥. Die Gleichheit #7° =2 kann nicht gelten, weil
auch 7 nilpotent ist. Somit ist M AT =(0), AT =0, wie
der Satz behauptet.

Sarz 16':  Falls B 5= (0) ein maximaler Untermodul mit
Nilvernichtungsideal s ist, hat man entweder s=(0) oder
5°==(0). In der Tat, sei es s=+(0). Fur 0= 4es, ist der
Am. #' von .4 genau #. Dann folgt # als Am. von -2,
weil man sonst gemeinsamen Am. fir 4 und .4? haben
wiirde; sodann wiirde, fiir jedes £, der Am. von 4* auch
% sein, was nicht geht, sobald .4* = 0 ist. Danach, wenn
Tes, bmn man 47 =0,da A7 #+0 [indem wir 4= =0,
Am1t==0 annehmen] uns WM_{*T =W 41 4T = (0),
WA—1SU Mg T =0, 4T =0, usw., bis AT=0,
geben wiirde, gegen die Annahme,

Sarz 17 Ist 3t ein Untermodu! und Aen ein Endomor-
phismus fiir welchen, ausser MWASN, noch die Differens
1 — A=A, [1=Linsendomorphismus von W' nilpotent ist,
dann ist 1=, [4, S. 7). Es ist ja =1L, Somit ist 1eu,
Mc und deshald w=u.

Sarz 17': Ist 0 ein Untermodul und Ades (dieses ist
das Vi. von 8) ein Endomorphismus fiir welchen, ausser
U.A=(0), noch die Differens 1 — A= A, nilpotent ist, dann
ist W=(0), [1= Einsendomorphismus von V'].
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KoroLrLarR A:  Fiir die direlite Summe 0+ 0 =W | wobet
W Niluntermodul ist, hat man unbedingt W=W, falls

Q=0 zst.

6) Projektionnen—Einen idempotenten Endomorphis-
mus £ von ¥ nennt man eine Projektion. Indem wir
1=F 4+ (1— F) setzen, machen wir eine Zerlegung von 1
in orthogonalen Idempotenten. Der Modul # ldsst dann
folgende Zerlegung zu:

W=WF - WM(1—-F). (1)
Es folgt:

Satz 18: Wenn E c¢in [dempotent ist, hat man die
Zerlegung (1). Es ist, fiir me®E, mE=m; und, fiir
meM(1—E), mE=0.

Betrachten wir den gewthnlichen Ring ¢’ und nennen
w, n' die Ki. von # in beiden Summanden von (1) und
s, 5 die entsprechende Vi.. Man kann behaupten:

Satz 19 unp 19:  Das [deal w setzt sich aus allen Ele-
menten AeQ fiir welche A= AE [oder A(1—E)=0],
und das Ideal 5 aus allen FElementen Bes' fiir welche
B=EB Joder (1 —E)B=0], zusammen.

Ein primitives Idempotent eines Ringes, [4, S. 18],
darf man definieren als das fir welches keine Zerlegung
in von Null verschiedenen orthogonalen Idempotenten
moglich wird. Eine Projektion nennt man primitiv, wenn
das entsprechende Idempotent £ primitiv ist. Wenn #
ein Q-Modul ist, sagt man W ist Q-unzerlegbar, falls W
keine direkte Summe von zwei Q-Untermoduln ist. In O
ist dann I primitiv; es gibt kein Idempotent ausser 1,
5, S. 11].
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Es sei £eQ. Wenn E primitiv ist, der Q-Untermodul
WML ist unzerlegbar. In der Tat, die Gleichheit E=3'-43"
wobei die Summanden als Q-Untermoduln angenommen
werden, wiirde uns zwei Idempotente £ und E£" durch
folgende Abbildungen definieren:

m—~mE ->n =mkE',

: = I Y R TINy
> mE > " — mE", (meW, mE=n'++", n'eW, n'en’).

Hitte man die Gleichheit £= E' 4+ E”, dann wiren die
Beziehungen mE'E" =wn'E") W E=1w'=n + 0, WE'=0=
=m[E'E" erfullt. Daraus wiirde man £'E£"=0 schliessen,
da 7z beliebig ist. In dhnlicher Weise, wiirde die Gleichheit
E"E'=0 gelten, gegen die Annahme tiber die Primitivi-
tit von F .

Sarz 20: Ist E\ primitiv in Q, dann hat der unserleobare
Q- Untermodul ME, keinen echten Q-Unterinodul, der eine,
durch ein Idempotent Es e Q definiert, homomorphe Abbil-
dung von ¥ sein kann, [1, § 3). Hitte man HE, cME,,
indem wir ¥ =WF, +- M (1 - £,), WE =WME, L WE, N
N W (1 — E.) schreiben wiirden, dann wiirde der angege-
bene Durchschnitt von Null verschieden sein und hitte
man ein Absurdum zur Folge.

Satz 20': Ist E\ primitiv in Q, dann sein Am.
D=W (1 — E\) solcher ist, dass kein Q-Untermodul
WOM(— E,) existieren kann, der Am. eines Idempotentes
E;eQ ist. Zunichst einmal ist der Am. eines Idempoten-
tes £) genau # (1 — £,), da diese Menge dem Am. gehort,
und andererseits falls wir ¥£, =0, (x¢), haben, indem
wir ¥ =x£F, + x (1 — E,) schreiben, schliessen wir auf
¥=x(1—FE)eM(1—FE). Danach nehmen wir U =
=M1 —E) DM (1—E,) an, wovon sich W (1 — £)=
=W —F)+WM(1—F,) N WME, ergibt. Man wiirde
(1 — Ey)Es=0 haben und £, — E.E,=(1 — E)E, wire
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Idempotent. Da #(1 — Ey) E\ S ¥E, ist, wirde eine der
beiden Beziehungen (1 E))E =0, (1 —Ey) E,=HWE,
gelten. Die erste wurde uns die Nullheit des Durchsch-
nittes M (1 — Ey) N WE, zeigen, was den Widerspruch
W (1 — F,)—M(1— £, zur Folge hitte; der zweiten, da
es Ey= E.\[L; gilt, wiirde man auf 3#(1 — Ey) E\Es=(0)=
—=WE E.,=MWME,, F:=0 schliessen.

Satz 21: Wenn der Untermodul ¥4, (AeQ'), gegeben
wird, das Vorhandensein eines Endomorphismus Sel), fiir
welchen AS A=A, hat das Vorhandensein eines Idempoten-
tes Ee, fiir welchen WA =WE, zur Folge, [1,§ 3]. In
der Tat, S.d=FE ist Idempotent, weil S4.-SA=S541.
Aber, da ME=WMSAc¥d, WA =WMILSHE ist
schliesst man auf A =WE.

Satz 21': Ist % der Am. von AeW, indem wir das
Verhandensein eines Endomorphismus S e, fiir welchen
ASA = A, annehmen, daun gibt es ein [dempotent Ee o,
fiir wilchen B sein Am. ist. In der Tat, AS = [ ist Idem-
.ﬁoﬂmsﬁ da AS-.AS=_.1S. Wenn ¥ der Am. von £ ist,
dann, der Beziehungen L =1U.S —=(0), schliessen wir
auf 1. Danach der Beziehungen WE A = (0)=WASd=

=1 folgt WEA. Der Sat ist bewiesen.

Sarz C:  Falls B, und 1, O-Nilmoduln von ¥ sind, gibt
es keine homomorphe Abbildung von B, in der direkten
angenommen Summe Wy + W, die von einem ldempotent
definiert wird. Indem wir die direkte Summe mit ¥
darstellen, wissen wir, dass im Fall &'=0 w=wu+mu
ist. Da die n; Nilideale sind, der Satz kommt dadurch,
dass es kein Idempotent in der Summe von zwei Nilideale
gibt, heraus, [4, S. 22].
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Falls 1t ein einfacher Untermodul und u?=2(0) ist,
dann kann ¥ kein Nilmodul sein. Wir nennen einen
Untermodul reguldr, wenn er homomorphe nicht nilpo-
tente Abbildungen von ¥ hat. Wir konnen folgenden

Satz aussprechen:

Satz 22:  Der cinfache Untermodul ¥, fiir welchen
n==(0) ist, entweder ist nilpotent (mit Exponenten 2) oder
ist ein regulirer Untermodul.

Falls ¥ 5= (0) ein angegebener maximaler Untermodul
ist, und fiir sein Vi. s gilt s?=£(0), s kann kein Nilideal
sein. Also:

Satz 22: Wenn M==(0) ein maxtinaler Untermodul,
fiir welchen s 5= (0) ist, entweder ist s nilpotent (mit Expo-
nenten 2) oder ist reguldr.

Sarz 23: Ist 8 ein einfacher Q-Untermodul, in bezug
auf Q reguldir, dann gibt es ein Idempotent E e fiir welchen
WE =U. Setzen wir =M_4, wobei der Endomorphis-
mus .4 nicht nilpotent angenommen wird. Dann wird
N 4=7" sein. Gegeben me#l, durch 4 gewinnt man
mAd=nei; und da U.1=¥ ist und deshalb A4 einen
Automorphismus in 4 darstellt, nennen wir #'e3l das
Element fur welches #/.4d =n. Die Abbildung m—#' ist
ein Endomorphismus B, von #1, der ausser der Gleichheit
WMB =1 noch der Beziehung B.1-= .4 gentugt. Hieraus
leiten wir (B*— B).4 =0 ab. Falls 52— B =0, ist B das
gewiinschte Idempotent. Sonst hat man #(53*—B).4=0,
W (B2 — B)=1%u. Diese letzte Gleichheit ist ein Wider-
spruch, da sie #1.{=(0) ergibt. Der Satz wird also mit
B = beantwortet.

KoroLLarR 2:  Dann und nwr dann ist ein einfacher
O-Untermodul RN, wvon W, ein Swmmand einer direkten
Sumine gleich ¥, wenn er in besug auf ) reguldr ist.
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Kororrar 8: Wenn W ein minimaler Q-Untermodul

von W und das [deal w, von ), nicht nilpotent ist, dann
fiir jedes aus Null verschiden Aen, falls A*F+0, ist der
Am. von A% und des idempotenten E derselbe. Wir haben in
Satz gesehen, dass man fur jedes 4 eun, das die Korollar-
bedingungen erfullt, £4=_4 hat. Dann ist (1 —£) 4=
=MW1 —FE)EA=(0), was M1 —FE)c,, mit # A=(0),
zeigt. Der Gleichheit #=%¥F + #M(1 —£) schliesst man
auf =8, NWE LW —FE). Wenn ) NWME=WE =2
wire, wiirde sich, gegen die Annahme, ¥ =#, 4=0
ergeben. Also ist ¥, =#(1—F). Da wir 4 durch A
ersetzen konnen, ergibt sich die Behauptung vollstindig

BemerxkUNGEN : Es sei Cen ein beliebiges nicht Null-
element. Man hat B1C=0 =MWE, und deshalb WMCE =
—=ME=MC.Es gil sogar CE =C, da, indem wir mC=m'E
setzen, kommt mCE =m'E =mC, fir beliebiges me¥l,
Aber falls C?=0, bereits das Produkt £C Null ist, da
WMC2=WMCC=WEC=(0). Endlich, indem wir M=8FL +
+M(L—F), Q=n+n', QFE =k, vE) schreiben, zeigt
der Umstand wE —(0) die Beziehungen QE=uFE =nm.
Wir konnen den vorhergehenden Satz 23 so vervoll-
stdndigen:

Zusatz: Das Idempotent E des Satzes 23 erfiillt die
Gleichheit CE = C, fiir jedes Cen, und auch die Beziehung
EC=0, falls (*=0. Wenn C*50, dann EC=C. Das

Ideal v hat die Form w=QFE .

Satz 28 Wenn ¥ ein maximaler Q-Untermodul und

sein Vi., in O, nicht nilpotent ist, dann ist B genau der
Am. eines Idempotentes Ees. Nehmen wir Aes und A*#0
an. Dann gegeben m ¢ #, kann man m.4e# nicht haben,
weil sont m.4*=0 sein witirde und 4* den ganzen Mo-
dul # vernichten wiirde, also 4*=0 wire. Es gilt die
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Gleichheit M= M 4, ), die jedoch eine direkte Summe
ist. In der Tat, wenn xe#¥ A4 NN, indem wir x=mA=n
setzen, wird man x4 =mA*=n4=0 haben. Das Ele-
ment # wird dem Am. von 42, der # ist, geh6éren. Aber #
ist der Am. jedes Bes, das nicht Null ist. Somit ist
mA=0, x=0. Indem wir ¥ =MW.4 + @ schreiben, gibt
es orthogonale Idempotente £, E’eQ, fiur welche #E =
=WA4, WE'=3. Der Satz wird genau durch das Idem-
potent £ =1— £/ beantwortet sein.

KorovLrar 2 Dann und nur dann ist ein maximaler
Q-Untermodul 8, von ¥, Summand einer direkten Summe

gleich W, wenn das Vi.s von W, in Q, kein Nilideal ist.

Kororrar 8': Falls % ein maximaler Q-Untermodul
und sein Vi. nicht nilpotent ist, dann hat wman fiir jedes
Aes, fir welches 4250, MA=WMA*=MWME . Erstens der
Gleichheit M =¥W_4 + A leitet man W4 =M _4? ab. Danach
des Homomorphismus # ~# .4 leitet man W4 ~H¥/N, ab,
wobei #; der Am. von A ist. Es gilt %, =%, also ¥4 =~
=WH =W 4,

Bemerkuncen: Da im Satze WME =M 4 ist, leitet man
sofort AF = A4 ab, wenn A4>+#+0, Aes. In allen Fillen,
wenn 0+ Ces, der Am. von Cist #=M(1 — E) und so
ergibt sich C=F£C, da 3} (1 —F) C=(0) ist. Aber falls
C?*=0 ist, so ist bereits das Produkt CE =0, weil
MC?=MCC = (0) die Beziehungen MCoM (1 —F),
MCE = (0) ergibt. Endlich hat s offenbar die Form
s=FEQ. Den vorhergehenden Satz 23' kénnen wir so
vervollstindigen :

Zusarz:  Das Idempotent E des Satzes 23" erfiillt die
Gleichheit C=EC, fur jedes Ce s, und auch die Beziehung
CE =0, falls C*=0. Wenn C*+0, dann CE =C. Das

ldeal s hat die Form s=E Q.
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Einen reguliren Untermodul #' nennt man wntersten
Untermodul, wenn fur jedes 31"c ¥’ das Kontraktionsideal
w' Nilideal ist. Ein triviales Beispiel wird durch die ein-
fache regulire Untermoduln gegeben. Man muss bertick-
sichtigen, dass in dieser Definition ¥’ ein Q-Untermodul
und die fragliche Untermoduln #” auch Q-Untermoduln
sind. Man kann noch bemerken, dass fiir jedes nicht
nilpotente .1ew' immer WA =" =W =u' ist, da
w4 W oder W 2c @ die Nilpotenz von A4 ergeben
wiirde. Danach indem wir die Am. von  und 4% 4, bzw.
1,, betrachten, schliessen wir auf ¥/, ~ 2, aus dem
Umstand, dass #~# 4 =0=1n, 6 W-W P = =,
ist. Dies gegeben, werden wir zwischen den untersten
Untermoduln welche, die die folgende Bedingung erfiillen,
unterscheiden: I) Es gibt ein Xew fiir welches die Am.
U, pzw. My, von X und X*, gleich sind. Es gilt folgender

Satz 24:  Ein unterster Untermodul W', von W, der die
Bedinoung 1) er fitllt, ist immer eine homomorphe Abbildung
von W durch ein Idempotent definiert. Nehmen wir .few
den nicht nilpotenten Endomorphismus der Bedingung an.
Da wir, fir jedes m e #t, m.{ =n'% mit einem gewissen
m' e, haben, schliessen wir auf (m —m'4) 4 =0, was
m— ' A e M, bedentet. Es gilt deswegen die direkte
Summe W =13, + W4 =12 + %, woraus man den Satz
entnimmt.

Wir werden noch zwischen den untersten Untermo-
duln welche, die die folgende Bedingung erfiillen, unter-
scheiden: 1I) Es existiert ein Endomorphismus X fiir
welchen WX =W und auch A ~WX=14 ¢st. Der Endomor-
phismus X bestimmt dann einen Automorphismus in .
Wenn es sich um einfache regulire Q-Untermoduln
handelt, die Bedingung II) ist immer erfullt.

Der Satz 23 lasst folgende Ergdnzung zu:
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Satz 25:  Ein unferster Untermodul W, von W, der die
Bedingung 11) erfiillt, ist immer eine durch ein [dempotent
definiert homomorphe Abbildung wvon ¥, Setzen wir
W=W4, wobei A nicht nilpotent und der Endomor-
phismus der Bedingung II) ist: # ~'4 =2'. Ahnlich
wie im erwidhnten Satz 23, indem wir m-mA=n/, n'" A=n',
(n, #" e W) annehmen, ist die Abbildung m —~#" ein Endo-
morphismus B, von M, der folgende Beziehungen erfullt:
WMB=W, BA=A4,(B>—~B)A=0. Falls B*—5=0, ist B
das gewtnschte Idempotent. Sonst wenn man B*— B=
= 1'% 0 hat, ist 7" nilpotent, da #7°C#’, weil die Gleich-
heit M7 =¥ die Beziehungen M7 d=0=U4=%
zur Folge hat. Ein bekannter Satz [4, S. 19] behauptet
nun die Existenz eines Polynomes in 5, das Idempotent
ist, falls B en nicht nilpotent und 5*— B= 7 nilpotent
ist. Hier muss man bemerken, dass, wieim vorigen Satz,
4" ein Q-Untermodul ist, wie bereits behauptet wurde.

Ein Untermodul %' mit Vernichtungsideal, das kein
Nilideal ist, neant man oberstenn Untermodul, wenn fur
jeden "> A das Vi. Nilideal ist. Man muss berticksichti-
gen, dass in dieser Definition &' ein Q-Untermodul ist
und die fragliche Untermoduln " auch -Untermoduln
sind. Man kann noch bemerken, dass fur jedes beliebig
Aes=Vi. von %, falls .4 nicht nilpotent angenommen
wird, der Am. von 4 oder .4 genau I ist, da, indem
wir @" durch die Beziehung #".4=(0) definieren, die
Giltigkeit von #” >4 die Nilpotenz von 4 zur Folge
haben wiirde. Danach wird sich, indem wir #.4 und
W42 betrachten und auch der folgenden Umstidnde
W~ W~ BUA) W~ R =B, die Beziehung ¥4 =W 4°
ergeben.

Dies angenommen werden wir zwischen den obersten
Untermoduln welche, die die {folgende Bedingung erfiillen,
unterscheiden: I') Es gibt ein Xes fur welches MX =W X?—=
=WX. Es gilt folgender
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Satz 24':  Ein oberster Untermodul ¥, von ¥, wnter
der Bedingung '), ist immer Am. eines Idempotentes.
Nehmen wir 4es den nicht nilpotenten Endomorphis-
mus der Bedingung I') an. Da man fiir jedes me#l,
m.A=m' A4, mit einem gewissen =7/, hat, ergibt sich die
Gleichheit (1 —m'4) A=0, woraus man auf - m/dell’
schliesst. Die direkte Summe M =#.4 + 2’ ist also gtiltig.
Daher ist der Satz bewiesen.

Wir werden noch zwischen den reguliaren obersten
Untermoduln welche, die die folgende Bedingung erfiillen,
unterscheiden: 1) Es existiert ein Endomorphismus Xes,
welcher einen Automorphismus in W=WW derart, dass
WM=~WX —W hestimmt. Wenn es sich un maximale Unter-
moduln mit Vi., das kein Nilideal ist, handelt, ist die
Bedingung II) immer giiltig. Namlich, falls fur X, X*<0
ist, dann wird X =# sein, weil /W = einfach ist
Ea (m + W) X==(0) die Beziehungen mXe¥®, mX*=0,
mel zur Folge hat. Auch ist #MX?= QX)) X =W =}WX.
Der Satz 23' lasst folgende Ergdnzung zu:

Satz 25':  Ein oberster Untermodul W) von W, der die
Bedingung 11') erfiillt, ist immer Am. eines Idempotentes.
Nehmen wir .4es an, wobei 4 nicht nilpotent und der
Endomorphismus der Bedingung II') ist. Dann, gegeben
m ¢ W, kann m.4ell nicht gelten, weil sonst m.4’>=
mel sein wirde. Die Summe @A, A=W 4 + W Hmﬁ
direkt. Im Homomorphismus %ﬁz%ﬁ\%‘”%f bildet sich
WA+ auf WA +Wy ab, d. h. auf die Menge der
Elemente deren Form (m + %) A =m.4 ist. Solche Menge
stellt #1.4 =M dar, also ist M4 + W =4, Hieraus schliesst
man den Satz.

Wir haben bereits gesehen, dass M unzerlegbar
sobald E primitiv ist. Umgekehrt, wenn ein Q-Untermo-
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dul ¥ =WE mit F Idempotent, unzerlegbar ist, so ist £
primitiv, wie man aus der Definition von primitiver
Projektion sieht. Falls &' ein unterster Untermodul ist,
wenn wir die Gleichheit ¥ = WFE annehmen, dann ist £
gleich primitiv. Namlich, einer Zerlegung in orthogonalen
Idempotenten £ =FE’ + E"” von E, der Gleichheiten #'—=
=WE=WMF |+ WE" wirde man auf 3L als eine in ¥
enthaltene und und von diesem verschiedene homomor-
phe Abbildung von # schliessen, gegen die Annahme ¥
unterster zu sein. Also:

Satz 26: Es ist primitiv das Idempotent E der Gleichheit
W=WME wenn W ein unterster Untermodul ist.

Gesetzt, dass i+#(0) ein oberster Untermodul ist,
lehren die Sitze 24' und 25’ das Vorhandensein eines £,
das genau # als Am. hat. Das Idempotent £ ist primitiv
aus dem folgenden Grunde. Wenn wir £=F£"'+4 E’ mit
orthogonalen £’ und £” haben konnten, dann wurde fur
jedes ne¥, nk'=nFE =0, nE"=nEE" =0 sein, also
die Am. #' und %, von £’ und £, die Beziehungen #'2 %,
W2 erfullen wirden. Aber #'=2' kann nicht sein,
weil man, wenn man m¢# annimmt und so mE' #0,
mE'E' =mE'#+0, mEE"=0 ist, auf mE ¢ ¥, mE' ed
schliessen wirde. Deshalb wird zB. #' > # sein, gegen
die Annahme % ein oberster Untermodul zu sein. Also:

Satz 26'  Es ist primitiv das Idempotent E , dessen Am.
ein oberster Untermodul ist.

Satz 27 Wenn in 8 jeder regulire Untermodul eine
durch Idempotent definierte homomorphe Abbildung von
hat, dann ist die direkte Summme einer endlichen Ansahl
von Nilmoduln auch ein Nilinodul. Die in Frage kommende
Summe kann, nach dem Satze C, hier einen reguldren
Untermodul nicht erzeugen.
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Mann kann B als reguliren Modul bezeichuen, falls
es fur jeden Endomorphismus . ein S existiert, das fol-
gende Beziehung erfullt: S Ad=4. Die Sitze 21 und 20
erlauben die folgenden Aeusserungen:

Sarz 28:  In einem reguliren Modul ist jede endomor-
phe Abbildung durch ein Idempotent definiert. Man darf
auch sagen, dass jeder Untermodul mit endomorpher
Abbildung des Moduls reguldrer Untermodul ist.

Satz 29: Falls E primitiv und W regulir ist, kann
kein echter Untermodul von RE Jiomomorphe Abbildung
von W sein.

Auch die Sitze 21’ und 20’ erlauben folgende Acusse-
rungen:

Sarz 28': I einem reguliren Modul, jeder Am. eines
Elementes ist Am. eines [dempotentes.

Sarz 29': Falls E primitiv und ¥ regulir ist, \S::‘

, j ] i , 3 w

der Am. R, von [, kein echter Untermodul cines Am. A
eines Endomorphismus - sein.

Indem man den Begriff «Hauptideal» durch den Begriif
«endomorpher Untermodul» ersetzt, beweist man fol-
genden Satz, der einem anderen iiber regulire Ringe
entspricht, [4, S. 33]:

Svrz 30: Sind WE und WE zwei endomorphe Abbil-

dunven cines reguliren Moduls ¥ | dann existiert cin ldem-
potent E, das folgende Bezichungen erfillt: FE=EF =0,
(ME WMEN—WE L WMF, Falls MZ WML genfigt es /=0 zu
i sl " - S N e o
nehmen. Wenn aber dies nicht der Fall ist, kann man

folgende Gleichheit beweisen: (£, WEN = WME -

+WE (1 — ). Ein Element des zweiten Gliedes hat die

Uber Kontraktions-und Vernichtungsideale. . . 321

Form mE 4+ m'E' (1 — E)y= (m —m'E")E + m'E', was uns
zeigt dem ersten zu gehoren. Umgekehrt ein Element
des ersten Gliedes hat die Form mE +m'E'=(m+m' E"\E +
4 m'E'(1 — E), was uns zeigt dem zweiten zu gehoren,
Das sogennante zweite Glied ist eine direkte Summe.
Endlich, da der zweite Summand aus Null verschieden
ist, bezeichnen wir mit £, ein Idempotent fiir welches
WML (1 —E)y=ME,. Man schliesst auf £,F=0. Gesetzt
F=F —FF,, kommt sofort FE=FEF=0, FF=F,
E\F=FE,\, FE,=F, WE, =WMEFSWMF, WMF=WMFE cWE,
heraus, also #F, =MF",

BemerkunGg: Im vorigen Satz erfordet der Beweis nur

die Moglichkeit £ (1— F) unter der Form #F; schreiben
zu konnen.

KoroLLAr ¢4: In einem reguliren Modul B hat man
ME, ME)=WE". Es gentigt £'=FE + F zu nehmen, da
E + F Idempotent ist.

KoroLLaR 5: [st ein reguldrer Modul gegeben, dann,
wenn W bsw. W die Am. von zwei ldempotenten E und E'

sind, ist die Summe (B,9') Am. eines Idempotentes.

Sarz 30":  Sind in einem reguliren Modul ¥ und ¥’ die
Am. von swei Idempotenten E bzw. E', dann existiert ein
Idempotent F, das folgende Bezichungen erfiillt: FE =
=FEF=0, UN® =808, wobei ¥ der Am. von F ist.
Falls 2%, dann ist #NW=ANW, also geniigt es =0
zu nehmen. Wenn aber dies nicht der Fall ist, kann man
man folgendes beweisen: ¥ NW =W UL —E)NWM(1—£)=
=M1 —E)N Y wobei " der Am. von {1 —E£)E’ ist.
Namlich, wenn x=m (1 —FE)=m'(1 — E') ist, wobei
m,m e hat man ¥(I —E)=x, x(1 —E)E'=xE'=0.
Umgekehrt, wenn x =m (1 — £) und x(1 — E)E'=0 ist,
hat man x(1 — F)=x, x£'=0, also x=m/(1 — E'). Nun
nennen wir £, das Idempotent dessen Am. #1"=8(1—E))
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ist. Da wir #E (1 — E)E' =0 haben, schliessen wir auf
ME <. Dann leiten wir EE;=0 ab aus den Beziehungen
WMEE, SW'E,=(0). Gesetzt F=E;— E,E, kommt sofort
FE—0, EF=0, E\F=F, FE,=E heraus, also ist &
der Am. von F. Der Satz ist somit bewiesen.

BemerkunG: Im vorigen Satz erfordet der Beweis nur
die Moglichkeit den Am. von (1—£E)E' als Am. eines
ldempotentes betrachten zu kénnen.

KoROLLAR 4': In einem veguliren Modul ist der Durch-
schuitt ROW der Am. von zwei [dempotenten E und E'
Am. eines ldempotentes.

KoroLLar 5 : st ein regulirer Modul gegeben, dann ist
der Durchschnitt WE N WE' Am. eines ldempotentes.

7) Moduln mit Vielfachenkettensatz— In diesem Para-
graphen werden, unter der Annahme # ein Q-Modul mit
Vielfachenkettensatz fir Q-Untermoduln zu sein, mehrere
eigentliche Betrachtungen entwickelt.

Bei [5, S. 9] findet man folgende zwei Sitze bewiesen:

Satz 31: Wenn in W der Vielfachenkettensatz gilt, so
hat man die Gleichheit M =WA | fir jeden Endomorphis-
mus A, dessen Am. ®,=(0) ist. Mit anderen Worten:
aus @, = (0) schliesst man auf # =34 =M.

Satz 32: Wenn in W der Viel fachenkettensatz gilt, so
gibt es fiir jeden Endomorphismus A eine ganze Zahl r
Ffir welche die Gleichheit ¥ — (847, Q) erfillt wird.

KoroLLAR 6: Ist 3 ein Q-Untermodul von W dessen V1. s
nicht nilpotent ist und gilt in W der Viel fachenkellensatz,
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dann ist der Exponent eines Elementes Aes hochstens gleich
der ganzen Zahl r die dem A entspricht.

Satz 88: Gilt in W der Vielfachenkettensats, so ist H
divekte Summe einer endlichen Anzahl von unzerlegbaren
Q-Untermoduln. Obwohl der Beweis sehr leicht ist, werden
wir, zum Vergleich mit den entsprechenden Betrachtun-
gen vom nichsten Paragraphen, ihn entwickeln. Zunédchst
einmal, ist ¥ unzerlegbar, so ist der Satz bewiesen.
Danach falls # zerlegbar ist setzen wir #=#,4-%,. Wenn
M, nicht unzerlegbar ist, schreiben wir #, =¥+ &Y,
worauf wir # =3, + %/ 4 #, schliessen. Nun kommt #{ in
Betracht. Da die Kette > %, D #; O --- endlich ist, muss
man unbedingt einen Summanden ¥;, von #, finden,
der unzerlegbar ist. Indem wir #=%,+% schreiben,
betrachtet man weiter den Untermodul £. Man gelangt
zu =¥+, ¥=9 +¥,+%Z,, wobei ¥, und ¥; unzerleg-
bar sind. Der Prozess geht tiber Z, weiter. Er endet néti-
gerweise, da £D%,; 0%, D - - eine endliche Kette ist.

KororLarR B:  [n einem Modul ¥ mit Vielfachenketten-
satz ist dev Einsendomorphismus eine Summe einer endlichen
Anzahl von primitiven Idempotenten.

Satz 34: Gilt in B der Vielfachenkettensats und wird ¥
durch seine minimalen Q-Untermoduln ersengt, dann ist ¥
vollstindig redusibel. Es sei #, ein minimaler Untermodul
#0. Suchen wir die Summe #, aller minimalen zu
isomorphen Untermoduln, die wir mit #;, %, usw.
bezeichnen. Wenn m; e #,, dann gehoért s, zu einer
Summe A, einer endlichen Anzahl von solchen Unter-
moduln. Nehmen wir als moglich die Herausnahme der
Menge der betreffenden Untermoduln einer abzahlbaren
Anzahl, die eine direkte Summe ist, an. Indem wir
u 4+ +84 oM +u> - DR+ - D schreiben,
stosst man auf einen Widerspruch gegen den Vielfachen-
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kettensatz. Dies bedeutet, dass 3, eine Summe einer
endlichen Anzahl von Untermoduln zu #; isomorphe und
der Form #,=u{+ .- 4+ #{» ist. Dies angenommen,
betrachten wir die minimalen! nicht isomorphen Unter-
moduln #;,%,, usw. Wihlen wir unter ihnen, falls méglich,
eine abzihlbare Anzahl #,,%,, .... Die Summe dieser
letzten ist direkt, da %, -- %, eine direkte Summe ist, und
der Beweis durch vollstindige Induktion kann man sofort
benutzen. Hieraus schliesst man das Vorhandensein einer
endlichen Anzahl von Klassen isomorpher Untermoduln.
Diesen verschiedenen Klassen entsprechen Summen
w, W, ... W . Dann ist nétigerweise

”;

q
W= Z W, W= 23,
“.HH f=1

J

v

wobei die Summen direkt und die #1{/) einfach sind. Der
Satz ist somit bewiesen.

Satz 85: Ist in einemn Modul 8 mit Viel fachenkettensats
ein Untermodul W gegeben, dann ist im allgemeinen (wie
tibrigens bei einem beliebigen Modul geschieht) Bmc . Es
existiert jedoch eine minimale ganse Zahl k, fir welche

W' = '~ (= ' = -.-). Namlich nehmen wir #>53m>
oMW =1 =-.- an. Da wir auch m‘c#m’c
haben, schliesst man auf ¥’ = "' = W' = - .. Setzen

wir W =", so ist auch #m'=m'. Wir haben noch
w'22n* deshalb ist w'*2 ¥ = B' = W', also W' =
=W =W =, W =Ww=Wn""=- ... Es gilt
hiermit dieser

Zusatz: Unter den Satzbedingungen, falls ¥an' =W’ ist,
so ist auch ¥w' =W, und, fiir eine beliebige ganzse Zahl
0> 0, W= # = Wn?.

Satz 86: Unter den vorigen Satsbedingungen, indem
wir W' =W' noch setzen und W D (0) annehmen, gibt es
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ein Endomorphismus R fiir welchen die Beziehungen
(0) C MR=—=W R gelten. Der Untermodul MR =¥ ist
minimal unter den in W enthaltenen Untermoduln, denen
Ki. y entsprechen, die folgende Besiehung w'y O (0) er fiillen.
Betrachten wir namlich unter den in ' enthaltenen
Moduln den minimalen Untermodul #t, unter folgenden
Bedingungen: #'c#, w'n'D(0). ¥ existiert, denn dem
Modul #' entspricht w'2u" und auch w'm' 2u% O (0), da
man M — #Wn* hat. Es sei dann Rew, sodass 'R D (0).
Man schliesst auf @—=mWw'RcWcH, t20'RD(0), u't2
SR 5 (0). Es wird motigerweise die Gleichheit T=2
gelten, also wird I = 'R =W'R sein. Andererseits hat
man MWMRc, sodann gelangt man zu der Gleichheit
WR =MW R, worauf der Satzbeweis beendet wird.

KoroLLaR 7: [Wenn der Untermodul ¥ des Satzes 35
Nilmodul ist, so hat man R DU wobei N der minimale
Untermodul des Satzes 36 ist. In der Tat die Beziehung
1 =1 wirde die Gleichheit W =W oder WMR=W zur
Folge haben. Dann miisste der Endomorphismus Ren
potent sein, was nicht der Fall sein kann.

Falls der Nilmodul #' wie # behandelt wird, gelangt
man entweder zu Bn" =" =(0) oder zu einer Kette
31 5 A5 A", Die Minimalbedingung hat das Vorhandensein
eines nilpotenten in ¥ enthaltenen Unternilmodul zur
Folge. Selbstverstindlich ist diese Tatsache auch eine
Folge der sogennanten Minimalbedingung und des Um-
standes, dass # Nilmodul ist. Hierbei ldsst man jedoch
die Moglichkeit offen, dass der fragliche nilpotente Un-
termodul kein minimaler Untermodul ist. Es lautet also:

Suatz 87: Ist W ein Modul mit Vielfachenkettensatz
und B ein O-Untermodul dessen Ki. Nilideal ist, dann Qibt
es ein Q-Untermodul @ <t dessen Ki. nilpotent ist.
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Satz 88: Wenn L ein nicht nilpotenter Untermodul
von W ist und in W der Vielfachenkettensats gilt, dann ist
der minimale nicht nilpotente Untermodul £, S % derartig,
dass es ein Endomorphismus S gibt, der folgende Bezie-
hungen er fiillt: 1) L,.S=WS; 2) der Untermodul ms —n,
ist minimaler unter den in L, enthaltener Untermoduln &,
denen Ki. w entsprechen fiir welche 1in D (0). Gehen wir
von £ aus und nehmen Z;. Man hat selbstverstindlich
g icmwm,cg,, Wm2cL, =1, Das Ideal 1| enthdlt I} und
ist also kein nilpotentes Ideal. Das hat die Gleichheiten
L1, =2, —MW!, zur Folge. Dies angenommen betrachten
wir die Menge der Untermoduln # unter folgenden
Bedingungen: #1c#;, Lu>(0). In dieser nicht leeren
Menge stellen wir mit %, den minimalen Untermodul
dar. Dann ist ,c%,, I o(0). Falls Sen derartig ist,
dass 1,S D (0), hat man (0) c #1,S =4,5<%,, &,S=1i),
112125 5(0), da WLS =!IS > (0). Man schliesst auf
die Gleichheit 2,S=%,. Nun ergeben die Beziehungen
£,ScmMSc¥, die Beziehungen £,5=®S 5(0), und der
Satz ist somit bewiesen.

Bemerkung: Die Gleichheit &, =M, erlaubt uns die
Untermoduln #tc %, fir welche {;u D (0), mit den Unter-
moduln Ncy,, fir welche £ n > (0), gleichzusetzen.

8) Moduln mit Teilerkettensatz — In diesem Paragra-
phen werden, unter der Annahme # ist ein Q-Modul
mit Teilerkettensatz fir Q-Untermoduln, mehrere
eigentliche Betrachtungen entwickelt.

Bei [5, S. 8 und 9] findet man folgende zwei Sitze
bewiesen:

Satz 81': Wenn in W der Teilerkettensats gilt, so hat
man ®©4=(0), fir jeden Endomorphismus A der der
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Gleichheit M4 =W gensiot. Mit anderen Worten: aus
M4 =MW schliesst man auf (0)= @4, und deshalb auf
WM=W4.

Savz 32': Wenn in 8 der Teilerkettensatz gilt, so gibt
es firv jeden Endomorphismus A eine ganze Zahl s fiir
welche die Gleichheit (0) = Qs NWMA® erfiillt wird.

KoroLLar 6':  [st B ein Nilmodul von 8 und gilt in B
der Teilerkettensats, dann ist der Exponent eines Elementes
Aen hichstens gleich der ganzen Zahl s, die dem A
entspricht.

Satz 838":  Gilt in W der Teilerkettensats, so ist (0)
Durchschnitt einer endlichen Ansahl untereinander ver-
schiedenen und aus W verschieden Q-Untermoduln, die
ketn Durchschnitt von zwei verschiedenen und aus W ver-
schieden Q-Untermoduln sind.

Zunichst einmal, ist (0) kein Durchschnitt von zwei
verschiedenen und aus # verschieden Untermoduln, so
ist mit (0)=(0) der Satz bewiesen. Danach nehmen wir
0)=% N#, an. Wenn #,5(0) die Gestalt U, =%;n
annimmt, schliessen wir auf (0)=# N A/ N ¥,. Nun
kommt #; D#, in Betracht. Da die Kette (0)c#l,c#ic---
endlich ist, muss man unbedingt ein # =¥, finden, das
kein Durchschnitt von zwei verschiedenen und aus M
verschieden Q-Untermoduln ist. Indem wir (0)=%,Nn%
schreiben, betrachtet man weiter den Untermodul Z.
Man gelangt zu Z=#0n%,, (0O)=¥ NP, NZL,, wobei ¥,
und ¥, die Satzbedingungen erfiillen. Der Prozess geht
tiber Z; weiter. Er endet nétigerwelse, da L&, cf,c---
eine endliche Kette ist.

Satz 34': Gilt in W der Teilerkettensatz und ist
(0)=1 8, , wobe: die B, maximale Untermoduln sind, dann
ist noch (0)=1I14,, wobei die N, maximal sind und eine
endliche Menge bilden. Den Beweis fiihrt man wie folgt.
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Schliesst in I131, diejenigen Untermoduln #;, die keinen
Einfluss auf den Durchschnitt haben,aus. Im so gewonnen
Durchschnitt IT#, = (0), nehmen wir noch an, die #, bil-

den eine unendliche Menge. Es wird (0)=11u,c 11 #.,
Q.le_
wenn man g aufhebt. Danach wird man auch

I #1,c 0 @, erhalten, weil die Gultigkeit des Zeichens
af, 7B, By
— zwischen beiden Durchschnitten die Beziehungen
(0) = Hg, I, =2, I a1, zur Folge haben wiirde,
aB 278, B

was einen Widerspruch gegen die Annahme tber die #,
darstellt. Der Prozess geht unendlich gegen den Teiler-
kettensatz weiter. Die 3, bilden also eine endliche Menge.

Satz 35': st in einem Modul mit Teilerkettensatz ein
Untermodul B gegeben, dessen Vi. s ist, dann erfiillt der
Am. W, von s, die Bedingung W20 (wie dibrigens bei
einem beliebigen Modul geschieht). Es existiert jedoch eine
minimale ganze Zahl k, fiir welche die Am. ¥,_,, ¥, von
s bsw. s, gleich sind. Den Beweis braucht man nicht
beizubringen. Ausserdem konnen wir noch andere
Schliisse ziehen. Falls s' das Vi. von #I_, =%, =4, , ="
ist, dann sind #,_,=2%' und s’ ausser umgekehrten Anihi-
latoren derartig, dass der Am. von s", fir jede ganze Zahl
m >0, noch 31_, ist. Es gilt also folgender

Zusatz: Unter den Satsbedingungen, falls ¥,_, und s
wmgekehrte Annikilatoren sind, ist auch M,_, der Am. von
s fiir beliebige ganze Zahl m>0.

Satz 86':  Unter den vorigen Salsbedingungen, indem
wir noch W =W setsen und W C W annehmen, gibt es
einen Endomorphismus R dessen Am. " folgende Beziehun-
gen W, W' CW erfillt und gleich dem Am. von R 1s2.
' ist maximal unter den W, enthaltenden Unterinoduln,
deven Vi. s' der folgenden Bedingung geniigen: s''s" 5(0).

S
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Betrachten wir ndmlich unter den #, enthaltenden Unter-
duln den maximalen Untermodul %", unter folgenden
Bedingungen: #2141, , s”s" ©(0), wobei s das Vi. von "
ist. 3’ existiert, denn dem Modul #' entspricht s'2s5"
und s's*'2s* > (0), da der Am. von s5” gleich #i, C# ist.
Es sei dann Res”, sodass Rs*D(0). Man sieht, dass der
Am. @, von Rs", die Beziehungen @2>#"2#, und sein
Vi. ¢ die Beziehungen 2 Rs"D(0), s* 2 Rs*D(0) erfillen,
da Rs*=(0) hiermit MRs*=(0), MRy, WMRs"=(0),
Rs" =(0) ergeben wiirde. Es muss also die Gleichheit
@=1n" gelten, mithin wird #1” der Am. von Rs" sein.
Andererseits ist der Am. von R gleich #"2#" worauf
man auf #" =" schliesst.

KoroLrar 7':  Wenn der Untermodul B des Salzes 35'
ein Nilvernichtungsideal s5==(0) besitst, so hat man, unter
den Bedingungen vom Satze 36/, W' D4, In der Tat wiirde
die Beziehung ¥ =% die Gleichheit #"=#_zur Folge
haben. Also wire 3, der Am. von R und Rs". Indem wir
# durch die Beziehung PR*=(0) definieren, werden wir
PR, PRs" = (0) erhalten, was Pc#t, und auch =1,
ergibt. #, wire also Am. jeder beliebigen Potenz von
Res’cs, was nicht der Fall sein kann.

Falls der Modul %" +# wie % behandelt wird, gelangt
man zu #/2%", danach, aus #'=%", zu W c WM, wenn
11" c #. Der Prozess geht weiter, bis man auf #* =
stosst. Jetzt wissen wir Folgendes: indem wir von #*™
ausgehen, gewinnen wir #*¥ =3*"=m. Dann hat man
£~' =(0), wenn # das Vi. von #*® ist. Also:

Satz 37 : [st W ein Modul mit Teilerkettensals und #
ein Q-Untermodul, dessen Vi. Nilideal ist, dann gibt es e¢in
Q-Untermodul @21, dessen Vi. nilpotent ist. Selbstver-
stindlich ist diese Tatsache auch eine Folge der Maximal-
bedingung und des Umstandes, dass das Vi. s Nilideal
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ist. Hierbei lisst man jedoch die Moglichkeit oifen, dass
der fragliche Untermodul kein maximaler Untermodul ist.

Satz 38': [Wenn & ein Untermodul ist, dessen Vi, s
nicht nilpotent ist, und in ¥ der Teilerkettensatz gilt, dann
ist der maximale Untermodul 3,214, dessen Vi. s <5 nicht
nilpotent ist derartig, dass es ein Endomorphismus S € 5t
gibt, der folgende Beziehungen erfiillt: 1) der Am. ¥y von S
ist auch Am. von Ssi; 2) W, ist maximal unter den L,
enthaltenden Untermoduln 9, denen Vi. x entsprechen, fitr
welche s, O (0). Gehen wir von £ aus und nehmen %,.
Dann sind %, und s umgekehrte Annihilatoren. Die
Am. von 5, 52 sind sogar gleich. Dies angenommen,
betrachten wir die Menge der Untermoduln # unter fol-
genden Bedingungen: %24, £s; D (0), wobei ¢ das Vi.
von 3 ist. In dieser nicht leeren Menge stellen wir mit
#1, den maximalen Untermodul dar. Falls fur Ser, die
Beziehung Ss, +(0) gilt, dann gentigt der Am. %{, von S,
den folgenden Bedingungen: # D £/2 Uy; fir seinen Vi. s/
ist £/ 5, +=(0). Also ist £ =1, mit 87 Ss, = (0). Anderer-
seits, indem.wir @ durch die Beziehung ®Ss;=(0) defi-
nieren, ist es MOQ 21}, Ss, -5, =557D(0), da MSs? =(0)
hiermit MSc#,, #MSs = (0), Ssi=(0) ergeben wiirde.
Da wir noch @ = #{ haben, ist der Satz vollstindig
bewiesen.

9) Moduln mit Doppelkettensatz — Wenn Minimal-und
Maximalbedingung in 3 gelten, so sagt man: es gilt die
Doppelkettensatzbedingung.

Bei [5, S. 9] findet man folgende Aeusserungen
bewiesen:

Sarz 39 (und 89'): In einem Modul mit Doppelkettensatz,
hat man v =s, fiir jeden Endomorphismus der die Bedin-
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gungen MOMAD - DWA =WA" =, QCQpC-
C @y =@ — - erfullt,

Koroirare 8 und 8': In einem Modul B mit Doppel-
kettensatzs, hat man M= WA, 0.4), WA NQ.L,=(0), wober
r==s die Zahl des Satzes ist. Fiir jedes x € Q 15t x4"=0,
und so bestimmt A einen nilpotenten Endomorphismus in
O und indem WA =WA ist, dann bestimmt A4 einen
Automorphismus in WA

KoroLLaR 9:  Fliir jeden Endomorphismus A einer
unzerlegbaren Gruppe B mit Doppelkettensats, haben wir
entweder M=WA" —-WM4, mit Q,=(0), und A ist ein
Automorphismus, oder W=Qur, mit M4 = (0), und A
ist ein nilpotenter Endomorphismus.

KoroLLar 9': Wenn in W der Doppelkettensatz gilt
und (0) kein Durchschnitt von zwei aus Null verschiedenen
Untermoduln ist, entweder Qqr—= @ 4=(0), und A ist ein
Automorphismus, oder WA= (0), und A ist nilpotenter
Endomorphismus. Zweifellos # ist dann unzerlegbar und
der Korollar ist giltig (wie 9). Wir koénnen aber 9
beweisen, in em wir nur die Beziehung #.A"NQ 4= (0),
in 8' angegeben, benutzen.

KororLLare 10 und 10':  Nehmen wiv die Fdlle 9 oder 9
an, dann, wenn A ein Automorphismus ist, falls A—A4*30,
ist auch A— A* ein Automorphismus. In der Tat wissen
wir, dass 4 — A? nicht nilpotent sein kann, weil sonst
ein Idempotent bestiinde, das ein Polynom in A wire.

Bei [1, § 6] findet man folgenden Satz:

Satz 40:  Wenn in einem Modul ¥ mit Doppelkettensals
ein Untermodul B der Linge <c gegeben wird, und Ai,--, 4,
solche Endomorphismen von 8 sind fiir welche ¥4, A.:2(0)
und VAW, dann gibt es einen Untermodul By, der fol-
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1,c7

‘ﬁ

c N, =
= (.4, -, 1,4,), [Man vergleiche den mit [6] owﬁobbmm
Artikel von Levitzki]. Setzen wir #2%' = A, -, 0A4,).
Der Untermodul ¥ ist (0), da #'2#.4,D(0) ist. Danach
setzen wir R2W 2N =W 4,, -, W), mit WA,c84;.
Der Untermodul #” ist #(0), weil #"2% .4,2%.4,4,> ,v
Wir konnen fortfahren und die Normalreihe | 420232 , >.
~2895(0)|, mit #0204, 4. 2(0), bilden. Da die ﬁmbmm
dieser Normalreihe ¢ + 1 und die Linge von ¥ hochstens
—¢ ist, werden sich Wiederholungen ergeben. Indem wir
WA — (W4, , -, B4,) =AY setzen, ist der Satz hiermit
bewiesen.

gende Besiehungen bewahrheitet: (0)

Satz 40 :  Ist ein Untermodul N eines Moduls mit
Doppelkettensatz gegeben, wenn s das Vi wvon U ist und
wW/n eine Linge <c¢ hat, dann, falls A, ,-, . Endomor-

phismen von W sind, fiir welche 4, A s2(0) und A58,
gibt es einen Untermodul By mit Vi. sy, fiir den Bu\%ﬂmu”xm
Bezichungen bestehen: 1) s cW; 2) =0, N .- N X,

wobei O, den Am. von A sy bed utel, Setzen wir s2s' =

=(A48,---,4.5)>(0) und bezeichnen mit ¥’ den L....,,:.f
von s'. Es wird #icii’ c# sein. Danach setzen wir
52828 = (A,  ,45)2 A1 4,5>10) und UmNmmovcm.s
mit 9’ den Am. von s”. Man hat ficWc#'c@m. Wir
konnen fortfahren und die Normalreihe AW 'S .

cu?c#| der Linge ¢+ 1 bilden, von der man eine
Normalreihe derselben Linge und der Form |35
SN ... SWR=(0)| ableitet, was nicht ohne /Z.wo.am?
holungen geschehen kann. Angenommen #“"==8" so
ist dieser Untermodul den Am. von s” und von 5=
= (457 -, A s"). Satz 2' ergibt nun #"=@, N --- N Q,
wobei @, mmn Am. von A;s” ist, was den Satz beweist,
indem man 3Y=1,, -;IE setzt.

Satz 41: Ist ein Untermodul ¥ > (0) der Linge <c in
einem Modul W mit Doppelkettensatz gegeben, und sind
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Ary -y Ac Endomorphismen von M fiir welche A, --- A, #+0
und A=0A,, - ,84.), dann gidt es einen nicht nilpotenten
Endomorphismus von B, der ein Produkt von Potenzen
der A, ist, [6]. Unterscheiden wir, unter den #.4,, diejeni-
gen die wir ausschliessen kénnen, ohne die Summe zu
dndern. Zum Beispiele wird es #=45,,.--,%B)) sein,
wobei d<¢ und die B, gewisse A4, sind. Wenn d=1
wire, dann aus der Beziehung ¥ =B, wirde man auf
B} =% >5(0) schliessen, und B, wiirde den Satz beant-
worten. Falls d>1, bemerken wir folgende Beziehungen :
©oca>9B,=3BB,  ,48,8)>(0). Indem wir B,=B,,
schreiben, bezeichnen wir mit B,, das Element B, fir
welches (0)c B, B, = (B, 8B,,,B..,, -, %B,B,,, B..) .
Es existiert eine derartige Endomorphismenfolge B, ,
B,., -, dass UB,, . - By, D(0), wobei ¢ die im Satze
angegebene Zahl ist. Jetzt beweisen wir das Vorhanden-
sein eines Untermoduls # und auch von Endomorphismen
iy, Al (diese aus Produkten der A, gebildet), die den
folgenden Bedingungen gentigen: #2%'2(0), A --- 4.0,
W=W]A, -, WA,). Wir werden zwei Fille unterschei-
den. Im ersten Fall nehmen wir an, dass es ein Produkt
von ¢ der B,,, die sich in B,,., -, B, einanderfolgen,
gibt, das B,, = B, nicht enthilt. Im zweiten machen wir
die entgegengesetzte Annahme. Wenn der erste gilt, sei
es A, -, A, das fragliche Produkt. Man hat #1.4|-
- A.2(0), ¥A4;=%, und nach dem Satze 40 auch (0)cH'cH,
W=@;4,  -,WA4). Da 4, -, 4. der Endomorphismus
B, nich enthalt, wird (81.4;, -, %.4)) c ¥ sein, und deshalb
W' c@. Nun wenn wir aus ¥' und den 4; ausgehend den
fraglichen nicht nilpotenten Endomorphismus bilden
konnen, bleibt der Satz bewiesen. Andernfalls geht der
Prozess weiter. Gesetzt, wie im zweiten Fall, dass ¢
einanderfolgende Faktoren des Produkts P=25B,,. B,
den Endomorphismus B,,, = B, enthalten, durfen wir zB.
P=PB,, - PiB,, - PB, schreiben, wobei P;,P;,
Produkte der 4; sind, die dieselbe Stelle wie im P haben,
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und ausserden weniger als ¢ Faktoren 4; enthalten.. Die
Zerlegung von P enthilt sodann mindestens ¢ Faktoren
in solcher Weise, dass es ein Teil von P, P'= A A,
(A;, = P;B,,), existiert, wobel die A; einander in P fol-
gen. Wie im ersten Fall, hat man nun NP o (0), 84,54,
also, nach dem Satze 40, es existiert &', der r&mmnm.mu
Bedingungen geniigt: (0)c W', W= (& Ay -, w;.f g
os folgt W c N wie wir aus V4, =8P, B, UB,, ziehen.
Bis jetzt besteht folgender Zusammenhang: falls a,v._ :
gibt es immer einen Untermodul & der folgenden w_wn:ﬂ-
geniigt: (0)c W ] n— (@A, WA, A AF0,
wobei die 4; Produkte der 4, sind. Gehen wir von %
aus, dann kénnen wir unsere Betrachtungen widerhollen.
Mann gewinnt eine Folge von Untermoduln %Uuaau.%:u.:_
die man bis %" D %Y D (0), ¥ B =", wobei B ein Pro-
dukt der 4, ist, fortsetzt. Die Minimalbedingung .Emorﬁ
namlich jener Folge ein End. Die letzte geschriebene
Gleichheit ergibt den Satz. B ist der gewtinschte Endo-
morphismus.

KoROLLAR 11: Wenn @ eine Menge von nilpotenten En-
domorphismen eines Moduls mit Doppelkettensats ist und
das Produkt von swei Elementen von €@ su @ gehort, dann,
unter der Annahme B eine Linge = n hat, ist gleich Null
das Produkt von n Elementen von ©. Es sei 4y, , A, e€
und A, --- A, = 0. Der Modul # erfiillt folgende Bezie-

hungen: ¥4, .- A, =(0), ¥4, . Es existiert, wie der
Satz 40 behauptet ein Untermodul #, derartig, dass (0) <
c# e, N =4, ,84,) ist. Danach der Satz 41

behauptet das Vorhandensein eines nicht ::moﬂmuﬁmz
Endomorphismus von #, der ein Produkt der A, ist. Man
stosst auf einen Widerspruch, da jenes Produkt zu @
gehort. Man muss A, A,=0 haben.

KoroLLAR 12: [In einem Modul dessen Linge n ist, dann
und wur dann kann B Niluntermodul sein, wenn w'=(0).
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Kororrar 18: Wenn in 3 der Doppelkettensatz gilt,
dann ist nilpotent der iibliche Radikal seines Endomorphis-
menringes. Der Exponent ist hochstens gleich dev Modullinge.

Sarze D und D :  Ist ¥ unserlegbar und gilt in W der
Doppelketiensats, dann ist der Radikal seines Endomorphis-
menvinges die Menge aller nilpotenten Endomorphismen,
(1, § 6]. Zunichsteinmal ist nilpotent jedes Element des
Radikals. Danach, wenn A4 nilpotent ist, nehmen wir

A0, A4*=0 an, und betrachten das Rechtsideal

durch A4 erzeugt, welches die Form 4Q hat. Wir wollen
beweisen, dass dieses Ideal nilpotent ist. Seine Elemente

sind nilpotent, weil A4S, (SeQ) ein Automorphismus A
wire, falls nicht nilpotent ist. Aus 4S5 = H wirde man
sodann A4'S= _4""'H=0 ableiten, was einen Widerspruch

darstellt. Da 4Q Nilideal ist, schliesst man, wegen
Korollars 11, auf seiner Nilpotenz. Die Behauptung ist
hiermit bewiesen.

Satz 41':  Ist ein Untermodul B C W eines Moduls mit
Doppelketiensats gegeben, hat W/ eine Linge Zc, ist s das
Vi. von ¥, sind A,,---, A, Endomorphismen von ¥ fiir
welche Ay --- A, =0 gilt und ist % der Durchschunitt der
Am. @&, der As, dann gibt es einen nicht nilpotenten Endo-
morphismus von M, der ein Produkt von Polenzen der A;
ist. Unterscheiden wir, unter den @, diejenigen die wir
ausschliessen kénnen, ohne den Durchschnitt zu dndern.
Zum Beispiele wird es # =@, N --- N @,, sein, wobei d=Z¢,
die @;; die Am. der Ideale B,s und die B, gewisse 4; sind.
Wenn d=1 wire, dann aus der Beziehung #1=@, wiirde
man auf das Folgende schliessen: # wire Am. von Bs,
auch Biscs und Byscs. Der Am. von s wiirde noch 3
sein und # und s wiren umgekehrte Annihilatoren.
Schliesslich wiirde #ic# Am. von Bis sein fur beliebige
ganze Zahl m, und B, wirde den Satz beantworten.
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Falls d>1, wollen wir auf die Beziehungen # > %ﬂe:__n
= Qpp, N - N Qop,, WODEL Qpyy, Am. von B, B:s ist,
schliessen. Namlich ist (Bis, -, Bq4s)cs, da %@.muﬁov.
Mithin hat man (BsBis, - , BaBas)c Bys. Nun ist Rm.%ﬁ
ein Element vom ersten Glied annuliert, dann wird
xBsBis=(0), xBae @, (i=1,,d), xBse#, xBys=(0)
sein,und, wie oben behauptet, wird ®§.mobm¢ der Am.erstes
Gliedes sein. Wir miissen die Ungleichheit @ =@, c3#
nicht vergessen. Es sei dann B, solches B;,dass @s,, 5, CH#.
Wenn wir die Beziehung (B, Bwm.Bis, , By, B, Bas) <
c B B,..5 ins Auge fassen, sehen wir, Smm.?armn. mmmm
fur Hoao.m xeW vom ersten Glied mb:.c:ml cb.a H:.H
jedes ¢ die Gleichung xB,., B,.Bis=(0) gilt, was Emn.B:
4B, B, €, 2B, B,,.5=(0), und auch x €@, ,,, mnmﬁ.vn.
Die Am. beider Gliede sind gleich. Es existiert eine
derartige Endomorphismenmenge By B,y -~ dass
@y, b, - 0n. C B, wobel ¢ die im Satze angegebene .NNE
wmn._ anma _uméﬁmoﬂ wir das <olpm:amdm.m§ eines CE@T\
moduls #' und auch von Endomorphismen A,y Al
(diese aus Produkten der 4; gebildet), die aow moﬁmmb&oﬁ.
Bedingungen geniigen: 1) #C Wcm; 2) kmw \__imo.,
3) W=, N - NQ,, wobei @, Am. von A s c.bm s' Vi.
von ¥ ist. Wir werden zwei Falle unterscheiden. Im
ersten Fall nehmen wir an, dass es ein Produkt von ¢
der B, die sich in By, ) Bus mwsmﬂawlopwn?.m&r
das B,, = B; nicht enthalt. Im zweiten Bmovm.b é:..%w
entgegengesetzte Annahme. Wenn der erste m:n“ sel es
Al --- AL das fragliche Produkt. Man hat A --- A.s>2(0),
da Ai--- A.s =(0) hiermit zB. B, - B, Al \&mm
s B8 B, By AL - Ais =(0) ergeben wiirde, was
falsch ist, weil der Ani. des ersten geschrieben >:man\=nWmm
cm ist. Aus den Umstdnden A - AlsD(0), .mrm.Mm,
fihrt man, nach dem Satze 40/, zum Vorhandensein eines
derartigen %, dass: 1') pcw' cH|; 2) %\W@a_ N ....D Q,..
Da A, -, Al den Endomorphismus B, nicht enthilt und
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1s'c A's ist, wird #' ># sein; deswegen werden die
oben gennanten Bedingungen 1), 2) und 3) erfiillt. Nun
wenn wir aus 3 und den A4; ausgehend den fraglichen
nicht nilpotenten Endomorphismus bilden kénnen, bleibt
den Satz bewiesen. Andernfalls geht der Prozess weiter.
Gesetzt, wie im zweiten Fall, dass ¢ einanderfolgende
Faktoren des Produkts P =2B,, - - B,. den Endomor-
phismus B, ==B, enthalten, dirfen wir zB. P=28,, P,---
-+ By, Py - B, P schreiben, wobei Py, Py, - -, P, Produkte
der 4; sind, die dieselbe Stelle wie im P haben, und
ausserdem jedes P, weniger als ¢ Faktoren A4, besitzt.
Die Zerlegung von P enthalt sodann mindestens ¢ Fak-
toren in solcher Weise, dass ein Teil von P, P'= A4, ---
o Ai,y (A, =B, P;), existiert, wobei die A, einander
in P folgen. Wie im ersten Fall, hat man nun 7's>(0),
Aiscs, also, nach dem Satze 40/, existiert ', der folgen-
den Bedingungen geniigt: 1") #c# cM; 2") #'=Q, N ---
- N Qq,. Es folgt # o wie wir aus A s=B,, P;ysc B,,s
und s’ c s ziehen. Bis jetzt besteht folgender Zusammen-
hang: falls 4>1, sind immer die drei oben angegebenen
Bedingungen erfiillt. Gehen wir von ¥’ aus, dann kénnen
wir unsere Betrachtungen wiederholen. Man gewinnt
eine Folge von Untermoduln #IcW c W' c - -, die man
bis " c A’ cH;, 1" =@,, [(@,=Am. von @s” und s” Vi.
von %Y, wobei @ ein Produkt der A, ist], fortsetzt. Es
wird 1“ Am. von Q"s” sein, und deshalb ist O kein nil-
potenter Endomorphismus.

KororLrar 11 Wenn € eine Menge von nilpotenten
Endomorphismen eines Moduls mit Doppelkettensats ist
und das Produkt von zwei Elementen von € zu © gehort,
dann, unter der Annahme, dass B eine Léange =mn hat, ist
gleich Null das Produfkt von n Elementen von &. Dieser
Korollar ist genau derselbe wie der Korollar 11. Der
Beweis stiitzt sich hier aber auf die Sitze 40’ und 41’
Es sei 4,,---,4,e@® und 4, -- 4,%0. Der Untermodul (0)
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erfullt folgende Bedingungen: 1) das Vi. von (0) ist s=0;
2) die Lange von W/(0) ist Z#u; 3) A 4,2>5(0) und
A;0cQ. Es existiert, wie der Satz 40" behauptet, ein
Untermodul #,, dessen Vi. s, ist, derartig, dass wir
O cthcHm, Hi=0,n-- NQ, haben, wobei die @; Am.
der A4 s, sind. Danach behauptet der Satz 41’ das Vorhan-
densein eines nicht nilpotenten Endomorphismus von i,
der ein Produkt der A4, ist. Man stosst auf einen Wider-
spruch, da jenes Produkt zu @ gehort. Man muss
A, --- 4,=0 haben, wie gedussert wurde.

KoroLLaR 12':  [n einem Modul dessen Linge n ist, dann
und nur dann hat ein Untermodul ein Vernichtungsnilideal,

wenn s* =(0).

10) Uber den Satz von Krull — Unserer Meinung nach,
werden sich viele andere Sitze ergeben koénnen. Wir
machen hier Schluss, indem wir nur noch einige Sitze
aussprechen, die mit dem Satz von KruLL in Zusammen-
hang stehen,

Satz 42:  [st W ein Q-Modul der Form =@, -, M)
und nehmen wiv diese Summe als dirveckt an, d. h. gelten
die Bedingungen 30 My, -, 8, Wy, -, W) =(0),
(t=1,2,--,h);, dann, indem wir W= (B, -, W,
W1, -, B selzen, schliessen wir auf: 1) %N W, = (0),
2) (M, W)=W; 3) ™\ - NR N W 0 -2 0 W =W,;5
4) Mmn - N =(0).

Satz 48: Unter den Bedingungen vom Satze 42, gibt es
Idempotente E.,---,Ey, fiir welche: 5) W;=ME; und
m,=QE;; 6) 1=FE 4 -+ E, und E;E; =0, falls i,
7) Q=0F, + - +QE,; 8) das Vi. von M, ist s;=
=EQ+ +EOVE O+ +EQ; ) m=0F+ -
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+mm...|~+mm.“.t LR () /o 10) das Vi. von ; ist
mxnmmm.

Satz 44:  Ist W ein Q-Modul mit Doppelketiensatz und
gelten, unter den Bedingungen von Sdtzen 42 und 43, die
beiden Zerlegungen M=m + - +W,, WM =9, 4+ - + 1,
dann, indem wir sowohl die M, wie die Y; als unzerlegbar
annehmen, wenn die entsprechenden Zerlegungen wvon 1,
l=FE+ - +E,, 1=F+ - + F, sind, gibt es ein F;
fiir welches das Produkt F;E\ ein Automorphismus von
W, ist.

Kororrar 14:  Der Endomorphismus F, (falls F;=F,
ist) bestimmt den Isomorphismus ¥y, =8 Fi=1, wnd
der Endomorphismus E, bestimmt den Lsomorphismus
ﬁ—nﬁ_h._”mué_.

Sa1z 45:  Gelten die Bedingungen vom Satzse 44 (mit
Fy=F) und setzen wir Gy=FE\Fi+ Es+ --- + E,, H,=
=MNE+F+ -+ Fo, Ki=EF i+ Fa+ - + Fy,
Li=FE+E,+ - + E,, dann definieven wir Automor-
phismmen von W .

Sitz 46: Wenn in W der Doppelkettensats gill, dann
und nur dann W —=mA4 ist, Sfalls der Endomorphismus A
einen Am. @, = (0) hat.

Satz 47: Unter den Bedingungen von Sdtzen 44 und 45,
wenn \o\%&&a@ cusdtliche Bedingungen erfiillt sind: 1) fiir
Jedes i=1,2, - odist W =P+ + P+ W+ -+ B,
M=+ AV + WA Popa + - 85 2) G=EFi 4+
+M.Lﬁ.+m.“.+~+ o+ Ey ound Hi=F;+ - + Fig+
+ FiEi + Fipo+ - 4 F sind Automorphismen; 3) durch
G: hat man W, G,=P,, - W, G, =1P; und durch H; hat
man Py Hy=P., -, 9 H/=8;; dann ist es moglich G,y und
Hery derart zu bestimmen, dass: «) Gopr=E F + ---
le,oA: Nwm.TH + N.T.m + - 4 £, und NuN?_L =¥ + -
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+ N..Jm l_l N‘w\TH .m.,o.TH nT Nu,onTm |_l + Nﬂ: sind kA&woseﬁv\E.%-
men; B) a1 Gorr = Vo1 y Pop1t Hopr=Wop1 5 7)) M=+
s o F W 4 + WL, WM=P 4 + P+ By +
+ Poy2 + - + Wi

Satz 48: Ist W ein Q-Modul mit Doppelkettensatz und
sind W =W+ - +W,, W =P+ -+ P swel in unszer-
legbaren Q-Untermoduln Zevlegungen, dann ist h=rk und
kann man die P; so suordnen, dass: 1) G=E,F\+ -+ E,F,
wund H=F.,E\ + --- + F,E), sind Automorphismen; 2) fiir
jedes o=1,2, -, b gelten die Gleichheiten W,G = P,
P H=m,.

Satz 42/ Ist WM ein Q-Modul und nehmen wir
O)=mn- -0, &®,&H@;N--- 0@ NA,N---N ,)=#!
an;: dann, indem wir ;=W n.. . n¥_ N¥, 0. -NW,
setzen, schliessen wir auf: 1) (B, N,)=W; 2") W, N U, =(0);
8) (B, - By By, W) =25 ) (B, W) =3,

Sarz 43':  Unter den Bedingungen vom Satze 42', gibt
es Idempotente E\,--- | El, fitr ém?l\a 2 5 W, ist der Am.
von E}und das Vi.von ; ist si=FE}Q; 6) 1=FE1+ --- + £},
und E;E;=0, falls i%j, 7) O=FEQ+ - + ELQ;
8) das Ki. in W;ist w=QF + - +OEL+QFE L+ -
o - QEL9) das Vi von W, ist E1Q4 - 4+ Ei Q4+
4+ ElL Q4 - 4+ ELQ; 10) das Ki. in B, ist mi=Q E;.

Sarz 44 ¢ Ist W ein Q-Modul mit Doppelkettensats und
gelten, unter den Bedingungen von Sditzen 42' und 43', die
beiden Darstellungen 0)=%8, N - 0 #,, (0)=@, N ... NQ,
dann, indem wir sowohl die M B, wie die W|Q; als unzerlegbar
annehmen, wenn die entsprechenden Zerlegungen von 1,
1=FE\+ -+ Ej), 1=F{+ - + Fi sind, gibt es ein y 0%
fiir welches das Produkt FjE{ ein Automorphismus
von ¥ ist.
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Zusatz: ¥y ist genau der Am. von E{F}.

KoroLrar 14':  Der Endomorphismus F{ ( falls Fi=Fi)
bestimmt den [somorphismus ¥y ~ W, F{=P, und der Endo-
morphismus E bestimmt den Isomorphismus ¥, =P, E{=8,.
Selbstverstindlich, definieven wir ¥; durch die Gleichheit
wﬁﬂ.”ng - N m?.l— n QIL D - N @».

Zusatz: @, ist genau der Am. von Fi{E{.

Satz 45':  Gelten die Bedingungen vom Satze 44 (mit
F!=F{) und setzen wir G{=FE\I'i +E; 4+ --- + E},, Hi=
—=FE+Fi+ - +Fl,Ki=E{Fl+Fi+ -+ Fl, Li=
=F{E{+ E;+ --- E}, dann definieren wir Automorphis-

men von WM.

BezeicununGen ¢ Wir werden folgende Bezeichnungen
benutzen: ¥+ - +¥.=A, N .- NQ=<,;, N .
N =T,

Zusatz: Unter den Bedingungen vom Satze 45', kann
man in Vi, R, durch @, in <7, Q durch B, ersetsen derart,
dass QNN - NW, =0)=1,NAQN.-..NAQ, Ausserdem
hat man 1,G, =%, Q. H =0, 1, K{=0,, @ [ =14,.

Satz 46': Wenn in W der Doppelkettensats gilt, dann
und nur dann ist gleich Null der Am. @, eines Endomor-
phismus A, falls W =MmA ist.

Sat1z 47':  Unter den Bedingungen von Scdtzen 44" und
45, wenn folgende zusdtliche Bedingungen erfiillt sind:
V) fiir jedes i=1,2, - ,p ist M=A L ¥, 4+ ... + 8,
WA F B F B+ B 2) G—EVF o + EFL
+ Elg+ -+ Ey H=Fl+ - +F.+ FE+ Fiat+ -
b Fl, Kl=F|+ - +Fla+ EFi4+ Fly + - + Fi,
Li=FE{+ -+ E +FIE;+Eln+ - + E}, sind Auto-
morphismen; 3') durch G; hat man ¥, G;=%9,,--- | W, Gi=¥,



342 A. Almeida Costa

und durch H} hat man ¥, Hi=%,, -, P, HI=W8,; dann ist
es moglich G, , H, , Nm'm._l, Loy, .
dass: o) die angegebenen Ausdriicke sind Automorphismen ;
E) By Gy =Vosry Popn H  =Bopy; ¥) B =40+
Woro 4 -4+ 8,, M=A 4+ Wy + P+ - + ¥,

derart zu bestimmen,

Zusatz:  Unter den Bedingungen von Sdtsen 44/, 45" und
thren Zusdtzen, wenn wir nock Folgendes annehmen: 1") fiir
Jedes i=1,2, .- 01ist V;der Am.von E\F{+ --- + EiF};
) z; ist der Am. von F{E| + --- + FIE}; 83 ViaN@: N
NN NP =(0), Y NWNQipaN--- N Q= (0); dann
gelten dieselben Eigenschaften fiir i=p+ 1. Ausserdem
hat man Voo G = Voo, Vo1 Hy = e41, (VN
NWep1) Ko Eoi1y (Ve N@op) Loy, € Vg

BemerkunG: Aus der Tatsache, dass #l=A,;; +
+ Woyo + --- + B ist, folgt Vo N@epeN - NQ=(0).

Sitz 48':  Ist W ein Q-Modul mit Doppelkettensatz und
sind O)=WN--- N, (0)=Q, N - NQ zwei Darstellungen
von (0), dann, unter dev Annahme, dass sowohl die W N;
wie die W/ Q; unzerlegbar sind, ist h==Fk und man kann die
.Q; so zuordnen, dass: 1) G'=FE\F{+ . ..-+ E,F), und
H =FE\ + - +F,E, sind Automorphismen; ') fiir
Jedes p=1,2,--- b gelten die Gleichheiten ¥, G =P,
Yo H =M,. Ausserdem die Differensgruppen /3, und
W/Q; sind isomorph.

Zusatz: Unter den Bedingungen voriger Satzes, hat
man fir jedes o =1,2, - b, N, G' =@, Qo H' =1,.

Die Beweise der Sidtze dieses Paragraphen, die man
bei [5, S. 11-13 und 85] nicht findet, sollen dem Leser
uberlassen bleiben.
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BewerkunG:  Bei der Korrektur hat man Satz A’ leicht
bewiesen (Vgl. S. 298). Es folgen Satz B' (Vgl. S. 308);
Korollar A' (Vgl. S. 310) und Satz C' (Vgl. S. 312). In
Gazeta de Matemdatica, Nummer 50, 1951, Lisboa, werden
wir Einiges davon berichten.
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