SUR LES IDEAUX NUCLEAIRES D'UN DEMI-ANNEAU®

PAR

A. ALMEIDA COSTA

1} Intreduction — L'importance du concept de demi-
-anneau, introduit par H. S. Vaxoiver [I], tient au fait
qu'il embrasse 4 la fois, par exemple, les nombres naturels,
les nombres entiers, les nombres positifs, les demi-groupes,
Fensemble des idéaux d'un demi-groupe, I'ensemble des
endomorphismes d’un demi-groupe multiplicatif commu-
tatif, les anneaux possédant une identité, I'ensemble des
idéaux d'un anneau, les treillis distributifs, etc..

On sait ([1I, pgs. 24-04] et [1II, pgs. 285]) que les inter-
sections de tous les idéaux a droite, ou a gauche ou bilate-
res non vides d'un demi-anneau S=la,b,¢c,.,2,52,..]
constituent des idéaux (bilateres) de . Nous représen-
terons par J;,J, et T, respectivement, ces intersections
appelées idédanx nucléaires, On sait de plus que G,-¢
implique J,=F, mais qu'on peut fort bien avoir Ta=g, T+¢;
et il en est de méme en ce qui concerne bl

Le but de cette Note c'est d'attirer V'attention sur
Pimportance des idéaux nucléaires dans la théorie des
demi-anneaux. Dans le § 2, nous démontrerons qu’en
supposant a un ideal non vide du demi-anneau &, I'idéal
nucléaire & droite du demi-anneau g est Fa(a)=F. De la
découlent certaines conséquences se rapportant i la sim-
plicité de T, et de J. Ce dernier est souvent un demi-

{2} Ce travail, en tant que conséquence d'an projet d'études, a été
réalise grice i I'aide de la Fundagio Calouste Gulbenkian,
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_anneau A division et nous aurons 'occasion de démontrer
une proposition curieuse concernant la «non-trivialité»
d'un zéro d'un demi-anneaun & division.

Dans le § 3, nous introduisons les concepts de semi-
-régularité et de régularité ([IV] et [II, pgs. 24.05]) d'un
demi-anneau et ensuite nous cherchons a donner des con-
cepts du méme nom pour les idéaux de &, de telle sorte
que la semi-régularité¢ (ou la régularite) de 1'idéal J
entraine celle de G.

Le § 4 est consacré 4 une version un peu plus com-
plete que celle qu'on trouve chez S. Bouvexe [V] du théo-
reme d'homomorphisme pour les demi-anneaux.

Le concept de T-nilpuissance sera l'objet du § 5, ol
P'on mettra en évidence, d’une facon abrégeé, les analogies
avec le concept de nilpuissance dans les anneaux. On peut
faire d’ailleurs a ce suojet la remarque suivante: il y a
certaines propositions qu’on peut démontrer indépendam-
ment de la comufativité de la somme.

Dans le § 6, nous identifierons les demi-groupes et une
certaine classe de demi-anneaux (appelés G-demi-annéanx)
caractérisés par la regle de somme que voici: x4+ y=y,
quels que soient x et y.

Ce sera dans le § T qu'on fera quelques ralsonnements
concernant la théorie du radical de Jacorson donnee par
Bourue [VI].

Enfin, le § 8 est consacré au cas des demi-anneaux #il-
culés introduits par M= Gawvio, [VII, pgs. 190] Nous y
ferons quelques remarques intéréssantes concernant le
demi-anneau réticulé &, composé des idéaux d'un demi-
.anneau & (voir aussi [VIII, pgs. 25-01], ainsi que
(IX, pgs. 18]). Par exemple: 1) en supposant non vide
I'idéal 7, de &, cet idéal T, en tant qu'un élément de &,
est un zéro trivial de &, si et seulement si & est un
demi-anneau premier; 2) le radical inférienr de S est

exactement composé de tous ses nilélements, donc coin-
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cide avec son radical supérienr; 3) sous 'une des hypo-
théses T=¢ ou T,==¢ =T, tout demi-anneau réticulé
est un demi-anneau radical. ;

2) Premiers théorémes sur les idéaux nucléaires —En pre-
nant un idéal n, de &, nous noterons J.(a), G, (a), T(a) les
idéaux nucléaires de g, celui-ci considéré en tant gu'un
demi-anneaun. Admettons qu'on ait a=¢; alors, par exem-
ple, Ja(a)=T;. En effet: si ¢, est un idéal a droite non
vide de G, tzNa est un idéal a droite non vide de g, puis-
que #+1t; AStzNa. On en tire N{ena)=an{Ne)=anT.=Ty,
donc T;(a)=T,. Dautre part, si t, est un idéal a droite
non vide de @, on aura r,a+4¢, t,a=t, Ainsi, tout idéal a
droite non vide de g contient un idéal a droite non vide
de 5, ce qui entraine T, (a)2T,. Par conséquent, J,=T,(a).
Nous avons ce

Théortng 1:— En supposant a ¢ un idéal de S, on a
TFela)=Te. Dune Jacon analogue, les relations 3, _H__H_.__"nuﬂ
T {a)=T sont valables.

Dans un demi-anneau, on a Phabitude de considérer
en tant que des idéaux triviaux les idéaux suivants: le
demi-anneau lwi-méme; l'idéal (0), &1l existe I'élément-
-zéro; et l'idéal vide. Un demi-anneau dont les seuls
idéaux a droite sont les idéaux triviaux est appelé simple
¢t droite, et on deéfinit de fagon analogue demi-annean
simple @ gauche. Un demi-anneau est dit simple, ¢'il n'a
que des idéaux triviaux.

CorovLraire 1:—Le demi-annean Ty est simple d droite, T,
est simple d gpauche ef 3 est simple. Faisons seulement
ﬂ.mm_m_:mm remarques. S5i l'on a 3=Ty, alors J est aussi
simple a droite. Autrement, si J=T,, c'est-a-dire si
Ta=¢, T59, on a T2(JT)=¢ et il existe des idéaux 4 droite
de T non vides et différents de (0) et de . L’idéal J n’est
pas simple 4 droit. Done:
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CoroLLalre 21— esf simple d droile, si el sewlement si
=il

S est dit un demi-ansnean d division, si les éléments diffé-
rents de zéro forment un groupe par rapport au produit.

Tréorime 2:—57 Lon a Ta=T, 5= 6,(0), l'idéal T est un
demi-annean d division. En effet, quel que soit xeT, les
relations G=Tx=x7T sont valables; donc les équations
ayv=4a, xa=4, ou a,beT, ont des solutions dans 3.

L'élément-zéro de G (5'il en existe) est dit #iwvial, lors-
que la somme de deux éléments est zéro, si et seulement
51 tous deux sont égaux i zéro, et, en outre, si le produit
de deux éléments est zéro, si et seulement s'il en est
ainsi de l'un des facteurs. Alors:

ThEoreME 3:— En supposant S 5(0) un demi-annean d
division possédant Uélément-zéro, pour que cet idéal soit non-
-trivial, tl faut ef il suffit que G soit un groupe (en géinéral
non conmmutatif) par rapport d la somne. La condition est
nécessaire :—51 0 est non trivial, puisque ab-0 implique
a=0 ou 4=0, il existe #,5=0 et &,5=0 tels que §,+&,=0.
L'¢quation b,y=4, (beS), est soluble. Soit y la solution.
Nous voyons que b, y+5,y=0=5+8y. Tout élément &
admet un inverse a4 droite por rapport a la somme et le
théoréme en résulte.

La condition est suffisante:—En prenant 0==be &, si
b+4+4&'=0,0on a b'=50 et 'élément-zéro est non trivial.

3) Demi-anneaux semi-réguliers et demi-anneaux régu-
liers—On dit & semi-régulier d droite, s'il existe xe S tel
que, #e S étant donné, on ait axr=q«. On en conclut que,
si ¢ est un idéal 4 droite non vide arbitraire, la relation
tG =t donne une caractérisation des demi-anneaux semi-
-réguliers 4 droite.
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e
(a,t&)=t, por tout idéal a droite t=a. Lorsque g est semi-

-régulier 4 droite, il en est de méme de tout ideal boa.

Un idéal a non vide est appelé semi-régulier & droite, si

Tutorive 4:— Pour que Fidéal a soit semi-régulier a
droite, il faut et il suffit gion att (a,(x): S)=(a,(x)), v re.
La condition est ndcessaire:— Prenons ¢ ainsi que
{a,(x)s)=>a. Nous avons (8,(0,(2)0)S) =(a,(x)s), puisque g est
suppose semi-régulier a droite; d’autre part le premier
membre peut s'écrire (g [ %)a ),

La condition est suffisante: Réciproquement, en pre-
nant t2a, on a (g, S)cr. Il faut qu'on démontre V'inclusion
inverse. Or, si xer, nous avons aussi xe(ay(x)g)=(a,(x).S)c
S(a,16). AL

.HJ EOREME 51— £ supposant Ty=T, pour gue S soif semi-
rigulier d droite, il faut ef il suffit que T soif semi-régulier
droife. La condition est nécessaire:—Si & est semi-régulier
4 droite, prenons 20, Alors (F,t8)=(T,0)=t.

La condition est suffisante:—Soit ¢ un idéal a droite
quelcongue non vide. Puisque J est un idéal semi-régulier
4 droite et qu'on a t&3F=T, on en conclut t={T,t5)=15.

Les deux théoremes précédents sont analogues a deux
autres qu'on trouve chez [IV]. A titre de comparaison,
nous redonnons ces deux derniers théorémes.

On dit & régulier, il existe xe & tel que, aeS étant
donné, on ait exa=a. On en conclut que, si v est un idéal
i droite e n un ideal a gauche, la relation en=rnn carac-
térise les demi-anneaux réguliers,

Un idéal a non vide est appele régulier, si a+cn=rnn,
pour tout idéal 4 droite tDa et tout ideal a gauche n2g,
D'ailleurs, dans un demi-anneau quelconque, si 'on ﬁamﬂa
deux sous-demi-groupes M;, (=1, 2), de son demi-groupe
additif, on ecrit 0,4+ 9,= 2 (2914 200 | 32t} Ay, ¥ & M,
ot X est étendu A4 un nombre fini de termes, ﬁ.o.am_”_zm!n
est régulier, il en est de méme de tout jdéal b= .
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Volei maintenant les deux théorémes en question:

TutoriMg 41— Powr que Uidéal o soit régulier, il faut et il
suffit qu'on aif a+(x);(x),=a+(x)an(x),. La condition est
wdcessaire -—En fait, on a successivement: a-+{xN(x)LS
m_”_u._“.n..ua_u_ N{a k.ﬂ._u_p.“_u +(a, _“H,__..u_u.._unq_ﬂ_u«va”_ =0+ _MR.“_n _H.H.u..mﬂ +(xan _,H.__q. .

La condition est suffisanfe:—Soit l'idéal q vérifiant la
condition de l'énoncé et prenons =2a,n2a. Yune part, il
est bien clair que a+enSenn. Dautre part, quant 4 Uinclu-
sion réciproque, soit xernu. Alors xe{xN(x)L.Sa+(x)en
Nix).=a-+(x) (x).Sa+tn.

Theorime 58— En supposant Ty=7,=T, pour que S soit
régulier, il faut et i suffit que T soit un idéal régulier.
La condition est néeessaire:—51 & est supposé régulier,
nous avons J+tn="T+Nn=tcnn,quels que soient ¢ et n.

La condition est suffisante:—5i J est un idéal régulier,
puisque JF=T,Ct, T=T,Sn, quels gue soient ¢ et n, il
s'ensuit J=TFCtn, done tu=T4rnu=tnM.

Remaroue:—Les théorémes 5 et 5, méme qu'on y suppose
J=4¢, restent valables, pourvn que la semi-régularité de
J=p signifie tG=rt et que la régularité de J # ¢ signifie
tn=cfin.

4) Morphismes — Bien que les demi-anneaux consti-
tuent des systémes algébriques auxquels s'appliquent
évidemment les considérations générales sur morphismes
[X, pgs. 94-111], nous nous placerons sous un point de
vue strictement particulier.

Soit &~ &' un épimorphisme du demi-anneau & sur
le demi-anneau &' et supposons 3 l'idéal nucléaire de &
L'image compléte inverse de 7 est le noyan de I'épimor-
phisme. II s'agit d’'un idéal 2, de G, saturé pour la rela-
tion de congruence § définie par 'épimorphisme. D’une
fagon générale, non seulement I'image d'un idéal de S est
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un idéal de @', mais aussi bien I'image compléte inverse
d'un idéal de &' est un idéal de &,

En supposant 3'=4¢, on a de méme JG=¢, par conséquent
Ihypothése J=¢ entraine T'=t¢ et alors ' est l'image
de T; mais il peut bien se faire qu'on ait T=Ltg et T=p.
Dans tous les cas, le noyau est lintersection des idéaux
non vides de G saturés pour la relation 0.

Un épimorphisme est dit, d’aprés Bourne [V], un semi-
-u.mﬁxaﬁubmﬂ:m. st 1=T. Nous donnerons I'énoncé suivant,
quil est une conséquence simple de ce que nous avons dit:

Tutorime 6:—Un épimorphisme S~ de deur demi-
anneaux ne peut pas élve un semi-isomorphisme que dans le
cas oit les idéaux J et §' sont d la fois vides ou non vides.
La premiére hypothése entraine qu'il s'agit en ef fet d'un
semi-isomorphisme ; wais, dans la seconde, il s'agit d'un
semi-isomorphisme, si ef seulement st J est un idéal saturé
pour la velation de congruence § définie par Vépimorphisme.

Supposens maintenant & 4 somme commutative. Con-
formément a Bourne [V], un idéal as=¢ définit une con-
gruence g, sur &, en posant s;¢s., s'il existe a, » A2 €0 tels
que s+ =s3-+as. Alors le quotient G'=G/p=5/a est un
demi-anneau qui contient I'éléement-zéro, d’ailleurs repré-
sente par la classe composée des éléments de g et aussi
d'autres éléments o1, os,-- 6 S: 0'=]a, oy, ve,--- | De cette
fagon, on a ici J'=(0"), N =\a, 21, #s,--|; et, si ’on considere
le demi-anneau &"=G/21, on conclut I'égalite &"=6.
Inversement, soit 5~&' un épimorphisme. En laissant de
cote le cas J'=¢, prenons en effet 3'=5¢ et considérons
les épimorphismes G~G'~&75 =&\ En représentant par
2T le noyau du deuxieme, 'image compléte inverse de 27
est le noyau 27 de I'épimorphisme B~B'; et il est bien
facile de montrer que &/~GYA' est un semi-isomor-
ﬁEmEm, En effet, soit e/, avec s=|s, s, PR | |
existe #, m e tels que s+n=s+n. L'épimorphisme
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G~ &' entraine la relation correspondante des images:
§'+#'=si+n}; puis, 'épimorphisme &'-&' donne s'=s],
car #' =1, =0' (on représente par ¥ l'image de x' dans cet
épimorphisme). D’autre part, si Uimage de rxe®20 est
0'e6'/2T, en écrivant x=!x, %, %, ---|, on aura x—x' -0,
ce qui entraine 'e97, ¥e27, done¢ x=0. Nous pouvons dire:

Theorime 7:1—=57 & esf un demi-annteate d Somme commnit-
tative, un idéal a définit un épimorphisme G- Bla=G', avee
T =(0"). Réciproquement, si ©~G' est un épimorphisme, ou
bien F'=d et il sagit dun semi-isomorphisme; ou bien J'=-
et alovs c'est S|N~C' [N =CG|T qui en est un. Les idéaux
N et N sont cenx dont les images sont Uidéal nul dans les
épimorphismes &' ~8'|7 et G~G|T, respectivement.

) T-nilpuissance—Un élément aeS est dit ni/polent,
si afeT, pour un certain p. Cette définition permet qu'on
puisse faire la théorie du radical classigue et bien auvssi
celle du radical de Levirzri Ces théories sont indépendan-
tes de la commuefafivitd de la somme.

En ce qui concerne le radical de Levitzii, on peut refaire
les raisonnements de cet auteur (voir [II], pgs. 24-08). 1l
suffit de remarquer qu'en prenant des éléments ry,..-, 7,
appartenant 4 une somme (i, a:) de deux idéaux a droite
localement nilpotents, alors, s'il s'agit d'un demi-anneau a
somme commutative, on écrira re=rp' 425, (=1, 2, .-, m;
ri'ew, ri'etd), tandis que, si Ja somme n'est pas commu-
tative, on a #,=Z({rii+73}), ot le signe £ est étendu 4 un
nombre fini de termes. En conséquence, lorsque la somme
est commutative, les #{ engendrent un sous-demi-anneau
contenant le sous-demi-anneau engendré par #y,---, £}
tandis que ce sont les #4}, #¥ qui engendreront le sous-
-demi-anneau correspondant, lorsque la somme n'est pas
commutative.
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Nous ferons encore d'autres remarques se rapportant
a la nilpuissance: 1) si ¢ & est nilpotent, alors (a+ &)
appartient a l'idéal engendré par &; 2) si b est un nilideal
et afel, en supposant beb, I'élément a+ 5 est nilpotent;
3) si la somme est commutative, la somme d’un idéal a
droite et d’un nilidéal est un nilidéal a droite, Compte
tenu de 2), on a ce

Tncorime 8:— Dans un demi-annean quelcongue, la somme
de dewx nilidéaux est un nilidéal, En effet, soient g et b les
nilidéaux. Un élement de la somme (a,b) admet la forme
Z(a:+b:), (a0, b;eb; somme finie). En éerivant

(@it bi)=(- (@ + )+ @e)+ ba) + - - - + by),

P'application successive de 2) meéne au résultat. On en
conclut la possibilite de definir le radical supérienr pour
un demi-anneau quelconque.

) G-demi-anneaux—On dit & un G-demi-annean, si la
somme est définie en posant x+y=y, vx,ve&. Prenons
alors |a,b,...,f,g,...]cB. L'élément général du sous-
-demi-anneau engendré par ces elements admet la forme
Zab...f, ol le signe Z s'¢tend 4 un nombre fini de termes.
Maintenant, il se réduit au dernier terme et 'élément
général en question s'éerit ab...f . On arrive 4 ce méme
résultat en cherchant le sous-demi-groupe engendré par
les éléments dont il est question dans le demi-groupe
multiplicatif du demi-anneau.

Il en est de méme en ce qui concerne les idéaux. Si
l'on veut construire I'idéal 4 droite (a)s, engendré par a,
cherchons I'¢lément général. Cet éléement Z{na+ar), ou n
est un nombre naturel et »eS, se réduit a un seul terme
na-tar, lequel, d’autre part, est égal 4 na=a ou égal a ar.
Par conséquent, on trouve (el =aUaS, ot U signifie une



286 A. Almeida Cosla

réunion dans le sens ensembliste. Et si I'on veut cons-
truire I'idéal (), engendré par a, des raisonnements ana-
logues meénent & (a)=alaBUSaUGab.

D’une maniére tout a fait générale, en écrivant (ady6,.. s
pour signifier l'idéal 4 droite engendré par a,b,¢,...;
(@,8,¢,...). pour signifier I'idéal 4 gauche engendré par
@,b,6,.,.; et {a,8,¢,...) pour l'idéal engendré encore
par les mémes éléments, on reconnait les relations

(a,b,¢,...0a=avdbucu...UaGuUbBy...=5;
(@,8,6,...=aubucy---uGauBby...=T;
(a,b,6,...)=SuTuGaBUGHCU---.

En somme: La thforie des G-demi-auneany est la thiovie
des demi-groupes.

Remargues:—1I) Si & est un G-demi-anneau, 'existence
de 0 pour le demi-groupe multiplicatif implique tout de
suite Jg=T,=0=(0), bien qu'un G-demi-anneau contenant
plus d’un élément n’ait jamais I'élément-zéro.

II) Lorsque 'opération de somme dans un demi-anneau
est commutative, on arrive 4 faire une théorie du & radical
(radical de Kdthe), qui s'appuie, comme pour les anneaus,
dans la proposition suivante: si la somme de deux nil-
idéaux a4 gauche est un nilidéal a gauche, le méme arrive
pour la somme de deux nilidéaux a droite et tout nilidéal
4 droite {on a gauche) peut étre plongé dans vn idéal
Alors, le K-radical est égal au radical supérieur.

III}) Dans le cas des G-demi-anneaux, bien que la
somme ne soit pas commutative, le fait que la somme
de deux idéaux a droite se réduit 4 son ensemble réunion
entraine que la somme de deux nilidéaux a droite soit
un nilidéal droite, done il existe dans ce cas un K-radical.

IV) Aussi dans le cas des G-demi-anneaux, on peut
donner une démonstration directe trés simple du résultat
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suivant: si L est le radical de Levivaki, pour gque ae L, il
L_m wut et il suffit gu'on ait a GS L. La «nécessités ast triviale.
En ce qui concerne la «sulfisances», notons que aSc/L
entraine a*e L. L'idéal aua® est localement :m_ﬂczﬁn
car, s'il n'en était pas ainsi, il ¥V aurait un nombre mnm
d'elements «,at,,...,at, (parmi lesquels I'¢lément @) engen-
a:E.ﬂ un demi-anneau potent. En supposant a** e, le
demi-anneau engendré par un nombre finj d'éléments de
lu forme a?,d,..., 85 af rea @y at .. a't, serait aussi
potent, ce qui ne peut pas arriver,

7) J-radical — La théorie de Bouvene du J-radical [VI]
admet que & soit commutatif pour la somme et suppose
l'existence de I'élément-zéro. Si cette derniére hypothése
n'est pas vérifiée, il n'y a que faire de petits changements
dans les raisonnements de Bouswe. Ainssi: si Iidéal
:.:n_mm:,n Js m'est pas vide, un élément # est quast-régu-
frer _am 1\&.3 s'il existe ,r'e S et £,{"eT, tels que
thrtre'ti=aTbrd 1 i mais, s Te=¢, la deéfini-
tion ne subit pas de changement {on écrit simplement
r+#'tor'=r"4 ). De méme, si JusE9, on dit, d'apres
Bourng, que v est un idéal quasi-rigulier d droite, si, pour
tout couple (#,73) d’éléments de ¢, il existe un autre cou-
ple (r1,7%) d'éléments appartenant aussi 4 t, de telle sorte
que #i+r bR Pk e vi=ra b r bt e 4+ 2 4 mais, lorsqu'on a
Js=g, on doit supposer de plus que tous les éléments de ¢
sont quasi réguliers 4 droite. Cette derniére condition est
remplie d'elle méme dans le cas G,==¢, car, compte tenn
que J:Ct, en prenant ret, jeTs, on a aussi Jer, donc
Il existe »{,#ier tels que m,.+u.ﬂ+‘i+a&ﬁm+wm+§m+ml
ce¢ qui donne, en posant jri—s, JHri=i" la ﬂmHmzam
i =i .

Cela posé, on peut montrer aussi que la somme de
deux idéaux quasi-réguliers & droite est un ideal quasi-
-régulier a droite. Le seul point qu’on doit examiner est
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celui de reconnaitre que, dans le cas Je=4¢, la somme de
deux éléments #,#{, appartenant respectivement a m_nm
idéaux a droite ¢, et «f , qui soient quasi-réguliers a droite,
est un élément #+#} quasi-régulier a droite. Cest ce que
nous ferons. Il existe #{,#i tels que »itritr Fi=r{+r 7],
d'autre part #7-+#{r} et #7 #{ sont des éléments de . Alors,
il existe #* et 74, appartenant a ', tels que

; . .ﬂ;|
(rFHrtrl et i) r LT e =

R a s o e E R Y s et o o
En suite, on voit successivement que:
(Ft )t )+
) (nAA A L n)=(n o)+
HF ) R (T T ) T A
+(rtrtralrt ) et =
= +rr )+ [ri A+t Tt r) i i U 1t )+
() et (e et = A )+

HrHr) (il nt+rint+riet),

d'ou le résultat gu'on voulait établir.

Ensuite Bouvswe montre que la somme Jf; de tous les
idéaux quasi-réguliers 4 droite est un idéal composé d’¢lé-
ments quasi-réguliers a droite, Nous nnqo.um seulement
vérifier qu'en supposant Oy=¢ l'idéal a m..o.:m w.?.__,,mmmw_,
est composé d'éléments quasi-réguliers a droite. Or, si w.m,,?,
on a rse [y ainsi que #s+# s’ =#"+rsr", pour nmﬂw:.,m
#,#"6S. On en conclut s#'r sy sr' r=sr v4.+5\_.,..._-”m,wh1$
ainsi que srLs#" r4srosr r=(sr4sr'r) sy (sr+sr ), et
s» est en effet quasi-régulier 4 droite.
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Cela fait, en introduisant les concepts d'élément quasi-
-régulier @ gauche et d'idéal quasi-régulier d fauche, on
arrive a la somme J, de tous les idéaux quasi-réguliers
4 gauche, qui est un idéal quasi-régulier a4 gauche,

Pour faire la comparaison de J, et /., si I'on suppose
TJu5= 95T, (done que les trois idéaux nucléaires sont égaux
et non vides), il n'y auvcun changement dans les raison-
nements de Bourne pour obtenir I'égalite f,=_[.. Alors
J=Ja=J. est le J-radical ou radical de Jaconsox,

8) Cas des demi-anneaux réticulés—Les demi-anneaux &
qui soient des treillis 7, a condition qu'on ait xEy=xVy
€t v=x Ay, sont appelés demi-anneanx réticulés [VII], [VIIL),
=1 a® est idéal du treillis [X, pgs. 187], a* est aussi un idéal
du demi-annean. On dit alors qu'il s'agit d’un idéal rék-
culé du demi-anneau.

Pour obtenir l'idéal réticulé engendré par un ensemble
d'éléments, on construit 'déal b engendré par ces éléments
et ensuite on considere 'idéal b* formé par tous les éle-
ments &* tels que 6"=4, ou & est un élément de b, Fn
particulier, l'ideal réticulé engendré par un élément est
I'idéal principal défini dans le treillis 7= par I'élément a.

Puisque I'application b—b* est extensive, monotone
et idempotente, on voit que les idéaux réticulés constituent
une famille de Mooke qui est un treillis complet 7', bien
quiil ne soit pas un sous-treillis complet du treillis com-
plet des id¢aux de . Les opérations de «infimums» et
de «supremums» dans 7" (qu'on représente en faisant
usage d'un astérisque) sont définies d’apres les égalités
[X, pgs. 129].

A*ag=ANag, V© w=(vay, (EeB).

En ce qui concerne 3%, I'hypothése T= M, =4, puisque
J est un idéal a,, entraine 3*= Nat. Si T=g¢, alors 5* =g.
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Parmi les demi-anneaux réticulés, nous distinguons
les demi-anneaux &=la,b,c,...| composés de tous les
idéavx d'un demi-annean &, 4 Uexclusion de Pidéal vide.
Soit a un ideal de &. Les idéaux b,¢,..., de S, qui sont
les ¢lements de g, sont a leur tour composés d'éléments
de S qui constituent un idéal a, de &, qu'on dit [idéal
support de a. En général, a n'est pas un idéal réticule.
Dans les cas ol a en est un, on peut trouver d'autres
idéaux réticulés ayant le méme support Par exemple, on
représente par a, {idéal principal ou complet, dont les
éléments sont fowus les sous-idéaux de som support a.
DVailleurs, tout idéal réticulé est formé de sous-idéaunx
de son support.

I1 existe une correspondance bijective entre les idéaux
a et les idéaux a,. Et les égalités Nag=t, {(bef), et Dﬁw.md_l..me
s'impliquent mutuellement, méme g:.o...lm: Nag=4. Dans
cette derniére hypothése, la relation _..,_:Hmuaum est en effet
aussi valable, car, bien que l'idéal vide de & n'appar-
tienne pas a &, il y a lieu a considérer dans &, comme
toujours, 'idéal vide.

En conséquence des raisonnements précédents, la rela-
tion T=Ntx=0, (xe A), entraine (a.),= ¢, donc U'ideal
nucléaire 5(5), de G, est vide. Pour étudier le cas T=54,
on doit remarquer que 7 est alors Pélément zéro de G, et
par conséquent G(S)=}3!. D'ailleurs, on a déja meﬂv.u_u
ol g, parcourt I'ensemble des idéaux réticulés, puisque |7}
a lui seul constitue un tel idéal. Il s'agit méme d'un idéal
complet, donc N{a.)y=|T!, on (@), parcourt cette fois

I'ensemble des idéaux complets. De plus, l'idéal réticulé
J(&)*, engendré par (&), est aussi égal & {T]. En conseé-
quence: dans le demi-anneau réticulé S sont égales les
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Intersections de tous les idéaux, de tous les idéaux réti-
culés et de tous les idéaux complets. La valeur commune
de ces intersections est J(5)~F(6)*, méme qu'on ait T

. Dans I'hypothese G ==, bien quune égalité (a,b)=37
implique a=b=0, on peut avoir abcT sans qu’on ait a="7
ou b=T. A cet effet, on énonce ce

.meomwxm 91— FEn supposant S==¢, T est un séro trivial
de &, si ef serlement si S est un desrti-annean premicr, E1 G,
ne contient pas d'éléiments nilpotents non muls, si et seule-
ment st G est un demi-annean semi-premier.

Remargue:—La deuxieme partie de I"énoncé précédent
est valable méme qu’on ait =g,

Soit Js£¢ et représentons par {a:l, (seS) l'ensemble
des idéaux nilpotents de &. Le radical classique de &
serda done Ua,=R. Alors le radical classique de & se réduit
a Cqmnba.i_wn effet: de a:=3, en posant (1.),=|a.,al, a’...!,
on tire ?Lmﬂl_mf____ donc (), est contenu dans le radical
classique de ©. D'autre part, soit a un idéal de & tel que
#=|3|. Si a=|a\a",...|, on voit que 4*<T, done ¢ est un
EmmL a: et ¢'e(a,),. L'idéal ¢ lui-meme sera contenu dans
U(n:) et on a:

TuioriMe 10:— En supposant J=£¢, si lay, (se S, est
Lensemble des idéaux nilpotents de S, le radical classique

de © est donnd par Ulas),.

Il appartient 4 la théorie générale des demi-anneaux
réticulés (voir [VII] ou [VIII]) 'assertion que voici: Soit b
un idéal réticulé d’'un demi-anneau réticule I, alors ve®
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appartient au radical B(b), de b, si et seulement si @"eb,
pour un certain o. En conséquence: le radical B{b) [il s'agit
comme on le sait de l'idéal semi-premier minimal appar-
tenant a b] d’un idéal réticulé est un idéal réticule.

Cela posé, revenons 4 © et & G et supposons J == ¢
Le radical intérieur de & est, par définition, le radical
B(}31)=A. Or te4, si el seulement "=, donc:

TutoriMe 11:— Le radical inféricur de S est exactement
composé de tous ses nilélémenls.

CoroLLatre 1:— Le radical inférienr de S est égal a son
radical supériewr. Il est aussi dgal au radical classique au
L-radical et au K-radical.

En ce qui concerne le J-radical de &, on voit d’'une
fagon simple que & est un demi-annean radical, c’est-i-dire
est ¢gal 4 son J-radical. En effet: tout élément aeS est
quasi-régulier 4 droite (et 4 gauche), car, en prenant

'—a, a"=n, on voit que (a,da,ad,T)=(a",aa",T)=a. Par
conséquent:

Tuiorime 12:—G est égal 4 son J-radical.

Remargue:— Prenons un demi-anneau réticulé quelcon-
que. Si J=4, tout élément ¢ est quasi-régulier 4 droite et
a gauche, puisque, en faisant a'=a, a'=q, on 4, par exem-
ple, comme ci-dessus, eVa'Vaa'=a"vaa'. Alors, le demi-
.anneau est un demi-anneau radical. Il en est de méme
si Gs==¢==T., car, en raisonnant sur les idéaux 2 droite,
tout idéal a droite ¢ est quasi-régulier a droite, puisque,
en prenant »,7set, il suffit de faire #i=r2,72=2 pour qu'on
tienne mVAVAFE VR sV sV = yr. Nous
donnerons cet énoncé:

Tutorime 13:—Sous Pune das hypothése T=o ou Tu:87,,
tont demi-anttean véticulé est wn demi-annean radical.

e e
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