SUR LES ANNEAUX DEMI-PREMIERS ™
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1} Introduction — D’apres Nacarta [6], nous dirons
gu'un anneau est demi-premier s'il est somme sous-directe
d'anneaux premiers. Un tel anneau & peut aussi étre
caractérisé par la propriété de ne pas avoir d'idéaux nil-
potents (d'une facon abrégée, on dira: sx-anneau); ceci
revient a dire que, a étant un idéal, la propriété a®=(0)
entraine a={0).

Dans le § 2, en partant de cette derniére caractérisa-
tion, on fait directement la théorie, d'une fagon analogue
a celle utilisée par MicCov [2] dans 'étude des anneaux
premiers. La notion d’extension unitaire qu'on y trouve
est due 3 Tivco peE Ouveira [2]; lui-méme a démontre
aussi le théoreme 4.

Dans le § 3, on prend un anneau et on dit que P est
un p-systéme, si, supposant ce 7, il existe xe G tel que
cxce . Alors, entre les p-systemes et les idéaux demi-
-premiers (ou sx-idéaux) il y a des rélations analogues

4 celles qu'on trouve dans [3], entre les m-systémes et
les idéaux premiers. Un m-systéme est un p-systéme,
mais la réciproque n'est pas généralement vraie. Toute-
fois il est facile de construire un m-systéme contenn dans
un p-systéme. Cette circonstance, liée 4 la caractérisation
d'un sx-idéal faite dans le théoréme 6 du § 2, permet de
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démontrer immédiatement qu'un idéal demi-premier est
toujours l'intersection des idéaux premiers qui le con-
tiennent.

Dansle § 4, en liaison avec le radical infériear £=4g,((0)),
de Baer[4], on étudie les sx-idéaux qui sont nilidéaux,
c'est-d4-dire les idéaux radicaux, suivant la terminologie
du méme auteur. Le radical inférieur d’'un nilidéal sert
de modéle pour le radical O =¢,(a) d'un idéal a, introduit
dans le § 5. On y voit que #,(a) - do(a}, si a est un nilidéal.
Encore dans le § 5, on fait aussi quelques considérations
sur le radical supérieur de Bagr ou radical de Frrrive-
-Kirne. Tous ces radicaux sont présentés de la maniére
suggérée par la theéorie géneral du radical, telle comme
on la trouve en [2], par exemple.

En ce qui concerne le § 6, le fait que le radical V-—g.(a)
de McCoy devient égal au radical ¢ (a) permet décrire
#e(@)=o4(a), si @ est un nilidéal. En particulier, nous avons

#:(0)=¢a((0))~ £. On obtient un résultat de Levrrzin [5].

2) Anneaux sans des idéaux nilpotents—Un anneau
sans des idéaux nilpotents, ou sx-anneau, est défini par
la condition d'avoir a=(0), si a*=(0). Parmi d’autres, les
anneaux premiers, les anneaux réguliers et les anneaux
sans des éléments nilpotents sont des sx-anneaux. Nous
allons prendre, par exemple, le centre 3 d’'un anneau X,
suposé sx-anneau. 5i 3, est un ideal de l'anneau 3 tel
que 35=(0), il est clair que I'idéal (3:,3:), ou idéal
extension de 3,, en X, vérifie la relation (3, 3. A)*=(0);
on en tire 3,=(0). Le centre d'un sx-anneau est un sx-
-anneau; done il ne contient aucun élement nilpotent =0,
puisque, dans le cas commutatif, un sx-anneau peut étre
défini par la condition d’avoir a=0, si @*=0, (aeX). La
caractéristique ne peut pas étre un carré parfait »% car
une rélation de la forme #2X=(0) entraine »*A*=(0),
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#X=-(0). Par conséquent, on voit que la caractéristique
he peut pas étre un multiple d'un carré d'un nombre
premier=-1.

Dans un anneau quelconque, on dit que ¢ est un
sx-idéal, sl 'anneau quotient /¢ est un sx-anneau. Il faut
et il suffit, pour que f soit sn-idéal, que la condition
@*Cf entraine aCz. Si ¢ est un sn-idéal, G/ n'a pas
d'idéaux nilpotents. Alors, on aura @ey, si et seulement
si aBCt (ou Sacy), comme on peut le voir dans
[1, pgs. 10]. Il en résulte immediatement que aey, si et
seulement si GaS c¢. On voit encore que, § étant tou-
jours un sx-idéal, a Ga=o(}) implique a=o(3), car on
a alors 5a5.6aG=o(x), donc GaG=o(s).

Pour ce qui concérne proprement la caractérisation
des sx-idéaux, on a ce

Theortme 11 Pour que Uideal ¢ soif un sx-idéal, il faunt
ef il suffit que la rélation (@S =uol(x) entraine nmrﬁd__.
5i ¢ est un sx-ideal, la congruence (a G) (a 5)=eo(z) impli-
que (GaG) (Ga)=o(z), par conséquent, comme l'on
a déji vu, a=o0(z). Réciproquement, si (@S =o(x) impli-
que @ ez, alors, sl on suppose a*C ¢, a@ ¢, et sion prend
@ éna, 4 €z, on arrive 4 (&, & Cg, a6z, contrairement
a I'hypothése @, ¢x. On ne peut pas suposer aZ=o(g).

Corovare 11 [I faut et il suffit, pour que lidéal ¢
soit un sn-idéal, que, pour chague idéal i droite v tel Gite
=0 (a), soif t=0(a). Au lieu d’un idéal i droite on peut
parler d'un idéal a gauche. Si ¢ est un sx-ideal, de la
condition ©=o(zl, on déduit, dés qu'on suppose rért,
(»&F=e(x), rer, donc t=o(r). Réciproquement: si
t'==o0(z) entraine t=o(f), en particulier, si on suppose
a un idéal, a*=o(f) entraine ac .

.ﬁowo_._....,_mm 20 AL faut et il suffit, pour que Pidéal ¢
soit un sn-idéal, que la condition a®a=o(y) impligue
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a=o(z). On a déja constate la premiére partie de l'asser-
tion. Maintenant, nous prendrons t*=wo(). Alors, si
t=o(z], soit rer, v¢¢; on aura dans ce cas »Sr=ol,
» ¢z, contrairement 4 I'hypotheése.

De la définition de sx-anneau il résulte immeédiate-
ment qu'un tel anneau n'a pas diviseurs de zéro absolus,
4 droite ou a gauche. En tenant compte de ce fait, on
peut dire.

Triorive 2: 5i ¢ est un idempotent d'un annean G,
supposé sx-anneau, alors eGe est aussi un sx-anneau.
a* étant un idéal de £&e, nous poserons r=a*5. En
admettant quon a a**=(0), on a aussi

=" G C=g"eSea* G Ca*25=(D),
ce qui entraine r=(0), par suite a*=(0).

De méme que dans le cas des anneaux premiers, il
convient d’établir ici la walidité de ce

Tuioriue 31 5§ a es! un iddal de S ef ¢ un sn-idéal
du wméme annean, infersection ane est un sx-idéal de
Pannean n. En fait, nous montrerons que, supposant
aea, la congruence aaa=o(af¢) entraine aeafz. 5i l'on
a aneg=wo(aNg), 1l est aussi a(GaGlaCaaas, donc
([aGf=o0(x). On en deéduit (eS)=0o(z), (aG)f=0(r),
aS=o(z), aez, et finalement, comme on le désire,
aeallk.

Cororaamee 82 Un idéal d'un sn-anmecn est an sx-
-anmneai.

Le théoréme 2 montre comme on peut passer d'un
sN-anNeau pour un autre sx-anneau contenu dans le
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premier. Nous allons maintenant obtenir, dans une situa-
tion inverse, un s¥-anneau, extension d'un sx-anneau X,

A étant donné, nous considérerons lanneau 2, des
endomorphismes de 2, définis par les multiplications
4 droite. D'aprés Tiaco e Ouvera [2], dans 'absolu de X,
nous désignerons par exfension unilaire de X; I'anneau
Ay(As, 1), engendré par 2, et par lendomorphisme iden-
tité [. Des que l'isomorphisme X =X, a lieu, on peut aussi
considérer N, comme extension unitaire de . Il convient
encore, pour le nétre objectif, de faire remarque 4 que, si
S est un anneau et B un idéal de & gui, comme module,
réalise & par des multiplications 4 gauche, alors, en sup-
posant t==(0) un idéal a droite de &, on a tNB=£(0).
En fait, s'il serait tN®=(0), on aurait aussi tB=(0)et B
ne donnerait pas la réalisation indiqueé ci-dessus. Nous
fixerons la proposition suivante:

Triorive 4: En supposant 2=y, il faut et il suffil,
pour que A soit sx-anweaw, qu'il en soil de méme de son
extension unitaive [2]. Si X, est un sn-anneau, alors 2,
comme son idéal, est sn-anneau. Inversement, si 2 (donc
2As) est un sx-anneau, nous allons voir que 2, réalise
. par des multiplications a gauche. 5i, pour ..mm@".. on
avait x A;=(0), il serait aussi Ax2A:=(0). En supposant
x 0, on aurait Ax==(0), et, en admettant que o F~aeXx,
il viendrait @ %,;= @ A=(0), ce que n’a pas lieu. Par suite
nous avons x=0. Cela posé, nous prenons un idéal a
droite t, de ,, et nous allons admettre €=(0). Si t==(0),
une remarque faite ci-dessus montrerait qu'on aurait de
meme tN A +=(0), bien qu'il vaudrait (¢N2A.)*=(0), con-
trairement ano fait que X; est un sx-anneau. On ne peut
pas avoir m.mn (0) et le théoreme reste établi.

Un anneau premier et un sx-anneau. Réciproquement,
on peut dire:
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Tuéorive 51 Pour gu'un sx-annean soit premicr, il faut
et i suffit q'une égalité (0)=aNa:, ol a ¢ a: sont des
idéaux, impligue 0,=(0) on a;=(0). Soit A, supposé sx-
-anneau, un anneau premier. Alors, de la rélation (0)=
=@ N ag, résulte a,a:=(0), donc a;=(0) ou a:= (0). Inver-
sement, si X, supposé sx-anneau, joue de la propriéte
de l'énnoncé, en posant ma:=(0) on a (aNaz)f*=(0),
@ Na:=(0), done a,=(0) on az=(0).

3) p-systémes et sn-idéaux—L'annean S lui-méme est
toujours un sx-idéal. En ce qui concerne ['existence
d’autres sx-idéaux, nous sommes naturellement conduits
4 introduire certains ensembles qui remplacent les m-sys-
temes de McCov [3]. Un ensemble P, d'élements de &,
est dit un p-systéme, si, en prennant ce P, il existe xe S
tel que exee P. Compte tenu du corollaire 2 du numéro
antérieur, nous pouvons énoncer le

Tutorive 6:  La condition nécessaire et suffisante, pour
que ltdéal ¢ soit un sx-idéal, est que son ensemble complé-
mentaive C(t), dans S, soit un p-systéme. La condition est
nécessaire >—51 ¢ est un sx-ideéal et ceC'(5), alors nous
avons ¢S5es50(x), done il existe fe S tel que efee ().

La condition est suffisante:—Soit ¢ un idéal et C(z) un
f-systeme. Si nous avons aSa=0(¢), on en conclut aeg,
car, pour a ¢ £, il existerait xe S tel que @ xa & C(g) et nous
n'aurions pas aGa=0(z).

Un m-systéeme est un p-systéme. L'inverse n’est pas
généralement vrai, Toutefois, il est facile de construire
dans chaque p-systéme un m-systéme. Soit P le p-sys-
téme et y,& £ nous pouvons trouver s,€ S tel que yo5 Y=
=y, eP; de méme il existe 5, S pour lequel ¥, 5, 9, =y:8 P,
etc. La suite | yi,9,%:,...] nous donne un m-systéme,

|
.
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comme on va le reconnaitre: nous avons yoSeYo=7¥i;

MNP Y=Y, PaSoYoFii=Y, NS FoSuYo=2Ne; VadzVi= ¥y,
V1 511 Sz ¥e=vs, etc.. Nous donnerons 1'énnoncé suivant:

Tuiorine 71 ¢ fant un sn-idéal, le p-systéme C(x) con-
tient des m-systémes. L'idéal ¥ est Uintersection de tous les
idéanx premiers qui continnent ¥. La premiére partie étant
déja démontrée, nous allons établir la seconde. Soit
| 0y {veec la totalité des idéaux premiers qui contiennent g
et m=py. Nous avons m2¢. En admettant l'inclusion
m>Dz, nous considérons le sm-systéme § ¥, ¥1,. « oy Vuy. -« | =M,
dont on a déja parlé, dans lequel yemnN Ciz). Ona M cm.
DVapres [3], il existe un idéal premier maximum contenant
¢t et sans aucun €élement de M. Cet idéal ne peut pas con-
tenir m, ce qui est un absurde. Par conséquent m=3z. Ce
theoréme et les propriétés des sommes sous-directes nous
amenent au

Cororrare 41 Pour qu'un annean S soit un sx-aniean,
il faut ef il suffit qu'il soit wne somme sous-directe d'anneanx
prentters,

L'usage systématique des p-systémes, au lieu des
m-systémes, nous améne aussi aux résultats indiqueés
dans les deux propositions & suivre, dans lesquelles nous
nous bornerons a la démonstration de la premiére, puis-
que fa seconde peut étre établie exactement comme le fait
McCov a propos de l'affirmation correspondant pour les
idéaux premiers.

Tutorime 81 Fy dlant wn p-systéme ef 6o un idéal dont
aucun élément w'appartient ¢ Py, alors tout idéal maxinwmn v,
parmi les idéanx qui contiennent ay ef ne possédent awcun
dlement dans Fy, est wn sx-idéal. Py et qy étant donnés,
soit p lidéal maximum du théoreme. 5i p n'était pas
sx-idéal, il existerait by, avec bEy. Alors (p,b)op
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serait un idéal auquel appartiendraient des éléments de /.
Dongc, il existerait pe Py de la forme p—y-+b, avec yey,
Heb. Pour un certain te¢ &, il vaudrait la rélation pép=
=(y+8)t(y+b)=btbhtélément dey, avec pipe Py. Parce
que ptp¢y, il s'ensuit H2béy, tandis quiona btbeb® Cy.
La contradiction provient de ce qu'on a admis bZp.

A T'égard des applications que nous allons faire, nous
donnerons encore la notion de sx-idéal mintmwm appar-
tenpant o wun fdéal n. v sera un tel idéal, si on aura v2a,
et il n'existe aucun idéal p, supposé sx-idéal, tel que
pom 2a. L'existence de sx-idéaux minimaux appartenant
4 un idéal est assurée par le

Tutorive 9:  Powur que ¢ soif un sx-idéal mintmum
appartenant d a, il faut et il suffit que g soit wn ensemble
d’éléments de & dont le compléimentaive C(g) soif un p-sys-
téme, maxtmum parmi les p-systémes sans ancune élément
de a. En fait soit a un idéal quelconque. 11 ¥ a toujours
des sn-idéaux contenpant a, du moins on a G 2. Les
ensembles complémentaires de ces sx-idéaux sont des
p-systemes qui ne contiennent aucun élément de a. Si
£Da est un sv-idéal et P, 2 () un p-systéme maximum
parmi les p-systémes qui n'ont aucun élément de a, ce
sera C(P))=§ ¢ un sx-idéal minimum appartenant a g,
lequel réalise les conditions t 21 2 a.

4) Sur les radicaux inférieur et supérieur de Baer—Ln
suivant Baer [4], nous dirons qu'un idéal I, de &, est un
idéal radical, s'il est nilidéal et sm-idéal. Le théoréme 1
nous améne au résultat suivant:

Tutoring 10: Si U est un nilidéal de S, il faut et il
suffit, pour que Y soit un idéal radical, que 1 se compose
exactement de tous les éliments ae G ftels que (a Gf=o(]).

= R - -
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L'existence d’idéaux radicaux est toujours assurée. Le
radical supérieur 27 aussi bien que le radical inférieur £,
de Baer, en sont des exemples. Barr a montré encore
I'existence de nilidéaux, compris entre deux idéaux radi-
caux et qul ne sont pas des sn-idéaux.

Soit a un nilidéal quelconque. On a 1 2a, C(20) étant
un p-systéeme. Par conséquent, il ¥ a en général des p-sys-
témes non vides, dont Uintersection avec a est vide. On
peut dire: .

THiorEng 110 Py dtant un p-systéme el ay un nilidéal
dont awenn éldment wappartient d Py, alors tout idéal ma-
xtmuwm W, parmi les wilidéaux gui contiennent ay et w'ont
awcun éldment dans Py, est un idéal radical. La démonstra-
tion est la méme que celle du théoréme 8, puisque l'idéal
b correspondant est nilidéal, ainsi que la somme (w,b).

La notion d'idéa! radical minimum appartenant & un
nilidéal a aussi un sens précis; a ce propos a lieu le théo-
réeme suivant, qui nous permet d'affirmer, dans tous les
cas, son existence:

Tueorivwe 12 f] faut ef i suffit, pour que w soit un
tdéal radical nrinimem apparienant an nilidéal n, que w soit
un ensemble d'éléments de & dont le compléimentaire C(w)
soit wn pesystéme maximum parmi les p-systémes sans avucui
élément dans a. De méme que dans le théoréme 9, nous ne
ferons pas la démonstration. Si a est le nilidéal de l'én-
noncé, l'idéal radical 21 contient g. A l'aide des raisonne-
ments que nous avons fait a la suite de ce théoréme-la,
on trouve un idéal radical minimum appartenant 4 a, qui
satisfait 4 aCw Cw, o w est un idéal radical donneé
d'auparavant. On peut ajouter le

Corovrame 5:  Tous les sx-idéaux minimaux apparie-
aant @ un nilidéal sont des idéaux radicanx.
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Maintenant nous allons faire une remarque. Du fait
que G/L n'a pas d'idéaux nilpotents, on conclut que £
contient tous les idéaux nilpotents de &, Le radical classi-
que Ry (somme des idéaux nilpotents) est contenu dans €.
Lorsqu'on a £=(0), on a aussi Ry=(0). Inversement, si
Ro=(0), Ry est un idéal radical, donc £ Ry, £=(0).

Dans la théorie générale du radical, le radical inférieur
nous fait un premier modéle. Nous venons d'indiquer la
famille % des anneanx irradicanxz, c'est a dire la famille
des anneaux de radical =(0), laquelle se compose de tous
les sy-anneaux. Il s'agit d'une famille compléite, puisque
elle contient exactement tous les sn-anneaux. Dans la
terminologie de Tiaco pe Ounivema, elle est une famille
saturée, c'est-a-dire une famille qui, tout en contennant
les anneaux isomorphes des anneaux qu'elle contient,
contient en outre les sommes sous-directes d’éléments de
la famille. Pour reconnaitre cette dernigre affirmation, on
prend G comme somme sous-directe d'anneaux 24,,(z¢ 4),
supposés sn-anneaux. 5i q est un idéal nilpotent de &,
s0it 4y son correspondant dans 'homomorphisme & -2,
dont le noyau est n.. Dés que a°=(0), on a ai=(0), donc
a:=(0), aSn,. Compte tenu de l'inclusion ac< Nn,-(0),
on en déduit a={0).

A la famille §, appartiennent aussi les idéaux de tous
les éléements de §y, car un idéal d'un sx-anneau est un
sv-anneau. En résumé, on peut dire:

Tréoreme 181 [ faut et il suffit, pour que le radical
classique de © soif zéro, que soit sére son radical inférienr.
La famille §, des anneaux de radical inférienr égal d zéro
est la famille des sn-anneaux. Il s'agit d'une famille com-
pléte ef saturée, d laquelle appartiennent les idéanx de ses
éléments.

Connaissant la famille §, nous pouvons obtenir le
radical inférieur d’'un anneau arbitraire G. Pour cela il
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conviendra de définir le radical inférienr d'un nilidéal a,
de &. 5i on considére 'ensemble de tous les nilidéaux
Jx2a, tels que &/ T.6F, nous poserons:

radical inférieur du nilidéal a=dq(a)= NT..

Au radical inférieur d'un nilidéal conviennent les défini-
tions suivantes: 1) intersection de tous les idéaux radi-
caux qui contiennent a; 2) intersection des idéaux radicaux
minimaux appartennant a q; 3) intersection des sn-idéaux
minimaux appartennant a a (voir le corollaire 5); 4) inter-
section de tous les sx-idéaux qui contiennent q.

En particular, le radical inférieur de l'idéal (0) est

hl.&ci,__..,_u”__ .Dﬁ? avec m.:_ﬂﬁ.“_.mm..c.

Les JJ; sont ici, par exemple, tous les idéaus radicaux.
Le radical inférieur de (0) est le radical inférieur de &.
Le radical inférieur d'un nilidéal a n'est pas a confondre
avec le radical inférieur de a, lorsqu'on considére a comme
un anneau. Par exemple: un idéal radical a, d’'un annean
irradical 2, a un radical inférieur égal a zéro, si on le
considére un anneaun, tandis que, considéré un idéal, son
radical inférieur est a lui-méme.

Par des raisonnements analogues on peut étudier le
radical supérieur 27. Les anneaux irradicaux, eux aussi,
forment une famille saturée de snx-anneaux, mais cette
famille n’est pas compléte, parce qu’il y a des sx-anneaux
qui ne sont pas des anneaux irradicaux., Nous commen-
cerons par la proposition suivante.

Tutortne 14: b fant un idéal de S et N le radical su-
périeur de S, alors DN sera le radical supérieur de
lannean b. La démonstration s’appuit sur le

Lewme 1: & étant un annean sans nilidéal ==(0), si un
idéal b est donné, alors, en supposant a* un nilidéal de
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Panneanw q, on a Sa*S =(0). En effet, les inclusions
(Ga*5) (Ga"Gcha* GG
(Ga"GYc(p"S)n*Sica*bsa®

ont lieu; elles impliquent Sa* & =(0).

En passant au théoréme, il suffira de vérifier que
b/bN2T n’a pas nilidéal. Dés qu'on a b/b2T=(b,20) /21,
nous montrerons que ce dernier anneau posséde la pro-
priété en question. Dans 'homomorphisme &~ &/1=5,
on a (b,21)~(b,20)/27. Si a* est un nilidéal du dernier
anneau et g -est son original en (b,27), le lemme montre
que Sa*S=(0), Sa* S, a** = N. Il en résulte a**=(0).
Du fait que &/21 est un sx-anneau, on conclut que
(b, 20)/ N est un sy-anneau. Alors, de a*3-{0), on déduit
a*=(0), comme nous le voulions établir.

Le théoréme nous ameéne au résultat suivant : la famille
irradical § contient les idéaux de tous ses éléments. En
résume:;

Tuiorime 150 La famille § des anneanx dont le radical
supéricnr est épal d sivo est une parlie de la famille des
sx-aiieanx. [l Fagit dune famille incompléle et saturée,
i laquelle appartiennent les idéaux de ses éléments. La pro-
priéteé de saturation a laquelle nous avons déja aupara-
vant fait d’allusion peut étre démontrée par le méme
procédé dont on a fait usage pour la démonstration cor-
respondante qui concerne la famille F,.

Il est clair aussi que le radical d'un anneau arbitraire
S est donné par Uintersection de tous les idéaux Q; tels
que 5/Q;e 5. Et on peut ajouter cette définition: le ra-
dical W{a), d'un idéal a, est l'intersection de tous les
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1déaux I, tels que Ty 2 a, &) Ty étant un anneau irradi-
cal. Alors

,.le._.._._.q._n_”:. _J_..,M.m.“ avec m_____ﬁu.__m..mu
..“.P._u..h DHH.H__ n.ﬂhnmmf._v _M..,:_._“Hgm@

Si a est un nilidéal, nous avons ¥ (a)=27; dans tous les
cas, ¥ (a) est 'idéal engendré par a et 91.

t) Une théorie du radical —D'une fagon différente, en
principe, de celle qu'on a employée au § antérieur, et en
corrélation immédiate avec la théorie des sn-idéaux,
nous appelerons radical d'un idéal a, de &, 'ensemble n,
d'¢lements de &, tels que, pour chaque men, tout le
p-systéme qui contient # a avec a une intersection non
vide. La proposition suivante a lieu; elle rétablit la liai-
son avec les raisonnements déja faits.

Tuiorive 161 Le radical n, de a, est un idéal, pricise-
ment Pintersection de fous les sn-idéanx minimaux appar-
fenant 4 a. Nous commencons par observer que tout
sx-idéal qui contient a contient aussi l'ensemble n.
v €tant un tel idéal, supposons nép. Il sera C(y) un
p-systéme qui contient #, donc qui contient au moins un
¢lément de a. Mais cela ne peut pas arriver, car on a
v 2a. De cette sorte, nep, comme nous le voulons. Nous
voyons ainsi que l'intersection indiquée dans le théoréeme
contient le radical n. Si on la désigne par Ny, nous pre-
nons ensuite ¢ ¢n pour voir qu'il en est aussi ¢ ¢MNyg. De
I'hypothese gén, on déduit 'existence d'un ensemble P
gui est un p-systéme contenant g mais qui ne contient
pas d'élement de q. Il existe P, 2P qui est un p-sys-
téme maximum contennant P et dont l'intersection avec
g est vide. Du fait que ge 7, on conclut g¢C(P)=mn;
donc ¢ n'appartient pas 4 Mz et le théoreme est établi.
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Pour un nilidéal a, nous avons écrit, dans le § ante-
rieur, (lvz=¢¢(a). Si nous posons, pour un idéal quelcon-
que, ¢ (a) - Mg, 2lors on a, pour les nilidéaux, @ (a)= do(a).

Tueoreme 17:  Le radical n—¢,(a) d’'un nilidéal est U'in-
fersection go(a) des idéaux radicaux minimax appartennant
da. Le radical n=0, de G, est O=4¢,((0))=y((0))=£. On
en déduit, compte tenu du théoréme 13, le

CoroLrae 61 Le radical de & O est égal d zéro.

D’aprés le théoréme 16, on peut formuler dans les ter-
mes suivantes la théorie du radical: la famille irradical,
ou famille des anneaux pour lesqueles ¢, ((0))~(0), se
compose des sommes sousdirectes de sn-anneaux, c'est
a dire, se compose exactement des sn-anneaux. Il s'agit,
comme l'on a deja dit, d'une famille saturée et compléte
F1=%a, a laquelle appartiennent les idéaux de ses éle-
ments. Le radical -4 ({0)) d’'un anneau quelcongue est
donné par & ({0))= N&, o0 les g sont tels que S /1.5
et de facon analogue est deéfini ¢, (a).

L'affirmation que le radical de &/Q est (0) résulte
directement de I'étude de 'homomorphisme &~ G/, dans
lequel on obtient une correspondance biunivoque et com-
pléte entre les sn-idéaux des deux anneaux.

Le fait que nous avons étudié d’abord le radical infé-
rieur dans des termes analogues nous a permis d'identi-
fice ¢,((0)) avec £, ainsi que de prouver que le radical
d’un nilidéal est toujours un nilidéal.

6) La théorie de McCoy—L.es raisonnements faits sur
les radicaux ¢ et £ sont analogues a ceux utilisé par
McCov d'une fagon qu'on va rapidement analiser. On
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appele radical d'un idéal a, de &, I'ensemble f, d'éle-
ments de G, tel que, pour chaque Aebh, tout m-systeéme,
qui contient %, a des élements en a. Un m-systéme est
défini comme un ensemble M d’¢lements de & qui satis-
fait 4 la condition suivant: si ¢,d e M, il existe xe S tel
que cxdeM. Alors les rélations entre m-systémes et
idéaux premiers sont analogues a celles entre p-systémes
et sn-idéaux, comme on a déja fait remarque dans 'Intro-

duction. Il ¥ a un théoréme analogue au théoréme 17 du
numeéro antérieur. On a

b-d:(a)=Ngay (§224a, gz idéal premier),

ou = parcourt la totalité des indices relatifs aux idéaux
premiers qui contiennent q. Pour 'anneau & lui-méme,
on écrit

N=g:((e))=Nyp;, (p;—idéal premier),

ol j parcout la totalité des indices relatives aux idéaux
premiers.

Maintenant nous faisons la comparaison des radicaux
ti{a) et @:(n). Dés que les idéaux premiers sont des
sN-anneaux, on voit que

n= Y=o (a) S b= Ngx =ge(a).

Le théoréme 7 du § 3 nous affirme que chaque y; est une
intersection d'idéaux premiers; donc il montre, inverse-
ment, qu'on a h<n. Ainsi, il en résulte la proposition
suivante, en partie due & Levirzia [5]:

Tucorive 181 Les vadicaux 9:(a) ef pi(a) sont égales.
51, en particulier, on a a=(0), alors 6,((0))=¢,((0)) répré-
sente le radical inférieur de Uannean.

Si l'on joint, avec Nagara [6], le préfixe «demi» a un
anneau, pour signifier qu’il est isomorphe & une somme
sous-directe d'anneaux avec une certaine propriété,
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indiquée d’ailleurs en ajoutant d'autre désignation, on
peut dire:

Thiorine 19:  Le radical N=¢:0(0) est séro, st et seun-
lement si lannean e question est denu-premier.
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