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§ 1. RELATIONS DE ZASSENHAUS.
RELATIONS D'INVARIANCE

1) Introduction—Soit R=\a, 4, ¢, ..., z, y, 2, veaeun
treillis. L'une quelconque des deux conditions ci-dessous
caractérise les treillis modulaires:

I: a<as et 6,<b; entrainent la perspectivité des deux
intervalles

[aV (@A by, a1\ (@ Abs)], [(@2Ab)V (a1 Abs),as \bs;

II: aZa: et 6;<Xbs entrainent I’égalité

(@2 \b1)\/ (a1 A\ ba)=[(as \ 61)\/ a1] A bs.

Par conséquent, I ou 1I suffisent pour démontrer le thé-
or¢me des subdivisions équivalentes [1], donc le théoréme
de Jordan-Holder.

Prenons une relation binaire », sur &, de telle sorte
que anb implique @<<4. Alors, 'une quelconque des deux
conditions équivalentes ci-dessous:

* Ce travail a été publié grace a laide de DInstitut de Haute
Culture,
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~ Z§: axnay et byn by entrainent la perspectivité des deux
~ intervalles de 'assertion I;

Zy' aynas et bynby entrainent 1'égalité de 'assertion I1;
- suffit pour garantir que deux -suites

"('1'1) A=WRNA - NAu=0, a=0<0HL<---<b,=0b

~ admettent des subdivisions équivalentes, donc telles qu'en
. posant a;;=a;\/(a;i11/\bj), (1=0,1,...,m—1;7=0,1,...,m),

. =0\ (0711 /\@:)y (f=0,1,...,m—1; i=0,1,...,4), les
- intervalles [a;;, @; ;1] et [b);, bj,:41] sont projectifs [1]. Tou-

~ tefois, ces subdivisions ne sont pas, en général, des

-suites. Pour qu'on arrive a un tel resultat, il suffit
emment d’ajouter a Z§, ou a Zs, la condition

el |

,‘ aynay et binbs entrainent [a,\/(az Aby)]n[aiV (az A b2))-

jﬁonséquent, I'ensemble des conditions Z4, Z§, ou Zi,
) parmet dobtemr, en partant des =n-suites (1), des

que les z-suites sont toujours supposées finies et
1 deux intervalles [a, ] et [¢, d] sont projectifs, a=b

et byn by, avee byXas, impliquent (a;\/ by)n (a1 \ bs).

de Zi meéne a Z;, mais on ne démontre pas
ue. Cependant, en ajoutant a Z, cette nouvelle

et byndy impliquent [(as/\ b))\ (a A bs)]n(as A 63)

] .!J‘“Jf; »
emble des deux conditions Z, et Z, entraine
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5. Soit en effet ayna: et bynbd,. Puisque Z; est valable
et as/\ 6,Xas, on obtient, compte tenu de Z, [a1\/(a: A b1)]n
[a\V (az \ bs)].

Nos raisonnements montrent qu’en plagant a coté de
Zj et Zi une condition Z{, identique a Z;, les deux
systemes de conditions

LR 2R 3 e b (R =T RoAEa ) s sonf équivalents.

Livsic [2] fait une théorie de Jordan-Hslder en intro-
duisant pour la relation » des conditions plus fortes que
celles de '’ensemble Z,, (A=1,2,3). Il arrive ainsi a obte-
nir pour les intervalles [a;;,a; ;+1] et [, 6, :+1] des rela-
tions d’isomorphisme qui n’importent pas a notre objet.

Nous appelerons relation de Zassenhaus une relation 7
vérifiant le systeme Zf ou Z;, (£=1,2,3). Nous étudierons
une relation binaire », dite re/ation d’invariance, plus
forte qu'une relation de Zassenhaus, et en ferons une
théorie de Jordan-Holder. Cette théorie, a coté de théore-
mes d’existence de u-suites de composition portera aussi
sur des questions de longueur de telles #-suites. Dans un
travail a publier plus tard, par le premier des auteurs,
seront faites des applications aux groupes et aux quasi-
-groupes bilatéres et unilatéres, en poursuivant des idées
déja développées [3].

2) La condition l;—Il importe a I'étude de la relation #
qu’on vient de signaler (on n’oubliera pas que azé im-
plique @<<64) la condition /; qu’on énonce

Li: anc et bXc entrainent (@ Ad)nb.
Deux énoncés équivalents sont les suivants:

Ii: anb entraine (a\&)n(bA2), V26 R;
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l{': an(a\/b) entraine (aA\b)nb et anb, avec a<x<4,
B | entraine anx.

Nous allons montrer en effet la chaine d’implications que
dici: L= [{=I{'=> I,. A partir de /i, si on a anb, puis-

e bA2Xb, on obtient (aAbAz)n(bAz), c'est-a-dire
A2)n(bAz), et I{ est valable. Ensuite, a partir de /;, si
l'on a an(a\/6), on obtient (aAb)n[(a\/b)Ab], cest-a-
(@aNb)nb, et, si 'on a anbd et a<x<Th, on obtient

(@A x)n(bAx), c’est-a-dire anx, et /[ est valable. Enfin,
0 a l'implication /= /;, puisque, si anc et 6=¢, alors,

Ka\/6=¢, on tire an(a\/b), donc (a\b)nb.

: .x-jxtontfms 1:— Prenons n vérifiant I,. Alors: St a=ay<<
| G A Na,—=c el b=bH O

ay, (k1) et entre a;\b; et by, (1Z)). En particu-
asb, on a ana et il existe une n-suite entre a et
st llon @ anc et si b=by<b< - <b; < -bu—=c
wite, il existe des o-suites enire a/\b; el a et entre
iy, ({Z7). En tenant compte de /{, on peut en

SN A

SN =S b

W)

IS SaAbu=0, aNbS6S <6

m,ait, a==b, anb et qu'il n’existe aucune
et 4 de la forme a< - <z<---<b, on écrira
dition 7, est vérifice, c’est le meme de
ire \Iﬁq‘ﬁb, anb et il n'existe aucun za
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En associant a la condition /; la condition 7, la rela-
tion » vérifie aussi la condition Z;, comme nous allons le
voir. Admettons qu’'on ait aynas et bynbs. Puisque /; est
équivalent a /{, on en tire (aiAbs)n(a:N\bs) et (azsAby)n
(a: A\ bs). Ensuite, d’aprés Z;, puisque azAbs<Xa:/A\bs, on
obtient [(@2Ab1)\V (a1 A\bs)| n(az/\bs) justement Z;. D’une
fagon réciproque, la seule condition Z;, pourvu qu’on
admette 'existence de 0 e R et bien aussi que Onx, \fxelR,
entraine /;. En prenant en effet an¢, 6=¢, puisque 005,
la condition Z; donne (a/\ 6)7nb. Par conséquent:

 THEOREME 2:—S7 n vérifie Iy et Zy, alors Z, et Z, sont
vérifides. Réciproquement, Zy et Zy impliquent 1, et Zs, pourvu
qu’il existe 0 e R et qu'on ait 0nx,N xekR.

Ce sera pour nous trés important l'étude du cas
ou = vérifie a la fois les conditions /;, Z: et Zs. Nous
appelerons alors n une relation d'invariance. 1l s’agit d’'une
relation de Zassenhaus, en général plus forte que cette
derniere.

EXEMPLES DE RELATIONS DE ZASSENHAUs :—1) La relation <<
dans les treillis modulaires; 2) la relation x2 v, si x, y5¢
et ¥<Xoy (le signe <o signifie «couverture»), dans le treillis
semi-modulaire bien connu [1]: a<<eb<<od<<oe; a<lob<o
<og<oe; a<loflog<oe; alof<oc<oe; 3) la relation o
dans le treillis |0<<oxs<Coxs<<oxz<oxe<loxy<lots; 0<Coya<lo
<oy <luf.

Remarques : — Dans 'exemple 2), si ¢ intervient, Z n’est
pas vérifiée: b=(eAb)\V/(cAd)FE[(eNb)\V c]ANd=d. D'autre
part, le méme exemple ne donne pas une relation d'inva-
riance, car d<oe, ¢j¢, mais d Ac=a£oc. L'exemple 8) ne
donne pas de méme une relation d’invariance: x<ou,
y1<u, mais 21 A ¥1=0=%oy1. Dans les deux cas, /; n'est pas
vérifiée. '
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ExEMPLES DE RELATIONS D'INVARIANCE: —1") Soit /2 un treillis
verifiant la condition suivante, qui entraine la loi duale
de celle de Birkhoff [1]: x<ox\V/y implique x A y<oy. La
relation <o est d’invariance. Quant a /;, prenons a<oc,
6<<c. Ou bien a=¢, donc aAb=0b; ou a<oc, avec b£oa, ce
qui donne a\/b=¢, donc a<<oca\/b et a/\b<ob; ou, enfin,
a<<oc,avec bXa, et a\Nb=2b. La condition Z, est aussi véri-
fiée, puisque & Xoas, 5; X0 by, avec by<Xas, donne a1 <Ka\/
o<\ bs<<a», donc a,\/ 61 <Xoa,\/b». 1l reste a montrer
Zs. Soient a;Xoas, 6;<Xobs. Si 'on avait

(3") ai N b0:<(a1 A\ b2)\/ (@2 A\ 61)<[(@z N b))\ @i N\ 62z \ b2,
puisque, compte tenu de /{, on a a1 AbsSoai A\ by, on aurait
A A\ bz=(ai \Nb2)\V (az N\ b1), [(@2A\b)N ar]\bs=az\bs,

ce qui impliquerait asA\bi<aiAbs, a1\/(az\b)=a,, donc
(8’) donnerait a; A b2<“a: A\ b2, qui est un absurde.

9’) Dans les treillis modulaires, le signe <o done une
réalisation de ’exemple précédent.

3’) Dans le treillis des sous-ensembles de l'ensemble
{1,2,3{, on définit une relation d’invariance en posant
&0y, si 4oy et (v, y)=~(13, 123). La condition /{ est véri-
fiee, car, s’il n’en était pas ainsi, on pourrait trouver
%,9,& tels que ¥Soy et (¥ Az, y Ag)—=(13,123). Cette hypo-
thése entrainerait xAz=13, yAs=123, donc y=2=123,
r=18, x50y, c’est-a-dire on n’aurait pas x7ny. En ce qui
concerne Z;, si xnxs, yinys et y»4, on a (x1\Vy1)n
(21 \/92), puisqu’on ne pourra pas avoir &\ y;=18, 1\ y2=
=128, car ces égalités impliqueraient w1\ xy=128=ux,
X 18, donc on n'aurait pas x;n 4. Quant a 73, sa validité
est immédiate.

(4') Dans le treillis des sous-groupes d’un groupe, si
xny signifie «x invariant en y», on obtient encore une
relation d'invariance.
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Lorsque = est une relation d’invariance, si 'on a ané,
on dit a invariant en b. S'il existe un élément universel u
et on a anu, a est appelé un invariant. La condition Z,
montre que le supremum de deux invariants est un inva-
riant, mais ceci n’arrive pas, en général, pour l'intersection
de deux invariants. Cest ce qu'on voit en prenant le
treillis modulaire {0<oa<<od; 0<ob<od; 0<<oc<<od| et en
supposant 7 la relation <o.

Une #-suite compléte, lorsque n est une relation d’in-
variance, prend le nom de n-suite de composition. Ces suites
seront I'objet du § suivant. Nous représenterons parc,(a,b)
la longueur des »-suites de composition entre @ et 4.

3) Relations d'invariance — Avant de supposer » une
relation d’invariance, nous démontrerons la proposition
que voici:

TutoriME 8 :—Si n vérifie les conditions Iy et Zs et si l'on
a anc, alors lexistence d’'une n-suite b=b60<06,<<+--<by—¢
implique lexistence d'une n-suite a<a\/bXa\/ b, --<a\/
V bma<c. D’apres I{, anc et a<<a\/ 6c donnent an(a\/b).
Ensuite anc¢ et 616,<X¢, compte tenu de Z, donnent
(a\/b)n(a\/ by); de méme anc et by16,<c donnent (a\/b)n
n(a\/bs). En poursuivant, le théoréme en résulte.

THEOREME 4:—En prenant la relation d'invariance «, I'ly-
pothése x< <x\y entraine x/\y<<y. D'abord, xn(x\/y)
implique (xAy)ny. Puis, on ne peut pas avoir x/Ay=y,
car on en concluerait yX«, donc x=x\/y. Enfin, I'existence
de 2o tel que ¥ Ay <<z0<y et tel aussi que gny impliquera
une contradiction, comme nous allons le voir. Si 2, existe,
de *<x\V20X¥\Vy, on tire xn(x\/ 20). D'autre part, g1y et
xn(x\/y), compte tenu de Zp, donnent (x\/2o)n(x\/9), et
¥oVeSaVy sera une n-suite. L'hypothése x<<w\/y
entraine x\/2o=x ou ¥\ 2=x\V4y. De £\ 2=, on conclut
g<x, donc 2Xx/Ay, contredisant xAy<g. De x\/gy=
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=xVy, compte tenu de x7(x\y) et de zny ainsi que de
Zs, on conclut [2V(xAy)]=(20\ x)A\y, Cest-a-dire z=3y,
contredisant g <y.

CoroLLAIRE 1:— La relation <o est une relation d’inva-
riance, si et seulement si x<ox\/y implique x/\y<oy. On
rappelera aussi I'exemple 1’), numéro précédent.

THEOREME 5:— En  prenant la relation d'invariance w,
st a<l<b et sl existe une u-suite entre s\b, alors on a
afNz<<bAzou aNz=0bAz Le théoréme 3 montre l'exis-
tence d’une u-suite entre a et 6 de la forme a<aV
V(6A2)<---<Xb. En conséquence, a<< < b donne a\/(bAz)=
=aou a\/(b\z)=0. La premiére hypothése donne 6 Az2<aq,
donc 6 A2<a A g, qui, jointe a (a A2)(bA2), méne a aA\z=
=b Az La deuxieme hypotheése, d’aprés le théoréme pré-
cédent, compte tenu de a<<b=a\/(bAz), implique aA
A(bA2)<<bN2, c'est-a-dire a Az< <bAz.

§ 2. »-SUITES DE COMPOSITION

1) Problemes d’existence —En supposant » une relation
d’'invariance, les théoréemes 6 et 7 ci-dessous sont des
théorémes d’existence de »-suites de composition,

THEOREME 6:—S7 a=ay <1< - <&, < -<a,=c est une
n-suite et b—=0bo<b1<< - b= est une n-suite de composition,
il existe des n-suites de composition entre a;\b; et a;. En
particulier: si anc et s'il existe une n-suite de composition
b=bo<X---bm=c, alors il existe une n-suite de composition
entre a\b; et a. De plus: st a=ay<ar<- Xa,=c ¢st ausst
une n-suite de composition, il existe des u-Suites de composi-
tion entre a;-/\bj et ai,(kZ1), el entre a;\b; et by,(1Z 7). Nous
nous bornons a la premiere assertion. Le théoréme 5,
compte tenu de la »n-suite obtenue de la »n-suite (2) du n.°
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2, § précédent, en remplacant 7 par 7+1, et bien aussi de
bj<<<bjt1, (si cela est le cas), montre que ;A b;<<ar/A
Abji1, sauf si l'on a a;Abj=a;\b;,. Par conséquent, la
partie de la »-suite (1) du méme n.° 2 qui finit en a; est
une n-suite de composition.

THEOREME T:—En prenant la relation d'invariance u, St
Pon a anc et il existe des u-suites de composition a=ay™.
KU Nap=C et b=b0<b1:--<b,,=¢, alors il existe une
n-suite de composition aNOaNOLI - AN Opr<a~
RaV@a A - XaV(aa ANO)SaVb<a\V b XaV

- Vbm1<e. Sans-doute que aAI<eNL- -<<a<c est une

n-suite, dont la partie entre a /A b et a est de composition ;
et NI NI - XAt NOTOS O < =<0, oG e S Tmulis
n-suite de composition. Alors, on construit la subdivision
suivante de la premiére »-suite, dans la partie entre a et
¢t aXaV (@A) - KaV (1 AO)RaV b[aV o< - - e

2) Questions de longueur—Revenons a la premiére
partie du théoréme 6. On peut admettre que la suite de
composition b=b,<<<b<<<..-<<¢ ne contient pas des
répétitions. Alors, si l'on observe la construction de la
n-suite de composition entre a,/\b; et a;, on constate la
relation ¢, (a:\b;, a:)<c,(b;,¢). Supposons maintenant ¢«
=a;\/ b; et que tout élément z qui puisse appartenir a une
n-suite entre 4; et ¢, vérifie I’égalité 6,\/ (a; A2)=(6;\/ a;) A&
Dans ces conditions, 6,<<b;+1,(/>j), donne aussi a;/A
ANbi< <a;\biy1, car Légalité a;A\by=a;\ by impliquerait
b;\/ (@i \bi)= b;\ (@i \bit1), donc, puisque 6;<X6/<e,(byV
Va;)/\b;=(ija;)/\6;+1, c’est-a-dire bl=61+1. Avec 1’hyp0'
thése sur z, on arrive ainsi a ¢, (a;A\b,a;)=c,(0; ¢). En
particulier, les hypotheéses a\/b=c,b\/ (aAz)=(b\ a)A\8,
pour tout & qui puisse appartenir a une n-suite 5% .. %
Ko< .-<aVb, donnent ¢, (aNb,a)=c,(b,a\b). Nous dé-
montrerons une réciproque, de fagon a justifier I'énoncé
que voici:
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8:— Admettons lexistence d’une n-suite de com-
KU bn=a\/ b ainsi que d’une n-suite
Ka,=a\b. On a linégalité c,(aNb,a)<
- Alors, il faut et il suffit, pour qu'on ait
e (b,a\ b), que, pour tout 5 tel que T - -<a<
1t ume n-suite, on ait b\/(a\z)=(bVa)\z.
‘montrer la «nécessité» de la partie finale de
renons la n-suite a=ar<a,<---<a,—a\/b ainsi
de composition b=by< <b< < - << b=
artient a une v-suite entre 4 et a\/b, nous
ire que cette v-suite est de composition :

<<=l <a< << <m=a Vb,
e n-suite de composition

Ab=aAbb<<aAbi< <--- < <aNbj—

ma\s< <a\u<<---<<al\zp=a,

e hypothese, cy(a/\b,a)=c, (6,a\/ b). Alors,
les deux 7-suites

0 NaNbi=a e -Rahs=a=

_1' _a()falf"'fan;‘avby

NI RO NO=b0=bTU< b=
b -h"-zlef. . .fzk=avb,

mettent des u-subdivisions équivalentes.
la deuxieme entre &} et b, contient
AaAg), done, compte tenu de bi<< < b},
\AGAG) ou 644.1-64\/(“.{.1/\61/\3). La
- donnerait bj=b;\/(biy1/\@) et on au-

Aa, ce qui entrainerait ;A a=
. On aura par conséquent

e
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bi1="01\/(bisiNaAz), dou L'on conclut biy\/(aA\g)=0%V
V(aAz). En faisant successivement 7=0,1,2,...,/—1,

on obtient

b\ (@N2)=bi\/(aNz)=---=bl\(aN&)=2=(b\a)\z.
Le théoréme est démontré.

THEOREME 9 : — S’i/ existe 06 R et st a<---<<a\/b et bX
<-.-XXa\/ b sont des n-suites, alors [lexistence de c,(a\/ b)
implique Uexistence de ¢, (@), c,(a,a\/b), ¢,(aNb,a), ¢, (a/Nb),
et on a c,(a)+c,(0)=c,(aNb)+c,(a\ b). Le signe—de cette
relation est @ employer, si et seulement si, Ntz e R qui puisse
apparteniv a une n-suile entre a et a\/ b, on ait a\/(b\g)=
=(a\/b0)\&. Puisqu’il existe une »-suite de composition
0<X.--<Xa\/b et une n-suite axX-.-.-Xa\/ b, le théoreme 6
montre qu’il existe une n-suite de composition 0<-. -<a,
donc il existe ¢,(a). D'une fagon analogue, il existe ¢, ().
Ensuite, 0<X.--<a<---<a\/ b est une n-suite et 0. <
Sa\/b est une n-suite de composition, donc on peut subdi-
viser la premiere et obtenir une u-suite de composition
a<X---XXa\/ b, en tant qu'une partie de la subdivision. Ainsi,
¢,(a,a\/ b) existe. D’'une fagon analogue,il existe ¢, (4,a\/b).
Alors, il existe aussi des n-suites de composition aA o<
b et aA\b<---<a, donc il existe c,(aNb,b) et
c,(aNb,a), et on a d’'ailleurs, conformément au théoréme 8,
c,(@aNb,0)<X¢c,(a,a\ b), c,(aNb,a)c,(b,a\ b). Enfin, les
n-suites de composition 0. --<a@ et a A6 ... <a assurent
I'existence de n-suites de composition entre 0 et @ A 4, donc
il existe ¢, (@Ab). Et on a

ch (@ b)+c,(aNb)=c,(aNb)+c,(aNb,b)+c,(b,a\N b)+
0, (@AB)Z 6, (aNB)+ e, (aNb, b)+
+¢,(aNb,a)+c,(aNb)=c, (b)+c, (a).

La partie finale du théoreme revient a la partie finale
du théoreme 8.
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§ 3. ELEMENTS SOUS-INVARIANTS.
ELEMENTS DE COMPOSITION

1) Définitions et premiéres propriétés—Supposons qu’il
existe we R et soit n une relation d’invariance. Si l'on a
@—u ou s’il existe une v-suite entre @ et #, nous dirons «
un élément sous-invariant; et, si a=u ou s’il existe une
~ gesuite de composition entre @ et #, nous dirons @ un
~ dlément de composition. Aussi bien I'ensemble S des sous-

sinvariants que que l'ensemble C des éléments de compo-
. A?lltion constituent des inf demi-treillis de & (th. 1 et 6).

_‘ 1 TrEoREME 10— Pour les éléments de S ou de C, la rela-

ton a<<obsignifie a<< < ben R.Nous ferons la démonstration

en admettant @,b6eS. Si l'on a a<ob, sans doute a==é.

utre part, il existe des n-suites entre aAb=a et b et

tous les éléments de ces suites sont des sous-invariants,

¢, compte tenu de a<<ob, on ne peut avoir que a< < b.

Réciproquement, a partir de a< <4, avec a,beS, il

iste pas ze.S tel que a<z<éb, car anb entrainerait

, et, d’autre part, I’existence de 7-suite entre z et &

impliquerait 'existence d’une v-suite a<g< ...<b, contre-

nt a<< <o

LaiR ]

- Tukorivg 11:—En S, ou C, la condition duale du quadri-

latére est valable [4]. Supposons, par exemple, a,be C et

bk bya<od,b<od. Compte tenu du théoréme précédent, on

< «<d,b<<d, en R. Le théoréme 7 assure l'existence

une v-suite de composition e\ < e - KaV o< <

On ne peut pas avoir @\/b—a, car cette égalité entrai-

L 655a et b<a<d serait une n-suite a contredire

Par conséquent, a\/b=d et a< <a\/b, ainsi que

\/b, D'aprés le théoreme 4, on en conclut aAb< <

b« «<b, donc, puisque apbeC, aNb<oa et

z
|
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TueoriME 12:—C est un treillis conditionnellement com-
plet, dual d’un treillis de Birkhoff [1]. D’aprés le théoréme
précédent, nous n’avons qu'a montrer que C est un treillis
conditionnellement complet. D’abord, C est un inf demi-
-treillis. Nous allons montrer que tout couple |a,b| d’élé-
ments de C admet un supremum dans C. Soit M cC
I’ensemble des majorants de a et 6. M contient #e C et on
a M=¢. Si x0e M n’est pas le supremum de a et b, il
existe x1e M tel que xy>x. Si x4, n'est pas le supremum
en question, il existe a3 e M tel que xo>x1>%, et on peut
poursuivre. Si 'on suppose ¢y (@, %,)=n, on ne peut pas
avoir une suite xo>x1>> ... >x,>a, car cette suite, d’aprés
le théoréme 6, pourrait étre plongée dans une »-suite de
composition de longueur >#u. Par conséquent, on arrive
a obtenir x;=sup |@, b{. Maintenant que nous savons que
C est un treillis, il suffit de voir que tout ensemble minoré
de C admet un infimum ou que la condition de chaine
ascendante affaiblie [1] est verifiée, pour reconnaitre que
C est un treillis conditionnellement complet. Or, soit
M, < C un ensemble dont @y est un minorant. Nous pren-
drons y,e M,; alors, s'il n’est pas linfimum de M, il
existe y e My tel que yo Loy, avec oA yie C. Si oA 0
n’est pas encore linfimum de M, on prendra y,e M, tel
que yo/\ ¥1%oys et on poursuivra le raisonnement. En écri-
vant y0> 9o A y1> Yo A Y1/ y2> - - - >ao, cette suite, en suppo-
sant c¢q (a0, y0)=n, ne peut pas contenir plus de n+1
éléments, car I'existence de n-suites de composition entre
PoAVIA - A Yj+1 € oA y1A--- A y; entrainerait 'existence
d’'une »-suite de composition entre a, et yo de longueur
>n. Par conséquent, M, admet un infimum et C est un
treillis conditionnellement complet. C est méme un treillis
complet, si 'infimum de tous les éléments de composition
est un élément de composition.

Remarque :—I1 se leve la question d'introduire des con-
ditions sur 1 de telle sorte que C devienne un sous-treillis
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de R. On remarquera, par exemple, que, pour la relation
d’invariance 3’), n.° 2, § 1, les éléments 1 et 3 sont des
éléments de composition mais qu’il n’en est pas ainsi
pour 1V3=18.

2) D’autres propositions concernant les sous-invariants—
Les invariants, définis au n.° 2, § 1, sont des sous-inva-
riants. Prenons deux invariants @ et 4 et admettons U'exis-
tence de ¢ (aVb). De a<aVbu, puisque anu, on tire
an(a\Vb). De méme bn(aVb). Alors, le théoreme 9, mene
A cn(@)+ co(b)=cn(ahb)+ cn(aVbd), pourvu que, Vfzel
appartenant a une w-suite a<-.-<sz<X---X<aVb, on ait
aV(bAz)=(aVb)Az. Or, \fze R tel que a<<z, on a anz. La
condition Z3 donne justement, a partir de bnu et ang, la
modularité aV(bAz)=(aV b)Az. Puis, le théoreme 8 entraine
les relations ¢n(aAb,a)=cn(b,aVb),co(apNb,a)=cq(a,a\ D).
Par conséquent:

THEOREME 18:—S7 a et b sont deux invariantes et s’il
existe cq(a\ b), on a les relations que voici: cq(a)+cn(b)=
=cn(@Nb)+cn(aVd); en(anb,a)=cn(b,aVb); cn(apNb,b)=
=cn(a,a\b).

RemarQue:—En tant qu'une application du théoréeme 3,
on remarquera que le supremum d’un invariant et d’un
sous-invariant est un sous-invariant.

THEOREME 14:—S7 O est un élément de composition, on a
C=S. D’une part, il existe une n-suite de composition
0. Xu; et, d’autre part, il existe une u-suite e - <,
pour tout ae.S. Par conséquent, il existe une »-suite de
composition entre 0 et «, et la »-suite 0. e+ X
peut étre subdivisée pour donner une »-suite de compo-
sition. Par conséquent aeC.
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REmMARQUE : —Un raisonnement analogue montre que, si
Iinfimum des sous-invariants existe et est un élément
de composition, on a de méme C=S.
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