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PAR

SUR LES RELATIONS D'INVARIANCE
DANS LES TREILLIS '"

M.a L.NORONHA GALVÃO el A. ALMEIDA COSTA

§ 1. RELATIONS DE ZASSENHAUS.
RELATIONS D'INVARIANCE

1) Introduction-Soit R= la, b, c, ... , x, y, z, ... ! un
treillis. L'une q ueleonq ue des deux conditions ci-dessous
caractér ise les treillis modulaires:

I: at",a2 et bt''''::::.b2entrainent la perspectivité des deux
intervalles

Par conséquent, I ou II suffisent pour dém o n trer le thé-
orerne des subdivisions équivalentes [1], done le théorern e
de jordan-Hôlder.

Prenons une relation binaire '1), sur R, de telle s rt
que a Y} b implique a"b. Alors, l'une quelconque des deux
conditions éq uivalentes ci-dessous :

* C travail a t publie gra à I'ai d de I'Instltu t d IIHU.k
ultur .
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X &: a, '11 a2 et b, '11 b2 entrai nen t la perspecti vi té des deu x
in t rval les de l'assertion I;

XII: a, 'I)a2 et õ, 'I) b2 entrainen t l' égali té de l'assertion lI;

Z~. Soit en effet aI '11 a« et b, '11 b2, Puisq ue Z I est valable
et a2I\b2"a2, on obtient, compte tenu de Z2, [aIV(a2I\bl)]'I)
[aI V(a2I\b2)],

Nos raisonnements montrent qu'en plaçant à côté de
Z~ et Zã une condition Z{, identique à ZI, les deu x
systern es de conditionssu íf it pcur garantir que deux n-sui te s

(I) Z.t,(k=1,2,3); et Zk,(k=1,2,3); sont équivalents.

ad m ttent des subdivisions equivalentes, donc telles qu'en
posant aij=a,V(ai+ll\bj), (i=O,l, ... ,n-l;f=O,I, ... ,m),
t bji=bjV(bj+ll\ai),C/=O,l, ... ,m-l; i=O,l, ... ,n), les

int rvalles [aij, aj,j+l] et [bjt, bj,i+l] sont projectifs [1]. Tou-
t efois, ces subdivisions ne so nt pas, en gé neral, d es
n-su ites, Pour qu'on arrive à un tel résultat, i1 suffit
éviclem ment d'ajouter à Z~, ou à Z3, la condition

L,VS'C [2J íait une th éo ri e de jorda n-Hõlder en int ro-
d uisa nt pou r la relati on Y) des condi tions plus fortes que
celles de l'ensemble Z", (k=l, 2,3). Il arrive ainsi à ob te-
n ir pour les intervalles [a,j, ai,j+l] et [bji, bj,i+,l des rela-
tioris d'isomorphisme qui n'importent pas à notre objet.

Nous appelerons r elaiion de Zassenhaus une reíation 'I)

vérifiant le systerne Z] ou Z", (k= 1,2,3). Nous étu di erons
une relation binaire 'I), dite relation d'inuariance, plus
forte q u'u n e relation de Zasse nhaus, et en ferons une
théorie de jcrd a n-Hõ lder. Cette théorie, à côté de théor e-
mes d'existence de 'I)-suites de composition portera aussi
sur des questions de Iong ueur de telles 'I)-suites. Dans un
travail à publier plus tard, par le pre mier des au te ur ,
seront faites des applications a ux g rou pes et a ux quasi-
-groupes bi lateres et unilateres, en poursuivant des idées
déjà dévelo ppées [3].

Par on q uent, l'ensemble des conditions Z~, Z~, ou Z~,
XII, P rrnet d'obtenir, en partant des 'I)-suites (1), des
I) • u bd ivi ions équivalentes, donc démontrer un théoreme
de jorda n-Hõlder correspondant. D'ailleurs, on doit tenir
co m pt qu les n-sui tes sont toujours supposées finies et
q ue, si dcux intervalles [a,b] et [c,d] sont projectifs, a=b
iiu p liqu c=d.

On ob t i nt une condition plus faible que Z~par I'én oncé
11 11(, voici :

La vnl id ít d
1I I'(··(·ipl'oqll
('(llIclltioll

Z~ m êne à Z2, mais on ne démontre pas
cpendant, en ajoutant à Z2 cette nouvelle

2) la condition h-H importe à l'étude de la relat icn »
qu'on vient de signaler (on n'oubliera pas que a'l)b im-
plique a"b) la condition I, q u'on énonce

Deux énoncés équivale n ts sont les suivants:

1111 , 1'111 (IlIlI1(' dl'li dcux c nditioris Z, et Z2 entrain e I"1· a n b e ntraíne (al\z)'Il(bl\z),V-zeR;
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REMARQUES:-Dans l'exemple 2), si c intervient, Zs n'est
pas vérifiée : b=(eAb)V(cA d) =1= [(e Ab)V cJAd=d. D'autr
part, le même exemple ne donne pas une relation d'inva-
riance, car d"oe, c=;e, mais dAc=a$oc. L'exernple 3) n
donne pas de même une relation d'i nvariance : XI 011,

Yl"U, mais xlAY1=0$OY1. Dans les deux cas, 11 n' st )WH

vérifiée.
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li': aYl(aVb) entraine (aAb)Ylb et a n b, ave c a"x"b,
entraine a 'fi x,

En associant à la condition 11 la condition Z2, la rela-
tion Yl vérifie aussi la condition ZI, comme nous allons le
voir. Admettons qu'on ait ai Yla2 et b1 n bs. Puisque 11 est
équivalent à It , 011 en tire (aIAb2)'f)(azAb2) et (a2Abl)'f)
(a2Abz). Ensuite, d'apres Z2, puisque a2Ab2"a2Ab2, on
obtient [(a21\b1)V(alAb2)]Yl(a2Ab2) justement ZI. D'une
Iaçon réciproque, la seule condition ZI, pourvu qu'on
admette 1'existence de OeR et bien aussi que OYlX, VxeR,
entr a ine 11' En prenant en effet a 'f)c, b"c, puisque O'flb,
la condition ZI donne (aAb)Ylb. Par ccnséquent :

Nous a llons montrer .en eHet la chal ne d'implications que
voi i: 11 =>li=>li'=> 11' À partir de 11, si 1'on a a 'f) b, puis-
que bAz"b, on obtient (aAbAz)Yl(bAz), c'est-à-dir e
(flAz) 'f)(bAz), et li est valable. En su ite, à partir cie 1{, si
1'011 a aYl(aVb), on obtient (aAb)'fI[(aVb)Ab], c'est-à-
-rlirc (aAb)Ylb, et, si I'o n a a n b et a"x"b, on obtient
(flAx) Yl(bAx), c'est-à-d ire a n x, et 1{' est valable. Enfin,
1111a I'implication 1{'=>11 , puisque, si a n c et b"c, a lors,
d( (/ aVb-c, on tire aYl(avb), donc (aAb)Ylb. THÉOREME2: -Si 'I) vérifie 11 et Z2, alors Z, et Z2 sont

uéri fiées. Réciproquement, ZI et Z2 z'mp!z"quent 11 et Z2, pourvu
qu'i] existe O e R et qu'on ait O Yl x, V X e R.TIII::()Ri~ME1 :-Prenons 'I) uéri fiant li' Alors : Si a=ao"

(/1 ", '-a •.,,·· ,ak"'" "a" = c et b= bo"b1"", "bj"",

b, ... - b.; = c sont deux n-suiies, iI existe des n-suites entre
li, I" 1'1 Ok, (/Z7Z'), et entre a;Abj et b" (l7j). En particu-
110,' I) si (1,- b, on. a a Yl a et il existe une n-suite entre a et
I h: :.l) si l'on a a n c et si b=bo"b1"· .. "bj"· .. ,,b,,,=c
I li/li' n-suite, ii existe des n-suites entre aAbj et a et entre

" lI, 1'1 h" (1'7/). En tenant compte de li, on peu t en
li I «'dl'< los »-sui tes

Ce sera pour nous tres important l'étude du cas
ou 1) vérifie à la fois les conditions 11, Z2 et Zs, Nous
appelerons alors 'I) une relation d'inoariance. 11 s'agit d'une
relation de Zassenhaus, en général plus forte que cette
derriiere,

EXEMPLESDERELATIONSDE ZASSENHAUS:-l) La relation "
dans les treillis mocl ula ires; 2) la rela tion x 'f) y, si x, y =1= c
et x"oy (le signe <0 signifie «couverture»), dans le treillis
semi-modulaire bien connu [1J: a<ob<od<oe; a<ob<o
<og<oe; a<of<og<oe; a<of<oc<oe; 3) la relation "0
dans le treillis !0<OX5<OX4<OX3<OX2<OXI<OU; 0<OY2<0
<0 yl<tel.

(II a, A b; =aiA bj-rl ~. , , "aiA õ.; =ai~' . ,,,ak,

ri, A bj - a''+lA b;", , . "a" A bj = bj" .. ,,,bz.

IllillllS con ernant les cas particuliers sont irn m é-

I I dr-u xi m as particulier mene d'ailleurs aux

,'A/J) I1 .', -aAb",=a, aAbj"bj",·· ""b/,

11"'OIl aiL a i=b, a n b et q u'i l n'existe aucune
nrn If ('1 I, c/t' la forme a<··'<z<,,·<b, on écrira

I, co nd ltio n li t vérifiée, c'est Je même de
11,1111dil'l n ] 6, an b til n'existe aucun z=f=a

/I, " li.



THÉOREME4:-En prenant la relation d'inuariance YJ,I'hy-
pothése x«xVy entraine xl\y«y. D'abord, XYJ(.'\:Vy)
implique (xl\y)·l)y. Puis, on ne peut pas avoir xl\y y,
car on en conc1uerait y"'x, donc x=xVy. Enfin, l'exist ence
de Zo tel que xl\y<zo<y et tel aussi que ZoYJy irn pl iq ueru
une contradiction, comme nous allons le voir. Si Zo xi st e,
de x",xVzo",xVy, on tire XYJ(XVzo). D'autre part, zO'I)Y ('I
XYJ(xVy), compte tenu de Z2, donnent (xVzo)"I)(xV ), t'l
x",xVzo",xVy sera une YJ-suite, L'hypot hese .'\;/ · 'r.Vv
entraíne xVzo=x ou xVzo=xVy, De xVzo=x, on r o nr-l ut
zo-x, donc zo",xl\y, contredisant xl\y/zo. I) xV li
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E:<EMPI.ESDERELATIONSD'INVARIANCe:-l')Soit R un treillis
verifiant la condition suivante, qui en tra ine la loi dúale
de celle de Birkhoff [IJ: x<oxVy implique xl\y<oy. La
relation "O est d'invariance. Quant à lI, prenons a",oe,
b",e. Ou bien a=e, done al\b=b; ou a-c s c, avec b$oa, ce
qui dorme aVb=e, donc a<oaVb et al\b<ob; ou, enfin,
a<oc, avec b"a, et al\b=b. La con dit.io n Z2 est aussi vér i-
fiée, puisque (ll",oaZ, bl",ob2, avec b2",ae, donne al",alV
Vbt",atVbz",a2, donc atVbt",oatVb2• 11 reste à montrer
Z3. Soient al",oa2, bt",ob2, Si l'on avait

Lorsque '1) est une relation d'in variance, si l'on a an b,
on dit a inuariant en õ. S'il existe un élément u ni ver s el n
et on a a'I)U, a est appelé un inuariant . La condition Z2
montre que le supremum de deux invariants est un in va-
riant, .mais ceci n'arrive pas, en general, pour l'intersection
de deux in varia nt s. C'est ce qu'on voit en prenant le
treillis modulaire jO<oa<od; O<ob<od; O<oc<odl et en
supposant '1) la relation ",o.

Une YJ-suite complete, lorsque '1) est une relation d'in-
variance, prend le nom de n-suite de composition. Ces suites
seront I'objet du § suivant. Nous représenterons par e.n(a, b)
la longueur des "I)-suites de composition entre a et b.

3) Relations d'invariance - Avant de supposer '1) un
relation d'invariance, nous démontrerons la proposition
que voici :

ee qui impliqueraitazl\bt",all\bz, ai V(azl\bl)=al, donc
(3') donnerait all\bz<all\bz, qui est un absurde.

2') Dans les treillis modulaires, le signe ",o done une
réalisation de l'exemple précédent.

3') Dans le treillis des sous-ensembles de l'ensemble
I L, 2,31, on définit une relation d'invariance en posant
XYJ)', si x"oy et (x,y)=i=(13, 123). La condition Ir est véri-
Iiée, car, s'il n'en était pas ainsi, on pourrait trouver
:~,y, z tels que x"o y et (xl\z, y ;\z)"=(13) 123). Cette hypo-
th se entraínera it xl\z= 13 ,y I\z= 123, donc v=s= 123,
.\'-13, x",oy, c'est-à-dire on n'aurait pas x·l)y. En ce qui
concerne Zz, si Xl'I)X2, ylYJyZ et Y2"'XZ, on a (XlVY1)'1)
(.~tVY2), puisqu'on ne pourra pas avoir XtVYI=13, XIVyZ=

123, car ces égalités impliqueraient xlVxz=123=xz,
XI 1B, done on n'aurait pas Xl'fI X2' Quant à Z3, sa validité

st im rnédiate.
(4') Dan s 1 treí llis d s sous-gro upes d'un gT up e, si

.r fi 'li signific «. invariant en y», on obticnt CI1 or u n
rC'la t iou rl'i n vnria nce.

THÉOREME3 :-Si 'fI oérifie les conditions II et Z2 et si i'ou
a a n c, alor s l'existence d'une n-suite b=bo",bl~" . ",b'J/ (:
imp lique l'existence d'une n-suite a",aV b",aV bl" .. ·"aV
Vbm-t",e, D'apres !i', aYJC et a"aVb"c donnent aYJ(aVb).
Ensuite a n c et b'l) bl ",e, compte tenu de Z2, donn n t
(aVb)YJ(avbl); de même a n c et bl'l)bz",e donnent (aVbl)"f)
'1) (a V b2). En poursui vant, le théorérne en résulte.
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=xVy, compte tenu de x'l)(xVY) et de Zo'l)y ainsi que de
Z3, on conclut [zoV(x/\y)]=(zoVx)/\y, c'est-à-dire zo=y,
contredisant z <y.

2, § précédent, en remplaçant j par j+ 1, et bien aussi d
b,«; <bHt, (si cela est le cas), montre que ai/\bj< <ai/\
/\bj+l, sauf si 1'on a ai/\bj=aj/\bj+l. Par conséquent, la
parti e de la »-suite (1) du même n.? 2 qui finit en a, est
une n-sui te de composition.COROLJ.AIRE 1: - La relation ""o est une relation d'inua-

riance, si et seulement si x<oxVy implique x/\)'<oy. On
rappelera aussi l'exernple l'), numéro précédent.

I

THÉOREME 7: -En prenant la relation d'inuariance Y), • i
ron a a YJc et s' il existe des »-suites de composition a = ao
""ai"'" ··""a,,=c et b=bo""b1",,· . ,,,,,bm=c, aiors il existe U1'lC

n-suite de composition a/\b""a/\bl",,· .. "" ... ""a/\b"'_l-a
"" a V (ai /\ b) "" ... "" a V (a"_1/\ b) "" a V b "" a V bI "" ... - a V
Vb"'-I""C. Sans-doute que a/\b""a/\b1",,· .. ""a""c est un
n-s u ite, dont la partie entre a/\b' et a est de cornposition ;
et a /\ b"" a.r. b"" ... "" all-1/\ b"" b"" b1"" ..• "" bm-1 "" c es t un
YJ-suite de composition. Alors, on construit la subdi visi n
suivante de la p rem iere n-sui te, dans la parti e entre a
c: a-aV(al/\b)"" ... ""a V(a"-l/\ b)""aV b""aV bl",,··· -c.

THÉOREME 5: - En prenant la relation d'inuariance '1),

si a«b et s'ii existe une -a-suite entre z/\b, alors on a
a/\z«b/\z ou a/\z=b/\z. Le théorerne 3 montre 1'exis-
tence d'une n-suite entre a et b de la forme a""aV
V(b /\z)"" ... ""b. En conséquence, a «; <b donne aV(b /\z)=
=a ou aV(b/\z)=b. La prerniere hy poth ese donne b/\z"'-a,
donc b/\z"a/\z, qui, jointe à (a/\z)",,(b/\z), mene à a/\z=
=b /\z. La deuxiem e, hypothese, d'apres le théorerue pré-
céden t, co m pte tenu de a«b=aV(b/\z), implique ar;
/\(b /\z)< <b /\z, c'est-à-d ire a/\z< <b /\z.

§ 2. 'I)-SUITES DE COMPOSITION

2) Questions de longueur-Revenons à la premi re
parti e du théoreme 6. On peut admettre que la suit d
composition b=bo«bl« .. ·«c ne contient pas d ~
répétitions. Alors, si 1'on observe la construction d la
n-suit e de composition entre ai/\bj et ai, on constat la
relation c'n(ai/\bj, a.-)""c'n(bj, c). Supposons maintenant c
=aiVbj et que tout élérnent z qui puisse appar te ni r à u ru
n-su ite entre bj et c, vérifie l'égalité bjV(aj/\z)=(bjV (/,)/\IJ.
Dans ces corid itions, b,«; <b'+l' (l?j), donne aussi ll,'/\
/\b,< <aj/\b'+l, car l'égalité ai/\b,=ai/\b,+, implique ru it
bjV(ai/\b,)=bjV(aj/\b'+I), donc, puisq ue bj-b, c,(bjV
V aj)/\ b,=(bjV ai)/\b,+l, c'est-à-dire b,=b'+l' Av : I'hypo
thése SUl' z, on arrive ainsi à cY1(ai/\b,(/i)-C.n(bj,(:. EIl

particulier, les hypotheses avb=c,bv(a/\z) (hva)/\ ,
pour tout z qui puisse appartenir à un Y)-suÍl I)

e ... -aVb, donn n t c'n(a/\ h ,a) c.n(h,rrVb). NOlIH 11(,.

m o n tr r I1S li 11 ' r cipr que, d \ Iaçon :'I just i íi r 1'('llollc'(

C(1I(\ volri :

1) Problêmes d'existence-En supposant n une relation
d'in variance, les théorem es 6 et 7 ci-desso us sont des
théorern es d'existence de n-sui tes de composition.

THÉORÊME 6:-Si a=aO""al""· .. ""aj"" .. ·",,a,,=c est une
n-suite et b = bo"" bl "" ... =s; =c est une n-suite de composition,
il existe des n-suites de composition entre ai /\ bj et ai' En
particulier: si aa c et s'il existe une n-suite de composition
b = bo"" ... " b.;= c, alors il existe une »-suite de composition
entre a/\bj et a. De plús : si (t=aO""al""·'·,,a,,=c est aussi
une n-suite de composition, il existe des »-suites de C0111,posi-
tion entre a;/\bj et a,,, (k'7i), et entre Clj/\bj et b/,U?j). Nous
nous bornons à la prerniere assertion. L t h ró m 5,
compte tenu d la »-suit bten LI d la n-su it (:?) d LI 11.°
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111 0111 ME 8: - Admettons l' existence d' une n-suite de com-
iiun /J bo"",b1"", ... "",b",=aVb ainsi que d'une n-suite
, ti, ... "",a,,=aVb. On a l'íl1.égalité c.(,(al\b,a)"",

(11, tlV/J). .Alors, il faut et il suffit, pour qu'on. ait
11, ti) C'fI(b, aV b), que, pour tout z tel que b"", ... ""'4''''''
tlV!J oit une nsuite, on ait bV(al\z) =(bV a)l\z.

:\ mon trer la «necessite» de la par.t ie Iinale de
.1'1' nons la n-su ite a=ao"",al"", .. ·"",a,,=aVb ainsi

I n-su it e de composition b=bo«b1« .. ·«b.,,=
11 •• 'j ~appartient à une »-sui te entre b et aV b, nous

.:.•••ru "'11 1\ admettre que eette n-su ite est de composition:

t 1'( une n-suite de composition

fi 1\ ó-al\b~< <al\M < < ...< <al\b;=

al\z< <al\zl < < ...< <a I\zk=a,

I'( notre hypo these, c.q(al\b,a)=c"(b,avb). Alors,
on. id( re les deux 'fI-suites

1, fllI.' 11 (l,l\b-· .. -a"l\b=b=bb"",b~"",···"",M=

Z -Zl- .. ·-zk=aVb,

qu' 111. adm .ll nt des 'fI-subdivisions équivalentes.
I ri vi 1111\ elL la deuxi me entre M et b~+1 eontient

II:V(!Ji/ll\rrl\z), lon ,c mpte tenu de b~«M+l,
/J, b:V(M/,l\al\e;) ou MI1-b;.V(M+ll\aI\Z). La

11 polhl'. ( don ncrui t M biV(Mlll\a) t on au-
h/III ti, 11:1\" '/J~III\"I ('I qui cntraln mil b,l\a-
" 1\ I'III\LI'I di. n n t (I), On aura par . nscqu nt
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M+l=b;.v(M+ll\al\z), d'ou 1'on conclut M+l V(al\z)=MV
V(al\z). En faisant suecessivement i=0,1,2, ... ,t-l,
on obtient

bV(a I\z)= b~V(al\z) =,., =b; v(a I\z) =z=(bV a)l\z.

Le théorerne est dé montré.

THÉOREME 9:-S'il existe OeR et si a" ... "",aVb et b"",
"", ... "",aVb sont des n-suites, alors i'existence de c.q(aVb)
t'mplz'que l'existence de C."(a), c'fI(a,aVb), c.,.(al\b,a), c.,,(al\b),
et on a c.q(a)+c."(b)",,,c'n(al\b)+c'n(aVb). Le signe=de cette
relation est à emp loyer, si et seulement si, V z e R qui puisse
appartenir à une r-suite entre a et aV b, on ait av(b I\z)=
=(aVb)l\z. Puisquil existe une »-suite de composition

O"", .. ·"",aVb et une n-su ite a"", ... "",aVb, le théorem e 6
montre qu'il existe une n-su ite de eomposition 0""' ... "",a,
donc il existe c" (a). D'une façon a nalogue, il existe c." (b).
Ensuite, O"",· .. "",a"", ... "",aVb est une n-su it e et 0""' ... "'"
"",a V b est une n-sui te de eomposition, donc on peut subdi-
viser la premier e et obtenir une n-su ite de composition
a"",· .. "",a V b, en tant q LI 'u ne partie de la su bdi vision. Ainsi,
c'n(a, aV b) existe. D'une façon analogue, il existe c.,.(b, a V b).
Alors, il existe aussi des n-suites de eomposition al\b"",
"", ... "",b et al\b"", ... "",a, done il existe cYJ(al\b,b) et
c.n(al\b,a), et on a d'ailleurs, conformément au théorerne 8,

c.n(al\b,b)"",cYJ(a,aVb), c." (al\b ,a)"",c.q(b ,aVb). Enfin, les
Y)-suites de eomposition 0""'·· . "",a et al\b"", ... "",a assurent
l'existenee de n-suites de eomposition entre ° et al\b, done
il existe c'q(al\b). Et on a

c'q(av b)+ cYJ (a 1\ b)=c'n (a 1\ b)+c'n (a I\b ,b)+ cYJ (b, aV b)+

+cn (a 1\ b) 7 cn (a 1\ b) + «; (a 1\ b , b) +

+cYJ (al\b, a)+c'fl (al\b)=c.r, (b)+cYJ (a).

La par tie íin a le d u théorern e revien t à la partie finale
d u t h 01' me 8.
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§ 3. ÉLÉMENTS SOUS-INVARIANTS.
ÉLÉMENTS DE COMPOSITION

1) Définitions et prerniêres propriétés-Supposons qu'il
existe U E R et soit Ylune relarion d'invariance. Si l'on a
a .u ou s'il existe une n-sui te entre a et u, nous dirons a
IIn élément sous-inuariant ; et, si a=u ou s'il existe une
n-su ite de composition entre a et u, nous dirons a un
nément de comp osition: Aussi bien I'ensern ble 5 des sous-
-invar iants que que l'ensemble C des éléments de compo-
siti n constituent des inf demi-treillis de R (th. 1et 6).

TIIÉOREME 10: - Pour les é/éments de 5 ou de C, ta reta-
tion a<ob signzfie a «; <b en R. Nous ferons la dérnonstration
cn admettant a,be5. Si 1'on a a<ob, sans doute a=l=b.
D'autre part, il existe des n-suites entre a/\b~a et b et
to lIS les élérn en ts de ces sui tes sont des sous-in varian ts,
do nc, compte tenu de a<ob, on ne peut a voi r que a«b.
I~('dproquement, à partir de a < < b, avec a, b G 5, il
n'cxiste pas e e S tel que a<z<b, car a a b entrainerait
fi fic, et, d'autre part, 1'existence de 'fI-suíte entre z et b
hnpliq uerait l'existence d'une n-suite a<z<··· <b, contre-
"\!.mn t a«; <b.

TIII'~ REME 11 : =E« 5, ou C, la condition duale du quadri-
IlIlh', est nalable [4J. Su pposons, par exem ple, a, b E C et
ti I h , a-çed , b<od. Compte tenu du théorerue précédent, on
'fi ;d,b«d, en R. Le t héoreme 7 assure 1'existence

"'111\1. o-su it de cornposition a/\b""" ... """a""" ... """aVb""".,·"""
d. Ou nc p ut I as avoir aV b=a, car cette égalité entrar-

!lI mil b a e t b/a<d serai t une »-su ite à contredire
li d. Par ns qu nt, aVb=d et a«aVb, ainsi que
/J • IIVIJ. D'aprós I th 01' m iJ., on en conclut arcõ «;

ri , fi /\ h· . I), do n (', pu i que a /\ b e C, a /\ b < o a e t
,,/\6,,/1.

SUY les relations d'i nuari ance dans les treillis 57

THÉOREME 12 :-C est u n treil lis conditionnellement com-
plet, dual d'u« treiliis de Birkhoff [1J. D'apres le théorerne
précédent, nous n'avons qu'à mon t rer que C est un treillis
conditionnellement completo D'abor d , C est un inf demi-
-treillis. Nous allons montrer que tout couple la, bl d'élé-
ments de C admet un supremum dans C. Soit Me C
l'ensemble des majorants de a et b. M contient u G C et on
a M=I=!/!. Si xoGM n'est pas le supr e m um de a et b, il
existe Xl e M tel que XO>XI. Si Xl n'est pas le supremum
en question, il existe Xz G M tel que XO>Xl>X2' et on peut
poursuivre. Si 1'on suppose C'n(a, xo)= n, on ne peut pas
avoir une suite XO>Xl>'" >xll>a, cai- cette suite, d'apres
le théoréme 6, pourrait être plongée dans une »-su it e de
composition de Iorigueur >n. Par coriséquent, on arrive
à obtenir Xk=SUP la, bl. Maintenant que nous savons que
Cest un treillis, il suffit de voir que tout ensemble m in oré
de C admet un infimum ou que la condition de cha íne
ascendante affaiblie [lJ est verifiee, pour reconnaitre que
C est un treilli s conditionnellement completo 01', soit
Mo e C un ensembIe dont ao est un minoran t. Nous pren-
drons yoEMo; alors, s'il n'est pas l'infimum de Mo, il
existe yl e Mo tel que YO$OY1, ave c YO!\)ll e C. Si YO/\Yl
n'est pas encore l'infimum de Mo, on prendra y2 e Mo tel
queYO/\YI$;oyz et on poursuivra le raisonnement. Eu écri-
vant Yo> YO/\Yl> YO/\Yl/\Y2>'" >ao, cette suite, en suppo-
sant C'n(ao,yo)=n, ne peut pas contenir pl us de n+l
éléments, car 1'existence de n-suites de composition entre
YO/\Yl/\" '/\YHI et yo/\ Yl/\" '/\Yj entraínerait l'existence
d'une Yl-suite de composition entre 40 et yo de longueur
>n. Par conséquent, Mo admet un infimum et C est un
treillis conditionnellement completo C est même un treillis
complet, si l'infimum de tous les élérn ents de composition
est un élérn ent de composition.

Remarque :-11 se leve la question d'introduire d 011-

ditions sur 1) do t 11' s( rt que C devienne un sous-tr ill is
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de R. On remarquera, par exemple, que, pour la relation
d'invariance 3'), n.? 2, § 1, les élérn ents 1 et 3 sont des
éléments de composition mais qu'il n'en est pas ainsi
pour 1V3 = 13.

REMARQUE:- Un raisonnement analogue montre que, si
l'infimum des sous-invariants existe et est un élément
de composition, on a de même C=5.

2) D'autres propositions concernant les sous-invariants-
Les invariants, déíinis au n.? 2, § 1, so nt des sous-i nva-
riants. Prenons d eu x in variants a et b et admettons l'exis-
tence de c·{,(aVb). De a"'-.aVb"'-.u, puisque a n u, on tire
aYl(aVb). De m ê me b·n(aVb). Alors, le t héo rem e 9, m erie

à C·" (a) + cr,(b)=c'r.(a/\b) + C" (aVb), po urv u que, VzeR
appartenant à une »-sui te a"'-.·· ·"'-.z"'-.· .. "'-.aVb, on ait
aV(b/\z)=(aVb)/\z. ar, VzeR tel que a"'-.z, 011 a a a e. La
condition Za dorme justement, à partir de b n i» et a n e, la
m odularité aV(b /\z)=(aV b)/\z. Puis, le t héorêrne 8 entraine
les relations cYi(a/\b,a)=cYi(b,aVb),c'r,(a/\b,a)=c.,,(a,aVb).
Par co n séqu ent :
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TI-lÉOREME 13: - Si a et b sont deu.x inoariantes et s'il
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