
PROBlEMES DE PERSPECTIVITÉ
ANS lES ENSEMBlES PARTIELLEMENT ORDONNÉS

ET DANS LES TREILLIS.

PAR

MARGARIT A RAMALHO ET A. ALMEIDA COSTA

1

• "IIIIA T A liA ,li VI_I li I>A • AOUI OAO~ oc OIe:NOIAS Oe: L.8BOA
••• ,,_ /I VaI. XIII PnlC. 7.° P6gl. 229 G 240

TIPOGRAFIA DELTA, LDA.
Sl-B. R. ACTOR VALE. Sl-C
TELEFONE 84 79 77 - LISBOA

11'I\( lA



r

'.~ Ce travail est publié gràce à l'aide de l'Institut de Haute
Culture.

UNIV. I.ISUOA - REVISTA I"AC. CI.

A (2), Mllt, Vol. XIII, 1970-71
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PAR

MARGARIT A RAMALHO ET A. ALME1DA COSTA

§ 1 - CAS DES ENSEMBLES PARTIELLEMENT ORDONNÉS.

/1,) ti
('·'t'·,.~!{I

~.";;I.

1) Introduction-Dans ce §, 0ti=lt,v, ... ,x,y,z, ... !
est un ensemble partiellemen t ordonné, ~ et <pSOl1t deux
endorno rpb ism es idempotents de sni et on suppose ~",cp,
ce qui signifie Hx)",cp(x),Vxe'2'l1. Ces hypotheses entrai-
nent (~<p)2(x)=~ip~ip(X)",~ip9rp(X)=~ip(x), ainsi que ~rp(x)=
= ~~~ip (x) ",Ch)2 (x). Par conséquen t, ~ <pest un erido mor-
phisme idempotent de sni et i1 en est de m ê me de <p~. Il
en résu l te, en écriv ant ~<p(y)=~<pHip(Y)) et ipHz)=ip~<p(Hz)),
que ~<p(21I)='f<P(Hsni)) et <p~(S?ro=ip~(rp(S?fl)) représentent
les ensembles'des points fixes de tj;<pet.'fy" respectivement.

~
La correspondance ~ ip (211)"":"'" <p'f(sni), obtenue en posant

~
~<p(x)-'...,.<p~'f(x) est un épi morphism e : on obtient 'f~(y)
en tant qu'image de f <ptj; (y). Elle est aussi un monomor-
phisme: <P~'f(x)=rp~<p(y) don ne, par application de ~,~<p(x)=
=~ 'f (y). Par conséquent, notre correspondance est un iso-
m orphism e, dont l'isomorphisme in verse est donné par

\00."....:
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'h(.r)o=!.('h)"l('\'lc '~'pÍ,\'), 1)\1 f:dl <111(' ~q>(.\:) ~~q>(:\;)"cp'fq>(.t:),
011conclut ('c'Xifill:\lt:«' d'intt'l'valks l~cp(.X),1>'.IJCp(x)J, auxqucls
011 donne le 110111 d'illl(~l'valles de perspectivité. De meme,
puisque <p~(x)~<p:p~ (.'\:)7~<p'H;1:), on construit aussi des
intervalles [~'P'f(x),q>'Hx)J, qui sont encere des intervalles
de perspectivité, comme on le voit en lui donnant la forme
l~q>(~(x)),'ff<P(~(X))]. Il s'agit d'ailleurs des m êrn es in t er-
valles que précédemment, cal' ['fq>(X),q>~q>(X)J, en posa nt
q>(x) =y, donc <Ptcp(x)=cpHy) ainsi que tcp(x)='f(y)='h'f(y),
peut s'écrire sous la forme [t<pHy),<p~(y)]. On constate
que, si 1'on eonnait l'o rigi ne d'un intervalle de perspecti-
vi té, on obtient l'extrémité par l'applieation de <p; et que,
si l'o n connaIt l'extrémi t e, l'origine est obtenue par I'a ppl i-
cation de~. D'une façon precise, eompte tenu que í'origine
d'un intervalle de perspeetivité appartient à ~(~), et que
1'extrémité appartient à <p (<)1t) , on peut faire l'assertion
que voiei: si t(t)", <p(v), l'intervalJe [t(t),cp(v)] est un
intervalle de perspectivité, si et seulement si <Pt(t)=<p(v)
et ~q>(v)='Ht). Alors, en eífet, [Ht),<p(V)J=[tSD(V),q>~<p(v)J=
=['fCP~ (t), <P'f (t)J.

L'object de ce § est. celui de donner q uelques carac-
térisations des iriterva lles de perspectivité. On étend
ainsi des résultats de W. SCJ-lWAN, énoneés et dérnon-
trés pour les treil lis [IJ, [2J, [3J, [4]. Nos raison nements
sont d üs surtout à MARGAR1TARAMALHO [5]. La terminolo-
gie et les notations sont celles gu'on trouve ehez ALMElDA
COSTA [6].

celle de q> don ne SD~q>(x)",:p~ (t)",<p (v)", 'P'fq> (x). Par consé-
quent, on a démontré la partie «nécessaire» du t héoreme
q u e vo ici :

THÉOREME 1.: - Un interuaiie I est ut« interualle de pers-
pectiuité, si et seulement s'il est minimai. En ce qui ccncerne
la partie «suffisante» de l'assertion, prenons 1=[Hx),cp(y)J,
supposé m inirnal. De' o/(x) =HHx)",q> (Hx))",q> (y), on tire

cpof(x)=q>(y); et, de Hx)",Hq;(y))",q>(cp(y))=rp(y), on tire

~<p(y)='f(x). Done, 1est un intervalle de perspectivité.

D'une façon semblable, si ~q>(x)",q>Hy), prenons un

intervalle J=['ftp(x) , rpof(y)J. On dit J minin~al, si ~rp(x)",
"'~o/ (t)~q>~ (v) ",rp 'f(y) errtraine ~cp (t) ='fq> (x), 9'f(v)=q>Hy).
U n in tervalle de persp ectici té [t 0/ (x) ,<p~ (q>(x))] est un in-

tervalle j. Supposons ensuite 'fq>(x)"'h(t)",rpt(v)",rph(x).
L'application de t donne ~q> (x)",~q> (t)",~q>t (v)",~(j) (x); et

celle de q>donne rp~q>(x)"'P~q> (t)",q>Hv)",rp'f'l> (x). Par con-
séq uen t, on a démontré la partie «nécessaire» du t héo-
reme que voiei:

Tt-tÉORÜ1E 2: - Un interualle J est un interualle de pers-
pectiuité, si et seulement s'il est minimal. En ce qui concerne

la partie «suffisante» de l'assertion,. prenons J =['f<p (x),
rp'f(y)], supposé m ini m al. De tcp(x)=~CP('fq>(x))",q>H~q>(x))",
rpof(y) , ou tire q>~q>(x)=cp~ (y), Par conséquent, J est un
in terva llede perspeetivité.

2) Deux types d'intervalles-En supposant t(x)",rp (y),
prenons un intervalle 1=[t (x), q>(y)]. On dit 1 minimal,
si ~ (x)",t(t)",rp (v)L::cp (y) entrai ne t (t)=t(x) et 0/(v)=q> (y):
Un intervalle de perspectivi té [t(q>(x), CP(ofO/(X))] est u n in-
tervalle 1. Su pposons ensu ite ~ q>(x) '" t (t) '" cp (v) '" cPt <p (x),
L'application de ~ donne h(x)",~ (t)""fq> (v)",~q> (x); et

3) Classes spéciales-Introduisons sur ~ la relation

d'équivalence p suivante: xpy, si et seulement si t (x)=
=~(y) et rp(x)=q> (y). Quel que soit l'élément d'un inter-

valle de perspecti vit é, la eondition 'h(.x)"t",g>~q>(.x) donne
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~(t) 1jIq>(:\') e t <p(t) rp'.}<p(x). Par conséquent, tous les élé-
m cn ts de l'intervalJe sont équivalents, et on a:

résultats de W. SCHWAN, qu'on trouve d a n s les travaux
l3], [4J, pour certains cas par t icu li er s. Mais, avant d'en-
treprendre notre objet principal, nous allons établir q u el-
ques propositions utiles.

Une so u s-Iia iso n de R est un treil lis contenu dans R,
qui n'est pas un sou s-t.reii lis, bien que, en tant q u'u n
ensemble partiellement crdo n n é, maintienne l'ordre de R.

TIII~OtÜ::~IE ?':-Un irueruaile [1jI(X) , <p(y)] est un intervalle
de perspeotioité, si et seulement s'il est co mposé d'élérnents

éqztÍvalents. 11 ne reste q u'à montrer la «suffisance». Or,

IjJ(x) " IjJ(x)" <p (y)" cp (y) don ne 1jI<p (y) = ljI (X), cp'fex) = <p (y).
D'apres ce qu'on a vu dans l'Introduction, il s'agi t d'un
intervalle de perspectivité.

Quel que soit x, Q (x)=['f(x), <p(x)] est un intervalle,
dit intervalle-quotient. Représentons par 1(, la classe des
éléments équivalents à z. On dit K. une classe spéciale,
si Q(z)cK •. Lorsque ljI est réd uctif [1jI(z)..-..::::z,Vze%], on le
dit un opérateur d'intérieur. D'u ne façon «d u a le» <p, supposé
extensif [z"rp(z),Vze<Ji'l], est dit un opérateur d'adhérence.
On a le résultat suivant:

THÉORI~ME 5:- Si R ~ R est un endomorphisme idempo-
tent de R, alors P (R) est une sous-liaison de R telle que, en
sr,tpposant XI=p(xI)ep(R), x2ep(R), 0/1, a

XIÂX2=P(XU\X2), XIVX2=p(XIVX2)'
P(R) P(l?)

(1)

THÉOREME 4: - En supposemt ljI un opérateur d'intérieur
et <p un opérateur d'adherence, I<:; est un classe spéciale, si et
seulement si K. = Q (z). L'hypot hése Q (z) c K. donne, si

yeI<:;, IjJ(z)=ljJ(y)"y,,'f (y)=:> (z), donc K.c Q (z).

[Note: Évidemment que le symbole XIÂX2, par exemple,
P(R)

signifie l'infimum de Xl et X2 calcule dans p(R). Bornon s-
-nous à démontrer la deu xiem e égalité (1). D'une part,
Xl "Xl V X2, donc Xl =p(XI)"p(Xt V X2), et, de 111êrne X2"p(XI V X2);
d'autre part, si z=P(Z)7XI' Z7X2, alors Z7XIVX2 et
z=p (Z)7P (Xl V X2)'

1) Introduction-Dans ce §, R=lt,v, ... ,x,y,z,oo.1 est
un t reil li s. Toutefois, les endo morph isrn es qui seront
l'objet de notre étude sont sous-entendus en tant que
des m orphisrn es de I'ensernble partielle ment ordonné dont
R est le support. Les symboles ~ et <f, affectés ou non
d'indices, représenteront des opérate urs d'intérieur et
d'adhérence, respectivement. Nous étendrons aussi des

Soient ensuite p et G deux endomorphismes de R tels
que prJ et Gp soient idempotents. 11 existe, d'apres les rai-
sonnements du n.O r, § précéd ent, des iso m orp hi smes

?(J(R)~Gp(R)=GpfJ(R) et GprJ(R)~>plT(R), inverses l'un de

l'autre. Mais, puisque pa(R) et GP(R) sont des treillis, ces

isornorphismes sont aussi des isomorphismes de treillis,

donc, si Xl, X2 e prJ (R):

a(XI t\X2)=rJ(XI)/\IT(X2), ou rJplJ(XI/\X2)=<Jp(rJ(XI)/\G(X2)), (2)
pa(R) ap(R)

G(XI Vx2)=a(xI)V a(X2) , ou apa (Xl V X2)=ap (IJ (XI)V o (X2)). (3)
pa(R) ap(R)
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()'une façon analogue, si yl, yz E O'p(R): démoritrée d'une façon duale de cell e q u'on vient d'ern-
ployer en ee qui eoneerne ~ (R).

?(Yl/\Y2)=p(Yl)/\e(Y2), ou pÓ'p(yL/\Y2)=PO'(?(YI)/\P(YZ)), (2')
ap(R) pa(A) "

P(YIVY2)=p(Yl)Vp(Y2), 0\; PO'.P(YlVY~)=PO'(?(Yl)Vp(Y2)). (3')
ap(a) pa(R) . -

THÉORÜ1E 7: ~ Soit ~ UI1 opérateur d'intérieur. Alors :,
1) ~ (R) est un V- sous - treillis de R; 2) R.!..... t (R) est un
/\-épimorphis1ne; 3) si R« est UI1 /\-sous-treillis de R, HRo)
est ul1/\-sous-treillis de 'f(R).Nous retenons ee résulta t :

THÉORÊME 6: - Soient P et O' deu» endomorphismes de R
tels que pO' et O'p soient idemõotents. Alors, on ales ensembles
de relations (2)- (3) et (2')-(3').

THÉORÊME 8: - Soit q> un opérateur d'adhérence. Alors :
li)

1') 'f (R) est un. /\ -sous-treillis de R; 2') R ~ rp (R) est un
V-épim01phisme; 3') si Ro est un V-sous-t1'eillt's de R, 'feRo)
est un V - sous- treillis de 'f (R).

2), Études de ~(R) et de cp(R)-Puisque t est idernpo-
tent, HR) est une so us-Iiaison de R. De plus, il s'agit d'un
V - sous-treillis, e'est-à-dire on a Xl V X2 =~ (XI V X2)= Xl V Xz,

, "'(R)

si XI, X2 E t (R). En effe,t: ~ est réduetif, par eonséquent
~(X.1VX2)-':::::XlVX2; mais,- eompte tenu que HR) est une
sous-liaison, on a, d'au tre part, Xl V X27 Xl V X2. On vérifie

"'(R) ,

ensuite que R~'f(R) est u n /\-épimorphisme, e'est-à-dire
qu'on a t(x/\y) = 'f(x)/\'f(y). Si 1'on suppose en effet

"'IR) .
z=~(z)-.:::::t(x), z-.:::::~(y), eompte tenu que ~ est réductií, on
obtient Z,""X, z-.:::::y, done z""x/\y et z=Hz)-.:::::t(x/\y).
Enfin, nous m on tro ns qu'en supposant Ro un I.\-sous-
-treillis de R, ~(Ro) est un /\-sous~trei1lis de HR). 11s'agit
de vérifier qu'en prenant Xo, yo E Ro, avee xol\yo E Ro, alors
t (xo)/\'f(yo) E'~ (Ro). ar, nous venons justement de voir
que Hxo)/\ Hyo)=t (xo/\yo) E HRo).

tj.(R)

Nous énonçons les deux propositions ci-desso~s, dont
la deuxierne fait intervenir 'f (R) au lieu de 'f(R) et est

I
Ceci Iait, étudions a ussi les sous-liaisons tcp (R) et

'f'f(R). Quant à h (R), dapres 1') du théorern e préeédent,
<1

cp(R) est un /\-sous-treillis de R, par co nséquent R~HR),
eompte tenu de 3) du théorern e 7, m en e de 'f(R) à ~cp(R)
qui est un /\-sous-treillis de <f(R). Ainsi, si Xl,X2E~'f(R):

XI/\ x2='h (XI/\ X2)=Xl/\ X2)=t (Xl/\X2), (1)
o/'f (R) o/(R)

Xl V X2=fcp (Xl V X2)' (2)
o/'f(R)

D'une façon duale, 'f~(R) est un V-sous-treillis de rp(R).
Done, SiYI,Y2ECP~(R): !

yl Vyz = cp~(YI V Y2) =yl VY2= SO(YI VY2), (l')
'fo/ (R) 'f (R)

I,! s.r. yz= cp'~(YI/\YZ)' (2').
'f~,lR)

"Nous donnons I'é noncé que voiei:
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COllO LI.A III I> 1: Soieut t tcn Ojératettr d'intérieu« et q>ut«
opt'ralmr d'adhérence. Alors, ~rp(R) est un I\-sous-treillis
fi" t(R) et N(R) est un V-SO~ts-t1'úllis de rr;(R), par consé-
quen: /es égafités (1), (2) et (1~, (2') sont ualables.

donnent
~rp (ZI!\ Z2)= t (ZI) /\ ~ (Z2)= t (z) I\Z2).

·HR)

La relation q>(ZIVZ2)=C?t(ZIVZZ) est démontré par UIl rai-
sonnemen t dual du précédent.

3) Une propriété importante de trr; (R) el de rpt (R) - Pre-
nons deux intervalles de perspeetivité distinets. 11ri'existe
aueun é lém en t commun à ees intervalles, puisque, si tétait
un tel élément, t(t) et <pU) seraient les extrémités des
deux intervalles, qui seraient ainsi corncidents. Nous
représenterons par Z l'ensemble d es élém en ts appartenant
aux différents intervalles de perspeetivité et ' nous nous
proposons de donner des eonditions néeessaires et suffi-
santes pour que Z soit u n sous-treillis de R.

THr~oIlEME 10: -Z est un Sous-treillis de R, si et seulement
si trp(R) est un sous-treilfis de teR) et rpt(R) est un sous-
-treitlis de rp (R). Admettons que Z soit un sous-treillis
de R. Eu prenant x,ye~rr;(R), ces éléments appartiennent
aussi à Z, done 'f(XVy)=tq>(xVy) et

xVY='f(xVy)=xVy.
<jJr.p(R) HR)

THÉORElI1E 9: - Z est un sous-treilii« de R, si et seu lement
si, er: prenant ZJ ,Z2 e Z, 01t a q>(Zl/\Z2)=if'f(ZI/\Z2), t (ZI V Z2)=
=tq>(ZlVZ2). D'abord, il est évident que la condition de
I'énon cé est nécessaire. Pour moo tr er la «suííisance», on
doit vérifier les relations 'f(Zt/\Z2)=tq>(Zl/\Z2) et q>(ZIVZ2)=
=rpt(ZI VZ2), pui squ e ees relations, jointes aux égalités de
l'hypothese, m énen t à eonclure qu'on a tcp (ZI/\Z2)"'ZI/\Z2~
",q>'h(ZI/\Z2) et t'P(ZlVZ2)"'ZlVZ2",rr;~'P(ZIVZ2). Nous nous
bornons à la vérifieation de la relation t (ZI /\Z2) =~q> (ZII\Z2)'
De cpt(Zl/\Z2)=q>(ZI/\Z2), 011 tire ~'P'HZlI\Z2)='h(ZI/\Z2),
done, d'apres l'assertion 2) du théoreme 7 et la prem iere
égalité (1) du théorerne 5,

D'autre par t,

x/\ y=~q> (x/\ y)=~ (x/\ y)=x/\ y.
<fr.p(R) <f(R)

D'une façon analogue, on ver rai t que rr;'f(R) est un sous-
-t rei Ilis de rr;(R). Réeiproquement, supposons ~rr;(R) un
sous-treillis de 'f(R) et 'f~ (R) un sous-treillis de if (R).
En prenant x i y e Z, on a, compte te n u de 2), th éorerne 7,

'ft (x /\ y)~'f (~(x) 1\ 'f(y») = rr;('fex) /\ ~ (y»).
<f(R) h(R)

(j)

L'isomorphisme de treil lis ~'P(R)~~rr;y,(R), en n'oubliant
pas que rpHR) est un sous-treillis de rr;(R), donne ensuite

~q>(ZII\ Z2)= ~q>(~(ZI) /\ ~ (Z2))= ~q>~(t (ZI) /\ ~ (Z2»).
o/(R)

Ensuite, pu isq ue t (z)) et, y,(Z2) appartiennent à ~q>(R), la
formule (1) donne

~1l (ZI/\Z2)=~<p ('f (Zl)l\~ (zz)),

~ (x/\y)=q>t (x)/\ rr;t (Y)=q> (x) 1\ 1l(y)= q>(x)/\q> (y),
'fHR) 'fHR) r.p(R)

et par conséquent, d'apres 1'), théorem e 8,

'P'f (x/\ )1)=1l (x)l\rp( y).
et la même formule (1) et l'assertion 2) du t héor erne 7

Alors, de

'f t (x /\ y) '" q>(x 1\ y) '" rp (x) /\ q>(y),

237
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on tire la pre m iere condition du theorerne 9:

'P ~ (X /\ y) = rp(X /\ y).

5) Composition de perspectivités-- Prenons deux co u-
ples (~I,~I) et ('h,rpz) qui défi nissen t deux «perspectivites»
P, et P2 et qui vérifient les conditions que voiei:

Un raisonnement d ual donne la deuxiem e condition du
même t héorerne 9.

(p/\' v) (x)=p (x)/\c;(x), (pV' v) (X)=p (.ct;)Vv (x).

~l [~I (XI) /\ rp2 (X2)] = ~I <fI (XI), ~2 [0/1 (Xl) 1\ 'P2 (X2)] = ~2 rp2(X2),

'PI [,ft (XI) V ~2 (X2)] = 'fI ~l (XI), rp2[tl (XI) V ~2 (X2)] ,= <P2~2 (X2).

En posant ~=~JV'~2, <p = 'fI/\' rp2, le couple (~,'P) défi nit
aussi une perspectivité P, et il est bien simple de prou-
ver les éga lités suivantes: ~1'f='fl'PI, Y;2rp=~2<P2, rpl'f='PI~I,

2Y;='P2Y;Z, ~'P=~to/IV/~Zrp2, 'P~=rpl'fl/\'<P2'f2. Alors, c'est
notre objet d'établir cette proposition :

THÉOREME 11 (de comoosition de pe1'spectivités):- L'inter-
section de deux interualles des pe1'spec!z'vités PI et P2 est un
interualle de la perspectivz'té P; réciproquement, tout inter-
ualle de la pe1'spectz'vz'téP peu! s'écrire, d'une maniére unique,
comme intersection d'un in terualle de penpectz'vité de P1 et
d'tcn autr e de P2• Remarq uons d'abord que deux intervalles
[XI,YI] et [X2' Y2], de R, ont des élé m ents communs, si et
seu lern e n t si XIVX2-';;::YIVY2; et, a lors, on a [XI,YI]n[x2,Y2]=
=[XIVX2,YI/\Y2]. Soient donc Kt=[Xl,YI], K2=[X2,Y2]
deux intervalles appartenant à PI et à P2, respectivement.
Puisque ~l (Y,I /\y2) = ti ['Pl (xtl /\ 'P2 (X2)] = Y;l 'PI (xt) =XI,
t2 (YI/\Y2)= X2, on a Xl V x~=HYJ /\YZ)"'YI/\ y2. Par consé-
q ue n t, KlnK2=[xIVX2,YI;\YZ]. 01' xIVX~=Y;I<PI(XI)V'h<p2(X2)
et si l'on tient compte de lj;1'PI(XIVX2)='.h['PI(~lrptCXI)V
V'h'P2(X2))]='fl ~dXI)=XI, ainsi que de ~2 <P2(Xl V X~)=Xt, 011
obtient XIVX2=~'P(XIVX2). D'autre pa rt, CP(XIVX2)=<Pl(XIVX2);\
/\'P2 (.1:1V .'l:2)=~1 [~I rpl (XI)Vt2 <P2(X2)]/\ 'f2 [~l 'PI (XI)V~2 'P2 (X2)] =

'fI ~I '!lI (:1:1)/\ 'P~~2 'f2 (X2) = y1. /\Y2 = rp~'P (Xl V X2). En écri vant
XI n Ku" [h (.~:IV x~) , 'P~cp(:1:1V X2)], on reco n naít que KI n [(2
('sl 1111 iu í er vn l lo de pcrspectivité appartenant à P. Reei-
PI'llCIIII'IIII'III, pOl'tollS rl'u n in te rval le [:I:,;)iJ~J( appa rte-
11:1111 ri I'. <'>11 n ,r h('\')"--~I'P,(:\:)V'hCPu(.~;) •.'l:IV:\:2 a v e c
'\'II)~IIr(\) '~lr~d,\i()1 ,\'~ ,ho/~(.r) 'h '!lw(.ryl, ui nxi 1/\11' l'

4) Rappel de quelques propriétés des endomorphismes
de R-L'ensemble E·=I~,v,... ,e,T, ... ! des endomorphis-
mes de R constitue u n treillis, pourvu qu'on y introduise
les opérations d'infimum .e t de supremum par les égali-
tés suivantes:

Pour justifier cette assertion, nous nous bornons à 1110n-
trer que la pr e m iere égalité défi nit en effet un infimum
p/\ /v. D'abord, il s'agit d'un endomorphisme de R. Puis,
si 6-.;;::p, e "'(7, de e(x)-.;;::p(x), e (X) ",c; (x), on tire e(x)~p(x);\a(x),
V X € R. Par conséquent, 9-.;;::p/\ I v.

Dans le treillis qu'on vient d'introduire, le sous-ensem-
ble des opérareurs d'adhérence constitue un inf sous-treil-
liso En effet, si rpl et 0/2 sont de tels opérateurs, <PI/\' <P2est
aussi un opérateur d'adhérence, puisque, d'une part, il est
évidemment extensif, tandis que, d'autre part, nous al loris
m ontrer qu'il est idem po te n t :

(0/I I\' 'f2)2 (x) = ( rpI I\' 'P2) [( jll /\ I 'P2) (x) J7('PI I\' rp2)(x) ;

('PI ;\ / 'P2) (x) = 'P~(x);\'P~ (x) 7 0/1['fI (X) 1\ 'f2 (x)];\ 'P2[rpl (x);\ 'f2 (x)J =

= ('fI I\' 0/2)2 (X).

D'u n e façon duale, les opérateurs d'intérieur consti-
tucnt 1111 sup sous-treillis du treillis des endomorphis-
1111'S de N.
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= g>~cp(.r) = 0/1h (y) 1\ 0/2~2(Y) = YI/\Y2, a vec yl = jJI ~I (y) =
= rpl~I rp(.x) = 0/1~I 'FI (.'lêl) et Y2 = jJz ~2 0/2(Xz). Or, si I'on fai t
Kl=[~10/1(XI),o/dlo/l(XI)J et K2=[~2jJ~(X2),0/2~2rp2(X2)J, les
intervalles K1 et K2 appartiennent à PI et P2, respective-
ment, et on a K = [(InK2• L'unicité de cette representa-
tion revient au fait suivant: un élérn en t x=~jJ(x)e~cp(R)
ne peut s'écri re que d'une seule maniere sous la forme
X=Xl V X2, avec XI =~I 0/1(XI) e ~I 0/1(R), X:i=~20/2 (X2) e ~20/2(R);
et, d'une façon analogue, )1 = cp:jJ (y) e jJ:jJ(R) ne peut s'écrire
que d'une seule ma n ie re sous la forme Y=YlI\Y2, avec
yl e CPI~I (R) et y2 e 0/2~2 (R). On vér ifie, par exem ple, l'asser-
tion concernant X, eu raisonant ainsi: si X=~l CPI(XI)V
V~2'f2(X2), on voit que jJl~I(X)=~1[0/1(~10/1(.'\êI)V~~'f~(X2))J=
=~lo/l(XI), et, de m ê m e, ~2?2(X)=:jJ2'f2(X2).
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