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§ 1—CAS DES ENSEMBLES PARTIELLEMENT ORDONNES.

—T—

1) Introduction — Dans ce §; N = 1,2}, o0 20 wsieis
est un ensemble partiellement ordonné, ¢ et o sont deux
endomorphismes idempotents de 7 et on suppose g,
ce qui signifie ¢(x)¢(x), VY xe WM. Ces hypotheéses entrai-
nent ($9)° (x)=$ode (X)KYe99 (x) =4 ¢ (x), ainsi que $o (x)=
=0 o (®)(Y9)?(#). Par conséquent, ¢ o est un endomor-
phisme idempotent de 7 et il en est de méme de o¢. Il
en résulte, en écrivant o(y)=dod(e(y)) et pd(2)=9do(}(2)),
que 4 ()= o (4 (M) et o3 (M) —o § (3 () representent

les ensembles des points fixes de {o et 9¢, respectivement.
(]
La correspondance ¢ ¢ (%) — ¢4 (M), obtenue en posant

Q;Q(x)—?»qoq)@(x) est un épimorphisme: on obtient o (y)
en tant qu’image de $od(y). Elle est aussi un monomor-
phisme: 9d2(x)=9¢o(y) donne, par application de ¢,dp(x)=
=J9(y). Par conséquent, notre correspondance est un iso-
morphisme, dont I'isomorphisme inverse est donné par

* Ce travail est publié grace a l'aide de l'Institut de Haute
Culture.




b  que b ()b (9 <0bs (),
~ on conclut 'exisf alles [Yo(x),209(x)], auxquels
~ ondonne le nom d es de perspectivité. De méme,
~ puisque oY (#)=99¢(¥)Fdod(x), on construit aussi des
~ intervalles [U2Y (%), 9 (x)], qui sont encore des intervalles
- de perspectivité, comme on le voit en lui donnant la forme
(Yo (U (%), 090 (x)]. 11 s'agit d’ailleurs des mémes inter-
~ valles que précédemment, car [y (x),9d9(x)], en posant
~ 9(¥)=y, donc ¢49(x)=9¢(y) ainsi que $o(x) =Y (y)=P9d (),
. peut s'écrire sous la forme [$od(¥),9d(»)]. On constate
) que, si 'on connait I'origine d’un intervalle de perspecti-
vité, on obtient l'extrémité par 'application de ¢; et que,
si l'on connait 'extrémité, 'origine est obtenue par 'appli-
- cation de ¢. D’une fagon précise, compte tenu que l'origine
d’un intervalle de perspectivité appartient a ¢ (), et que
- l'extrémité appartient a ¢ (), on peut faire I’assertion
.~ que voici: si ¢(#) <o (v), l'intervalle [{(2),0(v)] est un
' intervalle de perspectivité, si et seulement si ¢l (#)=0¢(2)
6t U9 (2)—4(#). Alors, en effet, [$(1),0(0)]=[42(2), 043 (2)]=

L —[Ued @), 04 ().
k L’object de ce § est celui de donner quelques carac-
' térisations des intervalles de perspectivité. On étend
~ ainsi des résultats de W. Scuwan, énoncés et démon-
' trés pour les treillis [1], [2], [8], [4]. Nos raisonnements
sont diis surtout a Marcarita Ramaruo [5]. La terminolo-
- gie et les notations sont celles qu’on trouve chez ALMEIDA

B Costa [6].

] 2) Deux types d’intervalles—En supposant 4 (2)<o(y),
. prenons un intervalle /=[J(x),9(y)]. On dit / minimal,
S (@SU(O)So@)Zo(y) entraine §(£)=b(x) et o(0)— o ()
: Un intervalle de perspectivité [{ (e (%)), o (bo(x))] est un in-
tervalle /. Supposons ensuite o ()Y (1)o (V)0 e (x).
L'application de ¢ donne o (U (#)Yo (0)be(x); et

al o= -
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celle de ¢ donne 9yo (%)l (1)<¢ (v)<oY9 (x). Par consé-
quent, on a démontré la partie «nécessaire» du théoréeme
que voici:

TriorEME L:— Un intervalle I est un intervalle de pers-
pectivité, si et seulement s’il est minimal. En ce qui concerne
la partie «suffisante» de I'assertion, prenons /=[{(x),0(»)],
supposé minimal. De ¢ (x)=4¢ (b (2)<o (Y ())<¢ (), on tire
94 (6)=2(): et, de $(x)Y (5 (5))e(2(»)=0(y), on tire
Yo (y)=1"(x). Donc, / est un intervalle de perspectivité.

D’une fagon semblable, si $9(#)<¢{ (), prenons un
intervalle /=[bo(¥),9¢(»)]. On dit J minimal, si $o(¥)<
Yo ()K9d (2)Ked () entraine Yo (2)=9o(x),9(@)=9% ().
Un intervalle de perspecticité [{o (x), 90 (¢ (x))] est un in-
tervalle /. Supposons ensuite 4o (¥) b9 ()< () odo(x).
L’application de ¢ donne ¢o(x)Uo (Aol ()<Yo (x); et
celle de ¢ donne oo (2)Kolo (Ao (2)9Yo (x). Par con-
séquent, on a démontré la partie «nécessaire» du théo-
réme que voici:

TuioriME 2: — Un intervalle J est un intervalle de pers-
pectivité, si et seulement s'il est minimal. En ce qui concerne
la partie «suffisante» de l'assertion, prenons /=[}¢ (%),
94 ()], supposé minimal. De 4o () =yo(bo (x)Sod (Yo (4)S

ob(y), on tire ¢fo(x)=9d(»). Par conséquent, /J est un
intervalle de perspectivité.

3) Classes spéciales—Introduisons sur 9 la relation
d’équivalence ¢ suivante: xpy, si et seulement si ¢ (x)=

=d(y) et o(x)=9(y). Quel que soit I'élément d’un inter-
valle de perspectivité, la condition $o(x)<{<olo(x) donne
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J()=do(x) et ¢(#)=obo(x). Par conséquent, tous les éle-
ments de lintervalle sont équivalents, et on a:

ThitoriME 8: — Un intervalle [U(x), ¢ ()] est un intervalle
de perspectivité, si et seulement s'il est composé d'éléments
dquivalents. 11 ne reste qu'a montrer la «suffisance». Or,
Y®)SY@)Se()<o(y) donne bo(9) =4 (%), 9¥(*)= ()
D’apres ce quon a vu dans I'Introduction, il s’agit d'un
intervalle de perspectivité.

Quel que soit x, O (x)=[¥(x),9(¥)] est un intervalle,
dit intervalle-quotient. Représentons par K, la classe des
¢léments équivalents a z. On dit K. une classe spéciale,
si O (2)cK,. Lorsque { est réductif [§(2)<z,Weefi], on le
dit un opérateur d'intérieur. D’une fagon «duale» ¢, supposé
extensif (5o (2),\/2eT], est dit un opérateur d’adhérence.
On a le résultat suivant:

THEOREME 4:— En supposant § un opérateur d'intérienr
et o un opérateur d’adhévence, K, est un classe spéciale, si et
seulement si Ky=Q (2). L’hypothese O (z)S K, donne, si
yeKe, 4(2)=4(9)Sy<e(y)=2(z), donc K.CO ().

§ 2 — CAS DES TREILLIS

1) Introduction—Dans ce §, R=|t,v,...,%, 9,5,...| est
un treillis. Toutefois, les endomorphismes qui seront
I'objet de notre étude sont sous-entendus en tant que
des morphismes de 'ensemble partiellement ordonné dont
R est le support. Les symboles ¢ et o, affectés ou non
d’indices, représenteront des opérateurs d’intérieur et
d’adhérence, respectivement. Nous étendrons aussi des
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résultats de W. Scawan, qu’on trouve dans les travaux
(8], [4], pour certains cas particuliers. Mais, avant d’en-
treprendre notre objet principal, nous allons établir quel-
ques propositions utiles.

Une sous-liaison de R est un treillis contenu dans R,
qui n’est pas un sous-treillis, bien que, en tant qu'un
ensemble partiellement ordonné, maintienne 'ordre de R.

ThEOREME 5:—Si R > R est un endomorphisme idempo-
tent de R, alors ¢ (R) est une sous-liaison de R telle que, en
supposant x1=¢(x1)eo(R), x269(R), on a

Xy A we=0 (2 AX2), X1\ Xa=0(%1V Xe). (1)
P(R) P(&)

[Note: Evidemment que le symbole a; A a2, par exemple,
P(R)

signifie I'infimum de x; et a» calculé dans ¢(/R). Bornons-
-nous a démontrer la deuxiéme égalité (1). D’une part,
21520,V Xy done xy—p(21) e (41 V 42), et, de méme x,o(x1V s);
d’autre part, si z2=9(2)> %, 2> %;, alors 2= x\/x; et
o—p(2)Z (3 ).

Soient ensuite p et ¢ deux endomorphismes de R tels
que go et sp soient idempotents. Il existe, d’apres les rai-
sonnements du n.° 1, § précédent, des isomorphismes
07 (R) %, ap(R)=005(R) et apa(R) oo (R), inverses I'un de
l'autre. Mais, puisque oo (R) et ap(R) sont des treillis, ces
isomorphismes sont aussi des isomorphismes de treillis,
donc, si xy,x2600(R):

C} (ixolcf(\[?)cg) =q (x,)g}g)(xg}, ou 605 (X A¥2)=70(a (x1)Aa(xs)), (2)

(%1 V x2)=0 (1) Vo (x2), ou apa(x,V x)=a0(3(x1)Va(x2)). (3)
PO (R) 9P (R)




#——'—_——-_—_
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D'une fagon analogue, si y1, vs€a5(R):
P(yxAge)=9(yx>/\g(yz), ou pop(y1Ay2)=p0(e(y1)Ae(92)), (29
P (R) Po(R)
e(yIng>=e(y:)VP(y2), ou pag( ¥y Vy2)=pa (s (y1)Ve(y2)). (8)
a9 (R) 03 (R) : :
NOHS retenons ce résultat:

ThEoREME 6 : — Soient o et o deux endomorphismes de R
tels que oa et ap soient idempotents. Alors, on a les ensemble.s
de relations (2)— (3) et (2")—(3").

2). Etudes de U (R) et de ¢(R)—Puisque § est idempo-
tent, ¢ (R) est une sous-liaison de . De plus, il s’agit d'un

V-sous-treillis, c’est-a-dire on a xl\/xz—,])(xl\/xg)=xl\/x2,
Y(R)
si #,x60(R). En effet: J est réductif, par conséquent

G (21 V x2)<¥1\V x2; mais,-compte tenu que ¢ (R) est une
sous-liaison, on a, d’autre part, xl\/x27x1\/xg On vérifie
G(R

ensuite que R——»,;(R) est un A- eplmmphlsme, c’est-a-dire
quon a Y(xAy)=1v(x)Ad(y). Si lon suppose en effet
Y(R)

2={ (2)Y (%), sV (), compte tenu que ¢ est réductif, on
obtient 2Xx, 28Xy, donc sXxAy et =@V (*A ¥).
Enfin, nous montrons qu’en supposant £, un A-sous-
-treillis de R, {(Ro) est un A-sous-treillis de ¢ (/). Il s’agit
de vérifier qu’en prenant xy, yo€ Ro, avec 5o/ yo € Ko, alors
b (x0) AV (o) €Y (o). Or, nous venons justement de voir
que &I*(xo)d//(}!;f (20) =4 (%0 yo) € b ().

Nous énoncgons les deux propositions ci-dessous, dont
la deuxieme fait intervenir ¢ (R) au lieu de ¢ (R) et est
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démontrée d’une fagon duale de celle qu’'on vient d’em-
ployer en ce qui concerne ¢ (R).

TuiortMe 7:— Soit U un opérateur d'intérienr. Alors:
|,
1) V(R) est un \-sous-treillis de R; 2) R—iq)(R) est un
A-épimorphisme; 3) si R est un \-sous-treillis de R, §(Ro)
est un \-sous-treillis de ) (R).

TuEorEME 8:— Soit o un opérateur d’adhérence. Alors :
1) o(R) est un N-sous-treillis de R; 2') Ri@(le) est un
\ -épimorphisme; 3') si Ry est un \ -sous-treillis de R, o(Ro)
est un \ -sous-treillis de o (R).

Ceci fait, étudions aussi les sous-liaisons Yo (R) et

oy (R). Quant a bo(R), d’aprés 1') du théoréeme précédent,
{

¢(R)est un A-sous-treillis de R, par conséquent X — §(R),

compte tenu de 3) du théoreme 7, mene de o(R) a Yo (R)

qui est un A-sous-treillis de ¢(/). Ainsi, si x;,456 Y9 (R):

xl/\xg—pm(x,/\xo)_xl/\xo) ¢ (21 A\ %2), (1)
Yo (R) $(R)
BV =pe(nVa) @)
‘\{CD

D’une fagon duale, o{(R) est un V-sous-treillis de ¢ (R).
Donc, si y;, €0 (R):

VY=o (51Vy2) =91V y2=2( 91V 32), (1)

o (R) v (R) :
yn/\yv——sv#(yl/\yﬂ (2')-
QW

Nous donnons |’énoncé que voici :
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COROLLAIRE 1:— Soient § un opératewr d'intérieur et ¢ un
opdratewr d'adhérence. Alors, Vo(R) est un A-Sous-treillis
de Y(R) et oy (R) est un \/-sous-treillis de o (R), par consi-
quent les égalités (1), (2) et (1), (2') sont valables.

3) Une propriété importante de $o(R) et de ¢y (R)— Pre-
nons deux intervalles de perspectivité distincts. Il n’existe
aucun élément commun a ces intervalles, puisque, si # était
un tel élément, ¢ (#) et ¢(#) seraient les extrémités des
deux intervalles, qui seraient ainsi coincidents. Nous
représenterons par Z I’ensemble des éléments appartenant
aux différents intervalles de perspectivité et nous nous
proposons de donner des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que Z soit un sous-treillis de 7.

THEOREME 91— 7 est un sous-treillis de R, si et seulement
St, en prenant z,, 256 Z, on a (21 As) =0 (21 A 2s), U (51V2)=
=49 (21V ). D'abord, il est évident que la condition de
I'énoncé est nécessaire. Pour montrer la «suffisance», on
doit vérifier les relations V(21 A 2) =100 (21 A\ 2) et ¢ (21 25) =
=9y (2 V%), puisque ces relations, jointes aux égalités de
I'hypothése, meénent a conclure qu'on a Yo (s A &) Azl
Sedo (a1 A2) et xpfp(zl\/zg)le\/wftpapqa(zl\/&). Nous nous
bornons a la vérification de la relation Y (&1 Aze)=Ug (21 A 2s).
De od(21A2:)=09(21A%), on tire bod (21 A\ 8e) = Yo (21 A 2s),
donc, d’apres l'assertion 2) du théoreme 7 et la premiere
¢galité (1) du théoreme 5,

Yo (a1 22)=do (¢ (Zlg(/l\,;l* (22))=9od (b (2) A (e2).

Ensuite, puisque b (=) et ¢(s) appartiennent a o (R), la
formule (1) donne

Yo (21 A\ 2) =90 (b (21) AY (2)),

et la méme formule (1) et 'assertion 2) du théoreme 7

E

LProblemes de perspectivite. . 237

donnent
bo (2 Azz)=1 (1) A U (20) =1 (2 A\ 2s).
Y(R)

La relation 9 (21V2)=00(21\/2) est démontre par un rai-
sonnement dual du précedent.

THEOREME 10 :— 7 est un sous-treillis de R, si et seulement
St Yo (R) est un sous-treillis de b(R) et 94 (R) est un sous-
-treillis de ¢ (R). Admettons que Z soit un sous-treillis
de R. En prenant «x, y e V9 (R), ces éléments appartiennent
aussi a Z, donc ¢ (#Vy)=bo(xVy) et

PVI=d(xVy)=5Vy.

Yo (K) Y(R)

D’autre part,
ENAY=4Q (2N 9)= (x A 9)=xA 9.
Yo (&) U(R)

D’une fagon analogue, on verrait que 9 (/) est un sous-
-treillis de o (R). Reéciproquement, supposons do (/) un
sous-treillis de ¢ (R) et ¢4 (R) un sous-treillis de o ().
En prenant x, ye Z on a, compte tenu de 2), théoreme 7,

Y (v A y)=9 (Y (91){}?'3&()'))=?(¢(ﬂ$2?/(\1§; ()

L'isomorphisme de treillis ¢?(R)_¢) oy (R), en n’oubliant
pas que ¢J(R) est un sous-treillis de o (R), donne ensuite

PYEN D) =ob (DA 0d (1) =0 (%) A2(3)=9(x) Ao (y),
94 () 99 (R) ¢ (R)
et par conséquent, d’aprés 1'), théoreme 8,
PY (A Y)=2(®)Ag ().

Alors, de
AN DS (A 9)0(2) Ae (),
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on tire la premiére condition du théoréme 9:

2 (FA 9)=0 (%A 2).

Un raisonnement dual donne la deuxieme condition du
méme théoréme 9.

4) Rappel de quelques propriétés des endomorphismes
de R—L’ensemble £—=|p0,...,0,7,...| des endomorphis-
mes de / constitue un treillis, pourvu qu'on y introduise
les opérations d’'infimum et de supremum par les égali-
tés suivantes: ;

A ) (®=¢®)Ac(x), (V' o) (#)=p(x)Vo(x).

Pour justifier cette assertion, nous nous bornons a mon-
trer que la premiere égalité définit en effet un infimum
o/A'e. D’abord, il s'agit d’'un endomorphisme de R. Puis,
81 0Z¢, 050, de 0(2)o(%), 0(x)o (%), on tire 0(x)Jp(x)Aa (%),
Y« e R. Par conséquent, 0SSpA'a.

Dans le treillis qu'on vient d’introduire, le sous-ensem-
ble des opérateurs d’adhérence constitue un inf sous-treil-
lis. En effet, si o; et 9, sont de tels opérateurs, o; \' 7, est
aussi un opérateur d’adhérence, puisque, d’'une part, il est
évidemment extensif, tandis que, d’autre part, nous allons
montrer qu'il est idempotent: :

(@1 A ?2)2_(x) =01\ 92) [(21 A\ 92) ()] Z (91 A" 02) ()

_(?1 A" g2) (%) = 03 () A G5 (%) Z 01 [91 (%) A 92 (%) ] A P2 [01 (%) A 92 (%)] =
= (01 92) ().

D'une fagon duale, les opérateurs d’intérieur consti-

~ tuent un sup sous-treillis du treillis des endomorphis-
. mes de R, ¢ . ‘

dh < g

o

s A -
'y
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5) Composition de perspectivités— Prenons deux cou-
ples (41,91) et (2,92) qui definissent deux «perspectivités»
Py et Py et qui vérifient les conditions que voici:

Y1 [P0 (%1) A0z (a2)] =1 o1 (1), P [91 (21) A (#2)] = s 08 (),
o1 [ (P V o (w0)] = 01 41 (41), 92 [ (40) \/ s (2) ] = 95 U ().

En posant ¢={:V'ds, 9=91A'0y, le couple (4,0) definit
aussi une perspectivité /2, et il est bien simple de prou-
ver les égalités suivantes: ¢1o="0101, bao=1029s, ;b —oyy,
Py =9alz) 40 =419V da0s, oY =019 A'92ds. Alors, c'est
notre objet d’établir cette proposition :

TutoriME 11 (de composition de perspectivités):— L'inter-
section de deux intervalles des perspectivités Py et Py est un
intervalle de la perspectivité P; réciproquement, tout inter-
valle de la perspectivité P peut s'écrire, d’une maniére unique,
comme intersection d'un intervalle de perspectivité de P, et
d'un autre de P;. Remarquons d’abord que deux intervalles
[#1, 7] et [xs, 95], de R, ont des éléments communs, si et
seulement si 4,V 4= 9,V ye; et, alors, on a (21, y1]0[ %2, 93] =
= [x1Vx2 ,_yl/\yz]. Soient donc A'l = [x1 ,le’ Kg = [xz ,}’2]
deux intervalles appartenant a 2 et a P, respectivement,
Puisque ¢1 (51 A 92) = b1 [91 (#1) A 02 (%2)] = 41 1 (11) = 4,
b2 (P1A p2)=22, on @ 21V % =d (91 A\ 92)< 1A 92, Par consé-
quent, K’lﬂK2=[x1\/x2,}’1/\y2]- Or X1V Xa=1 91 (21) Vs 99 (x2)
et si l'on tient compte de ;o (\/22) =y [0 (b 01 (%1)\V
V93 ()] =1 91 (1) =2, ainsi que de $s ps (11 22) = 22, on
obtient 1V xy=9g (%, V #2). D’autre part, o(#,Vxs) =1 (41 V x) A
Ag2 (1 %) =1 [ D1 91 (40) \/ U2 92 () T A 92 [ D1 91 (1) V/ Yo 9z (#2)] —
9101 01 (1) A §2 93 ()= 31 A yo =9 U9 (41 \/43). En eécrivant
KN Kyws [ (20 %), 9 (2, \/ 43)], on reconnait que K;N K
est un intervalle de perspectivité appartenant a /2. Réci-

uement, partons d'un intervalle [x,y]—K apparte-
PP ()i 9 () V by @y (%) = 1\ 4y avec
Ay g gy () < g 99 (), ainsi que ye=
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=999 (%) =191 (AP d2(9) = 91\ y2, avee yi=p1 i (y)=
=01010(%) =1 9191 (%1) et ¥ =93 a 92 (x3). Or, si l'on fait
Ky =191 (21), 01 1 91 (01)] et Ko =[d202(x2), 92 P2 92 (%2)], les
intervalles K, et K, appartiennent a P, et P, respective-
ment, et on a K=K, K.. ['unicité de cette représenta-
tion revient au fait suivant: un élément x=dJo(x)e o (R)
ne peut s’écrire que d’une seule maniére sous la forme
X=x1V Xz, avec X1—9191(41) € P191(R), X3 =20 (x2) € b2 92 (R);
et, d’une fagon analogue, y=04(y)e o4 (R) ne peut s’écrire
que d’une seule maniére sous la forme y=y;Ays, avec
yi€o1dy (R) et yeeady (R). On vérifie, par exemple, 'asser-
tion concernant x, en raisonant ainsi: si x=d¢; 9, (x)\V
V4292 (#3), on voit que 91 $1 ()= 1 [ (9191 (%) V ba 92 (%)) =
=41 01 (1), et, de méme, dg s (4)=1s 02 (4).
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