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INTRODUGCAO A METODOS DA ANALISE MATEMATICA— BASES, ADENDAS, EXTENSOES

Estas notas foram escritas a partir da matéria dos mini-cursos de
Andlise Matemitica “avangada” realizados na FCUL entre 2014 e 2023.
Incluem enunciados de exercicios, e demonstra¢des da maioria dos
resultados importantes. Desti nam-se a estudantes dos dois primeiros
anos das licenciaturas em Matemadtica com interesse especial nos temas
e nos métodos da Andlise. Tém, portanto, um nivel introdutério, mas
ndo ficam limitadas ao teor estrito do curriculo de base.

A partir de 2005, as licenciaturas em Matematica da FCUL passaram
a incluir “versdes avancadas" de algumas disciplinas bésicas dos dois
primeiros anos. Estas versdes complementam as disciplinas a que
correspondem e ndo sdo obrigatdrias. A aprovagdo em cinco delas
confere ao aluno o direito a uma mengao especial no apuramento final
de notas.

Lecionei alguns destes mini-cursos (de Anélise Matematica I, II, III
e IV) a partir de 2014, e tenho mantido colaboragdo nos mesmos até
ao presente. Do material que utilizei fiz a selecdo apresentada nesta
monografia.

A minha concepgao destes cursos é a seguinte: os tépicos abordados
ndo tém de ser necessariamente mais dificeis do que alguns que sdo
abordados nas disciplinas basicas, mas podem sé-lo em alguns casos;
devem ser interessantes, tteis no prosseguimento dos estudos em
Matematica, e preferencialmente escolhidos entre os ndo abordados,
ou abordados em menor detalhe, nos programas estabelecidos para as
disciplinas de Anélise da licenciatura. Claramente, pressupdem um
dominio seguro desses programas (sem esquecer a Algebra Linear),
constituindo um complemento ocasional deles. Em certos casos podem
antecipar métodos e argumentos que o estudante de Matematica
encontrara mais tarde em contexto muito mais geral. Este conceito,
juntamente com preferéncias pessoais, reflete-se no contetido do texto.

Em excertos do texto referente a equagdes diferenciais é reconhecivel
a influéncia do classico Ordinary Differential Equations de Birkhoff e
Rota e da monografia com o mesmo titulo de Wolfgang Walter.

As figuras que ilustram o texto foram obtidas com recurso ao Wol-
framAlpha e ao Desmos.

Luis Sanchez, Novembro 2023






UTILIZACAO DE FUNCOES VALOR ABSOLUTO

Comecamos por observar que a fun¢do com dois ramos lineares

flx) =

—x/2, if x<0
3x, if x>0

pode ser representada de forma “compacta” por
f(x) =ax+0blx|] VxeR

onde a, b sdo constantes reais. De facto, esta representagdo implicaa —b = —1/2ea+b = 3; um
célculo elementar mostra que isto é possivel de modo tinico, coma =5/4eb =7/4.

Este exemplo sugere que as fungdes reais de variavel real que sdo continuas e seccionalmente afins,
isto é, cujo gréfico é composto de semirectas e/ou segmentos de recta em ntimero finito, ligados uns
aos outros por um vértice comum, podem ser representadas como combinagdo linear de uma fungao
afim e fungdes modulo.

Por exemplo, a funcdo f : R — R cujo grafico esquematizamos a seguir

4
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UTILIZA(;‘AO DE FUNQGES VALOR ABSOLUTO

fica bem determinada por f(0) = 0, f(1) = 1, e pelos declives das semirectas que constituem as
restri¢des do seu grafico a | — o0,0] e [1,+oo[ (—2 e —3 respectivamente). E natural procurar uma
representagdo de f da forma

f(x)=alx|+blx—1]+cx+d, x€R

com constantes a, b, ¢, d adequadas.
Efectivamente, a partir dos dados obtemos as condigdes

b+d=0
a+c+d=1
—a—b+c=-2
a+b+c=-3

deonde:a =3/2,b=-2,c=-5/2,d =2.

(Usando uma linguagem que em breve aprenderemos na Algebra Linear, este exemplo ilustra o
seguinte facto: o conjunto das fungdes seccionalmente afins com possiveis vértices nos pontos de
abcissa 0 e 1 constituem um espaco vectorial de dimensdo 4, e uma base desse espago é formado
pelas fungdes |x|, |[x — 1|, x e 1.)

Na “compactacdo” de férmulas deste tipo podemos usar, em vez do valor absoluto, as fung¢oes
(de duas varidveis) “méximo” e “minimo”, representadas por max e min respectivamente. Basta
observar que

max(a, b) = a+b+ |a—b|/
2
min(a, b) = LM.
2
Exemplos:
4
2
-4 -2 0 2 -

Aqui, f(x) = max(0,x) = HZM.




UTILIZAQAO DE FUNQ@ES VALOR ABSOLUTO

Consideremos agora g(x) = f(x)%

4
2
-4 -2 0 2
Neste caso, g(x) = (x+4‘x|)2 = max(0, x|x|).

Observemos, ainda como exemplo, que a fungdo f correspondente ao primeiro dos desenhos
introduzidos acima pode ser dada por

f(x) = max(—2x, min(x, —3x +4)) Vx <4.

“Redugdo” da varidvel independente a um determinado intervalo: Observemos que, dados niimeros
a < b, tem-se

a if x<a
min(max(x,a),b) =¢x if a<x<b
b if x>0b

Esta fungdo serd notada ¢y, ;. Facilmente verificamos que

a+b X—a x—>
Plapy(x) = 5 +| 5 || 5 | Vx € R.

A funcdo é util em situagdes como a que vamos exemplificar agora. Repare-se que é facil representar
a expressdo da fungdo que coincide com 1 — x2 quando esta expressdo é > 0,isto é,se -1 <x <1, e
que é constante para x < —1 ou x > 1: basta escrever

max(0,1 — x?)

7



8 UTILIZAGAO DE FUNGCOES VALOR ABSOLUTO

mas ja exige mais cuidado o caso em que 1 — x? é substituido por /1 — x2, pela simples razdo de
que esta expressdo deixa de ter sentido para |x| > 1:

-2 -1 0 1 2

Neste caso obtemos uma expressdo correcta escrevendo

\/1 — @ (0)%

Note-se, no entanto, a alternativa equivalente e mais simples

max(1 —x2,0).

Terminamos este topico observando o seguinte

Facto 1. Seja f : [a,b] — R uma fungio seccionalmente afim cujo grdfico tem vértices nos pontos de abcissas
a=2x)<x3 <xp<---<x,=D>b. Entdo f exprime-se como combinagdo linear das fungdes 1, x, e |x — a|
(i=1,2,---,n—1). Por outras palavras: o conjunto das fungoes seccionalmente lineares cujos grdficos tém
um conjunto de vértices contido no conjunto de pontos indicados é um espago vectorial de dimensdo n + 1.

A ideia da demonstragdo é a que conduz aos calculos usados nos nossos exemplos iniciais. A
demonstracdo esta ao alcance do estudante que domine o curso inicial de Algebra Linear.



UTILIZAQAO DE FUNQGES VALOR ABSOLUTO

Exercicios: 1) Dar expressdes em termos de valor absoluto, ou max, ou min, das func¢des seguintes

2) Determinar condic¢des sobre 4, b, c para que a fungdo
ax + b|x| +c|x — 1]
(a) seja estritamente crescente; (b) seja sobrejectiva; (c) tenha valor minimo absoluto em RR.

3) Dar uma expressao, em termos de valor absoluto, ou max, ou min, da fun¢do seccionalmente
linear cujo grafico é sugerido no seguinte grafico, formado por duas semi-rectas e quatro segmentos
de recta cujos declives sdo £1)

:
o

(Sugestdo: os calculos podem ser simplificados usando uma simetria, e eventualmente uma
translacgao.)

4) Seja f : R — R a fungdo do exercicio anterior. Dado y € R, qual é o namero de soluc¢des da
equagéo f(x) =y?

5) Dar uma expressdo da funcao

0, se x<0
flx) =< x, se 0<x<1
1, se x>1

em termos de valor absoluto, ou max, ou min.
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SUCESSOES DEFINIDAS POR RECORRENCIA - OS CASOS MAIS SIMPLES DE
RECORRENCIA LINEAR

Recordemos que a sucessdo definida pela recorréncia linear
Xpp1=ax, n=1,2 .-

onde a é uma constante, é a progressdo geométrica de razdo a:

Sabemos que lim x, = 0 se, e s6 se, |a| < 1. Se |a] > 1 tem-se lim |x,| = o0 (excluindo o caso trivial
em que x1 = 0).
Vamos agora estudar a existéncia de limite da sucessdo dada pela relacdo de recorréncia linear

Xpi1=ax, +Db (rl)

onde a e b sdo constantes. Em primeiro lugar, se existir, e for finito, L = lim x,,, tem-se, tomando
limites em ambos os membros da equagdo anterior

L=alL+b, de onde: L= b .
1—a
Na verdade:
Facto 2. Se |a| < 1, a sucessio definida por (rl) tem limite L = 7%
Demonstragio: De (rl) deduzimos
b b b
xn+1—m—axn+b_ 1—2 —a(xn— 1—(1)

significando que y, = x, — % é progressdo geométrica de razdo a, o que permite concluir.

Eis em esquema grafico a aproximagdo ao limite da sucessao (r):

11



12 SUCESSOES DEFINIDAS POR RECORRENCIA - OS CASOS MAIS SIMPLES DE RECORRENCIA LINEAR

Observagio: Estivemos focados na convergéncia da sucessio (rl). Outra questdo que poderiamos ter colocado
é a da determinagdo do termo geral da mesma sucessio. Nao é dificil obter, por indugdo finita, que:

xn:u”’lxl—l—b(l—i—a—i—---—f—a”’z), n>2.

Vamos estudar em seguida a convergéncia da sucessdo definida por
Xp41 = AnXn + by (rlv)

onde os coeficientes que figuram no segundo membro variam com 7.

b

Facto 3. Selima, = a, [a| < 1, elimb, = b, a sucessdo definida por (rlv) tem limite L = 1.

Demonstragio: 1) Verifiquemos que, se b = 0, entdo limx,, = 0. Dado & > 0 arbitrdrio, podemos
supOr, ignorando um nimero finito de termos se necessério, que existe um nimero A tal que

lal < A<1 e |by| <eVneN. (a)

(Em virtude das hip6teses, aquelas desigualdades valem a partir de um certo indice m; ignorando
os termos anteriores a ordem m e renumerando os indices podemos entdao admitir (a). Ignorar um
numero finito de termos ndo altera as propriedades de convergéncia.)

Consideremos a sucessdo definida por recorréncia

Yni1 = Ayy +¢, com y; = |xq].
De (a) deduzimos, por indugdo finita, que
|xn] <yn VYn € N.
(De facto, a desigualdade é uma igualdade para n = 1, por constru¢do. Admitindo que é vélida para

1 temos 1] < [aul|al + [ba] < Ayn +€ = Y41

Pelo facto 2, temos limy,, = 1=4. Logo, existe m € IN tal que

n>m= |x,| <yn < 2
- n_yn 1—A



SUCESSOES DEFINIDAS POR RECORRENCIA - OS CASOS MAIS SIMPLES DE RECORRENCIA LINEAR

que é, por definicado, o significado de lim x,, = 0.
2) No caso geral, observemos que

Xn4+1 — 1-4
e apliquemos o caso 1 a sucessao z, = X, — %

Uma aplicagdo curiosa deste resultado é um método para calcular limites de sucessdes do tipo

n

Xy =ay Y b

i=1

onde (a,) e (b,) sdo sucessoes dadas. Basta observar que uma tal sucessdao pode definir-se por
recorréncia:

a
Xny1 = Lﬂxn + an+1bn+1~
an

Exercicios: 1) Calcular

) n (2 22 2"

lim 5 (3 + 3 )
2) Definir a sucessao

1 2

por um processo de recorréncia linear e calcular lim;, e X;;.

13






OS CASOS MAIS SIMPLES DE RECORRENCIA NAO LINEAR

Comecemos por estudar um resultado muito prético para sucessdes de recorréncia definidas a partir
de uma fungéo crescente.

Facto 4. Seja f : [a, B] — R uma fungio continua e crescente. Suponhamos
a<fla), = f(p) ()

Entdo a sucessio definida por

Xn11 = f(xn), X1 = a (respectivamente x; = B) (s)

é crescente (respectivamente decrescente) e tem como limite a menor (respectivamente maior) raiz da equagdo

x = f(x)

em [a, B).

/'

=%, X,|x, | L _{310

15



16 0S CASOS MAIS SIMPLES DE RECORRENCIA NAO LINEAR

Demonstragido: Consideremos o caso x; = &; o outro é andlogo. Antes de mais note-se que a
sucessdo estd bem definida porque, como f é crescente, (a) implica que os valores de f pertencem a
[ B]-

Comecamos por verificar, utilizando a indugao finita, que a sucessdo (x,) é crescente: em primeiro
lugar, x, = f(a) > a = x1; depois, admitindo x,+1 > x,,, e lembrando que f é crecente, obtemos

X2 = f(Xnq1) > f(x0) = Xppa.

Seguidamente observamos que (x,) é majorada, ja que x, < g Vn € IN.

Do teorema da sucessdao monétona resulta que existe o nimero real L = lim x,, € [, B]. Passando
ao limite a equacgdo (s) resulta L = f(L). Mais: dada uma qualquer raiz y € [«, f] da equagdo
y = f(y), é facil mostrar (novamente por inducdo) que x, < y Vn € IN. Logo, L < y, e todas as
afirmacoes do enunciado ficam verificadas.

Exemplo: A fungdo 2xe ™ é crescente em [0,1] e a raiz positiva de x = 2xe ™ é In2, tendo-se
2xe " > xse 0 < x < In2. Em virtude do facto anterior, imediatamente se conclui que a sucessao
definida por recorréncia

Xpi1 = 2xpe "

em que o primeiro termo é um ndamero arbitrdrio x; €]0,In2[, é monétona crescente e tem limite In 2.

Exemplo: A sucessdo definida por

1

Xpyl = =——— X1:—1
n+ z_xn/

converge? Qual o seu limite?

Apliquemos o enquadramento anterior, desta vez com f(x) = ﬁ Se a sucessdo convergir, o seu
limite ¢ solucdo de x = 51, isto ¢, x = 1. E bvio que f é crescente em ] — o0, 2[. Como f(—1) > —1

podemos concluir que a sucessdo é crescente e tem, efectivamente, limite 1.



0S CASOS MAIS SIMPLES DE RECORRENCIA NAO LINEAR

Exercicios: 1) Para que valores ndo negativos de k é convergente a sucessdo
=x2+k =07
Xn+1 = xn + % X1 = ‘

Qual é o seu limite?
2) Estudar a convergéncia da sucessdo

2x,

= — -, X1 = 10.
x2+1

Xn+1
(Comegar por fazer um esquema grafico sugerido pelo problema.)

3) A sucessao
n_ o

;;i;‘ifxn, X1 = 1

Xnt1 =

ndo é do tipo estudado anteriormente, mas facilmente se reconhece que é decrescente e portanto tem
limite. Na verdade é facil reconhecer (por indugdo) que

2n72
O<xn<<§> Vn > 3.

4) Conideremos as sucessdes

1
Xpp1 = (1 — m)x%/ x1=1,

1
Yni1 = (1— @)y%r yi=1

Ambas sdo decrescentes e de termos positivos, mas é necessario um estudo particular de cada uma
delas para se obter o valor do limite.
Para a primeira, ndo é dificil obter o termo geral

n+1
xﬂ == 271 Vi

17



18 0S CASOS MAIS SIMPLES DE RECORRENCIA NAO LINEAR

o que resolve imediatamente o problema. Por outro lado, como x, < y, Vi > 1, tem-se limy,, > %
Este limite ndo é facil de identificar ao nivel deste curso, mas o cdlculo de alguns termos sucessivos
sugere que limy, = 0.6535- - - sendo exactas as casas decimais indicadas.

5) Determinar, justificando, o limite da sucessdo (x,) definida por

Xpi1 = /X2 —x,+2, x1=0.

Esta sucessdo é mondétona? Explicar.

Estudamos em seguida uma recorréncia em que intervém uma func¢do decrescente.

Facto 5. Seja I C R um intervalo, f : I — I uma fungio continua e decrescente. Suponhamos que existe
x1 € I tal que para a sucessio definida por

Xn1 = f(xn) (d)

se tem
x1 < x3 < xg < xp. (0)

Entdo:
- a subsucessdo de (x,,) com indices impares, bem como a sucessio com indices pares, sdo monétonas, tendo-se,
mais precisamente
x1 Sa3 < S Sapp <<y <xp V>3, (m)

e qualquer das sucessoes tem como limite uma solugdo da equagio

x=(fof)x) (e)

em I.
- se a equagdo (e) tem uma tinica solugio em 1, ela é também solugio de x = f(x), e é limite de (x,,).

DY

\y = f(x) Y=z

o

Demonstragdo: A prova de que as sucessdes mencionadas satisfazem (m) faz-se por indugao finita.
Ilustremos o procedimento mostrando que x3 < x5 < x¢ < x4 (a passagem da etapa 1 a etapan +1
é completamente andloga). Como x4 < x, por hipétese, e f é decrescente, resulta x3 < x5. Daqui
resulta, pelo mesmo argumento, x¢ < x4. De x3 < x4 deduz-se ainda x5 < x4 e daqui x5 < x¢.



0S CASOS MAIS SIMPLES DE RECORRENCIA NAO LINEAR

De (m) resulta, além da monotonia de (x2,-1) e (x2,), que estas subsucessdes sdo limitadas.
Portanto os respectivos limites existem e sdo ntimeros reais. Como

xon+1 = f(f(x2n-1))

conclui-se que L = lim x,,_1 satisfaz L = (f o f)(L). A conclusdo para lim x,, é analoga.
Finalmente, suponhamos que (e) s6 tem uma solugdo em I e representemos esta solugado por L. Do
que acabdmos de mostrar resulta que L = lim x,,. Logo, passando ao limite em (d), tem-se também

L= f(L).

Observagido: Como toda a solugdo de x = f(x) é também solugdo de x = (f o f)(x), a afirmagéo
"x = (f o f)(x) tem solugdo tinica em I" implica a afirmagdo "x = f(x) tem solucdo tinica em I".

Exemplos: 1) A sucessdo
1
Xpt1 =3+ —, x1 =10
Xn
tem limite 3 + @ Com efeito, o facto precedente é aplicavel, uma vez que
(i) a fungdo 3 + 1 é decrescente e aplica I =]0, +oo[ em si proprio, e a equagdo x = 3 + 5 tem
apenas uma solucdo em I (% + @, que é, de resto, a solucdo de x = 3 + %),‘
(ii) Facilmente se comprova, fazendo os cdlculos, que os quatro termos que seguem o primeiro
verificam

Xp < Xg4 < X5 < X3.

2)Se —1 <a < 0eb € R, sabemos que a sucessdo dada por x,+1 = ax, + b (recorréncia linear) tem
limite %. Podemos recuperar este resultado a partir do Facto anterior, uma vez que, se x; < %,
facilmente se verifica que x; < x3 < x4 < xp. A sucessdo (x,) ndo é mondtona, mas sd0-no as
subsucessoes de indices pares e de indices impares.

3) A sucessao

3x,
Xp41 = 5=, X1 = 1.39
n+ x% + ’
é interessante como ilustra¢do do Facto anterior e também para confronto com o exercicio 2 da série
Py _ _3x : A — —
de exercicios precedentes. Para f(x) = 1777, facilmente se vé que tanto x = f(x) como x = f(f(x))

tém a tnica solugao positiva v/2; e f é decrescente em [1, +oo[. Os primeiros quatro termos sdo, com
calculo de 5 casas decimais:
1.39;1.42219;1.41155;1.4151.

Resulta que lim x,, = v/2. E atil esbogar o grafico de f para interpretar o resultado.

Exercicios: 5) Mostrar que, para qualquer valor do primeiro termo xi, a sucessdo definida por

— X
Xpp1 =20 n

tem limite.
6) (dificil) Seja c um ntimero do intervalo ]0, 1] e considere-se a sucessado

2
Xpy1 =X, —¢, x1=0.

19
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0S CASOS MAIS SIMPLES DE RECORRENCIA NAO LINEAR

Mostrar que (x,) converge se 0 < ¢ < 3/4. Que se pode afirmar noutro caso? (Observar que a
fungdo f(x) = x? — c aplica o intervalo [—c,0] em si préprio. Pode ser util obter numa maquina
valores aproximados das raizes de x = (f o f)(x) e de alguns termos da sucesséo.)

Completamos este tépico mencionando o seguinte resultado.
Facto 6. Seja f : R — R uma fungio C' com a propriedade: existe a €]0,1] tal que
If'(x)]<a VxeR
Entdo, para qualquer x1 € R, a sucessdo definida por
Xp+1 = f(xn)

converge, tendo como limite a (iinica) solugio da equagio x = f(x).

Naéo faremos aqui a demonstragdo deste enunciado, que é um caso particular de outro que os
alunos encontrardo, até sob forma mais geral, em futuras disciplinas de Anélise. Observamos, no
entanto, que é um exercicio simples mostrar que, sob as hipéteses dadas, a equagdo x = f(x) tem
uma e uma sé solugéo.



SERIES NUMERICAS: CRITERIOS DE CONVERGENCIA SIMPLES

Teorema 1. (Critério de Dirichlet) Sejam (ay) e (by) sucesses de niimeros reais tais que
(i) (an) € decrescente e lim a,, = 0
(ii) a sucessdo de somas parciais B, = by + by + - - - + by, é limitada.
Entio a série Y, 1 a,by é convergente.

Demonstragao: Seja S, = a1by + axby + - - - + a,b,. Temos
Sy =a1B1+a2(Bo—B1) +---+a,(By —By_1) =
= Bi(ay —ay) + Ba(ap —a3) + -+ + By_1(ay_1 — an) + ayB, =

=1p—1+ lZan (a)

onde estamos a designar por T, a soma parcial de ordem n da série Y- ; B,(a, — a,11). Vamos ver
que esta série é absolutamente convergente: temos a comparagao

|Bu(an — ans1)| < L(an — ans1)

onde L é um majorante de |B,| (que existe por (ii)) e onde atendemos a que a, — a,,41 > 0 em virtude
de (i); por outro lado é imediato verificar que a série de termo geral L(a, — a,41) é convergente com
soma La; (série “telescopica”).

Da igualdade (a) resulta entdo que lim S, existe e é igual a lim T,,, uma vez que lim(a,B,) = 0
(em virtude das hipoteses (i) e (ii)).

Observagao importante: Da demonstracdo anterior vale a pena reter o que poderemos chamar
“férmula de soma por partes":

a(By —B1) + -+ +ay(By, — By—1) =

= By(a1 —az) + Ba(az —az) + - - -+ By_1(ap—1 — a) + a, By, — a1By.

Teorema 2. (Critério de Abel) Sejam (ay) e (by,) sucessdes de niimeros reais tais que
(i") (an) é decrescente e lim a,, é finito.
(ii") a série Y ;1 b, é convergente.
Entdo a série ), 1 a,by é convergente.
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Demonstragido: Este resultado é consequéncia do anterior. De facto, ponhamos lima, = a. A
sucessdo (a, — a) verifica a hip6tese (i). Entdo

anbn - (an - a)bn + abn

onde as séries Y - 1 (a, —a)b, e Y ;1 ab, convergem: a primeira pelo teorema anterior e a segunda
por causa de (ii’). Podemos portanto concluir.

Exemplos: 1) Pelo critério de Dirichlet, podemos concluir que a série

i sin(nm/4)
n=1 \/ﬁ
converge. De facto, ﬁ é decrescente com limite 0; e as somas parciais referentes a (sin(n7/4)), isto
é, a sucessdo periddica
1 1 1
= ]-/ = 0/ T = _]-/ _L/ 0/ Ll e
V2 T V2 V2 V2 T V2

tomam apenas um nimero finito de valores (4), pelo que tais somas parciais constituem evidente-
mente uma sucessdo limitada.
2) Vamos utilizar o critério de Dirichlet para mostrar que a série

® sinn
L=,

é convergente. Basta, para isso, provar que a sucessdo de somas parciais B, = ) y_; sink é limitada.
Ora, utilizando a identidade trigonométrica

2sinx siny = cos(x — y) — cos(x + y)

obtemos:
2sin(1/2)B, =
1 3 3 5 1 1
= cos(i) — cos(i) + cos(i) — cos(i) + -+ cos(n — 5) — cos(n + E)'
isto é: , .
2sin(1/2)B, = cos(i) —cos(n + §>
e concluimos ,
B, < ————
Bil < Gaiy T
como se pretendia.
Este procedimento estende-se a série
(1)1 (reR) ()
n=1
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que é mais interessante porque é uma série de Fourier (encontrd-la-emos numa posterior disciplina
de Analise). Usando a mesma identidade trigonométrica de ha pouco, temos, agora com B, =

Y iy sin(kx)

1
2sin(x/2)B, = cos(%) — cos(n + E)x.

Substituindo aqui x por 2x temos também

n
2sinx )_ sin(2kx) = cos(x) — cos(2n + 1)x.
k=1

Com base nas duas tltimas estimativas e atendendo a que

n [n/2]
Z:(—l)k+1 sin(kx) Z sin(kx) —2 ) sin(2kx)
k=1 k=1
(onde representa o maior inteiro < y) obtemos:
y| rep Y

n [n/2]

1Y (- 1)1 sin(kx)| < | Zsm (kx) 42| '} sin(2kx)| <

k=1 k=1 k=1

1 + 2
sin(x/2) = sinx

sempre que x ndo é multiplo de 7r. Por conseguinte, a série (*) é convergente para todo o x € R.

Exercicios: 1) Seja ), ; 1, uma série cuja sucessdo de somas parciais (A,) é limitada.
(/) Mostrar que Y5> ; a,e” " é convergente para todo o t > 0.

(ii) Mostrar que Y’ ; “* é convergente e tem a mesma soma que Y ;> (A

n+1)"
2) Calcular Y i2! (por partes).
3) Seja (a,) uma sucessdo decrescente e de termos > 0. Seja (b,) uma sucessdo tal que by, 1 — by é
majorada. Mostrar que a série.} ;. by (a, — a,41) é convergente.
41
4) Seja (A,) uma sucessdo limitada. Mostrar que a série ) ;- , W é convergente e tem a

mesma soma que ) ;- onde (a,) é definida por a; = A ea, = —A,_1sen>1.

11n (n+1)
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Ha operacgdes simples que se podem executar com séries tal como se fossem somas finitas. Por
exemplo, tomemos a soma da série

(Veremos mais tarde que S = 712/6, mas isso ndo é relevante para o que pretendemos exemplificar
agora.) Multiplicando a igualdade acima por 1/4 obtemos

S i |
4 nZ::l (2n)%
Das duas igualdades anteriores sai entdo
= (2n —1)2 4

E combinando os resultados das duas igualdades anteriores ficamos também a conhecer a soma da
série alternada construida com base em 1/n%:

ad 1 3 § S
1l - e Y Y
E( 1 n2 4 4 2

n=1

No exemplo anterior a justificagdo formal dos passos (usando somas parciais) ndo oferece difi-
culdade. Também é simples reconhecer que podemos associar termos de uma série convergente,
obtendo-se uma série convergente com a mesma soma. Por exemplo: seja };° ; 2, uma série conver-
gente com somas parciais A,. Consideremos a série obtida associando alternadamente grupos de 2 e
3 termos:

(511+612) +(a3+a4+a5) —l—(a6+a7)+---

e designemos por B, as repectivas somas parciais. Reconhece-se imediatamente que
By = Az By =As, By =Ay,---,

de modo que (B,) é subsucessdo de (A,). Por isso, lim B, = lim A,,.

Ja a questdo da comutatividade é muito mais delicada. Alterar a ordem dos termos de uma série
pode alterar as propriedades da série.
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Exemplo: Seja S a soma da série alternada construida a partir da série harmoénica

1 1 1 1
S=1—+-—-4+=-+--- a
2t373ts5 " (a)
(tem-se S = In2 mas isso é agora irrelevante). Alteremos a ordem dos termos juntando, de cada vez,
dois termos negativos: obtemos a série

1 1 1 n 1 1 1 . 1

2 4 3 6 8 5

Calculemos a soma da nova série associando pares de termos consecutivos, comeg¢ando no primeiro
par, mas deixando invariante um termo entre cada dois pares. Obtemos

11,11, 1 s
2 4 6 8 10 2

Exemplo: Ainda a partir da mesma série, consideremos a seguinte

11 1 1 1
1+ -4+ -+ =2 Za... b
* 3 2 * 5 * 7 4 * ()
onde agora colocamos de cada vez dois termos (positivos) de denominadores impares, surgindo
os termos (negativos) intercalados entre cada ocorréncia dos anteriores. Sendo Y’ ; a, a série (a),

formemos a série Y . ; a,/2:
1 1

1 1 1
2 1te s 0t ©)
e ainda a série ) - ; b, onde (b,) é a sucessdo dos (a,/2) com zeros intercalados (o que, obviamente,
ndo lhe altera as propriedades):

1 1 1 1

Facilmente se reconhece entdo que a série ) ;. ;(a, + b,), isto é, a série (b) (outra que se obtém

alterando a ordem dos termos de (1)), tem soma S + 5 = 3.

Exercicios: 1) Como vimos, alterar a ordem de termos em séries simplesmente convergentes pode
alterar a soma. Considere-se

Qual é a soma da série

Sugestdo: associar os termos primeiro e segundo; quarto e quinto, etc, mantendo invariante um
termo entre cada dois associados.
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2) Estudar a convergéncia da série

Nota: E facil ver que a soma é S — T, onde S e T sdo respectivamente as somas de

T S T
3 5 7
e
1 1 1 1
2 1 6 8

isto é: 7 + % Para introduzir o calculo da soma numa méquina, é ttil observar que o termo geral
da série pode ser escrito

|((n—1)mod4) —2| — |((n —1)mod4) — 1]

onde x mod y significa o resto da divisdo inteira de x por y. (Alternativamente, o numerador pode
ser escrito v2 sin(% + (n —1)%).)
3) (*dificil) Estudar a convergéncia da série
11 1 1 1

[ e e
2 3+4+5+6

onde o nimero de termos com o mesmo sinal aumenta de uma unidade em cada novo bloco.
4) Estudar a convergéncia da série

1111111+1
3 5 2 4 6 7 9 11

(onde alternam trés termos positivos e trés negativos da série (a)). Determinar a sua soma em termos
da de (a). Sugestdo: Observar que, sendo A, a soma parcial da harmonica alternada e A}, a desta
série, tem-se Vn Ay, = Aen; €, se k € IN é arbitrdrio, tomando # tal que 61 < k < 6(n + 1), entdo
Al = Af, +t, com |t,| < 5/(6n).

H4, no entanto, situagdes em que alterar a ordem dos termos nédo afecta a natureza nem a soma da
série. E 0 que estudamos em seguida. Para exprimir que numa série ) ;. ; 4, alteramos a ordem dos
termos, consideramos uma bijec¢do i : IN — IN e formamos a série ), ; b, em que b, = Ai(n)-

Facto 7. (Comutatividade nas somas infinitas com termos positivos) Seja Y .., a, uma série de termos > 0.

Seja i : N — IN uma bijecgdo. Entio as séries }.;° 1 an € Y"1 () tém a mesma natureza e, em caso de
convergéncia, tém a mesma soma.

Demonstragio : Sejam A, e B, as somas parciais de }_,” 1 a, e }3" 1 a;(,), tespectivamente. Como
as séries de termos > 0 convergem se, e s se, as suas somas parciais sdo majoradas (sendo a soma
da série o supremo de tais somas), a propriedade enunciada resulta dos seguinte factos simples:

VpeNdgeN B, <A,

27
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(basta tomar g como o maior dos nimeros i(1), ... i(p));

VpeNdgelN A, <B,;

(porque os papeis das duas séries podem, obviamente, ser trocados).

Seja agora ) - ; a, uma série de termos reais arbitrarios, e definamos a partir dela duas outras,
(e} [oe] —
Yoo a,y ey, qa,,ondeVx € R

L x+x] 0, if x<0
X = — =
2 x, if x>0
_ —x+ x| lx|, if x<0
X = —— =
2 0, if x>0

Representemos por A, B, e C,, respectivamente, as somas parciais de ordem #n de cada uma das trés
séries introduzidas. Sejam ainda Ax, as somas parciais de Y, ; |a,|. Facilmente se reconhece que

An — Bn — Cn, A*n = Bn + Cn v1’l.

Como B, < Ax, e C, < Ay, resulta do critério de convergéncia de sucessdes crescentes que:
Ax,, tem limite finito se, e s6 se, B, e C,, tém limite finito.
Daqui se conclui o seguinte

Facto 8. Se a série Y 5 a, é simplesmente (ndo absolutamente) convergente tem-se Y o 1 a,; = +oo e

Registamos também a “comutatividade" nas séries absolutamente convergentes:

Facto 9. Seja Y ;71 a, uma série absolutamente convergente. Seja i : IN — IN uma bijec¢iio. Entdo a série
Y1 i) € também absolutamente convergente e tem soma igual a da primeira.

Demonstragdo : A par das sucessdes de somas parciais acima introduzidas B, e C, para ) ;. an,
consideremos as correspondentes B;, e C, para }_,”; 4;(,). Entdo, como todos os termos positivos de
uma dada soma parcial da primeira série se encontram obrigatoriamente na segunda série,

Vp3q tal que B, < By < Y77 4 a;

0 que mostra que (Bj,) tem limite finito e < lim B,. Como na asser¢do anterior podemos trocar os
papéis de B, e Bj,, tem-se na verdade lim B}, = lim B),. Procedendo do mesmo modo com C, e C},
vemos que o facto fica demonstrado.
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H4 conveniéncia em reconhecer e manejar equagdes das conicas que nao sejam necessariamente as
chamadas formas canénicas. Recordemos, com um exemplo, a técnica de “completagdo do quadrado”
no reconhecimento da cénica, e as informagdes que dai podemos obter. Neste caso, tratar-se-a da
equagdo de uma elipse. A partir de

43P +x=0

podemos reescrever

1, .o 1
(x+3)"+3y" =,

0 que nos permite dizer imediatamente que estamos perante uma elipse centrada em (— %, 0) e que

todos os seus pontos satisfazem

1
< L
=75

N[ —

Recordemos que um sistema de coordenadas polares no plano é uma semi-recta e (eixo) de origem
O. Habitualmente associa-se-lhe um sistema de coordenadas cartesianas com origem O e tendo e
como semi-eixo de abcissas positivas.

Para cada ponto do plano, a relacdo entre coordenadas cartesianas (x, y) e coordenadas polares
(r,0) é entdo

x =rcosf, y=rsind

29
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(x.y)

t

Vamos introduzir uma definigdo de cénicas que provavelmente é nova para o estudante principiante,
e utilizar as coordenadas polares para obter as respectivas representagdes analiticas.

Consideremos, no plano, uma recta [ e um ponto F € [ (a que chamaremos, no que segue, directriz
e foco, respectivamente). Seja ainda dado um ndmero real e > 0 (a que iremos chamar excentricidade).
A conica definida por estes elementos é o conjunto dos pontos P do plano tais que

IPEl
dist(P,1) ¢ ()

Considerando um sistema de coordenadas polares com origem F e eixo perpendicular a / (e supondo,
para fixar ideias, que [ tem abcissa d > 0 nesse eixo) esta condigdo reescreve-se

r=-e(d—rcosb).
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j
\P
I
/
F

Resulta

ed
SE - C’
" Tt ecosd ()
Ha lugar a algumas observacoes:
-Se 0 < e < 1 todos os pontos P que satisfazem (C) ficam no semiplano determinado por ! e F,
como é 6bvio. A expressdo (C') estd bem definida para todos os valores de 6 (basta restringir 6 a
[0,27t] para obter a totalidade da curva) porque o denominador é sempre > 1 —e. A cénica diz-se

entdo uma elipse. E facil, de resto, reconhecé-la fazendo a mudanga para as coordenadas cartesianas:

de (C’) resulta
\/ X2+ y?>=ed —ex

e, depois de elevar ao quadrado ambos os membros, obtemos uma equacao do tipo que exemplific-
mos no inicio do capitulo.

Estamos em presencga, evidentemente, de uma curva limitada porque r < f—fle.

Para incluir uma circunferéncia como caso particular, consideramos ¢ = 0 em (C’). Podemos
imaginé-la como elipse de foco no centro e com directriz a distancia infinita.

- Se e = 1 também todos os pontos P que satisfazem (C) ficam no semiplano determinado por [ e
F. Mas agora a curva ndo ¢ limitada. A expressdo (C’) fica bem definida para —7 < 6 < 7 mas o
denominador anula-se nos extremos do intervalo e lim () = oo quando 6 — +7. Dizemos entdo
que se trata de uma pardbola.

- Se e > 1 ha pontos que satisfazem (C) no outro semiplano, mas para representar a condigdo
desses pontos devemos reescrever (C) do seguinte modo

r=-e(rcosf —d),

e assim obtemos a representacado
ed

y = —
ecosf —1
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Trata-se agora de uma hipérbole com os dois ramos (C’) e (C”), cujos dominios sdo: |6] < « com
a = arccos(—1/e) e & = arccos(1/e), respectivamente.

Consideremos o caso geral da elipse. Os vértices sdo os pontos A e B onde r atinge valores
extremos:

ed ed
FA| = , ||FB| =
IPal = 15, P8 = 12
O segmento de recta AB é o eixo maior. Além da origem do sistema de coordenadas (F) hd um
outro ponto interessante: F/, o ponto de AB tal que ||BF'|| = ||AF||. Veremos adiante que a elipse
2¢%d

tem precisamente F e F' como focos. Assim, ||[FF'|| = 7%5. A distancia entre os focos costuma
ser representada por 2c, e representamos por 2a o comprimento do eixo maior | AB||. Temos entdo

__ 2ed _ 264 .
2a = {=5, 2¢c = = e portanto:

(C') pode reescrever-se
a(l —é?
r= al-e) (a)
1+ecost
Outro parametro relevante é a ordenada mdxima dos pontos da elipse, que é costume representar

por b. Calculemos o seu valor, isto é, 0 maximo de rsinf: como rsinf = ﬁ:égse g, €

e?d*sin” 0 _Pdr(1- 1)
1+ e2cos20+2ecosf 1+ e2t2 + 2et

2001 42
onde fizemos a substitui¢do cos 6 = t. O estudo da fungdo f(t) = 1 “U-8) ho intervalo —1 < ¢ < 1

T 14-e2124-2et
mostra imediatamente que o seu maximo ¢ atingido em t = —e, de onde concluimos

N
b:7ed 1-¢ =ayv1—e2

1—e2
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Resulta agora
a* = b* + ¢

e tem-se também a expressdo da excentricidade

c
e=—.
a
A elipse tem centro, isto é: hd um ponto a respeito do qual ela é simétrica, que é o ponto médio do
eixo maior e do segmento F'F. (A justificagdo é dada um pouco adiante.) Em particular, c representa
também a distancia do centro a cada um dos focos.

Exemplo: A equagdo r = Mﬁ representa uma elipse. Os valores extremos de r sdo 1 (no ponto
(1,0)) e 3 (no ponto (—3,0)) - aqui estamos a referir um sistema de coordenadas cartesianas associado
ao sistema polar que a equagdo subentende. Sendo os vértices (1,0) e (—3,0) e sendo a origem um
dos focos, o outro serd (—2,0). Representemos por 7 a distdncia de um ponto genérico a (—2,0).
Vamos verificar neste exemplo, como exercicio, que se realiza a propriedade caracteristica da elipse,

isto é, que para cada ponto se tem 7 + 7 = 4.

P

Tem-se
9 12 cos 8

2 2
- 4 4 6: ,
r=rhatarcos (2+c059)2+ +2+cos€

- V9 +4(2+cos0)2 +12cos0 + (2 + cos0)
N 2+ cos 6

4

V25 +40cos + 16cos? 5+ 4cosf
2+ cosf ~ 2+4cosb

7=

e resulta a conclusdo pretendida.

P e . Lo ~ o 8 L 4
Exercicio: Identificar o tipo de c6nica dado pelas equagdo polar nos casos: ¥ = 35055/ " = T33c050-

Identificar foco(s), directriz e dar as correspondentes equagdes cartesianas.

Voltemos a considerar uma elipse com foco F e a correspondente directriz, e a representacdo em
. . . T < ed L
coordenadas polares de origem F e eixo polar perpendicular a directriz: r = /-5 (onde d é a
distancia de F a directriz).
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Ao foco F' associamos uma directriz I’ de tal modo que !’, F’ sdo obtidos de I, F pela simetria de
centro no ponto médio de AB. Facilmente se reconhece, raciocinando como no primeiro caso, que a
este par de foco e directriz corresponde a representacdo polar

o ed

~ 1—ecosf

(no sistema com origem F’ e eixo polar dirigido de F’ para F). Tem-se, obviamente, para todo o 6,
r(0) =70+ m)

mostrando que os “raios vectores" r(0) e 7(6 + 77), partindo de F e F/, respectivamente, tém o mesmo
comprimento e sdo paralelos com sentidos opostos; sdo, por isso, lados opostos de um paralelogramo
que tem F'F como uma das diagonais. Isto explica que os pontos correspondentes da elipse, digamos,
P e P, sdo simétricos em relacdo ao ponto médio de F'F. Justifica-se, assim, a existéncia de centro da
elipse.

Vamos agora mostrar que efectivamente os pontos F e F' desempenham o papel de focos. Precisa-
mente, pretendemos mostrar que, para cada ponto P da curva,

r+7=2a.
Mostraremos, equivalentemente (porque r < 2a), que
7 = (2a — 1’)2.
Pelo teorema de Carnot para tridngulos, temos
7 = 4c® + r* + 4cr cos 6
e ficamos reduzidos a provar que
4c* + 4cr cos 8 = 4a® — dar

ou seja
a*(1 —e*) = crcosf + ar
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que é consequéncia imediata de (a).

A propriedade de reflexdo na pardbola: Na figura, ilustramos a justificagdo de que os raios
incidentes num objecto parabdlico, paralelos ao eixo, reflectem-se passando pelo foco. Com isto
queremos dizer, precisamente, que, sendo P’ a projecgdo ortogonal de um ponto P da parabola sobre
a sua directriz d, o angulo da recta PP’ com a tangente & curva no ponto P é igual ao dngulo da
tangente com a recta PF.

"

A justificacdo, usando argumentos essencialmente geométricos, pode fazer-se assim: consideremos
o ponto médio M do segmento FP’ e a mediatriz t deste segmento (perpendicular ao segmento que
incide no ponto M); como P pertence a parabola, P € t, ja que é equidistante de F e P’. Afirmamos
agora que esta recta t é a tangente a parabola em P. Para o reconhecer hd que ter em conta:

(a) um ponto Q € t que seja distinto de P tem distancia a diretriz menor que a distancia a F,
porque a projeccdo Q' de Q terd a propriedade |QQ’| < |QP'| = |QF|; assim, P é o tnico ponto
comum a parabola e a .

(b) todos os pontos da pardbola ficam no semiplano determinado por t que contém F: com efeito,
se X é um ponto do outro semiplano, tem-se |XF| > dist(X,d). Para justificar este facto, observar
que, dado um tal ponto X, existe um ponto Y comum ao segmento XF e a t.

A propriedade de reflexdo na elipse: Também a elipse possui uma propriedade de reflexdo,
traduzida no seguinte facto: um raio emitido a partir de um dos focos reflecte-se de modo a passar
no outro foco. Precisamente: para cada ponto P da elipse, usando uma notagéo ja introduzida acima,
os segmentos correspondentes a 7 e 7 determinam angulos iguais com a tangente a elipse no ponto P.
Analogamente para a hipérbole.
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FACTOS MUITO BASICOS SOBRE POLINOMIOS REAIS

7.1 RAIZES; FACTORIZAGAO

Como sabemos, uma fungao real de varidvel real diz-se um polinémio se tiver uma expressdo analitica
da forma

P(x) = apx™ + x4+ 4a, x +ay (1)
onde n € IN e os coeficientes a; sdo constantes reais. Se 4y # 0, dizemos que P tem grau n. Um
numero « tal que P(a) = 0 diz-se uma raiz ou um zero de P.

Facto 10. O polinémio P tem a raiz « se, e s6 se, existe outro polindmio Q tal que P(x) = (x —a)Q(x)
Vx € R.

Mais geralmente, dizemos que « é raiz de P com multiplicidade k (k € IN) se existe um polinémio
Q tal que P(x) = (x — a)*Q(x) ¥x € R e Q(a) # 0. Quando k = 1, 2, 3 falamos de raiz simples,
dupla ou tripla, respectivamente.

Facto 11. Sdo equivalentes as afirmagdes:
(i) a é raiz de P com multiplicidade k
(ii) P(x) = P'(a) = --- = P& D(a) = 0e PW(a) # 0.

Facto 12. Se « é raiz de P com multiplicidade k > 1, entio « é raiz de P’ com multiplicidade k — 1

Comportamento do polinémio numa vizinhanc¢a de uma das suas raizes: Observemos as repre-
sentagdes graficas dos polindmios seguintes, em intervalos que incluem as suas raizes.

ra
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As viérias situagdes ilustram o seguinte facto, cuja verificagdo é um exercicio simples:

Facto 13. Seja « uma raiz do polinémio P com multiplicidade k. Entdo:
Se k é par, existe ¢ > 0 tal que P(x) mantém o sinal Vx €la — ¢, + e[\{a}. Trata-se do sinal de ay.
Se k é impar, existe € > 0 tal que P(x) tem o sinal ag em |a, & + €[ e 0 sinal contrdrio ao de ag em |a — €, a].

O principal resultado que descreve a estrutura dos polinémios como funcdes de varidvel real é o
seguinte, que ndo demonstraremos aqui mas que certamente soa familiar.

Facto 14. ((Decomposigdo de um polinémio em factores reais) Dado o polinémio (1), com n > 1, existem
niimeros reais a;, Bj, vyj e nimeros k; € Ny, p; € No de modo que se tem a decomposi¢io num produto de
polinémios de graus 1 ou 2

P(x) =

= ag(x — a1)!1 -+ (x = ) (7 4 Brx 4+ )Pt (F 4 B+ )P

Os miimeros ; siio as raizes reais de P, os mimeros k; sio as suas multiplicidades. Os trinomios x* + Bjx + 1;
ndo tém raizes reais. Tem-se Y ;" 1 k; + 2 Z;-zl pj =n.

Factoriza¢ao em casos simples: Em certos casos podemos obter a factorizagdo real sem passar pelo
célculo das raizes (reais ou complexas). Nos exemplos seguintes usamos a completagdo do quadrado
ou uma mudanga de variavel:

Al=x=x24+1)2-22= (> +V2x+1)(x* —V2x + 1)
O polinémio f(x) = x® —2x? 4+ 1 pode escrever-se como funcdo composta: f(x) = P(x?) onde

P(x) = x> —2x+1). Como x® —2x +1) = (x = 1)(x¥ +x —1) = (x — 1) (x — =5B)(x — =155),
temos, substituindo x por x2:

X0 —2x%24+1=
—1 5 —1 5 1 5
(m D+ 1) — | 20 (g [ LV 2 1 V5
2 2 2
Exercicios: 1) Discutir, em func¢do de ¢, o nimero de raizes reais da equagao x6 —x2=c.

2) Fazer um esquema do gréfico de x® + ax°, onde a > 0 é um ntimero dado. Determinar a de
modo que o valor minimo do polinémio x® + ax> + 1 seja 0. Qual é a ordem da raiz de x® + ax® + 1
onde o minimo é atingido?

3) Que factores aparecem na decomposicdo real de x" —17?

4) Factorizar x> + x* 4 1.

5) Dar a expressdo analitica de um polinémio cujo comportamento em vizinhangas dos pontos 0 e
2 seja traduzido graficamente pelo esquema seguinte

(a)




7.2 REGRA DE SINAIS DE DESCARTES

Procurar, para as respostas, polinémios com o grau menor possivel. No caso (b) pode o polinémio
atingir um valor minimo em x = 1?

5) Verificar que existem um polinémio P de grau 4 e um numero b > 1 tais que P(0) = P/(0) =
P(1) = P(b) =0, P(x) > 0 Vx <0, e minyer P(x) = — max,co,1) P(x).

Esquema da resolugdo do ex. 5: O polinémio pedido serd qualquer multiplo de P(x) = x?(x —
1)(x — b). As solugdes de P'(x) = 0, além de x = 0, sdo as raizes x;(b) e x2(b) de uma equagdo do
2° grau, com 0 < x1(b) < 1 < x2(b). Trata-se entdo de estudar a fungado g(b) = P(x1(b)) + P(x2(b))
para concluir que ela tem um zero b €]1, +oo].

6) Um polinémio P de grau 4 tem duas unicas raizes reais, 0 e 1, com P’(0) > 0 e P'(1) < 0. Para
o polinémio Q(x) = P(x)? indicar os valores de Q'(0), Q'(1), Q”(0), Q”(1) e o sinal de Q"(0).

7) Dar a expressdo analitica do polinémio P (de varidvel real) com as propriedades seguintes:

(1) P(0) = 0 e P tem um minimo local em x = 0;

(2) P(3) =0;

(3) P tem valor minimo (absoluto) P(1) = —1.

(3) P tem grau minimo entre os polindmios que satisfazem (1)-(2)-(3).

Terminamos a sec¢do com o critério para a presenca de raiz racional:

Facto 15. Se em (1) os coeficientes a; sdo inteiros e P tem uma raiz racional exprimivel como fracgdo g em que
p e q ndo tém divisores comuns, entdo p é divisor de a, e q é divisor de ay.

Demonstrac¢do: De P(g) = 0 resulta

aop”-l-alp”_l-l-----l-anq":O.

Entdo a dltima parcela é divisivel por p, mas como g e p sdo primos entre si, a, é divisivel por p, o
que mostra a primeira afirmagdo. Um argumento anédlogo estabelece a segunda.

7.2 REGRA DE SINAIS DE DESCARTES

Consideremos um polinémio P como em (1) e a sequéncia finita dos seus coeficientes
aop, ai, *++ ,an-.

Ignorando nesta sequéncia os termos nulos, designemos por S = S(P) o namero de mudangas de
sinal que ocorrem pela ordem dada.

Facto 16. (Regra de Descartes) Seja Z = Z(P) o niimero de raizes positivas do polindmio P, contadas com as
multiplicidades respectivas. Entio S(P) > Z(P) e a diferenga S(P) — Z(P) é um inteiro par.

Demonstragdo: Sem perda de generalidade, supomos que a9 > 0 e a, # 0. Entdo limy_, ;o P(x) =
—+o00.

Se a, = P(0) > 0, o numero S(P) é um inteiro par. E, tendo em conta o Facto 13, também Z(P) é
par: com efeito, cada raiz positiva « em que P passa de positivo a negativo determina a existéncia
de uma outra § > a em que em que P passa de negativo a positivo, envolvendo portanto duas
multiplicidades impares.

Se a, < 0, 0o mesmo tipo de argumento mostra que tanto S(P) como Z(P) sdo impares.
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Assim, em qualquer caso S(P) — Z(P) é par.

Demonstremos em seguida que S(P) > Z(P). Fa-lo-emos por indugdo no grau de P. Sen =1 é
evidente que S(P) > Z(P) (ambos com o valor 0 ou 1). Admitamos em seguida que a desigualdade
é verdadeira para os polindmios de grau < n e tomemos P com grau n. Para o polinémio P’, obtido
derivando P, é claro que S(P) > S(P’) e, por outro lado, tendo em conta o Facto 12 e o teorema de
Rolle, Z(P") > Z(P) — 1. Portanto, usando a hipétese de indugao

S(P) > S(P') > Z(P') > Z(P) —1,
mas, ja que S(P) — Z(P) é par, tem-se necessariamente S(P) > Z(P).

Exercicios: 1) Enunciar uma “regra de Descartes" para o nimero de raizes negativas. (Sugestao:
considerar o polinémio P(—x)).

2) Mostrar que, para toda a constante real ¢, o polinémio x° + cx? + 1 ndo pode ter apenas raizes
reais.

3) Que se pode afirmar sobre o nimero de raizes positivas de

x4+ 2% —5x2 —10x — 37

E quanto ao nimero de raizes negativas?
4) Quantas raizes reais tem o polinémio x'2 + 2x! + x¥ + x7 + x> + 3x> 4+ 20x? — 1?



LIMITES NO INFINITO E EXISTENCIA DE EXTREMOS ABSOLUTOS

8.1 INTRODU(;AO E PRIMEIROS EXEMPLOS

Recordemos o seguinte Teorema de Weierstrass, mencionado na disciplina de Anélise Matematica II:

Se K é um subconjunto compacto (isto é, limitado e fechado) de R" e f : K — R é uma fungdo continua com
valores reais, entdo f tem um valor mdximo e um valor minimo em K; precisamente, existem x1 e xo € K tais
que

flx) < f(x) < f(x2) VxeK

Nao vamos aqui ocupar-nos da demonstracdo deste teorema, que sera objecto de uma outra
disciplina de Anélise, mas vamos dar relevo a um seu coroldrio que passaremos a utilizar sistemati-
camente:

Facto 17. Coroldrio do teorema de Weierstrass Sejam F um subconjunto fechado de R" e f : F — R uma
fungdo continua com valores reais, tal que

m_ f(x) = +oo. (i

[[x]|—o0
Entdo f tem um valor minimo em F, isto é, existe x1 € F tais que
f(x1) < f(x) VxeF.
Antes de prosseguir recordemos o que (i) significa exactamente:
VA >03b talque |x||>b, x€ F = f(x) > A. (if)
Demonstragio: Fixemos um ponto z € F. Pela condigdo (i) ou a sua explicitagdo (ii), existe b tal que

x| >b, x e F = f(x) > f(z).

Definamos K = B(0,b) N F. Entdo K é compacto e é claro que z € K. Pelo teorema de Weierstrass, f
tem minimo em K, isto é, existe x; € K tal que

f(x1) < f(x) VxeKk.

Mas, se x € F\ K, entdo ||x|| > b e temos também f(x) > f(z) > f(x1). Conclui-se que f(x1) =
min f.
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Notas: 1) O minimo referido neste enunciado é um minimo global ou absoluto.
2) De modo simétrico, demonstra-se que Se F é um fechado de R" e f : F — R uma funcao
continua com valores reais, tal que
(x) = —oo. (iii)
[l ]| =00

Entdo f tem um valor mdximo em F, isto é, existe x; € F tais que

f(x2) > f(x) VxeF.

3) Obviamente, para que as condig¢des (i) ou (iii) tenham sentido ndo trivial, F deve ser um
conjunto ndo limitado.
4) Em muitas aplicag¢des, tem-se F = R".

Comecemos por apresentar os exemplos mais simples de utilizacdo do coroldrio.

Exemplos. 1) Qual é o valor minimo de f(x) = x* — 2x3 e R?

Como lim |, f(x) = 400, sabemos que f tem minimo (absoluto). Como f'(x) =0 <= x =0
ou x = 3/2 e num ponto de minimo a derivada tem um zero, o minimo s6 pode ser atingido em 0
ou3/2. Como f(0) =0e f(3/2) = —27/16, a resposta é —27/16.

2) Qual é o valor minimo de f(x,y) = x>+ y*+2x —y +1?

Como, para valores “grandes" de ||(x,y)||, os termos do 2° grau sdo dominantes, somos levados a
intuir que também aqui se tem a condicdo (i), a qual agora sera escrita na forma

im  f(x,y) = +oo ()
[[(x) || =0
Logo, existe minimo absoluto. Como o minimo é necessariamente atingido num ponto critico, vamos
procuré-los: resolvendo % =0, % = 0 encontramos uma s6 solugdo: (—1,1/2). Concluimos que o
minimo pedido é f(—1,1/2) = —1/4.
Mas justifiquemos cuidadosamente a afirmagéo (a). Escrevamos p = ||(x,y)|| = /x2 + y2. Como

é 8bvio, tem-se

Xl =p Tyl =p.
Entdo f(x,y) > p? —3p + 1. Como a funcéo de uma varidvel ¢(p) = p> — 3p + 1, definida em [0, +oo],
tem a propriedade lim, ;o ¢(p) = 400, obtemos imediatamente (a).

A justificacdo de (a) dada no exemplo acima enquadra-se num padrao geral: trata-se de exibir
uma fungédo continua ¢ : [0, +oo[— R tal que

f(x,y) > ¢(p) V(x,y) no dominio de f

Jm ¢(p) = oo

Aqui estdvamos a tratar de uma fungdo de duas varidveis, mas é claro que o argumento tem sentido
de um modo geral em R".
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Um procedimento ligeiramente diferente poderia consistir no seguinte: determinar duas fung¢des
continuas ¢, ¥ : R — R tais que

f(x,y) > ¢(x)+ ¢(y) VY(x,y) no dominio de f

lim ¢(x) = lim ¢(y)+ .
|x| =00 ly|—+o0

Esta ideia poderia ser aplicada no mesmo exemplo, escolhendo ¢(x) = x> +2x e p(y) = y> —y + 1.

A mesma ideia se aplica a uma funcdo f definida em R", devendo entdo f ser minorada por uma
soma de n fungdes de uma variavel.

3) Qual é o valor minimo de f(x,y) = x* + 3xy +y?> — x + 3y? Esta questdo é ligeiramente mais
delicada, porque a presenca do termo 3xy, que toma valores com os dois sinais, poderia perturbar
a minoragdo por uma funcdo de p que tenda para +occ. Mas o termo é controldvel através da

desigualdade elementar

2

X +y2
2

lxy| < Vx,y

de onde:

3
2, 2 25 024 2
X 2xy l/ Z X y 4 4

Assim, obtemos para a fungdo em causa a minoragao

2.4 .2 2
x2+gxy+y2—x+3y2 %—x—i&yz %—4,0

que ainda tem a propriedade que conduz a (a). Portanto existe o valor minimo de f. Calculando
os pontos criticos, encontramos apenas um: (26/7,—30/7). O valor minimo pedido é, por isso,
f(26/7,-30/7) = —58/7.

E natural perguntarmo-nos como é que os coeficientes dos termos quadréticos — e particularmente
do termo misto — influencia o facto de se ter, ou nao, o limite (a). Esta questdo serd esclarecida
adiante.

Exercicios: 1) Justificar a existéncia de minimo de f(x,y,z) = x> + >+ 22 —x+yem R3 e
calculéd-lo. (Sugestdo: com p = /x2 +y2 + 22 tem-se f(x,y,z) > p* — 2p...)

2) Justificar que x? + y? + 3z% tem minimo no plano x +y — z = 1 e calcula-lo. (Sugestdo: o plano
é um conjunto fechado... depois utilizar o multiplicador de Lagrange.)

Exemplo. Vamos mostrar que a funcéo f(x,y) = xy + 1 + % tem minimo no quadrante de IR?

Q= {(x,y)[x>0.y >0}

e calculd-lo. Note-se que o corolario do teorema de Weierstrass ndo é directamente aplicavel, porque
Q ndo é fechado. Mas ndo ¢ dificil adaptar o argumento do corolério:

Comecemos por observar que f tem um tnico ponto critico: (1,1), com f(1,1) = 3. Por outro
lado, se (x,y) € Q,

1 1
O<X<Z ou0<y<Z:>f(x,y)>4; (1)
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e na parte do dominio

NG

1
V={ly)lxz g y>

(que é um fechado) tem-se

(0,0)

1 ..
Flxy) >+ max(x,y). (i)
Utilizando a notagéo jd introduzida acima, p*> < 2max(|x], [y|)?, de onde
1
Va2

Deduz-se f(x,y) > ﬁp. Portanto lim|(; )5 flv(x,¥) = +00. Pelo coroldrio e Weierstrass, f|y

max(|x], |y|) >

tem minimo; devido a (i) esse é o minimo em Q. E, portanto, atingido no tnico ponto critico, com o
valor 3.

Terminamos esta introdugdo com a resposta completa a questdo seguinte: quando é que um
polinémio homogéneo do 2° grau, com duas varidveis, tem a propriedade (i)?

Facto 18. Dado o polindmio homogéneo do 2° grau P(x,y) = ax® + bxy + cy? sio equivalentes as condicdes
(i) lim P(x,y) = o0
p—0

(ii) Existe o > 0 tal que, com p = /x% +
P(x,y) > op* ¥(x,y) € R?

(iii) b*> < 4acea > 0.



8.1 INTRODUQAO E PRIMEIROS EXEMPLOS

Demonstragdo: (iii) = (ii). Observemos que para qualquer namero ¢ > 0

2.2 2
|b|8 X + |b|y V(x,y) c ]R2

1
= -yl <
|bxy| = [bex_y| < = 262

de onde, para todos os valores de x e y,

|ble>

ax®> +bxy +cy* > (a— ——)x> + (c — Ez)yz.

Assim, sendo
|b|€? Ibl ¥

o = min{a — ¢

temos

ax® + bxy +cy? > o(x* +y?) = op?
e resta ver que podemos tomar ¢ > 0 com uma escolha conveniente de e. Se b = 0 isto é 6bvio
porque ¢ = a ou c. Se b # 0, temos por hipotese 7, oo ‘b| e basta tomar ¢ tal que

para garantir que o > 0.

(ii) = (i) : é ébvio.

(i) = (iii) : Sob a hipétese (i) tem-se a > 0, porque a < 0 implica P(x,0) < 0 Vx € R, o que é
incompativel com (i). Por um argumento anélogo, tem-se ¢ > 0. Mostremos que também b? < 4ac.
Mais uma vez o argumento é por contradicdo. Se fosse b*> = 4ac ter-se-ia P(x,y) = ax? & 2+/acxy +

= (v/ax £ \/cy)?, pelo que P(x,y) = 0 em todos os pontos da recta v/ax & /cy = 0, o que é
1nc0mpat1vel com (i). Se fosse b? > 4ac terfamos, designando d = b? — 4ac,

z\f)z ;yz_
b+Vd
2y/a

P(x,y) = (Vax +

v
2\/a

(\fx—k

e entdo P anular se-ia ao longo das rectas

y)(Vax + y)

Vax + 2 e y =0e ax+ b;fy = 0, além de tomar valores negativos em dois dos quadrantes
definidos por essas rectas, nova contradigdo com (7).

Exemplo: Para que valores de A se pode garantir que f(x,y) = x* — 4xy + Ay? + 10x — 9y +
11 cos(x + y) tem minimo absoluto?

A resposta baseia-se fortemente no comportamento da “parcela dominante" de grau 2, isto é, do
polinémio P(x,y) = x? — 4xy + Ay?. Se este polinémio satisfizer a condigdo (iii), isto é, se A > 4,
sabemos que existe ¢ > 0 tal que

flx,y) > op* —19p — 11
justificando que f satisfaz (7). O minimo de f pode entdo ser calculado através da obtengdo dos
pontos criticos, escolhendo aquele onde f toma o menor valor. A obtengdo dos pontos criticos pode
ser feita, eventualmente, por métodos numéricos ou com recurso a uma mdaquina.
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Observagao importante: Os polinémios homogéneos do 2° grau que temos estado a estudar sdao
precisamente as “formas quadraticas”" que conhecemos da Algebra Linear, no caso particular de R?.
Considerando a matriz simétrica )

a =
— 2
5 c

imediatamente se reconhece que a expressao ax? + bxy + cy? coincide com
x
x Yyl A [ }
x Al

Ail - i, ﬁ:H.

ou, equivalentemente, com

Vamos ainda dar um exemplo em que os “termos dominantes" da funcdo tém graus diferentes
mas, ainda assim, ndo é dificil dar condi¢des para a existéncia de minimo.
Exemplo: Para que valores de A se tem
lim  2x* 4+ Ay* 4+ 3xy* +x — 5> = +0?
[[Gey)||—e0
A ideia aqui é absorver o termo de sinal indefinido 3xy? pelos dois primeiros, visto que entdo os
restantes termos terdo crescimento de ordem inferior e ndo perturbarado o limite. Usando mais uma

. 232
vez a desigualdade elementar |ab| < 2 erh , temos, para qualquer ¢

3e2x2 3yt
3xly? < 5+ 5

de onde
2

3 3
2x% + Ay* +3xy” > (2 — %)x2 + (A - 2—82)y4
Para obtermos limite +o0, os dois coeficientes da tltima expressdo devem ser positivos, pelo que a

escolha de ¢ deve satisfazer
RS-
2A 3

de onde A > %. Para estes valores de A temos
2x% + Ayt + 3xy® + x — 5y > o9 + x + ooyt — 5Y°

com o1, 0p > 0, onde no 2° membro estid a soma de duas fun¢gdes de uma tinica variavel com limite
+00, 0 que termina a resposta a questao.

Observe-se que, em alternativa, poderiamos ter aplicado a fungio 2x? + Ay* + 3xy* a mudanga de
variavel y? = z, que a transforma numa forma quadrética em x e z, aplicando-se entdo o Facto 18.

Exercicio: Mostrar que, dada qualquer constante a2 > 0, a funcéo

xt 4 ay2 + xy

tem um valor minimo absoluto em R? e determiné-lo.
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8.2 COMPARAGCAO DE FUNCOES HOMOGENEAS

Uma func¢do f : D — R, onde D = R"” ou D = R"\ 0 diz-se homogénea de grau a(€ R) se
f(Ax) =A*f(x)Vx € D, A>0.

Exemplos: Os polinémios homogéneos do 2° grau estudados na secgdo anterior sdo fungdes
homogéneas de grau 2. O polinémio x* — 5xy> — 2y* é uma funcdo homogénea de grau 4. A funcio

x*— 5xy3 — 2]/4
x2 + yZ

é homogénea de grau 2. A fungdo /|x| + |y| + 2|z| é homogénea de grau 1/2. As aplicagdes lineares
de R" em R sdo homogéneas de grau 1.

Facto 19. Seja f : D — R, continua e homogénea de grau «. Entdo valem as estimativas
m||P||* < f(P) < M|[P|* VP eD
onde m = min{f(P)| [|P|| = 1} e M = max{f(P)| ||P|| = 1}

Demonstragdo: Como a fronteira S = {P| |P|| = 1} da bola unitdria é um compacto de R" e f é
continua, o minimo m e o méximo M de f em S existem. Consideremos a desigualdade da esquerda.
Por defini¢do de minimo temos

IP[l =1 == m < f(P).

Portanto, VP # 0,

p 1
m < f(m) = ||PH“f<p)

de onde resulta imediatamente a desigualdade m||P||* < f(P).

Com um argumento andlogo demonstra-se a outra desigualdade.

Observe-se que, se « > 0, D = R", entdo as desigualdades sdo mesmo igualdades para P = 0
(basta tomar limites quando P — 0: pela continuidade de f obtém-se f(0) = 0).

O seguinte enunciado é consequéncia imediata do precedente mas vale a pena regista-lo:

Facto 20. Seja f : R" — R, continua e homogénea de grau « > 0. Entdo limy|_, f(x) = +00 se, e 50 se,

f(x) >0Vx #0.

Exemplo: Determinar o valor minimo de f(x,y) = x* + y* — 4x® + 2xy? em R2.

Sabemos que
1
4, 4~ L4 — /x24 2
Ayt 2 50h (p= /2ty

e, como | — 4x3 + 2xy?| é homogénea de grau 3, existe M > 0 tal que V(x,y)

| — 4x® 4 2xy?| < Mp®>.
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Assim,
1
flxy) = 50" = Mp?

e concluimos que lim, ,« f(x,y) = +0c0. Pelo corolario de Weierstrass, f tem minimo absoluto. O
célculo dos pontos criticos de f conduz a

(0,0), (3,0), (3—2\51,_\/@), (3—2\51,\/@)‘

Facilmente se comprova que o valor minimo é —27, atingido em (3,0).

. . . 242 I
Seguidamente vamos generalizar a desigualdade |ab| < % com o objectivo de compararmos
termos de fungdes homogéneas de qualquer grau.

Facto 21. (Desigualdade de Young) Dados niimeros reais p, g > 0 tais que

L
P 9
tem-se
lal”, [o]7
lab| < ) + Va, b € R. (Y)

Demonstragio: E claro que basta demonstrar a desigualdade para a, b > 0. E na verdade vamos
demonstrar um enunciado mais geral:

Facto 22. Seja f : [0, +oco[— [0, +oo| uma fungdo continua, estritamente crescente e sobrejetiva. Entdo tem-se

abg/oaf(t)dt—l—/obf_l(s)ds Va, b > 0. (Y2)

(0,b) Vil
////’

(0,0) (a.0)




8.2 COMPARAGCAO DE FUNGOES HOMOGENEAS

Demonstrac¢do: Usaremos um argumento geométrico (que ndo é dificil de formalizar). Considere-
mos a curva no 1° quadrante que é o grafico de f; a mesma curva é gréfico da fungdo inversa f !,
bastando para isso inverter o papel habitual dos eixos coordenados. Fixados nos eixos os pontos de
coordenadas a e b, ab representa a drea de um rectdngulo obviamente inferior a soma das areas das
duas regides

{ty0st<a 0<y<f(t)

{(x,8)]0<s<b, 0<x<f1(s)}

Assim, fica demonstrada a desigualdade (Y2).

Demonstragio do Facto 21: Sendo p e g como no enunciado, definamos f(t) = t?~! para t > 0.
Como % + % =1 ¢éequivalente a (p —1)(g — 1) = 1, tem-se f!(s) = s9~1. O calculo dos integrais
que surgem em (Y2) conduz imediatamente a (Y).

Exemplo: Para que valores de a podemos afirmar que limy_,o (|x[* + axy® + 4[y|® + x* — 2y* +
3xy +20y) = +o0?

Por argumentos ja utilizados, a resposta depende do comportamento dos termos de mais alto grau,
isto ¢, da fungdo homogénea de grau 3 |x|* + axy? + 4|y|>. Se estiver garantida uma desigualdade do
tipo

xP +axy? +4lyP > kp® Va, y (+)
com k > 0, a resposta sera positiva. Para obter uma tal desigualdade utilizemos Young com p = 3,
g = 3/2 e a introdugdo de um parametro:

1 lale®|x[* | |al2yl
2 2
= — <
jaxy?] = faexgy?] < 1EPE 02
Assim,
|a|e? |a)2
|x* +axy® + 4lyP > (1 - ; P+ (4= 2 5l (+%)

Em virtude do Facto 19, existe m > 0 tal que
X+ [y[* > mp® Vx, y.

Entdo, para obter (*), basta, ter em conta (**) e exigir

E facil ver que um tal e deve satisfazer

3 L =
€>36'€<|a|

de onde |a]® < 108, isto &, |a| < v/108 (aproximadamente 4.7622).

Vamos agora dar uma ligeira generalizacdo do Facto 19 que tem interesse pratico na obtencdo de
desigualdades de comparagdo.
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Facto 23. Sejam f, g : R" — R, continuas e homogéneas de grau o« > 0. Suponha-se que
g(P)>0 VP#0 (+)

Entdo valem as estimativas
mg(P) < f(P) < Mg(P) VPeR"

onde m = min{f(P)| g(P) =1} e M = max{f(P)| g(P) =1}

Demonstracdo: A demonstracdo faz-se imitando a do Facto 19, com a seguinte adaptagdo simples:
VP # 0 tem-se g(—L-) =88 — 1 e portanto, considerando o significado de M:

g(P)l/a g(P)
P\ f(P)
) = 5 <M

Do mesmo modo se obtém a desigualdade relativa a m.

As conclusdes anteriores podem ser enunciadas de modo um pouco diferente:

Facto 24. Se f e g verificam as hipéteses do Facto anterior, e designando
C={P[g(P) =1},
entdo, para todo o niimero real A tem-se a equivaléncia
f(P) < Ag(P) VP <= max f|c < A

e do mesmo modo
f(P) > Ag(P) VP <= min f|c > A.

Observagao importante: Nas desigualdades do facto anterior a melhor informagéo obtém-se com
os valores extremos A = max f|c ou A = min f|c.

Exemplo: Para que valores de a se tem
lim x* + 3y* + axy® — x° — 10x% = +o0?
Como sabemos, a pergunta é equivalente a saber em que condi¢des se tem
lim x* + 3y* + axy’® = +oo
0 que, por sua vez, é equivalente a saber em que condicdes se tem
3yt axy® >0 Y(x,y) £ (0,0)

em virtude do Facto 20. Consideremos o ntimero M = max{xy?| x* + 3y* = 1}. Este ntimero
calcula-se pelo método do multiplicador de Lagrange, que conduz ao sistema seguinte:

P+ 4Ax% =0, 3x2+ 1202 =0, x* +3y* =1
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Das duas primeiras equagdes resulta, depois de isolar num dos membros o termo com A e dividir
membro a membro

R
tw‘ =
W

de onde, com £ =t t = 41,y = +x, x* = ;. Logo, M = }

Com célculo analogo, ou simplesmente atendendo a que —xy® = (—x)y>, encontramos também
max{—xy®| x* 4+ 3y* = 1} = 1. Conclui-se que V(x,v)

x| < 19t 43y,

Podemos entdo afirmar que

3yt 4 axy® > (1 - |Z|)(x4+3y4) >0

se (x,y) # (0,0) e |a| < 4. Sao estes os valores de a que se procurava.

T em Q\(0,0) onde Q = {(x,y)|x >0, y > 0}.
Observemos que a existéncia do minimo pode parecer a primeira vista problemaética porque o
dominio da fun¢do ndo é fechado nem limitado; mas, observando que a fungdo é constante ao

longo de cada semi-recta que parte da origem (por ser cociente de homogéneas do mesmo grau)

imediatamente se conclui que o minimo pedido coincide com o minimo da mesma funcdo no
compacto (ver a figura)

2_ .3
Exemplo: Calcular o valor minimo de ~%—%

K={(x,y)|x>0y>0x"+y> =1}

ou ainda, com o minimo de xyz - y3 em K; ou, finalmente, tal minimo é o maior namero m tal que
2 3

X2y : - o MG

s 2 Y(x,y) € Q\ (0,0); ou ainda, o maior namero tal que

xy* =y >m(x® +v°) V(x,y) € Q\(0,0).

06 0.8 10

5 ST - ]

Escolhamos esta tltima caracterizacdo: entdo m é tal que a fungdo xy? — > — m(x® + 1) atinge

minimo absoluto em Q \ (0,0) (com o valor 0). Se 0 minimo é atingido num ponto interior ao 1°
quadrante Q, esse ponto serd critico e portanto verificard o sistema

y? —3mx* =0, 2xy — 3y* = 3my°.
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Pondo £ = t obtemos para t o valor da raiz de £ + 3t —2 = 0 e a partir dai podemos calcular um tal
ponto critico, que podemos “normalizar" introduzindo a condigdo que define K: x> + y* = 1. Mas
ndo vale a pena completar o célculo, porque esse ponto (x,y), tendo duas coordenadas positivas,
vai conduzir a um valor de xy* —y® > —3> > —1, porque y < 1 (ja que x > 0). Mas como xy* — 2
toma os valores 1 e —1 nos pontos (1,0) e (0,1), respetivamente, os quais também petencem a K, na

verdade o minimo procurado é —1, ndo podendo ser atingido no interior.

Exemplo: Mostrar que C = {(x,y)|x* + 3> = 10xy?, y > 0, } é um compacto.
Seja f(x,y) = x* + y® — 10xy2. Entdo, C é o conjunto dos pontos (x,y) que verificam simultanea-

mente as condigoes

fly)=0, y=>0

Como f é obviamente uma fungdo continua, é imediato reconhecer que se trata de um conjunto
fechado, a partir da caracterizacdo de conjunto fechado em termos de sucessdes (dada qualquer

sucessao de elementos de C que tem limite, entdo o limite pertence a C).
A parte mais interessante do problema consiste em mostrar que se trata de um limitado, isto é,

que as coordenadas de pontos de C tém um minorante e um majorante.

1200 T
'.:|:|{|E

eHl:lE |

= fil]ll;

400 ."I .":I

2040 ¢

Utilizemos Young com p = 3,9 = 3/2,
103x% 2043

2
<
10xy~ < 3 + 3077
e, para fixar ideias, escolhamos ¢ = 4:
640x> 57
10xy? < -
KA T
0 que permite a minoragdo vantajosa
640x> 13

Logo, se (x,y) € C,
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4 ~ 640x°
<73

Como y > 0, vem x , de onde

x| < 6%0 <214,

Finalmente, y3 < 1280x3 — 6x* e, como x pecorre um intervalo limitado, y tem um majorante
positivo (grosseiramente, o valor mdximo da fungao continua (1280x% — 6x*)(1/3) em [—214,214], que
é 640v/5).
Observamos que as estimativas efectuadas sdo as mesmas que serviriam para demonstrar que
(supondo f restringida ao semiplano y > 0): limy(y )| f (%, ¥) = +00.
Exercicio: Para que valores de A se pode afirmar que
lim (x4 Ay® — 5x°y*) = +o0 ?

[(xy)[| o0

8.3 AINDA O CALCULO DAS CONSTANTES m E M; VALORES PROPRIOS

Vamos dar outro argumento para o cdlculo dos ntimeros m e M referido no Facto 23. Consideremos
o caso de m. Este nimero tem a propriedade seguinte:

(i) f(x) —mg(x) >0 VxeR";

(ii) existe xp € R™ \ 0 tal que f(xo) — mg(xo) = 0. (E, pela homogeneidade, também os pontos txg,
com t > 0, verificam a mesma igualdade.)

Noutros termos: f(x) —mg(x) atinge em xp um minimo absoluto. Assim, podemos inferir

Facto 25. Se, no Facto 23, f e g sdo de classe C, entdo a fungdo x — f(x) — mg(x) tem um ponto critico
ndo nulo, isto é, existe xo # 0 tal que

V(f —mg)|x=x, = 0.

E claro que o mesmo resultado vale para M, pois o raciocinio repete-se com a funcao Mg(x) — f(x).
Assim, podemos afirmar:

Facto 26. Nas condigdes do Facto 23, com f e g de classe C', a equagio vectorial
Vf(x) —AVg(x) =0 (A)
tem, para A = m, pelo menos uma solugio x # 0; e o mesmo vale para A = M.

Este enunciado pode ser visto como um argumento alternativo ao método do multiplicador de
Lagrange para o célculo do extremo condicionado que envolve o par de fungdes f, g. No contexto
desta discussao sera 1til o seguinte:

Facto 27. (teorema de Euler para as fungoes homogéneas) Se f é de classe C' e homogénea de grau a, entdo
v ) n
VF(x)-x (_ gaxixl) —af(x), VxeR"

Demonstra¢do: Fixado x € R", definamos ¢(t) = f(tx) para t > 0. Entdo, pela regra da cadeia,

o'(t) =Y, xig—i(tx) = at* 1 f(x). Com t = 1 obtém-se o resultado.

Resulta que:
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Facto 28. Se a equacio () tem solucio x # 0, entdo A é valor de f em C (ver Facto 24).

Demonstragido: Com efeito, podemos supor que g(x) = 1; fazendo o produto interno de ambos os
membros de (A) com x vem af(x) = Aag(x).

Observagao: Com a notagdo anterior, suponhamos em particular que m < 0 < M. Entéo facilmente
se conclui que M'g(P) — f(P) > 0e f(P) —m'g(P) > 0 VP # 0 desde que M’ > M e m' < m. Assim,
resulta

lim g¢(P) —af(P) = 4o

[[P[|—e0

se (na verdade, se e s6 se, como nao é dificil de verificar) % <a< % Os nimeros % e % sdo, como

é 6bvio, 0 menor e o maior valor de y tal que

Vg(x) — pV£(x) = 0

admite solugdes x # 0.

Exemplo: O exemplo que surge a seguir a demonstracdo da desigualdade de Young pode ser
tratado mais directamente com base na observagdo precedente: com f(x,y) = xy? e g(x,y) =
|x|® + 4|y|3, basta estudar a existéncia de pontos criticos néo triviais de |x|*> + 4|y|*> — uxy?. Somos
conduzidos ao sistema

3lx|x — uy? =0, 12|y|ly — 2uxy = 0.
Conclui-se que existem solugdes (x,y) # (0,0) se p = +3v/4. Logo, |x|* +4|y|® — uxy? tende para
+o00 quando || (x,y)|| — o se |u| < 3V/4.

E de grande interesse reconsiderar aqui o caso em que f e g sdo formas quadraticas (portanto, um
caso especial de fungdes homogéneas de grau 2), dadas por matrizes simétricas A e B:
f(x) =Ax-x, g(x)=Bx-x, VxeR" (%)

Notemos que, se f(x) = ¥i;_; a;;x;x;, onde a;; = aj;, as parcelas de f onde intervém uma dada
variavel x; sdo

n n
2
xk(z aixXi + Z ﬂij]') + QX
ik j#k
Logo, em cada ponto genérico x,

of &
L —9 xi, k=1,---,
axk Z:Z:l akl xl n
que se pode condensar em notagdo vetorial como

Vf(x) =2Ax, xe€R"

Facto 29. Sejam A, B matrizes simétricas, sendo B definida positiva, e f, g as formas quadrdticas que elas
respectivamente definem, de acordo com (*). Entdo o sistema linear

Ax —ABx =0
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tem solugdes x # 0 para A = m ou A = M, sendo m (respect. M) o minimo (respect o mdximo) de f(x) sob a
condigiio g(x) = 1. Se A é tal que aquele sistema linear tem solugdes # 0, entdo m < A < M.

Merece referéncia especial o caso em que

g(x) = ||x]* = Zx

em que Vg(x) = 2x (ou, equivalentemente, B = I (matriz identidade n x n). O enunciado anterior
pode entdo reescrever-se:

Facto 30. Seja A uma matriz simétrica e f a forma quadrdtica que ela define. Entdo o minimo m (e o mdximo
M) de f(x) sob a condigio ||x|| = 1 sdo valores préprios de A, isto é: para A = m ou A = M o sistema linear

Ax —Ax =0

tem solugdes x # O Se A é qualquer outro valor proprio de A, entdio m < A < M.

84 FORMULA(;GES ALTERNATIVAS DO COROLARIO DO TEOREMA DE WEIERSTRASS

Facilmente se reconhece que o corolario de Weierstrass (Facto 17) admite a seguinte formula¢do mais
geral, com a mesma demonstragao:

Facto 31. Sejam F um subconjunto fechado de R" e f : F — R uma fungdo continua com valores reais, tal
que existe xo € F de modo que

lim f(x) > f(xop).

[l x| —c0

Entdo f tem um valor minimo em F, isto é, existe x1 € F tais que

f(x1) < f(x) VxeF.
Do mesmo modo, temos a versao simétrica

Facto 32. Sejam F um subconjunto fechado de R" e f : F — R uma fungio continua com valores reais, tal
que existe xo € F de modo que

lim f(x) < f(xo). (#)

[[x]|—o0

Entdo f tem um valor mdximo em F, isto é, existe x1 € F tais que

f(x1) > f(x) VxeF.

Exemplo. A fungdo f(x,y) = (x* + y4)e_x2+xy ~v* 6 toma valores positivos e tem-se

lim f(x,y)=0.
[ (xy)[|—o0
De facto, com p = ||(x,y)||, temos —x% + xy — y* < —%2 e (x* +y*) < p*V(x,y); pelo que

2

0< flx,y) <ple ®

e sabemos que limy_,. p*e™ 7 = 0. Resulta que f tem um maximo absoluto em RR?. Para o calcular,
basta procurar os pontos criticos de f. Um célculo simples mostra que eles séo (0,0), (—v/2/3,v/2/3),
(vV2/3,-v2/3), (V/2,v/2), (—v/2,—+/2), e que o méaximo é atingido nos dois tltimos.

2
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85 FORMAS QUADRATICAS — CRITERIO DE SYLVESTER

Nesta secgdo vamos enunciar e demonstrar uma caracterizagdo cémoda das formas quadraticas
definidas positivas. Para isso, comecaremos por recordar defini¢des e estabelecer algumas pro-
priedades gerais.

Uma forma quadrdtica em R" é um polindmio homogéneo de grau 2 nas varidveis x1, - - - , Xy, isto é,
uma fungdo do tipo

n
f(X) = Z ai]-xix]-
ij=1
onde os 4;; sdo ntimeros reais que supomos, sem perda de generalidade, formar as entradas de uma
matriz simétrica A = [ai]-]: ajj = aji, i,j=1,---,n. E claro que uma tal fungdo pode representar-se
matricialmente assim:
f(x) = x'Ax

onde x é o vector coluna com coordenadas x; e x! é o seu transposto, ou seja o vector linha com as
mesmas componentes. Podemos ainda escrever

f(x)=Ax-x

usando a operacgdo - (produto interno usual).
A forma quadrética f (ou a matriz simétrica A que a define) diz-se definida positiva (respectivamente
semi-definida positiva) se

VxeR"\0 Ax-x>0 (respect Ax-x >0).
Se A é semidefinida positiva, a aplica¢do bilinear de R" x R” em R
b(x,y) = Ax-y

tem as propriedades de um produto interno (a simetria resulta de que Ax -y = Ay - x Vx, y, por causa
da simetria de A) excepto que b(x, x) = 0 ndo implica x = 0. Mas esta propriedade ndo intervém na
demonstracdo da desigualdade de Cauchy-Schwarz, e portanto vale para b esta desigualdade:

|Ax - y| < VAx-x\/Ay-y Vx,yeR". (CS)

Dada uma matriz A = [a;] de tipo n x n, recordemos que os seus menores principais sdo os
determinantes das matrizes quadradas

ain - Mgk
Ak: e, k:l/...’n‘

gy -0 Akk

Facto 33. A matriz simétrica A de tipo n X n é definida positiva se, e s6 se, 0s seus n menores principais sao
positivos.
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Demonstragdo: O facto é evidente se n = 1 e foi demonstrado atrds se n = 2 (ver Facto 20 e Facto
18). Completaremos a demonstragdo por inducdo finita. A matriz A pode escrever-se em termos de

quatro blocos
B u
A=l

onde B = A,_1, u é um vector coluna (n — 1) x 1, ut é o seu transposto, e A = a,,;, é um ntimero
real. Admitamos que os n menores principais de A sdo positivos e (em consequéncia da hipétese de
indugdo) a matriz A, é definida positiva.

Para cada vector x de R", que decompomos na forma

-l

onde v € R" ! e u € R, efectuemos a multiplicagdo por blocos

Bv + pu
x=|;
u'o+ Au
e a partir dela o seguinte cdlculo
Ax-x =x'Ax = v'Bo+2uu- v+ Ap’. (a)

1

Em virtude de Cauchy-Schwarz, e introduzindo o factor €

2 v 2
2lpu-of < ut + K12

Pela hipétese de indugdo, existe m > 0 tal que v'Bv > m||v|?> Vo € R""!. Combinando com a
estimativa acima obtemos a minoragao:

2
u
¥ A > (=)ol + (- P2

Para sublinhar a dependéncia de A relativamente a A passamos a escrever A = A(A).
Entdo, escolhendo ¢ suficientemente pequeno (por exemplo, €* = m/2), podemos afirmar:

(i) Para A suficientemente grande (por exemplo, A > HZ—JZ = %) a matriz A(A) é definida
positiva. Na verdade, por ser ||x||?> = ||v||*> + 12,
2 2
HAN)x > min(%, A ”:;”)quz.

Por outro lado, é evidente (desenvolvendo pela tltima linha) que

(ii) O determinante de A(A) é dado por det A(A) = A det B + K onde K é uma constante indepen-
dente de A.

Portanto existe Ag tal que det A(A) é positivo, nulo ou negativo conforme A > Ap, A = Ag ou
A < Ag.
Para concluir a demonstragdo vamos agora mostrar que:
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(iii) A(M) é definida positiva se, e s6 se, A > Ay.
Comecemos por observar que

(iv) Se A(A) é definida positiva se, 0 mesmo sucede com A(A;) VA1 > A; e existe ¢ > 0 tal que
A(A —¢) é definida positiva.

Demonstragio de (iv): A primeira afirmacéo € trivial por causa de (). Demonstramos a segunda
por absurdo: se ndo existe um tal € entdo, Vk € IN existe x; € R” tal que

; 1
lxell =1 e xAA— E)xk <0.

Como a fronteira da bola unitaria é um compacto, podemos sup6r (passando a uma sucessdo) que
xx converge, digamos, x; — x. Como a fungdo (x,A) — x'A(A)x é continua em R"*!, obtemos, por
passagem ao limite, ||x|| =1 e x'A(A)x <0, o que contradiz a hipétese de (iv).

Facilmente reconhecemos agora que o conjunto dos A tais que A(A) é definida positiva é um
intervalo da forma |\, +o0[, onde necessariamente A > 0, ja que A(0) ndo é definida positiva. Além
disso, concluimos que

xX'A(A)x >0 VxeR"

por passagem ao limite da desigualdade x'A(A)x > 0 (se x # 0) quando A — A*. Em particular,
existe xp € R" com |[|xo| =1 e xA(A)xo = 0. A desigualdade de Cauchy-Schwarz (CS) implica
entdo, com x = xg e y = A(A)x,

IA(A)x0]|* < (A(A)x0 - x0) (A(A)*x0 - A(A)x0) =0,

de onde A(A)xp = 0. J& que x¢ # 0, conclui-se que det A(A) = 0. Por conseguinte, A = Ay, 0 que
termina a demonstragdo da afirmacgao (iii).



ALGUNS OBJETOS MATEMATICOS MENOS COMUNS

9.1 DENSIDADE DOS ANGULOS INTEIROS NO CIRCULO UNITARIO

Definigio 1: Recordemos que, se A C B sdo subconjuntos de IR", dizemos que A é denso em B se
todo o elemento de B é limite de uma sucessdo de elementos de A, isto é: Vb € B, Ve > 0 da € A tal
que |ja —b| <e.

Sabemos, por exemplo, que Q ¢ denso em R; que uma bola aberta em IR? privada de um didmetro
é densa na correspondente bola fechada, etc.

Vamos trabalhar com vectores de IR?, que por vezes serdo encarados como ntimeros complexos.
Assim, ndo distinguiremos entre (a,b) e a + ib. Particularmente importantes no que segue séo os
vectores unitarios, isto é, os niumeros

Uy =cost+isint, teR.

O conjunto de todos estes elementos (a circunferéncia unitdria centrada na origem) serd representdo
por S. A vantagem de olhar os vectores como ntimeros complexos é que podemos entdo multiplicé-
los. Por outro lado, norma (euclidiana) de vector e médulo de niimero sdo o mesmo. Recordemos
que

U = Upys, t,5 €ER

u'f:ukt, tecR, keZ
O objectivo desta nota é demonstrar os seguintes factos, que estdo relacionados entre si.
Teorema 1. O conjunto {(cosn,sinn)|n € Z} é denso em S.
Teorema 2. O conjunto {sinn|n € Z} é denso em [—1,1].

Na verdade, é facil reconhecer que o teorema 2 é uma consequéncia simples do teorema 1.
Vamos entdo provar o teorema 1. Comecemos por efectuar calculos simples: para quaisquer ¢, s

llur — us|* = 2 — 2 cos(t — s) (a)

||p—s — (1,0)”2 = |up_s —1\2 =2—2cos(t—s) (b)

Para verificar (a) basta observar que (cos t — coss)? + (sint —sins)? = 2 —2(cost coss +sint sins).
A verificagdo de (b) é ainda mais directa.
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Consideremos entdo o conjunto A = {(cosn,sinn)|n € Z}. Trata-se do conjunto de termos de uma
sucessdo limitada; portanto hd uma subsucessdo convergente. E como a aplicagdo n — (cosn,sinn)
é injectiva, concluimos que Ve > 0 existem m # n € Z tais que

it — un|| < e
ou, em virtude de (a), 2 —2cos(m — n) < ¢2. Utilizando (b) vemos que
[tm—n — (L,O)]| <e. (¢)

Seja agora 1, um ponto arbitrario de S, com 0 < & < 27. Tomando & > 0 suficientemente pequeno,
em particular ¢ < ||u, — (1,0)|| e supondo, para fixar ideias, que em (c) se tem u,_, = us com
0 < J§ < 27, entdo § < a; escolhamos o inteiro k tal que k6 < a < (k+ 1)é. Resulta que

Uity = U(k+1)s
g — tigi1)5]1* =2 — 2cos(a — (k+1)8) <2 —2c0s6 = [[up—n — (1,0)]> < €.

Como U (x41)5 = U(k+1)(m—n) € A, @ demonstragdo fica concluida.

= U;

m—mn_ 0

Notas: 1) a demonstragdo do teorema 2 pode fazer-se também directamente com base no seguinte
facto: Se a é um niimero irracional, o conjunto dos niimeros m + na, com m, n € Z é denso em R.

Nao é dificil encontrar na internet demonstra¢des desta afirmagdo, que ndo sdo complicadas.
Também se encontram demonstracdes da irracionalidade de 7r, mas estas sdo mais elaboradas.

2) E fAcil verificar, examinando a demonstra¢do, que nos teoremas 1 e 2 Z pode ser substituido por
IN.
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3) Exercicio: utilizando o facto (ndo trivial) de que o ntiimero 7 é transcendente, provar que o
conjunto
{(cos\/2n,sin/2n)|n € Z} é denso em S.

4) Exercicio facil: o conjunto
{zeC|ImeN z" =1}
é denso em S.

9.2 FUNQGES DE DIRICHLET E DE THOMAE

E bem conhecida a funcio de Dirichlet

D(x) = 1 x€Q
0 xeR\Q

como exemplo de fung¢do limitada mas descontinua em todos os pontos do seu dominio.
E talvez mais interessante a seguinte variacio em torno desta ideia, que conduz a funcio de Thomae
T:[0,1] — R:

1 x="L2onde0 < p < g e N sdo primos entre si
0, x€[0,1]\Qoux=00ux=1
ﬂ.Sf
5
0.3 |
02|
I ]

06

A fungio T é continua nos pontos irracionais e também nos extremos do intervalo, e descontinua em todos os
outros pontos. Demonstremos esta afirmacao.

Seja x irracional em [0, 1] e tomemos uma sucessdo de pontos do intervalo x, — x. Como T(x;) =0
sempre que x; é irracional, basta considerar o caso em que (pelo menos para uma subsucessao, ainda
representada pelo mesmo simbolo) se tem x, = p—: com 0 < p, < g, com py, g, primos entre si.
Afirmamos entdo que g, — 0, 0 que provaré que T(x,) — 0, como se pretende. Se tal ndo se verifica,
existe M > 0 tal que p, < M para uma infinidade de valores de n e, novamente passando a uma
subsucessdo (sempre representada pelo mesmo simbolo) podemos supor que p, < M Vn € IN. Entdo

0s p, sdo em numero finito e, j& que p, < q,, as fracgdes x, assumem apenas um numero finito de
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valores. Logo, lim x,, tem de ser um destes valores, contradizendo o facto de o limite ser o irracional
X.

Uma pequena modificacdo do argumento prova também a continuidade para x =0 ou x = 1.

Se x = g com 0 < p < g € N é6bvio que T é descontinua em x, porque podemos tomar uma
sucessdo x, € R\ Q com limite igual a x.

9.3 PROPRIEDADES DE INTEGRABILIDADE

A teoria de integracdo que conhecemos neste momento é a do integral de Riemann. Recordemos que
afirmar que f : [a,b] — R tem integral (no sentido dessa teoria), o qual é um nimero representado

por fab f ou fab f(x) dx, significa que

S(Pn)—>/abf

para qualquer sucessdo S(P,) de somas de Riemann para f determinadas por parti¢cdes P, onde
|P,| — 0.

Recordemos que, para este efeito, uma partigio do intervalo [4, b] é um conjunto de subintervalos
[xi, xi11], G =0,1, -- -k —1) com

a=x)0<x1<Xp---<xx=Db

onde foi escolhida uma sequéncia de elementos t; € [x;, x;11]; que a soma de Riemann associada a P
é o numero

k-1

S(P) =Y f(t;)(xip1 — xi)

i=0

e que designamos por |P| o namero maxo<j<k—1(Xi+1 — X;).

Deve ser sublinhado que esta defini¢do envolve uma condigdo muito forte, ao exigir que fodas as
sucessOes de somas de Riemann nas condi¢bes indicadas tenham limite (necessariamente o mesmo);
e que a definicdo s6 tem sentido quando aplicada a fungdes limitadas no intervalo considerado (para
uma funcdo ilimitada, facilmente se constroem sucessdes de somas de Riemann que nédo tém limite
finito).

A figura abaixo recorda o significado geométrico das somas de Riemann como aproximagdes a
drea de uma figura determinada pelo grafico de f, no caso em que f > 0.
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Exemplo: A fungdo de Dirichlet ndo tem integral de Riemann no intervalo [0,1]. Com efeito, é
trivial construir uma sucessdo de somas S(P,) com o valor constante 0 e outra, S(P,), com o valor
constante 1 (e com |P,| — 0 e |P,| — 0).

Exemplo: A fung¢do de Thomae tem integral de Riemann em [0, 1], sendo fol T = 0. Vamos dar
uma prova directa deste facto.

Seja S(P,) uma sucessdo de somas de Riemann para T em [0,1] com |P,| — 0. Mostraremos que
S(P,) — 0. Podemos escrever

kn—1
S(P) = Y T(H"™) () =«
i=0

Dado arbitrariamente ¢ > 0, pelo argumento usado na sec¢do anterior, o conjunto

F={ye01]|T(y) > 5}

€

é finito, digamos: tem N; elementos. Tomemos p € IN tal que, se n > p, se tem |P,| < N

Decomponhamos S(P,) como
S(Py) = Ay, + By
(n)

onde A, é a soma das parcelas em que 0s t;

reters ) -

pertencem a F e B, é a soma das restantes. Como

—x;’) =1 tem-se

Ap < 2Ne|Sn|, Bn <

N ™
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Conclui-se que, para n > p, S(P,) < ¢, que exprime o que se pretendia.

Exemplo Sdo interessantes também as fungdes cujo comportamento exibe oscilagdes rdpidas numa
parte do dominio. O gréfico junto representa o grafico de f(x) = sin

1 em ]0,271]. E uma funcdo
habitualmente referida como exemplo de fungdo continua, limitada, mas sem limite num extremo
do dominio (x = 0), 0 que torna impossivel prolongé-la a [0, 1] como fung¢do continua. Esta fungao,
prolongada com um valor arbitrdrio f(0), tem integral de Riemann em qualquer intervalo [0, a] (ver
o exercicio seguinte).

1.0|

' f A g
; | | |ﬁ| | \' [ ] ,f/ b
0.f | | \
. | | II II', I.'"III \
| .

' | \;
Jrl-:l_i]ﬁ |].fi||~: :|_"|'?l 0.12

1K (.12 0.14 0,16
!

1.0

Exercicio: Seja f : [0,a] — R uma funcéo limitada e continua em ]0,a]. Entdo o integral A =

foa f(x) dx existe no sentido do integral impréprio (gragas ao critério de comparacdo). Mostrar que o
integral de f, no sentido de Riemann, existe e tem o mesmo valor.

Esquema da resolucdo: Tome-se uma sucessdo de somas de Riemann para f, S(P,), com |P,| — 0.
Dado ¢ > 0, escolha-se c €]0,a] tal quec < ee |A — f;f| < e desde que 0 < d < c. A subdivisdo P,
consiste em pontos

a:xén) <x§") <.

-<x](n)§c<x](i)1<---<x,(<:):b

onde destacamos os que estdo & esquerda de c e os restantes. Decomponha-se S(P,) = A, + B, onde
A, contém as parcelas correspondentes a intervalos da decomposicao P, com extremos a esquerda

de ¢, e B, as restantes parcelas. Sendo M um namero tal que |f(x) < M Vx €]0,4], vem |A,| < Me
Por outro lado, os pontos
(m) (n) _
¢ <X <o <X =b
formam uma decomposigdo P; para [c, b] e facilmente se vé que a correspondente soma de Riemann

para fl.; (onde no primeiro intervalo escolhemos, por exemplo, o ponto ¢ caso o correspondente #;
esteja a esquerda de c) satisfaz |S'(P),) — B,| < 2M|P,|. A partir de

() — A= Ay + (B, —S(P) + (5P — [ )+ [ f

deduz-se

IS(P,) — A| < Me+2M|P,| + |(S(P}) — /bf)| +e.

Portanto existe p € IN tal que, se n > p, tem-se |S(P,) — A| < (3M + 2)e.
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Seja I um intervalo de RR.
Uma fungédo f : I — R diz-se convexa se, para qualquer intervalo [a,b] C I, se tem

f) < £ + PO IO () vxe (ot

ou, equivalentemente
b—x xX—a
< .
F) < T 5 @)+ 0wy
Em linguagem geomeétrica esta condicdo afirma: para dois quaisquer pontos P = (4, f(a)) e Q =
(b, f(b)) do gréfico de f a parte do grafico compreendida entre esses pontos estd no semiplano
inferior determinado pela recta PQ.

Como cada ponto x € [a,b] se pode representar na forma x = (1 —t)a+ th (com t = 3=%),

imediatamente reconhecemos que a defini¢do se pode reformular assim: f é convexa se Va, b € I e
vVt € [0,1]

f((A=ta+tb) < (1—1)f(a) +Lf(b).

/

(L —rfla+tbd

Fixada a fungdo f, consideremos a familia de declives

m(a,b) — f(b) _f(a)

b—a
Facto 34. Sdo afirmagoes equivalentes
(i) f é convexa em I
(ii) para cada a € I a fungdo
x — m(a,x)
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é crescente em I\ {a}
(iii) para quaisquer a < b < ¢ < d em I tem-se

m(a,b) < m(a,c) <m(b,c) <mcd)

Demonstragdo: (i) = (ii). Mostremos que, por exemplo, a < x < y implica m(a,x) < m(a,y) (as
restantes situagdes sdo analogas). Como x = (1 —t)a + ty com t = ;%Z, temos

(0.x) < L=DF@ W) = fla) _ tFW) = f@) _

" X—a xX—a a,y).

(iii) = (i): Sea < x < b, a condigdo m(x,a) < m(x,b) é precisamente a defini¢cdo de convexidade.

Facto 35. Se f é convexa em I, f tem derivadas laterais finitas em cada ponto interior de I. Em particular, f é
continua no interior de I. Além disso: se ¢ < d em I, tem-se f' (c) < f.(c) < f.(d).

Demonstragio: Mostremos, por exemplo, que f/ (c) existe se ¢ é interior em I. Tem-se, por
definicdo, f! (c) = lim,_,.+ m(c, x), e o limite existe e é igual ao infimo de m(c, x) para x > ¢ porque
a fungdo m(c, -) é monédtona crescente; o limite é finito porque, fixando em I um ponto d < ¢, tem-se
m(c,d) < m(c,x) Vx > ¢, mostrando que a mesma fungdo tem um minorante. As desigualdades
resultam de argumentos semelhantes, com base no Facto anterior.

Facto 36. Se f é convexaem I, a € I e a derivada f'(a) existe, tem-se
f(x) = f(a) + f'(a)(x —a) Vxel
Dito de outro modo, o gréfico de uma convexa fica acima do de qualquer das suas tangentes.

Demonstragdo: Trata-se e uma consequéncia imediata da passagem ao limite de m(a, x) quando
x — a, tendo em conta a monotonia.

Facto 37. Para fungdes diferenciaveis, sdo equivalentes
(i) f é convexa
(ii) f' é crescente
(iii)
f(x) > f(a)+ f'(a)(x —a) Vx, a€l

Demonstragdo: (i) = (ii) por causa do Facto 35. (ii) = (iii) : supondo x > a, pelo teorema do
valor médio existe d €]a, x| tal que f(x) — f(a) = f'(d)(x —a) > f'(a)(x — a). Analogamente se trata
o caso x < a. (iii) = (i) : Se x, a € I temos, por hipétese, a desigualdade (iii) e do mesmo modo

f(a) > f(x) + f(x)(a - x).
Adicionando as duas desiguldades obtemos
(f'(a) = f'(x))(x —a) <0

o que implica que f’ é crescente. Entdo, se @ < x < b, o teorema do valor médio implica m(a,x) <
m(x,b).
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Facto 38. Para fungoes duas vezes diferencidveis, tem-se a equivaléncia
(i) f é convexa
(ii) f" > 0em I.

Como obter novas fungdes convexas a partir de fungdes convexas dadas:

Facto 39. Se f e g sdo convexas num dominio comum, também o sdo f + g; c¢f com ¢ > 0 constante;

max(f,g).
Se ¢ : R — IR além disso é crescente, a composicdo g o f é convexa.

Se fu : I — R é uma sucessio de fungdes convexas que converge pontualmente, isto é, Vx € I existe

f(x):= lim f,(x)

n—oo

entdo f é convexa em I.
Uma fungdo afim ¢ é trivialmente convexa. E, se f : R — R é convexa, a composigdo f o ¢ é convexa.

Facto g4o. (Desigualdade de Jansen) Se f é convexa em I, tem-se

f(itiﬂi) < étif(ai)

i=1
Vn € N, Va; € I, Vt; taisque t; > 0e Y1 1 t; = 1.
Demonstragdo: Ver o capitulo seguinte.

Uma fungdo f : I — R diz-se concava se — f é convexa. Obviamente, uma func¢do concava satisfaz
desigualdades de sentido contrario as que caracterizam as convexas; as propriedades das func¢oes
concavas resultam facilmente da simetrizagdo das correspondentes propriedades das convexas.

Exemplo: A fungdo sin é concava em [0, 7. Portanto, se a; € [0, 7], t; > 0e Y/ ; t; = 1, tem-se

sin(

I
_,
-
N—
[V
-
R
@
=3
2
N—

Esta desigualdade tem uma interpretagdo geométrica curiosa. Inscrevamos no circulo unitdrio um
poligono caracterizado pelos angulos ao centro ay, ay, ... &, dos respectivos lados A1A;, AAs3,
.-+, ApAj. O perimetro deste poligono é P, =23 ; sin(%). Como Y I ; a; = 27, atendendo a que
% € [0, 7] e considerando t; = %, concluimos P, < 2nsin 7: isto &, fixado 7, o valor maximo possivel
para P, corresponde ao poligono regular com n lados.
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Exercicios: 1) Verificar que sdo convexas |x|* com & > 1; xInx; In(1 +¢*); —In(Inx) em |1, +oo].

2) Se f € convexa num intervalo ilimitado a direita, entdo existe o lim,_, | ) @ (podendo ser
infinito).

3) Se f é convexa num intervalo [a,b] e possui um minimo local num extremo do intervalo, entdo
f é monoétona.

4) Que condicdo devem satisfazer os nimeros 4, bc para que a fun¢do seccionalmente afim
alx + 1| + b|x| 4 c|x — 2| seja convexa?

5) Mesmo problema para ax + b|x| + c|x — 2| + 5.

6)Se f : R — R ¢é estritamente crescente e convexa, entdo —f~! é também convexa.

7) Sejam f : [0,1] — R continua e g : R — R convexa. Mostrar que

g(/olf(xwx) < /Olg(f(x))dx.

(Sugestdo: somas de Riemann e desigualdade de Jansen.)
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11.1 GENERALIDADES. EXISTENCIA DE MINIMO

Seja C um subconjunto convexo de R". Recorde-se que isso significa, por definicdo, que Va, b € C o
segmento de extremos 4, b estd contido em C, isto é, (1 —t)a+tb € CVt € [0,1].
E importante observar o seguinte facto que estende a propriedade dada pela definigao:

Facto 41. Seja C um convexo. Entio ¥Vn € N, Va; € C, Vt; tais que t; > 0e Y ;' 1 t; = 1, tem-se

n
Ztiai eC (>I<)
i=1

As somas da forma (¥*) chamam-se combinacdes convexas dos a;.

Uma fungdo f : C — R diz-se convexa se satisfizer: Va, b € C e Vt € [0,1]

f((A=t)a+tb) < (1—1)f(a) +Lf(b).

Uma consequéncia imediata da defini¢do é o caracter unidimensional da propriedade de convexi-
dade. Mais precisamente, consideremos uma recta de IR” com parametrizagdo

r(t)=x+ty, teR
onde x, y € R"; facilmente se reconhece que I = {t|r(t) € C} é um intervalo. Conclui-se que
Facto 42. f é convexa em C se, e s6 se, para cada recta r, a fungio

g: I3t f(x+ty)
é convexa no correspondente intervalo I.

Demonstragio: Se t1, t, € I e s € [0,1] temos
8((1—s)t1 +str) = f(x + ((1 —s)t +st2)y) =
= f((1=s)(x+hiy) +s(x + ty)) <

(1—s)g(t1) +s8(t2).

Reciprocamente, se x, y € C e g(t) = f((1 —t)x + ty) é convexa em [0, 1], vem
F((1 =D+ ty) < (1 - 1)(0) + tg(1) =
(1 )£(x) + t£ ().
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Facto 43. (Desigualdade de Jensen) Se f é convexa em C, tem-se
n
F(Y i )= LS
i=1

Vne€IN,Va; € C, Vit taisque t; > 0e Y 1 t; = 1.

A demonstragdo é facil, por indugdo em n. Fagamos a passagem de n = 2 para n = 3: aplicando
duas vezes a defini¢do de convexidade (e observando que hmtht ¢ ) temos

t1+to
t1a1 + tra
f(thay + taax + taaz) = f((h + ifz)u + t3a3)
1+t
ta tha
< (b + 1) F(ABT 2% 4y ) <

th+ 1
tlf(al) + tzf(az) + t3f(513).

As fungoes afins
n
X) =co+ ) cixi
i=1

(onde o0s ¢; sdo constantes reais) sdo trivialmente convexas. Na verdade, para uma tal fungao,
imediatamente se reconhece que:

¢((1—t)a+tb) = (1 —1t)g(a) +te(b)
Além disso, se g : R — R é convexa e ¢ é afim, entdo g o ¢ é convexa.
Mantém-se na dimensdo n as propriedades descritas no facto 39, com I substituido pelo convexo C.

Vale a pena observar adicionalmente que qualquer norma em IR" é convexa. Este facto é consequéncia
imediata das propriedades triangular e homogénea das normas.

Vejamos agora como caracterizar as fungdes convexas de classe C'.
Seja f de classe C! num aberto convexo C. Para cada a € C, e cada v € R", a fungédo

E(t) = f(a + to)

estd definida num intervalo aberto contendo t = 0 e tem-se
- f
Za— a+tv)v; = Vf(a+tv)-o. (1)
=1

Como vimos, a convexidade de f é equivalente a convexidade de todas as fun¢des de uma varidvel
F assim construidas. Daqui resulta
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Facto 44. Se f é C! num aberto convexo C, sio equivalentes:
(i) f é convexa
(ii) Vx, a € C tem-se
f(x) = f(a) +Vf(a)-(x—a)
(iii) Vx, y € C tem-se

(Vf(x) =Vf{y)-(x—y) =0

Demonstragdo: (i) — (ii) Usar a convexidade de ¢(t) = f(a+t(x—a),0 <t <le (1) —¢(0) >
¢'(0).
(ii) — (iii) Escrever a desigualdade (ii) trocando os papéis de x e a e adicionar membro a
membro as duas desiguldades.
(iii) — (i) Reduzindo o problem a restri¢des a rectas, basta ver que F (com a notagdo acima) tem
derivada crescente, isto é
(F'(t) = F'(s))(t—s) >0 t,s€]0,1].

Isto é imediato a partir de (iif).

Passemos a caracterizar as funcdes convexas de classe C?.

Com a notagéo jd introduzida, resulta do facto 38 que f : C — R (de classe C?) é convexa se e s6
se todas a fungdes F(t) construidas restringindo f a rectas tém segunda derivada ndo negativa. Ora,
a partir da equagdo (1) obtemos, derivando novamente

n aZf

F'(t) =
ij=1 axiaxj

(a+ to)vv;

Assim, considerando em particular ¢t = 0 podemos afirmar:
Facto 45. f : C — R de classe C? é convexa se e s6 se Va € C e Vv € R" se tem a desigualdade

n aZf
ij=1 axiaxj

(a)vivj >0

Esta condicdo significa exactamente que em cada ponto a2 € C a matriz n x n (Hessiana)

2
{aing (a)}

é semi-definida positiva.

Exercicios: Verificar que sdo convexas as seguintes funcdes de duas varidveis:
1)1+ % no primeiro quadrante de R?;

2) x2/y no semiplano dado por y > 0;

3) ¥ty +3 2 —xy 4+ v

4) —,/Xy no primeiro quadrante; 5) In(e* +¢¥);

6)—x"yP com &, B > 0 e &« + B < 1 no primeiro quadrante;

7) —x*y'~% com 0 < a < 1 no primeiro quadrante;
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8) (x —y)>+ 12 —3x+yl;
9) (¥* +y*)%.

Facto 46. Se f : C — R é convexa e w € R, entdo {x € C| f(x) < a} é um conjunto convexo.

Seguidamente estudamos critérios de existéncia de minimo para fun¢des convexas.
Facto 47. Se f : C — R é convexa e tem um minimo local em a € C, entio f(a) = minc f.

Facto 48. Se f : C — R é convexa, C' num aberto que contém C e tem um ponto critico a € C, entio
f(a) = minc f.

Demonstragdo: Em virtude da condicdo (ii) do Facto 44, tem-se f(x) > f(a) Vx € C.

No entanto, tem-se o resultado seguinte mais geral. Antes de o enunciar, damos duas definigdes:

Seja C um convexo fechado. Chamamos cone tangente a C num ponto a € C, e representamos por
Tc(a), a aderéncia do conjunto de vectores de R” da forma t(x —a) com t > 0e x € C.

E chamamos cone associado ao convexo C no ponto a € C: ao conjunto

Kc(a):={veR"|v-(x—a) >0 Vx e C}
que se verifica facilmente ser o mesmo que
{veR"|v-w>0 Yw € Tc(a)}.

Exemplos: 1) Se a é interior a C, Tc(a) = R" e Kc(a) = {0}. 2) Se C = {(x,y) € R?*|y
max(0,—x)} ea = (1,0), Tc(a) = {v|v, > 0} e Kc(a) = {(0,y) € R*|y > 0}; se a = (0,0),Tc(a)
CeKc(a) = {(x,y) € R’ |y > x > 0}. (Ver a primeira figura abaixo) 3) Se C = {(x,y) €
R?|y >0, x> +y*> <1} ea = (-1,0), Tc(a) e Kc(a) coincidem com o primeiro quadrante. 4) Se
C={(x,y) e R?|0<y<1-x*}ea=(-1,0), Tc(a) é formado pelas semirectas de origem a
que ficam dentro do angulo cujos lados sdo o semieixo horizontal (partindo de a) e a semirecta
y=2(x+1) (x > —1). Na segunda figura abaixo esquematizamos T¢(a) K¢(a) a azul e vermelho,
respectivamente; e ainda Kc(1/2,3/4).

v
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Facto 49. Se f : C — R é convexa e C' num aberto que contém C, entdo f(a) = minc f se e s6 se
Vf(a) € Kc(a).

Demonstragido: A condicdo é necessdria (pela convexidade de C; ndo intervém a de f) porque
implica, para todo o x € C, que a fungdo F(t) = f(a+ t(x —a)), definida em [0, 1], tem minimo em
t=0e ¢ (0) =Vf(a)-(x—a). A condicdo é suficiente pela afirmacdo (ii) do facto 44.

Exemplo: Calculemos o valor minimo de f(x,y) = (x*> + ¥?)? + x — y no primeiro quadrante
(incluindo os semieixos). Como f é convexa, ndo tem pontos criticos no interior do quadrante, e por
outro lado

Vi(x,0) = 4x*+1,-1), VF(0,y) = (1,4 - 1)

concluimos que s6 pode ter-se Vf(a) € Kc(a) se a = (0,y) com 4y> — 1 = 0. A condigdo garante,
pois, existéncia de minimo absoluto atingido em (0,1/4/3).

Exercicios: 1) Minimizar x + 3y no paralelogramo de vértices (—1,1), (0,0), (1,0) e (0,1).
2) Que se pode afirmar de uma fungdo f : R” — R que é convexa e majorada?
3) (a) Indicar o dominio aberto do plano onde é (estritamente) convexa a funcéo

— ot
g(x,y) = —xy.
(b) Determinar os valores da constante 2 de modo que a fungao g(x, y) + ax, restringida ao convexo

{xy)lx+y>2, x <0},
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atinja o seu minimo no ponto (0, 2).
4) Seja C um convexo fechado de R". Mostrar que a norma Euclidiana || - || atinge um minimo em
C, e o (inico) ponto a € C onde o minimo ¢ atingido é caracterizado por

a-(x—a)>0 VxeC.

5) Seja C um convexo fechado, ndo vazio, de R" e p € R". Mostrar que existe um tnico g € C tal
que

lp =gl = min{|p — x|
(|| - || é a norma euclidiana) e que g é caracterizado por
(g—p) (x—p) =20 VxeC.

(Diz-se que g é a projeccdo de p sobre C e escreve-se § = Pc(p).) Concluir, a partir dessa caracterizagdo,
que Vpi1, p2 € R" tem-se

IPc(p1) = Pe(p2) < llp1 = p2l.-
11.1.1 Formas quadrdticas semidefinidas

Recordemos que uma forma quadrética em IR"” é uma fung¢do da forma

n
u— Au-u= Z ajjuiu;
ij=1

onde A = [a;] é uma matriz real simétrica. Sabemos (ver o critério de Sylvester, cap. 8.5) que a
forma (ou A) é definida positiva quando min,—; Au - u > 0 ou, equivalentemente: todos os valores
proprios de A sdo > 0; ou ainda, quando os determinantes

ainr - 41k

a1 - Okk

(k =1,---,n) sdo todos positivos. Analogamente, A é semidefinida positiva se min,—; Au-u >
0, ou, equivalentemente, se todos os valores préprios de A sdao > 0. O critério em termos de
determinantes de submatrizes ¢ menos imediato e vamos agora apresenté-lo.

Diremos que uma submatriz de A é principal e notamo-la A s se resulta de A por supressao das
linhas cujos indices formam um subconjunto J C {1,2, -+ ,n} e das colunas com os mesmos
indices. E claro que A é ainda simétrica.

Assim, ha n submatrizes principais 1 x 1, () submatrizes principais 2 x 2, etc, sendo o niimero
total das submatrizes principais (excluido o caso J = {1, 2, --- ,n}) igual a 2" — 1.

Facto 50. (Critério de Frobenius) A é semidefinida positiva se, e s6 se, os determinantes de todas as suas
submatrizes principais sdo > 0.
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A verificacdo deste facto apoiar-se-a nas assercdes seguintes:
1. Se A é semidefinida positiva, qualquer submatriz principal é-o também.

2. A é semidefinida positiva se e s6 se Ve > 0 A + ¢l é definida positiva. (I é a matriz identidade
nxn.)

Demonstragio de 1: Tomemos A 7. Sejam j; < --- < j, os indices de 1 a n que ndo estdo em J.
Entdo As é uma matriz p x p. Para cada vector w € RP designemos por z = z(w) o vector de
R" cujas componentes de indices j; sdo as de w pela mesma ordem, sendo nulas as componentes
restantes (isto é, as de indices em J). Um cdalculo imediato mostra que

wlAyw =z Az
(recorde-se que z! Az é outro modo de representar Az - z.)

Demonstragdo de 2: A afirmagdo resulta imediatamente de se ter, para cada vector fixado u # 0,
(A+eDu-u= Au-u+e|ul?

(para obter um dos sentidos da implicagdo, tomar limite quando ¢ — 0%).

Demonstragiao do facto: Condi¢do necesséria: atendendo ao ponto 1 acima, basta mostrar que,
se A é semidefinida positiva, tem-se det A > 0. Ora, pelo ponto 2 e pelo critério de Frobenius para
as matrizes definidas positivas, det(A + €I) > 0 Ve > 0. Como este determinante é uma fungio
polinomial em ¢, obtemos det A = lim,_,o det(A +€I) > 0.

Condicao suficiente: Em virtude de 1 e 2, e novamente invocando o critério que envolve determi-
nantes para as definidas positivas, basta mostrar que qualquer submatriz do tipo

app+e  anp - ai
as1 ap—+ée --- Aok
a1 ax2 cee Agg Tt €

tem, para € > 0, determinante positivo. Ora, explicitando o determinante com os termos agrupados
pondo em evidéncia as poténcias de ¢, obtemos o polindmio

So+ S1e+ Soe? + -+ S g 4 €5

onde Sp = det A e S; é a soma dos determinantes das submatrizes principais de tipo (k — i) x (k —1i).
Em virtude da hipétese, a conclusdo pretendida é imediata.

Exercicio: A forma quadratica Ax - x é uma fungdo convexa em R” se, e s6 se, é semidefinida
positiva.
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11.2 ENVOLUCRO CONVEXO. VALORES MAXIMOS

Dado um subconjunto S C R" chamamos envélucro convexo de S e notamos co(S) o menor (no
sentido da inclusdo) convexo que contém S. Podemos também dizer que co(S) é a interseccado de
todos os conjuntos convexos que contém S. E também

k k
CO(S) = {Zt,‘xi‘kGN, t; >0, Zti =1, x,€5 (i: 1,--- ,k)}.
i=1 i=1

Para justificar a dltima asser¢do basta ter em conta que:

(a) dado um convexo C que contém xj.- - - ,x; entdo C contém qualquer combinac¢do convexa
destes k pontos. (Resulta do facto 41.)

(b) O conjunto definido no segundo membro é convexo

Justificagdo de (b): dadas duas combinagdes convexas da forma indicada, podemos supdr que
envolvem os mesmos vectores

k k
Y tixi, Y tix
i=1 i=1

bastando, para isso, juntar termos, se necessario, com alguns dos t; ou t; nulos. Entdo, para todo o

s €1[0,1],
k

k k
(1—s)Y tixi+s) tixj =) [(1—s)t;+st]x;
i=1 i=1 i=1
com Y¥ 1 [(1—s)t;+st]] =1—s+s = 1, mostrando que o segmento definido pelas duas combinagdes
convexas é uma combinacdo convexa do mesmo tipo.

Outro conceito 1til é o de ponto extremo. Dado um convexo fechado C, um ponto a € C diz-se
extremo se
a=1-tx+ty, x, yeC, x#y, t€[0,]]=t=0 ou t=1

(informalmente: se a ndo é “interior" a qualquer segmento com extremos distintos em C).

Em muitos casos simples, ndo é dificil identificar os pontos extremos de um convexo. Por exemplo,
no convexo do exemplo 3 acima, C = {(x,y) € R?*|y > 0, x*> +y*> < 1}, os pontos extremos sdo os
do arco de semicirculo.

Facto 51. Seja S = {p1,- -, px} um conjunto finito em R". Entdo:
(i) co(S) é compacto.
(ii) Se Ji € {1,--- ,k} tal que p; € co(S\ {pi}), tem-se co(S) = co(S\ {pi}).
(iii) Se Vi€ {1,--- ,k} p; & co(S\ {pi}), cada p; é ponto extremo de co(S).
(iv) Se f : co(S) — R é uma fungio convexa, tem-se maxy(s) f = maxs f.

Demonstragio: (i). Observar que co(S) é imagem, pela aplicagio continua de R* em R”

k
(b, b)) = Y tipi
i=1
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do compacto {(t,-- -, t) |t >0, ¥¥ , t; = 1}.

(ii) imediato.

(iii) Tomemos o ponto p1 & co({p2,---,px}). Se p1 ndo é extremo, podemos representa-lo
como p; = 3(a+a’) onde a, a’ € co(S) \ co{p2, -, px} (notemos que co{py, - - -, p} é compacto, e
portanto fechado). Também facilmente reconhecemos que

a=tp1+(1—t)b, beco{ps -, pr}

com 0 < t < 1. Do mesmo modo, a’' =sp; + (1 —s)ccom 0 <s <1lec &€ co{py---,pr}. Somando
as expressoes de a e a’ resulta

2—t—=s)p1=(1—-t)b+(1—s)c

de onde se conclui imediatamente que p; pertence ao segmento de extremos b e ¢, e portanto a
co({p2,- -+, pr}), 0 que contradiz a hipétese.

(iv) Da desigualdade de Jansen resulta imediatamente que, se maxs f = M, entdo f(x) < M
Vx € co(S).

Observacdo importante: Utilizando (ii) — (iii) — (iv) podemos afirmar que o valor méaximo de f
(convexa) em co(S) é atingido num ponto extremo deste conjunto.

E verdade mais geralmente (ndo apenas para o envélucro convexo de um conjunto finito) o
seguinte: se C é convexo e compacto e f é convexa em C, o maximo de f em C ¢é atingido num
ponto extremo de C. A demonstragao segue a mesma ideia da anterior, tendo por base o seguinte
teorema (de H. Minkowski): se C é convexo e compacto em R", entdo C é o envélucro convexo dos seus
pontos extremos. Nao incluiremos aqui a prova deste facto, mas observamos que em casos simples é
facil de o reconhecer.

Exercicios: 1) A fungdo x? + y* + xy é convexa em algum dominio? Qual é o seu valor maximo
no quadrilatero de vértices (—3,1), (—1,1), (-1,2), (=2,2)?
2) Determinar o méximo de x + 3y no dominio definido por

422 <1, x+y>1, y<aux

22+1
z+2
(SUGESTAQ: para obter a convexidade de modo simples, reescrever a fraccdo usando a divisdo de

polinémios.)

3) (a) Verificar que a fungéo é convexa e crescente num certo intervalo da forma |c, +oo[.

(x4+y—1)2+1

x+y+1 no

(b) Utilizando a afirmagdo anterior, determinar o méximo da fungdo f(x,y) =
dominio convexo definido pelas condi¢des

lx —3| <y <3.

(Sugestao: composicao de fungdes.)
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11.3 CONTINUIDADE DAS FUN(;CN)ES CONVEXAS

Nesta sec¢do usaremos vizinhangas de um ponto a € R” do tipo

Qa,e) =[a1—¢e a1 +¢€ X+ X [a,—¢,a,+¢] =

={x| max |x; —a; <c¢e}.
i=1,n

E facil reconhecer que Q(a, ¢) é o envélucro convexo de 2" pontos:

Qa,e) =co{x|Vi=1,---n x;=a;+¢e}

Facto 52. Seja f : C — R uma fungio convexa. Se Q(a,e) C C, entdo f é limitada em Q(a, €).

Demonstragdo: Como Q(a, ¢) é envélucro convexo de um conjunto finito, existe M = maxg(, ) f-

o . . , . . ~ ! .
Seja x € Q(a,¢€), e seja x’ o simétrico de x relativamente a a. Entdo a = XJEX , e pela convexidade de

f temos

de onde

o que conclui a demonstragao.

Facto 53. Seja f : C — R uma fungdo convexa. Entdo f é continua no interior de C. Mais precisamente, é
localmente Lipschitziana no interior de C.

Demonstragio: Seja a um ponto interior a C. Seja ¢ > 0 um ntmero tal que Q(a,2¢) C C. Pelo
lema anterior, existe M € R tal que |f| < M em Q(a,2¢). Vamos mostrar que f é Lipschitziana em
Q(a, €), com constante de Lipschitz 2M/e: Vx # y € Q(a, €)

)= £ gpp)e
=yl =T
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Consideremos a recta que contém x e y parametrizada por t — P(t) := p+tw onde p, w € R" e
||w|| = 1. Esta recta tem dois pontos comuns com 9Q(a, 2¢); designemo-los por u e v e suponhamos,
sem perda de generalidade, que os pontos u, x, y, v correspondem por via de P(t) a valores do
parametro ty < tp < t3 < t4, respectivamente. Como a fungdo ¢(t) = f(p + tw) é convexa, resulta do
lema dos declives

pt2) —¢(t) _ ¢(ts) = ¢(t2) _ @(ts) = ¢(ts)

th — - t3 — 1t ty — 13

Ora, th —ty = ||x —ul|, ts —tr = ||y — x|| e ta — t3 = ||[v — y||, de onde

M _f(y) -~ f(x) _2M
e =y = e

7

que é o que pretendiamos.
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CONVERGENCIA UNIFORME - TRES PONTOS ADICIONAIS

12.1 SERIES DE POTENCIAS: CONVERGENCIA NUM INTERVALO COMPACTO

Comecemos por mencionar o seguinte facto elementar sobre somas (“soma por partes"): dadas duas
sucessdes numéricas, (a,) e (b,), se notarmos A, = Y_I' ; a, as somas parciais da primeira, temos

ajby + axby + - - - +ayb, =
= Al(bl - bz) + Az(bz — b3) +---+ Anfl(bn,1 — bn) + Aub,.
Resulta daqui o seguinte
Facto54. Seby > by > --- > by eexiste K > 0 tal que |A;| <K (i=1,---,n), tem-se
n
’ Zaibi| < Kbl.
i=1

Teorema 3. (Teorema de Abel) Suponhamos que a série de poténcias Y, a,x" converge se x = r onde r é
um niimero positivo dado. Entdo a série converge uniformemente em [0, r].

Demonstracao: Pela hipétese, Ve > 0 dN € IN tal que

m
m>n>N = | ) ar|<e
i=n+1

Portanto, em virtude do Facto 54 e de ser (x/7)F < 1 e decrescente em k Vx € [0, 7]:

m m
. X
m>n>N = sup | Y ax'|=sup| ) ar'(Z)]<e
0<x<r j=n+1 0<x<r i=n+1 r
Esta afirmagcio significa que a sucessdo de somas parciais S,(x) = Y/, a;x' é de Cauchy em C([0,7])

e portanto converge uniformemente para a sua soma como fungdo de x.

Observagdo: Se R é o raio de convergéncia de Yo janx" e, por verificagdo directa, a série converge
no extremo x = R do intervalo aberto de convergéncia, resulta do que sabemos sobre séries de
poténcias e do teorema anterior que a série converge uniformemente em qualquer intervalo [a, R]
coma > —R.

Podem fazer-se consideragdes “simétricas" das anteriores com respeito a um intervalo [—7,0].
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Exemplos: 1) O desenvolvimento em série

x> x8

Inl+x)=x——+—5—--- a

(4x)=x-2+7% (a)
é valido se |x| < 1. A série que figura no 2° membro converge em x = 1 (pelo critério de Dirichlet
para séries alternadas). Portanto a convergéncia é uniforme em [0, 1] e a soma é uma fungado continua

da varidvel x neste intervalo. Como In(1 + x) é também continua, a igualdade (a) vale para x = 1.

Assim,
1n2—x—1+1—1+
72 3 4
2) Também para |x| < 1, tem-se:
x> x°
t =X — — 4+ = — ... b
arctan x = x — — + (b)

sendo o 2° membro uma série convergente em x = 1. Com o mesmo argumento do exemplo anterior

deduz-se que

Tl 1
4 ~ 35

3) Da teoria da série binomial, sabemos que, se |x| < 1:

1. 13, 1:35,

L=x=1=sx =™~ 3 ¥

Escrevamos o 2° membro simplesmente como

1— i b, x"
n=1

notando que b, > 0 Vn > 1. Vamos mostrar, usando um argumento de positividade, que a série
converge também em x = 1. De facto

o9}
byx"=1—v1—x, |x]<1
=1

n
implica, para todoo p € IN
P
Z by <1, |x] <1
n=1

Com p fixado e tomando limite quando x — 1~ resulta
p
Y b, <1, VpeN.
n=1

Tratando-se de uma série de termos positivos, existe o limite das somas quando p — co:

£ <1
n=1
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como se pretendia.

Concluimos entdo que /1 — x ¢é limite uniforme em [0,1] de uma sucessio de polindmios P,(x) (as
somas parciais da série binomial). E, como 1 — x? toma valores em [0, 1] quando |x| < 1, podemos
afirmar que a fungdo

1—(1—x2)=|x|
é também limite uniforme em [0, 1] de uma sucessio de polinémios (os polinémios P, (1 — x?)). Na verdade,

com uma mudanca de varidvel do tipo x = ct, onde ¢ > 0, temos:

Facto 55. A fungio |x| é, em qualquer intervalo da forma [—a,al, limite uniforme de uma sucessio de
polindmios.

Com base neste facto ficamos a poucos passos de demonstrar o seguinte importante teorema:

Teorema 4. (Teorema de aproximagio de Weierstrass) Qualquer funcio f € C([a, b] é limite uniforme em
[a, b] de uma sucessdo de polinémios.
Noutros termos: o subespago dos polinémios é denso em C([a, b]).

Exercicios: 1) Calcular a soma da série

NEUE U
4 7 10
Sugestdo: comecar pelo desenvolvimento em série de ﬁ
2) Seja 0 < a < 1. Mostrar que Ve > 0 existe um polinémio P(x) tal que |P(x)| < e se x € [—1,0]
e |P(x) —1] < e se x € [a,1]. (Sugestdo: a fun¢do seccionalmente linear em [—1,1] que vale 0 no
semieixo negativo e 1 em [4, 1] é combinagéo linear de um polinémio de grau 1, |x| e |x — a].)

12.2 CONVERGENCIA UNIFORME A PARTIR DE CONVERGENCIA PONTUAL

Teorema 5. (Teorema de Dini) Seja fi < fo < fz < --- uma sucessio crescente de fungdes continuas que
converge pontualmente em [a,b| para uma fungdo f continua em [a,b]. Entdo f, — f uniformemente em
[a, b].

Demonstragdo: Antes de mais, notemos que, de acordo com a hipétese, f,(x) < f(x) Vx € [a,b].
Se a conclusao é falsa, entdo existe ¢ > 0 e existem infinitos valores de n tais que

1fn = flloo = maxyepap)l fu(x) = f(x)] > & (a)

Passando a subsucessdo correspondente aqueles valores de n (que, por comodidade, representamos
com o mesmo simbolo), existe para cada n um ponto x, € [a,b] tal que

f(xn) = fulxn) = maxepap|fu(x) = f(x)| > &

De (x,) podemos extrair uma subsucessdo convergente: continuamos a representd-la pelo mesmo
simbolo, isto é, supomos que é (x,) que converge, digamos: limx, = x € [a,b]. Existe k € N tal
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que f(x) — fr(x) < &/2; pela continuidade de f — fi esta desigualdade estende-se a uma vizinhanga
de x, isto é: existe 6 > 0 tal que t € [x —J,x + 5] N [a,b] = f(x) — fr(x) < €/2; finalmente, pela
monotonia da sucessdo f,, podemos concluir

tex—95,x+4dN[ab], j>k = f(x)— fi(x) <e/2. (b)

Ora, como para 7 suficientemente grande temos x, € [x — J,x + 6] N [a,b], o confronto de (a) e (b)
conduz a uma contradigao.

Observagdo: A demonstragdo anterior é um de muitos exemplos de utilizacdo de um “argumento
de compacidade", traduzido aqui numa passagem ao limite em subsucessdao. O mesmo argumento,
no essencial, permite resolver os exercicios seguintes.

Exercicios: 1) Seja f, uma sucessdo de fungdes continuas e crescentes em [4,b] que converge
pontualmente em [a,b] para uma fungdo continua. Mostrar que a convergéncia da sucessdo é
uniforme. INDICACAO: Imitar a demonstracio do teorema de Dini até a passagem ao limite
limx, = x € [a,b]. Em seguida, suponhamos para fixar ideias que x,, > x para infinitos valores de n
(0 caso x, < x é andlogo). Fixemos z > x tdo préximo de x que f(x) < f(z) < f(x) +€/4 (notar que
f é continua e crescente). Ora, existe p € N tal que

Vm>p |fu(x) = f(x)] <e/4, |fu(z) - f(z)| <e/4

Considerando o retangulo R = {(t,y)|x <t <z, f(x) —¢e/4 <y < f(z)+¢/2, facilmente se
constata entdo que para m > p o gréfico de fu|[, ) estd contido em R. E obviamente o mesmo vale
para f. Entdo (escolhendo x,, em [x,z]), |f(xm) — fm(xm)|, que é a distdncia na vertical entre dois
pontos dos gréficos de f e f;, é inferior a 3¢/4.

2) Seja f, uma sucessdo de fungdes Lipschitzianas em [g, b], todas com a mesma constante de
Lipschitz, que converge pontualmente em [, b] para uma fungdo f. Mostrar que a convergéncia
é uniforme. INDICACAO: Imitar a demonstragio do teorema de Dini até a passagem ao limite
limx, = x € [a,b]. Depois, temos (sendo L a constante de Lipschitz)

[fa(y) = fu(X)] < Lly = x|, |f(y) = f(x)] < Lly — x|

de onde
[fn(y) = f)] < 2LJy — x[ + [fu(x) — f(x)].

Tomando 7 suficientemente grande, e escolhendo y = x;,, qualquer das duas tltimas parcelas fica
< €/2, 0 que determina a contradi¢gdo com a construgdo dos x,.

3) Mostrar que uma fungao localmente Lipschitziana em [a, b] é Lipschitziana em [a, b].

4) Seja E o espaco das fungdes continuas definidas em [—1,1] cujo gréfico consiste em dois
segmentos de recta com uma extremidade comum. Seja f,, uma sucessdo em E tal que f,(x) — 1 — |x|
Vx € [—1,1]. Mostrar que esta convergéncia é uniforme.

5) Mostrar que existe uma sequéncia de polinémios P, de grau 7 que converge uniformemente para
(x —1)3(x —2)%(x>+ x + 1) em [0,3] e tal que cada P, possui 5 raizes reais distintas. SUGESTAQO:
escolhida uma sucessdo ¢ — 0, substituir o factor (x — 1) por (x —1)(x — 1 +¢&,)(x — 1+ 2¢,)...
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12.3 PASSAGEM AO LIMITE EM INTEGRAIS IMPROPRIOS
Uma das consequéncias mais titeis da convergéncia uniforme é a seguinte: se f, — f uniformemente

em [a, b], entdo . .
| f= [ (Lim)

desde que os integrais tenham sentido (por exemplo, a Riemann).
Vamos dar alguns elementos para o tratamento do problema andlogo quando os integrais em jogo
sdo impréprios. Embora a abordagem satisfatoria desta questdo exija uma teoria mais sofisticada

do integral (por exemplo, a teoria de Lebesgue, que serd estudada numa disciplina posterior),

veremos nesta seccdo como resolver a questdo em casos particularmente simples, com o nivel de
conhecimentos ja adquiridos.

Consideremos, para fixar ideias, o caso de integrais impréprios num intervalo [a,b[, onde a € R e
b € R oub = 4o00. As fun¢des que consideramos, definidas neste intervalo, serdo seccionalmente
continuas (isto é, podem admitir um ntimero finito de descontinuidades) e os seus integrais existem
(pelo menos) no sentido do integral impréprio. (Nao repetiremos este pressuposto nos enunciados.)
Pretendemos saber sob que condig¢des, a partir da convergéncia pontual

lim £u(x) = f(x) ¥x € [a,b] (cp)

se pode inferir que é vélida a passagem ao limite nos integrais (Lim).

Facto 56. (Intervalo limitado) Suponhamos b € R. Seja f, : [a,b[— R uma sucessio de fungdes e seja
f = [a, b[— R uma fungio tais que:

(1) Existe g : [a,b[— R tal que |f,(x)] < g(x) Vn € N Vx € [a,b], f g(x)dx < 4o0.

(2) Ve > 0 f, — f uniformemente em [a,b — e].

Entdo vale a passagem ao limite (Lim).

Facto 57. (Intervalo ilimitado) Seja f, : [a, +oo[— R uma sucessio de fungdes e seja f : [a,00[— R uma
fungdo tais que:

(1) Existe g : [a,+o0o[— R tal que |f,(x)| < g(x) Vn € N Vx € [a, +00], f g(x)dx < +o0.

(2) YA > a f, — f uniformemente em [a, A].

Entdo vale a passagem ao limite (Lim).

Observacao: Em linguagem sintética, estes enunciados garantem a passagem ao limite desde que
a sucessdo seja majorada em valor absoluto por uma funcdo integravel e haja convergéncia uniforme
nos subintervalos compactos de [a,b]. Obviamente, as hipdteses implicam, em particular, que se
verifica (CP).

2) E facil formular enunciados analogos para o caso de um intervalo ]a, b] ou outro tipo de intervalos.

Como habitualmente ao trabalhar com integrais impréprios, também podemos considerar integrais
em R, os quais se reduzem por adigdo aos tipos anteriores. Por exemplo, se nos factos anteriores
substituirmos o intervalo por |a, +o0[ podemos tratar a convergéncia de integrais improprios nete
intervalo por meio do seguinte enunciado:

Facto 58. (Intervalo ilimitado e fungdes ilimitadas no extremo finito) Seja fy :]a, +oo[— R uma sucessio de
fungdes e seja f :]a, co[— R uma fungio tais que:

85



86

CONVERGENCIA UNIFORME - TRES PONTOS ADICIONAIS

(1) Existe g :]a, +oo[— R tal que |f,(x)| < g(x) ¥n € N Vx €]a, +oo], f g(x)dx < o0
(2) Ve >0, A>a+¢f, — f uniformemente em [a+ ¢, Al.
Entdo vale a passagem ao limite (Lim).

Demonstragao: Vamos demonstrar o primeiro enunciado, sendo semelhante a demonstra¢do do
segundo, com adaptagdes Obvias.

Em virtude das hipéteses e do critério de comparagdo, o integral de f em [a,b] existe (sendo
absolutamente convergente. Entdo, para qualquer ¢ > 0

[r- s [h-a=] " th-a4 [ 15

Em virtude de (1), |fu — f| < 2¢ em [4,b[ para todo o n, e 2¢ é integravel em [a,b[; entdo, dado
arbitrariamente 6 > 0 podemos fixar ¢ > 0 de modo que

b o
- = VnelN.
Jof=f1<f vne
Por causa de (2), f, — f uniformemente em [a,b — €], 0 que pemite afirmar
dpelN n>p:>/ f|<f
Resulta, para n > p, que | [ ab fo— [ ub f| < 8, o que conclui a demonstragao.

Exemplos: (O simbolo lim representard sempre lim;_,.) Tem-se lim fo ol gy = 4 porque

x"+4
Mmoo = f(x):= {

sendo a sucessdo limitada por 1 e convergindo para ; uniformemente em [0,1 — €] para todo o & > 0.

O limite dos integrais ¢, pois, o integral de f, que coincide com o da constante 1.

IN

<1

, 0<x<
x=1

QN W[

2) lim f01 nx(1—x)"dx = 0. A sucessdo das integrandas converge pontualmente para 0 em [0, 1],

~ . . ot n . . nitl . .
mas ndo uniformemente; com efeito o maximo de nx(1 — x)" naquele intervalo é (e atingido em

X =1 + —. Mas a conclusao resulta de a sucessdo de integrandas ter majorante 1 e de a convergéncia
ser uniforme nos intervalos da forma [¢, 1], j& que nx(1 — x)" < n(1 —¢)" Vx € [¢, 1] e a sucessdo
numérica n(1 — ¢)” tem limite 0.

3) Seja a > 1. Entdo lim f0+°°(1 + Xyne=m dy = [° el=0¥ = _L_ Com efeito, sabemos que para
x > 0 tem-se lim(1 + %)” = ¢*, sendo a sucessdo crescente relativamente a n. Assim, as integrandas
sdo majoradas pela fungio integravel e(!~%%; e a monotonia permite obter a convergéncia uniforme
nos compactos, em virtude do teorema de Dini (Facto 5).

4) lim f0+°° \/ﬁ dx = 0. De facto, designando f,(x) a sucessdo de integrandas, temos

0 < ful(x) < \/xl+7x3dx = g(x);
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a fungdo g é integravel em |0, +-oo[ porque g(x) % quando x — 0 e g(x) x?}T quando x — +o0; e
dados 0 < € < A tem-se f, — 0 uniformemente em [, A], visto que

flx) < o Vx > e.

~ e+ ned -

5) lim f0+°°(1 + %) "sin 2 dx = 0, visto que, pondo h,(x) = (1+ %)7", tem-se limh,(x) = ™%,
hi(x) > ha(x) > h3(x) > - - e hy é integravel em [0, +-oo[. Assim, as integrandas sdo majoradas em

modulo por uma integrével e estd garantida a convergéncia uniforme nos compactos.

Exercicios 1) Calcular, justificando

. 1 nx
lim / dx
n—eo Jo /(1 —x)(1+ 4n2x2)

2) Calcular, justificando
+o0 .
lim ne " dx.
n—oo Jq1

Apresentar o resultado na forma de integral impréprio convergente. Sugestio: Comegar por fazer a
mudanga de variavel x" = t.

3) Calcular, justificando
. +oo nx
lim — _dx.
n—oo Jo 24 n(x3+x)

4) Calcular, justificando

lim

n—oo Jo

o T+ x+n2x2e
. dx.
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EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE 1° ORDEM - SOLUCOES
PERIODICAS

Sejam p, f : R — R fungdes continuas dadas. Seja T > 0. Consideremos o problema

{y/ +p(x)y=fx), 0<x<T "
y(0) = y(T)
que referiremos habitualmente como “problema periddico" referente ao periodo T.
Como todas as solugdes de (1) se obtém a partir da férmula
y(x) = PC+ [P f(s)ds) @)
0

onde P é uma primitiva de p fixada e C uma constante real, vemos que se obtém uma solugdo de (1)
se, e sO se,

Daqui concluimos imediatamente:
Facto 59. Se P(T) # P(0), o problema (1) tem uma e uma sé solugdo.

Facto 60. Se P(T) = P(0), o problema (1) tem solugdo se, e so se, fOT e’®) f(s)ds = 0. Neste caso, cada
escolha do niimero C dd uma solucdo.

Observagao: 1. A condicdo fOT eP®) f(s) ds = 0 significa que cada solucéo z do problema homogé-
neo y' — p(x)y = 0 satisfaz fOTz(s)f(s) =0.

2. Em particular, uma fungdo f de periodo T tem primitivas periédicas de periodo T se, e s6 se,
fOTf(x) dx = 0. (considerar a equagéo y' = f(x)).

Facto 61. Suponhamos que p e f sdo fungdes continuas e periddicas com periodo T. Entdo as solugdes em R de
(1) sdo periddicas de periodo T.

Demonstragdo: Pretendemos provar que, se y(x) é solugdo de y'(x) + p(x)y = f(x) em R sat-
isfazendo y(0) = y(T), entdo y(x + T) = y(x) ¥x € R. Ora, atendendo a periodicidade de p e f
imediatamente se verifica que a funcao

w(x) = y(x +T)
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é ainda solugédo de y/(x) + p(x)y = f(x). A condicdo y(0) = y(T) implica y(0) = w(0). Concluimos
que y = w.

Exercicios: 1) Verificar que a solugdo do problema y’' +2xy = 1, y(0) = 0 tem limite 0 quando
X — +o0 e portanto tem méximo absoluto em [0, +oo[. O méaximo ¢é atingido no tnico ponto x em
que y(x) coincide com 5-.

2) Calcular a tinica solugao periddica de y’ + (1 + sinx)y = cos 3.

3) Dado T > 0, a cada fun¢do continua e T—periddica p(t) associamos um ndamero positivo
j = j(p) tal que para qualquer solugdo da equagdo homogénea i’ = p(t)y se tem

y(t+T)=jy(t) VteR.

Verificar que a aplicagdo p > j estd bem definida no espago (de Banach) Cr das fungdes continuas e
T—periddicas e que:

(a) j(p+a) =j(p)j(q) Vp,q€Cr

(b) j é continua como aplicagdo de Cr (que tem a norma do supremo) em R.

(c) j(p) =1 se, e s0 se, as equagdes i’ £ p(t)y = 0 tém solugdes T-periddicas ndo triviais (isto é,
ndo identicamente nulas).

4) Seja a > 0 constante.

(a) Se f é uma fungdo continua em R com f(+4oc0) = L, verificar que qualquer solucdo de
Yy +ay = f(x) tem limite em oo e calculé-lo.

(b) Se f é uma funcdo continua e limitada em [0, +oo|, verificar que existe uma solucdo de
vy = ay + f(x) que é limitada em [0, +oo].

5) Dado a € R, calcular a solugdo geral de y’ +y = |x — a|. Sugestdo para um célculo rdpido: como
os coeficientes sdo constantes, a equagdo admite uma solugdo que é polindmio do 1° grau em cada
intervalo onde o 2° membro é polinémio do 1° grau.

6) Seja p uma fungdo T-periddica. Verificar que para toda a solugdo y(x) de y’ + p(x)y = 0 existem
m € R e uma funcido T-periédica B tal que y(x) = e"™*B(x), Vx € R. SUGESTAO: decompér p na
forma p = c+ p1, onde ¢ € R e p; é T-periddica e fOT p1(x)dx = 0.
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OBSERVACOES SOBRE UNICIDADE NO PVI

Lema 1. Se h é uma fungdo diferencidvel em [a, b] e existe uma constante K > 0 tal que
W (t) < Kh(t) Vt € [a,b]

entdo
h(t) < h(a)eKt =2 Vit € [a,b].

Demonstragio. Multiplicar por e K. Obtém-se 4 (e K'h(t)) < 0 e portanto e X' (t) < e~ Kh(a)
Vt € [a,b].

Coroldrio 1. (Desigualdade de Gronwall) Seja g uma fungio continua e ndo negativa em [a, b] tal que
existem ¢, d > 0 verificando

<c+d/ s)ds Vt € [a,b].

Entdo
g(t) < cet=9 vt e [a,b].

Demonstragio. Aplicar o lema com h(t) =c+d | ; g(s)ds

Comegamos por considerar o problema de valor inicial

y = f(xy), y(x) = yo (PVI)

Suponhamos que f é continua numa faixa I x R, tem valores em RR, xy € I, yo € R, e ainda: existe
L > 0 tal que

floy) = fx,9) <Lly-9), Vxe€l, Vy>y (1)

(condicao de Lipschitz unilateral).

Proposigdo 1. Sejam y(x) e z(x) duas solugdes de y' = f(x,y) em I e suponha-se que f satisfaz a condigio
de Lipschitz unilateral (1). Entdo

y(x) = 2(x)] < " |y(x0) — z(x0)|, Vx = xo.
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Demonstracdo. Considerar a fungdo h(x) = (y(x) — z(x))? e aplicar o Lema: obtém-se

W (x) = 2(y(x) — z(x)) (f(x, y(x)) = f(x,2(x)) < 2Lh(x)

(considerar separadamente os casos y(x) > z(x) e y(x) < z(x)).

Nota importante: No caso em que L = 0 obtemos ja o seguinte resultado notavel: Se para cada x a
funcdo y — f(x,y) é decrescente, entdo o problema PVI com condicdo inicial em x = a tem solugéo
Unica em [a, b]. De igual modo se pode afirmar que, se y — f(x,y) é crescente, ha solucdo tinica em
[a,b] para o problema com o valor inicial dado em x = b.

Proposi¢do 2. Sejam y(x) e z(x) duas solugbes de y' = f(x,y) em I mas suponha-se agora que f é
y-Lipschitziana, isto é:

fy) = flop)| <Lly—gl, vxel vy geR (2)

Entio
y(x) - 2(x)] < el y(xo) — z(x0)|, Vx € L

Demonstragdo. Como (2) implica (1), a desigualdade a demonstrar, para x > xo, resulta da
proposigdo anterior. Por outro lado, a cada solugdo y(x) de y' = f(x,y) corresponde a solugdo
y1(x) ;== y(—x) de y; = —f(—x,y1) que esta definida no intervalo —I formado pelos simétricos dos
elementos de I. Como (2) também implica (1) para a fungdo —f(—x,y), conclui-se a desigualdade
para x < xo. (Em alternativa: refazer directamente o célculo.)

Observacgdo. Se a condigdo (2) é vélida apenas num rectangulo finito, produto de dois intervalos,
I x ], (i.e. substituindo R por J) a conclusao da Proposicdo 3.2 é vélida para solu¢des com valores
em J.

Observemos que a proposigdo anterior pode ser reenunciada do modo seguinte, evidenciando que
as solugdes dependem continuamente dos dados iniciais. Mais precisamente, a norma da solugdo
em cada intervalo compacto depende de modo Lipschitziano (o modo mais simples de dependéncia
continua!) do dado inicial:

Proposigdo 3. Sejam y(x) e z(x) duas solucdes de y' = f(x,y) em I com f y-Lipschitziana, isto é: verificando
(2). Entdo para cada intervalo compacto K C I existe uma constante M > 0 tal que

sup [y (x) — z(x)| < Mly(xo) — z(x0)|-

xeK

Proposig¢do 4. Sob a condigio (1), o problema (PVI) tem no mdximo uma solugio em cada intervalo da forma
[XQ, Xo + 5] N 1.
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Proposicao 5. Sob a condigio (2), o problema (PVI) tem no mdximo uma solugdo em cada intervalo da forma
[X() —9,x0 —|—(5] NI

Notas. 1) Se y(t) é solucdo da equacdo auténoma y' = f(y), entdo todas as translatadas y(t —c),
¢ € R, sdo também solugoes.

2) As solugoes da logistica ¥’ = y(1 — y) sdo, além das constantes 0 e 1: 1iret

se0<y(0) <1, % e as suas translatadas se y(0) > 1; % e as suas translatadas se y(0) < 0. Na

figura abaixo estdo esquematizados os gréficos das solugdes y(t) com as condigdes iniciais y(0) = 0,
y(0) =1,y(0) =1/4,y(0) =1/2. y(0) =3/4,y(0) =3/2,y(0) =2,y(0) = —1/2,y(0) = —1.

e as suas translatadas

|
[
[
I
2) As solugdes de ' = ,/y+ sdo: todas as constantes negativas; a fungdo

2/4 t>
u(t) = / =0
0 <0

e todas as suas translatadas. Em particular, as solu¢des do PVIy' = ,/y;, y(0) = 0 sdo todas as
fungdes u(t — ¢) com ¢ > 0. Notar que neste problema ha unicidade para t < 0.

Exercicios 1) Determinar as solu¢des do problema y' = y'/3, y(0) = 0.

2) Determinar todas as solu¢des em R do problema: y' = /[y], y(0) = 0. Observar que a equagio
e a condicdo inicial implicam que as solu¢des tomam valores < 0 parat < 0

3) Determinar a (tnica) solugdo do problema (a) v = /y; +1, y(0) = 0; (b) ¥ = /y; +
t, y(0) = 0. Notar que (b) tem uma solugdo 6bvia ¢(t) (visivel por simples observagio da equagio).
Se houver outra solugdo y, representemo-la na forma y(t) = ¢(t)u(t) e deduzamos uma equagao
diferencial para u.
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Neste capitulo, que é dedicado a extensdes e complementos de parte da matéria de Analise
Matemaética IV, consideramos uma equagdo ' = f(x,y) com segundo membro continuo e y-
localmente Lipschitziano numa faixa infinita D = I x R", em que I é intervalo aberto real.

Proposicdo 6. Se y(x) é solugio de y' = f(x,y) definida e limitada em [xo,x1), com x1 € I, entdo y é
prolongdvel a [xg, x1] como solugdo da equagdo.

Proof. Tem-se M = sup, .., f(x,y(x)) < +oo. Se tomarmos uma sucessao qualquer t; € [xo, x1),
com t; — x1, e escrevermos a equagao em forma integral, obtemos, a partir do teorema de valor
médio sob a forma de desigualdade, |y(t;) —y(t;)| < M|t; —t;|. O critério de Cauchy implica
que lim, _, - y(x) existe. Chamemos-lhe y;. Prolongando y(x) a [xo, x1] com o valor y; em x = x;
obtemos uma fungdo diferencidvel em x; (verificagdo simples,pela regra de Cauchy) e imediatamente
se comprova (por passagem ao limite) que ela satisfaz a equagdo diferencial em [x, x1].

Uma solucdo y(x) de y' = f(x,y) definida num intervalo [xo, x1) (respect. (xp,x1]) C I diz-se
continudvel a direita (respect a esquerda) se existe um prolongamento 7 de y que ainda é solugdo da
equagdo diferencial e que estd definida num intervalo [xo, x2) (respect. (x2,x1]) com xp > x; (respect.
x2 < xp). Por negacdo destas condi¢des obtém-se os conceitos de solu¢do nao continudvel a direita
ou nao continudvel a esquerda.

Uma solugdo definida num subintervalo aberto de I diz-se ndo continudvel se é ndo continuével a
direita e ndo continudvel a esquerda.

Teorema 1. Seja y(x) uma solugio de y' = f(x,y) definida no intervalo [xo,x1) C I, ndo continudvel a
direita. Entdo, se x; < sup I, tem-se

lim [y(x)| = +oo.

x—>x1
Proof. Admitamos, pois, que x; < sup I. Em particular, x; € I.

Afirmagdo 1:
limsup |y(x)| = +oo.

X*).Xl
Com efeito, se este limite superior for finito, e por ser x — y(x) limitada nos intervalos compactos,
resulta que y(x) é limitada em [xp, x1). Pela proposicdo acima, y prolonga-se como solugdo ao ponto
x1, e portanto, pelo teorema de existéncia e unicidade, prolonga-se mesmo a um intervalo da forma
[x0, X1 + 6) com 6 > 0. Obtemos uma contradi¢do com a hipétese.

95



96

CONTINUAQAO DE SOLU(;@ES; COMPORTAMENTO NO INFINITO

Ora, para provarmos que o limite existe, temos de verificar que a condi¢do
dM >0 talque Ve>03xe€ (x1—¢x1) |y(x)|<M (%)

ndo é verdadeira. Suponhamos que o é, com vista a uma contradicéo.

Consideremos as fronteiras Sy, Som das bolas de centro 0 e raios M e 2M, respectivamente.
Conjugando (*) e a Afirmacao 1, construimos #; < t; tais que xo < t; < tp < x1, t; tdo proximo de xq
quanto se pretenda, e

y(h) - SM, y(tz) - SZM/ M < |y(t)| < 2M V't € (tl, tz).

E na verdade podemos repetir este raciocinio construindo analogamente t3 < t, tais que t; < t3 <
ty < x1 e t3, t4 gozam exactamente da mesma propriedade. (Verificar com cuidado este argumento.)
Notemos ainda que também t3 pode ser tomado tao préximo de x; quanto quisermos. Por indugéo,
construimos uma sucessdo

h<bh<tz<ty<:---, t, = x1 (’Z)
com a propriedade:
y(t2i-1) € Sm,  y(t2i) € Sam,
M < ’]/(t)‘ <2M Vt e (tZi—l/tZi)z i=1,2,---

Ponhamos K = sup, - <, m<|zj<om |f(%,2)|. Teremos

M < Iy(ta) — (e ) = [ 1F(5,y(9)]ds < Ktz 1)

2i—1

que implica que tp; — t;—1 ndo tende para zero e portanto contradiz (a).

Demonstra-se analogamente:

Teorema 2. Seja y(x) uma solugio de y' = f(x,y) definida no intervalo (xo,x1] C I e ndo continudovel a
esquerda. Entdo, se xo > inf I, tem-se

lim |y(x)| = +oo.

+
x—)xo

Este resultado tem consequéncias importantes para o estudo do dominio da solugdo do problema
de valor inicial

¥y =f(xy), ylxo)=yo (PVI)

Sabemos que este problema tem uma solu¢do ndo continuével, tnica.

Coroldrio 2. Seja D = [ x R" e y(x) a solugio de (PVI) ndo continudvel a direita. Suponhamos que Vb € 1
tal que y estd definida em [xo, ) existe um mimero K (dependente possivelmente de xg e b) tal que |y(x)| < K
Vx € [xo,b). Entdo o dominio de y contém [xg, sup I).
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Demonstragdo. Seja [xp, x1) o dominio de y, suposta ndo continudvel a direita. Se x; < supI o
teorema anterior mostra que ha uma contradicdo com a hipétese.

Coroldrio 3. Seja D = I x R" e y(x) a solugdo de y' = f(x,y) nido continudvel a esquerda. Suponhamos
que para todo o b € I tal que y estd definida em (b, xo| existe um niimero K (dependente possivelmente de xq e
b) tal que |y(x)| < KVx € (b, xo|. Entdo o dominio de y contém (inf I, xo].

Coroldrio 4. Seja D = I x R" e y(x) solugio ndo prolongdvel de y' = f(x,y). Suponhamos que para todo o
intervalo (a,b) tal que a, b € I e y estd definida em (a,b) existe um niimero K (dependente possivelmente de a
e b) tal que |y(x)| < KVx € (a,b). Entio o dominio de y é .

Para aplicar os coroldrios anteriores é conveniente dispor de técnicas que permitam estimar as
solucdes. A desigualdade de tipo Gronwall fornece estimativas simples:

Corolario 5. Se D = I x R" e existem fungdes continuas nio negativas h, j : I — R tais que

[f(xy)l < h(¥)ly[+j(x), ¥(xy) €D (*)
entdo qualquer solugio ndo prolongdvel de y' = f(x,y) tem dominio I.

Demonstragdo: Sejam 4, b € I tais que o dominio de y contém (a,b).
Fixemos c € (a,b). Ponhamos M = sup.y b <o e N =sup; j < co. Tem-se em [c,b]:

yx) = y(e)+ [ Flsy(s)ds

e, por isso, usando a estimativa (*) da hipétese
ly(x)| < [y(e)| + N(b—c) +M/C ly(s)|ds Vx € [c,b).

Da desigualdade de Gronwall deduzimos entdo que y é limitada em [c, ).

De modo andlogo se prova que y é limitada em (4, c], utilizando a simetria de varidvel independente
x — —x, para a qual z(x) = y(—x) é solugdo, no intervalo simétrico, da equagdo z’ = —f(—x,z), a
qual aplicamos o mesmo raciocinio.

OBSERVACOES. 1) O caso particular em que f é linear em y (em que se verifica a hipétese deste
altimo coroldrio) foi estudado em detalhe no curso de Andlise Matemadtica IV, onde vimos que todas
as solucdes de um sistema linear estdo definidas no intervalo I onde a equagdo tem sentido.

2) Para uma equagdo de ordem 7, digamos

u(n) — f(x’ u,u/,. .. ,u(nfl)) (e)

obtemos enunciados correspondentes aos anteriores por redugdo a um sistema de n equagdes de
primeira ordem com variavel dependente y = (u, 1/, - -, u(n=1) ). Deve notar-se, pois, que tudo o que
envolva limitagdo ou limites se refere a esta fungdo vectorial. Por exemplo:
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Corolério 6. Seja D = [ x R" e u(x) solugdo de (e) ndo continudvel a direita. Suponhamos que Yb €
I tal que u estd definida em [xo,b) existe um niimero K (dependente possivelmente de xo e b) tal que
max{|(u(x)|, [t/ (x)], -, [u"V(x)|} < K Vx € [xo,b). Entido o dominio de u contém [xo, sup I).

Vamos ainda referir aplica¢des tteis a equagdes autonomas escalares de primeira ordem.

Proposigdo 7. Seja f : R — R de classe Ct, com um zero z, e suponhamos que existe A < z (respectivamente
B > z) tal que
f(s) >0 Vse[A,z), (respect. f(s) <0 Vs € (z, B]).

Entdo o problema de valor inicial

v =f), v0) =y (%)
em que A < yo < z (respect. z <yo < B), tem solugio y(x) definida e crescente (respect decrescente) em
[0, +00) e

Jim y(5) =2

Demonstragao: Consideremos a primeira afirmagdo (a segunda é andloga). Comecemos por
verificar o seguinte

Facto: Se [0,b) é um intervalo qualquer onde a solugdo y(t) de (**) estd definida, entdo yo < y(t) < z
Vit € [0,b).

Justificagdo deste facto: Se existisse t; € [0,b) tal que y(t1) = z, terfamos uma contradi¢do com o
teorema de unicidade para o problema de valores iniciais, ja que a constante z é solugdo da equagao
diferencial e y # z. Como a imagem de y em [0, b) é intervalo e y é crescente numa vizinhanga de 0
(na verdade facilmente se reconhece que é crescente em todo o seu dominio), resulta que tal imagem
estd contida em [y, z).

Do coroldario 2 deduz-se que o dominio da solugdo de (**), ja suposta ndo continuével a direita,
contém [0, +o0). Como y(x) é crescente neste intervalo, tem limite quando x — +oo e é claro que
Yo < L =1limy, o < z. Se fosse L < z terfamos

lim y'(x) = lim f(y(x)) = f(L) > 0.

X——+00 xX——+00

Pela defini¢do de limite e pelo teorema de Weierstrass podemos escolher C > 0 tal que
y'(x) > C Vx € [0,00).
O teorema fundamental do Célculo implica entao
X
y(x) =yo +/0 y'(B)dt > yo+ Cx — +oo

quando x — o0, contradizendo o facto de y(x) ter limite finito e terminando a demonstragéo.
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Analogamente se obteria uma afirmagdo sobre dominio e limites da solugdo de (**) alterando nas
hipéteses o sinal de f:

f(x) <0 Vx €[A,z), (respect. f(x) >0 Vx € (z, B]).

Sugerimos ao leitor que redija o correspondente enunciado.
Neste caso surgem nas conclusdes limites quando x — —oco.

Por outro lado, combinando enunciados deste tipo, obtemos

Proposicdo 8. Seja f : R — R de classe C!, com dois zeros z1 < z, tais que f(s) > 0 Vs € (z1,22). Entdo o
problema de valor inicial

¥ =fy), y0)=yo, (%)

em que z1 < Yo < za, tem solugido com dominio R e tem-se:

Jim v =zl y(2) =2

Exemplo de cilculo de tempo de explosdo. A solugdo Y (t) do problema
y =ty +4y+1), y(0)=1

calcula-se pela técnica de separagdo de varidveis, sendo dada implicitamente por

Y 1 2 :
. 5= > > _ .
/1 53+4S+1d5 t°/2, Yy >1,t>0 tais que y=Y(f)

Daqui resulta que o supremo de tais valores de t é o namero T > 0 tal que

/ R

1 s3+4s+1 0

(é um namero porque o integral é convergente). O dominio da solugdo Y, suposta ndo continuavel a
direita, é [0, T). Tem-se

lim Y (t) = +oo.
t—=T

A solugdo ndo pode, obviamente, prolongar-se ao ponto t = T, e por isso o ntimero T é referido
como fempo de explosio de Y (t).

Exemplo de auséncia de unicidade: um zero atingido em tempo finito. Consideremos a situagao
seguinte.
(H) E dada uma funcio f continua em (A, z], C! e positiva em (A, z), com f(z) =0, e

1
——ds converge.

Yo f(S)
(Exemplo: v/1 —x parax <1 (aqui A = —o0, z =1).)
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A solugdo Y(t) do problema de valor inicial

¥y =fy), y0)=yo (1)

onde yo € (A,z), é dada implicitamente, para t > 0, por

y
L¢7Zs =t Vye€lyoz), t>0 tais que y=Y(t).
vo f(5)

Resulta que o ntiimero real
21
——ds=T
/yo f(s)
tem as propriedades: a solugdo y = Y (t) estd bem definida para t € [0,T) e

}gr% Y(t) =z
Portanto Y prolonga-se como solucdo da equagao diferencial ao intervalo [0, T], com o valor Y(T) = z
(ver o argumento da demonstracdo da Proposigdo 6). Como a constante z (definida em IR) é também
solucdo, resulta que estamos numa situagdo de ndo unicidade — duas solugdes distintas passam no
ponto (T, z).
Podemos sumarizar as nossas conclusdes com o seguinte enunciado.

Proposicdo 9. Sob a hipétese (H), a solugdo y(t) do problema de valor inicial (t) estd definida em [0, T),
onde T = f;{)ﬁds eERey(T) =z

Também em contraponto com o caso C!, uma solucdo pode “ligar" dois zeros consecutivos em
tempo finito. Na verdade, utilizando os argumentos anteriores, prova-se analogamente.

Proposicdo 10. Admitamos a hipétese
(HH) E dada uma funcdo f continua em [z1,25], C! e positiva em (z1,22), f(z1) = f(z2) =0e

Z) 1
——ds converge.

Z1 f(s>
Entdo, se yo € (z1,z2), a solugdo y(t) do problema de valor inicial (1) estd definida em [S,T], onde

T = fyzoz %ds €R,S = fyzol ﬁds € R, y(S) = z1 e y(T) = zp. Em particular, o comprimento do

intervalo [S, T| é igual a fzzlz % ds.

Exemplos de argumentos que envolvem solucdes ndo prolongiveis e também a dependéncia
continua dos dados iniciais. 1) Seja h(t) uma funcdo periddica de periodo T e tal que 0 < h < 1.
Entdo a equacgdo diferencial

u' = (1—u)*—h(t) (p)

tem pelo menos uma solugéo T-periddica, isto é, uma solucdo u com u(0) = u(T).
Para justificar esta afirmagéo seja 1, a solugdo de (p) com condi¢do inicial

uz(0) = z.
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Entéo, afirmamos: 0 < u,(t) < 1Vz € [0,1] e Vt > 0 tal que a solugio esteja tenha sentido em t.

Comecamos por ver que, se z € [0,1], a desigualdade 0 < u,(t) verifica-se Vt > 0 tal que u,(t)
exista. De facto, se para algum ty > 0 se tivesse u,(ty) = 0 poderfamos supor que f; era 0 menor
numero positivo com essa propriedade e, como u(t) > 0 numa vizinhanga esquerda de ty, viria
u(tp) <0, em contradigdo com a equagdo diferencial.. De modo anélogo se verifica que u,(t) < 1
parat > 0.

Em virtude da teoria anterior, por ser limitada a solugdo u, em qualquer eventual intervalo [0, s)
onde exista, entdo i, suposta ja ndo prolongével, esta definida em [0, +c0).

Resulta que a fungdo z — u(T) — u,(0) estd bem definida e é continua no intervalo [0, 1]. Pelo
que acabamos de mostrar, esta fungdo toma um valor positivo para z = 0 e um valor negativo para
z = 1. O teorema do valor intermédio garante que existe z* tal que u,+(T) — u,«(0) = 0. Como h é
T-periédica, o mesmo sucede com u,+. (Recordar um argumento utilizado no cap. 13.)

Exercicio: O argumento anterior conduziu a uma soluc¢do que tem valores em [0, 1]. Mostrar que,
na verdade, ha outra solu¢do perioédica com valores em [1,2]. Sugestdo: tomar valores iniciais em
t=T.

2) Sem resolver a equacao
u' =1+ x)u(l—u) (e)

podemos demonstrar que existe um namero a > 0 tal que para cada b € (0,a) a equagao (e) tem
duas solugdes tais que u(10) — u(0) = b.

Para isso, representemos por i, a solugdo (suposta ja ndo prolongavel) de (e) com condicdo inicial
u /\(0) = A

Tem-se, evidentemente, ugp = 0eu; =1. Se 0 < A <1, u) é crescente e s6 pode tomar valores em
(0,1). Assim, u) tem dominio R. A fungéo

A = 1, (10) — 1, (0)

estd bem definida e é continua em [0, 1], sendo positiva em (0,1) e nula nos extremos. A afirmagao é
entdo verificada desde que se tome a2 como o méximo desta fungéo.
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SUB E SOBRE-SOLUCOES EM PROBLEMAS DE 1* ORDEM

Seja f : [a,b] x R — R continua e consideremos o PVI

v =flxy), yl)=A (1)
Uma funcdo v € C!|a, b] diz-se uma sobre-solucio estrita de (1) em [a, b] se
v'(x) > f(x,0(x)) Vx €[a,b] e v(a)> A.

Facto 62. Se v(x) é uma sobre-solugio estrita de (1) em [a,b] e y(x) é solugdo de (1), entdo v(x) > y(x)
Vx € [a,b].

Demonstragio: Se a conclusdo é falsa, existe t; € [a,b] tal que v(t;) = y(t1) e, tomando um
infimo se necessério, podemos supor que v(x) > y(x) Vx € [a,t1]. Facilmente se conclui entdo

v'(t1) <y'(th) = f(ti,y(t1)) = f(t1,v(t1)) < ?'(t1), uma contradigao.
Dizemos que v € C![a, b] é uma sobre-solugdo de (1) em [a,b] se
o' (x) > f(x,0(x)) Vx € [a,b] e v(a)> A.

Facto 63. Seja f localmente Lipschitziana em relagdo a sequnda varidvel. Se v(x) é uma sobre-solugio de (1)
em [a,b] e y(x) é solugdo de (1), entdo v(x) > y(x) Vx € [a,b].

Demonstragio: Fixemos ¢ > 0 e o compacto S = {(x,z)| x € [a,b], |z—y(x)| < ¢}. Entdo f é
Lipschitziana em relagdo a segunda varidvel em S,, com certa constante L. Para § > 0 definamos

w0s(x) = 0(x) + 62,
Se ¢ é suficientemente pequeno, o grafico de w; estd contido em S, e portanto
wj(x) = v/ (x) + 2062 > f(x,0(x)) + 2L6PL) >

> fx,0(x) +82H07) = f(x,w5(x))
Vx € [a,b]. Entdo w; é sobresolugdo estrita para (1).. Do resultado anterior deduz-se ws(x) > y(x)

Vx € [a,b]. Tomando limite quando § — 0 obtém-se a desigualdade pretendida.

Definimos sub-solugdo estrita e sub-solugdo de (1) em [a, b] invertendo o sentido das desigualdades
que serviram para definir sobre-solugdo estrita e sobre-solu¢do. E, do mesmo modo, demonstra-se
que
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Facto 64. Seja f localmente Lipschitziana em relagdo a sequnda varidvel. Se u(x) é uma sub-solugio de (1) em
[a,b] e y(x) é solugio de (1), entdo u(x) < y(x) Vx € [a, b].

Se em (1) substituirmos a condicdo inicial y(a) pela “condic¢do final" y(b) = B e, seguindo o
esquema anterior, definirmos sobre-solugédo como uma fungio v tal que v(b) > Be v'(x) < f(x,v(x))
Vx € [a, b], obtemos um enunciado andlogo ao anterior. Do mesmo modo, o conceito de subsolugédo
que se adapta & condicdo final é: fun¢do u tal que u(b) < Be u'(x) > f(x,u(x)) Vx € [a, b].

Exercicios: 1) Seja /i : [0, T] — R uma fungao continua tal que 0 < h(t) < } Vt € [0, T]. Seja y(t)
solugdo de
Y =y(1—y) = h(b). (E)
Mostrar que, se 1/2 < y(0) < 1,entdao 1/2 < y(T) < 1. E,se 0 < y(T) < 1/2, entdo 0 < y(0) < 1/2.
Concluir que, se h estd definida em R e é T-periddica, a equacdo (E) tem duas solugdes periddicas.
2) Considere-se a solugdo de y’ = y? + sint tal que y(0) = 2. Usando as equagdes auténomas
y' = y? £ 1 para construir sub- e sobre-solugdes* com a mesma condigéo inicial, mostrar que y(t)
tem tempo de explosdo T tal que
In3

T
— —arctan2 < T < —.
5 arctan2 < I < 5

*Pelo método de resolugdo das separaveis, obtemos as fung¢des: tan(t 4 arctan2) e gzijf;

3) Seja a : R — R uma fungdo continua tal que a(t) > 1Vt € R.
Mostrar que a solugdo y(t) do problema de valor inicial

V= 07— 2a (3 +0, y(0)=2

tem tempo de explosdo T > 0 finito, dando um majorante de T.
4) Seja a : R — R uma fungdo continua tal que a(t) > 1Vt € R.
Mostrar que a solugéo y(t) do problema de valor inicial

y = (2 —3)a(t)(3+2t), y(0) =2

tem tempo de explosdo T > 0 finito, dando um majorante de T.
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PROBLEMAS DE VALORES FRONTEIRA - EQUACOES LINEARES DE 2°
ORDEM

Neste capitulo estudaremos um modelo simplificado de “problema com valores fronteira" linear.
Precisamente, vamos considerar o problema de 2 ordem

y' +a(x)y = f(x), x€[0,] 3)
y(0)=0, y(I)=0 (4)
onde a e f sdo fungdes continuas no intervalo compacto [0,1], com I > 0. Veremos que, ao contrario
dos problemas de valores iniciais, problemas com condi¢des deste tipo ndo gozam, em geral, das

propriedades de existéncia e unicidade de solugdo. Tem um papel importante nesta discussdo a
equacdo homogénea associada

y'+ax)y=0, x€[0] ()
e em particular quando lhe juntamos as condigoes (4).
Facto 65. O conjunto de solugdes y(x) de (5)-(4) é um espago vectorial de dimensdo 0 ou 1.

Demonstracdo: Se y, z sdo solugdes de (5)-(4), entdo, como o Wronskiano de y, z tem uma linha
nula, aquelas solugdes sdo linearmente dependentes.

Vamos entdo ver que a resolucdo do problema (3)-(4) depende essencialmente do espago de
solucoes de (5)-(4).

Facto 66. Sio equivalentes as afirmagoes:
(5)-(4) s6 tem a solugdo trivial (y = 0);
Vf € C([0,1]) o problema (3)-(4) tem uma e uma sé solugdo.

Demonstragao: Sabemos que a solugdo geral de (3) admite a representagéo

y=yptcap+cy

onde y, € solugdo fixada de (3), ¢, ¢ constituem uma base de solugdes de (5) e ¢1, c2 sdo constantes
reais. Uma tal solugao satisfaz (4) se, e so se

{yp<o> +19(0) +c2p(0) =0 ©

yp(l) +c1p(l) + c2p(l).
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As constantes c; que determinardo a solugdo procurada sdo, pois, solugdes do sistema linear 2 x 2 (6)

cuja matriz é
[(P(O) IP(O)]
o) y()
A solugdo de (6) existe e é tinica para qualquer vector coluna [y,(0), y,(I)]’ se, e s6 se, a matriz é
invertivel, ou equivalentemente se o sistema homogéneo, em que [y,(0), y,(I)]" é substituido pelo
vector nulo, s6 tem a solugdo ¢; = 0 = ¢ — 0 que, precisamente pelo cdlculo que nos conduziu a (6),
significa que (5)-(4) s6 admite a solugdo trivial.

Observacdo: A hipétese do Facto 66 é verificada se a < 0 em [0, !]. De facto, seja y uma solugdo
de (5)-(4); multiplicando (5) por y(x) e integrando por partes obtemos

1 1
_ / Y (x)2dx + / a(x)y(x)? dx = 0.

Em virtude de (4) tem-se [y(x)y'(x)]} = 0. Resulta 0 < fo x)2dx — fo y(x)?dx = 0, de onde

(x
y' = 0 e, novamente por (4), y = 0.

Facto 67. Suponhamos que (5)-(4) tem uma solugio ¢ # 0 (isto é, uma solugio ndo trivial). Entdo (3)-(4) tem

solugdes se, e s6 se
I
|| Fx)p(x)dx =0 ()

e nesse caso tem uma infinidade de solugdes.

Demonstragio: Suponhamos que (5)-(4) tem uma solugao ¢ # 0:

¢"(x) +a(x)p(x) =0, ¢(0)=¢(1)=0 (*)
e que (3)-(4) tem uma solugdo y:
y'+a(x)y=f(x), y(0)=0, y(I)=0. (%)

Multiplicando a equagédo de (**) por ¢(x) e integrando em [0, ] (por partes no caso do 1° termo)
obtemos

[y (x)g(x)]o—

_/Oly'(x dx+/ dx_/f

Pelas condigdes de ¢ nos extremos do intervalo, tem-se [y (x)¢(x)]}) = 0. Integrando novamente por
partes vem

~[ly(x)¢' (0)]o+

—l—/oly(x "( dx+/ dx—/f

Utilizando as condig¢des de y(x) nos extremos resulta

) l
| v0(e" @ +ame) = [ fx)p(x) dx



17.1 CALCULO DA SOLUGAO UNICA; FUNGAO DE GREEN

e, pela equacdo em (*), conclui-se (s).

Suponhamos agora que f satisfaz (s). Vamos construir uma solugdo particular de (3) utilizando a
férmula de “variacdo das constantes". Em primeiro lugar, escolhamos uma base de solugdes de (5) a
partir de ¢: basta considerar {¢, ¢}, onde ¥ é qualquer solugdo de (5) que verifica ¥(0) = 1 (por

exemplo, a solugdo do PVI ¢(0) =1, ¢’'(0) = 0) e que, portanto, é linearmente independente de ¢.

Como sabemos (ver Aula 9), uma solugdo particular de (3) é dada por

yp(x) = c1(x)p(x) +c2(x)p(x)
onde as derivadas das fungdes ¢;(x) sdo, para cada x, solugdes do sistema linear 2 x 2
1 (X)@(x) + 2 (x)y(x) =0
1 ()¢ (x) + 2 ()9 (x) = f (),
Resolvendo este sistema pelas férmulas de Cramer ou por qualquer processo elementar encontramos

) = - HIE, g _ )

onde W(x) é o determinante do sistema, isto é, 0 Wronskiano da base formada por ¢ e ¢. Obtemos

finalmente
wi) = (= [ L gt + ([ L080 ar)pco),

De ¢(I) = 0 e (s) resulta imediatamente que y, satisfaz (3)-(4). Além disso, é facil ver que o conjunto
de solugdes de (3)-(4) é dado por

yp(x) + Ag(x)

onde A é um nimero real arbitrario, o que termina a demonstragao.
Observagao: Na férmula que usdmos para a solucdo particular, o factor W pode sair dos integrais

porque, para o tipo de equagdo que estamos a considerar (sem termo em '), o wronskiano de duas
solucdes quaisquer é constante (exercicio simples).

17.1 CALCULO DA SOLUGAO UNICA; FUNGAO DE GREEN

Vamos agora determinar uma expressao analitica da soluc¢do tnica a que se refere o Facto 66.

Supomos, pois, que (5)-(4) s6 tem a solugdo y = 0. Para este efeito, convém escolher uma base de
solugdes { ¢, P} de (5) da seguinte maneira:

¢ é qualquer solucdo ndo nula de (5) tal que ¢(0) = 0 (por exemplo, a solugdo do PVI ¢(0) =
0, ¢'(0) =1);

1§ é qualquer solucdo ndo nula de (5) tal que ¢(I) = 0.

Em virtude da hip6tese que estamos a admitir, ¢(!) # 0 e (0) # 0. Assim, facilmente se conclui
que efectivamente {¢, ¢} é base de solug¢des e, incidentalmente, o seu Wronskiano é W = W(0) =
—1(0)¢’(0). Vamos recorrer a solugdo geral de (3) que tem a expressdo

y(x) = yp(x) + Ag(x) + Byp(x), (+)
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onde

yp(x) = <_ /Ox f(;\;zl;gt) dt) p(x) + (/ox f(I/t\;th) dt)l[](X). (%)

Impondo em (*) a condigdo y(0) = 0 imediatamente se conclui que B = 0. E A calcula-se a partir de
y(I) = 0, resultando

1 !
A=1g5 [emr@a
Logo, a solugdo de (3)-(4) é
1 1
1 () + 75 [ #(OF(©) dt)g(x)
que, por conveniéncia, vamos escrever na forma

() + [ 9O a9 + ([ 9070 ().

Inserindo a expressdo (**), esta tltima simplifica-se para

[ 9 0FO @0 + k([ g1 dp(o)

A expresssdo analitica que procuramos pode, pois, escrever-se

)
y(x) = [ Gl nf(ear )
onde

1
G(x,t) = {w¢(t)¢(X), se0<t<x<I .

Eo(x)p(t), se0<x <t<I

A fungdo G aqui introduzida chama-se fungdo de Green para o problema (3)-(4). Reconhece-se que é
uma fungdo continua no quadrado [0,1] x [0,!] e nula na fronteira deste.

Facto 68. Suponhamos que a(x) < 0 Vx € [0.I]. Entdo se f > 0, a solugdo (iinica) do problema (3)-(4) é < 0.

Demonstra¢do: Suponhamos que y(x), solugdo de (3)-(4), tem pelo menos um valor positivo.
Entéo facilmente se reconhece que existe um intervalo [c,d] C [0,!] tal que y(c) = y(d) =0ey(x) >0
Vx €]c,d[. Multiplicando (3) por y(x) e integrando (também por partes) em [c, d] obtém-se

vy @l - [P dxs [ty = [ floyo dx

Como a primeira parcela é nula, obtemos um valor < 0 no primeiro membro e um valor > 0 no
segundo. Logo,

d d
—/ y’(x)zdx+/ a(x)y(x)?dx =0

de onde ¥’ = 0 em ¢, d], y(x) constante em [c,d], e, como y(c) = 0, temos y(x) = 0 em ¢, d],
contradizendo o que estamos a admitir.



17.1 CALCULO DA SOLUGAO UNICA; FUNGAO DE GREEN

Observemos que, em particular, repetindo o argumento com f = 0, obtemos y < 0 e também
y > 0 (porque —y satisfaz a mesma equacdo). Estamos, pois, na situacdo em que (5)-(4) tem apenas a
solugdo trivial, justificando a mengao a solugdo tinica no enunciado. (Ver Observagdo a seguir ao
facto 66.)

Exemplo: Consideremos o problema (3)-(4) com a = A (constante) e [ = 7t:

y'+Ay = f(x), x€l0,n] )
y(0) =0, y(m)=0 (10)

Do Facto anterior resulta imediatamente que, se A < 0, o problema homogéneo

vV +Ay=0, x€l0,n] (11)
y(0) =0, y(m) =0 (12)

s6 tem a solugéo trivial (nota: 0 mesmo se concluiria ensaiando as condic¢oes de fronteira na solugao
geral y(x) = cie”V"M + cpeV M ou y(x) = c1 + cpx) e portanto, se f > 0, a solugdo de (9)-(12)
satisfaz y < 0.

Exemplo. Para o problema

y' +Ay=f(x), y(0)=0,y(m)=0 (Pp)

onde A é um parametro real, é um exercicio simples reconhecer que estamos nas condigdes de

existéncia de solugdo tnica se A ndo é quadrado de um inteiro positivo, isto é, A # n? paran € IN.

Em particular, se A é também positivo, podemos tomar ¢(t) = sin VAt, ¥)(t) = sin VA(r —t), e a
fun¢do de Green vem dada por

1 . )
Glx,t) = _msmﬁtsmﬁ(n—x), se0<t<x<m

—msinﬂxsin\/x(n—t), se0<x<t<nm

(13)

Obtemos entdo uma conclusdo interessante, que estende o facto 68 de um modo mais subtil: Se
0<A<1lef >0,paraasolugiode (Py) tem-sey < 0! Isto porque para tais A se verifica imediatamente
que G(x,t) <0V(x,t).

Exercicios: 1) Estudar, em funcdo de A, a existéncia de solugdes ndo triviais do problema
homogéneo
v +Ay=0, y(0)=0, y(n)=0.

2) Sob que condigdes é soltivel o problema
y'+n*y = f(x), y(0)=0, y(m) =0

onde n € IN?
3) Determinar os valores positivos de a tais que o problema

yV'+y=1, y(0)=0, y(a)=0
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ndo tem solucdo.
4) Determinar a fungdo de Green para o problema (P, ) no caso A < 0.
5) (a) A figura esquematiza o gréfico da solugdo yo(t) do problema de valores iniciais

y'+ty=0, y(0)=0, y'(0)=1

obtido com o Wolframalpha. De acordo com o mesmo programa, 1o tem uma sucessdo de zeros
0<z1<2zp<z3<---,8endo

Z1 = 2.666..., zp =4.342... z3 =5.741,---

Qual dos seguintes problemas de valores fronteira tem solu¢do para qualquer fun¢do continua f
que figura no segundo membro? Que hé a dizer quanto ao outro problema?

y'+ty=f(t), y(0)=0, y(z2)=0
y'+ty=f(t), y(0)=0, y(2)=0

(b) Verificar que a solugdo do problema
2/ —tz=5¢t te|0,1], z(0)=0, z(1)=0

satisfaz
—5<z(t) <0 Vte[o,1].

SUGESTAOQ: Para (a) observar que o problema homogéneo correspondente ao primeiro problema
tem a solugdo ndo nula cujo grafico é dado; no 2° problema isto ndo sucede porque qualquer solucado
do problema homogéneo que se anula em t = 0 é multipla da que esta representada no grafico (pelo
teorema de existéncia e unicidade), logo s6 se anula em ¢ = 2 se for identicamente nula.

Para (b) observar que a desigualdade da direita decorre imediatamente do Facto 68. A da esquerda
obtém-se diretamente da equacdo diferencial: seja t* o ponto de [0,1] onde z(t) atinge o seu minimo;
entdo, como z”(+*) > 0, vem —t*z(t*) < 5t*.
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17.2 UM EXEMPLO DE PROBLEMA NAO LINEAR MUITO SIMPLES

Vamos agora utilizar a fun¢do de Green para ilustrar a existéncia de solugdo para o problema nao
linear

y' +a(x)y =eg(xy), x€l0,]] (14)
y(0)=0, y(I)=0 (15)

onde ¢ é um parametro real e ¢ : [0,/] x R — R é uma fun¢do continua e Lipschitz em relagdo a
segunda varidvel: existe L > 0 tal que

lg(x,u) —g(x,v)| < Llu—v| Vxel0,l], uvekR (Lip)

Facto 69. Admitamos (Lip) e também que a(x) é tal que (5)-(2) sé tem a solugdo trivial (y = 0). Entdo existe
eo > 0 tal que, se |e| < gg o problema (14)-(15) tem solugdo tinica.

Demonstracao: Gragas a hip6tese sobre a func¢do a (o problema linear homogéneo subjacente s6
possui a solugdo trivial) podemos invocar a existéncia da fun¢do de Green G e, com base na expressao
(7) que obtivemos na secgdo anterior, afirmar que (14)-(15) é equivalente a equagao integral

y(x) = /O G Db y(t)dt, x € [0,] (int)

ou, de modo mais abstracto,
y=¢T(y) (intx)
onde T : C[0,1] — CJ0,!] é o operador (ndo linear) definido por

(T = [ Gloztty®)dr, yechl]

Ora, se u, v € C|0,1] facilmente calculamos
I
| Tu(x) — To(x)| = !/0 G(x, ) (f(t,u(t)) — f(t,0(t)))dt <

/Ol G (x, t)|L|u(t) — o(t)] dt.

- ||, como habitualmente, a norma do

Ponhamos M = maxg<y,<; G(x,t) e representemos por |
méximo em espacgos de fung¢des continuas. Tomando o méximo em x na desigualdade precedente

obtemos
| Tu — Tv||eo < ML||tt — || co-

Assim, o operador ¢ T é uma contragdo em CJ0,!] se € < ¢y, onde ¢g = 1/(ML). Da formulagéo do
problema na forma (int=) resulta entdo, invocando o teorema de ponto fixo para as contragdes, que a
solugdo existe e é tnica.

Exercicios: 1) Qual é a solugéo de

yV'+y=¢e"-1, y(0)=y(r)=0?
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2) Mostrar que
y'ty=y+1, y(0)=y(m) =0

ndo tem solugéo.

3) Adaptando o argumento do Facto anterior, dar um majorante para |y| de tal modo que o
problema

y'+ Ay =parctany+1, y(0)=y(n) =0,

onde 0 < A < 1, tenha solucdo. (O majorante dependera de A.)

Resolugio do caso A = 0: Considere-se a fun¢do de Green do problema

y' =f(x), y(0)=0, y(1)=0:

-1 <t <x <
G(x,t):{x(t ), se0<t<x<I

(16)
tfx—1), se0<x<t<L

Entdo o problema proposto (com A = 0) é equivalente a equagao integral

y(x)=pu /01 G(x,t)((arctany(t)) +1)dt, x € [0,1].

Designando T : C[0,1] — C[0, 1] o operador definido por

1
(Tu)(x) :/0 G(x,t)((arctanu(t)) +1)dt

a equacdo anterior 1é-se como o problema de ponto fixo

y=uT(y).
Ora, como max |G| = 1/4 e arctan é uma fun¢do com constante de Lipschitz igual a 1, facilmente

obtemos, com uma estimativa rapida em que o integral em [0, 1] fica majorado pelo valor méximo da
integranda

1
1T = Tolleo < 7 [[11 = 0f]o.

Portanto o operador uT é contracgdo se |i| < 4 e nessa condi¢do o problema tem solugdo tnica.
Vamos observar, no entanto, que esta estimativa pode ser melhorada procedendo de modo mais
cuidadoso:

1
Hm—Twmgrmx/\cuﬁmu—wmw
x€[01] Jo
Ora, imediatamente se calcula: fol |G(x, t)| dt = J(x — x?). Assim,

1
ITu = Tl < gl = vlleo

de onde concluimos que na verdade o problema tem solugéo tnica se |u| < 8.
4) Seja ¢ : R — R uma fungdo continua limitada, digamos: existem m, M € R tais que m < g(s) <
M Vs € R. Mostrar que, se f é continua em [0, 77] e o problema

Y +y+38y) = f(x), y(0)=y(m) =0
tem uma solugdo y(x), entdo
2m < / f(x)sinxdx < 2M.
0
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No capitulo anterior vimos como o estudo de certas equagdes integrais, interpretadas como problemas
de ponto fixo, permite obter existéncia (e unicidade) de solugdes de problemas de valores fronteira.
Vamos agora rever o teorema de existéncia e unicidade para o PVI (problema de valores iniciais) com
recurso a uma equacao integral. Comecemos por estudar a equacdo integral simples

u(x) = [ Klx gt u(e) dt (17)

onde K : [a,b] x [a,b] - Re g: [a,b] xR — R sdo fungdes continuas. Note-se que, ao contrario
das equagdes integrais encontradas no final do capitulo anterior, o extremo do integral ndo é uma
constante, mas coincide com a varidvel independente da fung¢do incégnita u.

Exemplos: 1) Se K =1, (17) é equivalente ao problema de valor inicial de primeira ordem
u' = g(x,u), u(a)=0.
2) Observemos que o PVI de 2° ordem

u” = f(x), wu(a)=0. u'(a)=0

tem a solucdo que se obtém quando se utiliza a férmula para encontrar uma solugdo particular

ux) = ([ FOpmane - ([ fep0) dp

onde se usou a base de solugdes de y”' = 0: ¢(x) = x —a e P(x) = 1, que tem wronskiano igual a
—1.
Portanto, com K(x,t) = x — t, (17) é equivalente ao problema de valor inicial de segunda ordem

"

u" = g(x,u), u(a)=0, u'(a)=0.

3) O problema de 2° ordem

tem a solucao
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como imediatamente se conclui através da férmula de uma solugdo particular. Assim, o problema
ndo linear
" +u=g(x,u), u0)=0. u(0)=0

é equivalente a (17) com K(x,t) = sin(x — t).

Facto 70. Suponhamos que g é continua nas duas varidveis e Lipschitziana relativamente a segunda, isto é:
existe L > 0 tal que
lg(x,u) —g(x,v)| < Llu—v| Vxé€lab], uvekR. (Lip)

Entio (17) tem solugio vinica em [a, b].

Demonstrac¢do: Introduzamos em C[a,b] a norma (aqui representada simplesmente pelo simbolo

11D
[ull = sup e **"D]u(x)|
x€E[a,b]

onde A é um nimero positivo que serd fixado adiante. (E muito simples ver que se trata de uma
norma e que é equivalente a norma usual do maximo, no sentido em que as sucessdes convergentes
para uma das duas normas sdo também convergentes para a outra, ja que

e MO oo < [lull < llullee Vu € Cla, ).

Consideremos o operador T : C[a,b] — CJa, | tal que Tu é a fun¢do dada pelo 2° membro de (17).
Entédo, se u, v € Cla, b], tem-se, para x € [a,b]:

e M| Ty (x) — To (x)] <

e [T K Dlgltu(®) - gt o(0)]dt < e IML [ u() — o(t) de

onde M = max,<y ¢<; |[K(x,t)|. Como, por defini¢do da norma introduzida, se tem

efA(tfa)’u(t) —o(t)| < |lu—o|, VteEab]

concluimos
e M| (Tu (x) — To (x)] <
x 1 — p—AMx—a)
e M= MLy — o / M0 dt = ML=—"——— lu — o).
a
Assim, basta escolher A > ML para que T seja uma contra¢do relativamnte a norma || - ||, o que

perrmite concluir.

Vamos agora utilizar o método exposto para estudar a dependéncia continua das solu¢des de uma
equacgdo diferencial em relagdo aos dados iniciais e a eventuais parametros presentes na equagéo.
Comecemos por ilustrar a questdo com dois exemplos:

Exemplo: Consideremos o PVI

u' =g(x,u,u), x€l0,] (18)
u(0) = (19)

oqQ
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onde o 2° membro da equagdo é uma funcio continua g : [0./] x R x R¥. A variavel k-dimensional
u e o valor inicial « constituem os pardmetros presentes na equacdo, de modo que as solugdes sdo
fungdes de x, a e u. Imediatamente reconhecemos que este problema é equivalente a equagédo integral

u(x) =a+ /Oxg(t,u(t),y) dt.

Como a solucdo depende de « e y é mais rigoroso escrever

X
u(e o p) = at [ gl ut e p), ).

Exemplo: O PVI

1

u" =gq(x,u,u), x€l0l] (20)
u(0)=wa, u'(0)=p (21)

(onde g é como no exemplo precedente) reduz-se, introduzindo a nova fungéo incognita v(x) através
de
u(x) =a+ px+o(x),

a este outro:

v =g(x,a+Bx+uv,u), x€l0,l] (22)
v(0) =0, ¢'(0)=0 (23)

0 qual, por sua vez, é equivalente a equacdo integral
X
vw%:A(x—ﬂgtw+&+mGLmdt
Tal como no exemplo anterior, é mais apropriado escrever

v(x,a,B,u) = /Ox(x —t)g(t,a+ Bt +o(t,a, B, 1), 1) dt.

Alternativamente, se quiséssemos manter a incégnita inicial u, considerariamos a equagdo

(e, ) =t [ (e = gl ult o ) ) .

Exercicio: O PVI de 2* ordem
u = x*u' +3xu, u(0)=1, v'(0)=0

é equivalente a equagdo integral

u@):1+AQx+ﬂM0w.
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Com motivagao nestes exemplos, propomo-nos considerar a seguinte equagao integral geral, com
parametros

Ve, = @A)+ [ K tg(ty( A ), ) de (24)

onde todas as fun¢des que surgem se supdem continuas; a varidvel independente x percorre um
intervalo fixado [0,1] e h4 dependéncia de parametros A € RF (por via da fungio ¢) e u € R (pela
presenca na expressdo de g).

Mais precisamente, temos entao:

Teorema 6. Seja ¢ : [0,1] x A — R continua, em que A C RF é compacto; seja g : [0,1] x R x B continua,
onde B é um compacto de R?; e suponha-se que g é uniformemente Lipschitziana na 2° varidvel, isto é, existe
L > 0 tal que
18 Cx,u, ) —g(x,0,4)| < Lju — ]
Vx €0,1], u,veR,u€B. (Lipuni)
Entdo a equagio (24) tem uma solugdo vinica que é continua em [0,1] X A x B.

Demonstragdo: A demonstragdo imita a do Facto anterior mas utiliza um espago de fungdes
diferente. Seja X = C([0,1] x A x B) o espago de Banach das fung¢des continuas em [0,1] x A x B
com a norma do maximo. Introduzamos em X a norma equivalente

lull="" sup e lu(x,A,p)
x€[0,l],A€A, ueB
onde k é um ntimero positivo a escolher.
Define-se um operador T : X — X designando por (Ty)(x, A, u) o 2° membro de (24), para cada
yeX.
Tal como na demonstragdo do Facto 70 e com o mesmo significado de M vem entdo

1
| Tu — To|| < MLEHu —o|.
Escolhendo k > ML, T é contracdo em X e dai resulta a conclusao.

Observacao: O significado deste teorema é que a solugdo da equagdo (24) varia continuamente
com os parametros. O mesmo se aplica aos problemas de valores iniciais redutiveis a uma equagao
integral deste tipo. Por outro lado, é facil reconhecer que vale uma versdo “vectorial" do teorema,
com R substituido por R"; ¢ e g tomam entdo valores em R” e 0 mesmo sucede com a solugdo y. A
demonstra¢do é a mesma, com o sinal de valor absoluto a significar norma euclidiana.

Exercicio: Seja y(t) = y(t,A, B) a solugdo do problema de valores iniciais com parametros

YAy + (1= ) fyZ = cos(2t), y(0) = —1/3, y/(0) = p

que, como sabemos, estd bem definida e é continua para todos os valores reais das suas varidveis.
Determinar

lim tA,
(A.B)—(1,0) a4 P
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para t = 0.5 e t = 0.9 e concluir que Je > 0 tal que, se ||(A, B) — (1,0)|| < ¢, a fungdo t — y(t, A, B)
tem uma raiz em [0.5,0.9]. (Para abreviar célculos, observar que y” + y = cos(2t) tem uma solugdo
que é multiplo de cos(2t).)

Vejamos, finalmente, o aspecto que assume a continuidade das solugdes relativamente aos paramet-
ros no caso geral do PVI para uma equagdo diferencial ordindria (sistema de equagdes de 1° ordem)

v =fxyA), y0) =« (25)

onde, para fixar ideias e simplificar a escrita, tomamos x = 0 como “instante inicial". Podemos querer
escrever (25) na forma mais explicita (com o simbolo ' a representar a derivagdo em ordem a 1°
variavel)

v (x,a,A) = f(x,y(x,a,A),A), y(0,aA)=a,

Faremos a seguinte hipétese, habitual no tratamento deste problema:

(H) f : QO — R" é continua num aberto ) C R x R" x R”, e é localmente Lipschitziana em
relagdo a 27 varidvel, isto é: para cada ponto (xo, Yo, Ao) € Q) hd uma vizinhanca V desse ponto em
R x R" x R? e um numero L > 0 tais que, se (x,y1,A), (x,y2,A) € V tem-se

|f(x,y1,A) = f(x,y2,A)| < Lly1 — yal.

O simbolo y(x,a, A) pressupde que x — y(x,a,A) é uma solugdo de (25) definida em algum
intervalo ndo reduzido a um ponto, ao qual pertence 0. O nosso objectivo é provar que y(x,a,A) é
fung¢do continua do conjunto das suas varidveis, num dominio conveniente onde esteja bem definida.
O enunciado dtil a este respeito (e que resolve a questdo porque a continuidade é uma propriedade
local) é o seguinte.

Teorema 3. Suponhamos que se verifica (H), e que, para certos oy € R", Ay € R? estd bem definida a solugio

x — y(x,ap,Ao) : [a,b] - R"

no intervalo compacto [a,b] > 0. Entdo existe § > 0 tal que, se o —ap| < 6, A —Ag] < dex € [a,b], a

fungdo y(x,«, A) estd definida e é continua nas trés varidveis.
Demonstragao: Por hipétese, o compacto
{(x,y(x, 40, A0), Ao)| x € [a,b]}

estd contido em (). Com um argumento de compacidade semelhante aos que estuddmos no capitulo
12, facilmente concluimos que existe ¢ > 0 tal que

{(x,z,p)|x € [a,b], |z—y(x, a0, A0)| <& |p—Ao| <e} C Q.

O primeiro membro desta inclusdo é compacto, e por isso f é Lipschitziana relativamente a segunda
varidvel neste conjunto (Cap. 12). Representemos por B(P,p) a bola fechada de centro P e raio p
no espago euclidiano R" (ou R¥). Recordemos (ver 11.1) que a projecdo Pgp,) : R" — B(P,p) tem
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a propriedade |Pg(p,)(z) — Pp(p,)(w)| < [z —wl, Vz, w € R". Posto isto, consideremos a equacao
diferencial modificada
z = f(xr PB(y(x,zxo,Ao),e) (Z)/ )‘) (26)

Em virtude das afirmagdes acima, o 2° membro desta equagdo, que estd bem definido em [a, b] x
R" x B(Ag,€), é Lipschitziano na varidvel z. Considerando a condigdo inicial z(0) = a em (26),
obtemos a equagdo integral equivalente

2(x,8,4) =+ [ (1 Payinagnno 2t a,A)), ) d

Em virtude do Teorema 6 este problema tem uma solugéo z = z(x,a, A) (tinica) no espago C([a, b] x
B(wg, €) x B(Ag,€)). Em particular, da unicidade resulta

z(x, wp, Ao) = y(x, a0, Ap). (%)

Pela continuidade, por compacidade, e invocando (*), existe & > 0 tal que, se |a —ap| < J,
A —Ag| < dex € [ab], tem-se
z(x,a,A) € B(y(x, a0, Ao), €).

Logo, para tais valores de a, A e x,
z(x,0,A) = y(x,a,A)

o que conclui a demonstragéo.
Observac¢do: Em particular, o teorema afirma que, dada uma solucdo de (25) em [4,b], para

pequenas variagdes de valores iniciais e de pardmetros obtém-se uma solugdo cujo dominio de
defini¢ao inclui o mesmo intervalo.
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PROBLEMAS DE FRONTEIRA E METODO DE TIRO

19.1 NAO LINEARIDADE LIMITADA

Vamos ilustrar neste capitulo o argumento conhecido como método de tiro, que utiliza a teoria do PVI
para resolver problemas de valores fronteira.
Vamos considerar a seguinte variante ndo linear do problema estudado no capitulo 17:

y' tax)y+gy) = f(x), x€l0]] (27)
y(0)=0, y()=0 (28)

A novidade é que o primeiro membro da equacgdo inclui agora uma func¢do g : R — R, em geral nédo
linear. Para manter o problema acessivel com as técnicas que estuddmos, apenas consideraremos
fungdes localmente Lipschitzianas e limitadas.

Facto 71. Sejam f : [0,1] — R continua, e ¢ : R — R localmente Lipschitziana e limitada. Suponhamos que
o problema linear homogéneo (5)-(4) admite apenas a solugdo trivial y = 0. Entdo o problema (27)-(28) tem
pelo menos uma solugdo.

Demonstra¢io: Consideremos o PVI

y' tax)y+g(y) = f(x), x€l0]] (29)
y(0) =0, ¥'(0)=w (30)

Como sabemos, este problema tem solugdo tnica y(x,«) em [0, 1], e a solugdo depende continuamente
de (x,a). Propomo-nos mostrar que existe a tal que

y(l,a) =0. ()

Seja ¢ a solugao do PVI
¢"+a(x)p=0, ¢(0)=0, ¢'(0)=1.
Em virtude da hipétese, ¢(I) # 0. Decomponhamos a solucio de (29)-(30):

y(x o) = agp(x) +z(x, «) ()
de modo que fica definida a funcdo z que satisfaz

2" +a(x)z+g(ap(x) +z) = f(x), z(0)=2(0)=0. (b)
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Facilmente se reconhece (recordar a férmula de variagdo das constantes) que z é dada implicitamente
por

2(0,0) = 9(x) [ 9()(~F(1) + glag() + 2(t,0))) di+

+9() [ o) - glag(t) +2(t,0)))d (©

onde ¢ é outra solucdo ndo trivial de (5) tal que 1(I) = 0 e normalizada de modo que o Wronskiano
de ¢, ¢ seja igual a 1. Em particular, z(/, «) é uma fungdo continua de «, e limitada. Atendendo a
(a), a equagdo (*) fica equivalente a

et [ 9(-F(0) + glaglt) +2(,))) dt =0

Como o primeiro membro tende para oo quando & — Foo, resulta do teorema de Bolzano que
existe « tal que y(I,a) = 0. A demonstragdo fica completa.

Por fim, vamos estudar o caso em que (5)-(28) admite uma solugdo ndo trivial ¢. Mas limitamo-nos
a considerar o caso em que os tnicos zeros de ¢ sdo os extremos do intervalo [0, ].

Exercicio: Suponha-se que m < g(s) < M Vs € R e que ¢(x) > 0 Vx €]0,![. Entdo, se (27)-(28) tem
uma solugdo y(x), tem-se:

!
ml < / f(x)p(x)dx < MI
0
onde [ = fol ¢(x) dx. (Comparar com o exercicio 4 de 17.2)
O préximo resultado pode ser visto como um “reciproco” (muito) parcial do enunciado do exercicio

precedente.

Facto 72. Sejam f : [0,1] — R continua, e g : R — R localmente Lipschitziana e limitada; ponhamos

g+ = liminfg(u), g =limsupg(u).

U—r+00 U —00

Suponhamos que o problema linear homogéneo (5)-(4) admite uma a solugdo ¢ com @(x) > 0 Vx €]0,1[.
Entdo, se

l
g-1< [ fE)gx)dx < gyl ()

onde I = fol @(x)dx, o problema (27)-(28) tem pelo menos uma solugdo.

Demonstragdo: O argumento comeca como na demonstragdo do facto anterior: pretende-se
resolver a equagdo (*) e usamos a decomposigdo (a) que conduz a (b) e (¢). No entanto, a fungdo
¢ anula-se agora em 0 e [; a fungdo ¢ é por isso escolhida de modo que (1) # 0 para que {¢, ¥}
constitua uma base de solugdes da equagdo linear homogénea. No caso presente, () é equivalente a
z(l,a) = 0, e portanto a

/01 o(t)(f(t) — g(ap(t) +z(t,a)))dt = 0. (+)
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Se mostrarmos que
)

lLiminf [ g(a@(t) +z(t,a))e(t)dt > g+ 1,
0

x— 400

I
limsup/ Q(ap(t) +z(t,a))p(t)dt < g_1I,
a——oco J0

entdo, da hipotese (xx*) resulta que existem a; < ay tais que

1

[ stero(®) +2(tangtar < [ o5 dt <

0

[ s(azpt) +2(,02)) (1)

e o teorema de Bolzano permite concluir que () tem pelo menos uma solugéo.
Facamos entdo a verificagdo referente ao caso de g (o caso de g_ é anélogo).
Para cada ¢ €]0,[, decomponhamos o integral na forma

[ stag(t) +=(L)p(t)dt = 4, + 5 (@)
onde
1—6
As= [ slap(t) +=(t0)p(t)dt

e Bs é o integral com a mesma fungdo integranda no dominio [0,5] U [I — J,1].
Da limitacdo de g, admitida por hipétese, e da expressdo (c) para z resulta que podemos fixar uma
constante M > 0 que majora z e também a referida integranda:

lz(t, )| <M, |g(ag(t)+z(t,a))e(t) <M Vte[0,]], « € R.

Dado € > 0, por ser |Bs| < 2MJ, para 6 > 0 suficientemente pequeno tem-se

|Bs| < eI, +—s\/l ’ x)dx > (g4 —2¢)l. (e)
Fixemos um tal J e seja m; = min,c[s,_s ¢(x). Por defini¢do de liminf existe A > 0 tal que
s>A=g(s) 2 g+—¢
Entao

o« > A;;;M = g(ap(t) +z(t,a)) > g —e Vte[s1-14). (f)

Resulta que, se a > A+M , de acordo com (d)-(e)-(f),

[ s(ap(@) +2(x))p(x) 2 (5~ 2001 — el = (.~ 36)1

que é o que pretendiamos.
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Observacao: Nas condicoes do enunciado tem-se obviamente ¢_ < ¢.. Facilmente se reconhece
Jr

que vale uma outra versdo do teorema em que, em (**), < passa a > e os papéis de liminf e lim sup

sdo trocados.

Exercicios. 1) Mostrar que, se A < 1, o problema

u”+)\u+1r s=¢ u(0)=0, u(m)=0

tem uma solugdo que é negativa em |0, 7t|.
2) Indicar um intervalo de valores de c tais que o problema

u" +u+arctanu =ce*, u(0)=0, u(nr)=0

admita pelo menos uma solugéo.

19.2 SUB E SOBRE-SOLUQ@ES EM PROBLEMAS DE SEGUNDA ORDEM

Nesta seccao voltaremos a utilizar o método de tiro para apresentar a técnica das sub e sobre-solugoes
para problemas de valores fronteira de segunda ordem, num contexto elementar. Concretizando,
vamos estudar o problema néao linear

y' = f(xy(x)), xe[Ol] (31)
y(0)=0, y(I)= (32)

onde f : [0,/] x R — R é continua e localmente Lipschitziana em relagdo a segunda variavel. (O leitor
que prosseguir estudos nesta drea verd que a propriedade de Lipschitz é na verdade dispensavel.)
Diremos que « : [0,/] — R é uma subsolucio de (31-32) se é C? e satisfaz as desigualdades

2 (x) > f(x,a(x)), Vxe[0,1], «(0)<0, «(l)<O0. (33)
E diremos que B : [0,I] — R ¢é sobre-solucio de (31-32) se é C? e satisfaz as desigualdades

B'(x) < f(x,B(x)), Vxe[01], B(0)=0, B(I)=0. (34)

Facto 73. Suponhamos que (31-32) tem sub-solugio « e sobre-solugdo B tais que & < pem [0,1]. Entdo (31-32)
tem uma solugdo y(x) tal que

a(x) < y(x) < B(x) Vxe [0, ()

Demonstragdo: Comecemos por modificar o problema. Definamos a fungdo F: [0,/] x R — R

F(x,y) = f(x, min(max(y, a(x)), p(x)))+

+arctan(y — B(x))+ — arctan(a(x) — y)+

(onde t; = max(t,0)). Recordando que max, min e g(t) = t; sdo exprimiveis como combinag¢des
lineares de fung¢des valor absoluto, imediatamente se reconhece que F é continua e localmente
Lipschitz em relagdo a segunda varidvel. Consideremos entao o problema modificado

y'=F(ty), y(0)=0, y()=0. (P)
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Como o conjunto
E={(xy)|0<x<l a(x) <y <p(x)}

é compacto, f é limitada em E e portanto F é limitada em [0,/] x R. Em virtude do Facto 71,
(P) admite pelo menos uma solugdo y(x). Iremos mostrar que esta solugdo satisfaz (*), o que
implica F(x,y(x)) = f(x,y(x)), mostrando que y resolve o problema original e portanto conclui a
demonstracao.

Vamos verificar a desigualdade da direita; a outra demonstra-se analogamente. Raciocinamos
por absurdo: se a desigualdade ndo vale para todo o x € [0,/], e tendo em conta que y(0) =
0 < B(0), y(I) = 0 < B(I), conclui-se que existe [a,b] C [0,1] tal que y(x) — B(x) > 0 Vx €|a,b],
y(a) —B(a) = 0, y(b) — B(b) = 0. Entdo y — B atinge um mdaximo positivo num ponto ty €]a, b|.
Resulta min(max(y(to), a(fo)), B(to)) = Bko), ¥ (to) < B"(to) e

f(to, B(to)) + arctan(y(to) — B(to)) =
y'(to) < B"(to) < f(to, B(t)),

uma contradicao.

Exemplo: Se f é continua em [0,1] e f(0) < 0, f(I) > 0, entdo o problema

y'=fy), y0)=0=y()

tem pelo menos uma solugdo y(x) tal que a < y(x) < b Vx € [0,1]. Na verdade, as constantes a e b
sdo, neste caso, sub-solucado e sobre-solucdo, respetivamente.

Com uma modificagdo simples do argumento da demonstragdo anterior obtemos a seguinte
variante do resultado:

Facto 74. Suponhamos que (31-32) tem sub-solugio w e que f é limitada em {(x,y) |0 < x <1, a(x) <y}
Entdo (31-32) tem uma solugdo y(x) tal que

a(x) <y(x) Vxel0,I]. ()

E, obviamente, vale um enunciado semelhante onde se parte da existéncia de sobre-solugdo. O
leitor facilmente formulara a afirmagdo e a respectiva demonstragéo.
Exercicios: 1. Considere-se o problema

' +y=gy), y(0)=0=y(n)

onde g é continua em R satisfazendo: (a) existe um intervalo [0, ¢] onde g < 0; (b) existe ¢ > 0 tal
que g(c) > c. Mostrar que o problema acima tem uma solugdo y(x) tal que y(x) > 0 Vx €]0, ],
y'(0) > 0 ey’ (rr) < 0. SUGESTAO: ha uma sub-solucdo que é um miltiplo de sin x.

2. Considere-se o problema

y'+ Ay =8y), y(0)=0=y(n)
onde 1 < A <2, e: (a) existe um intervalo [—¢,¢] onde g < 0; (b) existe ¢ > 0 tal que g(c) > Ac.
Mostrar que o problema admite uma solugdo com y’(0) > 0.

123



124 PROBLEMAS DE FRONTEIRA E METODO DE TIRO

3. Mostrar que o problema

2
V== Y0 =0 y(m =0

tem uma solugéo y tal que y(x) > 0 Vx € [0, 7]. SUGESTAO: ha sub-solugdes que sdo multiplos de
sin x.
4. Mostrar que o problema

v =y +1-y-2, y(0) =0, y(r)=0

tem uma solugdo y tal que y(x) > 0 Vx € [0, 77].
5. Seja f : [0,1] x R — R continua, localmente Lipschitz, e tal que

Flx,s) < =2 Y(x,5) € 0,1] x [0&]'

Mostrar que o problema
y'=flxy), xe01], y(0)=0=y(1)

tem uma solugdo y(x) tal que y(x) > x(1 — x) em qualquer dos seguintes casos: (a) f é limitada em
[0,1] x Ry; (b) 3¢ > 1 tal que f(x,c) >0 Vx € [0,1].
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