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PREFACIO

Neste texto o autor procurou fazer uma apresentacao rigorosa e sistematica
de alguns dos aspectos mais relevantes da teoria das fracgoes continuas, comegando
com defini¢oes bédsicas e resultados elementares para terminar com o conceito
recentemente introduzido de convergéncia geral.

As chamadas fracgbes continuas simples constituem um instrumento indis-
pensédvel no estudo da aproximacao de nimeros irracionais por racionais e sao
habitualmente tratadas em livros sobre Teoria dos Numeros. No entanto, a teo-
ria analitica geral das fracgoes continuas tem sido bastante negligenciada nos
livros de Analise Matemética e esta foi uma das razoes que motivaram o autor
a redigir o presente texto.

Para além de conduzirem a algumas das representagoes mais atraentes que
se conhecem de virias constantes matematicas, foram as frac¢oes continuas que
permitiram a Lambert apresentar a primeira demonstracao da irracionalidade
de 7 e das poténcias de base e com expoente racional nao nulo. Usando fracgoes
continuas é também possivel obter representages de fungbes meromorfas nao
inteiras que sao validas em todo o seu dominio, o que nao sucede com a cor-
respondente representacao por séries de poténcias pois estas tém raio de con-
vergéncia finito. Foi alids o estudo da representacao de fun¢ées meromorfas por
fracgbes continuas que motivou a descoberta de alguns teoremas notdveis de
Anilise Complexa, como o teorema de Vitali sobre convergéncia uniforme de
funcoes analiticas.

Embora se ouga por vezes dizer que o século XIX foi a idade do ouro das
fracgbes continuas, o progresso da teoria desde entao estd bem reflectido nas
datas dos teoremas aqui apresentados.
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1- Definigcoes e propriedades elementares

No estudo das fracgdes continuas é necessdrio usar fungdes com dominio
Co = CU {00} e na definicao destas fungoes usam-se as convengoes habituais

loo] = 400, a+oo=00 se a€C,axoco=00 se a€ Cqx\ {0},
a a
- = o0 se a€C 0} e—=0seacC.
: {0} o2
Para uma fungdo f: Co, — C4 a continuidade num ponto ¢ € C, é definida
como habitualmente pela condigao
lim f(2) = f ().
z—cC
Dadas duas sucessoes de nimeros complexos (a),,~; € (bn),~q, considere-
mos a sucessao de fungoes (s,,),,~, definidas em Co, por a

an/ (b, +2) se z# —by
S0(2) =bp+2z e s,(2) = o sez=-b,ea,#0 sen>1, (1.1)
0 sez=-b, ea, =0

onde a defini¢do de s,(—b,) quando a, = 0 é adoptada de modo a que s,
permaneca continua no ponto —b,.
Definindo agora as fungbes S,, para cada n > 0 por

S, =89p0---0 8y, (1.2)
temos a
S,L(Z) =by + a5
b1 +
(075
b
1+ by, + 2z

e por conveniéncia tipogréfica o segundo membro desta identidade escreve-se
habitualmente na forma

a1 a2 29

bt By et Byt e

No que se segue, e sempre que nao houver ambiguidade, usaremos as notagoes
Sn e S, para representar as fungoes definidas respectivamente por (1.1) e (1.2).

Dado um inteiro n > 1, se for ax # 0 para todo o k tal que 1 < k < n,
cada sj é uma aplicagao injectiva e continua de C, sobre C, e 0 mesmo sucede



portanto com S,,. Se para algum m > 0 for a,,+1 = 0 pode ver-se que S,
é constante quando n > m. Efectivamente, como s,,+1 ¢ identicamente nula
tem-se entdo (8,41 0+ 058y,) (z) =0 para todo o z € Cy pelo que

Sn(z) =8, (0) sen>m ezé€ Cx. (1.3)
Usando uma notagao devida a Gauss, a expressao

ai a2 A,
bo 4+ L 22 on
O o+ by ot by

de S,,(0) é representada por
n
a
bo + K —k
k=1 bk
As fungoes S, dizem-se as fun¢des aproximantes da fraccao continua

ai az an

by 4 L 22 on
O+ By et By e

que na notacao de Gauss se representa por
+o©o an,
h+ K 7
n=1 “n

e os termos da sucessdo S, (0) dizem-se os aprozimantes ou convergentes desta
fracgdo continua.
Atendendo a que Sp(0) = by adoptaremos ainda a convengao

IS

K ;- =0

n=1
de modo a que a relagao formal
m ak
S,,L(O) =by + K b_
k=1 Yk

se conserve quando m = 0. Usaremos ainda as convencoes padrao de a soma e o
produto vazios terem respectivamente os valores 0 e 1, o que conduz a relagdes

do tipo
0 0
Zun:Oe Hunzl.
n=1 n=1

Exemplo 1.1 - Dados uma fracgdo continua by + K:ﬁ?an /b, e um inteiro
m > 1 tem-se

Sm(OO) = Sm—l (O)



Efectivamente isto resulta de ser

Qm

bm + 2

SWL(Z) = S'rn—l ( > se z € COO

Exemplo 1.2 - Dados uma fracgio continua by + K >Ja, /b, e um inteiro
m > 1, se para todo o indice k < m for ay # 0 tem-se S, (0) # Sp—1(0).
Efectivamente, como S, é injectiva, do exemplo anterior resulta

S (0) # Sy (00) = Syn—1(0).

Dada uma fracgdo continua by + K,J{i‘{an /by, se existir em Co o limite de
Sp(0) diz-se que a fracgdo continua tem o valor A =1im S, (0) e escreve-se

+oo G
bo + K b_ =\
n=1 n

Diz-se ainda que a frac¢ao continua
+oo a
mn
bo + K —
n=1 b’ﬂ

converge ou diverge em Co, consoante lim S, (0) existir ou ndo em Cy. Diz-se
também que uma fracgdo continua ¢ convergente se S, (0) tiver limite em C e
divergente se isto nao suceder. Como a parcela by nao afecta a natureza de
bo + Kf{i‘f an /by, 0 estudo da convergéncia de fracgbes continuas pode reduzir-se
as fracgoes continuas da forma

Exemplo 1.3 - Dada uma fraccio continua K, 2Ja, /by, se para algum in-
teiro m > 0 for apm41 =0 tem-se

0o
ps Gnp

— = 5,(0).
3= Sn(0)

n=

Efectivamente nestas condigoes é vélida a relagao (1.3).

Nota 1.4 - De acordo com o resultado anterior sao trivialmente conver-
gentes em C,, as fracgdes continuas K, *Ja,, /b, em que algum dos a, ¢ nulo,
e como elas se podem reduzir a expressdes que envolvem apenas um conjunto
finito de operagoes de adicao e divisao muitos autores excluem-nas expressa-
mente do conceito de frac¢do continua. No entanto bastantes teoremas sobre



fracgbes continuas mantém-se trivialmente validos para estas fraccoes finitas e
em algumas situagdes, como no estudo das C-fracgoes (cf. secgdo 9), a sua ex-
clusdo revela-se artificial e compardvel ao que seria excluir do conceito de série
todas as séries que se reduzem a uma soma finita. Para distinguir estas fracgbes
continuas usaremos aqui a designacao fracgdes continuas singulares.

De acordo com as convengoes habituais sobre o uso de indices, dado um

inteiro m > 0 o simbolo
—+o0

K
n=m-+1 b’ﬂ«
representa a frac¢do continua

o an+m

n=1 bn+7n

: : ~ 7 +o0o +oo
O teorema seguinte relaciona as fracgoes continuas K *a, /by e K2, 105 /by.

Teorema 1.5 - Sejam K> a, /b, uma fracgio continua e m > 0 um inteiro.

Se N
K ==xecC.
n=m-+1 bn

entdo K "Xa, /b converge em Co e tem-se
+oo
a
K b—" =5n ().
n=1 n

Reciprocamente, se 0s a, nao se anularem para n < m e K,J{i‘fan /by, for con-
vergente em Coo 0 mesmo sucede com K25 ay/by,.

Demonstracao. Pondo

Sénl):3m+lo...osn

para cada n > m, se K, /20 apn /by = X € lim, 400 S,(J")(O) = ). Como

$ul(0) = S (SE(0))

da continuidade de S, resulta lim S,,(0) = S, (A).
Se os a, nao se anulam para n < m a funcao S, é uma aplicagao injectiva

e continua de C, sobre Co pelo que da relagdo S,,(0) = S, (Sr(Lm) (O)) resulta

(m)(0) = S=1(S,(0)). Se lim S, (0) existir em Coo 0 mesmo sucede entdo com

to 4
lim SU™ (0) = n ]

n=m+1 bn



O teorema seguinte traduz uma identidade bésica na teoria das fracgoes
continuas.

. 400 ~ .
Teorema 1.6 - Sejam K, Sa,/b, uma frac¢do continua e (7"n)n20 uma

sucessao de complexos nao nulos. Para cada inteiro m > 1 tem-se entao

m m
K Qn l Tn—1Tn0n
by, -

n=1 To n=1 Tn bn

Além disso as fracgdes continuas K:[ﬁﬁan/bn e K:ﬁf{rn_lrnan/(rnbn) tém a

mesma natureza e se convergirem em Coo é

—io{o n _l —FK.O Tn—1Tn0n
n=1 bn To p=1 Tnbn

Demonstracao. Sendo S, e S} as fun¢bes aproximantes respectivamente de
K %an/b, e K251, 170, /(rnby), a primeira relacdo do enunciado é conse-
quéncia da identidade

S”(Z):%SZ(TRZ) sezeCen>1

que estabeleceremos por inducao. Paran =1 é

1 1
BT 5t (r2),

Si(z) = —
1( ) b1+ 2 rorib1 +riz 70

e se a identidade for vdlida para um dado n > 1 temos
Unt1 1 rmrpgpiang
" ( ) " bn+1 +z " Tn Tn+1b7L+1 + Tn+1%

1 . TnTn+10n+1 1 .
= _Sn b = _Sn—i-l (TTLJrlZ)
70 Tn4+10n4+1 + Tny12 To

pelo que a identidade permanece valida para n+1. A segunda parte do enunciado

resulta agora por passagem ao limite.
|

Em particular, se for rg = 1 o teorema anterior mostra que as fracgdes

continuas
—+o0

Gnp s T"n—1Tnln
Inoe K fnstndn

n=1 by n=1 Tnbn

tém a mesma sucessdo de aproximantes. Diz-se entdo que estas sdo fracgdes
continuas equivalentes.

No teorema seguinte estabelece-se uma forma explicita para a funcao aproxi-
mante de uma fracgdo continua.



Teorema 1.7 - Dada uma fracgdo continua bo+ K, >Ja, /b, sejam (An)p>_q
e (Bn),>_, as sucessoes definidas por B

A 1=1Ag=bg, A, =byAp_1+apA,_o se n>1 (1.4)
e
B_1=0,By=1,B,=b,Bp_1+ayBp_2 se n>1. (15)
Para cada n > 0 tal que aj...a,, # 0 tem-se entdo
An,12’ + An
Sn(z) = =———— se z € Cq, 1.6
(2) B. -1 B. (1.6)

com a convenc¢do de continuidade

|:An—1z + An]

— lim AvL—1Z+An o An—l
anlz + Bn

z—o0 By, _12+4 By B B )

Além disso, se para algum inteiro m > 0 for a;y,+1 = 0 a relagdo (1.6) permanece
vdlida quando n > m desde que o sequndo membro nao tenha a forma 0/0.

Demonstracao. O enunciado é verdadeiro para n = 0 pois temos

N . A_12+A0
So(z) =2+ by = B1z 1 By se z € C,
e também Lo
— [ — -1
So(c0) =00 = 0" B,

Dado n > 0 suponha-se agora que aj...anan+1 7 0 € seja z € C\ {=bp41}.
Admitindo que a relagéo (1.6) é vdlida para n temos

an
Spi1(2) =8 ant1\ _ An—13, 55 +4n
s "\ bpi1 + 2 Bp_17 4+ B’

n—1 b1tz

pelo que

An—lan—i-l + Anbn—i-l + A,z _ Apz + A7L+1
anlanJrl + Bnbn+1 + an an + Bn+1

Sn+1 (Z) =

e a relacao permanece véalida para n + 1. Fazendo agora sucessivamente z — oo
e z — —by41, a continuidade da fungéo definida pelo segundo membro de (1.6)
permite concluir que esta relacao é também vélida quando z = co ou 2z = —by 1.

Suponha-se finalmente que para algum m > 0 € ay,q1 = 0. Sendo (ck)p>_g
a sucessao definida por -

c.1=0,co=1¢€ck =bpikCk—1+ @mircr—2sek>1
e usando indugdo em k, as relagoes (1.4) e (1.5) conduzem as identidades

Ak = ckAm € Bpyk = e By, se k> 0.



Dado k > 0 e supondo ¢;—12z 4 cx—2 # 0, de (1.3) resulta entdo que para cada
z € C se tem
Anz+k—1z + AnL+k _ (Ck'—lz + Ck) Am _ Am
Byiik—12+ By (ck—12+ck) B Bn

= S’m(o) = S"H'k(z)'

Sendo z = oo e supondo ¢; # 0 temos do mesmo modo

Amti—12 + Amik CApge ckAm Am o(2)
= = Sm+ .
Biik—12 + Bk =00 Btk ckBm B,

Os A, e B, definidos no teorema anterior dizem-se respectivamente os
numeradores e os denominadores candnicos da fraccao continua

+0o0 an,
bo + K b_
n=1 n

Nota 1.8 - O teorema 1.7 permite interpretar o resultado do teorema 1.6
em termos dos denominadores e numeradores canénicos das fracgoes continuas
envolvidas. Efectivamente, representando por A} e B respectivamente os
numeradores e denominadores canénicos de

o)
—i{ Tn—1Tnln
n=1 Tnbn

e atendendo a (1.4) e (1.5 ), por indugdo obtém-se
Al =ror1---rndy, € B =r1---myB, sen>1,

em que os A, e B,, sdo os numeradores e denominadores canénicos de K :ﬁ? [ bn.

No que se segue, e sempre que nao houver ambiguidade, representaremos
por A, e por B, respectivamente os numeradores e denominadores canénicos
da fracgao continua em estudo.

Coroldrio 1 - Dada uma frac¢io continua b0+K:[§an /by, para cada inteiro
n>0¢

Ap
Sp(0) = B se ai...an, 20, ou A, #0, ou B, #0. (1.7)

Demonstracdo. Resulta directamente do teorema anterior fazendo z = 0.
[ |

Nota 1.9 - O corolario anterior pode ser usado para determinar o valor de
Sy (0) aplicando as férmulas de recorréncia (1.4) e (1.5) no calculo de A,, ¢ B,,.



Este é o chamado método da recorréncia progressiva, e excluindo adigoes requer
uma divisdo e 4n — 3 multiplicagoes pois A; = by Ag + a1 e By = by.

A determinagdo de S,(0) com base na definigdo faz-se comegando com o
célculo de s,,(0), prosseguindo com o célculo de s,—1 (s,(0)) e assim sucessiva-
mente até se chegar a (sp o ---0s,) (0). Este é o chamado método da recorréncia
regressiva, e excluindo adicdes necessita apenas de n divisées. E um método ha-
bitualmente mais rdapido mas tem a desvantagem de os resultados intermédios
nao poderem ser usados para calcular S;(0) com k < n.

Coroldrio 2 - Seja by + K,J{i‘fan/ b, uma frac¢do continua nao singular e
convergente em Cs. Se para todo o inteiro m > 0 for bap, 11 =0 é entdo

+K°° In _
n=1 bn

Demonstragio. Efectivamente, como B_; = 0 e a rela¢do (1.5) mostra que
Bom+1 = aam+1Bam—1 para cada m > 0, segue-se que todos 0s Bay,+1 sao nulos.
O enunciado resulta agora de ser

—+o0
a . . A
K = =1im S21m41(0) = lim Z2mdl
n=1 bn 2m+1
|
O teorema seguinte traduz uma propriedade fundamental dos numeradores

e denominadores canénicos de uma fracgdo continua, conhecida por férmula do
determinante.

Teorema 1.10 - Dada uma frac¢do continua by + K, 25a,/b,, para cada
inteiro n > 0 tem-se

AnBy_i — Ap_1Bp = (=1)""" T as.
k=1

Demonstracao. Para cada n > 0seja D,, = A,Bp_1—A,_1B,. Dadon >1
temos

Dn - (bnAn—l + anAn—2) Bn—l - An—l (ann—l + aan—Z)
= Qan (A'IL—ZBn—l - An—an—Z) =—anDn_1,
e como Dy = AgB_1 — A_1 By = —1 o enunciado resulta por indugao.
|

Corolério 1 - Dada uma fracgio continua b+ K>S ay, /by, se para um dado
inteiro n > 1 for B,_1B, # 0 tem-se

(-1 ay...a,

50(0) = Sua(0) = —5—

(1.8)



Demonstragio. Atendendo a condigdo B,_1B, # 0, de (1.7) resulta

Ap  An
Sul0) = Su-1(0) = Z* = =

e (1.8) deduz-se imediatamente do teorema anterior.
[ ]

Coroldrio 2 - Dada uma fracgdo continua by +K,J{§ ay, /by, para cada inteiro
n>1¢

n—1
Aan—Z - An—ZBn = (71)71 bn H Qf,
k=1
esen>2e B, 2B, #0 tem-se

(71)“ al...anflbn

Sn(0) — S,—2(0) = 1.9

(0) = S-a(0) = L (19)
Demonstracdo. Para cada inteiro n > 1 temos

Aan—Z - An—ZBn = (bnAn—l + anAn—2) Bp_o— An—2 (ann—l + aan—Z)

= bn (Anlen72 - An72Bn71) .

Do teorema anterior deduz-se entao a primeira parte do enunciado e a segunda
parte resulta como na demonstracao do coroldrio 1.
|

A identidade (1.8) conduz a uma relagdo importante entre fracgoes continuas
e séries que se traduz pelo teorema seguinte.

Teorema 1.11 (Euler, 1748) - Dada uma fracgdo continua bo+K:§? an /by,
suponha-se que existe uma ordem m > 0 tal que os seus denominadores candni-
cos nunca se anulam quando n > m. Tem-se entdo

" (=D tay.ay,
- = ~ R >
Su0) =m0 = 35 LR e nzm

e ¢ vilida a identidade

2 a, = (1) 1ay...a
R oosoe 3 CU o
n=1 bn k=m+1 By—1By

se algum dos seus membros estiver definido em Coo.

Demonstracao. Atendendo ao coroldrio 1 do teorema anterior, para cada
n > m temos

- < (*1)1671(11...(1]c
$u(0) = Su(0) = ¥~ Su0) = Se(0) = Y H—m
k=m+1 k=m+1 k—1Dk



e a segunda parte do enunciado obtém-se tomando o limite quando n — +oo.
|

Coroldrio 1 - Dada uma sucessao complexa (an),~, seja
by=1eb,=1—a, sen > 2.

Para cada inteiro m > 0 tem-se entao

K Z—n = Z (-1)" tay...an
n=1

n n=1
e é vdlida a identidade
+o00 too
Qn o n—1
nI—<1 0 Z ()" " ay...an
= n=1

se algum dos seus membros estiver definido em Co

Demonstragao. Efectivamente as relagdes (1.5) mostram que ¢ B, = 1 para
todo o n > 0 pelo que o enunciado resulta directamente do teorema anterior.
[ |

Coroldrio 2 - Dada uma sucessio complexa (cy,),,~,tem-se

Cn 1
= = -1 sem >0 1.10
nI:{1 l—c, 14>, (=Drci..cp ( )

e € vilida a identidade

K2 - ! 1
n=1 l—cn 1+ :z(—l)"cl...cn

se a série Z:ﬁ(—l)”cl...cn tiver um valor definido em Cqo
Demonstra¢ao. Pondo

se m>0

m Cn
K

temos
1 m—+1

1+ 5,(0 K

coma; =1,a,=cp_18€n>2,by=1eb, =1—c,_1 se n > 2. Atendendo &
primeira parte do coroldrio anterior é entao

+
Z an—1+Z Cn

s

m

HW

10



o que estabelece a relagao (1.10). A demonstragao conclui-se agora passando ao

limite esta identidade.
[ |

O teorema seguinte relaciona fracgoes continuas com séries de poténcias.

Teorema 1.12 - Sejam (dy,),,~, uma sucessao complexa de termos nao nulos
e z€C. Se asérie Y.t (=1)" 2" /d, tiver um valor definido em Co, €

too o1 2" 400 an
LT = K

n=1

com ay = 2z, Gy = dfl_lz sen>2,by=d; eb,=d, —d,_1z sen > 2.

Demonstragio. Sejam dy = 1, a, = dp—12/dpsen>1,6,=1ef8, =1—a,

se n > 2. Como
n

A1..0p = d_ se n Z 1,
n

do corolario 1 do teorema anterior resulta

+oo n +o00
1z @
P e
n=1 dn n=1 671
e o enunciado obtém-se agora aplicando o teorema 1.6 com r, = d,, se n > 0.
|
Coroldrio 1 - Se |z| <1 e z # —1 tem-se
12z 222 n?z

1 1 = _ _ _
Bt =T ST 4 32 bt malmE 4

[l K\

e em particular

2
In2 =

[y
|

22 n
1 +---4+ 1 +--- :

=] =

+ 1+

Demonstragdo. Basta aplicar o teorema anterior ao desenvolvimento em
série de poténcias

+oo n
(142 =Y ()" = <1 =)
n(l+z) Z( ) . se [z| <lez#

n=1

]
Coroldrio 2 - Se |z| <1 e z # +i tem-se

z 1222 3222 (2n — 1) 22
1 +3—224+5-32+"+2n+1—-2n-1)2% +---

arctan z =

11



e em particular

_ 3
- 2 + 2

—1 =

(Brouncker, 1656).

il =)
4 + 2+ 2 ek 2 e

Demonstragdo. Basta aplicar o teorema anterior ao desenvolvimento em
série de poténcias

400 2)’IL

zarctanz:Z(fl) 2n—1 *Z ) 1

n=1 n=1

se |z| <1ez# +i.

Corolario 3 - Tem-se

T n
e=2+ K -
n:Zn

Demonstragdo. Partindo do desenvolvimento

o0 (_1)n 400 ( n +00 n 1

e_lzz n! :Z Zn+1

n=0 ’ n=2 n=1

0 teorema anterior conduz a

a1y (31? (n)’
2 + 31—20 + 4—3 +-+ (n+D)l—nl +

e

pelo que

_ ((n+1))
e=2+ K (n+2)!—(n+1)!"

n=1

Aplicando agora o teorema 1.6 com

1 >0
Ty = se n >
(n+1)!
obtém-se N N

2 (n+1) X n

e=2+ =2+ —.

Ko K

[ |

O teorema seguinte permite exprimir sucessoes complexas na forma de fracgoes
continuas.

Teorema 1.13 - Sejam (Ay),~o € (Bn),>o duas sucessées de nimeros
complexos tais que By =1 e A,B,_1 — A,_1B, # 0 para cada inteiro n > 1.

12



Eziste entdo uma e uma so frac¢do continua nao singular by + Kiﬁ‘ian /by, tal
que 0s A, e B, sdo os respectivos numeradores e denominadores candnicos, e
pondo A_1 =1 e B_1 =0 tem-se

Aan—l - An—an Aan—2 - An—2Bn

bop = A , Qp = — € bn =
0 0 An—an—Z - An—ZBn—l A7L—1Bn—2 - An—ZBn—l

para cada n > 1.

Demonstracao. Sejam A_1 =1 e B_y; = 0. Como By = 1, a defini¢ao de
numeradores de denominadores canénicos de uma fracgdo continua mostra que
bo + K,f;"ian /by, verifica as condi¢oes do enunciado sse by = Ay e para cada
n > 1 o0s a, e b, forem solugoes do sistema

bnAnfl + anAn72 = An
annfl + aan72 = Bn

Notando que o determinante deste sistema é

Dn = Anlen72 - An72Bn71

temos D1 = —1 e portanto D,, # 0 para cada n > 1. Assim as solugoes destes
sistemas sao unicas e sao dadas pelas férmulas do enunciado.
|

Como aplicagao deste teorema provaremos a seguinte relacao entre fracgoes
continuas e produtos infinitos:

Teorema 1.14 - Dada uma sucessio (c,),~, de complexos nao nulos e tais
que cp, # —1, sejam (a,) e (by) as sucessoes definidas por

c
alzcl,an:—%(l—i—cn,l) sen>2,by=1eb,=1—a, sen>2.
n—1

E entdo vélida a identidade

+oo +oo G
[TA+ea)=1+ K &
n=1 n=1 bn

se algum dos seus membros estiver definido em Co.

Demonstragao. Pondo

Ap=1] Q+4+ck) e Bp,=1sen>0
k=1

temos

Aan—l - An—an = An - An—l = An—lcn ?é 0 sen>1.

13



Aplicando o teorema anterior, para cada m > 1 resulta entao

combO:Agzl,alzcl,blzl,

A, —A,_ 1+cno1)c
Uy = — n n—1 :7( nl)n senZQ
Ap1—Ans Cn—1
¢ A, — A +e +
— _ Cp— C Cp—1C
bn: n n—2 _n 1 n n lnzlian SenZQ.
Ap1— A2 Cn—1

O teorema anterior conduz a uma nova representacdo de 7 na forma de
fracgdo continua:

Corolario (Euler, 1750) - Tem-se

Demonstragao. O produto de Wallis

Tt 2nx2n too 1 1
T _ = 1 1-
2 nl;ll (2n—1)(2n+1) nl:[1< +2n—1> ( 2n+1>

pode escrever-se na forma
T 1o
5= I (1+cn)
2 n=1

com
(|
on — 1 T o

O teorema anterior conduz entdo a

Copn—1 =

™ 2 q,
24 “n
;=1 Koy

coma; = by =1,

2n 1
277,—-1-1 e b27L:b2n+1:— se n > 1.

Qop = G2n41 = om+1 =

Aplicando agora o teorema 1.6 com 72, = rop+1 = 2n.+ 1 se n > 0, obtém-se a

férmula pretendida.
|
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O teorema seguinte descreve o comportamento de uma classe particular-
mente simples de fracgoes continuas.

Teorema 1.15 - Dado a € C, a fraccio continua K 5a/1 diverge em Co
se a € |—oo, —1/4[. Se isto nao suceder a fracgdo continua converge e tem-se

i%55771+V1+4a
n=1 17 2 7

em que +/1+ 4a representa o wvalor principal da poténcia de base 1 + 4a e
expoente 1/2.
Demonstragio. Se K >5a/1 =\ € C entdo A verifica a condigio

a
A*1+A

e é portanto uma raiz da equacio A2 + A — a = 0. Por outro lado, supondo
que a € R também A seria um nimero real mas a equacao anterior s6 admite
raizes reais se a > —1/4. Na hipétese a € |—oo, —1/4[ também néo pode ser

K 25a/1 = co pois isto implicava K >5a/1 = —1 o que é impossivel, dado que
n=2 1 n=1 1

Suponha-se agora que a € C\ ]—o00,—1/4[. Se a = 0 a férmula do enunciado

resulta da relacio trivial K;7°Ja/1 = 0. Seja entdo a # 0 e escolham-se as raizes

u e v da equacdo A + X\ —a = 0 de modo a ter-se |u| < |v|. Pondo
vV1+4+4a=p+iq com p,q € R,

a definicao de valor principal de uma poténcia de base complexa mostra que
p > 0. Como as rafzes de A2 + XA — a = 0 sao dadas por

-1+ (p+iq)
2

¢é entao necessariamente

oy —14+p+ig —1++/1T+4a
o o 2

2
e
_—l—-p—iqg —-1—+/1+4a
N 2 N 2 '
Por outro lado, atendendo as relagdes u+ v = —1 e uv = —a tem-se
n=1 1 a n=1 ~U—U

15



e como v # 0 pode agora aplicar-se o teorema 1.6 com r,, = —1/v. Atendendo
ainda ao coroldrio 2 do teorema 1.11 resulta entao

n=1 1 n=1 1+ u/v Zi% (u/v)’ﬂ
se a série 370 (u/v)" tiver um valor definido em C.. Na hipétese [u/v| < 1 &
+oo
1
> (w/v)" =
— 1—u/v

e conclui-se
ino a -14++v1+4a
—=u=——.
n=1 1 2
Finalmente a relagdo |u| = |v| exige p = 0 pelo que 1+ 4a € R, e da condicao
a > —1/4 resulta 1 + 4a = 0. Neste caso temos entdo u = v donde vem
+oo n . .
(u/v)" = +00 e conclui-se ainda

n=0
_ —1++1+4a
,—2 .

+

8

=1

=V=U
1

<

2

Tomando a = 1 no teorema anterior obtém-se o desenvolvimento em frac¢ao
continua do chamado nimero de ouro :

Exemplo 1.16 - Tem-se

1++/5 RS | 1
IRELCHN R .
2 a=t 1 14

1

1
+1+...

Nota 1.17 - Os nidmeros de Fibonacci F,, definem-se pelas relagoes
Fo=0Fr=1e F,=F, 1+ F, 2 sen>2.

Sendo A,, e B,, respectivamente os numeradores e os denominadores canénicos
da fracgao continua 1+K;f§ 1/1, das relagoes de recorréncia dos A, e By, resulta
entao

An =lpy2 € B, = n+1 5€ N > -1,

pelo que
lim Fui1 _

n
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Atendendo ao teorema 1.10 obtemos também a chamada identidade de Cassint
Fo1Fpyy — F2=(-1)" sen>1,
e do teorema de Euler 1.11 resulta

*2”(71)”*1* IRGES
FoFp 7T T2

n=1

O teorema anterior pode ser generalizado na seguinte forma:

Coroldrio - Dados a,b € C, a fracgao continua K:ﬁ?a/b diverge em Co se

b=0e¢a#0, oua/b?€]|—oco,—1/4] . Se isto nio suceder a fracgio continua

converge e tem-se
_ —b+by/1+4a/b?
2

T g
b=

n=1

em que /1 + 4a/b? representa o valor principal da poténcia de base 1+ 4a/b?
e expoente 1/2.

Demonstra¢do. Se b # 0 o enunciado resulta imediatamente do teorema
anterior aplicando o teorema 1.6 com 7, = 1/b. Supondo a # 0 ¢ b = 0, uma
relagio da forma K;9a/0 = A € C. implicava A = a/)\ mas aplicando o
teorema 1.6 com r,, = —1 terfamos também A = —)\ e estas duas condigoes
sdo incompativeis. Finalmente, se for a = b = 0 a relacdo (1.3) mostra que
para todo o n >0 ¢é 5,(0) = Sp(0) = 0 e a identidade do enunciado permanece
véalida.

|

Exemplo 1.18 - Tem-se
too 1

n=1

Efectivamente basta tomar ¢ = 1 e b = 2 no coroldrio anterior.

Nota 1.19 - Historicamente o desenvolvimento em fraccao continua de v/2
foi obtido a partir da relacao

1 1
\/571:\/5+1:2+(\/571)

cuja iteragao conduz a

1
V2-1=

1 1
2+ 2+ o+ 24 (V2-1)
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No entanto, para a frac¢ao continua K:{:i 1/2 esta relagdo traduz-se por
Sn(\/i71> =v2-1sen>1

e, dada uma fracgao continua K:ﬁ? ap/bn, uma relacao da forma
Sp(c)=c sen>1
nao implica necessariamente
lim S, (0) =c¢

mesmo que K Jﬁ‘i an /by seja convergente. Assim, para a frac¢do continua K| :{i‘i 1/2

n
temos
1

e iterando esta relagao resulta
Sh (—\/5—1) :—ﬁ—lsenZL

embora seja
lim S, (0) = v2 — 1.

Dada uma fraccao continua nao singular com fungoes aproximantes S,, a
relagdo entre a convergéncia de S, (0) e o comportamento das sucessoes da
forma S, (z,) com z, € C sera analisada na sec¢do 11. Independentemente do
comportamento de Sy, (0) podemos desde jd assinalar que para cada o € Cy,
existem sucessoes S, (z,) que tém por limite o pois basta para isso tomar
zn = S;1(0). No entanto veremos posteriormente que sucessoes (z,) deste
tipo sao excepcionais num sentido bem preciso. Uma situacao particularmente
simples é tratada no teorema seguinte.

Teorema 1.20 - Seja K,f;"ian /by, uma frac¢do continua convergente em Coo

e suponha-se que 0s a, € 0s b, sdo nao negativos a partir de uma certa ordem.

Dada uma sucessio (uy,) de nimeros nao negativos, para cada subsucessio (S, )
de (S,) tem-se

+oo Gn

i lim S, (uy).

n=1

Demonstra¢do. Suponha-se em primeiro lugar que todos os a,, € b, sdo nao
negativos. A defini¢do dos s, mostra entdo que estas fungoes sdo decrescentes
em [0, +00] pelo que o mesmo sucede com as fungoes S,,. Para cada n > 1 temos
assim

Sn—1 (O) =9, (+OO) < Soen (un) <SS, (0)
pelo que lim S, (u,) = lim S, (0) = K> a,/b,.

n
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Suponha-se agora que existe um ordem m > 1 tal que a,, > 0 e b, > 0 se
n >m. Se ai...a,, = 0 o enunciado resulta de que para todo o n tal que ., > m
é Sa, (Un) = Sm(0) = K >9a, /b,. Se nenhum dos a,, se anula quando n < m, a
funcdo S, € injectiva e as fungdes aproximantes de K,/ a, /by sdo dadas por
SloS, comn >m. Sendo A = K, X a,/b, ¢ entdo K2 a,/b, = St (),
e como a parte do enunciado jé estabelecida mostra que

lim (S, 0 Sa,) (un) = Sp" (A)

m
n—-+o0o

conclui-se que im S, (u,) = A.
]
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2- Fracgoes continuas simples
to 1

co + K —
n=1 Cn

em que 0s ¢, sdo inteiros e ¢, > 0 quando n > 1, diz-se uma frac¢do continua
simples ou regular, e pode representar-se abreviadamente pela notagao

[Co; Cly.--yCn, ] .

Para estas fraccoes continuas os correspondentes numeradores e denominadores
candnicos sao nimeros inteiros que se costumam representar respectivamente
por p, e g,. Com estas notagoes temos

n
1
&:co—i— K — se n>0
dn k=1 Ck

e as relagoes (1.4) e (1.5) traduzem-se respectivamente por

P-1=1,po = co, Pn = CnPpn—1+DPn—2 s n>1

e
4-1=0,q90 =1, gn = Cpgn—1+qn—2 se n =1
Da expressao dos ¢, resulta ¢, > 0 se n > 0 pelo que
dn — Q4n—-1 = (Cn - 1) gn—1 + gn—2 Z qn—2 > 0 sen Z 2

e portanto

qn — Qn—1 >1 se n>2, (2.1)
o que implica

n>mn se n>1. (2.2)

Uma minoragao mais precisa de g, pode obter-se usando o nimero de ouro
= (1 + \/5) /2 =1.6180... introduzido no exemplo 1.16:

Exemplo 2.1 - Tem-se
qn2<p"_1 se n>0

valendo a igualdade sse n = 1.

Efectivamente temos gg = 1 > gp_l

eq =c; >1=¢" pelo que

atq >+l

Seja agora n > 1 e suponha-se que para todo o indice k tal que 0 < k <n é

g > " e qpt g1 > TR
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Notando que ¢ + 1 = ©? temos

2

Gnt1 = Cnt1Gn + Q-1 > G + Qn1 > @™ + "2 = "

n—1

pelo que também ¢p41 > @™ € a1 + qn > ©" + "', e o resultado fica

estabelecido por indugao.
O teorema 1.10 traduz-se agora pela relacao

Prn-1—Pn1gn = (—1)""" sen > 1, (2.3)

e daqui deduz-se imediatamente que os inteiros p,, e g, nao tém factores comuns
pelo que as fracgoes py, /gy, sdo irredutiveis. Dos coroldrios 1 e 2 deste teorema
resultam ainda as relagoes

3 -1 n—1
p—"—pnlz( ) sen > 1, (2.4)
Gn dn—1 dndn—1

DPn Pn—2 (71)’” Cn
— — = sen > 2. (2.5)

dn qn—2 dndn—2

Provaremos o seguinte resultado:

Teorema 2.2 - A fracgio continua simples co+ K;7251/c,, é convergente, o

seu valor é um nidmero irracional £, e para cada inteiro n > 1 tem-se

Iﬁ < D2n+2 <£

< DP2n+1 < P2n—1 ) (26)
q2n q2n+2 q2n+1 q2n—1

Demonstrag¢io. Atendendo as definigdes e a (2.4), para cada inteiro m > 0

temos
Pm s Dn DPn—1 = (_1)n_1
— = + - - =Cy + -
dm Z <Qn ) Z qndn—1

n=1

e de (2.2) resulta

-1 n—1 1
(=) < sen > 2.
dnqn—1 n (n - )
Entao a série
+oo (71)7’7,71
gndn—1

n=1

é convergente pelo que a fraccdo continua converge para um certo nimero real
¢ e temos

+oo (_1)7L—1
E=co+ > L.
0 Z gndn—1

n=1
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A relagdo (2.5) mostra que a sucessao (p2n/qen) € estritamente crescente e
que a sucessao (pgn_l / qgn_l) é estritamente decrescente. Como estas sucessoes
convergem ambas para £ as desigualdades (2.6) ficam estabelecidas.

Suponha-se finalmente que £ ¢ um nimero racional e seja & = k/l com k e [
inteiros. Escolhendo um inteiro n tal que 2n + 1 > I, de (2.6) resulta

k pon Pt P L 1

0< =~ - <
l q2n q2n+1 q2n q2n92n+1 q2n (Qn + 1)

e multiplicando estas desigualdades por lgo, obtém-se

<1

0 < kgop, — lpay, < )
Qon = P2n < 5 7

o que é absurdo pois kqs, — Ips, é um nidmero inteiro.
|

Coroldrio 1 - Nas condi¢oes do teorema anterior tem-se

<

! <'£—p—" se n>0.

In (Gn + Gnt1) In

dndn+1

Demonstracao. Atendendo ao teorema anterior e separando os casos n par
e n fmpar, temos

Potz _ Dn| _ ‘gp_n [P |
gn+2 dn dn dn+1 dn
De (2.4) e (2.5) resulta entao
2l
dn Andn+1
e
‘E S Bnls Cnr
qn qnQn+2
Como
Cni2 Cn+2

gndn+2 dn (Qn+1C7L+2 + Qn)
ecpyo >1,8
Cn+2 > 1
dn (Qn+lcn+2 + Qn) T n (Qn+1 + Qn)
e obtém-se a primeira desigualdade do enunciado.
|
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Exemplo 2.3 - Nas condi¢ées do teorema anterior para cada inteiro n > 0

tem-se
1 1 1 1
:—( + >+5n com |6,] < .
QQn qn + qn+1 qn+1 2Qn—‘,-l (Qn + Qn+1)

_Dn
5

Efectivamente, pondo

1 n 1
Pn=—"—"F7 . €P
" dn (qn + qn+1) " gngn+1

de acordo com o coroldrio anterior é

— p
Pn < ‘5 - = < ij_
Pondo ainda L
5 = 'g Pl P+
dn 2
é entao N N
p; — Pn Pn — Pn
2B <, <
2 2
pelo que
‘g_ﬂz—pz—i_p;_Fd :L< ! + ! )+5
dn 2 QQn dn + an+1 dn+1 ’
com N
— o 1
|6n | < pn pn — .
2 2qn41 (Qn + QnJrl)

Coroldrio 2 - Nas condi¢oes do teorema anterior, para cada inteiro n > 0
tem-se
g _ Pn+1
In+1

_Pn
<le-2|

|Qn+1€*pn+1| < |Qn§7pn| € '

Demonstra¢ao. Atendendo ao coroldrio anterior é efectivamente

|gn+1§ — Pnr1] <
dn+2

40—l > > :

q —p - = )

T Gttt T dn F Cot2lngr Qoo

o que estabelece a primeira desigualdade do enunciado. Notando que (2.1)
mostra que ¢n+1 > qn, a segunda desigualdade resulta agora de ser

1 1
|Qn+1£ — Pn+1 | <
Qn+1 In+1

p
|Qn£_pn| < 'g_q_n .

' _ Pnt1
dn+1
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O teorema seguinte assegura a existéncia e a unicidade da representagao de
qualquer nidmero irracional sob a forma de frac¢ao continua simples.

Teorema 2.4 - Dado £ € R\ Q sejam (&,),~9 € (Cn),>o aS sucessoes
definidas por &, = &, co = [£o], - -

1

& =—"— € cn=1&,] se n>1.
gnfl - LgnflJ
Tem-se entao
+o0o 1
E=c+ K —
n=1 Cn

e esta é a tnica representacdo de £ sob a forma de fracgdo continua simples.

Demonstragdo. Como & € irracional e os ¢, sao inteiros, para todo on >0
¢ &, > ¢y, pelo que as sucessoes (€,,) e (¢,) estdo bem definidas. Da defini¢ao
resulta c¢,—1 > &, —1sen >1 pelo que ¢, > 1, e tem-se

1
E=¢=co+— e &, =cp+ se n > 0.
1

gn-‘rl

Sendo S, as fungoes aproximantes da fraccao continua cy + K:ﬁ? 1/cn, as
relagoes (1.1) e (1.2) conduzem a

1
= S —_—
=50 (g)
1 1 1
S’n—l (a) - Sn—l (m) = S’n (a) se n 2 1

§Sn< 1 > se n>0.
£n+1

pelo que

De (1.6) resulta assim

_ Pn-1+ e

= sen >0 2.7
Qn—1+ Qn§n+1 @7)
e atendendo a (2.3) obtém-se
‘5_@ IR SRS 2 1
qn qn—1+ Qn§n+1 qn an (Qn—l + Qn€n+1)

Como
dn (Qn—l + Q7L§n+1) > An (Qn—l + Q7Lcn+1) = qn4n+1
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temos

" 1 1
‘fp— sen>1

<
dn gndn+1 n (n + 1)
pelo que lim p,, /g, = &, e portanto

to 1

E=co+ K —.
n=1 Cn

Suponha-se agora que uma certa fracgdo contfnua simples ¢ + K >51/c),
tem também o valor &, e para cada n > 0 seja

/ >
/
gn = Cn + K _/'
k=n+1 Ck

Temos entao

r ¢ + 1

n - n / +o00 ;0

Chy1 + K25 01/ ¢,
ou seja,
1
! /
én =C, T3 .
gn-‘rl

Como &, > ¢y =1, 6¢, <&, < ¢, +1pelo que ¢, = [&,] sen > 0.
Dado que & = & = &, conclui-se assim que as sucessoes (£;,) e (c},) coincidem
respectivamente com (£,,) e (¢,,) 0 que completa a demonstragao.

Coroldrio - Sejam { € R\ Q e ({,),>0 a sucessao definida no teorema

anterior. Se & for representado pela fracgdo continua simples co + K;fi? 1/cn,
para cada inteiro k > 0 é entdo

+o0 1
G=a+ K —
n=k+1 Cn
Demonstragao. Resulta directamente de aplicar o teorema anterior a cada

ntdmero irracional ;.
]

Atendendo ao teorema anterior os convergentes da frac¢ao continua simples
que representa um dado ndmero irracional sao abreviadamente designados por
convergentes desse niimero irracional.

Uma fracgdo continua simples ¢ + K291 /¢, diz-se puramente periddica se
existir um inteiro m > 1 tal que

Cm+j = ¢ para todo o j > 0,
o que equivale a ser

Cmntj =¢j se 0<j<m-—-1len>1
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O menor inteiro m que verifica esta condicao diz-se o comprimento do periodo
da fracgao continua, e para indicar que a fracgao continua é puramente periédica
com periodo de comprimento m usa-se a notagao

[C(); Clyeeny Cmfl] .

Mais geralmente uma fracgao continua simples diz-se periddica com periodo de
comprimento m a partir da ordem k se a fracgao continua cy + K 2‘3@ 411/cn for
puramente periédica com periodo de comprimento m. Esta condigao traduz-se
por

Cm+j = ¢; para todo o j >k,

e a frac¢do continua é agora representada pela notagao

[CO; Cly ey Chy ooy Ck+m71] .

Nota 2.5 - Nos textos em que apenas sao tratadas as fracges continuas
simples como sucede na generalidade dos livros sobre Teoria dos Numeros, as
fracgbes continuas aqui designadas por "periédicas a partir de uma certa ordem"
sdo habitualmente referidas como "fracgdes continuas periédicas” (cf. Adler &
Coury ou Hardy & Wright). No entanto, na teoria geral das fracgdes continuas
o conceito de fracgdo continua periédica corresponde ao que aqui chamamos
"fracgbes periddicas a partir da ordem 1" (cf. secgao 3).

Vamos agora provar que os numeros irracionais representados pelas fracgoes
continuas periédicas a partir de uma certa ordem sao os chamados irracionais
quadraticos. Estes s@o os ntmeros irracionais que verificam uma condigdo do
tipo a&? + b€ +¢ = 0 com a, b, ¢ inteiros (necessariamente a # 0), e silo portanto
representdveis na forma r + sv/d em que 7, s sao numeros racionais e d é um
inteiro positivo que nao seja quadrado perfeito.

Teorema 2.6 (Lagrange, 1769) - Uma fracgdo continua simples representa
um nidmero irracional quadrdtico sse for periddica a partir de uma certa ordem.

Demonstragdo. Suponhamos em primeiro lugar que um dado ndmero irra-
cional £ é representado por uma fracgdo continua puramente periédica com
perfodo de comprimento m. Sendo (£,,),,~, a sucessao definida no teorema 2.4,
o respectivo coroldrio mostra que é entdo £ = ¢, e de (2.7) resulta

_ Pmo2F Pmoi

B qm—2 + Qm—1£ )
Temos assim

Q77L—1€2 + (Qm—Z - pm—l) 5 —Pm-2 = 0

pelo que £ é um irracional quadratico. Suponha-se agora que a frac¢ao continua
simples que representa £ é periédica a partir de uma ordem k > 1. Atendendo
a (2.7) temos

 Pr—2 +pr_1&y

Q2+ qe1&y,
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~ , 400 L, e, 7.
e como a fracgdo continua c; + K%, 1/c, é puramente periddica segue-se que
&, € um irracional quadrético. Obtemos assim uma relacao da forma

r + s1Vd <7"1 + 31\/E> <7"2 - 32\/C—l>
:7“24-82\/3: T%*S%d

com 11,739, 51,52 € Q e d > 0 inteiro, o que prova que £ é também um nimero
irracional quadratico.

Reciprocamente suponha-se que £ = ¢y + K:;’? 1/¢, € um nimero irracional
quadritico que verifica a relagao

a®+bé+c=0coma,bceZ, (2.8)

e para cada k > 1 seja ainda &, = ¢ + K7 1/c,. Temos entdo

_ Pr—2 + P18y
qk—2 + qr—18k
e substituindo esta expressdo de £ em (2.8) obtemos uma relacao da forma
ARER 4 By + Cp =0 (2.9)
com
A = api_q +bpr_1qr—1 +cqi_q,
By = 2apr_1pr—2 +0(Pr-1qr—2 + Pr—2qr—1) + 2¢qr_1qr—2
e

Cr = app_y + bpr—2qi—2 + cqh_s.
Usando agora a identidade py_1qx—2 — pr—2qx—1 = (fl)k deduz-se a relacao
B} — 44,Cy, = b* — 4ac, (2.10)

e como a irracionalidade de ¢ exige b? — 4ac # 0 conclui-se que o polinémio
Apz? + Brx + C, néo é identicamente nulo.

Por outro lado, atendendo & segunda desigualdade do coroldrio 1 do teorema
2.2 e a relagao g > qr—1, podemos escrever

Op—1
qk—1

Prk—1 = EQr—1 + com [0p_1] <1

pelo que

Sr1)” S
Ay = a (&]1@1 + %) + bqr—1 <§Qk1 + %) + gy

62
= (a& +b+c) iy +2aE8—1 + af + b8k_1
k—1
S
= 2a&dp_1+a 5 T bog—1,
Qi
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e daqui resulta
| Akl < 2lag] +[a] + [b] .

Como Cj, = Aj_1 é entao também
|Cr| < 2lag] + lal + [0,
e de (2.10) deduz-se agora
By < A4|A,Ck| + |p* — dac]
< 4(2a] + la] + |b])* + |b* — dac|.

Vemos assim que as sucessoes (Ax), (Bx) e (Ck) sdo todas limitadas, e como
0s seus termos sao nidmeros inteiros o conjunto dos polinémios Apz? + Brx+Cy
é necessariamente finito. Dado que (2.9) mostra que cada &, ¢é raiz da equagio
Arz? + By + Cj, = 0 segue-se que o conjunto dos &, também é finito. Pondo
ainda {, = ¢, para algum k > 0 existe entao um inteirom > 1 tal que {;, = &, 1,
e pela unicidade da representagao dos irracionais isto exige

Cj=Cmtjsej>k

donde se conclui que a fraccao continua é periddica a partir da ordem k.

|
As identidades
+oo 1
p=1+ K n
n=1 1
e
+oo 1

V2=1+ K 3
n=1
deduzidas respectivamente nos exemplos 1.16 e 1.18, sao casos particulares de
desenvolvimentos de niimeros irracionais quadraticos em forma de fracgao con-

tinua simples. O exemplo seguinte generaliza estes desenvolvimentos.

Exemplo 2.7 - Dados dois nimeros inteiros positivos a,b tem-se

= [O;a,b].

Efectivamente, sendo £ o nimero representado pela fracgao continua [0; ﬂ]
temos

—b+ /02 + 4b/a

1
a+1/(b+¢)

e isto mostra que £ é a raiz positiva da equagao 52 +b§—b/a=0.

&=

Em particular, dado um inteiro positivo n e tomando b = 2n resulta

Vn?+2n/a = [n;a,2n].
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Fazendo agora sucessivamente a = 2n, a = n, a = 1 e a = 2 obtemos os
desenvolvimentos

\/nz—i—l:[n;%], \/n2+2:[n;n,2n],
n?+2n = [n;1,2n] e vn?+n=[n;2,2n].

Dado um ntdmero irracional quadrético & = r + svdcomr,s € Qed >0
inteiro, representaremos por £ o seu conjugado r —sv/d. Podemos agora caracte-
rizar os irracionais cujas fracgoes continuas simples sao puramente periddicas:

Teorema 2.8 (Galois, 1828) - Um numero irracional quadrdtico & é repre-
sentado por uma fracgdo continua simples puramente periddica sse § > 1 e
~-1<£<0.

Demonstra¢do. Suponha-se que £ é representado por uma fracgao continua
simples c¢q +KI§T 1/¢y, puramente periédica com perfodo de comprimento m. E

entao ¢; = ¢4y se 0 < j <m—1 pelo que ¢ = ¢;, > 1, e como § > ¢g segue-se

que ¢ > 1. Por outro lado, como na demonstracao do teorema 2.6 temos

_ Pm-—2 + Pm—1§
B Gm—2 + qm-1§’
e pondo
flx) = melxz + (Gm—2 = Pm-1) T — Pm—2

segue-se que f (§) = 0. Temos também f(0) = —p,,—2 < 0, € como

f(fl) = qdm—-1 — 9m—2 +pm71 — Pm—2,

separando os casos m = 1 e m > 2 verifica-se que f(—1) > 0. Existe entdo
xo € ]—1,0[ tal que f(xo) = 0, e por £ ser a outra raiz da equagio f(x) = 0
conclui-se que £ € ]—1,0][.

Reciprocamente suponha-se que & verifica as condigoes do enunciado e seja m
o comprimento do periodo da fracgao continua simples que o representa. Sendo
(¢,,) a sucessdo definida no teorema 2.4 podemos verificar que &, € |—1,0[ para
todo o n > 0. Efectivamente {, = £ € |-1,0[ e se {,, € |—1,0[ para algum
n > 0, tomando conjugados na relagao

1
€n+1 £n o
obtém-se 1
= Z —cp < —cp < —1
gn-‘rl
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pelo que também &, ., € |-1,0[ Sendo k o menor dos inteiros tais que
¢j = Cm4; Para todo o j > k, o teorema fica provado se se mostrar que £ = 0.
Supondo k > 1 temos

1 1
§h=7——— € &mr =
gk—l — Ck—1 mt 5m+k—1 — Cm+k—1 ’

e como §,, . = & segue-se que

Emak—1 —&k_1=Cmik—1—Cr—1 €EZ.

Entao também
Emak—1—Ek_1 €Z,

ecomo —1 <&\, 1 <0e0< ¢ _; <1, isto implica

1 <&nyr—1— &1 <1

pelo que &, 1 = &1 E assim Emak—1 = §x_1 O que contraria a hipdtese,
pois a unicidade da representagao dos £, mostra que daqui resulta ¢; = cp4j
para todoo j >k — 1.

|

Coroldrio - Um ndmero irracional quadrdtico £ da forma

\/E+a
b

coma,beZ edecZ"

é representado por uma frac¢ao simples puramente periddica sse
0<a<Vd e Vi—a<b<Vd+a.

Demonstragao. O teorema anterior mostra que £ admite uma representagao
deste tipo sse £ > 1 e —1 < £ <0, o que equivale a ser

\/E—a<1<\/a+a

0
<% b

(2.11)

e estas desigualdades sao claramente vilidas se a e b verificarem as condigoes do
enunciado.

Reciprocamente, de (2.11) resulta 2v/d/b > 0 o que exige b > 0, e por ser
entdo vVd +a > Vd —a > 0 isto implica 0 < a < Vd. As desigualdades
Vd—a < b<\d+ a sio agora imediatas.

|

Teorema 2.9 - Seja & um nidmero irracional quadrdtico representado por
uma fracgdo continua simples cg + K;f:_{ 1/¢,, puramente periddica com periodo
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de comprimento m. Entio —1/& é representado por uma fracgdo continua sim-
ples ¢+ K 21/c, que também é puramente periédica com periodo de compri-
mento m, e tem-se

cn=Cn-1-n se 0<n<m-1.

Demonstragdao. Sendo (&,,),~, & sucessao definida no teorema 2.4 temos

50:§:€'m7 gn:C

1
nt—— ecp=1£,] se n>0.
£n+1

Daqui resulta
——:cn—g se 0<n<m-—1,
€n+1
e como o coroldrio do teorema 2.4 mostra que cada &,, ainda é representado

por uma fracgdo continua puramente periédica temos também —1 < £, < 0 se
n > 0. Pondo

Ny = — se 0<n<m

éentaon, >1e

Ny = Cm—1—-n + se 0<n<m-1

77n+1
pelo que
Cm—1—-n = Lnnj se 0 S n S m—1.
Sendo agora ¢ = —1/ e (5;1)n>0

a sucessao definida por
/ 1 /
gn:C;’L+/_ ec;’l,: [gnJv
£n+l

temos 1y, = —1/¢,, = & = £, e como

se 0<n<m-1,

n n

o 1 B 1
e e ST

por indugao resulta 7, = &, se 0 < n < m. E pois

e =Cm-1-n se 0<n<m-—1,

e dado que &, = 10,, = —1/&, = £ segue-se que a fracgao continua simples que
representa & é puramente periédica com periodo de comprimento m.
|

O teorema seguinte descreve a forma que tomam os desenvolvimentos em
fracgdo continua simples dos nidmeros irracionais que sao raizes quadradas de
nimeros inteiros.
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Teorema 2.10 (Legendre, 1797) - Dado um nimero irracional da forma
Vd com d > 0 inteiro, a frac¢do continua simples que o representa é periddica a
partir da ordem 1. Além disso, se o comprimento do seu periodo for m tem-se

Cm =2 {\/&J € Ck = Cpm_p quando 1 <k <m —1.

Demonstra¢do. Sendo \/c_l =co+ K+ 21/¢y, 0 numero § = ¢y + \/c_l verifica
as condigoes do teorema 2.8 pelo que a fracgio continua 2co + K,/ 291/c, ¢
puramente periédica. Se o seu periodo tiver comprimento m é entao

cm:QCO:Q{\/EJ.

Supondo agora sem perda de generalidade m > 2 e atendendo ao teorema
anterior, temos

1 41 1 1 1
I — e
§ Vd—c, "' ma ot + 20 o
mas como
T 1 1
Vd — ¢y = e S
0= I:{ cn e+ KI%51/c,
é também
1 1 1 1
c1+—

\/E—CO 2+ +Cm1+2C0 +

A segunda parte do enunciado resulta agora da unicidade do desenvolvimento

de 1/ (\/E — co) em fracgao continua simples.

Nota 2.11 - A segunda parte do teorema anterior pode também provar-se
sem recorrer ao teorema 2.9. Supondo sem perda de generalidade m > 2, como

1
Vd=25,, 1 (K>1/c,) = S,
1( e /C ) ' Krjooerll/Cn

too T
K i—\/;l—C(),

n=m++1 C’ﬂ«

por ser ¢, = 2¢y obtemos a identidade

s ()

que se traduz por

Pm—2 + Pm—1 <C0 + \/E>

V= Qm—2 + qm—1 (Co + \/El) .
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Temos entao
(qm72 + gm—1Co — pmfl) \/E = Pm-2 + DPm—1C0 — Qm71d7
e por V/d ser irracional daqui resulta ¢;,—2 + gm—1c0 — Pm—1 = 0, ou seja,

Pm—1 =co+ qm—2 ) (212)
Gm—1 Gm—1

Por outro lado, como o =1, ¢ = ¢ €

dn =c,+ qn—2
qn—1 dn—1

sen>1,

usando inducao deduz-se

an 1 1 1
- 7L+ —.
Gn—1 Cn1 T Cpg Tt

A relagéo (2.12) traduz-se assim por

1 1 1 1 1 1

cp T ettt epmo1 G T oepe2 Tt

e esta identidade exige ¢ = ¢ se 1 < k < m — 1. Efectivamente, se k fosse
o menor indice para o qual ¢ # ¢,,,— terfamos

Ckt+ — =Cp—p+ =
u v

com

I .
u:ck =
T ess ot e

1 1

- ~>1
Cm—k+2 T+

V= Cm—k+1 +

Supondo por exemplo u < v, seria entdo 0 < 1/u—1/v <1—1/v <1, 0 que é
incompativel com a condigao

1
— = =Cmpm—k —Ck € Z.
v

IS

O algoritmo descrito no teorema 2.4 s6 permite obter a sucessao completa
dos convergentes de um ndmero irracional £ se for conhecido o valor exacto de
¢. No entanto, no caso de & ser um irracional quadrético da forma r + sv/d é
possivel obter o seu desenvolvimente em fracgao continua simples através de um
algoritmo que apenas envolve a parte inteira de v/d. Comegaremos por provar
um resultado auxiliar:
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Lema 2.12 - Dados x € R e um inteiro positivo n, tem-se
2)-[
nl | n |’
Demonstragdo. Sejam m = |x|, § =z —m e ¢ = |m/n]. Temos entdo
m
0<——¢g<1,
n
e como m — nq € inteiro daqui resulta 0 <m —ng <n—1. Dadoque 0 < 4§ < 1

é assim
0<z—ng<n+d—-1<n

e portanto
T
0<—-—-¢gx«1
n
pelo que
T m
2l =a= 3]
n n
|

Podemos agora descrever o algoritmo que tinhamos referido:

Teorema 2.13 (Euler, 1759) - Dado um nimero irracional da forma
€ =1+ svd com r,s racionais e d > 0 inteiro, sejam co = €] e ag e by
inteiros tais que

ap+vd  d—a}
= €

bo bo

Definindo sucessoes (ar)y~g: (0k)r>o € (Ck)p>o POT

3 € Z.

d—a; ag+1+ {\/c_lJ
ag+1 = by —ag, b1 = ——— e cpp1 = | —F————
by, bry1

08 ay, e by sao inteiros e tem-se

to 1

E=co+ K —.
n=1 Cn

Demonstragdo. Comecemos por ver que é possivel escolher inteiros ag e by
que verifiquem as condicoes do enunciado. Efectivamente, como £ tem a forma

(—b + \/E) /2a com d = b®—4ace a, b, c € Z, basta tomar ag = —b e by = 2a, ou

ap = b e by = —2a, consoante seja £ = (—b + \/c_l) /2a ou & = (—b — \/c_l) /2a.
Vamos agora usar indugdo para provar que os ay € by sdo inteiros, by, # 0 e
(d — a) /by, ¢ inteiro. Como estas propriedades sao vélidas para k = 0, tome-se
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k > 0 e suponha-se que elas também sao validas para k. Das defini¢Ges resulta
entao directamente que a1 € inteiro, e como ax41 + ai = ciby resulta também

2 a2 2 42 2
b — d—apyy _d—aj—(aky, —a}) _d—a}
k+1 = = = — ¢k (ary1 — ax)
br bi by

pelo que bx41 € inteiro. O facto de d ndo ser um quadrado perfeito implica
br+1 # 0, e como (d — az. +1) /bk4+1 = b € Z conclui-se que aquelas propriedades
se conservam vélidas para k + 1.

Sendo agora (&;,) a sucessdo definida no teorema 2.4 vamos provar que para
todoo k>0¢

(Ik-i-\/c_l
b=
k

Como £, = £ esta relagao é efectivamente vdlida para k = 0. Tomando k > 0 e
admitindo que ela é valida para k, atendendo ao lema anterior e & definicao de
ci temos

(2.13)

1 1

Ski1 = &k — 1€k Ek — Ck

o que implica

by, B br _ by (\/El + a’““) B Vd + apqy
ar —byex +Vd  Vd— aps d—ai,, b1

§k+1 =

e a relacio mantém-se valida para k + 1. E entéo

Ck = {—ak Zk\/EJ = &) se k=0,

pelo que (¢,,) coincide com a sucessdo definida no teorema 2.4 e o desenvolvi-
mento de £ resulta agora desse teorema.
[ |

Exemplo 2.14 - Dado um inteiro n > 2 tem-se

Vn?+2n—1=[n;1,n—1,1,2n].

Efectivamente, aplicando o algoritmo do teorema anterior, para 0 < k < 5
os tripletos (ag, by, cx) obtidos sdo

(0,1,71),(71,27171,1),(71*1,2,71*1),(71*1,27171,1),(71,1,271),(71,271*1,1).

Temos entao (as,bs,c5) = (a1,b1,¢1) e isto mostra que a fracgio continua é
periédica a partir da ordem 1 com periodo de comprimento 4.

Coroldrio 1 - Seja & um irracional quadrdtico e suponha-se que o seu desen-
volvimento em frac¢do continua simples é periddico a partir da ordem k. Entdo
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as constantes any, b, definidas no teorema anterior sao positivas para todo n > k
e tem-se

0<an<\/E,\/c—i—an<bn<\/c_l+ane cn§2{\/3J.

Demonstragio. Nas condigoes do enunciado a relagdo (2.13) e o corolério do
teorema 2.4 mostram que para cada n > k o nimero

\/E+an

b="

¢ representado por uma frac¢do continua simples puramente periédica. As
desigualdades que envolvem a,, e b, resultam entao directamente do coroldrio
do teorema 2.8, e atendendo ao teorema anterior temos agora

an + L\/EJ

P <o i) <2)va]

Cp =

Exemplo 2.15 - O desenvolvimento em frac¢ées simples de um irracional
quadrdtico da forma &€ = r 4+ s\/d com r,s racionais e d > 0 inteiro, tem um

2
periodo cujo comprimento nao excede {\/&J + L\/EJ

Efectivamente, se o desenvolvimento for periédico a partir da ordem k, para
cada n > k o par (an,b,) verifica as condigoes

1§an§{\/c_lJ e bn:L\/c—iJ—an—l—j com 1 <75 < 2a,.

O numero de pares distintos deste tipo nao excede entao

|va] )
1= 2= [\/EJ ﬂ\/EzJ

pelo que dados [ + 1 pares consecutivos (an, by,) existem indices j e m + j tais
que (a;,b;) = (@m+j,bmj;). Conclui-se assim que o comprimento do perfodo
do desenvolvimento ¢é inferior a [ + 1.

Nota 2.16 - O teorema 2.13 mostra que além de se verificarem as desi-
gualdades referidas no coroldrio 1, cada b, é um divisor de d — a%. Usando
estimativas sobre o comportamento assimptético do nimero de divisores de um
nimero inteiro prova-se que para cada € > 0 o comprimento 7' do periodo
destes desenvolvimentos verifica a condigao 1T = O (dl/ 2+5) quando d — 400,
e prova-se também que a constante 1/2 é aqui a menor possivel (cf. Hickerson,
1973).
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Coroldrio 2 - Sejam & um numero irracional da forma v/d com d > 0
inteiro, e m o comprimento do periodo da fraccio continua simples que o repre-
senta. Com as notagées do teorema anterior é entdo b, =1 sse n for miltiplo
de m, e ¢, < cg se isso nao suceder.

Demonstrag¢io. Como o desenvolvimento de v/d é periédico a partir da ordem
1 o coroldrio anterior mostra que os b, sdo positivos. Se n for miltiplo de m,

do teorema 2.10 resulta ¢, = 2¢y pelo que as relacoes a, < {\/&J =cpe

o \/E+an
=T

exigem entdo b, = 1 e a,, = ¢p. Atendendo a (2.13) temos assim &,, = ¢ + Vd
e em particular é

€, =co+ V.

Reciprocamente, supondo b,, = 1 o corolédrio anterior implica

Vd > a, > L\/ZZJ —1
pelo que a, = L\/c_lJ = ¢p. De (2.13) resulta assim

£n =co+ \/C_l = £m7

e isto mostra que n é multiplo do comprimento m do periodo. Se n nao for
multiplo de m é entao necessariamente b,, > 2 o que implica

Cn < \‘@J < L\/EZJ = .

O numero e estd na base de alguns desenvolvimentos notdveis em forma de
fraccao continua simples que serdo estabelecidos na seccao 10 e foram obtidos
por Euler em 1737. Temos efectivamente (cf. teorema 10.9)

e=12;1,2,1,1,4,1,1,6,...,1,1,2n, ...]
e para cada inteiro m > 2,
Ve=[1;m—1,1,1,3m—1,1,1,5m —1,....(2n — \)m — 1,1,1,...]..
No corolério 2 do teorema 10.6 obtém-se ainda o desenvolvimento

e1/m -1 400 1

— = — €z .
el/m +1 2m (2n — 1) comm

n=1
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Nao se conhece o desenvolvimento completo de 7 sob a forma de fracgao
continua simples mas o algoritmo descrito no teorema 2.4 conduz a

7 =1[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,..],

O que corresponde aos convergentes

22 333 355 103993
" 7710671137 33102 7T
Para esta fracgdo continua, o convergente

292
PL_ 22 _ 3149857
q1 7

foi reconhecido por Arquimedes como fornecendo uma boa aproximacao de .
A aproximacio
355
~ B8 0 3 14159202...
qs 113
era ja conhecida dos mateméticos chineses do século V, e do coroldrio 1 do
teorema 2.2 deduz-se

‘355

1
— = —_ < 2. 1077.
113 W‘< < 2.7x10

113 x 33102

Usando a estimativa indicada no exemplo 2.3 obtém-se ainda

™~

355 1 ( 1 1

113 = 3.141592 653 466 ...
113 2x 113 113+33102+33102> 3. 141592653 466

com um erro de médulo inferior a

1
2 x 33102 (113 + 33102)

< 4.6 x 10719,

O teorema seguinte e os respectivos coroldrios esclarecem o motivo porque é
tao eficaz a aproximacao de um nidmero irracional pelos convergentes da fracgao
continua simples que o representa.

Teorema 2.17 - Sejam & um numero irracional e (pn/qn) a sucessao dos
convergentes respectivos. Dados inteiros p e ¢ > 0, se para algum indice k for

lg€ — pl < [qr€ — pi|

tem-se mecessariamente q > Q1.

Demonstra¢do. Suponha-se que a desigualdade do enunciado é védlida e que
q < qx+1- Sendo m e n as solugdes do sistema

mpk + npk+1 - p (2 14)
Mgk + Nqk+1 = ¢ '
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de (2.3) deduz-se
m = (=" (pgry1 — qprsa)

n=(-1)" (par — qpx)

pelo que m e n sao inteiros.

Se m = 0 temos entao pqp+1 = qPk+1, € COMO Q41 ¢ primo com pgyq
isto implica que ¢ seja multiplo de gx+1, 0 que contraria a hipétese ¢ < qp+1-
Supondo n = 0, de (2.14) resulta p = mpy, e ¢ = mqx pelo que

lg§ — p| = |m||qe€ — pr| > |qr€ — prl

o0 que contraria a hipétese |¢§ — p| < |qx€ — pi|- Como gk, gr+1 € ¢ s@o positivos
e ¢ < qr+1, a segunda das identidades (2.14) mostra que m e n tém sinais
opostos. Por ser

qk+1

(@1€ — pr) (@k+1€ — Prt1) = QeGrt1 (5 - g—:) (g - M) <0

segue-se que m (qx€ — pr) € n(qr+1€§ — Pr+1) tém o mesmo sinal, e de (2.14)
resulta entao

g€ —p| = |m (g€ —pr) + 1 (qrs1€ — Prs1)|
Im (qr€ — pr)| + 1 (@t 1€ — Pt
> |m (g€ —pr)| = lar€ — Pl

o que contraria a hipétese |¢§ — p| < |qx& — pi|-
|

Coroldrio 1 - Sejam & um nidmero irracional e p e ¢ > 0 dois inteiros.
Entdo para todos os inteiros m e n tais que 0 < n < q tem-se

g€ — p| < [ng —ml
sse p/q for um convergente de &.

Demonstragio. Se p/q for um convergente pi/qr de { e 1 < n < g = gy, é
necessariamente k > 1 e tem-se

|gk—1& — pr—1| < [n& —m)|

pois do teorema anterior resulta que a relacao |n& —m| < |qp—1& — pr—1]
exige n > qr. Como o coroldrio 2 do teorema 2.2 mostra que

lqr€ — pr| < |qp—1§ — pr—1]

conclui-se a desigualdade |g¢ — p| < |n§ —m].
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Reciprocamente, se p/q nao for um convergente de £ e qx < ¢ < @41, do
teorema anterior resulta

lgx€ — pr| < |g€ — p|

e a condicao do enunciado nao se verifica com n = g.
|

Coroldrio 2 - Sejam & um nidmero irracional e (pn/qn) a sucessio dos
convergentes respectivos. Dados dois inteiros p e q > 0, se para algum indice k

for
Dk
gk

)

g

tem-se necessaritamente q > qx.

Demonstra¢ao. Supondo que a desigualdade do enunciado é vélida e ¢ < gy
terfamos

lg¢ —p|l =q

§£'<Qk
q

5&' = [qr€ — px|
gk

0 que contraria o teorema anterior.
|

Nota 2.18 - No coroldrio anterior a conclusao g > g nao pode ser substi-
tuida por ¢ > qx+1 como sucede no teorema 2.17. Um contra-exemplo é dado
pelo nimero 7 para o qual se tem

p1_ 22 pa 333

@ 7@ 106

7

Pode no entanto verificar-se que as condigdes do coroldrio anterior implicam
q > qx+1/2. Temos efectivamente

2
-2l gk ok2)
qa gk q dk Ak9k+1
e multiplicando por ggi obtém-se
2q
0 < |pgr — pryl < ——.
gk+1

Como [pgr — prq| € um inteiro, isto exige 2¢q/qx+1 > 1 e portanto ¢ > gi+1/2.
Se £ —p/q e & — pr/qr tiverem o mesmo sinal pode ainda concluir-se que
as condigbes do coroldrio anterior exigem g > qr+1. Com efeito, da relagdo

|€ —p/q| < |€ — pr/qr| resulta agora

1
qkqr+1

<‘§—%

qk

q Gk

0<‘p Dr -
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o que conduz & desigualdade

q
0 < |pgr — pryl < —.
dk+1

Teorema 2.19 - Dados dois convergentes consecutivos de wm nimero irra-
cional &, um deles é uma frac¢ao p/q tal que

pl_ 1
'5 q‘<2q2'

Reciprocamente, se p e q > 0 sdo inteiros que verificam esta desigualdade entio
p/q é um convergente de .

Demonstragio. Dados dois convergentes consecutivos p,,/qn € Pnt1/qn+1 de
£ temos

Pnt1 _ Pn|_ 1
gn+1 dn gndn+1
e da relagao
2
1 1
(— _ ) -0
dn dn+1
vem
Pntr _pn) L 1
Gnt1 G| 262 2q34,

Por outro lado, como & — p,/qn € € — Pnt1/qn+1 tém sinais opostos, é

Prti _ Pn 'gp_" +‘§M
dn+1 dn dn dn+1
e daqui resulta
Pn DPn+1 1 1
S RT
In Gny1| 202 24¢3.,

A desigualdade do enunciado néo pode entao ser falsa para os dois aproximantes

pn/Qn € pn—i—l/qn—i-l .
Reciprocamente suponha-se que p/q verifica a relagdo do enunciado. Sendo

m e n > 0 inteiros tais que

In§ —m| < |g€ — pl (2.15)

é entao

EB'S)E§)+'§£‘S g€ =l la& — 7l
n q n q n q
e obtém-se a desigualdade




Por outro lado, se n ndo é miiltiplo de ¢ tem-se mq # np pelo que

m_q>i
n o q ngq
e portanto

1 1 1

[ JE— > _’
2nq + 22~ ngq
o que implica n > ¢. Assim a relagdo (2.15) exige n > ¢ e o coroldrio 1 do

teorema anterior mostra que p/q é um convergente de &.
]

Provaremos agora um teorema que aprofunda o resultado obtido no teorema
anterior.

Teorema 2.20 (Hurwitz, 1891) - Dados trés convergentes consecutivos
de um nimero irracional &, um deles é uma frac¢do p/q tal que

1
Vg2
Demonstra¢do. Supondo que para um certo indice n a relagao do enunciado
é falsa quando p/q = pn—1/qn-1 € D/q = Pn/Gn, temos

i<
q

P
qn

'5 _ Pn—1
dn—1

"

SENEEEY
“VE\agr, @)’

Como & — pn—1/Gn-1 € & — pn/qn tém sinais opostos é também

'g_pn—l +' _p_n:pn—l_@: 1
dn—1 dn dn—1 dn dn—14n ’
pelo que
1 S 1 ( 1 n 1 >
Gn-10n ~ VB \da1 @)
Pondo q
h, = —2—
dn—1
temos entao
V5 > hy, + bt (2.16)

Como a fun¢do f definida para > 1 por f(x) = x + 2~ ! é estritamente

crescente e
s (1 + \/5> -5

2
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segue-se que a condigdo (2.16) exige

0 que equivale a

hot > 5

Sendo £ = cg + K:ﬁ? 1/¢c, e atendendo a relacdo ¢n4+1 = Cnt1Gn + gn—1, temos
assim
1+5

2

mas se a condi¢do do enunciado fosse também falsa para p/q = ppt1/gn+1 a
desigualdade correspondente a (2.16) seria agora

-1
hn—i—l =Cpy1 + hn >

V5 > hpyr + Pt

0 que exige

1++5

hn+1 < B

|
Do teorema de Hurwitz resulta imediatamente o seguinte resultado:

Coroldrio - Para cada nimero irracional € existe uma infinidade de nimeros

racionais p/q tais que
1

p
'§(I‘< Vhg?

Podemos ainda provar que o resultado anterior seria falso se v/5 fosse subs-
tituido por uma constante superior:

Teorema 2.21 - Se C' > \/5 existe um nimero irracional & tal que a relagio

p 1
'5 Q‘<0q2

nao é vdlida para qualquer conjunto infinito de nimeros racionais p/q.

Demonstra¢do. Vamos provar que se £ for o timero de ouro (1 + \/5) /2
existe um inteiro k£ > 0 tal que a relagdo do enunciado é falsa se p/q nédo for
um convergente de £ com ordem inferior a k. Atendendo ao exemplo 1.16, para
o desenvolvimento de £ em fraccao continua simples tem-se p, = pn_1 + Pn_2
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sen>leguii1 =qn+qn-185en>0. Comoéq=1=pi1eqp=1=pg
conclui-se entao g, = p,—1 se n > 0, pelo que

. Gp—1 .. Q4p—1 1 \/3_ 1
lim — = lim ——

dn Pn—1 5 2

Definindo agora uma sucessao (§,,) por

sen >0,

1
§o=¢ e §n+1:§n_

e usando indugao, verifica-se imediatamente que para todo n > 0 é

1+5
b= —5—

Por outro lado, como na demonstracao do teorema 2.4 temos

1
= sen > 0.

a q (§n+1 + Qn—l/qn)

s, (L) _Pn
én-‘,—l dn

Atendendo a que

‘_p_n
dn

n

lim (an + q7;1> =5,

dado C > /5 existe entdo uma ordem k tal que

§n+1+qn71 <C sen>k
n
pelo que
Pn 1
——|>—== sen>k.
'é |~ Cq?

Conclui-se assim que € finito o conjunto dos mimeros racionais p/q para os quais

p 1
'é Q‘ = Cq?

pois o teorema 2.19 mostra que esta condicao exige que p/q seja um convergente
deé. N

Os resultados obtidos sobre os convergentes dos nimeros irracionais quadrati-
cos permitem determinar as solugoes das chamadas equacgoes de Pell, que sao as
equagoes da forma

22 —dy? =1 (2.17)

em que d € ZT nao ¢ um quadrado perfeito e se procuram solucoes x,y € Z™.

Provaremos o seguinte resultado:
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Teorema 2.22 (Lagrange, 1768) - As solugdes (z,y) da equagdo (2.17)
s@o 0s pares (Dn,qn) €m que pn/qn €é o convergente de ordem n do desen-
volvimento de v/d em fracgio continua simples e n 4+ 1 é um maltiplo par do
comprimento do respectivo periodo.

Demonstra¢do. Suponha-se que p,q sao inteiros positivos que verificam a
condi¢do p? — ¢2d = 1. Como p > ¢v/d temos

p 1 1 1
O<—*\/E: < < —
g a(p+avd) 20Vd 20

e o teorema 2.19 mostra entdo que p/q é necessariamente um convergente de
V.

Sejam agora £ = Vd e (&), (ax), (bx) e (c) as sucessdes definidas nos teo-
remas 2.4 e 2.13. Atendendo as relagoes (2.7) e (2.13), para cada n > 0 temos

\/& _ Pn—-1 +pn£n+1 _ pn—lbn—i-l +pnan+1 +pn\/a
Gn—1+ Qn§n+1 qn—lbn—i-l + @nln+1 + Qn\/zl

donde vem

Vd (gn-1bnt1 + Gnns1 — Pn) = Pne1bns1 + Pnlni1 — gud.
Dado que V/d é irracional isto exige

Gn—1bnt1 + Gnant1 — Pn = Prn—1bpy1 + prant1 — gud =0
e eliminando a, 41 entre estas equagoes obtém-se a identidade

Pp = 4nd = (Pnn-1 = Pn—14n) b1,
que atendendo a (2.3) equivale a
Py —dqad = (=1)""" by (2.18)

Como b,4+1 € um inteiro positivo conclui-se que o par (pn,qn) é solucdo da
equagdo de Pell sse n + 1 for par e b,11 = 1. O enunciado resulta agora
directamente do coroldrio 2 do teorema 2.13.

|

A solu¢ao (pn, ¢n) da equagao de Pell (2.17) em que n+1 é o menor miiltiplo
positivo par do comprimento do perfodo do desenvolvimento de v/d diz-se a
solugio fundamental da equagdo.

Exemplo 2.23 - Dado um nidmero inteiro positivo n, a solu¢do fundamental

da equacao de Pell
2’ — (n?+1)y* =1
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é (x,y) = (2n2 +1,2n).
Efectivamente o desenvolvimento v/n? + 1 = [n; 2n] tem perfodo de compri-
mento 1 pelo que a solu¢ao fundamental da equagao é

(x,y) = (p1,q1) = (2n* +1,2n) .

A relagdo (2.18) permite ainda estudar a equagao
2 —dy? = -1 (2.19)

em que d € ZT nao é um quadrado perfeito e se procuram solucoes z,y € Z*.
E vélido o seguinte resultado:

Teorema 2.24 - A equagdo (2.19) tem solugoes x,y € ZT sse o comprimento
do periodo do desenvolvimento de \/d em fraccdo continua simples for tmpar.
Neste caso as solugdes sao 0s pares (Pn,qn) em que py/q, é o convergente de
ordem n deste desenvolvimento e n+ 1 é um maltiplo itmpar do comprimento
do respectivo periodo.

Demonstracio. Se p e ¢ sdo inteiros positivos tais que p? — dg? = —1 temos
p% > 2¢%> — 1> ¢2 pelo que p > g. Como é também
1 1
‘E — \/c_l' = <

conclui-se a desigualdade

e o teorema 2.19 mostra que p/q é um convergente de Vd. O enunciado resulta
agora aplicando o coroldrio 2 do teorema 2.13 a relagao (2.18).
|

Exemplo 2.25 - Dado um inteiro positivo n, o desenvolvimento de v/4n — 1
em fracgcdo continua simples tem periodo de comprimento par.

Efectivamente, dado um inteiro m temos m? = 0 (mod 4) ou m? = 1 (mod 4)
consoante m for par ou impar. Em particular isto mostra que d = 4n—1 nao é um
quadrado perfeito e basta agora provar que a equagao (2.19) nio tem solugoes
inteiras. Ora tomando um par de inteiros (p,q), como —dg®> = 0 (mod4) ou
—dq? = 1(mod4), a condicio (2.19) exigia p?> = —1 (mod 4) ou p? = 2 (mod 4)
o que é impossivel.

Teorema 2.26 - Dado n € Z™T, se 4n+1 for um nimero primo o desenvolvi-

mento de /4n+ 1 em fracgdo continua simples tem periodo de comprimento
mpar.
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Demonstra¢do. Pondo p = 4n+1 e atendendo ao teorema 2.24 basta provar

que a equacdo x? — py? = —1 tem solucdes x,y € Z*. Sendo (m,n) a solugio
fundamental da equacio 22 — py? = 1, se n fosse fmpar entdo n?> = 1 (mod4)
pelo que —pn? = —1 (mod4) e isto exigia m? = 2 (mod4) o que é impossivel.

Segue-se que n é par e m impar pelo que, pondo n = 2v e m = 2u + 1, de
(2.17) resulta u(u + 1) = pv?. Como p é primo e divide o produto u(u + 1),
necessariamente p divide v ou w + 1. Supondo que p divide u e sendo u = pk
temos k (u + 1) = v? mas como u ¢ primo com u + 1 também k e u + 1 ndo
tém factores comuns e esta relagao exige que k e u + 1 sejam ambos quadrados
perfeitos. Sendo k = 52 e u+ 1 = 2 era entdo u = ps? pelo que 72 — ps? =1
comr <u+1l<mes<v<n,o que contradiz a hipétese de (m,n) ser a
solucdo fundamental da equacdo z? — py? = 1. Conclui-se assim que p divide
u + 1, e como anteriormente verifica-se que isto implica a existéncia de inteiros
re s tais que u =12 e u + 1 = ps?, pelo que 12 — ps? = —1.
|

Teorema 2.27 (Legendre, 1797) - Dado um inteiro positivo d que ndo seja
quadrado perfeito suponha-se que o desenvolvimento de \/d em frac¢io continua
simples tem periodo de comprimento impar. Entdo d é a soma dos quadrados
de dois inteiros primos entre Si.

Demonstragao. Seja m = 2k + 1 o comprimento do periodo do desenvolvi-
mento em fraccdo contiua simples vd = co+ K, 1/c,,. Atendendo ao teorema
2.10 temos

Ch—j = Chy145 8¢ 0<j<k—1,

€ POr ST Cr—j = Cm4k—j; s 0 < j <k —1, é entao
Chgl4j = Cmyk—j 5 0<j <k —1 (2.20)

Seja agora &4,y = chy1+ K15 5 1/cn = ¢+ K,[271/c;,. Dado que o desen-

n=
volvimento de £, ; é puramente periédico com perfodo m, o teorema 2.9 mostra
que os coeficientes ¢/, do desenvolvimento de —1/§, ,, verificam a condigao

/
n

¢, =cCrn_1_n se 0<n<m-—1
No entanto, como ¢, = ¢k114n, de (2.20) resulta ¢ = ¢pik—n = Ch_1_, S€
0<n<k-1peloquec =c,_,_, paratodoon e {0,1,...m—1}. E entdo
¢, =cyse 0<n<m-—1econclui-se que —1/&;, 1 = &4 1.

Por outro lado, sendo (a,) e (by,) as sucessoes definidas no teorema 2.13, de

(2.13) resulta

¢ B \/a+ Q41
T b
pelo que
75 - \/a — Qk+1
P b
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e da relagdo —1/§; 1 = &34 deduz-se
d:ai+1+bi+1.

Suponha-se finalmente que ax4+1 € br4+1 ndo sdo primos entre si e seja p um
divisor primo de ag+1 € bg41. Como p também divide d, de (2.18) deduz-se que
p divide p? e é portanto um divisor de py,. Por outro lado, atendendo & definigao
dos a,, e b,, temos

bbrrr = d —afiq = biyq

pelo que by = bir1. Entdo p também divide by, e de (2.18) resulta que p divide
pr—_1. Conclui-se assim que p seria um divisor primo de

PrQk—1 — Pr1qr = (1)

o que é impossivel.
|

Nota 2.28 - O reciproco do teorema anterior é falso como mostra o caso
d = 34. Temos efectivamente 34 = 32 + 5% e /34 = [5;1,4,1,10].

Como consequéncia dos dois teoremas anteriores obtemos um resultado céle-
bre de Teoria dos Numeros, anunciado por Fermat em 1640 e demonstrado por
Euler em 1749:

Teorema 2.29 (Fermat—FEuler) - Todo o nidmero primo da forma 4n + 1
é a soma dos quadrados de dois inteiros.
]
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3 - Fraccgoes continuas periédicas

Procurando generalizar o coroldrio do teorema 1.15 vamos agora estudar as
fracgbes continuas K,J{:i an /b, para as quais existe um inteiro m > 1 tal que

Gmntk = 0k € bmpik =bk, sen>1el <k <m.

Uma fracgéo continua deste tipo diz-se periddica (cf. nota 2.5) e o menor inteiro
m que verifica a condi¢ao anterior diz-se o comprimento do periodo da fraccao
continua. Para as fungoes definidas por (1.1) e (1.2) temos assim

Smn+k = Sk Sen21e1§k§m,

Smntk =Smn0S; sel<k<men>1,

e também
S’nm = Sm oS’m O+ 00m S€EMN Z 17

em que a composigao de S, é iterada n vezes.
Exemplo 3.1 - Se uma fracgdo continua K:ﬁan /bn, com periodo de com-
primento m tem o valor A € C, entdo A é um ponto fixzo de S,,.
Efectivamente temos entao

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

A= Hm Spimn = lm (Sp(Spn)) = Sm< lim smn> = Sm ().

No estudo da convergéncia destas fraccoes continuas desempenha assim um
papel central a andlise dos pontos fixos de S,,, e atendendo ao exemplo 1.3
podemos limitar-nos a tratar fracgoes continuas nao singulares.

Exemplo 3.2 - Seja K >5a, /b, uma fraccdo continua nao singular com

n=

periodo de comprimento m. Entdo oo é ponto fixo de Sy, sse Bp,_1 =0.
Efectivamente temos
Amfl

Bmfl

e do teorema 1.10 resulta que a condigdo B,,_1 = 0 implica A,,_1 # 0.

Sm (OO) =

Exemplo 3.3 - Seja K,J{i‘fan /by, uma fracgdo continua com periodo de com-
primento m. Se oo é ponto fizo de S,, entdo a fraccao continua diverge.
Efectivamente é entao Sy,—1 (0) = S, (00) = oo pelo que

Smntm—1(0) = Spmn (Sm—1(0)) = Spn (00) =00 sen > 1,
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e conclui-se que a sucessao S, (0) diverge.

Seja agora K °Ja, /b, uma fracgdo continua ndo singular com periodo de
comprimento m e tal que B,,_1 # 0. Atendendo ao Teorema 1.7 a condigio
S (2) = z traduz-se por

Apm_12+ Ay o
Bpm_12+ By,
que equivale a
Bm—lz2 + (Bm - Am—l) Z— Am = 07

e os pontos fixos de S, sao entao dados por

Amfl - Bm =+ \/(Amfl - -Bm)2 + 4AmBm71
2Bm—l -

Pondo D,, = A,,_1B,, — A,,B,,_1 esta expressao pode ainda escrever-se na
forma,

Ap_1 — By £ \/(Am,1 + B, —4D,,
2lgm—l

e o teorema 1.10 mostra que D,, # 0.
Os dois lemas seguintes permitem exprimir S,,, em termos dos pontos fixos

de S,,.

(3.1)

Lema 3.4 - Seja K:ﬁ? an /by, uma fracgdo continua nao singular com periodo
de comprimento m, e suponha-se que x € C é o 1inico ponto fixro de Sy,. Sejam
ainda

b= 2-Bm,fl
Am—l + Bm ’
e X\ e, as fungoes definidas em Co por
Az) = L e (2) =z+mnh se n>1
Tz &P -

Entao h € C\ {0} e para cada n>1 é

Smn = Ao ©p O A

Demonstra¢io. Nas condigoes do enunciado a rela¢do (3.1) mostra que

(Am—1 4 Bm)* =4D,, 0 (3.2)
¢ A B
o m—1 — m
ST (3.3)

Em particular as relagoes By,—1 # 0 € A1+ By, # 0 mostram que h € C\ {0}.
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Por outro lado, dado z € C e atendendo a (1.6) temos

1 _ 1 _ (Bm—lx + Bm) (Bm—lz + Bm)
Sm (2) —x Sm (2) = S () Dy, (z — )
By B, By, - B,
_ Bwoard By (Bm_l n &) ,
D,, Z—T

e como (3.3) implica

Am— 1+ Bm

Bm—lx + Bm = 2

de (3.2) resulta

Bp—1x + By, o 2 (Bm—lx + Bm)2

= =1.
Dm Amfl +Bm ¢ Dm

Obtém-se assim . )
= +h se z€C,
Sm(z)—x z—=x

e como esta relagdo se mantém vélida por continuidade quando z = oo, para
cada z € C, €

1 1
Ao Sn =——+h= — ) = A ,
(oS () = 75 +h=r (725) = (@100 @)
o que implica
Sm=X"to Py 0
A férmula do enunciado é entao vélida para n = 1, e admitindo que ela é
véalida para um dado n > 1 temos

Smn+1) = SmnoSm=Aop,0X0rxopoA=A""ogp, 0p 0N
= Ailown—&-lo)‘

pelo que ela é ainda vélida para n + 1.
|

Lema 3.5 - Seja K:ﬁf an /by, uma fracgdo continua nao singular com periodo
de comprimento m e suponha-se que os pontos fizos de Sy, sdo x,y € C com
x #y. Sejam ainda
Bmfly + Bm

R= ,
Bm—lx + Bm

e X\ e, as fungoes definidas em Cs por

Z—X

M) ==

e p,(2)=R"z se n>1.
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Entdo R € C\ {0} e para cada n>1 é
Spn = A"t o, 0\

Demonstragio. Atendendo a (3.1) é
(Bm—12 + Bi) (Bm-1y + Bm)

(Am_1 + B)® — <\/(Am1 + B)? - 4Dm)2
1

e portanto
(Bm-12 + Bp) (Bj—1y + B) = Dy, #0 (3.4)

pelo que R € C\ {0}.
Dado z € C temos por outro lado

Sm(2) =z _ Sm(2) —
Sn(z) =y Sm(2) = Sm ()

e a relacdo (1.6) conduz a

Sm(z) — Sm (CL') _ (Bm—ly + Bm) (z — x)
S

Sm(z) - Pm (y) (Bm—lx + Bm) (Z - y) -

E entdo g
z)—x z—x
m(2) =R sez€C
Sm(z) ) )
e por continuidade esta relacao permanece vdlida quando z = co. Para todo o
z € Cy € assim

Sm(z) —x
SWL(Z) _ y - )\ (Sm(Z))
pelo que
(Ao Sm) (2) =RA(2) =(p10A) (2) sez€Cq,
e portanto

Sm=X"to @0

A férmula do enunciado é entao vilida para n = 1, e como na demonstracao
do teorema anterior prova-se que se ela for vilida para um dado n > 1 é também
valida para n + 1.

|

Como consequéncia do lema 3.4 obtemos imediatamente o resultado seguinte.
Teorema 3.6 - Seja K:ﬁian /bn, uma frac¢io continua nao singular com

periodo de comprimento m. Se x € C for o 1nico ponto fixo de Sy, entdo a
fracgio continua converge e tem-se K >Sa, /b, = x.
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Demonstragio. Aplicando o lema 3.4, para cada k € {1,...,m} temos
Spntk(0) = Spn (Sk (0)) = A7 (Sk (0) +nh) se n>1
com A(z) =1/ (z —z) e h # 0. E entéo

lim  Spn+k(0) = At (c0) =z

n—-+o0o

e isto mostra que K Xa, /b, = z.
|

O lema 3.5 conduz por sua vez aos dois teoremas seguintes.

Teorema 3.7 - Seja K:ﬁ?an /bn, uma frac¢io continua nao singular com
periodo de comprimento m. Se os seus pontos fizos x,y € C forem distintos e

|Bm—1x + Bm| = |Bm—1y + Bm| )
entdo a fracgdo continua diverge em Co.

Demonstra¢do. Com as notagoes do lema 3.5 temos
R=¢" com 0 < |0 <,
e para cada k € {1,...,m} é entdo

oSk (0) —x
1 ind Pk
+ = —_— > 1.
S’nm k(o) A <€ Sk: (O) y) se n 1

Isto mostra que Spn+k(0) diverge em Co se S (0) ¢ {x,y}, pois uma relagao
da forma
lim S77Ln+k (0) =ac Coo

n—-+o00
exigia
ing % (0
lim ezn@ k( )

— X
—— = X(a),
n—+4oo Sk (0) —y (a)

o que é impossivel.

Como S, (z) = z, S (y) = y e z,y € C, a injectividade de S,, implica
que S, (00) ¢ {x,y}. Dado que S,,,_1 (0) = S, (00), se m > 2 conclui-se entao
que Spntk (0) diverge em Co quando k =m — 1 e isto mostra que K:ﬁ?an/bn
diverge em Cs. Finalmente, se m =1 ¢& 5,,,(0) = a1/b; # 0 pelo que 0 néo ¢
ponto fixo de Sy, e portanto Sy, (0) ¢ {z,y}. Entdo Syn+k (0) diverge em Co
quando k = m, o que implica ainda a divergéncia em Cy, de K ;ﬁ‘{an /by,

|
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Teorema 3.8 - Seja K, >5a,/b, uma frac¢do continua nao singular com
periodo de comprimento m. Supondo que os pontos fizos x,y de Sy, sao finitos
e verificam a condi¢do

|Bm—1$ + Bm| 7é |Bm—1y + Bm| ,
se x ey forem escolhidos de modo a que

|Byn—1y + Bp| < |Bm—12 + Bl ,
entao

1 - Para cada k € {1,....m} é lim,— o0 Spmntr (0) =z se S, (0) £y, e
limy,— 400 Smn+k (0) =y se Sk (0) = y.

2 - A frac¢io continua converge sse Sy (0) # y para todo o k € {1,...,m},
e neste caso tem-se K;fiﬁan/bn =7z

Demonstra¢io. Com as notagoes do lema 3.5 é agora |R| < 1, e para cada
ke {1,..,m} temos

_ Sk (0) x)
Sonar(0) = A" BP0} e n> 1.
) =27 (R g = s
E entdo
111}3 Spnar(0) =X"1(0) =2 se S, (0)#y
e

lim  Spnik(0) = A7  (00) =y se S (0) =y,
n— -0
o que estabelece a primeira parte do enunciado.

Se Sy (0) # y para todo o k € {1, ..., m}, resulta entdo que a frac¢do continua
converge e tem o valor z. Se para algum k for Sy, (0) = y conclui-se que a frac¢ao
continua diverge pois a relagdo Si (0) = y ndo pode ser verdadeira para todo
ok e {1,...,m}. Efectivamente, se m > 2 o exemplo 1.2 mostra que S,,—1 (0)
e Sy, (0) sao distintos, e se m = 1 temos S,,(0) = a1/b1 # 0 pelo que y # 0 e
portanto S1(0) # S1(y) = y.

|

Exemplo 3.9 - Uma fracg¢do continua K:;’?an /by, com periodo de compri-
mento 2 é convergente se biby #£ 0.

Efectivamente, atendendo ao exemplo 1.3 podemos supdr ajas # 0. Como
By = b1 # 0, os pontos fixos x e y de Sy sao finitos e o teorema 3.6 mostra que
basta considerar o caso x # y. Dado que z e y sao solugoes da equagao

Blz2—|—(Bg—A1)z—A2:O
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e se tem As = a1bs # 0, segue-se que xy # 0. Da injectividade de Sy resulta
entdo Sz (0) # S2(y) = y e também S; (0) = Sy (00) # Sa2(y) pelo que é
satisfeita a condi¢do de convergéncia dada pelo teorema anterior.

Nota 3.10 - O teorema 1.15 pode ser facilmente interpretado em termos

dos trés teoremas anteriores. A fracgdo contfnua K;°ja/1 tem perfodo de com-
primento 1, e como

a
142z

S1(2) =
os pontos fixos de S sao

—1++14+4a -1 —+/1+4a
x:f ey:f.

Pondo v/1 +4a = p+iq com p,q € R e p > 0, segue-se que

1+yl <1+
e que a igualdade é vélida sse p = 0, o que equivale a a € |—o0, —1/4]. Excluindo
o caso trivial a = 0, como =z = y equivale a a = —1/4, os teoremas 3.6 e 3.7
mostram respectivamente que K:{:fa/ 1=z se a=—1/4 e que ha divergéncia

quando a € |—o00, —1/4[. Notando ainda que a condigdo a # 0 implica y # 0, é
Sy (0) # Sy (y) = y e do teorema 3.8 resulta K >5a/1 = v se a € C\]—oco, —1/4].

Quando uma fracgao continua nao singular tem periodo de comprimento m
e 0o é ponto fixo de S,,, dos exemplos 3.2 e 3.3 resulta que é necessariamente
m > 2 e que a fraccao continua diverge. No teorema seguinte analisa-se com
mais detalhe o comportamento desta classe de frac¢oes continuas.

Teorema 3.11 - Seja K:;’Tan /by, uma frac¢ao continua nao singular com
periodo de comprimento m, e suponha-se que x = 0o é ponto fixo de Sy,. Tem-se
entao

) G
b’IL

se for verificada alguma das segquintes condig¢des:

=00
n=1

1 - 00 é o dnico ponto fixo de S,.

2 - Sp, tem outro ponto fizo u, |Am—1| > |Bm| € Sk(0) # u para todo o
ke{l,..,m}.

Se isto nao suceder a fracgdo continua diverge em Co.

Demonstra¢do. Como oo é ponto fixo de S,,, temos B,,_1 = 0, e a condigao
Am—le - AmBm—l 75 0 eXige Am—l 75 Oe Bm 75 0. E pOiS

A"L— AWL
Sm (2) = B—lz + B
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e como a condigdo Sy, (2) = z com z € C equivale a
(Am—l - Bm) z+ Am = 07

a hipétese de oo ser o tinico ponto fixo de S, implica A4,,_1—B,, =0 e¢ A, # 0.
Neste caso é entao

Sm(z2)=2z+h comh:ngC\{O} (3.5)

m

¢ portanto
Smn (2) =z+nh sen>1.

Temos assim
Spntk (0) =8, (0)+nh sen>1leke{l,..,m}

pelo que limy,— 4 o0 Sin+k (0) = 00 e conclui-se que K,J;“ian/bn = 00.
Suponha-se agora que S,;, tem um segundo ponto fixo u. Se S, for a
funcao identidade a fraccao continua diverge em C,, pois neste caso tem-se
hmn_,oo Smn(O) =0e hmn_,oo S7an+1(O) = Sl (0) = al/bl 75 0.
Se S, ndo for a fun¢éo identidade é entao A,,_1 # By, e S,, toma a forma

Sm(z)=rz+h comr:%EC\{O,l} eheC.

Sejam agora A e ¢,, as funcoes definidas em C, por
Mz)=z—u e ¢,(2)=1"2 sen>1. (3.6)
Para cada z € C,, temos entao
(Ao Sm) (2) = Sm (2) —u=5m (2) = Sm (u) =7 (2 —u) = (p10A) ()
pelo que Ao Sy, = ¢ 0. E pois S, = A7} o, o\ e por inducao em n obtém-se
Spm =A"togp o) sen>1, (3.7)
o que implica
Spnir (0) = A7H (" (SR(0) —u)) se k€ {1,..,m}. (3.8)

Se |r| < 1, para cada k € {1,...,m} temos assim

hl}rl Smn-i—k' (0) = )‘_1 (O) =u se Sk(o) 7é o0 (39)
e
liI_P Spnik (0) = A7 (00) = 00 se Sk(0) = oc. (3.10)

Como S,,(0) # Sy, (00) = 00, Si—1 (0) = Sy (00) =00 e m —1 > 1, é entdo

lim Spn(0)=u€C e lm Sppim-1(0) =00,

n—-+oo n—-+o0o
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o que implica a divergéncia em Co, de K 2ay,/by.
Se |r|=1ér=¢e" com 0 < |0 < 7 pelo que

Spmntr (0) = A7 (e (Sk(0) —w)) se k € {1,...,m}
e isto mostra que lim,,—, 4 o Simyn (0) ndo existe se S,,(0) # u. Temos ainda

lim  Spn (0)=A"1(0) =u se S, (0) =u

n—+4o0o
mas como Sy,—1 (0) = Sy, (00) =00 e m —1 > 1, é também

hgl S’nm-‘rm—l (0) = )‘_1 (OO) =00 7é u
pelo que K, >Ja,, /b, diverge em Co.
Supondo finalmente r > 1, de (3.8) resulta
m  Sppar (0) = A7 (00) = 00 se Si(0) #u (3.11)

n—-4oo

e conclui-se que K >Ja,, /b, = oo se for vilida a segunda condi¢io do enunciado.

Se para algum k for Sy (0) = u temos

lim  Spnir (0)=X"1(0)=u (3.12)

n—-+oo

o0

e isto implica que K >Ja,, /b, diverge em C, pois, como m — 1 > 1, o exemplo
1.2 mostra que nao pode ser Sy (0) = u para todo o k € {1,...,m}.
|

Dada uma frac¢do continua nao singular com periodo de comprimento m
suponha-se que os pontos fixos de S, séo z,y € C. Entdo a fraccdo continua
diz-se parabdlica se x =y, e se x # y diz-se que a fracgdo continua é eliptica ou
loxodrémica consoante | By, 1z + By| € | Bi—1y + By | sejam iguais ou distintos.

Se a fracgao continua for loxodrémica, escolhendo x e y de modo que

|Bm—1y + Bm| < |Bm—1x + Bm|

diz-se que x & o seu ponto fixo atractor (ingl. attracting) e que y é o seu ponto
fizo repulsor (ingl. repelling).

Supondo agora que oo é ponto fixo de S,,, se este ponto fixo for tnico diz-
-se ainda que a fracgao continua é parabdlica, e na demonstracao do teorema
anterior provou-se que isto sucede sse A,,_1 = B,, e S, nao for a funcdo
identidade. Se A,,_1 # B,, a fracgdo continua diz-se eliptica ou loxodrémica
consoante se tenha respectivamente |Ay,—1| = |Bm| ou |Am—1| # |Bm|. Para as
fracgbes continuas loxodromicas definem-se agora os pontos fixos atractor = e
repulsor y por

xe€Cey=00se |Am_1| < |Bm|

x=o00ey€Cse |[An_1| > |Bnl.
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Nota 3.12 - As defini¢gdes de ponto fixo atractor e repulsor quando oo é
ponto fixo de S, podem justificar-se analisando o comportamento dos pontos
fixos de S,, quando esta fun¢do depende do parametro B,,_;. Com efeito,
fazendo B,,_1 — 0 verifica-se que os pontos fixos atractor x e repulsor y tém
limites respectivamente z € C e 0o se |Am—1/Bm| < 1, enquanto os seus limites
sdo respectivamente co e y € C se |Ay—1/Bpm| > 1 (cf. teorema 11.27).

Com estas definigbes podemos resumir os resultados obtidos sobre a con-
vergéncia das fracgdes continuas periédicas no enunciado seguinte.

Teorema 3.13 - Seja K:ﬁ?an/bn uma fracgdo continua nao singular com
periodo de comprimento m. Se Sy, for a fung¢do identidade a frac¢ao continua
diverge em Co. Se isto nao suceder, e sendo x e y 0s pontos fixos de S,,, entio

1- Se a fracgio continua for parabdlica é =y e K, Na, /b, = x.
2- Se x £y e a fracgcdo continua for eliptica ela diverge em C.

8 - Se a fracgcio continua for loxodrémica e x e y forem respectivamente os
seus pontos fixos atractor e repulsor, para cada k € {1,...,m} tem-se

lim Spntk (0) =2z se S (0) #y e lm  Spnir (0) =y se Sp(0) =y.
n—-+oo n—-+o0o
Neste caso a fracgdo continua converge em Co sse Sp(0) # y para cada
ke {l,..,m}, e é entio K Xa,/b, = .

Demonstracao. A parte do enunciado relativa a transformacao identidade
e as fracgoes continuas parabdlicas e elipticas ficou estabelecida nos teoremas
3.6, 3.7 e no teorema anterior. Quanto as fracgoes continuas loxodrémicas o
teorema 3.8 trata o caso em que z,y € C. Quando oo é ponto fixo de S, o
comportamento de lim,—, o Spmn+tk (0) resulta das relagdes (3.9) a (3.12). O
teorema anterior estabelece ainda a convergéncia em Co, de K, > ay,, /b, quando
x = o0 e Sx(0) = y para cada k € {1,...,m}, pois é entdo [A,,—1| > |Bm].
Finalmente, se |A;,—1| < |Bn,| € y = 0o e na demonstragao do teorema anterior
provou-se que a condi¢do Sk(0) # y falha para k = m — 1 > 1, por ser entdo
Sm—1(0) = S, (00) = 0.

|

Nota 3.14 - Nas fracgoes continuas loxodrémicas o comportamento de
lim,,— + 00 Siun+k(0) descrito no teorema anterior é conhecido por oscilagdo de
Thiele.
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4 - O teorema de Pringsheim

O teorema seguinte traduz um critério bédsico de convergéncia de fracgoes
continuas.

Teorema 4.1 (Pringsheim, 1899) - Seja K>S a,, /b, uma frac¢do continua
tal que
|bn| > |an| + 1 para todo o n > 1.

Entdo a fracgdo continua é convergente e tem-se

—+o0
a

)

n=1 %n
valendo a desigualdade estrita se para algum inteiro n > 1 for |b,| > |a,| + 1.
Demonstragao. Tomando n > 1, da relagao de recorréncia
B, =b,By_1 +apBy_2
vem
|Bn| = [bn||Bn-1] = |an|[Bn—2| = (lan| + 1) |Bn-1| = (lan|) [Br—2|

pelo que
|By| = |Brn-1| > |an| (|Bn-1| — |Bn-2]).

Como paran =1 ¢&
|Bn-1| = [Bn—2| = Bo — B_1 =1,
por inducao resulta imediatamente
|B| — |Bn-1| > |aj...an| se n>1. (4.1)

Isto mostra que a sucessao (|By,|),~, ¢ crescente, o que implica |B,| > |By| =1
se n > 1. Para cada n > 1 temos entao

|a1...an| < |B’n| - |Bn—1|
|BnBn_1| = |BpBp-1|

ou seja,
|ay...an| I
|Ban71| o |Bn71| |Bn|

se n>1. (4.2)
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Como a sucessao (1/|By|),,~q converge, o mesmo sucede com a série

3 (# B L)
|Bn—1| |Bn|

n=1

e conclui-se que a série
+oo

Z (71)’“71@1 ..Ap
n—1 Ban,1

é absolutamente convergente. O teorema de Euler 1.11 mostra entdo que a
fraccdo continua K5 a, /b, converge, e da desigualdade (4.2) resulta

o] < 3 mtnl <57 (G- ) <
|B’ILB’IL 1| o |Bn—1| | n| o |BO| -

Supondo finalmente que para algum m > 1 se tem |b,,| > |am| + 1, como
| By—1| > 0 é entéo

n

|Bm| - |Bm—1| > |am| (|Bm—1| - |Bm—2|) )

e nas relagoes (4.1) e (4.2) valem agora as desigualdades estritas quando n = m.
Daqui resulta

= 1 lay.. an| 1 1 |ay...am]
> () -2 B >0
po— |Bn—1| |Bn| |B Bn 1| |Bm—1| |Bm| |BmBm—1|

n=1

e conclui-se que a desigualdade do enunciado é estrita.
|

Nota 4.2 - O resultado anterior tinha j4 sido obtido por Sleszynski em 1889
e por isso é também referido como o teorema de Sleszynski- Pringsheim.

Exemplo 4.3 - Dada uma frac¢io continua K >Sa, /by tal que
|bn| > |an| + 1 para todo o n > 1,
tem-se
T g

_n
1 b

n=

Efectivamente, aplicando o resultado do teorema anterior & fracgao continua
K +00 o5an /by obtem-se

+o0 an,
K|~

n=1

lai] lay]

ay >
|b1| + } Oaan/bn| |b1| +1

b1 + K+O§an/bn
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Coroldrio 1 - Uma fracgdo continua da forma K,231/b, converge se

|br| > 2 para todo o n > 1.

Demonstracao. Resulta imediatamente do teorema anterior tomando a,, = 1
para cada n > 1.
[ |

Nota 4.4 - A constante 2 no resultado anterior é a melhor possivel pois o
coroldrio do teorema 1.15 mostra que K;°31/ib diverge se b € |—2,2].

Corolario 2 (Worpitsky, 1865) - Uma fraccio continua da forma K, >5a, /1
converge se

1
lan| < 1 para todo o n > 1.

Demonstracao. Aplicando o teorema 1.6 com a sucessdo constante 7, = 2

verifica-se que K, >Ja,/1 e K 54a,/2 tém a mesma natureza. O teorema

anterior garante entdo a convergéncia de K, >a, /1 se para cada n > 1 for
2> 1+4|ay|,

o que equivale a |a,| < 1/4.
]

Nota 4.5 - A constante 1/4 no teorema de Worpitsky ndo pode ser melho-

rada pois o teorema 1.15 mostra que K 5a/1 diverge se a € |—o0, —1/4].

O teorema de Worpitsky admite a seguinte generalizagao:

Coroldrio 3 - Seja (gn),~, uma sucessao tal que 0 < g, < 1 para cada
n > 0. Entdo uma frac¢do continua da forma K, >Sa,/1 converge se

lan| < gn—1 (1 — gn) para cada n > 1.

Demonstra¢io. Tomando r,, = 1/g, para todoon > 0, o teorema 1.6 mostra

que K 5a,/1 tem a mesma natureza de

-1 -1
+K.O 9n_—19n On
—1 M
n=1 gn

O teorema 4.1 garante entdo a convergéncia de K, >a, /1 desde que

|an|

gn 9In—19n

1
—>1+ sen>1,
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o que equivale a |ap| < gn—1 (1 — gn).
|

O resultado anterior pode ainda ser generalizado a fracgbes continuas da
—+o0

forma K>S a,/by:

Coroldrio 4 - Seja (gn),>o wma sucessao tal que 0 < g, < 1 para cada
n>0. Seby=1eb, #0 para todo o n > 1, a fraccio continua K, >5a, /by
converge desde que

Qnp

bnflbn

< gn-1(1—gn) para cada n > 1.

Demonstra¢io. Tomando r,, = 1/b,, para cada n > 0, o teorema 1.6 mostra
que as fracgbes continuas

Q

-1 71
n pas bn—lbn an

e Ig n=--n -
n 1

n=1

+o00o
n=1
tém a mesma natureza. Basta agora aplicar o coroldrio anterior a esta nova

fraccao continua.
|

(=

O resultado seguinte generaliza o coroldrio 1.

Corolario 5 (Pringsheim, 1899) - Uma frac¢io continua da forma K;'°1/b,,

converge se

1
+

1
<1 para cada n > 1.
|born—1]  |b2n]

Demonstra¢iao. Tomando go =bp =1 € gon—1 = gon, = 1/ |ban| se n > 1, da
condi¢ao do enunciado resulta 0 < g, < 1 para cada n > 1 e pode ver-se que

K;7251/b,, verifica as condigdes do coroldrio anterior. Temos efectivamente

1
<1- sen >1
|b2"_1| N |b2n| -
e
1
<1l- sen >0,
|b2n+1| |b2n+2|
donde vem
< 1 — = n— 1 _ ” sen 2 1
|b2r—1b2n| ~ |b2n] ( |b2n|) gon—1 (1 = g2n)

e

= - = 1- se n>0 N
|b2nb2nt1| ~ |b2n] ( |b2n+2|) 92n ( an-}-l) >
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Dada uma fraccio continua K; > a, /by, que verifique as condigdes do teorema
de Pringsheim, o erro cometido ao aproximar K, oo S an /by, por uma fraccao finita

pode ser estimado usando o teorema seguinte.

Teorema 4.6 (Beardon & Lorentzen, 2001) - Seja K a, /b, uma
fracgdo continua tal que

|bn| > |an| + 1 para todo o n > 1.

Pondo N
=TI (jbx| =1) se n>0
k=1

L, = L 1 se m >0,

1+Z"” Py 1+Zn 1

para cada m > 0 é entdo

Kb—n*Sm K

n=1

+oo
K on] (4.3)
n=1 |b’”|

Além disso a sequnda destas desigualdades é estrita se 0s a,, nunca se anularem
e para algum n > 1 for |a,| < |b,| — 1.

Demonstragdo. Sendo B, e B} os denominadores canénicos respectivamente

de KJr an/by e de
—+o0

K

n=1

—|an|

|bn|

vamos comegcar por estabelecer as desigualdades

|B,| > B >0sen>0. (4.4)

Dadon>1¢
= |bn| By—1 — |an| By s, (4.5)

e admitindo que B_; > B*_, >0, de |b,| > 1+ |a,| resulta

B, — B,y > |an] ( B;LQ) >0

n—1 "

pelo que a hipétese B _; > B} _, > 0 implica B} > B}_; > 0. Como Bj =1
e B*; = 0 conclui-se entao que para todoon >0 ¢ By > Bn 1, € portanto

B! >Bi>0sen>0.
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Pondo agora D,, = |B,| — B, as relagbes
|Bu| = |bn||Bn—1| = |an| [Bn—2| e By = [bn| By — |an| By_s

implicam
Dn Z |bn| anl - |an| Dn72-

Raciocinando como para B;:, se D,,_1 > D,,_o > 0 temos
Dn - Dn—l Z |an| (Dn—l - Dn—Z) Z 0

pelo que também D,, > D,,_; > 0. Como D_; = Dy = 0, usando indugao
obtém-se D,, > D, _1 > 0 para todo o n > 0 e portanto D,, > 0 se n > 0. E
pois |B,| > B} sen >0 o que acaba de estabelecer (4.4).

Atendendo agora ao teorema de Euler 1.11, para cada m > 0 temos

+00 too

(- —|an| — |an] |ay...an|
Ko K3 =2 55 (49

n= n=m+1 n-n—l1

[y

e também
Jf{o an g (O)'< Jio |aq...an|
n=1 bn, " o n=m-+1 |Ban71|

pelo que a primeira das desigualdades (4.3) resulta directamente de (4.4).
Por ser |ay| < |b,| — 1, de (4.5) resulta ainda

By =By 1 > (b —1) (B, — Bj,_y) sen>1,

e como By — B*, =1, iterando esta desigualdade obtemos
B —B;_ 1> 11 (Jox]| =1) =P, sen>1.
k=1

Da identidade

n

By =1+ (Bi—Bji)
k=1

resulta assim

By >1+4) Pesen>1, (4.7)
k=1

e por ser B = 1 esta relagdo mantém-se vélida para n = 0. Como é também
lay...an] < (Jbr] = 1) ... (Jbp] — 1) = Py, (4.8)
pondo

n
U,Lzl—l—ZPk se n>0
k=1
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para cada m > 0 temos entao

+oo +oo +oo
|a1...an| < Z Pn o Z Op — Op—-1
* % — -
n=m+1 Banq nemd1 OnOn—1 1 OnOn—1
= 1 1 11
= E -— )= — lim —,
On—1 On Om On

n=m+1

e de (4.6) deduz-se a segunda das desigualdades (4.3).

Finalmente, se os a,, nunca se anulam e para algum k > 1 for |ay| < |bg| — 1,
em (4.8) vale a desigualdade estrita para todo o n > k. Como na demonstragao
do teorema 4.1 verifica-se agora que daqui resulta que a segunda das desigual-
dade (4.3) seja estrita.

|

Coroldrio 1 - Dada uma fracgio continua K, >5a, /b, tal que

|bn] > |an| + 1 para todo o n > 1,

e pondo
P,= 1] (Jbx] = 1) se n>0,
k=1
tem-se
+K.O@§_+K.O_|a”|i - 1+oo :
n=1 b’ﬂ n=1 |bn| 1+ Zn:l Pn

Além disso na seqgunda das relagdes anteriores vale a desigualdade estrita se os
an, nunca se anularem e para algum n > 1 for |a,| < |bn| — 1.

Demonstragao. Resulta directamente do teorema anterior tomando m = 0.
|

Coroldrio 2 - Seja (gn),,~, uma sucessao tal que 0 < g, < 1 para cada
n > 0. Dada uma sucessiao compleza (ay),~,tal que

lan| < gno1 (1 —gn) se n>1,

e pondo
Uy = (L= g1)(1 = gn) se n>1
" g1---9n -
tem-se
2 a, 1 1
—S(O)'Sgo — - se m > 0.
n=1 1 " 1+ Zn:l Un 1+ Z:z Un
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Demonstragio. Aplicando o teorema 1.6 com r, = 1/g,, e pondo

* _ —1 —1 * o —1
Ap = 9n—19n Qan € bn*gn ’

tem-se

n=1

K %:go K a—f se m > 1.
1 n=1 bn

Representando por S}, (0) os aproximantes de K >ja /bf, é entdo

—+00 a —+o0 a* .
K “ Sm(())' 00| K & - 550)] se m>0
n=1 n=1 "n

pelo que o enunciado resulta directamente de (4.3) notando que para cadan > 1
é

Po=bi—1).. (b5 —1) =[] —Z =u,
k=1 UGk
‘ a3 0l
an Qp,
- < 1.
by —1 gn—-1 (1 - gn) o
]

Em particular, para as fracgoes continuas que verificam a condigao de con-
vergéncia do teorema de Worpitsky obtém-se as estimativas seguintes:

Coroldrio 3 - Dada uma sucessao complexa (ay),,~, suponha-se que existe
6 €10,1] tal que -

0
lan| < 1 para todo o n > 1.
Tem-se entao

+oo a g 1 0 m+1 1 0 m+1
2 _ 5.0 < < | ——
7:51 1 O < 2(m+1)<1+\/1—9) = 2(m+1) (2—0)

9m+1
2(m+1)

se m>0.

Demonstracao. Sendo
1—+v1-06
9= - 9
temos g(1 — g) = 0/4 pelo que |a,| < g(1 — g) para cada n > 1. Pondo agora

l-g _1+v1-0
g 1-1-06~

1

T =
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e aplicando o corolédrio anterior com g, = g para todo o n > 0, obtém-se entao

S0 <t _or=D) _ VI8

1
1 — Zn:O rn rm+l _ 1 rm+l _ ] '

n=1

Como

1 (1—vi—a)™"

7am+1 -1 (1 + m)m—i—l . (1 _ m)nz+1

B 1 0 m
C (+vice)" (- vice)™! <1+¢1 —e) ’

o enunciado resulta das desigualdades
m—+1 m—+1
(1+\/179> - (1—\/1—9) > 2(m+1)vI— 9
ev1I—-0>1-6.
|

Dada uma familia F de fracgoes continuas, para cada frac¢do continua F' € F
representemos por A\, (F) a sucessdo dos respectivos aproximantes. Diz-se que
F & uniformemente convergente se para cada F € F a sucessdo A, (F) tiver
limite A(F') e C e

Nas aplicagoes mais frequentes F é uma familia de fracgoes da forma
R 2t
n=1 b’”«(z)

em que os a, € b, sao funcoes da varidvel complexa z.

Teorema 4.7 - Dada uma sucessiao (cy),~, de nimeros nao negativos, a
familia das fracgdes continuas K 25a, /b, que verificam as condigdes

lan| < ¢n < |bn| —1 para todo o n > 1

é uniformemente convergente.

Demonstra¢ao. Seja F a familia das fracgdes continuas nas condicoes do
enunciado e tome-se F' = K;fiﬁan/bn € F . Entao o teorema 4.1 mostra que
K %a,/b, converge para um limite A (F) € C, e pelo teorema de Euler 1.11
tem-se

+oo

C1...CL
< Z ————— sen>0.
winty |Bral | B

+o0o

D)= AF) < Y

k=n+1

ay...ag
Bj,_1By,
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Atendendo a (4.4), (4.7) e a hipétese do enunciado, temos por outro lado

Bal =14 (Ibi] = 1) (b = 1) 21+ > crocp sen >0,
k=1 k=1

e como na demonstragao da segunda das desigualdades (4.3) obtém-se

1 1

M (EF) = ANF)| < n o oo '
| ( ) ( )| 1+Zk:1C1...C}@ 1+Z;::101-~-Ck‘

A convergéncia uniforme de F resulta agora por o segundo membro da desigual-
dade anterior nao depender de F' e ter limite nulo.
|

Coroldrio 1 - E uniformemente convergente a familia das frac¢ées continuas
da forma K °91/b, em que |b,| > 2 para todo o n > 1 .

n=1
Demonstragdo. Basta aplicar o teorema anterior com ¢, = 1 para cada
n>1.
]

Corolario 2 - Seja (gn),,~, wma sucessao tal que 0 < g, < 1 para cada
n > 0. FEntdo é uniformemente convergente a familia das fracgdes continuas

K %an/1 que verificam as condigées

|an] < gn—1 (1 —gn) para cada n > 1.

Demonstragdo. Basta aplicar o teorema anterior a familia das frac¢ées con-

. +oo 1 /1t
tinuas da forma K, *Jal /b, com

a’II’L = gﬁilgﬁlam b;’L = 9;1 ecn=(1~gn)/gn,

notando que K >a,/1 = goK;Jal, /b,
|

Em particular, tomando g9 = 1 e g, = 1/2 se n > 2 obtém-se a versio
uniforme do teorema de Worpitsky:

Coroldrio 3 - E uniformemente convergente a famdia das fraccées continuas
da forma K >a,/1 em que |a,| < 1/4 para todo o n > 1.
|

Nota 4.8 - Pode ver-se que a familia das fracgoes continuas que verificam
as condigoes do teorema de Pringsheim nao é uniformemente convergente. Com
efeito, para cada h > 0 sejam

a1(h) = —=h, ap(h)=—=1sen>1eb,(h)=1—a,(h)sen>1.
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Temos entao

e pondo

da identidade (1.10) resulta

An(h) =

Pondo agora

Ah) = lim A\,(h)

n—-+oo

é entdo A\(h) = —1 pelo que

1
n — = > 1.
[An(h) — A(R)] Tah en2

Para cada n > 1 temos assim

sup [An(h) — A(R)| =1
h>0

e isto mostra que a familia das fracgoes continuas

1& anlh) com heRT

nao é uniformemente convergente.
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5 - A série de Stern-Stolz de uma fracgao continua

Para as fracgdes continuas da forma K251/b,, ¢ vélida a seguinte condigio

necessaria de convergéncia em Cy, obtida independentemente por Stern (1848)
e Stolz (1886):

Teorema 5.1 (Stern-Stolz) - Dada uma sucessio complera (by),>,, se a

fracgio continua K;'231/b, convergir em Coo entdo a série

+oo

> lbal

n=1

é divergente.

Demonstragdo. Suponhamos em primeiro lugar que K;°31/b,, é convergente.

Existe entao uma ordem m tal que para cada n > m o denominador canénico
B,, nao se anula, e do teorema de Euler 1.11 resulta que a série

+oo (71)7171

Ban,1

n=m-+1
é convergente, o que implica
lim | By, Bp—1] = +00.

Por outro lado, pondo

Qn = kﬁl(H [bk|) se n>0
podemos ver que é |B,| < @, para cada n > 0. Temos efectivamente
|Bo| =1=Qo e [Bi]=[b] <Qn,
e se para um certo n > 2 for
|Br—2| < Qn-2 e |By 1] <Qn1,
de (1.5) resulta
|Bn| < [bn| [Br—1] + |Bn—2| < [bu] Qn-1+ Qn—2 < by Qn-1+ Qn-1=Qn

pelo que a relagdo permance valida para n. E pois

|Ban—1| S QnQn—l S Q?L sen Z 17
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e a condigdo lim | B, B,,—1| = 400 exige lim Q,, = +00. Das desigualdades
elbxl > 1 4+ |br| com k >1

resulta entao

Z|bk| >InQ@, sen>1

k=1
e conclui-se
+oo
k=1
Finalmente, se K °J1/b, = oo temos K, 51/b, = —b; pelo que a série

20 |bs| diverge e o mesmo sucede com Y7 [by,|.

Corolério - Dada uma frac¢do continua nao singular K 25a, /by, seja (cn)
a sucessao definida por

1
co=1lec,=—— se n>1. (5.1)
Cn—10n
Se a fracgdo continua convergir em Co, entdo a série

+oo
|bncn |
1

n=

é divergente.

Demonstracao. Resulta directamente do teorema anterior pois o teorema 1.6

mostra que K:ﬁ? an /by, tem a mesma natureza de

n=1 bncn n=1 bncn
|
A série
“+o0
|bncn|
n=1

referida no coroldrio anterior diz-se a série de Stern-Stolz da fracgdo continua
(o]
K %an/by.

n=

Exemplo 5.2 - Dada uma fracgio continua nio singular K 2a, /by, os

correspondentes termos ¢, definidos por (5.1) verificam as condi¢ées

T Qok—1 1 ag
€ Copt1 = —
k=1 a2k a1 =1 A2k+1

se n >0, (5.2)
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que se podem abreviar por

n —
_qynti-k
cn:Hafc ) se n>0.
k=1

Efectivamente as identidades (5.2) resultam directamente de (5.1) por in-
dugao em n.

Exemplo 5.3 - Duas fracgoes continuas equivalentes e nao singulares tém
a mesma série de Stern-Stolz.
Efectivamente, se as frac¢oes continuas

/
n=1 b" n=1 bn

sao equivalentes existe uma sucessao (r,),,~, de complexos nao nulos tais que
ro =1, al, = rp_1rpa, e b, = r,b,. Sendo

—+o0
bl
1

n=

a série de Stern-Stolz de K >5a’ /b, e usando indugdo, das definicdes de ¢, e
¢!, deduz-se imediatamente a relagio

Cn
d==se n>1.
Tn

Para cada n > 1 temos assim

/

’ bn o Trbp o by, o by _

bncn - r - - _b’”cn'
Cp—10n Cn—1Tn—1Tn0n Ch_1"n—10n Cp—10np

Exemplo 5.4 - A série de Stern-Stolz de uma fraccio continua K:ﬁ?an/bn
diverge sse

+oo

>

n=1

+oo

=400 0Uu Z

n=1

b aq...a9n—1 a2...A2n

= +o00.

bopt1
n+a

a2...a2n 1-+-02n41

Efectivamente as relagbes (5.2) mostram que esta condi¢do equivale a di-
vergéncia de

= a a a a
1..-U2n—1 2---U2n
§ b2n + b2n+1 ’
— a2...a2n aj...aan+1
n=1
O que é equivalente a ser
2m+1
lim E |brcn| = 400,
n=2
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e equivale portanto a divergéncia da série Z:ﬁ |brcnl.

Exemplo 5.5 - Se a série de Stern-Stolz de uma fracgdo continua K:ﬁ? an,/bn
for divergente, dados A,y € C\ {0} também é divergente a série de Stern-Stolz
de K| +oo 2 Aan, /by,

Efectlvamente basta atender ao exemplo anterior notando que

+oo
(Aa1) ... (Magn-1) a3...02n—1
bon b
; o2 = o) - haom) '“'Z 2
e . .
i sz . ()\GZ) ()\a2n) _ M X b2 . ag...aan
— "xar) ... Aagni1)| N —~ "y agn i

Na pratica a verificacao da divergéncia da série de Stern-Stolz de uma fracgao
continua é muito facilitada pelo seguinte resultado:

Teorema 5.6 - Dada uma fraccio continua ndio singular K} >Ja,/b,, a
respectiva série de Stern-Stolz diverge se

Z

nlb

Demonstragao. Sendo (cy),,~q & sucessao definida por (5.1) e atendendo &
desigualdade das médias, para cada n > 2 temos

=\ |bn 1Cn— lb CTL| < |bTL 1Cn— 1|+|b CTLD

nlb

Se m > 2 é entao

m

D

n=2

n 1bn

1 m—1 m m
< 5 (Z |bncn| + Z |bncn|> < Z |bncn|

o que estabelece o enunciado.
|

Exemplo 5.7 - Dada uma fraccio continua ndo singular K >Sa, /b, a
respectiva série de Stern-Stolz diverge se

+o0
Z bn—lbn = +00.
n=2 n
Efectivamente, sendo
bn—lbn
Uy =
Qp




e supondo que Z:z /U, converge, a partir de uma certa ordem é u,, < 1 pelo
que u, < /u, e também Z;Z% u, converge. Assim a divergéncia de

“+o0
D un
n=2
implica a divergéncia de
400
> Vi
n=2
pelo que a divergéncia da série de Stern-Stolz resulta do teorema anterior.

Se (bn),,>; for uma sucessao de mimeros nao negativos, a condi¢ao do teo-
rema 5.1 é suficiente para a convergéncia em C,,. Mais precisamente é valido o
resultado seguinte:

Teorema 5.8 (Broman, 1877) - Dada uma sucessio (by),~, de nimeros

—+o0

ndo negativos, a fracgdo continua K;231/b, converge em R{ U {+oo} sse

+oo
> by = +o0,
n=1

e é convergente sse para algum inteiro m > 0 for bomi1 # 0.

Demonstragio. O teorema 5.1 mostra que a convergéncia de K °71/b, em

C exige
—+o0
S b= b
n=1

e vamos agora provar que esta condi¢do implica que a fracgdo continua seja
convergente em Rg U {+o0}. Dado que para os denominadores canénicos de
KI51/b, ¢

B,—B,_2=0,B,_1>0 se n>1, (5.3)

segue-se que as sucessoes (Bay), g € (Ban—1),>¢ 580 ambas crescentes. I pois
By, > By =1sen >0, e se para algum m > 0 for byy,11 > 0 temos

B2m+1 Z B2m—1 + b2m+1B2m Z b2m+17

o que implica Bap+1 > bamt1 se n > m. Pondo h = min {1, bay,+1} temos entao
B, > hsen >2m, e de (5.3) vem

B.B,_1— B, 1B, 5 =b,B2 | > h?®, sen>2m+1

pelo que (BnBn_1),>9m,1 € crescente e

n
BBy -1 2 BaymBoym—1 + h2 Z b se n >2m+ 1.
k=2m+1
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Daqui resulta lim B, B,—1 = +00, e o critério de Leibniz mostra entao que a
série

converge. Temos assim

1
a—szm(o)-i- Z BB,

n=

—
3

||

[ V]
3
+
—

e como Ba,, # 0 segue-se que Sa,,(0) € R, 0 que estabelece a convergéncia de
K 251/b,. Além disso, como (1.4) mostra que os numeradores canénicos A,
sao nao negativos para todo o n > 0, é necessariamente

+oo 1
— > 0.
Y by,

HW

Supondo finalmente que a sucessao (b2, +1),,~( ¢ identicamente nula, a condigao

+oo
S = s
n=1
exige que algum dos by, seja nao nulo. Como K °51/b, = K °51/b,11, apli-

cando a parte do enunciado ja estabelecida resulta que Kn °51/by, converge em
Ry . Isto mostra que K;°51/b, converge em R} U {+oc} e do coroldrio 2 do
teorema 1.7 resulta

i—-i-oo
o .

I Nér

|
O teorema anterior conduz directamente aos seguintes resultados:

Coroldrio 1 (Seidel, 1846) - Dada uma sucessio (by),>, de mimeros
positivos, a frac¢do continua K 21/by, converge sse

+oo
> b=
n=1

Coroldrio 2 - Seja ;f X an/by, uma fracgdo continua em que 0s ay, $G0 Posi-
tivos e 0s b, mao negativos. Entao a fracgio continua converge em R+ U{+oo}

sse a respectiva série de Stern-Stolz for divergenmte, e é convergente sse para
algum inteiro m > 0 for bam41 # 0.
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Demonstragdo. Basta aplicar o teorema anterior notando que para cada

m>1é
K- K

n=1

b’IL C’IL

em que 0s ¢, sdo nimeros positivos definidos por (5.1).
|

Corolario 3 - Dada uma sucessao (an)n>1de numeros positivos, a fracgdo
continua K >5a, /1 converge sse a respectiva série de Stern-Stolz for divergente.

Demonstra¢ao. Basta no coroldrio anterior tomar b,, = 1 para todo on > 1.
[ |

Corolédrio 4 - Seja K'Xa, /b, uma fraccio continua convergente em que
08 a, 840 positivos e 0s b, ndo negativos. Dados \, ;. € RT entdo também a
fracgio continua K23 a, /b, é convergente.

Demonstragao. Resulta directamente do corolédrio 2 e do exemplo 5.5.
|

Coroldrio 5 - Seja K;'>a, /b, uma frac¢do continua nio singular. Entdo
a fraccao continua

R L
n=1 |b7l|

convergente consoante K >a, /b, convirja em

2

converge em Rar U {+o0} ou é
Cx ou seja convergente.

Demonstragio. Se K2 +oo 1an /by convergir em Co a sua série de Stern-Stolz
diverge, e como esta é tambem a série de Stern-Stolz de K> |ay,|/ |bnl, do
coroldrio 2 resulta que K27 |a,| / |b,| converge em R} U {+oo} Se K;'%a, /b,
for convergente o coroldrio 2 permite ainda concluir que K25 |an| / |bn | também
converge pois do coroldrio 2 do teorema 1.7 resulta que para algum m > 0 é
entao bo;,4+1 # 0.

|

Exemplo 5.9 - Seja K, lan /by, uma fmcgao continua em que 0S8 a, SG0
positivos e 0s b, nao negatwos Tem-se entao K 2an /by, =0 sse a respectiva
série de Stern-Stolz for divergente e todos o0s ba, forem nulos.

Efectivamente, atendendo a que para todo o m > 2 é

O ar ar

D be b+ K San/bn b+ K S ani1 /b

tem-se K:ﬁ?an/bn =0 sse K:;“ian_i'_l/bn_i'_l = +00. De acordo com o coroldrio
2 do teorema anterior isto equivale entao a que a série de Stern-Stolz seja diver-
gente e a ter-se by, = 0 para cadan > 1.
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O teorema seguinte descreve a relagao entre o valor de uma fracgao continua
convergente K:;’?an /by, € o0s seus aproximantes quando os a, sdo positivos, os
b, nao negativos e b; > 0.

Teorema 5.10 - Seja Kf{i‘{an /bn, uma fracgao continua convergente em que
0S @y, $Go positivos e os b, ndo negativos. Se by > 0, para cada inteiro m > 1
tem-se

+
8
S

Sm-2(0) £ $m(0) £ K 37 < Soma(0) < Sana0). (54
+oo an,

K 2 - 50 0] < 5 (0= 50 0) (53

koj . sm+1<o>2+ smm)' . Sm+1(0>2* SmO) | (5.6)

Além disso, se todos os by, forem positivos valem as desigualdades estritas nas
relagoes anteriores.

Demonstragdo. Como By =1 e By =b; > 0, da relagao
Bn = ann—l + aan—Z

deduz-se que é também B,, > 0 paran > 2. A identidade (1.9) mostra entao que
a diferenca S,,(0)—S,_2(0) é nula ou tem o sinal de (—1)" para cada n > 2, pelo
que a sucessao dos Sa,(0) é crescente e a sucessdo dos Sa,+1(0) é decrescente.

Pondo
—+o0

an
=K
para cada m > 1 temos assim
ng(O) S lim Szn(()) = A=1lim Sznfl(O) S Sszl(())

e as relagoes (5.4) sdo vilidas.
Dado m > 1, de (5.4) resulta

0 S A— SZm(O) S 52m+1(0) - SZm(O)

0 < S2,—1(0) = A < S2,—1(0) — S21(0),

o que estabelece (5.5).
Temos ainda

Sm+1(0) + Sm(0)

A 2

1
= 5 |)\ - Sm-i-l(o) +A— S’m(o)|
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< |)‘ * Snz+1(0)| + |)‘ - S’m(o)|

2
. m Sm 1(0)_)\+)\_Sm(0)
= (e
_ |Sm+1(0)_5m(0)|
2

e a relacdo (5.6) é valida.

Finalmente, se todos os b, forem positivos a identidade (1.9) mostra que as
sucessoes dos So,,(0) e dos Sa,41(0) sdo ambas estritamente monétonas. Daqui
resulta que sdo validas as desigualdades estritas em (5.4) e isto implica que o

mesmo suceda nas relagdes (5.5) e (5.6).

|

Do corolério do teorema 1.15 resulta que K7°1/i diverge e isto mostra que
a divergéncia da série de Stern-Stolz de uma fracgao continua nao é suficiente
para garantir a convergéncia dessa fracgao continua. Para obter uma condigao
suficiente de convergéncia vamos comegar por estabelecer um resultado auxiliar
que serd também utilizado na demonstracao do teorema 7.4.

Lema 5.11 - Dada uma sucessio compleza (by),~, suponha-se que os de-

nominadores candnicos B,, de K:ﬁf 1/b, nunca se anulam. Se a série

—+o0

>

n=1

B
bn+1 B—n

n—1

for convergente o mesmo sucede entdo com a série St |by|.

Demonstragao. Para cada n > 1 sejam

B, 1
5n = bn+1 Bnil €dn = gn .
Temos entao B 1
dn+19n + 0n Bn+1 1+ 5n
pelo que
1
1 = ————
nr Qn (1+57l)7
e por indugao resulta uma identidade da forma
n—1
qn=q¢;" T] (14 68,)" sen>1, com ey, ern € {—1,1}.
k=1
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Pondo p = max{|q1| ) |q1|71} temos assim

|Qn| <u

n—1 n—1
exp (Z Egn In (1 4+ 6k)> ' = pexp (Z Re (e In (1 + 6k))>

k=1 k=1
pelo que
n—1
|qn| < pexp (Z |In (1 + 5k)|> : (5.7)
k=1

Como por hipétese a série ZZS |0,,] converge, é lim§,, = 0 e daqui resulta
[In (1 4 0,)| ~ |0, Entdo a série

+oo
> (1 +6x)|
k=1

também converge e (5.7) mostra que a sucessao (¢n),,~; ¢ limitada. Da relacao
bn+1 = dn @y, conclui-se agora a convergéncia da série Z:z |bp+1], 0 que implica

a convergéncia de Y75 [by,|.
u

Podemos agora estabelecer um critério de convergéncia para fracgdes con-
tinuas cuja série de Stern-Stolz diverge.

Teorema 5.12 (Lane & Wall, 1949) - Seja K, %a, /b, uma fracgio con-

tinua nao singular cuja série de Stern-Stolz diverge. Se todos os aproximantes
Sp(0) forem finitos e

+oo
Z |Sn+1(0) - Sn—1(0)| < +00o
n=1

entdo a frac¢do continua é convergente.

Demonstragao. Sendo (cy,),,q a sucessao definida em (5.1), as fracgoes con-

tinuas
+o0 1 +o© an,

n=1 bncn

tém a mesma sucessao de aproximantes e a mesma série de Stern-Stolz, pelo
que sem perda de generalidade podemos supor que a frac¢ao continua dada é
da forma K, °01/b,,.

Para cada m > 1 temos

m +oo
Z |S2n (0) - 527L—2 (0)| S Z |Sn+1 (O) - Sn—l(o)|
n=1

n=1
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m —+o0
D 192011 (0) = S20-1(0)] < D[S0 41(0) = Sp1(0)]

pelo que as séries

+o0 foo
D (820(0) = S20—2(0)) e Y (S20+1(0) = S2n-1(0))
n=1 n=1

sao absolutamente convergentes, o que implica que as sucessoes Sa2,,(0) € S2;,41(0)
sejam ambas convergentes. Pondo lim S5,(0) = «, lim S5,41(0) = §, e sendo

Up = Spt1(0) — Sp(0) sen >1,

temos
lim |ugy, | = lim |ugp41] = |a — B

pelo que lim |u,| = |a — B|. Por outro lado o exemplo 1.2 mostra que u,, nunca
se anula, e a hipétese de os S, (0) serem finitos implica que o mesmo sucede com
os denominadores candnicos B,,. Pondo entao

5 = — 2 (S0s1(0) = Su_1(0)) sen > 1,

n

das identidades (1.8) e (1.9) resulta

B,
Bn—l ’

671 - bn+1

e usando o lema anterior vemos que a divergéncia de Z:: |b,,| implica a di-

N . s o0 ~
vergéncia da série Y% |d,,|. Como a sucessio |u,| converge e o mesmo sucede
com a série

+oo
D 19041(0) = Sp1(0)]

da identidade 1
|0n] = 7 [Sn41(0) — Sn-1(0)]
[tn|

conclui-se que é necessariamente lim|u,| = 0 e portanto & = . Entao as
sucessoes S2,(0) e Sap4+1(0) convergem ambas para o mesmo limite pelo que
Sp(0) também converge.

|

Uma sucessdo complexa (uy,) diz-se absolutamente convergente ou de
variacdo limitada se a série

nzp
+oo
E |un — Up—1

n=p+1
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for convergente. Como esta condicao implica a convergéncia de

+oo

Z (un - unfl)

n=p-+1

e isto equivale a convergéncia da sucessdo (u), segue-se que toda a sucessio
absolutamente convergente é convergente. Da definicao resulta ainda que uma
série é absolutamente convergente sse o mesmo suceder com a respectiva sucessao
das somas parciais.

Notando agora que a convergéncia de

+o00o
Z |Sn+1(0) - Sn—1(0)|

equivale & convergéncia de ambas as séries

“+o0 —+o0
D 0 1920(0) = San2(0)] € D |S2n41(0) = S20-1(0)],
n=1 n=1

vemos que ela equivale & convergéncia absoluta das sucessoes S2,(0) € Sa2p,41(0).
Podemos assim enunciar o seguinte resultado:

Coroldrio - Uma frac¢ao continua K:ﬁ?an/ b, nao singular e cuja série
de Stern-Stolz diverge, é convergente se as sucessoes de aproximantes Sa,(0) e

Son+1(0) forem ambas absolutamente convergentes.
[ |

O conceito de convergéncia absoluta de uma sucessao permite enunciar uma
propriedade caracterfstica das fracgoes continuas K,;7>31/b,, quando a respectiva
série de Stern-Stolz converge. Provaremos o seguinte resultado:

Teorema 5.13 - Sejam A,, e B, respectivamente os numeradores e denomi-

nadores candnicos de uma fraccdo continua K,;51/b,. Se a série 325 |by|

for convergente entdao as sucessées (Aan), (Aant1), (Ban) € (Bant1) sdo abso-
lutamente convergentes e tem-se

lim Asy, 11 Bay, — lim Bay, 1 Ay, = 1.

Demonstrag¢do. Sendo

Qn= 1] 1+ 1bk]) se n>0,
k=1

na demonstragdo do teorema 5.1 provou-se que a relagdo |B,| < @, é vélida
para cada n > 0. Dado que

|A0| =0< 1:Q07 |A1| =1 SQl eAn:bnAn—l +An—2 sen > 17
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raciocinando como naquela demonstragao prova-se que é também |A,| < @, se
n > 0. Sendo X,, = A, ou X,, = B,,, para cada n > 1 temos entéo

e da relagao

Xn == annfl + Xn72
resulta

|Xn - Xn—2| = |bn| |Xn—1| < |bn| Qn—l-
Como
n n
Qn < T] ™ =exp (Y Ibl ),
k=1 k=1
pondo

+oo
L= |bs]
k=1

obtemos a majoragao

|X — Xno| <el|bn] sen>1

e isto mostra que a série Z:S | X, — Xp—_2| converge. Daqui resulta que as
sucessoes referidas no enunciado sao todas absolutamente convergentes, e a
relacao

lim A2n+1B2n —lim B27L+1A27L =1
é agora uma consequéncia imediata do teorema 1.10.
]

Para estudar o comportamento das sucessoes de aproximantes Sa,(0) e
Son+1(0) de uma fracgdo continua é til dispor de fracgdes continuas cujas

sucessoes de aproximantes sejam respectivamente S, (0) € Sa,,41(0).
Dada uma fraccio continua K>

T2 ay/by, com sucessao de aproximantes Sy, (0),
diz-se que uma fracgao continua

+
8

% |§*

n

com sucessio de aproximantes S} (0) é uma parte par de K >Ja, /by se

Il
-

S¥(0) = Sa,(0) para todo o n > 1.

Analogamente uma fracgdo continua

~ +oo an,
bo + K ==
n=1

b’IL
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com sucessao de aproximantes gn (0) diz-se uma parte tmpar de K,f:i an /by se
Sy, (0) = S2y41(0) para todo o n > 0.

Para obter uma parte par de uma fracgdo continua nao singular da forma

K% a,/1 vamos comegar por provar um lema.

Lema 5.14 - Dada uma fracgcdo continua K:ﬁan/l sejam A, e B, respec-
tivamente os seus numeradores e denominadores candnicos. Tem-se entdo

n—3
Aan—4 - A7L—4Bn = (_1)n (1 +ap—1+ an) H ar se n>3.
k=1

Demonstra¢ao. Dado n > 3, da defini¢ao dos A,, e B, resulta
Aan—4 - An—4Bn = An—an—4 - An—4Bn—1 + (279} (An—2Bn—4 - A7L—4Bn—2)

e aplicando o corolério 2 do teorema 1.10 esta identidade transforma-se em
n—3
Aan74 - An74Bn = Anlen74 - An74Bn71 + (*1)71 Gnp, H Q. (58)
k=1

Como ¢é também

An—an—4 - A7L—4Bn—1 = An—ZBn—4 - An—4Bn—2
+an—1 (An73Bn74 - An74Bn73) )

aplicando o teorema 1.10 e o respectivo coroldrio 2 obtém-se

n—3
Ap1Bp_a—Ap_sBp1=(-1)" (1 +an-1) [] ax
F=1

pelo que o enunciado resulta agora de (5.8).
|

Consideremos agora uma fracgao continua ndo singular K a,/1, e se-
jam respectivamente A,, e B,, os seus numeradores e denominadores canénicos.
Pondo

A=A, e B =DBg, se n>0

temos

2n—1
A:L :7,71 - A:Lle’: = A2nB2nf2 - A2n72BQn = H ag 7é 0.
k=1

Pondo ainda A*; =1 e B*; = 0, e definindo as sucessoes (a};),~; € (b};),,>1
por
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* * * * * * *
atf = — n-n—1 " Anlen e b = n-n—2 An72Bn
n - * * * * n - * * * * )
Ar B — A _,B Ar_B:_,—AY ,B

n—2 n— n—1 n— n—1

o teorema 1.13 mostra entao que os A e os B} sdo respectivamente os numera-
dores e os denominadores canénicos da fraccio continua K >Ja’ /b% pelo que

esta é uma parte par da fracgao continua K ;{i‘ian /1. Temos agora
ay =A] =Ay=a1, b =B{ =By =1+ay,
e para cada n > 2

o — AgnBan—2 — Asn_2DBay o b — AznBan—4 — Azn_4Bop

n - n .
Aop—2Bon—4 — Azp—aBop_o Aop—9Bon—4 — Aop_4Bop_o

Atendendo ao corolédrio 2 do teorema 1.10 e ao lema anterior é assim
ay = —Qp—2a2n—-1 € by =14+ ag,—1+az, se n>2.
De modo anslogo, pondo
g’n = A2n+1 € En = B2n+1 se n > 07

o teorema 1.13 mostra que as sucessoes (an),~; € (bn)n>0 definidas por
bo = a1, ap = —a2pa2n—1 € by =14 ao, +aspy1 se n>1

sdo tais que a fracgao continua by + K f{iﬁ Qy, /by, tem por numeradores e denomi-
nadores candnicos respectivamente os A,, e 0s B,.

Podemos agora enunciar o seguinte resultado:

Teorema 5.15 - Dada uma frac¢io continua nio singular K725
(@n)n>1: (03)p>1s (@n)ysy € (bn)n>o as sucessoes definidas por

an/1 e sendo

* *
a] = a1, a,, = —A2,_2d2,—1 SEN > 2,

I=14as b, =1+as,—1+a, sen>2,

Qn, = —Q2p—102, Se N > 1,

e bo=a1, by =14 az, +asnt1 sen>1,

as fracgdes continuas K, 2Jak /by e bo+ K725 @y /by sio respectivamente partes

par e impar de K Ja,/1.
]

O conceito de parte par de uma fracgao continua permite uma demonstragao
simples do teorema seguinte.
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Teorema 5.16 (Perron, 1957) - Dada uma sucessio real (ay),~, tal que

an = (—1)"_1 lan| se n>1, Jaz| <1 e agp—1 > |agn| —1 sen > 2,

a fracgio continua K 25a,/1 converge se for convergente a respectiva sucessio
de aprozimantes Sgn( ).

Demonstragdo. Supondo sem perda de generalidade que K> +oo 1an/1 éndo sin-
gular, das condigdes do enunciado resulta que as sucessoes (a ) (b)) definidas
no teorema anterior sao ambas positivas. Entao a correspondente sucessao dos
denominadores candnicos também é positiva e o mesmo sucede com a sucessao
(Bz2y,) em que os B, sdo os denominadores canénicos de K:ﬁ? an/1. Atendendo
aos coroldrios 1 e 2 do teorema 1.10 temos entao

S2n11(0) = 52,(0)|  Bonyoa Bant2

= = <1
52n+2 (0) - SZ'IL(O) BZn—i—l BZ'IH—Z + |a2n+2| By,

pelo que da relagdo lim (S2,42(0) — S2,(0)) = 0 resulta lim Sy, 41 (0) = lim S2,(0).
|

Usando uma frac¢io contiua do tipo K %a,/1 com a, = (=1)"""|ay|,
é possivel mostrar que a convergéncia das sucessoes de aproximantes Sa,(0) e
Son+1(0) ndo é suficiente para garantir a convergéncia de uma fracgéo continua
mesmo que a respectiva série de Stern-Stolz seja divergente:

Teorema 5.17 (Wall, 1956) - FEzxistem fracgées continuas cuja série de
Stern-Stolz diverge e tais que as respectivas sucessoes de aprozimantes Sop,(0) e
San+1(0) convergem para valores distintos.

Demonstracio. Dada a fracgio continua K 9a, /1 com
an = (_1)7L—1 712,

o teorema 5.6 mostra que a sua série de Stern-Stolz é divergente. Sendo agora
(an)n>1€ (b3,),>1 as sucessoes definidas no teorema anterior e 5,,(0) a sucessao

de aproximantes de K 5a,/1, temos

Son (0 Kb—gse n>1.

Aplicando o teorema 1.6 com 9 = 1 e r, = 1/b% se n > 1, segue-se que

K 25ar /b & equivalente & fracgdo contnua K¢, /1 em que

ay a1 1
Cl = —_— = = -,
br 1+ay 3

Co = a; = — a2a3 = 2
> bibg (1+as2)(1+as+ as)
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*

a A2n—202n -1 C(n-1*(@2n-1)

Tbr by (1 age_3 +as,—o) (1 +az,_1 +az,) 2n—3

Cn

sen > 2.
Sendo agora (an),>; € (bn)n>o0 as sucessoes definidas no teorema anterior,
do mesmo modo temos

n -~
Szn+1(0) =by + K & sen >0,
k=1 b

e K*%a, /by, ¢ equivalente a K >d,,/1 com

di — ﬁ — 142 — g
1_51  1l4astaz 3
e
Q= an _ A2p—102n, _ n%(2n—1)
" b by (1+ asn—2+ azn_1) (1 + az, + azni1) 2n +1
sen > 2.
Como

1 1
\V lenl V |dn|

o teorema 5.6 mostra que as séries de Stern-Stolz de K jc,/1 e K 5d,/1
divergem. Notando agora que é ¢, >0sen >2ed, > 0sen > 1, do corolario
3 do teorema 5.8 resulta imediatamente que estas fracgdes continuas sdo ambas

convergentes. Temos entao

S|

)

> -1/3

n

Tt d -
K _anO:]w
=1 1

n

bo +

pelo que S3,(0) e Sa2,41(0) convergem para valores distintos.
[ |

O teorema anterior mostra que no coroldrio do teorema 5.12 é essencial a
hipétese da convergéncia absoluta dos aproximantes So,(0) e S2,,41(0). E no
entanto vélido o resultado seguinte.

Teorema 5.18 (Wall, 1956) - Seja K, > a, /b, uma fracgio continua nao
singular e cujas sucessoes de aproximantes Say,(0) € Sa,41(0) sdo ambas con-
vergentes. Se a sucessdo bp_1b,/a, nao tiwer limite nulo entdo K:ﬁ?an/bn
converge.
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Demonstra¢ao. Nas condi¢oes do enunciado, a partir de uma dada ordem k&
é S, (0) # 0o pelo que By, # 0 se n > k. Para cada n > k + 2 sejam agora

Up = (Snfl(o) - San(O)) (Sn+1(0) - Sn(o))

Un = (Sn+1(0) = Sn-1(0)) (Sn(0) — Sn—2(0)).

Das identidades (1.8) e (1.9) vem respectivamente

2 2

P — (alman—l) ApAn41 e _ (al-"an—l) anvabn+1
" Bn72ananBn+l " Bn72ananBn+1
pelo que
bnb
vy = — 2 sen > k4 2.
Ap+41
Pondo

o = lim Sy, (0) (S ﬁ = lim Szn+1 (0)
temos no entanto
lim |Sp11(0) = S (0)] = | — 3]
pelo que
lim |u,| = |a — 8]2.

Como limwv,, = 0, a condicdo o # 3 exige entao

lim 22bntt _ g

Ap+1

[ |
Do teorema anterior resultam imediatamente os seguintes corolérios:

Coroldrio 1 - Seja K:ﬁ?l/bn uma frac¢do continua cujas sucessoes de
aprozimantes S2,(0) e So,11(0) sao ambas convergentes. Se byb,+1 ndo tiver
limite nulo entdo a fracgdo continua é convergente.

|

Coroldrio 2 - Seja K:ﬁ?an/ 1 wma fracgdo continua mao singular cujas
sucessoes de aproximantes S2,(0) e S2,41(0) sdo ambas convergentes. Se ay,

tiver alguma subsucessao limitada entdo a frac¢do continua é convergente.

Demonstragdo. Resulta directamente do teorema anterior pois 1/a,, néo tem
entao limite nulo.
|

O resultado seguinte completa o teorema 5.18.
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Coroldrio 3 - Seja K, Xa, /b, uma frac¢do continua ndo singular cujas
sucessoes de aprozimantes Sa2,,(0) e S2,41(0) tém ambas limite em Co. Se a
sucessao by_1by, Ja, ndo tiver limite nulo entdo K 2an /by, converge em Co

Demonstragio. Tomando ag =1 e by € C\ {—1im S2,(0), — lim Sa,,41 (0)},
como a sucessao dos aproximantes de Kn Jan—1/bp—1 € dada por

1
0)=——=—= se n>1

S*
bO + Snfl (0)

n

segue-se que S3,(0) e 52n +1(0) sdo ambas convergentes. Entdo do teorema
anterior resulta que K J@n—1/bn_1 é convergente, e a relagao

1
$ul0) = =——— — by
" 5%+1“D
mostra que a fracgao continua K, >9a,, /b, converge em Co,
|
Nota 5.19 - Seja K;'%a, /b, uma fraccdo continua cujos aproximantes
Son(0) e So2,41(0) convergem respectivamente para os valores o e 5. Pondo
dp = Sp+1(0) — S,—1(0), na demonstragéo do teorema 5.18 obteve-se a relagao
bnb
dpdp_q = =22y, com lim |up| = o — B

An41

que pode ainda implicar a convergéncia de K > an /by, quando b, _1b,/a, tiver
limite nulo. Assim, se b,_1b,/a, convergir mais lentamente que d,d,—1 esta
relagdo mostra que K a,/b, converge pois ela exige que se tenha a = f3.
Supondo por exemplo

) >0,

uma relagao do tipo d,, = O (1/n) implica a convergéncia da frac¢do continua.

nUn+1

m<n2bb

Ap+41
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6 - Dominios préprios

Para prosseguir o estudo da convergéncia de fracgoes continuas é titil estu-
dar os transformados de alguns subconjuntos de C,, pelas respectivas fungoes
aproximantes S,,.

Diz-se que um conjunto V' C C, é um dominio préprio (eigendomain) ou
uma regido simples de valores de uma fracgio continua K Sa, /b, se V for
fechado relativamente a C,,, 0 € V e

an

b, +V

sn[V] = CV paracadan > 1.

Exemplo 6.1 - O circulo unitdrio
U={ze€C:|z| <1}

é um dominio préprio de qualquer fraccao continua K:ﬁian /by, que verifique a
condi¢@o |b,| > |an| + 1 para cada n > 1.
Efectivamente, dados n > 1 e z € U temos entéo

an L
by, + z

= <
|Sn(2)| — |bn| _ 1 —

Os exemplos seguintes traduzem propriedades gerais do conceito de dominio
préprio de uma fracgao continua.

Exemplo 6.2 - Seja V' um dominio prdprio da fraccao continua K:;’?an /by,
Entao os conjuntos S,[V] sdo fechados relativamente a Co e para cada n > 1
tem-se Sp11[V] C S,[V]. Em particular, se s1[V] for limitado todos os Sy,[V]
sao limitados.

Efectivamente, como V é fechado relativamente a C,, e as fungoes .S, sao
continuas, elas transformam V' em conjuntos fechados relativamente a Co,. Além

disso temos
Snt1[V] = Snlsn+1[V]] C Sp[V]sen >1

n
e conclui-se que a inclusido S, [V] C S1[V] = s1 [V] é vélida para todo o n > 1.
Exemplo 6.3 - Seja V' um dominio proprio da fracg¢io continua nao singular

K:ﬁ? an/by. Se s1[V] for limitado entdo os respectivos denominadores candnicos
B,, nunca se anulam e

B,

n—1

€ C\V para cada n > 1.
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Efectivamente, nestas condigoes o exemplo anterior mostra que para cada
n>1¢é5,(0) # co. De (1.7) resulta entdo que os B, nunca se anulam, e como

(1.6) implica
B
Sy ——=— ) =00
( Bn—l)

segue-se que —B,,/Bp,_1 ¢ V.

Teorema 6.4 - Seja V um dominio préprio da fracgio continua K, 25 ay [by.
Entao a fracgio continua converge se

lim diam S,,[V] = 0.

Reciprocamente, se a fraccao continua convergir sao vdlidas as relagoes

+oo
= e () SV
nzl n>1
e
2 a,
Kb—— 'm(2)] < diam Sp,[V] sez€V em>1. (6.1)

Demonstragdo. Se lim diam S, [V] = 0, dado 6 > 0 e tomando k > 1 tal que
diam Si[V] < 4, tem-se

Sy (0) € Sp[V] C Sk[V] sen >k

pelo que
|Sm (0) - S’IL(O)| < d se m,n Z k.

Entao a sucessdo dos S, (0) é uma sucessdo de Cauchy e portanto converge.
Suponha-se agora que fracgdo continua converge. Dado m > 1 e tomando
n > m, por Sy, [V] ser fechado relativamente a C, as relages

Sn (0) € 8, [V] C S|V

implicam

+
8

=1lim S, (0) € S,,[V].

3
Il
—

an

bn
Como S,,(z) € Sp[V]se z €V,
[ |

isto justifica a segunda parte do enunciado.

Coroldrio - Seja V' um dominio préprio de uma fraccdo continua conver-
gente K +°‘{an /b Se V' for ilimitado, para cada inteiro m > 0 tem-se entdo

+oo

K Z— — 8, (0)| < diam Spp1[V].

n=1
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Demonstragio. Atendendo a identidade Sy, (0) = Sy,+1(00) basta na relagao
(6.1) mudar m em m+ 1 e tomar z =00 € V.
[ |

O teorema seguinte traduz um critério de convergéncia uniforme frequente-
mente aplicdvel.

Teorema 6.5 - Seja F uma familia de fracgdes continuas e suponha-se que
V' é um dominio préprio de todas as fracgoes continuas da familia. Para cada
F € F seja ainda V,(F) a imagem de V pela fung¢ao S, correspondente. Se
existir uma sucessao (6p),,~,tal que

limd,, =0 e diam V,,(F) < ¢, para cada n > 1 e para cada F € F,

entao a familia F é uniformemente convergente.

Demonstragao. Nas condicoes do enunciado para cada F' € F é
limdiam V,,(F) =0

e o teorema anterior mostra que a fraccao continua F' é convergente. Represen-
tando por A\, (F') a sucessdo dos aproximantes de F' e pondo A(F') = lim A, (F),
para cada n > 1 temos

[An(F) = A (F)] < diam V,,(F) <4, se m>n e FeF.
Tomando o limite quando m — 400 é entao

A (F) = A(F)| <d, se n>1eFeF

pelo que
sup | A, (F) = MF)| <, se n>1
FeF
e portanto
lim sup |\ (F) — A(F)| =0.
notoo per
|

Para estudar os dominios préprios das fraccoes continuas sao tteis os dois
teoremas seguintes.

Teorema 6.6 - Dados zg € C e r > 0, sejam

a=—arg(zp) se zo #0, wy = =0 e p= "

ﬁ 86’!"7é |Z()|
|20]” =7

120/7 = 72
Tem-se entao
1

o) = {emz : Re(z) >

1
2|20

} U{oc} se |z =7 (6.2)
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1 B (wo, p) se |zo| > 1
== (6.3)
B (z0,7) Cw \ B (wo,p) se |z <7
Demonstragio. Dado w € C a condicdo w € 1/B (2o, r) equivale a
1 —
— €B
w S (ZO7 T) )
o que se traduz por
() (50) =~
——2) (= =2 =717
w w
e esta relagdo pode escrever-se na forma
(|z0|2 —7«2) w|? — zow —Zw + 1 < 0. (6.4)

Supondo |zg| = r obtemos a condigao zow +Zow > 1 que equivale a

Re (zow) >

N~

Como ‘
20 = e "% |z0]

isto equivale por sua vez a

1

R —i >
e(e 'w)f ™

2

que se traduz por

. 1
w=e"“2 com Re(z)> .
()2 57

Notando ainda que 0 € B (zo,7) segue-se que oo € 1/B (2,7) e a relagdo (6.2)
fica estabelecida.
Supondo |zg| # r sejam

Temos assim

e como
zow + Zow = (Wow + wow) (|Z0|2 - 7“2)
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de (6.4) segue-se que a condi¢io w € 1/B (29, 7) equivale a
lw|? = Wow — wew + |wol> < p? se |z| >

ea
lw|* — Wow — we® + |wo|> > p? se |zo| <.

As relagoes (6.3) resultam agora da identidade
lw — wo|?® = |w|* —Wow — weT + |wol?,

notando que oo € 1/B (z,7) sse |z| < r.
]

Coroldrio - Sejam a,b,zyp € C e r € R tal que 0 < r < |29 +b|. Temos
entao

a B( ) 20+0b la| r
———— = B (wo, com wg=a————— € p= ——————.
b+ B (z0,7) 0P 0 |z0+b|2 —r2 P |zo-i-b|2 — 72

Demonstragdo. Basta atender & primeira das identidades (6.3) notando que

b+ B (20,7) = B (20 +b,7)
aB (20, p) = B (azo, |a p) -
|

Teorema 6.7 - Para cada o € |—m, 7| seja Hy 0 semi-plano de Co definido
por

Hyo=1{e"2:2€C e Re(z) >0} U{occ}. (6.5)
Dados a,b € C tais que a # 0, o conjunto
a
b+ H,

é limitado sse Re(e™b) > 0 e tem-se entdo

—ia

ae
2Re(e~tb)’

a
b+ H,

zﬁ(zo,|zo|) com 2y =

Demonstracdo. Dado w € C a relacdo w € b+ H, equivale a w = b + e'*2
com Re(z) > 0, e portanto a

Re (e*mw) > Re (e*mb) )
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Entao 0 € b+ H, sse Re (e_i"‘b) < 0 e a condi¢ao de o conjunto

a
b+ H,

ser limitado exige Re (e7"*b) > 0. Se esta condigao se verificar, pondo

—i

e
o= 2Re (e~7ab)
temos 1
Re (e 'p) =
( ) 2 [wo

e conclui-se que

» 1
web+ H, sse Re(eﬂo‘w)z ou W = 00
2 [wo
Atendendo a (6.2) é entao
1
B (wo, [wo) :
pelo que
1 _
b+ Ha =B (’w(), |w0|) .
Temos assim
a — — —
=aB =B =B
b+Ha a ('U.)o,|'lU()|) (aw0,|aw0|) (ZO7|ZO|)

e isto mostra em particular que o conjunto a/ (b + H,) ¢ limitado.
]

Podemos agora estabelecer um teorema bésico no estudo das fracgoes con-
tinuas que admitem como dominios préprios semi-planos da forma c + H, em

que ¢ € C e H, ¢é definido por (6.5).

Teorema 6.8 - Dada uma fracgio continua nio singular K;'>5a, /b, sejam
ce€C, a €R e H, o semi-plano definido por (6.5). Entdo para cada inteiro

n >1 o conjunto Sy[c+ H,| é limitado sse

. B
Bn-1#0 e Re (ew‘ (—" + c>) > 0,
anl

e nestas condigdes Sy[c+ Hy] é um circulo fechado de didmetro

|ay...an| '
|Bn_1 |2 Re (e—ia (Bn/Bn—l + C))
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Demonstracio. Atendendo ao teorema 1.7, para cada z € C e para cada
inteiro n > 1 temos
Ap1z+ A,

Sn(z) = .
(Z) Bn—lz + Bn

Supondo que se verifica a condigdo (6.6) é entao

S (Z) _ An—l _ Aan—l — An—an
" anl B»?Lfl (Bn/anl + Z)

e atendendo ao teorema 1.10 resulta

A1 . (—1)"‘1a1...an
Sple+ Ha] — Bor B2 (Bn/Bantet ) (6.7)

Aplicando agora o teorema anterior com

_1\n—1
( 1) al...an#o e b— Bn +e

a =
By Bn
vemos que o conjunto
Ay
Sple+ Hy] — ==
il al B
¢ limitado e verifica a conclusdo do enunciado pelo que o mesmo sucede com
Sple+ Hg].
Finalmente, como
Anfl

o €c+H, eS,(0)=

)
Bn—l

se Sy, [c+ H,] for limitado é necessariamente B,,_1 # 0. O teorema anterior e a
identidade (6.7) mostram entdo que a condicao (6.6) é valida.
|

Dada uma fraccio continua convergente K> a,, /by, é em certos casos pos-
sivel, como sucede no teorema 5.10, obter estimativas 1teis de

400 an,
K b_ - Sm (0)
n=1 n

expressas em termos de valores da sucessdo dos aproximantes S, (0). Relagoes
deste tipo dizem-se estimativas a posteriori enquanto as estimativas em termos
dos a,, e b,, como a do teorema 4.6, sao conhecidas por estimativas a priori.

Para demonstrar um resultado fundamental no estudo de estimativas a poste-
riori para }K:{;’fan /by, — Sm(())} vamos comegar por provar um lema de cardcter
estritamente geométrico. Na demonstracao usaremos um resultado elementar
de topologia que diz que o didmetro de um subconjunto compacto do plano é o
diametro da sua fronteira.
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Lema 6.9 - Dados c1,co € C e r1,r0 > 0 suponha-se que as circunferéncias
C(c1,m1) e C(c1,r1) tém em comum exactamente dois pontos distintos u e v.
Sendo entdo

U — C2
v = |arg
U —C1
é também
UV — C2
Y = |arg
v—C
e tem-se
B = |u—| se y>7/2
diam (E (c1,71) N B (c2,72)) . (6.8)

<|u—v|/siny se y<mw/2

Demonstragdo. Mediante uma rotagao e uma translagao adequadas pode
supor-se que ¢1,c2 € R e Re(u) = 0. De |u—c1| = |u— co| resulta entdo
[T — c1| = |@ — ¢o| pelo que é necessariamente v = w. Temos assim

VUV — Co U — C2
arg = arg = -,
v—C u—C1

o que estabelece a primeira parte do enunciado.
Sem perda de generalidade suponha-se ainda ¢; < ¢z e Im(u) > 0. Dados
01,605 € |—m, | tais que

w=c1 + 11l = ¢y + roet(™02)

como u = iry sinfy = irgsinfy segue-se que 01,62 € ]0,w[. As expressoes de u
conduzem também a

Im (ue®?) = Im <clei02 i Tlei(01+02)> = Im (c2¢® — 1)
pelo que
c18infy + rysin (01 + 03) = cosin by

e daqui resulta 71 sin (61 + 02) = (ca — c1)sinfy > 0, o que exige 01 + 02 < 7
(deduz-se também da geometria elementar pois 01 e 5 sdo angulos internos do
tridngulo de vértices ¢y, ¢g, u). Como

g (100)

da definigdo de v deduz-se entao

y=m— (61 +62). (6.9)
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Suponha-se agora que 61,62 € |0, 7/2[. Como
Re(u) =c¢1 +ricosfy = ca —racosfly =0

temos entdo ¢; < 0 < ¢z, e a relagio diam (B (c1,m1) N B(c2,12)) = |u—1v],
que é geometricamente intuitiva, vai ser aqui provada pelo cdlculo. Dado um
ponto z € C'(c1,71) N B (c2,72) € sendo

z=1c1 +1re? com —r<6<m,

das relagoes |
[z = <y =lu—cf = |Cl —C2 +T16101|

resulta efectivamente
(c1 —¢o)cosh < (e — ¢o) cos by,
o que exige cosf > cosf;. Como c¢; < 0 temos assim
|z|2 = rf + C% + 2r1¢1 cos 0 < Tf + c;f + 2r1c¢1 cos 0 = |u|2
pelo que |z| < |u|. Analogamente, se z € C (ca,72) N B (c1,71) e

T—0)

2 = cg + roel com —7<6<m,

tem-se |z —c1| < 711 = |u— 1] e isto exige cos(m —0) < cos(m — 02). Como
co > 0 é entao

|2|* = 72 + ¢ + 2racy cos (1 — 0) < 12 + ¢3 + 2raco cos (1 — 03) = |ul?

e resulta ainda |z| < |u|. Assim, sendo
X = (C (61,7“1) HE(CQ,TQ)) @] (C (Cg,’l‘g) QF(Cl,Tl)) y

se z,w € X temos
|z —w| < [z] + |w] < 2|y

e como u, —u € X deduz-se
diam X = 2|u| = |u —v].
Notando ainda que
diam (B (c1,71) N B (c2,12)) = diam X
conclui-se a ja referida relacao

diam (B (c1,71) N B (c2,12)) = |u—v| se by < g e 0y < g

Sendo v > /2, de (6.9) resulta 61 + 62 < 7/2 e a primeira das relagdes (6.8)
fica assim estabelecida. Se v < 7/2 e 01,6 € ]0,7/2[ temos ainda
lu— vl

diam (B (c1,71) N B (c2,72)) = |u—v| < Sy
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e a segunda das relagbes (6.8) é vdlida neste caso. Finalmente, sendo v < 7/2 e

supondo por exemplo 61 > 7/2, das identidades |u| = Im(u) = 71 sin #; resulta
sucessivamente

: B - 2u|

diam @(Cl,Tl)mB(CQ,Tz)) S dlamB(cl,rl) :27'1 = —9

sin 64

20yl _ |u—v

sin (01 +603)  sinvy

’

o que conclui a demonstracao.
[ ]

Podemos agora provar o resultado seguinte.

Teorema 6.10 - Seja V' um dominio préprio de uma fracgdo continua
ndo singular convergente K >5a, /by, e dados o, B € R tais que 0 < f—a <
sejam Hy, e Hg os semi-planos de Coo definidos como em (6.5). Se V. C H,NHpg
e se para um dado inteiro m > 1 os conjuntos Sy, [H,] € Sy, [Hg] forem limi-

tados, para cada z € V tem-se entao

2 q, s
K 7 S’m(z) < |Sm (0) - Sm—l (0)| se 6 —az 5
n=1 "N

T
—a < .
se B—a 5

+oo @ B . |Sm (0) - Sm—l (0)
7;[:{1 Sm( ) < Sil’l(ﬁ — a)

Demonstracdo. Dados 6 € R e o correspondente semi-plano Hy de C, o
teorema 6.8 mostra que S, [Hg] é limitado sse

m—

. B
Bn-1#0 e Re (ew¢) > 0.
Bt

Sendo

m

)
Bm—l

na hipétese de Sy, [Hy| ser limitado pode entdo supor-se que

0y = arg

ae}aofg,ewg[

e o teorema 6.8 mostra ainda que S,, [Hg] é entdo um circulo B (cg,79). Como
a fronteira de Hy é o conjunto

0(Hyp) = {tiew :t € R} U {oo}
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e Sy, € um homeomorfismo, sendo
pp(t) =ite?® comt e R

temos

Sy [0(Hp)] = 0 (Sm [He]) = C (co,70)

e portanto
S (pg(t)) = co +roFp(t) comt € R, (6.10)

em que F verifica a condigao
|Fo(t)] = 1 para cada ¢ € R. (6.11)
Por outro lado, como 0,00 € 0 (Hy) segue-se que
Sm(0), S (00) € S [0 (Ho)]

e isto mostra que as circunferéncias C (cq,74) € C(cg,73) se intersectam nos
pontos distintos
u=5,(0) e v=.5,,(x)=5,-1(0).

Além disso, por ser a # 3 temos
0 (Ha) N0 (Hp) = {0, 0}

o que implica

S [0 (Ha) N0 (Hp)] = {Sm(0), Sm(o0)}

e conclui-se que as circunferéncias C (cq,7a) € C (cg, 73) tém em comum exacta-
mente os pontos distintos

u=5,(0) e v=.5,,(0)=5m,-1(0).

Dado que - .
Sm [Ho NHg| = B (cq,70) N B(cg,ra),
sendo 5,.(0)
m —Cg
= 12
Y= o) — e (6.12)
o lema anterior mostra entao que
. i
diam S, [Ho N Hg] = |S1m(0) — Si—1(0)] se v > 5
‘ S, (0) — Sp1 (0
diam S, [Ho N Hp] < [Sm( )7 m-1(0) se 'y<z.
siny 2

Notando agora que das relacoes (6.1) e V' C H, N Hg resulta

Tt g
K = — Su(2)| < diam S, [Ho N Hp] se z€V,
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vemos que o teorema fica estabelecido se se provar que v = 8 — a. Ora dado
0 €16 — /2,00 + 7/2[ temos

. g Amf Bm *AmBmf . 3
(S © pa)' (0) = Sl (05 (0)) $h(0) = S, (0) e = ===y Lie'? .0,

m

e como de (6.10) se deduz

(Sm 0 pg)’ (0) = 19 F5(0),

obtém-se ,
TBFB(O) _ ei(B—Oé)
o F7,(0)
pelo que
_F3(0)
B —a=arg Fr0)° (6.13)
Dado que (6.10) e (6.12) implicam
| reFR(O)| | FB(0)
T L EL )] T [ 0)]
pondo
_ . 1p(0) T ™
(p(@)—zFé(O) se O 2<9<90—i-2,
temos também (8) F4(0)
¥ 3 ‘
v = |arg ——————| - 6.14
(@) F(0) O14)

Por outro lado, derivando a relagdo (6.11) na forma

F@(t)Fg(t) =1
comteRebe€lly—mn/2,600+ 7/ 2], obtém-se ¢ (0) = ¢ (#) o que equivale a
¢ (0) € R. Como ¢ nao se anula e é continua no intervalo |0y — 7/2,00 + 7/2|
segue-se que ¢ nao muda de sinal neste intervalo. Entao

¢ (@)
pelo que de (6.13) e (6.14) resulta efectivamente
F5(0)

F(0)

V‘arg '504.
|

A seguinte consequéncia deste teorema é particularmente ttil na obtencdo
de estimativas a posteriori para |K,J{§?an [bn — Sm(O)|:
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Coroldrio - Seja V' um dominio proprio ilimitado de uma fracgdo continua
nao singular convergente K:ﬁan/bn, e dados a,f € R tais que 0 < f—a <7
sejam H, e Hg os semi-planos de Co, definidos como em (6.5). Se V. C H,NHpg
e se para um dado inteiro m > 0 os conjuntos Spmi1 [Ha| € Smy1 [Hg] forem

limitados, tem-se entdo

t° q, T
K 2 = 5(0)] < S (0) = S (0)] s¢ f—a>7
n=1 b'IL 2
e
2 a, |Sm+1(0) = S (0)] m
— — 5,0 - —.
nI:<1 by, ml )' < sin(f8 — ) se f-a< 2
Demonstrag¢io. Resulta directamente da relagdo S,,(0) = S;11(00) e do
teorema anterior, tomando z = oo € V.
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7 - Dominios préprios e fracgoes continuas da forma K:ﬁ? 1/b,

Vamos agora aplicar ao estudo das fracgoes continuas da forma

+
8

1

nlbn

os resultados anteriormente obtidos sobre dominios préprios.

Teorema 7.1 (Jensen, 1909) - Seja (by),~,; wma sucessdo compleza tal
que Re(b1) > 0 e Re(b,) >0 se n > 1. Entdo o semi-plano vertical

H={z¢€C:Re(z) >0} U {0}

é um dominio préprio de K;231/by, para cada inteiro m > 1 o correspondente

conjunto Sy, [H| é um circulo fechado tal que

. 1
diam Sy, [H] = m7 (7.1)
e tem-se
diam S,,, [H] < — 1/ Re (b1) < — 1/ Re (by) '
[T (14 [Bu/Ba-s|Re (bura))  T1 (14 Re (bn) Re (bnr1)
(7.2)

Demonstragio. Dados n > 1e z € H \ {o0} temos

1 1 Re(by, + 2)
Re = Re(b,+2)=——=>>0 seb, +2#0.
(bn+z) by, + 2| ) by, + 2| 7

Como 1/(b, + 00) = 0 € H segue-se que

1
CH
b,+H ~— 7’

sp[H| =

o que mostra que H é um dominio préprio de K:ﬁ? 1/b,. Temos ainda

1
b1+ =z

1 1
< <
~ Re(by +2) ~— Re(hy)

se Re(z) > 0, pelo que s1[H] é limitado e o mesmo sucede portanto com todos
os Sp[H]. Aplicando entdo o teorema 6.8 com o = ¢ = 0 resulta que para
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cadam >1¢é B, # 0, Re(B,,/Bm-1) > 0, e Sp,[H] é um circulo fechado de
diametro

1 1 1

|Bm71|2 Re (Bm/Bmfl) a Re (Bm |Bm,1|2 /Bm,1> Re (BmBmfl)

o que estabelece (7.1).
Pondo agora
Q. =Re (Ban_l) sen>1,

da relacao B, = b,B,-1 + B,,_2 vem

n — Re (bn |Bn—1|2 + B7L—1Bn—2> = Re (bn |Bn—1|2> +Re (Bn—an—Z) )

ou seja,
Qu = Qu-1+Re (by|Bua*) se n>2. (7.3)
Pondo ainda
pn=g - senzl
para cada n > 2 temos também
B,_ -
|Bn—1|2 = —l |Bn—1Bn—2| = |pn71} }Bn—an—2|
> }Pn71| Re (anan72) = |pn71} Qn-1

e de (7.3) resulta
Qn > Qn-1 (14 |p,_1|Re (b)) se n>2.

Para cada m > 1 é entao

m m—1
[1Qn=> Hl Qn (14 |p,| Re (bnt1))

n=2 n=
pelo que
m—1 Bn
Qm > Ql H 14 Re (bn—i-l) y
n=1 By
e como @1 = Re(B1) = Re(b1), de (7.1) deduz-se a primeira das desigualdades
(7.2).
Para cada n > 2 temos finalmente
B B,,_ 1 _
Iy 22, p ——— = b, + L
Bn 1 Bn 1 Pr—1 |01
pelo que
B
‘B n _ bn+ pn—12 Z Re (bn+ pn—12> )
n—1 }pn—1| }pn—1|
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Como Re (p, 1) =Re (p,_1) >0sen>2 e |Bi/By| = |b1] > Re(b1), ¢ entdo

n

> Re(b,) sen>1,

n—1

o que estabelece a segunda das desigualdades (7.2).
]

Coroldrio 1 - Seja (by),,~, uma sucessio compleza tal que Re(bi) > 0 e

Re(b,) > 0 para cada n > 1. Entdo a fracgdo continua K °51/b, converge se

—+o0
> "Re(bn) Re(bpi1) = +00.
n=1

Demonstra¢do. Para cada m > 1 é

m—1 m—1
[T (1+Re(ba)Re (brs1) > > Re(bn) Re(bps1)

n=1

pelo que a condicao do enunciado e a segunda das desigualdades (7.2) implicam
lim diam S,, [H] = 0. A convergéncia de K °71/b,, resulta agora do teorema
6.4.

|

Coroldrio 2 - Seja (e5,),~, wma sucessio nao negativa tal que 1 >0 e

—+o0
E En€En+1 = —+00.
n=1

Entao é uniformemente convergente a familia das frac¢des continuas da forma
K 251/b,, tais que Re(b,) > €, para cada n > 1.

Demonstrag¢ao. Para cada fracgdo continua K;f:_{ 1/b,, que verifique as condi-
¢oes do enunciado temos efectivamente

1 1
<

diam S, [H] < — < — se m>1
g1 [ (1 4enent1) €1 Y Encntr
n=1 n=1

e a convergéncia uniforme resulta directamente do teorema 6.5.
|

Nota 7.2 - Aplicando o teorema 1.6 com a sucessdo constante r, = —1
obtém-se a identidade

K%:beise m>1 (7.4)

n=1 n=1 Yn
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que conduz a resultados andlogos aos dos dois coroldrios anteriores para as
fracgdes continuas da forma K;7°1/b,, com Re(b;) <0 e Re(b,) <0sen > 1.

O resultado seguinte dd uma estimativa a priori de |K,7>31/b, — S,,,(0)| no

caso em que os b, s@o nimeros reais nao negativos e by > 0:

Coroldrio 3 - Seja (by),~; uma sucessio de nimeros nio negativos e tal

que by > 0. Se a frac¢do continua K 7291/b, for convergente, para cada inteiro

n=1
m > 0 tem-se
e 1 1

B — = < .
n=1 bn SWL (O) o i
by | | (1 + bnbn+1)

n=1

Demonstragao. Resulta directamente do coroldrio do teorema 6.4 e da se-
gunda das desigualdades (7.2).
|

Exemplo 7.3 - Dado
be C\ {ti: |¢t| <2}

existe p > 0 tal que é uniformemente convergente a familia das fracgoes con-
tinuas da forma K 51/b,, em que b, € B (b, p) para todo o n > 1.

Efectivamente, ;t:elndendo a (7.4) podemos sem perda de generalidade supor
Re (b) > 0. Tome-se entao
p €1]0,Re(b)[ se Re(b) >0 e p=|Im(b)] — 2 se Re(b) =0.
Na primeira hipétese, para todo o b, € B (b, p) é
Re () —Re(b,) <|b, =0 <p

pelo que Re (b,) > Re (b) — p, e aplicando o coroldrio 2 do teorema anterior com
a sucessio constante £, = Re (b) — p vemos que p verifica as condigdes exigidas.
Se Re (b) = 0, para cada b, € B (b,p) é

|bn| = [b] = p = [Im (b)] — p = 2
e a convergéncia uniforme resulta do corolario 1 do teorema 4.7.

O teorema seguinte constitui uma generalizacao fundamental do coroldrio 1
do teorem 5.8.

Teorema 7.4 (Van Vleck, 1901) - Dado ¢ € ]0,7/2] seja K;'231/b, uma
fracgao continua tal que

b1 #0 e |arg(by)| <= —¢e se b, #0.

]
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Entao as sucessoes de aproximantes Sap, (0) € Sap41 (0) sGdo ambas convergentes
e K'>%1/b,, converge sse Z:z |bn| = +oo.

n=1

Demonstracdo. Suponha-se em primeiro lugar que a série Z:ﬁ |bn| con-
verge. Como o teorema 5.13 mostra entdo que as sucessoes Asy,, Aoni1, Bop €
Bs,, 11 séo todas convergentes, para provar a convergéncia de Sa, (0) e Sa,41 (0)
basta mostrar que lim By, Bo, 11 # 0. Sendo H o semi-plano definido por

H={z€C:Re(z) >0} U {0},
e dado que do teorema 7.1 resulta

1 1 1
< — =di < di —
|BanBan+1] ~ Re (an_HBgn) diam Son1 [H] < diam 5y [H] Re (b1)

para todo o n > 1, pode efectivamente concluir-se que lim Bs;, Bo, 41 # 0.
Suponha-se agora que a série Z;Z‘i |b,| € divergente. Dado n > 1, se b,, # 0
temos T
Re (by,) = |by| cos (arg (b)) > |bn]| cos (5 — 6)

pelo que
Re (by) > |by|sine,

e esta desigualdade é trivialmente valida se b, = 0. Da primeira das desigual-
dades (7.2) resulta entdo

1/Re(b 1/Re(b
diam Sp, [H] < — [Re(by) < — [Re(br) ;
[I (A +sine|bpgr|[Bn/Bn-1]) sine 3 [bns1||Bn/Bn-1
n=1 n=1
e como o lema 5.11 mostra que a divergéncia de Y7 |b,| implica a divergéncia
da série
>
n+1 anl

n=1

segue-se que lim diam S, [H] = 0, o que prova a convergéncia de K;°71/b,,.
|

Podemos agora provar a seguinte generalizagao do teorema 5.8:

Teorema 7.5 - Dado ¢ € |0,7/2] seja (bn), >, uma sucessdo compleza tal

que
—+o0

Z|bn|:+oo e larg(b,)| <7/2—¢ se b, #0.

n=1

Entdo a fracgio continua K 231/b,, converge em Co, e é convergente sse para

algum inteiro m > 0 for bopyy1 # 0.
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Demonstra¢do. Como
+oo
D [ba| = +o0,
n=1
para algum k > 1 é necessariamente b, # 0. O teorema anterior mostra en-
tao que K:[ii 1/b,, converge, e do teorema 1.5 resulta que a fracgdo continua
K 251/b,, converge em C..
Usando indugio vejamos agora que K, °91/b,, é convergente se para algum
m > 0 for ba,,+1 # 0. Atendendo ao teorema anterior isto é verdadeiro para
m = 0 e, supondo que é verdadeiro para um certo m > 0, a fraccao continua

+ool

—+o0
K; - K
n=3 “n n=1

converge se boyts # 0. Admitindo sem perda de generalidade b; = 0 temos
entao

1
bn+2

too ] too 1\ too g
Ki-(Ky) =»+ Ky

pelo que K °91/b,, também converge.

Finalmente, se for bay,+1 = 0 para todo o n > 0 o coroldrio 2 do teorema 1.7
mostra que K °51/b,, = cc.
|

Exemplo 7.6 - Nas condicdes do teorema anterior tem-se K °51/b, = 0
sse ba, =0 para cada n > 1.
Efectivamente, como é

+

s 1 1

AN by b+ K1 by

tem-se K,'°91/b, = 0 sse K,°91/b, 1 = 00 e o teorema anterior mostra que

isto equivale a ser bs, = 0 para cada n > 1.

Exemplo 7.7 - Dado ¢ € |0,7/2] seja (bn),,~, uma sucessdo complera tal

que
—+o0

Z|b”| =+o0o e |arg(—by,)| <

n=1

—e seb, £0.

Ny

Entao a fracgcao continua K:ﬁ? 1/b,, converge em Coo € é convergente sse para
algum inteiro m > 0 for bo,,+1 # 0.

Efectivamente basta aplicar o teorema 7.5 e a identidade (7.4).

O teorema seguinte d4 uma estimativa a posteriori de | K,7>31/b,, — S, (0)] se
a fraccio continua K, °71/b,, verificar as condigdes de convergéncia do teorema

7.4.
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Teorema 7.8 - Dado ¢ € |0,7/2] seja (bn),>; wma sucessdo compleza tal

que
+oo

Z|bn|:+oo,b17é0 e |arg(bn)|§g—£ se by, # 0.

n=1

Para cada inteiro m > 0 tem-se entdao

i - Sm(o)' < |Sm+1 (0) —Sm (0)| se € 2> z
n=1 bn 4
) : Sins1 (0) = S, (O)
> 1 Sm—i—l 0) —Sm (0 7T
= < Z.
K 3 S’”(O)' = sin 2 ¢ ey

Além disso vale a desigualdade estrita nesta ultima relagdo se para algum inteiro
E<m-+1 for b, #0 e |arg (by)| < 7/2 —¢.

Demonstragio. Dados n > 1 e § € ]0,¢[, a condigao

larg (by,)] gg—a<g—6 se b, #0
mostra que }
Re (ei“sbn) > 0.
Sendo

H={z€C:Re(z) >0} U {0},
para os semi-planos
His=e™H
temos assim
1 o Fid o Fid

B B __ _Fib
sp [His) = b, + eT0H — b,eFio + H & H e

pelo que
Sn, [Hg] CH_s e sy, [H_g] C Hs.
Sendo agora
Vs={z€C: Jarg(z)| <7/2 -6} U{oo}
resulta entao
Sn, [V:s] =Sy [H5 N H_g] CHsNH_5=1Vs
e conclui-se que Vs ¢ um dominio préprio de K;°31/b,,. Além disso, como by # 0

temos ‘
Re (ei“sbl) >0

e o teorema 6.7 mostra que os conjuntos sy [Hs] e s1 [H_;] sdo limitados. Por
outro lado, das inclusoes

sp[Hs| CH_s e sp[H_s5] C Hs
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resulta que Hs U H_s é um domfnio préprio de K, °1/b,, e isto implica
Sy, [H5 U H,(s] C s1 [H5 U H,(s] =5 [Hg] Usy [H,(s] .

Dado m > 0 vemos assim que os conjuntos Sy,+1 [Hs] € Sp+1 [H—s] sdo ambos
limitados pelo que podemos aplicar o corolario do teorema 6.10 a cada dominio
préprio Vs = Hs N H_;. Se for € < 7/4 temos entéo

tToo 1 |Sm+l(0) - S’m(o)|
nI:<1 b, Sm(())' < sin 26

e como esta desigualdade é valida para todo o § € |0,¢[ fazendo § — ¢ resulta

too ]

[Sm+1(0) = Sm (0)] 7T
- _ < < —.
nIg by, Sm(O)' - sin 2e e 4
Em particular obtém-se
T 1 T
K — — 50(0)] <[Sm1(0) ~ S (0)] s e=7T
n=1 b’IL 4

e esta desigualdade permanece vilida quando € > 7 /4 pois basta entéo escolher
0 € ]m/4,¢[ e aplicar a Vs o coroldrio do teorema 6.10.
Finalmente, sendo p,, = B,,/B,—1 para cada n > 1, temos

Pr, =bn + sen > 2
n—1
pelo que
e:l:ispn _ e:l:isbn + Pn—1 2e:|:i€
}pn—l |
e portanto

Re (e¥p,) = Re (e¥b,) + Re (e¥p,_;) sen >2.

|pn71}2

Como p; = by e 4
Re (ei”bn) >0sen>1,

usando indugao deduz-se
Re (eii‘gpn) > Re (eii‘gbn) sen > 1.

Assim, se para algum k tal que 1 < k < m + 1 for Re (eiisbk) > 0 o teo-
rema 6.8 mostra que os conjuntos Sy [Hy.] sdo limitados e o mesmo sucede
portanto com os conjuntos Sy,11 [Hic]. Aplicando o coroldrio do teorema 6.10
ao dominio préprio V. obtém-se entao a desigualdade estrita na segunda relagao
do enunciado. W
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Sobre a convergéncia de fracgoes continuas da forma K;°51/b,, provaremos

também o teorema seguinte que completa e generaliza o coroldrio 1 do teorema
4.1.

Teorema 7.9 (Thron-Lange) - Dados
ceR e r= \/1+—62,
seja (by), >, uma sucessio complexa tal que
|br, + 2¢| > 2r para cada n > 1.

Entdo a fracgio continua K 251/b,, converge e admite o conjunto B (c,r) por

dominio proprio. Além disso, sendo

para cada inteiro m > 1 tem-se

diam S,,, [B (c,r)] < 2r [] (2” — U) <o (“70)0 (75)

n=2 \2n + o 2m+2+o

Demonstragdo. Dadosn > 1 e
2 €by,+ Ble,r) =B (b, +c,7),
da condigao |b,, + 2¢| > 2r deduz-se
|z +¢| = |z — (bp +¢) +bp+2¢| > |by+2¢| — |2 — (bp +¢)| > 2r —1r =7,

o que implica -
bn+ B(c,r) CCxu \ B(—c,7).
Como 7 > |c| e 72 — ¢? = 1, do teorema 6.6 resulta

1
Be,r)

Coo \ B(—c¢,1) =

pelo que

1 _
sn [B(e,m)] - o € B(er)

e conclui-se que B (c,r) é um dominio préprio de K;7°1/b,.
Atendendo ao teorema 1.7, para cada z € C, e para cada n > 1 temos
An,12 + An

Sn(z) = .
(Z) Bn_1z+ B,
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Como 0 € B (c,r) segue -se que S,,(0) € C pelo que a sucessdo dos B,, nunca se
anula. Pondo

n
Pn =g lsenZL
o

como na demonstracao do teorema 6.8 temos

Sl (ey1)] — =t L™

Biy B2, (Bler) +p)

e dado que S, [B (¢, r)] é limitado, necessariamente
0 %E(C,T‘) +p'ﬂ :E(C+p7L7r)'

Tem-se entdo |c+ p,| > 7 pelo que o coroldrio do teorema 6.6 mostra que

Sn[B (¢, )] € um circulo de raio

- 1 T
|Bn—1|2 e+ p'n|2

n I
— 2

e daqui resulta
RnJrl o 1 |C+pn|2_r2
= 2 2 :
Bo ol |e+ ppga|” — 12

Por ser B, +1 = bpt+1By, + Bp—1 temos ainda

1
Pn+1 = b’lH-l + P_

n
e a relacdo anterior pode escrever-se na forma

2 2
Ry _ le/py +1" = 1%/ lpy|

Ry, |C+b’ﬂ+1 +1/pn|2 _Tz.
Vamos agora usar indugao para provar que
1 1
p,LGC\B<—nJr c,nJr r) sen > 1, (7.7)
n n
notando que o teorema 6.6 e a identidade r? — ¢ = 1 mostram que esta relacio
equivale a
1 —
— B¢ ). (7.8)
P n+1 "n+1
Como
B

pl:g():bl e |b1+20|227"
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temos |p; + 2¢| > 2r pelo que a relagdo (7.7) é valida para n = 1. Supondo
agora que para um dado n > 1 se verifica (7.8) temos
1 n nr

- = < — 7.9
= e com | < T (7.9)

e por ser |b,41 + 2¢| > 2r temos também

bpy1 = —2c+ 7, com |T,|>2r.
E entdo
1 n—+2
p7L+1:bn+1+p_n:_n+1C+TN+N7L
pelo que
+n+20 4 | > 2 nr n+2r
- = |T — =
Pr+1 n+1 n T Hnl = n+1l n+1

e a relacdo (7.7) mantém-se vélida para n + 1.
Para cada n > 1 sejam agora

1

Zp =C— — (7.10)
! Pr
e
112
dy = cgrbn+14f;7- —rZ (7.11)
De (7.9) vem entao
c
"= T Mo,
pelo que
le| + nr
< 7.12
e (7.12)

e como |c| < 7 segue-se que |z,| < r. Atendendo a (7.11) temos também
dy = [2c+bpsr — 20|’ — 1% > (120 + by | — |2a])? — 7
> (2r—|z)) =17

o que implica
dn, > (3r —|zp]) (r — |zn]) > 0. (7.13)

Por outro lado, de (7.10) resulta

2 2
c r
- - 2:|C(C_Zn)+1|2_r2|zvb_c|27
e como
lc(c—2n) + 1| =1+ = czn| = |r* — czn],
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obtém-se

Pn
Notando agora que

41

2
— = |r2 - czn|2 — 12|z, — c|2 .

|20l

}7"2 - czn}2 =1+ |2> — 2er? Re (2,,)

2 |2p — c|2 =c?r? —p? |zn|2 —2cr?Re(2,),

temos

|7“2 - czn|2 — 12|z, — c|2 = ri4 |zn|2 —cr? -2 |zn|2

= (7“2 - |zn|2) (r2 - c2) =72 - |zn|2

De (7.6), (7.11) e (7.13) resulta assim

R,i1 _ i N R e P
R, dy, = 3r— |z’

e (7.12) conduz & majoracao

Tomando

é entao

e dado m > 1 temos

Ryi1 < 2n+1)r+|c
R, ~— (2n+3)r—|c

_
.

g =

Rn+1 < n+2—o
R, ~2n+24+0’

m—1 Rn m=19 2 — m 9n —
R, =R [] L <R mti-o 1 -9
n=1 Rn n=1 2n+24+0 n=2n-+o

Como

é R; <r e obtém-se

S1[B(c,r)] =s1[B(c,r)] CB(c,r)

a primeira das desigualdades (7.5).

Partindo agora da relacao

e*>14+x se z€R

obtém-se sucessivamente

2n—o
2n+o

X

o o 1 -7
1-—2 < % V<(14——
n+0/2_eXp< n+0/2>_< Jrn—i—o/2)

n+o/2 >U

n+1+0/2
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e a segunda desigualdade (7.5) resulta de ser

mon+0/2 440
I _

nan+l+o0/2 2m+2+o0

Finalmente, como esta tltima desigualdade implica
limdiam Sy, [B (¢,r)] =0,

a convergéncia da fracgdo continua é agora uma consequéncia directa do teorema
6.4.
|

Nota 7.10 - No teorema anterior a parte do enunciado relativa a convergén-
cia foi obtida por Thron em 1949 e resulta directamente de um teorema que
provaremos na secgao seguinte (cf. nota 8.17). No entanto a demonstracdo an-
terior, embora extensa, tem a vantagem de conduzir as desigualdades (7.5) que
foram estabelecidas por Lange em 1999.

Aplicando o teorema 6.4, do teorema anterior resultam imediatamente esti-
mativas a priori de |K,231/b, — Sm(O)}:

Coroldrio 1 - Nas condi¢does do teorema anterior, para cada inteiro m > 1

tem-se
400 m _ g

oo n=2 \2n +o 2m+2+o

O coroldrio seguinte mostra que uma fracgio continua da forma K;°51/b,
é convergente se todos os b, estiverem fora de um circulo aberto com centro no
eixo real e cuja circunferéncia exterior passa nos pontos +2i.

Coroldrio 2 - Dado a € R seja p > 0 tal que £2i € C(a,p). Se (by) for
uma sucessao tal que

b, € C\ B(a, p) para todo o n > 1,
entdo a fracgio continua K;7231/b, converge.
Demonstracao. O enunciado resulta directamente do teorema anterior tomando

c=—-a/2er=p/2
]

Coroléario 3 - Dados

ceR er=+1+¢c2
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2 - .1 ~ . 400
¢ uniformemente convergente a familia das fracgées continuas da forma K,7°71/b,
em que (by),~; € uma sucessio compleza tal que

|br, + 2¢| > 2r para cada n > 1.

Demonstra¢ao. O enunciado resulta directamente do teorema 6.5 atendendo
a (7.5).
|

O teorema seguinte completa o resultado do exemplo 7.3.

Teorema 7.11 - Dado b € C tal que [Im(b)| > 2, seja

[ 1b—2i] se Im(b) > 2
P= Ib+2i] se Im(b) < —2

Entao é uniformemente convergente a familia das fracgoes continuas da forma
K %1/b, em que b, € B (b,p) para todo o n > 1.

Demonstra¢io. Supondo Im (b) > 2, seja

2
Im (b) — 2

w=
e escolha-se ¢ € C tal que
2i4+2c=u(b—2i).
E entdo Im (¢) =0 e b+ 2c = (14 u) (b — 2i) pelo que
|64 2¢| = |b— 23| (1 4+ u) = |b—2i| + |2i + 2¢|.
Sendo p = |b— 2i|, se b, € B (b, p) temos assim
|br, + 2¢| > |b+ 2¢| — |by, — b| > |0+ 2¢| — |b— 2| = |20 + 2¢| =24/ 1 + 2

e a convergéncia uniforme resulta do coroldrio anterior. -
Supondo Im(b) < =2 ¢ Im (b) > 2 e p = }b —2i|. Se b, € B (b, p) segue-se
queb, € B (5, p) e aplicando agora a b,, a desigualdade j4 estabelecida conclui-se

ainda o
|bn + 20| = |bn + 26| > 241+ c2.
[ |
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8 - Os teoremas da pardbola e o teorema de Hillam & Thron

Alguns dos resultados mais importantes que se conhecem sobre a convergén-
cia de fracgoes continuas da forma

Jf{o 4n

n=1 1

tém a designacgao colectiva de teoremas da pardbola e referem-se ao caso em que
0s a,, estao situados numa zona da forma

™

: (8.1)

. 1
E, = {z € C: 2| < Re (ze %) + 3 cos? a} com |a| <

Da definigao resulta que cada E, ¢é a regiao do plano complexo que contém
a origem e que é limitada pela curva P, de equagao

; 1
|z| = Re (ze72'*) + B cos? a. (8.2)

O teorema seguinte caracteriza a curva P,.

Teorema 8.1 - A curva P, de equagdo (8.2) é uma pardbola com o foco na
ortgem, de €ixo .
To = {tezm :t R}

e cuja recta directriz d, passa mo ponto

1 ..
Wo = *56%& cos? a.

FEsta pardbola inclui o ponto —1/4, e o seu vértice é o ponto

1 ..
Vo = 74—162“’“ cos® a.

Demonstra¢do. Dado z € C, como a projeccao ortogonal de ze=2“ em R é
Re (ze_zw‘) segue-se que a projecgao ortogonal de z na recta r, €

Uq = €2 Re (ze~ %) .

Sendo d, a recta perpendicular a r, que passa no ponto w,, a distancia de z a
d, € assim

Re (ze_zw‘) + 1 cos® a .

, , 1 ..
[ua — wa| = ¥ Re (z¢7%*) 4+ —€** cos® « 5

2
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i
y
Ta
1
-,
i b S
S Y
4 b
’ e
il -
’ -
¥ =
-F' by )
/ U
‘II'
/
dy */3
IJ —
-1/4 L'/ 1 g
o™
We o= E

Resulta entdo que a pardbola de foco na origem e com directriz d, tem por
equacao

) 1
|z] = |Re (zefzm) + 5 cos® o, (8.3)
mas como
) . ) 1
|z] = }26_210‘} > —Re (ze_ma) > —Re (ze_ma) ~3 cos? o,
a condigao (8.3) exige

Re (zedm) + % cos® a| = Re (zedm) + % cos® a

e a equagdo da pardbola toma a forma (8.2).
De (8.2) resulta ainda que —1/4 € P, e que o vértice de P,, definido pela
intersecgao de P, e r,, é o ponto

1 5,
Vo = 74—162“’ cos? .

117



Exemplo 8.2 - A pardbola Py tem eizo horizontal, vértice no ponto —1/4,
€ a Sua equacgao é

1
|z| = Re(z) + 5

Exemplo 8.3 - E vdlida a inclusio
B(0,1/4) C E.

Efectivamente, dado z € B(0,1/4) e pondo z = x + iy com =,y € R, &
|z] + |z| < 1 pelo que da identidade

v = (|2| = =) (2] + |=)
resulta
9 1
P <2l ol < 7 — lal.

Temos entao

e como |z| < 1/2 isto implica
1 1
2] < 5 —lal < 5 +Re(z)
pelo que z € Ey.

Se os a, pertencerem a um conjunto da forma FE, pode ver-se que a fraccao
continua K :ﬁan /1 admite como dominio préprio o semi-plano

v, = {—% b e Re(z) > 0 } U {oo}, (8.4)

ou seja,
1
V, = -3 + H, (8.5)

em que H, é o semi-plano definido por (6.5). Mais precisamente provaremos o
resultado seguinte.

Teorema 8.4 - Sejam o € |—7/2,7/2] e (a,),,~; wma sucessio de nimeros
complexos. Entdo o semi-plano V,, definido por (8.4) é um dominio préprio
da fraccao continua K:ﬁ?an/ 1 sse todos os a, estiverem situados na regiGo
parabdlica E, definida por (8.1), e nestas condigées os respectivos conjuntos
Sn[Va] sao limitados.

Demonstragdo. Se a,, = 0 trivialmente s,[V,] = {0} e a, € E,. Supondo
agora a, # 0, do teorema 6.7 resulta
—ix

a — aneé
- :B(zn7|zn|) com z2p = "

snlVa] = 1/2+ H, cos o
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pelo que V,, ¢ um dominio préprio sse B (zp, |2,|) € Vi. Como w € V,, sse

Re (e_iaw) > —% cos o

e B(zn,|2zn|) € o conjunto dos complexos da forma

ape i

+0Mew com 0€0,1] e ¢ €R,
cos o cos o
dado w € B (zn, |2n|) temos

Re (ane_zm) 0 |an| Re (ane_zm) B |an]

COS «x CoS - CoS @ Ccos @

Re (e_iaw) =
e a igualdade é vélida quando # =1 e ¢ = a+ 7. Assim a condicdo
B (zn,|2nl) € Va

equivale a 4
Re (ane_zw‘) B |an] S
cos cosa

—-cosa
2

e esta condicao traduz que a,, € F,.

Notando finalmente que s1[V,,] € um conjunto limitado, o exemplo 6.2 mostra
que o mesmo sucede com os conjuntos Sy, [V,] para todo o n > 1.

|

Podemos agora estabelecer o resultado seguinte.

Teorema 8.5 (Thron, 1958) - Dado o € |—7/2,7/2] sejam (ap),,~,; uma
sucessdo de pontos de E, e V, o semi-plano definido por (8.4) Para a frac¢io

continua K >5a,/1 tem-se entdo
~1
) 2|ay| m=1 cos? a
diam S,,[V,] < 14— se m > 1. 8.6
alVe) € ST (14 o >1 (36)

Demonstragdo. Se para algum n > 1 for a,, = 0 temos s,[V,] = {0} pelo
que para cada m > n é também S,,[V,] = {0} e a relagdo (8.6) é trivialmente
verificada. Sem perda de generalidade vamos entéo supér a, Z0se 1 <n < m.

Como cada S,[V,] é limitado, o teorema 6.8 mostra que B,—1 # 0 se

1<n<m,e
. B 1
—iQ n__ -
Re (e (Bnl 2)) > 0.
Pondo
— B’IL
pn anl
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2e i
Tn = pn—1 =p, +ig, com p,,q, €R,
COS

a condigao anterior equivale a

; 1
Re (empn — 5 o8 a) > 0,

e temos . )
Re (e_i"‘pn — 5 cos a) =3 cosaRe(r,) = CO; apn.

E entéo p, > 0 e do teorema 6.8 resulta

2\a...

diamSn[Va]:% se 1<n<m
| Br—1|” pn cos a

pelo que pondo D,, = diam S, [V,] temos

D, _ }p%|pn+1
DnJrl |an+1|pn

se 1<n<m.

Seja agora

_2ia An+1
Zn:4€ 2ia +

5 =T, + 1Y, com Xn,Y, € R.
cos? a

Como
1 2
|ans1] = 1 |2 | cos® «
e de (8.7) vem A
e’LD[
Pn="5 (1+r,)cosa,

a relagdo (8.9) transforma-se em

2
D 1+
o :| n' Prt se 1<n<m.

DnJrl |Zn| Pn

Partindo da identidade B, 11 = B,, + an+1B;,—1 temos por outro lado

An+41

Py =1+ se 1<n<m

Pn

donde vem
Re (e_mpnﬂ) =cosa + Re (e_i"‘%>

n

e portanto, atendendo (8.10) e (8.12),

_i 1 z
Re (€7"*p,,41) = cosar + B Re (1 JrnTn
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Mudando n em n + 1 em (8.12) temos também

(14 ppt1) cosa

N |

; 1
Re (e7"ppp) = 5 Re(1+rpq1)cosa =

e comparando com (8.14) deduz-se

Zn
n =1+R ’
Pr+1 + e(l—i—rn)

ou seja,
Ty (14 +
puys =14 T T P0) F Yt (8.15)
[14 7,
A relagdo (8.13) pode assim transformar-se em
D
n_ e 1<n <m, (8.16)

Dn—i—l |Z'n| Pn

com
Cp = |1 + rn|2 + (1 +pn) + Ynan,

0 que equivale a

Como os a,, sao pontos de E,, temos por outro lado
—2ia L o
|ans1| < Re (€7*Yantq) + 50"

e atendendo a (8.10) esta relagdo transforma-se em |z,| < Re(z,) + 2, ou seja,
|zn| < 2y +2 (8.18)

o que implica ainda
Y2 <4(z,+1). (8.19)

Notando agora que

2 2
> Yoo Un

4 — 4

Yn
@2+ YnGn = (qn + 7)

e aplicando em (8.17) as desigualdades (8.18) e (8.19), deduz-se
Cn 2 Dn (pn + |Z7L|)
pelo que de (8.16) resulta a minoragao

D
no>14+ 2 se 1<n<m (8.20)

Dn+1 |Zn|
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Para obter uma minoracao de p,, mais precisa que a jd estabelecida p,, > 0,
comegamos por notar que (8.15) implica

Tn (1 +pn) - |ynqn|
11 +rn|2

Pn+1 > 1+

e atendendo a (8.19) temos

Tn (1+pn) *QVxn+1|Qn|

DPny1 2> 1+
" 11+ 7|

(8.21)

Da desigualdade das médias vem por outro lado
2Van +1(1+pn)lgn| < (zn+1) (1 ern)z + Qrzu

e substituindo em (8.21) obtém-se

L ) a1
(1+pn)|1+rn|2 1+pn 1+pn

Pn+1 2 1

Temos assim

1 1
<l1l4+— se 1<n<m

Pn+1 DPn
e, notando que de (8.7) se deduz p; = 1, por indugéo resulta

1
Pn>— se 1<n<m.
n

Atendendo a (8.20) e (8.10) chegamos finalmente a

D 2 !
n+1£<1+7cosa> se 1<n<m
D, An|an41]

e como de (8.8) vem

(8.22)
o enunciado resulta agora da relacao

m—1 1)
D. =D n+1 )
m 1 nl;ll Dn

[ |
Os trés resultados que se seguem sdo consequéncia directa deste teorema.

Coroldrio 1 - Dados a € |—7/2,7/2[ e M > 0, é uniformemente conver-

gente a familia das fracgdes continuas da forma K >Sa,/1 tais que

an € By e |an| < MIn(n+1) para todo o n > 1.
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Demonstragio. Para cada fracgio continua K Ja,/1 nas condigdes do
enunciado, temos

2 2

cos? a cos? o
14— >14+— > 1.
+4:n|an+1| - +4:]\471111(77,4—1) sen=
Como
m=1 cos? o cos? " 1
1 > >1
nl;ll ( 4Mnln(n+1)) T AM = nln(n+1) sem =5

o teorema anterior mostra que para cada m > 1 se tem

-1
sM2n2 (1
. < —_— S 7 N °
diam Sp,[Va] < oS3 (0 (; nln(n + 1))

O enunciado resulta agora do teorema 6.5 pois o segundo membro da desigual-
dade anterior nao depende dos a,, e

+oo 1
Z nln(n+ 1) = too

n=1

O corolério anterior ¢ uma versao do chamado teorema uniforme da pardbola.
Em particular obtém-se imediatamente o resultado seguinte.

Exemplo 8.6 - Dados o € |—7/2,7/2[ e v > 0, é uniformemente con-
vergente a familia das fracgoes continuas da forma K:ﬁian /1 em que os ay
pertencem ao conjunto E, N B(0,7).

Atendendo ao exemplo 8.3 isto mostra que a versao uniforme do teorema de
Worpitsky (corolédrio 3 do teorema 4.7) corresponde ao caso a =0 e r =1/4 do
exemplo anterior.

Coroldrio 2 (Perron, 1929) - Dado a € C\ |—o0, —1/4], existe v > 0
tal que é uniformemente convergente a familia das fracgoes continuas da forma
K*jan/l em que a, € B (a,r) para todo o n > 1.

Demonstragdo. Se a € |—1/4,0] temos
|a] = —Re(a) < Re(a) +1/2

pelo que a é ponto interior de Ey. Se a € C\ Ry , sendo o = arg(a) /2 é
|o| < /2 e o ponto a pertence ao interior de E, pois tem-se

la| = Re (ae™*"*) < Re (ae™>'*) + % cos® .
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Entao cada ponto a € C\ |—oc,—1/4] é interior a alguma regidao parabélica Eq
e daqui resulta que existe r > 0 tal que B (a,r) C F,. Atendendo ao coroldrio

1 do teorema anterior segue-se que r verifica as condicoes do enunciado.
[ |

Coroldrio 3 - Se (ay),~, € uma sucessio convergente de niimeros complexos
com limite em C \ ]—o0, —1/4] entio K >5a,/1 converge em Cu

Demonstra¢do. Sendo a = lima,, tome-se r > 0 que verifique as condicoes
do coroldrio anterior. Como existe uma ordem m tal que a,, € B (a,r) para
todo o n > m, segue-se que a fraccao continua Kn ni10n/1 & convergente e o
teorema 1.5 mostra que K, >a, /1 converge em C

]

Coroldrio 4 - Sejam (a,),~; € (bn),>; duas sucessoes convergentes de

nimeros complexos com limites a e b tais que b # 0 e a/b2 € C\ J—o0,—1/4].
Entdo a fracgcdo continua K 2y /by, converge em Co

Demonstracao. Nas condigdes do enunciado existe uma ordem m a partir
da qual é b,, # 0, e o teorema 1.6 mostra que a frac¢ao continua K,J{ i 10n /b

tem a mesma natureza de
+ 2
IOO< an/bn

n=m+1 1

O enunciado resulta agora do corolédrio anterior.
|

Provaremos agora uma versao mais precisa do coroldrio 2.

Teorema 8.7 (Jones & Thron, 1980) - Dado a € C\ |—o0, —1/4] seja

R 1
o + el ail

se a - e r=
4

<
1 se lal <

Entao é uniformemente convergente a familia das fracg¢ées continuas da forma
K %an/1 em que a, € B (a,r) para todo o n > 1.

Demonstra¢ao. Atendendo ao corolédrio 1 do teorema anterior basta provar
que para cada circulo B (a,r) nas condigdes do enunciado existe o € |—7/2, 7/2[
tal que B (a,7) C E,.

Dado a € C\ Ry seja

arg (a) } s 7r[
€|-=.%
2°2
e tome-se p > 0. Se z € C ¢ tal que |z — a| = p temos entdo

z=a+ pe'?*T®) = % (g 4 pe'?) com p € R,
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e como a condicao z € E, se traduz por
—2ia L 2
|z < Re (e z)+§cos a!

ela equivale a
2

1
|z| < |a| + pcose + S cos”a
e portanto a
: 1
|la] 4+ pe*?| < |a| + pcosp + 3 cos? av. (8.23)

Tomando quadrados vemos que esta condicao exige

1 2
p* < p*cos? o+ pcospcos? a+ (5 cos? a) + |a| cos? a,

ou seja

2 L o ? 2
p° < pcosgo+§cos a | +|a|cos® a,

0 que ¢é satisfeito se
p* < |alcos? . (8.24)

Reciprocamente, se p verifica esta tiltima desigualdade, um raciocinio em sentido
inverso mostra que

. 1
|lal 4+ pe?| < |la] + pcos¢ + §cosza

)

€ COomo

2

1, 1 1,
—p+§cos a>(p——-cosa +ZLCOS a>0

1
|a|+pcos<p+§cosza2 5

cos? «

segue-se que a condigao (8.23) é vélida. Atendendo ainda a que
la| + Re(a) = |a| (1 + cos 2a) = 2|a| cos® a,

a relagdo (8.24) pode escrever-se na forma

o < o+ Bel0)

e conclui-se que

B(a,r)CE, se r= WeaGC\Ra.

Por outro lado, dado a € C temos

2 2
" 1 |a| + Re(a)
atzl = <|a| 4> + >

125



pelo que

1 |a| + Re(a) 1 /la] + Re(a)
— > _— —-| = _ = .
a+4' > 5 e |a+ 1 5 sse |a|=1/4

O enunciado fica assim estabelecido quando |a| > 1/4.
Supondo agora |a| < 1/4 e sendo ¢ a fungéo definida para ¢t > 0 por

p(t) =la+i(a+1/4)],
tem-se p(0) < 1/4. Como

p(t)>tla+1/4—1/4

w(t)>1/4 se 2tla+1/4]>1
1 1
a+h<a+z>'z.

1
a0a+h<a+1),

como |ag| = 1/4 e é necessariamente ag # —1/4, a parte do enunciado jd
estabelecida mostra que existe a € |—m/2, 7/2[ tal que

pelo que existe h > 0 tal que

Pondo entao

B(ag,7) C E, se r=

1| [lao| + Re(ao)
ap + 4' = 5

Por outro lado, se z € B (a, |a + 1/4|) temos

1 .
z=a+40 a—l—Z e¥ com #e[0,1] epeR
donde vem
|z —ag| < |a —ao| + +1—(1+h) +1f +1
apg| < |a ag a 1 = a 1 = |ag 1
e conclui-se )
Ba,|a+1/4]) CE(GQ, a0+1') C E,.

O teorema anterior conduz a seguinte generalizagao do teorema de Worpitzky
(coroldrio 2 do teorema 4.1):
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Coroldrio - Dado a € C tal que |a| < 1/4, a fracgio continua K 2Ja,/1
converge se 0s a, verificarem a condi¢do

|an - a| < 1

i
a+—|.

Demonstragio. Se |a] < 1/4 e a # —1/4 o enunciado resulta da segunda

parte do teorema anterior. Se a = —1/4 a condi¢do do enunciado exige
a, = —1/4 para todo o n pelo que a convergéncia de K 5a,/1 resulta
entao do teorema de Worpitsky.

|

Para uma fracgio continua da forma K >a, /1 em que os a,, nunca se anu-
lam provou-se que a divergéncia da sua série de Stern-Stolz implica a convergén-
cia da frac¢do continua desde que todos os a,, estejam situados nalguma regiao
parabdlica E,. Este é o resultado habitualmente designado por teorema da
pardbola e constitui um marco notdvel na teoria da convergéncia das fracgoes
continuas. O caso correspondente a o = 0 foi estabelecido por Scott e Wall em
1940 e a generalizagdo a todo o a € |—m/2, w/2[ foi obtida por Thron em 1943.

Para demonstrar o teorema da pardbola usaremos propriedades das chamadas
transformagoes fraccionais lineares que sao as fungoes da forma

az+b
cz+d

p(z) =

em que a,b,c,d € Ce z € Cy,

com a ja referida convencgdo de continuidade

az+b a

#(>0) 0 cz+d ¢

Para estas fungoes define-se o respectivo discriminante A por
A =ad—bc
e é valido o resultado seguinte.

Teorema 8.8 - Uma transformacao fraccional linear é injectiva e tem dominio
Co se A #£0, e é constante se A = 0.

Demonstracdo. Se A # 0 os parametros a e b ndo podem ser simultanea-
mente nulos e o mesmo sucede com ¢ e d. Entao as condigoes az +b = 0 e
cz + d = 0 exigem respectivamente z = —b/a e z = —d/c # —b/a. Como a e ¢
também nao sao simultaneamente nulos conclui-se que ¢ estd definida para todo
0 z € Cs. Quanto a injectividade, dados z,w € C tais que (cz + d) (cw + d) # 0

temos
Az —w)
(cz+d) (cw+d)

p(2) = p(w) =
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pelo que de z # w se deduz ¢(z) # @ (w). Supondo por exemplo cz +d = 0
¢ p(z) = o0, e de z # w deduz-se ainda ¢ (z) # ¢ (w) pois p(w) € C
se w # —d/c. Na hipétese A # 0 temos também

A

¢(2) — p(oc0) = —m

o que implica ¢(z) # @(o0) se z € C.

Se A=0ec=d=0,afuncio ¢ toma o valor co em todo o seu dominio.
Se A =0 e nao for ¢ = d = 0, a expressao de ¢(z) — p(w) e o facto de ¢ ser
continua nos pontos onde estd definida mostram que ¢ é constante.

[ |

As transformagdes fraccionais lineares com discriminante A # 0 recebem
o nome de transformacoes de Mdbius e as restantes dizem-se transformacoes
singulares.

Corolario - A composi¢cio de duas transformagoes de Mobius é ainda uma
transformacao de Mdébius.

Demonstra¢do. Como a composi¢do de duas transformagoes de Mobius é
uma transformacao fraccional linear e é injectiva, o teorema anterior mostra
que ela é necessariamente uma transformagao de M&bius.

|

Exemplo 8.9 - Se K %a,/b, é uma fraccio continua ndo singular, as
correspondente fungdes s, e S, sdo transformagoes de Mébius.

Efectivamente isto é uma consequéncia directa das defini¢oes e dos teoremas
1.7 e 1.10.

Teorema 8.10 - Se ¢ é uma transformagdo de Mdobius entio ¢ [Coo] = Coo

e o~ ¢ ainda uma transformacao de Mobius.

Demonstrac¢do. Sendo
_az+b

w(2) = cz+d

e dado w € C\ {a/c}, a condi¢io w = ¢(z) equivale a z = ¢)(w) com

 —dw+b
 cw—a

P(2)

Como 1) é uma transformacao de Mobius e por continuidade esta relacgao é valida

para todo o w € Cq, conclui-se que ¢~ = 1.

Apoiaremos a demonstracao do teorema da parabola nos dois lemas seguintes.
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Lema 8.11 - Seja ¢ uma transformagdo de Mobius que transforma o cir-
culo unitdrio fechado U = B(0,1) num conjunto limitado. Entio @[U] é um
conjunto da forma B (y,r) comy € C er >0, e tem-se @[U] = U sse existirem
0 eR e qe B(0,1) tais que

_ in 214
w(z)=e il
Demonstragdo. Seja

az+b
w(z) = 1 a o a,b,c,d e C.

Supondo ¢ = 0 é necessariamente ad # 0 e tem-se entao

a b = a b —= /(b a
o) =50+ =B (0[50 +5=7(5[3])
Em particular a condigao ¢[U] = U é verificada sse b = 0 e |a/d| = 1, o que
equivale a ¢ ter a forma

0

o(2) =¢€"2 com 0 = argg.

Supondo agora ¢ # 0 e sendo A = ad — be, temos

az+b a A/

cz+d ¢ z+dJe

pelo que ¢ se pode escrever na forma

a A/

#(2) T z+d/c

Se ¢[U] é um conjunto limitado temos necessariamente z 4+ d/c # 0 para todo
0o z € U, o que implica |d/c| > 1. Em particular isto exige d # 0 e podemos
sem perda de generalidade supor d = 1. Aplicando o coroldrio do teorema 6.6
resulta entao

— a A A
plUl=B(7,p) com y=—-————c ¢ p= | |2
¢ c(l—|c|) 1—|c]
pelo que a condigao ¢[U] = U equivale a
A
Al=1—]" e a=—.
1—|c|

Sendo § = arg (A) isto equivale ainda a

A= <1—|c|2> e? e a=¢e",
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e da relagdo A = ad — be deduz-se

b="1e".

Como |¢| < 1, pondo ¢ = ¢ conclui-se que a condigdo p[U] = U equivale
efectivamente a ser

@(z):equz—trql com #eR e |¢l <1

Lema 8.12 (Hillam & Thron, 1965) - Dado A € B(0,1) seja (7p),,>;
uma sucessao de transformagoes de Mdobius tais que T,[U] C U e 7, (o0) = A
para todo o n > 1. Sendo T,, = T10-- 0Ty, se n > 1, entdo as sucessées T, (c0)
e T,(2) com |z| < 1 convergem todas para o mesmo limite. Além disso, se
diam T,[U] ndo tiver limite nulo estas sucessoes sio absolutamente conver-
gentes.

Demonstra¢ao. Como os T, sdo transformacoes de Mobius e Tn[Uig U se
n > 1, o lema anterior mostra que cada conjunto T,,[U] é da forma B(c,,r,)
com ¢, € C e r, > 0. Temos entao

E(C'n—i-laf’q'n—i-l) = (Tn © T'n—i—l) [U] g Tn [U] - E(Cnarn) g U

pelo que . .
diam B(cpt1,rnt1) < diam B(cy,ry,)

e portanto rp4 <7y, < 1.
Fixado n > 1 seja p = |cp41 — ¢n| € tome-se 6 € R tal que

6
Cp4+1 — Cp = pe .

Como o o
Cn+1 + Tn+1619 S B(Cn+177an+l) g B(Cnyrn)

temos
i0
|ent1 + rng1e’ —cn| <y

e conclui-se a relagao
lent1 —cn| <7 —Tpy1 se n> 1. (8.25)

Atendendo a que a série de termo geral r, — r,4+1 € convergente, a relacao
anterior mostra que o mesmo sucede com a série de termo geral |¢;, — ¢p41], pelo
que a sucessao (¢,) também converge. Se

lim diam 7,[U] =0
resulta entdo imediatamente lim T;,(z) = lim ¢,, para cada z € U, e como

Tn(oo) =T, (Tn (OO)) =Th_1 ()\)
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¢ também lim 7T,,(c0) = lim¢,, pois A € B(0,1).

Admitindo agora que diam T, [U] néo tem limite nulo, como a sucessao (r,)

¢é decrescente existe ¢ > 0 tal que
T > € se n>1.

Para cada n > 1 seja entao ¢,, a fungdo definida em C, por

- Tu(2) —cq
Son(z) - - .
Como )
e, [U] = ’I“_ (B(Cn;rn) - Cn) =U,

o lema anterior mostra que existem w, € R e ¢, € B(0,1) tais que

L Z2+qn
z) =" ———.
Pondo ‘
Pn = Tnelwn
é entao L
2T dqn
T, = eC
n(z) Cn +pnqn2+1 € 2 05
donde vem »
Tn(00) = ¢, + =
dn
e portanto
Z4+qn  Pn
T, - T, = - —.
n(z) n(OO) Pn anz + 1 n

Notando agora que |p,| =7, <1 e |g,| < 1, obtemos

24+q, 1
Gnz +1 dn

1- |qn|2

T, (2) =Ty (00)| < =
ITn(2) (00)| |gn| |gnz + 1|

e como é também |g,z + 1| > 1 — |g,z| > 1 — |z|, pondo
O0n=1—|qn| >0

conclui-se a desigualdade

2—-46,
(1—6n) (1 —12])

[ Tn(2) — Tn(c0)| < 0n se |z] < 1.

Para majorar d,, comecamos por notar que a relagdo T;,+1(c0)

associada as identidades (8.28) e (8.29) permite escrever
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Pnt1 AT

= +cCcp —Cpat-
Gn+1 nQn)\ + 1 " nr
Dado n > 1 é entao
Tnil Drt1 A+ Gn
— = <lp +|en = Cnt1l,
|qn+1| dn+1 | n| Qn)\ +1 | " nr
e como de (8.27) resulta
AT,
= AN <1
“ I e I <1,

atendendo a (8.25) deduz-se sucessivamente

Tn+1
|Qn+1|

< |pn| + |Cn - C’IL+1| =7ry+ |C'n - Cn+1| <2r, — Tn41.

Temos assim

Tn > 1+ |Q’n+l| _ 2 — 5n+1 — 14+ 6n+1
Tn+1 2|gnt1] 2—20p41 2(1 = 6n+1)
pelo que
Tn n+1
>1+ sen >1
Tn+1 2

Para cada m > 1 é pois

1 m or,_1 m 6n 1 Ui
[1 |[<1+2)QZ‘5"

Tm n=2 Tn n=2

que mostra que a série Z:L_g d, converge. E entdo limd, = 0 pelo que o
coeficiente de d,, no segundo membro de (8.30) tem limite finito e daqui resulta

que a convergeéncia de 31> §,, implica a convergéncia das séries

+oo
> T, (2) = T, (0)] com 2] < 1. (8.31)
n=1
Da relagdo Tj,41(00) = Ty, (A) com |A| < 1 conclui-se agora a convergéncia da
série

+oo
Z |Tn+1(oo) - Tn(OO)|
n=1
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e portanto a convergéncia absoluta da sucessdo T),(o0). Finalmente, da con-
vergéncia das séries (8.31) deduz-se a relagéo

limT, (z) =limT, (c0) se |z|] <1,
e a desigualdade

Tht1(2) = Tu(2)] < |Tog1(2) = Tnga(00)| + [Tha42(00) — T (00))
+[To(o0) = Tu(2)]

permite concluir a convergéncia absoluta das sucessoes T, (2).
|

Podemos agora estabelecer o resultado conhecido por teorema da pardbola.

Teorema 8.13 (Thron, 1943) - Seja K;'>a, /1 uma fraccio continua nao
singular e suponha-se que existe o € |—7/2,7/2] tal que a,, € Ey para todo o
n > 1. Entao a fraccdo continua converge sse a respectiva série de Stern-Stolz
for convergente, e se isto ndo suceder as sucessoes dos aproximantes Sa,(0) e
San+1(0) sdo absolutamente convergentes.

Demonstra¢ao. Sendo ¢ a fungdo definida em C, por

e cos o

p(z) = T

1 : 1
Vo = {§+e“’z:Re(z) >0 }U{oo}§+Ha,

do teorema 6.7 resulta

e'™ cos « —

Q[Va]:m—lzB(l,l)—le,

1

e como ¢~ = @ é também

¥ [U] =Va.

Dado que V,, ¢ dominio préprio de K, >Ja,/1, pondo agora
Tn = 90_1 0 S95,—1 0 So,, 0 para cadan > 1,

temos
Tn [U] = (4,0_1 0 S2p—10 52n) [Va] C 4,0_1 [Va] =U

T (00) = (¢l osau1082,) (=1) = (¢~  052,1) (00) = ¢ (0) = p(0)
= ¢“cosa— 1.
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Sendo A = e cosa — 1, para todo o n > 1 é entdao 7, (00) = X e

Al = |cosa — e_i"‘} =sine| < 1

pelo que os 7, verificam as condi¢oes do lema anterior.
Pondo ainda T,, =71 0---07, paracadan >1, ¢

T,=¢ toSo0p se n>1

pelo que
SZn =@o Tn o 410717 (832)
o que conduz a
Son [Va] = ¢ [T [U]). (8.33)
Como o conjunto Sy [V,] é limitado, pondo
M =sup{|z|: z € S1[Va]}
e dado z € T,,[U], por ser ¢(z) € Sap [Va] C S1[Va] temos
L | Jelx)+1 < M+1
1+z| | cosa |~ cosa’
Dado que
lp (w) — p(2)| *cosa& se z,w € C
pondo
2
I— (M +1)
cos o
para cada n > 1 resulta entao
lo(w) —p(z)]| < L|lw—2z| se z,w e T,[U] (8.34)
e de (8.33) conclui-se
diam Sy, [V,] < L diam T, [U]. (8.35)
Se lim diam Ss, [V,] = 0 é também lim diam Ss,+1[Va] = 0 pelo que

lim diam S, [V4] = 0 e o teorema 6.4 mostra que a fracgdo continua converge.
Se diam Ss,, [V,] ndo tem limite nulo, de (8.35) resulta que o mesmo sucede com

diam T, [U] e o lema anterior mostra que a série

+oo
> [T (00) = Ty (00)]

é convergente. Por outro lado, como ¢~!(0) = p(0) = e®cosa — 1 = )\, de

(8.32) vem Sa, (0) = ¢ (T, (\)) pelo que
S0 (0) = S2n—2 (0)] = [ (Tn (A)) = @ (Tn—1 (N))]-
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Notando agora que T,,—1 (A\) € Tp,—1 [U] e T, (A\) € T,, [U] C T,,—1 [U], de (8.33)
e da relacdo T),4+1 (00) = T, (A) resulta

520 (0) = San—2 (0)] < LT (A) = Tn1 (M) = L | T4 (00) = Ty, (00)],

0 que permite concluir a convergéncia da série

+oo
> 1520 (0) = S20-2 (0)] -

Representando por S as fungoes aproximantes relativas a frac¢ao continua
K:ﬁgan /1, o resultado j4 estabelecido mostra que ou esta frac¢do continua con-
verge ou converge a série

+oo

n=1

Na primeira hipétese, como lim S (0) € V,,, é necessariamente K 5a, /1 # —1
e a relagao

n=1 1 1 + K;;.gan/l
permite concluir que K >5a,/1 também converge. Na segunda hipétese, da

relacao
a1

B0
resulta S S
a 3n (0) — 55,5 (0
Sonss (0) — San_y (0)] = | 1|}*2 (0) i, 2 (0)] _
|1 +52n (O)| |1 + SZ'IL—Z (O)}

Notando que S} (0) € V, para cada n > 1, temos no entanto

(8.36)

. 1
Re (e7"* S5 (0)) > —5cosa
e isto implica
, A A ) 1
1455 (0)] = [e7™ 4+ €S} (0)| > Re (e7** + ¢S (0)) > 5 cosa.

De (8.36) deduz-se entao

4ai|
cos? o

|S2n+1 (0) = S2n—1 (0)] < |55, (0) = S5,,_5 (0)]

e isto mostra que a série
+o0o
Z [S2n+1 (0) — S25—1 (0)]
n=1
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também converge.
Conclui-se assim que ou a fracgio continua K >a, /1 converge ou sio con-
vergentes ambas as séries

+o00o
Z |52n (0) - SZn 2 Z |52n+1 SZn 1 ( )|
n=1

o que implica a convergéncia da série

+o00o
Z |Sn+1 (0) — Sn—-1 (0)| :

Se a série de Stern-Stolz de K" >Sa, /1 for divergente vemos entdo que a con-
vergéncia da frac¢do continua é agora consequéncia do teorema 5.12. Como
a convergéncia daquela série implica a divergéncia da fracgao continua resulta
também que nesse caso as sucessoes Sz, (0) e Sa,+1 (0) sdo absolutamente con-

vergentes.
|

Nota 8.14 - Na demonstracao anterior, para provar que a série

Z|S2n+1 = Son—-1(0)]

converge quando K, *Ja, /1 diverge nio pode utilizar-se directamente o lema
8.12 com 7, = (p‘l 0 S9p—2 O So,—1 O  para n > 1, pois

T1(00) = (¢ o s1) (—1) = 97" (00) = ~1 ¢ B(0,1).

Aplicando o lema 8.12 com 7,, = ¢! 089, 052,41 00 se 1 > 1, pode concluir-se
que a divergéncia de K 5a, /1 implica a convergéncia de

+oo

37185, (0) = 83,5 (0)]

n=1

em que os S} sdo as fungdes aproximantes da fracgio continua K >5a, /1. Con-
tudo esta conclusao é também consequéncia directa de um resultado previamente
estabelecido, como se indica na demonstragao anterior.

Nota 8.15 - O teorema anterior é em certo sentido o mais geral pos-
sivel para as fracgdes continuas da forma K >Ja,/1. Efectivamente, dados
a € |-7w/2,7/2[ e 29 € C\ E, prova-se que existem fracgdes continuas diver-
gentes deste tipo cuja série de Stern-Stolz diverge e tais que a, € E, U {z}
para todo o n > 1 (cf. Lorentz, 1992).

O coroldrio seguinte amplia o corolédrio 3 do teorema 5.8.
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Coroldrio - Uma fracgio continua nio singular K >Ja,/1 em que os a,
pertencem ao intervalo [—1/4, 400 é convergente sse a respectiva série de Stern-
Stolz for divergente.

Demonstragao. Resulta directamente do teorema anterior tomando o = 0.
|

Analisando a demonstracao do teorema 8.13 verifica-se que nao foi usada a
parte do lema 8.12 que garante a convergéncia das sucessoes Ty, (z) com |z| < 1.
Esta informagao permite contudo estabelecer o seguinte resultado geral:

Teorema 8.16 (Hillam & Thron, 1965) - Uma fracgdo continua é con-
vergente se tiver por dominio préprio um circulo B(c,r) tal que |c| <.

Demonstra¢do. Dada uma fracgdo continua nas condigoes do enunciado seja
¢ a fungao definida em C por ¢(z) = ¢+ 72, e para cada n > 1 sejam ainda
Th=¢ tos,opeT,=710-07, Como p[U]= B(c,r) temos

TalU] = (¢7" 0 sn)[Ble,n)] € 7' [Ble,r)] =U

75 (00)] = |07 (50 (00))] = [ 7H(0)| = |¢/r| < 1,
0 que mostra que os 7, verificam as condigoes do lema 8.12. Entao a sucessao
T, (—c/r) converge, e a convergéncia de S,,(0) resulta de que a relagao

T,=¢ oS, 0¢
conduz a
Su0) = (poTuop™) 0 =¢ (T (7)) =+ 1T (=)
]

Nota 8.17 - O teorema anterior implica directamente a convergéncia das
fracgdes continuas K ay, /b, que verificam a condicio |b,| > |an| + 1 do teo-
rema de Pringsheim, pois elas tém por dominio préprio o circulo unitédrio U (cf.
exemplo 6.1). Também é consequéncia do teorema anterior a convergéncia das
fracgoes continuas da forma K °51/b,, que verificam as condigoes do teorema
7.9, pois elas tém por dominio préprio circulos da forma B(c,r) com ¢ € R e

r=+v1+c2>|c|

O coroldrio seguinte generaliza o teorema de Pringsheim 4.1, que corresponde
atomarc=0er=1.

Coroldrio - Dados c € C e r > |c|, sejam (ay),~; € (bn),~; duas sucessoes
complezas e (dy),~; a sucessdo definida por

dp, = b + c|2 —r2.
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Se para cada n > 1 tal que a,, # 0 for
}an (bn + c) — cdn| +lan|r < rdy
entdo a fracgio continua K >5a, /b, converge para um ponto de B (c,r).

Demonstracao. Atendendo ao teorema anterior basta provar que para todo

on >1 se tem
sn [B(c,m)] € Ble,r) (8.37)

pois isso implica que B(c,r) seja um dominio préprio de K5 a, /b,. Se a,, = 0
esta inclusao resulta trivialmente de ser

Sn [E(c, r)] ={0} C B(c,r).

Supondo a,, # 0 a condi¢ao do enunciado exige d,, > 0 e o coroldrio do teorema
6.6 mostra que

a —
sn [B(c,r)] = W;L(cr) = B (wn, p,)
n )
com _
Gnp (bn + C) |an| r

Wy, = d € Pp = d

Dado w € B (wp, p,,) temos entdo

(5 0) — cd|

dn ’

lan|r

Qa
0= ¢ < o0 — wn] & Jum — o] < 1227 4 Jan

e a relacdo (8.37) resulta de a condi¢do do enunciado implicar |w — ¢| <.
|
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9 - C-fracgoes

Entre as fracgdes continuas que definem fungoes analiticas tém particular
importancia as chamadas C-fracgoes. Estas sao as fraccoes continuas da forma

*K” c,{z

n=1

em que z € C e os ¢, sao constantes complexas. Se nenhum dos ¢, for nulo
diz-se que a C-fraccao é regular.

Exemplo 9.1 - Para todo o z € C\{0} a C-fraccio K, >J¢,z/1 é equivalente

+oo -
71151 by, (2)

Efectivamente basta aplicar o teorema 1.6 com 7o, = 1 € 19,411 = 1/2z para
cada n > 0.

1
com bap—1(2) = . e bay,(2)=1sen>1.

Sendo P, (z) e @, (z) respectivamente os numeradores e denominadores canéni-
cos de uma C-fraccdo K >an,z/1, as relagdes de recorréncia

P_i(z) =1; Py(z) =0; Po(z) = Po—1(2) + 2cn Pr—2(2) se n>1

Q-1(2) = 0; Qo(2) = 1; Qn(2) = Qn-1(2) + 2¢nQn—2(2) se n>1
mostram que P,(z) e @Q,(z) sdo polinémios em z, tendo-se em particular
P,(0)=0 e Q,(0)=1sen>0. (9.1)

Como os polinémios @,, nao sdo identicamente nulos quando n > 0, segue-se
que os aproximantes

P,(2)

Qn(2)

sdo fungbes racionais de z. Se a C-fraccdo K
férmula do determinante (cf. teorema 1.10):

R, (z) =

+20c,z/1 for regular, (9.1) e a

Po(2)Qn-1(2) = Pac1(2)@n(2) = (=1)" e+ cp2”

mostram que P, e @, ndo tém zeros comuns pelo que a fraccao P,(2)/Qn(2)
estd definida em C, para todo o z € C. No caso trivial de a C-frac¢do nao ser
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regular a aplicacao directa do teorema 1.7 pode conduzir a expressoes do tipo
0/0, mas se ¢y, +1 for o primeiro dos ¢, que se anulam é K" crpz/1 = KJ* 1 c,z/1
para todo o n > m e essas situacoes evitam-se tomando simplesmente R,, = R,,
quando n > m.

Exemplo 9.2 - Dada uma C-fracgio K, >5c,2/1 suponha-se que existe um
congunto aberto D C C tal que K;fﬁﬁcnz/l converge uniformemente nos subcon-
juntos compactos de D. Entdo a funcdo f definida em D por f(2) = K ¢,2/1
é analitica.

Efectivamente os aproximantes R,, de szcnz /1 séo fungdes analiticas em
D pois a definicao de convergéncia uniforme exige que os R, nao tenham po-
los em D. O teorema de Weirstrass sobre convergéncia uniforme de fungoes
analiticas mostra entao que eles convergem em D para uma fungao analitica.

Exemplo 9.3 - Dada uma C-frac¢io K¢, z/1 suponha-se que a sucessdo
(cn),>q € limitada. Sendo entdo

A =sup{lcy|:n>1},

a C-fracg¢ao é uniformemente convergente no circulo

— 1
5(0.L)

Efectivamente, se z € B (0,1/4)) entdo |c,z| < 1/4 e basta aplicar a versdo
uniforme do teorema de Worpitsky (coroldrio 3 do teorema 4.7).

Para estudar a convergéncia das C-fracgoes vamos comecar por estabelecer
dois resultados auxiliares.

Lema 9.4 - Seja D C C um conjunto aberto e conexo que contém a origem.
Dada uma C-frac¢io K c,z/1 suponha-se que para cada conjunto compacto
K C D existe uma ordem m  tal que K2 . c,z/1 converge uniformemente
em K. Entio K %c,z/1 define uma funcio meromorfa em D e analitica na
origem. Além disso K 5cnz/1 converge uniformemente em qualquer subcon-
junto compacto de D que nao contenha polos de f.

Demonstra¢ao. Podemos sem perda de generalidade supor que a C-fracgao
é regular pois se isto néo suceder a sucessdo K} _,c,z/1 é constante a partir
de uma certa ordem e o enunciado ¢é trivial. Dado a € D e tomando r > 0
tal que B (a,r) C D, existe uma ordem [ para a qual Krfifﬂcnz/l converge
uniformemente em B (a,r). Sendo

+oo

paz)= K 25 se z€Blar),
k=Il+1
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o exemplo 9.2 mostra entao que ¢, é uma funcao analitica. Para cada m > 1
seja agora
c1%2 Coz Cm?

Dpn(zw) = 55 22
CO=T LT 4t T

sez€Dewée€ Cqy,

e representemos respectivamente por P,(z) e @, (z) os numeradores e denomi-
nadores canénicos da C-fracgdo. Atendendo ao teorema 1.7 é entao

P, _ P,
O, (2, w) = = (2w + Pn(2) se z€ Dewée€ Cq,

e para cada z € B(a,r) temos

+
3

CnZ _ g N Pi1(2)pq(2) + Pi(2)
_CI>l( 790(1( )) Ql—l(z)¢a(z)+Ql(z)'

3
Il
—

Sendo [, a fun¢éo definida por

Fa(z) = Ql—l(z)<pa(z) + Ql(z) se B(a,r),

de (9.1) deduz-se F,(0) = ¢,(0) + 1 = 1 pelo que F,, ndo ¢ identicamente nula.
Como F, é analitica e B(a,r) é conexo, do principio do prolongamento analitico
resulta entao que todos os zeros de F; sao isolados. Isto mostra que szcnz /1
define uma fung¢do meromorfa em B(a,r), e como a é um ponto arbitrario de D
conclui-se que a funcao f definida por K:ﬁf ¢nz/1 &€ meromorfa em D. Notando
ainda que a fracg@o continua K. ;{:_{cnz /1 converge para 0 quando z = 0, resulta
também que f é analitica na origem.

Dado um conjunto compacto K C D que nao contenha polos de f sejam > 0
uma ordem tal que K:{iom chz/ 1 converge uniformemente em K e sejam ¢ e

F' as funcoes definidas em K respectivamente por

¥ gz
px)= K T e F(2)=Qu-1(2)¢(2) + Qu(2).
k=m+1

Como anteriormente temos entao

Pn-1(2)p(z) + Pn(2)

f(2) = Pi(2,0(2)) =

se z€ K,

e vamos comecar por supdr que F nao se anula em K. Para cadan > m+1
consideremos ainda as fungdes ¢,,, F;, : K — C definidas por

on(2) = K — e Fu(2) = Qum-1(2)9,(2) + Qm(2).

Dado que (¢p,,) converge uniformemente para ¢ em K é imediato verificar que
também (F,,) converge uniformemente para F' neste conjunto. Sendo entdo

p=min{|F(z)]:z€ K} >0
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existe uma ordem k > m tal que

sup |F,(2) — F(z)| <= se n>k
zeK

NS

e daqui resulta
|F(2)| > |F(2)| = |Fou(2) — F(2)| > — % = % sez€K en>k

Pondo agora
M = Sg}glpm—l(Z)Qm(Z) — P (2)@m-1(2)]

das identidades

+00 2 " z
%7 Ii C% = Dy (2,0(2) — P (2,,,(2))
k=1 k=1
_ Pua(B@n(z) = Pu(2)@um-1(z) (v
— BB (p(2) = ¢n(2))

deduz-se entao
2M
[P (2, 0(2)) — P (2,0, (2))] < oz lp(z) —pn(2)| sez€ K en>k.

Como (,,) converge uniformemente para ¢ em K, esta relagdo mostra que tam-
bém ®,, (2, ¢,,(z)) converge uniformemente para ®,, (z,¢(z)) em K e conclui-se
que K}'_;c,z/1 converge uniformemente para K lj:o‘fckz/ 1 neste conjunto.

Supondo finalmente que F' tem zeros em K, estes zeros formam um conjunto
finito Z e sao singularidades removiveis da fungdo f. Dado a € Z tome-se r > 0
tal que f ndo tem polos no circulo B (a,r) C D e F ndo se anula na respectiva
fronteira C(a,r). A parte do enunciado ja estabelecida mostra que Kj'_,crz/1
converge uniformemente para f em C(a,r), e do principio do médulo méximo
resulta que a convergéncia é também uniforme em B (a,r) (cf. Costa Pereira:
263). Cada ponto a € Z pertence entdo a um conjunto aberto G, onde a
convergéncia ¢ uniforme e isto implica que a convergéncia seja uniforme em
G = UuezGqo. Como K C GU(K \ G) e F néo tem zeros no conjunto compacto
K \ G conclui-se que a convergéncia é uniforme em K.

|

O lema seguinte é geometricamente intuitivo.
Lema 9.5 - Sejam ¢ € C\ {0}, L = {tc:t>1} e € € |0,|c|[. Entao o

conjunto
Se ={z€C:dist(z,L) > e}

é conexo e contém a origem.
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Demonstracao. Temos

dist (0, L) = min|tc| = |¢| > ¢
t>1

pelo que 0 € S.. Pondo agora

z

T. ={z€C:dist (z,R]) > ¢} e gp(z)zc( +1> se z € C,

|c|
dados z€eCet>1¢

lp(2) = te| = |z = (E = 1) [¢]]

o que implica dist(¢ (2), L) = dist (z, R ). Séo assim equivalentes as condigoes
z € T. e p(z) € S: pelo que S, = ¢[T.], e como ¢ é continua basta agora
mostrar que o conjunto 7, é conexo

Dado z = x + iy com z,y € R temos

dist (z,Ry) = \/rgl(r)l (t —2)? + 42

pelo que dist(z,Ry) = |Im(z)| se Re(z) > 0 e dist(z,R}) = |2| se Re(z) < 0.
Considerando os semi-planos

X={2€C:Im(z) >e} e H={z€C:Re(z) <0},
e pondo Y = (C\ B(0,¢)) N H, ¢ entdo
T. = XUY U(-X).

Como Y é conexo por ser a imagem do conjunto convexo B(0,1/¢) N H pela
fungdo continua definida neste conjunto por 1/z, a conexidade de T. resulta
agora das relagoes X NY #@ e Y N(—X) # @.

|

Podemos agora estabelecer dois resultados fundamentais sobre a convergén-
cia das C-fracgoes.

Teorema 9.6 - Seja K 5¢c,2/1 uma C-fracgdo tal que lime, = 0. Entdo

K %cnz/1 define uma fung¢ao meromorfa em C que é analitica na origem e a
convergéncia é uniforme em qualquer conjunto compacto que nao inclua polos

dessa funcao.
Demonstra¢do. Como lime, = 0, para cada ¢ > 0 existe uma ordem m

tal que |¢,| < € se n > m, e o exemplo 9.3 mostra que a fraccido continua
K> . 1cnz/1 é uniformemente convergente na regido

— 1
5(0.L).
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De acordo com o lema 9.4 resulta entdo que K jc,z/1 define uma fungao

meromorfa nesta regiao e analitica na origem. Como ¢ é arbitrédrio conclui-se que

a fungdo definida por K;7>J¢,z/1 é meromorfa em C, e a parte do enunciado rela-

tiva 4 convergéncia uniforme resulta também do lema 9.4 pois todo o conjunto
compacto estd necessariamente contido nalgum circulo da forma B (0,1/4¢).
]

Teorema 9.7 (Van Vleck, 1904) - Sejam a € C\ {0} e
D=C\ _t. t>1
- 4a T 7

+00 5 1 3 — q +0o
Se K7 cnz/1 é uma C-fracgdo tal que lime,, = a, entdo K> c,2/1 define uma
funcdo meromorfa em D que é analitica na origem e a convergéncia é uniforme
em qualquer comjunto compacto que nao inclua polos dessa funcao.

Demonstra¢do. Pondo
L={-t/4a:t>1}
tome-se € € 10,1/ |4a|[ e seja
Se ={z€C:dist(z,L) >¢e}.

Dados um conjunto compacto K C S, e w € K, entéo aw € C\ ]—o00,—1/4] e
o corolédrio 2 do teorema 8.5 mostra que existe € (w) € |0, 1] tal que a familia de
fracgoes contfnuas da forma K, >Ju,,/1 com u,, € B (aw, e (w)) é uniformemente
convergente. Para cada w € K seja agora

5(w) min{L%}

e considere-se a coleccao dos circulos B (w,d(w)) com w € K. Como K ¢
compacto existe uma subcolecgdo finita B destes circulos que cobre K. Seja
entao

0o = min {0(w) : B (w,d(w)) € B}

e tome-se uma ordem m tal que
len, —al < dp se n>m.

Dado w tal que B (w,d(w)) € B, para cada n > m e z € B(w,d(w)) temos
assim

|z (cn — a)| + |a (z — w)| < |z 6o + [a] 6(w)
[w] 6o + dod(w) + |a| §(w) < §(w) (Jw] + 1+ |a]) < e(w).

lenz —aw] <
<

Entdo K,!> . c,2/1 converge uniformemente quando z € B (w,§(w)), e como
B (w,6(w)) € um membro arbitrario do conjunto finito B isto implica que a
convergéncia também seja uniforme em K.
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Notando agora que o lema 9.5 aplicado com ¢ = —1/4a mostra que S. é um
conjunto conexo que contém a origem, do lema 9.4 resulta entao que K:ﬁ? cnz/1
define uma fun¢ao meromorfa em S, e analitica na origem. Como

D= U Se
0<e<1/|4al

conclui-se que K;°jc,z/1 define uma funcdo meromorfa em D, e a parte do
enunciado relativa & convergéncia uniforme resulta também do lema 9.4 pois
todo o subconjunto compacto de D estd necessariamente contido nalgum dos
conjuntos S..

|

Uma C-fraccao K,J;“icnz/ 1 em que todos os ¢, sao niimeros reais positivos
diz-se uma fracg¢do continua de Stieltjes ou, abreviadamente, uma S-frac¢ao.
Dada uma fraccio continua de Stieltjes K, ¢,, 2/1 e fixado um ponto z € C\Ry,
sendo a = arg (z) /2 tem-se
—Zia)

Re (cnze = |cn 2|

pelo que os ¢, z pertencem a regido parabdlica E, definida por (8.1). O teorema
8.4 mostra entdo que o semi-plano V,, definido por (8.4) é um dominio préprio
de K7 ¢,2/1 e que os conjuntos S,,[Va] sdo limitados. Neste caso a estimativa
de diam S,,[V,] dada pelo teorema 8.5 pode tornar-se mais precisa como mostra
o teorema seguinte.

Teorema 9.8 (Thron, 1981) - Dada uma sucessao (cy),~; de nimeros
reais positivos e fizado um ponto z € C\ Ry, sejam o = arg (z) /2 e Vi, 0 semi-
-plano definido por (8.4). Representando entio por S,, a fun¢do aproximante
de ordem m da fracgio continua K >5c,z/1, tem-se

< 2¢1 |2| M=l /14 4dcpy |2] /cos?a—1

diam S, [Va] <
[Vel cosa =1 \/1+4eqq|2]/cos?a+ 1

Demonstragdo. Com as notagoes usadas na demonstracao do teorema 8.5,
dado m > 1 as relagoes (8.10) transformam-se em
_ Aent E

n =Ty = —— 1 ¢ RT, 9.2
5 v cos? o (9:2)

e como ¢ agora y, = 0, de (8.16) e (8.17) resulta

Dn  (1+4p)*+@ +zn(14pn)

Dn—i—l TnPn

Temos entao
D (L4pn)d+pntan)  1tzntpnt(1+an)/pnt]

Dn—i—l TnPn T
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e notando que da desigualdade das médias vem

1+ 2,
oot s 0 T,

n

obtém-se )
D, _ (VT+z,+1)" JTta,+1
> = .
Dn+1 In RV 1 + Ty — 1
E pois

m=l/14+x, -1
DmSDl H -

n=1 VI a, +1

e o enunciado resulta agora das relagdes (9.2) e (8.22).
]

sem>1

Em particular obtém-se uma estimativa a priori de |K;*{a,/1 — Sn(0)]
quando o0s a, sao nimeros reais positivos:

Coroldrio 1 - Seja (an),~; uma sucessio de nimeros reais positivos. Se a

fracgao continua K:ﬁian /1 for convergente, para cada m > 0 tem-se

+oo " m 1 4 " -1
K 2 - 5,(0)] < 20y [T Yol =
n=1 1 n=1 \/1+4an+1 +1

Demonstragdo. Resulta imediatamente do corolédrio do teorema 6.4 tomando
z =1 e ¢, = a, no teorema anterior.
|

Exemplo 9.9 - Dada uma sucess@o (an),,~; tal que 0 < an, <1/4 se n > 1,
tem-se B

K& s (0)‘<; se m >0
a1 T (2 ) ™ -

Efectivamente basta aplicar o teorema de Worpitsky (corolario 2 do teorema
4.1) e o coroldrio anterior, notando que é entao

SRVER TR <\/§1>m 1

et VI+4a, 0 +1 - \ve+1) (\/§+1)2m'

O teorema anterior permite facilmente deduzir o seguinte resultado sobre a
convergéncia uniforme das fracgoes continuas de Stieltjes:

Coroldrio 2 - Dada uma sucessio (cy,),,~, de nimeros reais positivos tal que
1/ \/en diverge, a fraccio continua K XScnz/1 converge uniformemente
nos subconjuntos compactos de C\ Ry .
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Demonstragio. Dado um conjunto compacto K C C\ Ry sejam z € K,
a = arg(z)/2, e (z,),~, asucessao definida por (9.2). De acordo com o teorema
anterior, para cada m > 2 temos

diam S, [Va] <

€ como
\/1+xn+1:1+ 2 14 2 1y CoS &
Vi+z, —1 Vit+xz, —1 VTn 1/cn+1|z|
obtém-se

-1
2 m
diam S,,[V,] < c1 7| II <1+ coma > .

CoSQ p=9

Notando ainda que

m Ccos o cos a
1+
nljz< \/cn|z> Vizl 5 Z

deduz-se a majoracao

-1
| |3/2 m
diam S,,[Va] < 2¢4 - Z \/_ )

Pondo entao

L= max|z| e oo = max
zeK

%arg()

temos

(&1
diam S, [V ]<201C082040 Z se ze K e m>2,
e como a série 3.7 1/,/¢, diverge o teorema 6.5 mostra que K, >j¢,z/1 con-

verge unlformemente em K.
]

A conclusao do coroldrio anterior permanece vélida se se verificar a condi¢ao
mais geral de ser divergente a série de Stern-Stolz de K >J¢c, /1, mas a demons-
tragao deste resultado exige o recurso a teoremas rnals profundos de Anélise
Complexa.

Dados um conjunto D C C e uma sucesséao (f,) de funcoes analiticas em D,
diz-se que (f,,) € uniformemente limitada num conjunto E C D se existir uma
constante M tal que |f,(z)| < M para todo o indice n e para todo o z € E.
Diz-se ainda que (f,) é localmente limitada se for uniformemente limitada em
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cada subconjunto compacto de D. Usaremos o seguinte teorema (cf. Costa
Pereira: 290):

Teorema (Vitali) - Sejam D C C um conjunto aberto e conexo e (fy,) uma
sucessdo localmente limitada de funcgoes analiticas f, : D — C que converge
nos pontos de um conjunto com algum ponto de acumulagdo em D. Entdao (f,)
é uniformemente convergente em cada subconjunto compacto de D.

Apoiaremos ainda a demonstracdo em dois lemas.

Lema 9.10 - Sejam z € C tal que 0 < arg(z) < e
V={weC\{0}:0<arg(w) <arg(z)}U{0}.
Dada uma sucessdo (u,,) de niimeros positivos, para a fracgio continua K,/ 253u,z/1
é vdlida a inclusao
Su[VIC VAR sen>1.
Demonstragio. Dado w € V, como Re (1 + w) > Re (w) temos efectivamente

0 <arg(l4+w) < arg(w) < arg(z) = arg (ugz) se k>1

pelo que
Uz
0 <ar
& 14w

<arg(z) se k>1

e isto mostra que si(w) € V' \R. O enunciado resulta agora imediatamente por
indugao em n.
[ |

Lema 9.11 - Sejam D C C um conjunto aberto e f uma fun¢do meromorfa
em D. Se f~[R] C R todos os zeros de f sio simples.

Demonstra¢do. Seja a € R um zero de f e m a sua ordem. Sabe-se
(cf. Costa Pereira: 261) que existem um conjunto aberto U ao qual pertence
a e uma fungdo analitica e injectiva ¢ que aplica U sobre um circulo B(0,4d), e
para a qual

f(z2) =¢™(2) se zeU.

Se 2o € U for tal que ¢ (20) € '™ ™R, entdo f (20) = " (20) € R e a condigao
f7R] € R mostra que zg € R. Resulta assim a inclusao

o [(a’”/mR) N B(o,a)} CR
e em particular segue-se que

<,0_1 (ez‘w/mt) cRsete ]*675['
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Entéo (w_l)l (e”/mt) eRsete]-4,0[, e também

(@71 <e”/mt>>l = ¢im/m (g@*l)/ (e”/mt> €ER sete]-4,9.

Como a injectividade de ¢!

iw/m

. . 1\’  ~ .
implica que (go 1) nao se anule em G conclui-se

que e
|

€ R, o que exige m = 1.

Podemos agora provar a propriedade fundamental das fracgoes continuas de
Stieltjes que se traduz pelo teorema seguinte.

Teorema 9.12 (Stieltjes-Vitali) - Uma fracgdo continua de Stieltjes
K %cnz/1 converge uniformemente nos subconjuntos compactos de C\ R, e
define uma fungao analitica em C\ Ry sse a série de Stern-Stolz de K %e,/1
for divergente.

Demonstracao. O coroldrio 3 do teorema 5.8 mostra que K:;’?cnz /1 con-
verge para todo o z € RT sse a respectiva série de Stern-Stolz for divergente.
Atendendo ao teorema de Vitali basta entdo provar que as fungoes R,, definidas
em C por

n
CLz
R.(z)= K -
k=1
sdo analiticas em C\ R e que a sucessdo (R,) é uniformemente limitada em
cada subconjunto compacto de C\ Ry .
Pondo ¢, (2) =1+ K}!_,c,z/1 para cada n > 1, temos

Bal2) a1 (9.3)
z ©n(2)
e aplicando o lema 9.10 a K}'_,ci2z/1 segue-se que
Im (¢, (2)) > 0se Im(z) > 0. (9.4)

Como ¢,,(z) € o quociente de dois polinémios reais temos ainda

Pn (E) - QD.,L(Z)

e isto implica que a parte imagindaria de ¢,,(z) seja negativa se Im (z) < 0. Entao
01 [R] C R e o lema 9.11 mostra que todos os zeros de ¢,, sio simples pelo que
o mesmo sucede com os polos de R, (z)/z. Como para cada z >0 ¢ ¢, (z) > 1
resulta ainda que estes polos estao situados em R~ e isto implica que R, seja
uma fungdo analitica em C\ Ry (o que resulta também de os teoremas 9.8 € 6.8
exigirem que os denominadores canénicos de K:ﬁ? ¢nz/1 nado se anulem quando
z€ C\Ry).
Pondo




em que P, e ), sd@o polinémios, temos

Rn(z) _ ClQ’n(z)

e como as relagoes de recorréncia (1.4) e (1.5) mostram que os coeficientes de
P, e @, sdo nado negativos segue-se que o grau do numerador de R, (z)/z nio
excede o grau do respectivo denominador. Sendo —xj com 1 < k < m as raizes
de P,(2) 4+ Qn(2), a decomposicao de R, (z)/z em fracgdes parciais tem entéo a
forma

R, (z) L ag
. :a0+zz+xk, (9.5)
k=1

em que 0s a sao constantes dadas por

g = tim Znl® sy
xr——+00 €T
¢ R
ap = lim "(z)(z—i—xk.)eR se 1<k<m.
Z2——Tk z

Para cada k > 1 é entao

R, (— )t it
ar = lim Re Mz’t =¢; lim Re S ,
t—0+ —xp + it t—0+ o (=K +1it)

e pondo
0, (—zk +it) = ug(t) + tvg(t) com ug(t),vi(t) € R,

como (9.4) mostra que vi(t) € RT se t > 0, resulta

e — o1 Tim —toe(®
P S0 2 () + o2 (t) T

Seja agora K um subconjunto compacto de C\ R, . Dado z € K e pondo
w=1/z, de (9.5) deduz-se

a0 | o ax
Ry(z)=—+ _
(2) w ;xk(uﬂrl/xk)
Como Ky = 1/K também é um subconjunto compacto de C\ Ry, sendo

M = dist (Ko,Rg) >0

temos |w + | > M para todo o = € R{, pelo que



Notando que de (9.3) resulta
m Ru(2) _

z—0 z

conclui-se a majoragao
C1
|R”(Z)|SM seze€Ken>1,

e isto mostra que a sucessao (Ry),,~, ¢ uniformemente limitada em K.
n >

O coroldrio seguinte apresenta o teorema de Stieltjes-Vitali numa formulacao
particularmente elegante:

Coroldrio - Uma frac¢io continua de Stielties K 5c,z/1 que seja con-
vergente nalgum ponto z € C\ {0} converge uniformemente nos subconjuntos
compactos de C\ Ry e define uma fungao analitica em C\ Ry .

Demonstracao. Se K 1cnz/ 1 convergir quando z toma um valor zg # 0, a
série de Stern-Stolz de K enzo/1 diverge e o exemplo 5.5 mostra que o mesmo
sucede com a série de Stern Stolz de K,/ %¢,/1.

|

Nota 9.13 - A demonstracao do teorema de Stieltjes-Vitali fica muito sim-
plificada se se recorrer ao teorema seguinte, que traduz um dos resultados mais
profundos da Anslie Complexa (cf. Costa Pereira: 328):

Teorema (Carathéodory-Landau) - Sejam D C C um conjunto aberto
e conexo e a,b complexos distintos. Dada uma sucessdo de fungdes analiticas
fn: D — C\{a,b}, se (fn) convergir nos pontos de um conjunto com algum
ponto de acumulagdo em D entio (f,) é uniformemente convergente em cada
subconjunto compacto de D.

Como o coroldrio 3 do teorema 5.8 implica a convergéncia da S-fracgao
K, oo Jenz/1 quando z € R, uma vez estabelecido que as fungoes R,, sao analiti-
cas em C\R; o teorema de Carathéodory-Landau conduz directamente ao teo-
rema 9.12 por os R,, nunca tomarem valores em R™. Efectivamente o argumento
usado na demonstragao do teorema anterior para provar que ¢;, *[R] C R mostra
também que as condigoes R, (z) € Re z € C\ R, exigem z € RT e isto implica
R, (2) > 0.

Dada uma fracgdo continua de Stieltjes K¢, 2/1 e sendo f a funcdo que
ela define em C\ R, o teorema seguinte fornece uma estimativa a posteriori do
erro cometido ao aproximar f(z) por cada fraccao finita K™ ;¢,2/1.

Teorema 9.14 (Henrici & Pfluger, 1966) - Seja Kn XNenz/1 uma fracgdo
continua de Stieltjes em que a série de Stern-Stolz de K >5¢,/1 diverge. Fizado
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um ponto z € C\Ry e sendo Sy, a fungao aprozimante de ordem m da frac¢ao
continua K 5¢c,2/1, para cada m > 0 tem-se

Cn?
1

K

n=1

- Sm(o)‘ < [Sm+1(0) = Sm (0)]  se |arg(2)] < g (9.6)

|Sm+1 (0) — Sm (0)|
sin (|arg (2)])

+oo
'I{%Q%@% wpmm>g (9.7)
n=1

Demonstrag¢io. Suponha-se que 0 < arg (z) < 7 e seja
V={C\{0}:0 <arg(w) <arg(z)} U{0,00}.

Atendendo ao lema 9.10 e a relagdo Sy, (00) = Spm—1(0) vemos que S,,[V] CV
para todo o m > 1 pelo que V é um dominio proprio de K:ﬁ?cnz/l . Por outro
lado, como para cada « € |—7, [ 0 semi-plano H,, definido por (6.5) é dado por

Ha:{wGC\{O}:afgSarg(w)§a+g}u{0,oo},

sendo 0 = arg (z) e tomando ¢ € |0, 7 — 6] temos
VCHy rppNHyae.
Sejam agora A, = P, (2) e By, = Qm(2) # 0 para cada m > 0, e ponha-se

B m

pm:B se m>1.

m—1

Temos entao p; =1, e da relagao B, = Bp—1 + cn2Bm—2 se m > 2 resulta

Cm?2
Pm =1+ :
Pm—1
Chegamos assim & identidade
m—2
CmZ Cm—12 Coz Crm—nZ
=14+ — — =1 >2
e T e T A o=

e o lema 9.10 aplicado com u, = ¢;,—, mostra que 0 < arg(p,, —1) < 0 se
m > 2. Pondo 0,, = arg (p,, — 1) para cada m > 2, temos entao

Re <e*i(”/2*5)pm> =sine + |p,,, — 1| sin (0, +€) > sine >0
e também

Re (e*iw*“ﬂ)pm> =sinf + |p,, — 1|sin (0 — 6,,,) > sind > 0.
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Como ¢, 6 € ]0, 7] temos ainda
Re (e_i(”/z_a)pl) >0 e Re (e_i(e_”/z)pl) > 0,

e 0 teorema 6.8 mostra que os conjuntos .S, [Hﬂ/g,g] e Sm, [Hg,ﬂ/g] sao ambos
limitados para cada m > 1.
Seja agoram > 0. Se 0 > /2 é

e o coroldrio do teorema 6.10 conduz a

T2 ¢,z Spt1 (0) — S, (0
R 5 aw] - Easios

n=1
_ |Sm+1.(0)*sm(0)| se 0<e<m—0.
sin (0 + ¢)

Fazendo € — 0 obtém-se entdo a desigualdade (9.7) e em particular resulta que
arelagdo (9.6) ¢ vilida quando arg (z) = 7/2. Se < 7/2, tomando € < 7/2—60
temos

T (0-T)>T

2 ¢ 2) 72
e do coroldrio do teorema 6.10 deduz-se

T2 ¢,z
K = = 5n(0)] < [Smt1.(0) =S (0)

pelo que a desigualdade (9.6) também ¢é vélida quando arg (z) < 7/2. O enun-
ciado fica assim estabelecido na hipétese 0 < arg (z) < 7.
Se arg (z) = 0 entdao z € R* e o enunciado reduz-se a relagao (5.5). Final-

mente, sendo
m

% ¢,z . cnZ
f(Z) = K T € S?’IL(O) - K T’
n=1 n=1

das relagoes f (Z) = f(z) e S¥,(0) = S, (0) resulta
[f(Z) = S (0) = [£(2) = Sm(0)] e |S5,11(0) = S5, (0)| = |Smar1 (0) — Sia (0)]

pelo que a parte do enunciado relativa ao caso —w < arg(z) < 0 se deduz
imediatamente do resultado ja estabelecido.
|

Nota 9.15 - Pode ainda provar-se que em (9.7) vale a desigualdade estrita
se m > 1. Neste caso temos efectivamente

Re (e*”/meJrl) = }Pm+1 - 1} sinf@,41 >0

pelo que Sp,41 [H7r /2} também ¢é limitado, e aplicando o coroldrio do teorema
6.10 a inclusao
v - H@—ﬂ’/2 N H7r/2

obtém-se a desigualdade estrita em (9.7).
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10 - Desenvolvimentos de fungoes meromorfas

Para estudar a representagao de fungoes meromorfas em termos de fracgoes
continuas comegaremos por estabelecer um resultado auxiliar sobre C-fracgoes.

Lema 10.1 - Dada uma C-fraccao uniformemente convergente numa vizi-
nhanga da origem sejam Ry (z) os respectivos aprozimantes e f a fun¢io que
ela define. Para cada n > 0 tem-se entdo

F(2)=Ra(z) + (—D)" 1 12"+ 0 ("2) (2 —0).

Demonstrag¢io. Representando por @, (z) os denominadores canénicos da
C-fracgao e atendendo ao coroldrio 1 do teorema 1.10, temos

—D)%¢1-cp
Ryy1(2) — Ru(2) = ()Cl—cﬂzm’l se n>0.

Qn(2)Q@n+1(2)

Como (9.1) mostra que Q,,(0)Q,+1(0) = 1, a fungéo 1/Q,(2)Qn+1(2) € analitica
na origem e do seu desenvolvimento de Maclaurin resulta

1

0. OB 0,
o que implica
Rpi1(2) = Ru(2) = (=1)"e1 -+ cpp1 2" 4+ 0 (Z"+2) (z—0). (10.1)

Temos assim
Rp1(z) = Ru(z) = O (") (2 0)

e para todo m > 1 é também
Rutm(2) = Rusm-1(2) = 0 (") =0 (") (2 —0)

pelo que
Ruim(z) = Rn(2) =0 (2") (2 —>0) sem>1.

Entao os termos de ordem nao superior a n das séries de Maclaurin de R, (z) e
de R,4+m(z) sdo necessariamente iguais, o que implica

Rg?m(O) =RP0)sem>0e0<k<n.
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Como por hipétese as fungoes R,, convergem uniformemente para f numa certa

.. . ~ k
vizinhanca de 0, o teorema de Weierstrass mostra que a sucessao dos R
verge para f*) nessa vizinhanca e conclui-se

con-

f®©0)= lim R

m——+o0 n+m

(0) = R¥)(0) se 0<k<n.

Vemos assim que os termos de ordem nao superior a n das séries de Maclaurin
de f e de R,, s@o iguais, e daqui resulta

f(z) =Rn(2)+ 0 (z").
Mudando n em n + 1 nesta relagdo e atendendo a (10.1) temos entéo

f(2) = Ru(2) = f(2) = Rut1(2) + (=1)" c1 - Coin 2"+ 0 (2"72)
(=1)" 1 ens1 2"+ 0 (2"?) (2 —0)

como se pretende.
[ |

Podemos agora provar a seguinte propriedade das C-fracgoes regulares:

Teorema 10.2 - Seja (cp),,~; wma sucessio de complexos nio nulos tal que

K %c,z/1 converge uniformemente numa certa vizinhanga B(0,7) da origem.

Pondo
2 ¢,z

f(z): K 1

n=1

se z € B(0,r)

seja (fn),>o a sucessao de fungoes definidas em B(0,r) por

Cnz

f0:f7 fn—i—l(o):O (& fn+1(z):f—(z)

—1 se z#0.

Para cada n > 0 tem-se entao

falz) _

Demonstracdo. Sendo R, os aproximantes de K:ﬁ‘{cnz/ 1 e atendendo ao
lema anterior temos
f(2) = Ru(z) = (=1)" 1+ cnp1 2"+ O (2"7%) (2 —0). (10.2)
Em particular, dado que a fungdo Ry ¢ identicamente nula resulta
fo(z) =c1z+0 (22) (z —0)

e a relagao do enunciado ¢ vélida para n = 0. Supondo agora n > 1, a defini¢ao
dos f, conduz a

Ck+1%2
z)=———— se 0<k<n,
fi(2) L+ fry1(2) -
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e usando indugao obtém-se

f(z):fo(z)z% 4 % T #ﬁ(z) se z€ B(0,r).

Como os ¢, nao se anulam, esta relagido permite exprimir f,(z) em termos
de f(z) quando z # 0. Com efeito, atendendo ao teorema 1.7 e representando
por P,(z) e Qn(2) respectivamente os numeradores e denominadores canénicos
de K %¢c,2/1 temos

Poo1(2) fu(2) + Pn(2)

f(z) = OIACET RO e B(0,7).
Se z € B(0,r) \ {0} é entdo
Fal2) = — Qn(2)f(2) — Pa(2) __ Qn(z)  f(2) — Rn(z)
! Qn1(2)f(2) = Po1(2)  Qn-1(2) f(2) — Ru1(2)

e como lim, g Q,(z) = lim, g @Q,_1(2) = 1 a relagdo do enunciado deduz-se
agora de (10.2).
[ |

O teorema anterior conduz & unicidade de representacao de uma fungao
analitica por uma C-fraccao regular uniformemente convergente nalguma vizi-
nhanca da origem:

Coroldrio - Se duas C-fracgdes requlares convergem uniformemente para
uma mesma fun¢do nalguma vizinhanga da origem elas sao idénticas.
Demonstragio. Sejam K 5c,z/1 e K 2c) 2/1 duas C-fracgdes regulares
que numa certa vizinhanca da origem convergem uniformente para duas fungoes
feg. Se f =g, do teorema anterior resulta
. z . z
¢ = lim /) = lim 9(2) =c
z—0 z z—0 Zz

Definindo agora as sucessoes (f5,) e (g,,) como no teorema anterior e supondo
que para um dadon > 1 é ¢, = ¢}, quando k € {1, ...,n}, temos também f, = g,
pelo que

o o gn(2)
Cp+1 = lim ——= = lim
z—0 z z—0 Zz

0
- Cn+17

e o enunciado fica provado por indugao.
|

Exemplo 10.3 - A fung¢do seno nao é representdvel por qualquer C-fracgdo
reqular uniformemente convergente nalguma vizinhanga da origem.

156



Efectivamente, supondo que existe r > 0 tal que

+o00o

sinz= K CTZ se z € B(0,r),

n=1

a convergéncia uniforme exigia ¢; = lim,_,gsinz/z = 1. Com a notagdo do
teorema anterior terfamos entao

fi(z) = Z 1 se z € B(0,r) \ {0}

sin z

e daqui resultava co = lim,_.q f1(2)/z = 0.

O teorema seguinte traduz um resultado central na teoria da representacao
de fungoes meromorfas em termos de fracgoes continuas.

Teorema 10.4 - Dado um conjunto aberto e conexo D C C que contém o
ponto 0, seja (c,) uma sucessio complexa tal que a frac¢do continua K, 25¢,z/1
define uma fung¢io meromorfa em D e converge uniformemente nalguma vizi-
nhanga da origem. Sendo (f,),~, wma sucessao de fungoes meromorfas em D

e nulas na origem tais que

Cn+1%
z)=——F————— se n>0 e z€D,
fnl) L+ foy1(2) B
tem-se entao
% ¢,z
folz)= K T bara cada z € D.
n=1

Demonstragdo. Suponha-se em primeiro lugar que nenhum dos ¢, é nulo.
Atendendo a definicdo dos f,, para cada n > 0 existe r, > 0 tal que as fungoes
fr com 0 < k < n+1 sdo todas analiticas em B (0, r,,), e como na demonstragao
do teorema anterior obtém-se

C12 (¥4 Cn+1%

fO(Z):T + T T m se ZGB(O,TR).

Sendo ainda P,(z) e Q,(z) respectivamente os numeradores e denominadores
canénicos de K %¢,z/1, do teorema 1.7 resulta

_ Po(2) fny1(2) + Poyi1(2)
Qn(2) frt1(2) + Qn+1(2)

e aplicando o teorema 1.10 temos

fo(2)

se z€ B(0,ry,)

(=1)"cy -+ cpyr 2™t

fo(2) = Bn(2) = Qn(2) (Qny1(2) + Qn(2) frtr1(2))

se z€ B(0,7y,).
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Como lim, 0 Qn(2) = lim, 0 Qnt1(2) = 1 e lim,o frnt1(2z) = 0, isto implica
entao

fo(2) = Ru(2) + O (z"1) (2 —0).

Por outro lado, sendo ¢ a fungio definida por K;>¢,,2/1 em D, o lema 10.1
mostra que é também

¢(2) = Rn(2) + O (szrl) (z—0),

e como fy e ¢ s@o fungbes analiticas na origem daqui resulta que elas tém a
mesma série de Maclaurin. Entao fy e ¢ coincidem numa certa vizinhanga da
origem, e como D é conexo o principio do prolongamento analitico para fungoes
meromorfas (cf. Costa Pereira: 175) permite concluir que elas coincidem em D.

Suponha-se finalmente que alguns ¢,, sdo nulos. Se ¢;,41 € o primeiro dos ¢,
que se anula, a fungao f,, é identicamente nula pelo que para todo o z € D se
tem

1 4+ 1 44 14 fulz

O enunciado é entéo trivialmente verdadeiro pois daqui resulta

1z Coz Cn ? Im< CnZ
) n=1 1

m

+oo
foz) = K CTZ: K CTZ se z€D.

n=1 n=1

O resultado anterior permite justificar varias férmulas cldssicas que exprimem
fungoes meromorfas em termos de fracgoes continuas e foram inicialmente obti-
das com o método puramente formal (cf. nota 1.19) de iterar indefinidamente
relagoes da forma

Cn412
Z)=———-.
e
Os primeiros desenvolvimentos deste tipo devem-se Euler (1737) e Lambert
(1768), e podem ser deduzidos partindo da fungéo ¢ definida por

= 1 P
-7 coma€C\Zj; ezeC.

<P(a,2):kzzoa(a+1)...(a+k—1)k

Como o produto que figura no termo geral da série é vazio quando k = 0, de
forma mais explicita pode escrever-se

“+o00 k

1 z
_1 z
wla,2) +;a(a+1)~-(a+k—1) i

Usando o simbolo de Pochhammer (a),, que se define para cada a € C por

(a)n:H(a+k71) sen >0,
k=1
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pode ainda escrever-se

0=y L2
a,z) = — .
v 2 (a), K

Verifica-se imediatamente que esta série tem raio de convergéncia +oo pelo
que ¢ (a, z) é uma fungdo inteira de z. Provaremos o resultado seguinte.

Teorema 10.5 - Dado a € C\ Z, seja

+o0o 1 Zk
@(a,z):Z@H se z € C.
k=0
Para todo o z € C é entao
1
_elez) .1 z
vla+1,2) a 2N n+a

Demonstragao. Da definigdo de ¢ (a, z) resulta

+oo 1 Zszl

(a+2),_; (E—=1)!

z

pl02)=¢lat12) = Trmq

= ﬁg@(a+2,z)

e mudando a em a +n com n € Z§ obtém-se

(a+n)(a+n+1)

platnz)—pla+n+1,2) = pla+n+22).

Definindo agora uma sucessao de fungoes (f,) por

wla+n,z)
n 9 :—71
fn(a,2) pla+n+1,2)
é entao
fula,z2) = : :
AT (a4 n)(a+n+ D plat+n+1,2) /o(a+n+22)
- z 1
- (a+n)(at+n+1) 1+ forr(a,2)
e pondo
1
n = >1
¢n (@) (a+n—1)(a+n) sen=

obtém-se a relacao

Cnt1 (a) z
n(a,z) = ———————=sen >0.
4 ( ) 1+ fasr (a,z)
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Notando agora que lime¢, (a) = 0, o teorema 9.6 mostra que

2 ¢, (a)z

K =5

n=1

define uma funcao meromorfa em C e que a convergéncia é uniforme em todo
o conjunto compacto que nao inclua polos dessa fungao. Como fy é meromorfa
em C e

v(a+mn,0)
pla+n+1,0)

as funcgoes f,, sdo nulas na origem e do teorema 10.4 resulta entdo a identidade

liIr(l)fn(a,z): —1=0 se n>0,

% ¢y (a)z

fo(CL,Z) = K

n=1 1
para todo o z € C. E pois
+oo
_olaz) =1+ K tula)z se z€C
14 (a + 17 Z) n=1
com
1

¢n (@) = (a+n—1)(a+n)’

e a identidade do enunciado resulta de aplicar o teorema 1.6 com r, = a + n
para cada n > 0.
|

Com base no teorema anterior podemos agora obter desenvolvimentos das
fungbes cotangente e cotangente hiperbdlica na forma de frac¢ao continua:

Teorema 10.6 (Lambert, 1768) - Para cada z € C tem-se

2

+oo z
thz =1 10.3
zcothz =1+ 'r:],[:<1 1 (10.3)
e
+oo 72,2 A
tz=1 . 10.
zeotz =1+ HIS 1 (10.4)

Demonstracao. Para todoo z € C é

+o00 sz +o00 221@ 22 k
coshz =3 k) D (2k)! (Z) ’

k=0 k=0
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€ cComo
92k ok 1

(k) ITx3x---x(2k—1k  (1/2), k!

+oo o\ k 2
1 z 1 z
cohs =D iy a (Z) - (5’ Z) '

k=0

obtém-se

Analogamente, partindo de

+oo  op41 too 2k 2\ F
. z 2 z
sinhz=) e > 2k + 1)! (Z)
k=0 k=0
deduz-se . i
=X 1 22\ " 3 22
b s — S S 3 2z
P Zkzz()<3/2>kk! <4> w<2’ 4>
pelo que

o (1/2,22/4)
¢ (3/2,2%/4)
Atendendo ao teorema anterior é entao

zcothz =

+oo 22/4
zcothz=142
,51 n+1/2

e a identidade (10.3) obtém-se aplicando o teorema 1.6 com r,, = 2 para n > 0.
Finalmente a identidade (10.4) resulta de (10.3) e da relacdo cot z = i coth(iz).
]

Nota 10.7 - A data do artigo de Lambert é frequentemente referida como
1761. No entanto o artigo foi lido em 1767 e impresso em 1768 na "Histoire de

I’Académie royale des sciences et belles-lettres de Berlin - Année 1761".

Coroldrio 1 - Para cada z € C tem-se

+oo Z2
ztanh z = (10.5)
el 2n—1
€
+o0o —Z2
t =— . 10.6
ztanz 7:7,[:<1 o — 1 (10.6)
Demonstragao. De (10.3) deduz-se efectivamente
22 22 oo L2
ztanh z =

- K 2n —1’

+o0 - +oo e}
1+ K 22/@2n+1) 1+ K 22/(2n-1) "7
n=1 n=2
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e (10.6) resulta agora de ser tan z = —i tanh (iz).
]

Coroldrio 2 (Euler, 1737) - Para cada z € C\ {0} tem-se

62/271 +oo 1 107
e2/z= 41 HIS (2n—1)z (10.7)

Demonstracdo. Como

tanhz = ——
e

atendendo ao corolédrio anterior temos

-1

+
622+1 I:{

Tomando z # 0 e mudando z em 1/z resulta

-1t 1/72
e2/z 41 2n—1’

n=1

e a relacdo (10.7) obtém-se agora aplicando o teorema 1.6 com 7, = z.
[ |

Coroldrio 3 - Se z € C tem-se

2z
=1+ — . (10.8)
2—z4+ K 22/(4n+2)
n=1
Demonstra¢ao. Como
2
1+ = coth —,
e —1
de (10.3) resulta
2z 12 22/4

=92 — 2 .

e* — i nI:<1 2n+1

Aplicando o teorema 1.6 com r, = 2 é ainda

+oo 2/4 1 Koo P
ol 2n+1 0 2 2N 4dn+4-2

pelo que




o que equivale & férmula do enunciado.
|

Nota 10.8 - Quando z € R o desenvolvimento (10.3) pode deduzir-se sem
recorrer ao teorema 10.4 cuja demonstragao envolve resultados caracteristicos
da Anadlise Complexa. Efectivamente, sendo

+oo 1 Zk
pl(a,z) = — 77 comaeC\Z; ezeC,
=0 (a), k!
para cada x € R temos
1/2,22/4
xcothx = <,0( / / )

¢ (3/2,22/4)
Pondo entao

fo(a) = ¢ (1/2+n,x?/4)

= -1 >0 eR
pB2Fnar/y) - e

1
(n—1/2)(n+1/2)’

como na demonstragao do teorema 10.5 obtemos

Cp =

2
cpx? /4
)= —-"—"\
f’n( ) 1+fn+1(x)
E assim
c1x?/4 cax? /4 Cni172 /4

xcothe —1 = fy(x) =

1+ 1 A+t 1+ faa(x)’
e com x € R fixo esta relagdo pode escrever-se na forma
zeothe —1=85,11 (fne1(x))

em que os S, sdo as fungdes aproximantes de K, (c,2?/4) /1.
Do teorema 1.20 resulta entao que para cada x € R se tem

+oo 2 4
rcothr — 1= K M
n=1 1

pois a definigao de ¢ (a, z) mostra que as fungoes f,, sdo ndo negativas e a frac¢ao
continua converge (cf. teorema 5.6 e coroldrio 3 do teorema 5.8). Aplicando
agora o teorema 1.6 com r, = 2 obtém-se a identidade

2

T
2n+1

+o0o
rcothx =1+ K

n=1

se x € R,
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da qual se podem deduzir directamente as versoes reais das relagoes (10.4) a
(10.8).

Podemos agora estabelecer um teorema que tem como caso particular uma
representacao famosa do nimero e em termos de frac¢ado continua simples.

Teorema 10.9 (Euler, 1737) - Para cada z € C\ {0} tem-se

1
by, (2)

com bgp_2(2) = (2n—1)z—1 € bgy—1 (2) = b3y, (2) =1 se n > 1. Em particular

+o00o
=1+ K (10.9)
n=1

(10.10)

1
1 +--- :

Demonstra¢io. Mudando z em 1/z na identidade (10.8) obtém-se

etr =14 2 se ze€ C\ {0},

+oo
22— 1+2 K 272/ (4n+2)

n=1

e aplicando o teorema 1.6 com r,, = 22 se n > 0 esta relag@o transforma-se em
2

e/F =1+ s )
2z—1+ K 1/(4n+2)z

n=1

Fixado z € C\ {0}, para cada n > 0 sejam agora

e 1 2
=4n+2)z, R, = — e\, =———.
n ( " )Z " k;['rgi-l Ck € An Cn — 1+ Rn
Temos entao
et =1+ ) (10.11)
¢ 2
An = sen > 0. (10.12)

cn— 1+ 1/ (Cn+1 + Rn—i—l)
Usando a identidade
2 1 1 1 2

a+1/(B+7) (a=1)/2+ 1+ 1+ B—1+7

que facilmente se estabelece por cdlculo directo, de (10.12) resulta

com «a, 3,7 € C

1 11 2
Ay = —————— = -
Cn+1)z—1+ 1+ 1+ cop1— 1+ Rpps
1 1 1

Gn+1D)z—1+ 1+ 1+2/(cop1— 1+ Rop1)’
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ou seja,
1 1 1

@n+1)z—1+ 1 + 14 Aes

Consideremos agora a fracgao continua

An = sen > 0. (10.13)

to 1
K 5 com ban_2=(2n—1)z —1e bz, 1 =b3, =1sen > 1.
n=1 n

Dado n > 0, como para cada w € C é

(w) . (w) (w) = —
S3pt1(w) = e S3pio(w) = sgpag(w) = ——,
st Cn+Dz—1+w "2 st 1+w
temos

1 1 1

n n nt3) Ant1) = o——s——— . T L T
(83n+1 © S3n+2 © S3n+3) (An+1) 2n+1)z—1+ 1 + 1+ Ayys

e de (10.13) resulta

(83n+1 © S3n+2 © 53n43) (Ang1) = A

pelo que
S3n+3 (An+1) = Szn (A\n) se n > 0.

E assim
Ssn, ()‘n) = So (/\O) =X se n>1,

e atendendo a (10.11) conclui-se a relagao
e =14 83, (\y) se n>1. (10.14)

Suponha -se agora que z € Rt e, com z fixo, seja m uma ordem tal que
(2m —1)z > 1. Como para todo o n > m 0s A, € 08 b, s40 entdo numeros reais
nao negativos e o teorema 5.8 mostra que K:ﬁfn +11/by, converge, aplicando o
teorema 1.20 a relacdo (10.14) obtém-se

e/ =1 +1im S,,(0)
o que estabelece (10.9). Em particular, para z =1 é by = 0 pelo que
1 e 1

e=1+ =2+ —,
0+ (14K 51/b,) " £gbn

e obtém-se a identidade (10.10).
Passando ao caso geral e dado ¢ > 0, seja m um inteiro tal que (2m + 1) 6 > 4.
Tomando ¢ = 3/4 e z € C tal que |z| > ¢, para cada n > m + 1 temos

3.9
|(2n—1)z+2c|2(2m+1)|z|—§>§:2\/1+02,
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e como é também 1 + 2¢ = 2v/1 + ¢2? conclui-se
b (2) +2¢| >2v/14+¢® sen>m+1e |z| > 4.

Do coroldrio 3 do teorema 7.9 resulta entdo que a frac¢do continua K, . 11/b,, (z)
é uniformemente convergente na regiao

Es={z€C: |z > d},

e o argumento usado no exemplo 9.2 mostra que a funcao ¢ definida em FEjs
por K2 11/b,, (z) € analitica. Sendo agora P,(z) e Q,(z) respectivamente os

numeradores e denominadores canénicos de K °71/b,, (z), temos

in 1 Pha(x)e(@)+Pn(z)
n=1 by, (Z) Q'm—l (Z) @ (Z) + Qm (Z)
e 0 segundo membro desta identidade é uma fungao meromorfa que coincide com

¢!/ em R*. Do principio do prolongamento analitico para funcées meromorfas
resulta entao que é também

se z € Es

too 1
K =e'/% se z € Es
n=1 b’”« (Z)

pelo que a identidade (10.9) é valida quando |z| > §. Como ¢ > 0 é arbitrdrio
conclui-se que (10.9) ¢é verificada para todo o z € C tal que |z| > 0.
]

Nota 10.10 - Como se viu na demonstragdo do teorema anterior, quando
z € R* o desenvolvimento (10.9) pode ser estabelecido sem usar métodos de
Anaslise Complexa. Este caso particular inclui os desenvolvimentos em fracgdes
continuas simples referidos na sec¢do 2:

e=1[21,2,1,1,4,1,1,6,...,1,1,2n, ...]
e, com m > 2 inteiro,

e=[1;m-1,1,1,3m—1,1,1,5m—1,..,(2n — )m —1,1,1,..] .

) )

A versao real do teorema 10.6 permitiu a Lambert estabelecer a irraciona-
lidade de algumas classes de nimeros que incluem e e w. Comegaremos por
estabelecer um resultado auxiliar.

Lema 10.11 - Seja K, >Ja,, /b, uma fracgio continua ndo singular em que
08 ay, e by sao inteiros. Se existir uma ordem m tal que |b,| > |an| + 1 para
cada m > m, e se para uma infinidade de valores de n wvaler a desigualdade
estrita |bn| > |an| + 1, entdo K >Sa, /b, converge para um niimero irracional.
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Demonstragdo. Nas condigoes do enunciado o teorema 4.1 mostra que a
frac¢do continua K,'>  ay/b, é convergente, pelo que K, > ay/b, converge
em Co,. Sendo agora

+o0o ak
Ap = K — sen>0
k=n+1 Yk

temos P
n+
>\n+1 = - bn+1
An

e daqui resulta que a relagdo A\, € QU {+oo} implica A\,11 € QU {+o0}.
Entéo a hipétese \g € Q U {+o0} implica A, € QU {+00} e o teorema fica
estabelecido se se provar que \,, € R\ Q. Como existem inteiros k > m tais
que |bg| > |ak| + 1, o teorema 4.1 mostra que para todo on > m é [\, <1, e

da relacao
A — An+41

N bn+1 + >\n+1
deduz-se que é também A\, # 0. Supondo que \,, € Q sejam agora dy,, dp+1
inteiros tais que A\, = dit1/dm. Temos entdo 0 < |dp,+1| < |dm| € como

Y- Am+1
m=—
bnz+1 + )\m—l-l
resulta p
m—+2
>\m+l = ——— com dm+2 == am+1dm - bm+1dm+1 e 7.
m—+1

E assim 0 < |dma2] < |dms1| e conclui-se que se A, fosse racional existia
uma sucessdo estritamente decrescente de inteiros positivos (|dy,|) o que é
impossivel.

|

n>m?

Podemos agora provar o teorema de Lambert.

Teorema 10.12 (Lambert, 1768) - Para cada nimero racional r # 0 os
ndmeros € e tanr sao irracionais.

Demonstragao. Seja r =p/q com p € Z\ {0} e ¢ € Z*. Dos coroldrios 1 e 3
do teorema 10.6 obtém-se respectivamente

+oo _ 2 2
I i g il

i 2n—1
(& ) 2p
e =1+ T ,
20—p+gq nKl (»?/4?) / (4n +2)
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pelo que o teorema fica estabelecido se se provar que as fracgoes continuas

*K’O —*/¢?
2n—1

n=1

*K’O P/
ol 4n 42

definem nudmeros irracionais. Como

2 2

p p
2n—1>'—? +1 se n>2—q2+1
© 2 2
p p
In+2>=+4+1 sen>-—
g 4q?
isto é agora uma consequéncia imediata do lema anterior.

O teorema anterior mostra que se z € R\ {0} e e* ou tanz sdo numeros
racionais entao x é necessariamente irracional. Em particular resultam os dois
corolérios seguintes.

Coroldrio 1 - Se r € QT \ {1} entdo Inr ¢ irracional.
]

Coroldrio 2 - Se 6 € R\{0} e tan® € Q entdo 0 é irracional. Em particular
m € irracional pois tanm = 0.
]

Dados a € Ce be C\ Zg, a série de poténcias

XRala+1)..(a+k—1)2* 7+°O (a), 2~
kZ_Ob(b—i—l)...( _*Z_k._.

define a chamada fun¢do de Kummer M (a,b, z). Como esta série tem raio de
convergéncia +00, a fungao de Kummer é uma fungao inteira de z que se reduz
a um polinémio quando a € Z; .

Provaremos o seguinte resultado:

Teorema 10.13 - Dados a € Ce be C\ Z;, seja (¢,,) a sucessao definida
por
a+n

b+2n—1)(b+2n)

Con (@, b) = ( sen>1
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b—a+n

= — > .
cont1 (00 =~ g an sy 20
Para todo o z € C tem-se entao
M(a,b,z) 2 ¢, (a,b) 2

=1
M(a+1,b+1,z) " T:L[Sl 1

Demonstragdo. Temos sucessivamente

+o00o
B N = (@), (a+1), z_k‘
M (a,b,z) — M (a+1,b+1,2) k_1<( s (b+1)k> u
_ (a _a+tk +Oo(a+1)k712’_k
o\ b+k)k_1(b+1)k1k'
_ (a_b)z+oo (a+1), , 2F!
b +k);(b+1)k_l (k—1)!
@b R(atl), 2k
S b(b+1) & (b+2), K
pelo que
(b—a)z

M(a,b,z) — M (a+1,b+1,2) = — M(a+1,b+2,2),

b(b+1)

e de modo andlogo se obtém a relacao

M (a,b,z) — M (a,b+1,2) = M(a+1,b4+2,2).

az
b(b+1)
Definindo agora uma sucessao de fungoes (i,,) para cada n > 0 por

Yo (a,0,2) = M (a +n,b+ 2n, 2)

Yont1(a,b,2) =M (a+n+1,b+2n+1,z2),
é entao
(a+n)z
b+2n—1)(b+2n) >t

Pon—1(a,b,2) — o, (a,b,2) = ( (a,b,2) sen>1

e

(b—a+n)z
b+2n)(b+2n+1)

50277, (a7 bv Z) - 502n+1 (a7 bv Z) = 7( ¢2n+2 (CL, bv Z) s€n Z 07
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o que se traduz por
@0, (a,0,2) — @, 11 (a,b,2) = cpy1 (a,b) 20, 15 (a,b,2) sen > 0. (10.15)
Sendo (f,) a sucessao de fungoes definidas por
(lp'ﬂ(a/? b7 Z)
fnla,b,z) = —"———"——1 sen >0
n( ) ¢n+1 (a,b,z)

obtém-se assim

cny1(a,b) 2

Como os ¢,, sdo fungbes inteiras e @n(a,b, 0) = 1, segue-se que cada f, é
uma fun¢do meromorfa de z em C e nula na origem. Além disso, dado que
lim,, 4 oo ¢ (a,b) = 0 0 teorema 9.6 mostra que a frac¢ao continua

iz

n=1

Cn (a7 b) Z
1

define uma fun¢ao meromorfa em C e é uniformemente convergente em cada sub-
conjunto compacto que nao contenha polos dessa fungdo. O enunciado resulta
entao do teorema 10.4 e de ser

@o(a, b, z) M(a, b, 2)

fola,b,2) = gpl(a,b,z)71:M(a+1,b+1,z)7

Para as fungoes de Kummer da forma M (1, A, z) é valido o desenvolvimento
expresso pelo teorema seguinte.

Teorema 10.14 - Dado X € C\ Z; , para todo o z € C tem-se

1 anz
Mg Tt K A1

comay =—1,a, =n e agpt1 =—(A+n—1) sen>1.

Demonstragio. Se A € C\ Zy e A # 1, do teorema anterior resulta

1 CM(0,A—1,2) % e (0N —1) 2
M(1,Az2)  M(1,)z) =1+ TLI:{I 1 sezeC. (10.17)

Pondo agora, por definicao,

M (0,0,2) = gin(l)M(O,b, z) =

¢1(0,0) = hm c1(0,b) = 113(1) (_b(b;fkl)) =—1,
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a relagdo (10.15) permanece vilida quando n = a = b = 0 pois ela equivale a
M (0,0,2) — M (1,1,2) = —2M (1,2, 2)

que ¢ uma identidade de verificagdo imediata. Como as relagoes (10.16) sdo por
defini¢do védlidas paran > 1 quando a = b = 0, conclui-se que o desenvolvimento
(10.17) permanece vilido quando A = 1.

Dado que se tem ¢1(0,A —1) = —1/\ e que para cadan > 1 é

O t+2n—2)(A+2n—1)

an(o, A — 1) =

A+n—1
A+2n—1)(A+2n)’
a férmula do enunciado obtém-se aplicando em (10.17) o teorema 1.6 com o = 1

ern,=A+n—1sen>1.
|

cont1(0,A = 1) = —

Corolério - Para cada z € C tem-se

oo ()" e,z
e =1+ K ()7" comer =1 ecopn = Copy1 =N
n
n=1

()
e =1+ K S — com dop_1 =2n—1 e do,, = 2.
n=1 n

Demonstragio. Como e* = M (1,1, z), do teorema anterior resulta

T2 a4,z
e =14+ K —= coma;=—1eag, =n=—agut18en>1,
n
n=1

e a primeira férmula do enunciado obtém-se desta mudando z em —z. A segunda
férmula deduz-se da primeira aplicando o teorema 1.6 com r9,_1 =19 = 1 €
ron = 1/n.

|

Partindo da fungdo de Kummer podem obter-se outros desenvolvimentos
com base numa propriedade desta funcao que vamos estabelecer. Comecaremos
por provar um resultado auxiliar.

Lema 10.15 (Férmula de Van der Monde) - Dados a,b € C, para cada
inteiro n > 0 tem-se

>

k=0

(}) @00, 4 = @),

n
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Demonstrag¢io. Tomando z € ]0,1[ e multiplicando as séries de poténcias
que figuram nos desenvolvimentos

(1+2)% = io (Z)ﬁ e (1+a)° = io (Z)xk

n=0 n=0

para cada inteiro n > 0 obtém-se a relacao

;(anbk) B (a:b>

que é também conhecida por férmula de Van der Monde. Notando agora que
para cada ¢ € C se tem

(@), = (=) (=) (mc=1) .. (~c—k+1)

obtemos a identidade

e resulta
- ez ()5
= ey b) —(a+1),
n

Podemos agora estabelecer a propriedade das fungées M que tinhamos men-
cionado.

Teorema 10.16 (Kummer) - Dados a € C e b € C\Zg , para todo o z € C

tem-se
e *M(a,b,z) =M (b—a,b,—2).

Demonstra¢ao. Como

= (a), 2™ = z
M (a,b,z) = Z —(b)" i e 7= Z (-)" =,
n=0 n

efectuando o produto destas séries temos

n=0

+oo
e *M (a,b,z) = chz”

n=0

172



com

e portanto

Notando agora que

(0),,
(0)y,

temos

—(b+k)b+k+1) . (b+n—1)=(=1)""(=b—n+1),_,

Cp =

1 n n
(0),, n! k-Z:o (k) (@), (=b=n+1),_,,

e do lema anterior resulta

(a—b—n+1),

T T ),
Como
(a=b-n+1),=(-1)" (b—a)s
é entao 0 )
n —Q)n
Cp = (_1) (b)n n!
pelo que
7ZM( b )7+§(b*a)n(72)n M(b* b*)
e a,b,z)= 2 o). -] a,b,—z).
[ |

O teorema de Kummer permite obter desenvolvimentos de algumas fungdes
especiais que sao particularmente tteis para o respectivo cdlculo numeérico.

Exemplo 10.17 - Dado s € C tal que Re(s) > 0, e sendo a fung¢io gama
incompleta definida por

v (s, 2) :/ e 5 ldt se z € C,
0

tem-se L
s z%e?

+oo
1+ K anz/(s+n)

n=1

7(372) -
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com a; = —1, agp, =n € agpt1 = —(s+n) sen > 1.

Efectivamente, desenvolvendo 7 (s, z) em série de poténcias de z obtém-se

( ) 8 —ii:.o (72)’”
v(s,2z) ==z 7(s+n)n!’
n=0
€ como
s (s),
s+n  (s+1),
deduz-se

v(s,2) =512 M (5,8 +1,—2).

Atendendo ao teorema anterior é entao
v (s,2) =5 t2%e M (1,5 + 1, 2)
e basta agora aplicar o teorema 10.14.

Exemplo 10.18 - Para a fungao erro, definida por

N
erf(z)ﬁ/o e Vdt sezeC,

tem-se )
2 ze ?
erf (z) = 7= =
1+ K anz?/(n+1/2)
n=1
com a1 = —1, asp, =n € agpe1 = —(n+1/2) se n > 1.

Efectivamente, desenvolvendo erf (z) em série de poténcias de z obtém-se

22 X (=)
erf (2) = ﬁ; (2n+1)n!’

€ como

deduz-se ) |3
z
==M(z,=,-2%).
erf (2) (2,2, z)
Atendendo ao teorema 10.16 é entao
2 3
erf (z) = \/—j_re_zzM (1, o 22) (10.18)

e aplicando o teorema 10.14 obtém-se o desenvolvimento pretendido.
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Exemplo 10.19 - Para os integrais de Fresnel, definidos por
S(z) = / sint?dt e C(z) :/ sint?dt se z € C,
0 0

tem-se L
1ze” "
+oo
1+ K ianz?/(n+1/2)
n=1

S(z) +iC(z) =

em que (ay) é a sucessdo definida no exemplo anterior.
Efectivamente, partindo da relacao

S(z) +iC(z) = z/ e~ dt
0

e procedendo como no exemplo anterior obtém-se
13 , 3
S(z) +iC(z) = izM (5, 2 —z'z2> =ize " M (1, 5,2’22) .

Comparando agora com (10.18) o resultado pretendido deduz-se imediatamente
a partir do exemplo anterior.

Dados o, 5 € Ce ve C\ Z;, a série de poténcias

Salet+D) - (a+k=DBB+D - B+k-12 X(0),(B),"
2 T+ (v +E-1) k! ,; (VK

k=0

é conhecida por série hipergeométrica e define a chamada fun¢do hipergeométrica

F(a,B,7,2).

Se o € Zg ou B € Z esta série reduz-se a um polinémio e se isto nao suceder
é imediato verificar que o seu raio de convergéncia é igual a 1.

O método usado na demonstracao do teorema 10.13 permite relacionar as
fungbes hipergeométricas com as C-fracgdes, resultado este que foi inicialmente
obtido por Gauss de um modo puramente formal:

Teorema 10.20 (Gauss, 1813) - Dados o, € C ey e C\ Z; seja (cp)
a sucessao definida por

(5+m) (- atn)
T IR R

Con (0657’)/) - 7(

(a+n)(y—B+n)
v +2n) (v +2n+1)

cant1 (o, B,7) = 1 sen > 0.
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Tem-se entao

F(a,ﬁ,'y,z) s Cn B, )
<1
F(a,ﬁ+1,’y+1z 1+ K se || ’

e o sequndo membro define uma fungao meromorfa em C\ [1,400].

Demonstra¢do. Como na demonstragao do teorema 10.13 obtém-se a iden-
tidade

Bla—v)z
F(a,B,7,2)—F(a+1,8,v+1,2) = WF(@+1,,@+1,7+2,z), (10.19)

e a relagdo F(a, 8,7,2) = F(B, a,~, z) mostra que é também

Fla,B,7,2)—F(a, B4+1,7+1,2) = %F(a—i—l,ﬁ—i—l,y—i—zz). (10.20)

Fixados «a, 5 e v, para cada inteiro n > 0 sejam agora

902n( ﬁ’% ) (oz+n,,8+n7+2n Z)

Oons1(a, B,7,2) =Fla+n,B+n+1,v+2n+1,2).
Atendendo respectivamente a (10.19) e (10.20) temos

(B+n)(a—y—n)z
(v+2n—1)(y+2n)

Pon—1 (aa B, Z) — Pop (a, B, Z) = Pon+1 (a7 B, Z)

se n>1,e

(a+n)(ﬁ_’7—n)z
(7 + 271) (")/+ 2n + 1)4‘02n+2(a767’772)

Pan (a7 67 Vs Z) - 4102n+1(a7 67 Vs Z) =

se n > 0.
Sendo (¢,,) a sucessao definida no enunciado é entao

@n(a,ﬁ,’y,Z) - SDTL+1 (Ol,ﬁ,"}/,Z) = Cn+1 (Oé,ﬁ,"}/) ZSD'rH»Q (Oé,ﬁ,"}/,Z) sen Z 07

(10.21)
e pondo ainda
(p'rL(Oé? 67 ’77 Z)
fulo, B,7y,2) = ————"—=—1 sen >0 10.22
( ) QOTH»I (avﬁvvvz) ( )
obtém-se assim
Fulon, By, 2) = —ontd (@, 8,7) = sen > 0. (10.23)

1 +fn+1( 76777'2)
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Como os ¢,, sao fungoes analiticas de z em B(0,1) e ¢, (o, 3,7,0) = 1, da
defini¢ao (10.22) resulta que cada f,, é uma fun¢do meromorfa de z em B(0, 1)
e nula na origem. Além disso, dado que

lim ¢, (04757’)’) = _1/4

o teorema 9.7 mostra que a fracgao continua

+K’° cn (@, 8,7) 2
n=1 1
define uma fun¢do meromorfa em C \ [1,+o00[ 2 B(0,1) e é uniformemente
convergente em cada conjunto subconjunto compacto que nao contenha polos
dessa funcao. Notando ainda que

_ Wo(a767’yaz) _ _ F(aaﬁavaz) _
fole,fy7,2) = pr(@Bnz) | FlaB+ly+La)

o enunciado resulta agora de aplicar o teorema 10.4 a relagdo (10.23).
[ |

Como aplicagdo do teorema de Gauss estabeleceremos o desenvolvimento
seguinte.

Teorema 10.21 - Para todo o z € C\ (|—o0, —1] U [1,4+o0[) tem-se

zarcsinz +I{"’ an 22
V1 — 22 fopl 2n—1
com a; =1 e agy, = agpe1 = —2n(2n—1) se n > 1.

Demonstragao. Partindo do desenvolvimento de (1 + z)® em série de potén-
cias de z temos

3 = (1/2 Eook A~ G
iih - ;(k)(_l) Zk_1;1/2(1/2—1)...(1/2—1<;+1)(—1)’“W
+oo 2k

= Z( 1/2)kF se |z] <1

k=0

pelo que

22> se |zl <1

11
1— 2 — =F(—=- —=. =
< < Tty

Se |z] < 1 temos ainda

1/2 k; +oo 2k
v Z( > L
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e por primitivagao obtém-se

(1/2)
arcsmz—zz 2k/+1 oS |z] < 1.

Como ) (1/2)
2%k +1 (3/2): (10-24)

é entao
22> se |z| < 1.

mlw

11
inz=2F (=, =
arcsin z z <2 2

Temos assim
V122 F(1/2,-1/2,1/2,27)
F(1/2,1/2,3/2,22)

arcsin z

e aplicando o teorema anterior com o = 1/2, § = —1/2 e v = 1/2 obtém-se o
desenvolvimento
/T 22 400 o 52
i——— =1+ K == se |z| <1
arcsin z ool B |
em que

(2n —1)(2n)  @2n+1)(@2n+2)
7(4n—1)(4n+1) sen>1 e Czn+1—*(4n+1)(4n+3) sen > 0.

Pondo agora r, = 2n + 1 se n > 0 e aplicando o teorema 1.6, temos

n=1 1 n=1 2n+1 n=2 2n—1
em que
Ugp = —2n(2n — 1) € ugp—1 = ugy se n > 1.
E assim
zarcsin z TR up_12 -t
F = (1 + K n- ) se |Z| < 1,
—z

o que equivale & férmula do enunciado
Finalmente, como z arcsinz e /1 — z2 definem fungoes analiticas em
C\ (J—o0, -1 U [1,40c0[) = C\ {z 2% e [1,+oo[} ,

aplicando o teorema anterior e o principio do prolongamento analitico para
fungbes meromorfas resulta que o desenvolvimento obtido é efectivamente valido

neste conjunto.
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Para as fungoes hipergeomeétricas da forma F(a, 1,7, z) é vélido um resultado
andlogo ao do teorema 10.14:

Teorema 10.22 - Dados a € C e v € C\ Zy tem-se

;*1+ +K.OL se |z] <1
F(OGL%Z)* n=1 ’Y+n_1

com

a1 =—a,a2, =—n(y—a+n—1) eagpy1 =—(a+n)(y+n—1) sen>1,

e o seqgundo membro define uma funcao meromorfa em C\ [1, +oo].

Demonstrac¢io. Suponha-se em primeiro lugar v # 1. Como

1 F(OZ;O;'.Y*LZ)

Fla,1,7,2)  Fla,1,7,2)

o teorema anterior mostra directamente que

1 — 14 +K.O Cn(aaoaﬂyil)z

- - 1 10.25
Flai1.7) i s <1, (10.25)

n=1

e que a frac¢do continua representa uma fungéo meromorfa em C \ [1, +oo].

Para provar que este resultado se mantém na hipétese v = 1 vamos mostrar
que as relagoes (10.21) permanecem validas, com defini¢oes adequadas, quando
B = v = 0. Efectivamente, definindo F («,0,0, z) e ¢; (o, 0,0) por

F(,0,0,2) = liI%F(a,O,'y,z) =lec (a,0,0) = lin%)cl (2,0,7) = —«
y— y—

verifica-se sem dificuldade que é
F(O{,0,0,Z) —F(a,l,l,z) = (O{,0,0)ZF(Q—F 1717272)7

o que corresponde a relagdo (10.21) com n = 0. Dado que as relagoes (10.21)
permanecem validas quando n > 1 e 8 = v = 0, definindo f, («,0,0, z) como
em (10.22) segue-se que a conclusdo do teorema 10.20 ¢ ainda verdadeira se
B =~ =0, e isto justifica o desenvolvimento (10.25) para v = 1.

Temos finalmente

n(y—a+n-—1)
v+2n—-2)(y+2n—1)

czn(oz,O,'y—l):—( se n>1

(a+n)(y+n—-1)

y+2n—1) (v +2n)

pelo que a férmula do enunciado se obtém aplicando o teorema 1.6 com rg =1
er,=7+n—1sen>1. 1

02n+1(a,0,771):7( se n>0
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Nota 10.23 - Na demonstracao anterior uma maneira mais elegante de
mostrar que a identidade (10.21) se conserva quando n = 5 =« = 0 consistiria
em fazer v — 07 na identidade

F(a,0,7,2) — F(a,1,v+1,2) = ¢1 (,0,7) 2F («+ 1, 1,7+ 2,2) sey>0.

Isto exige no entanto provar que a série que define F'(a, 1,7, 2) converge uni-
formemente como fungao de v quando v > 1, o que resulta do critério de con-
vergéncia uniforme de Weierstrass. Efectivamente o termo geral u;2* desta série
verifica a relagao

laf(laf+1)---(a|+ k= 1)
k!

e o critério da razao mostra que o segundo membro desta desigualdade é o termo
geral de uma série convergente quando |z| < 1.

Jukz"| < 2" sey > 1

Coroldrio 1 - Dado o € C, para cada z € C\ |—o0, —1] tem-se

RS Cnz
(I4+2)"=14+ K =

n=1 T

comc1 =a, cap=n(n—a) e copr1 =n(a+n) se n>1.

Demonstracdo. Escrevendo o desenvolvimento de (1+ 2)”% em série de
poténcias de z na forma

+
1+2)7%=1 Zk—) —2)F se |2| < 1,
k=1

deduz-se
(142)%=F(a,1,1,—2) se |z]| < 1.

Como (1+ 2)" ¢ analitica em C \ |—00,—1] e a fracgao continua define uma
fungao meromorfa quando —z € C\[1, 400, o enunciado resulta directamente do
teorema anterior aplicando o principio do prolongamento analitico para fungdes
meromorfas.

[ ]

Coroldrio 2 - Para cada z € C\ ]—o0, —1] tem-se

n?
In(1+2)= K 22 com c1 =1 e Copp1 =cCoap =n> sen>1.
n=1

Demonstragio. Escrevendo o desenvolvimento de In(1+42) em série de potén-
cias de z na forma

In(1+

(=) X R
- +1’Z,;)(k+1)!(*z)k’
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deduz-se
In(l1+42)=2F(1,1,2,—2) se |z| <1

Como In(1 + z) é analitica em C \ ]—o0,—1], usando o teorema anterior e o
principio do prolongamento analitico para fungdes meromorfas resulta entao

Inl+z2)=z(1+ +K.O “anz) " se z € C\]—o0,—1]
B am n+1 Y

com

a2n = A9p—1 = —-n?sen > 1.

O enunciado obtém-se agora notando que

n=1 n+1 n=2 no
]
Coroldrio 3 - Sendo ¢1 =2 ¢ ¢, = — (n— 1) se n > 2, tem-se

1+z T2 ¢, 22
Zln(lz>_ 7:7,[:<1 5, 7 € z€ C\ (]—00, -1 U1, 4+0o0]) .

Demonstragdo. Partindo dos desenvolvimentos de In (1 + z) em série de
poténcias de z deduz-se

0 k

14z =X (2?)
1 =2 1 10.2
n(l—z) Zk.Z:O%Jrl se |z <1, (10.26)

e usando a relagao (10.24) obtém-se

1+2\ oo (1 .3 ,
zln(lz)—2zF(2,1,2,z) se |z| < 1.

Do teorema anterior resulta entao

-1

142 T2 g,22
1 =221 - 1
zm(1 z) Z(+Kn+1/2 se |z <

- n=1

coma; =—1/2e

2
2n+1
A2n = -n?e Aon41 = *% sen > 1,

e como o primeiro membro representa uma fungao analitica em

C\ (J-o00, ~1JU[L, +oo]) = C\ {z: 2% € [1, o0},
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a identidade ¢ valida neste conjunto. Aplicando agora o teorema 1.6 com g = 1
er, =2sen > 1 temos

+I{"’ anz® Jf{’ —n?z? +I{"’ —(n—1)%22
AXn4+1/2 0 AN 241 By 2n—1

e obtém-se a férmula do enunciado.
[ |

Coroldrio 4 - Sendo ¢; =1 ¢ ¢, = (n— 1) se n > 2, tem-se

+oo 2

CnZ
zarctan z =
K-

se ze€ C\{it:|t| >1}.

Demonstracao. Escrevendo o desenvolvimento de arctan z na forma

& ()"
arctanz = z e E—

e comparando com (10.26) obtém-se a relagao

1 3

tanz = 22F | =,1,=
zarctanz = z (2,,2,

22> se |z < 1.
A férmula do enunciado resulta agora directamente do coroldrio anterior no-
tando que a funcao definida por zarctan z é analitica no conjunto

C\{it:|t| >1}=C\ {z:—2% € [1,+00[}.
]

Nota 10.24 - E importante salientar que nos coroldrios anteriores se obti-
veram desenvolvimentos védlidos em toda a regido onde a fungdo é analitica,
enquanto as séries que traduzem os respectivos desenvolvimentos em série de
poténcias de z tém raio de convergéncia 1. Isto nao sucede com os desenvolvi-
mentos obtidos a partir do teorema 1.12 pois esse teorema limita-se a indicar
como se transformam as somas parciais de uma série de poténcias em aproxi-
mantes de uma fracgdo continua, o que implica que a fracgao continua e a série
tenham a mesma regiao de convergéncia.
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11 - O conceito de convergéncia geral

Dada uma fracg¢ao continua com fungoes aproximantes .S,,, para relacionar a
sua convergéncia com o comportamento das sucessoes da forma S, (z,,) em que
zn € Co vamos comecar por estudar algumas propriedades gerais das transfor-
magoes de Mobius.

Teorema 11.1 - Dados trés pontos distintos z1, z2, 23 € Coo, para a fungdo
definida por
- Z— R k3 — 21
SD(Z)_ Z— 21 R3 — 22
com a habitual convencao de continuidade quando algum dos z; é oo, tem-se
w(z1) =00, p(22) =0 e v(z3) =1, e p é a tnica transformagio de Mobius
que verifica estas condigdes.

Demonstra¢io. E imediato verificar que ¢ tem as propriedades do enun-
ciado. Supondo agora que f & outra transformagdo de Mobius com as mesmas
propriedades entdo o f~! deixa fixos os pontos 00,0 e 1. Pondo

_ az+b
(o /™)) =0

estas condigoes exigem respectivamente ¢ = 0, b =0 e a +b = c + d pelo que
a =d. Entdo o f~! = Id e portanto ¢ = f.
[ |

Coroldrio - Dados trés pontos distintos z1,z9, 23 € Cy, se wy, wa, w3 SG0
pontos distintos de Coo existe uma e uma s6 transformacao de Mébius f tal que
[ (z;) = wj para cada j € {1,2,3}.

Demonstracdo - Se 1 é a transformacao de Mobius que transforma os w;
respectivamente em 00,0 e 1, e ¢ é a func¢ao definida no teorema anterior, entao
afuncao f =~ oy verifica as condicoes exigidas. Sendo g outra transformagao
de Mobius que verifique as mesmas condigoes entao 1) o g transforma os z; em
00,0 e 1, pelo que ¥ o g = ¢ e portanto g =yt op=Ff.

|

Dados quatro pontos distintos z1, 2, 23,24 € Cy chama-se razio cruzada
destes pontos a
23 — 21 24— 21 23 — 21 R4 — %2

(21,22,23,24) = = . .
Z3 — k9 R4 — 22 23 — k2 24 — 21
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Sendo ¢ a fungdo definida no teorema 11.1 é entdo (z1, 22, 23, 24) = © (24).

Teorema 11.2 - Dados quatro pontos distintos zi,z2,23,24 € Coo € uma
transformacao de Mébius f, tem-se

(f (21), f(22), [ (23) [ (24)) = (21, 22, 23, 2) -

Demonstragdo. Se ¢ é a fun¢ao de Mobius que transforma f(z1), f(22) e
f (z3) respectivamente em 00,0 e 1, temos

(f (1), f (22), [ (23), f (24)) = ¥ (f (24))-

Sendo agora ¢ a funcdo definida no teorema 11.1, como a transformacao o f 1
também verifica estas condicoes segue-se que 1) = ¢ o f~! e daqui resulta

(f(21), f(22), f(23), f (za) = (o f71) (f (24)) = @ (2a) = (21, 22, 23, 24) .
[ |

Para podermos explorar convenientemente estes resultados vamos agora uti-
lizar a chamada distdncia cordal d (cf. apéndice) que se define em Co, por

d(z1,22) = 21— 2| se 21,29 € C
\/1+|z1|2\/1+|22|2
e
d(z,00) = 1 se z € Coo.
1+ |z

Com este conceito de distancia o conjunto C., torna-se um espaco métrico, e
dados uma sucesséao (z,) de pontos de Co, e um ponto a € Cy sdo equivalentes
as condigoes lim z,, = a e limd(z,,a) = 0.

Em termos da métrica cordal o teorema 11.2 traduz-se pelo resultado seguinte.

Teorema 11.3 - Dados quatro pontos distintos zi,z2,23,24 € Coo € uma
transformacao de Mdébius T, tem-se

d (21, 23) d (22, 24) _ d(T (z1),T (23)) d(T (22),T (24))
d (ZQ, 2:3) d (Zl, 2:4) d (T (212) ,T (23)) d (T (Zl) ,T (2’4)) '

Demonstracdo. Se todos os z; forem pontos de C, da definicdo de distancia

cordal resulta
d(z1,23) d(z2,24)
d (Zz, 2:3) d (Zl, Z4)

e por continuidade esta relacao conserva-se se um dos z; for co. O enunciado ¢
agora consequénia directa do coroldrio anterior.

|(2’1722,Z3,Z4)| =

184



Para introduzir o conceito de convergéncia geral usaremos um resultado aux-
iliar.
Lema 11.4 - Dada uma sucessio (e,) de Coo existem sucessées (zn) e (wy)

tais que lim d(zy,,e,) > 0, lim d (w,,e,) >0 e lim d (z,,w,) > 0.

Demonstragdo. Sejam a, b, ¢, d quatro pontos distintos tais que a,b € [0,1] e
¢,d €]1,+00[. Para as sucessoes (z,,) e (wy,) definidas respectivamente por

L _ ] ase len| >1 o w. — b se ley| >1
T e se ep <1 "l dose ey <1

temos
d (zn,wy) = min{d(a,b),d(c,d)} >0

pelo que lim d (zy,, wy,) > 0.
Se |en| > 1, supondo sem perda de generalidade e,, # oo temos

Az, en) = d(a,en) = —dnl L =afenl S 1-a

= >0,
\/1+|en|2 \/1+CL2 o \/5\/14’(12

e como para |e,| <1é
lc —en] c—1

> >0
2
V14 Jen] VIt 2 V2vT+e

segue-se que lim d (z,,e,) > 0. Dado que d(w,, e,) verifica condi¢oes andlogas
conclui-se que é também lim d (wy, e,) > 0.
|

d(z'men) = d(ca en) =

Podemos agora provar o resultado seguinte.

Teorema 11.5 (Lorentzen, 1986) - Dada uma sucessdo (T,,) de transfor-
magoes de Mobius as duas condigoes sequintes sao equivalentes:

1 - Existem v € Co, € uma sucessao (e,) de pontos de Cy tais que se tem
lm T, (u,) = v para qualquer sucessao (u,) de pontos de Co que verifique a
condi¢ao lim d (uy,,e,) > 0.

2 - Existem v € C, € duas sucessoes (zy), (w,) em Co tais que

lim d (2, wy,) > 0 e UmT, (2,) = im T, (wy,) = 7.

Além disso a constante v é bem determinada e a condi¢do 1 é satisfeita com
qualquer sucessdo da forma e, =T, * (o) em que 0 € Cx \ {7}

Demonstra¢do. Supondo que a condigao 1 se verifica, o lema anterior mostra
que existem sucessoes (z,,) e (wy,) tais que lim d (z,,¢e,) > 0, lim d (w,,e,) > 0
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e lim d(z,,w,) > 0. E entdo lim 7T, (zn) = Um T, (w,) = v e a condicdo 2
também é verificada.

Supondo agora que a condigao 2 ¢ vilida, seja (v,,) a sucessao definida por
Yo = T71 (7) e ponha-se v, = 2, se d(zn,7,) > d(wn,7,) € vy, = w, se isto
nao suceder. Temos entao

(d (Z'n? ’Vn) +d (wna 'Yn))

N | =

d(vna')’n) = max{d(zna'Vn)?d(wna'Yn)}2

> %d (Z'm wn)
pelo que lim d (v,,,7,,) > 0. Por outro lado, como lim T, (2,,) = im T, (wy,) =
é também lim T, (v,) = 7.

Tome-se agora 0 € Co \ {7} € seja e, = T,; ! (¢). Dada uma sucessao (uy,)
tal que lim d(uy,,e,) > 0, para provar que limT, (u,) = 7 basta tratar os
indices n para os quais é T, (un) # v € T (un) # Ty (vy). Além disso, como
lim d(up,e,) > 0 e lim d(vy,7,) > 0, existe uma ordem a partir da qual é
Uy # €n € Uy # ¥, 0 que equivale respectivamente a T}, (u,) # o e Ty, (v,) # 7.
Dado que é ainda lim T, (v,) = v # o podemos considerar apenas indices n
para os quais os quatro pontos v, o, T, (u,) e T, (v,,) s@o distintos. Atendendo
ao teorema 11.3 temos entao

d (7, Tn (un)) d (o, Th (vn)) _ d (Vs un) d(€n,vn)
d (7, Ty (vn)) d (o, Tn, (un)) d (Vs vn) d(en,un)’

e pondo
_d(0, T (un)) d (Vs Un) d(€n;vn)
o= d (o, Ty (vn)) d(Vp,vn) d(en, un)
é

d (’77 T, (un)) =d (77 T, ('Un)) Cn.

Como as condigoes lim T, (v,) = v # o, lim d (vp,7,,) > 0 e lim d(u,,e,) >0
mostram que a sucessdo (c,) ¢ limitada, de limd (v, T, (v,)) = 0 deduz-se
limd (, T, (n)) = 0.

Finalmente, se alguma das condi¢ées do enunciado for também satisfeita
com uma nova constante 7/, tomando o € C, \ {7,7'} e sendo ¢, = T, ! (0), 0
resultado acabado de estabelecer mostra que para toda a sucessao (u, ) tal que
lim d (e}, u,) > 0 seria im T, (uy,) = v e também lim T}, (u,,) = 7.

[ |

Uma sucessao de transformagoes de Mobius que verifique as condicoes do teo-
rema anterior diz-se geralmente convergente com limite vy e diz-se que y € o limite
geral da sucessdo. Diremos ainda que uma transformagdo de Mobius é geral-
mente divergente se nao for geralmente convergente. As sucessoes (e, ) tais que
para cada sucessao (u,) a condi¢do lim d(uy,e,) > 0 implica im T, (u,) = 7
dizem-se sucessées excepcionais de (T,). Conceitos andlogos definem-se para as
fracgbes continuas nao singulares relativamente ao comportamento da respectiva
sucessao de fungdes aproximantes (Sy,).
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Exemplo 11.6 - Dada uma sucessao (T),) de transformagées de Mibius, se
existirem pontos distintos a,b € Co tais que im T, (a) = UimT, (b) entdo (T},)
é geralmente convergente.

Efectivamente a segunda condigao do teorema anterior é verificada neste caso
com as sucessoes constantes z, = a e w, = b.

Exemplo 11.7 - Se (T,,) converge geralmente para v e o € Coo \ {7y}, entdo
a sucessio (0y,) definida por o, = T, ' (o) é excepcional para (Ty,).
Efectivamente isto é uma consequéncia directa do teorema anterior.

Exemplo 11.8 - Se uma frac¢do continua nao singular K >Jay, /b, é geral-
mente convergente para y com sucessio excepcional (ey,), tem-se K/ 25an /by, =
se lim d(0,e,) > 0.

Efectivamente, sendo (S,,) a sucessdo das fungoes aproximantes da fraccao
continua e aplicando a primeira condigdo do teorema anterior a sucessdo (uy,)
identicamente nula resulta lim S, (0) = ~.

Teorema 11.9 - Toda a fracgdo continua ndo singular convergente em
Co converge geralmente para o seu wvalor. Reciprocamente, suponha-se que
K% an /b, é uma fracgdo continua ndo singular que converge geralmente para
v e sejam A, e B, 0s respectivos numeradores e denominadores candénicos.
Tem-se entao K 2Jan /by, =7y se se verificar alguma das condigdes

1-y€Celim|B,/B,_1| >0 oulim |B,/B,_1] < +ooc.
2-v=o00elim|A,/B,_1| >0 ou lim |A, /A, 1| < 4+o0.

Demonstragio. Se K >Ja,/b, = 7, para a respectiva sucessio de fungdes
convergentes (S,) é th (0) = limS,(c0) = v e (S,) verifica a segunda
condicao do teorema anterior. Reciprocamente, suponha-se que a fracgao con-
tinua é geralmente convergente com limite 7. Se v € C o teorema anterior
mostra que e, = S;; ! (c0) ¢ uma sucessao excepcional de (S,,), e do teorema 1.7
resulta S, 1 (0c0) = —B,,/Bn_1. Se lim |en| =L >0 é entdo

1
>0
\/1+1/|€| \/1+1/L2

pelo que lim S,,(0) = 7. Analogamente, se lim |e,| = M < oo temos

lim d (0,e,) = lim

1
>0
2
\/1+|e| VN

pelo que lim S, (00) =7, e portanto também lim S, (0) = .

Se v = oo entdo e, = S, 1 (0) = —A,/A,,_1 é uma sucessao excepcional de
(Sn) e do mesmo modo se conclui que a condi¢do 2 implica K lan /by, =

[ |

lim d (o0, e,) = lim
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Nota 11.10 - Dada uma fracgdo continua convergente com sucessao de
aproximantes (Sy,), o facto de ser lim S, (z,) = lim S,, (0) para qualquer sucessao
(zn) que verifique a primeira condic¢do do teorema 11.5 pode ser aproveitado para
acelerar a convergéncia no cédlculo do valor da fracgdo continua. Uma discussao
detalhada deste tépico é apresentada em Lorentzen & Waadeland, 2008.

Teorema 11.11 - Sejam (T},) uma sucessao de transformagoes de Mdbius
geralmente convergente com limite 7y e (ey,) uma sucessao excepcional para (T},).
Entao cada subsucessao (Ty,) de (Ty,) também converge geralmente para vy e
tem (e, ) como sucessio excepcional.

Demonstragao. Pondo €], = e, seja (z,) uma sucesséo tal que
lim d (zy,¢€},) > 0.
Como o lema 11.4 garante a existéncia de uma sucessao (u,) tal que

limd (un7 en) >0,

definindo uma sucessdo (z;,) por z, = z, € 2, = U, para os restantes

indices, tem-se lim d(z/,,e,) > 0. E entdo limT, (z,,) = 7 pelo que tam-
bém lim Ty, (2,) = limT,, (2, ) = 7. Conclui-se assim que (T, ) converge
geralmente para 7 e que a sucessao (e},) é excepcional para (T, ).

]

Coroldrio - Sejam (T),) uma sucessao de transformagoes de Mobius geral-
mente convergente com limite v e (e,) uma sucessio excepcional para (T),).
Dada uma sucessio (uy) de pontos de Coo, se a sucessio d(un,e,) nao tiver
limite nulo existe uma subsucessao de (Tp, (up)) com limite .

Demonstragio. Se d (un,e,) - 0 existe uma subsucessao (uq,, ) de (uy,) tal
que limd (uq,, , €q, ) > 0 € 0 teorema anterior mostra que lim Ty, (uq, ) = 7.
]

Se (T;,) € uma sucessao de transformagoes de Mobius geralmente convergente
com limite v e (e, ) é uma sucessdo excepcional para (T;,), dado 0 € Cx \ {7} 0
coroldrio anterior mostra que limd (e,, 7}, (¢)) = 0 pois se isto nao sucedesse
existiria uma subsucessio de T,, (T}, *(0)) com limite v o que é absurdo. Com
base nesta observagao provaremos o seguinte resultado:

Teorema 11.12 - Sejam (T},) uma sucessdo de transformagoes de Mobius
geralmente convergente e (ey) uma sucessao excepcional para (T,,). Entdo uma
sucessdo (M) de pontos de Coo é excepcional para (T,) sse limd (A, e,) = 0.

Demonstragio. Sendo v o limite geral de (75,), se (\,) verificar a condigéo
do enunciado e (u,,) for uma sucessao tal que lim d (uy,, \,) > 0, temos

d(unv en) Z d(u'm )\n) - d()\naen)
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pelo que lim d (uy,e,) > 0. Como (e,) é uma sucessao excepcional para (7T},)
segue-se que lim T, (u,) = 7 e isto mostra que (\,) é também uma sucessao
excepcional para (T),).

Reciprocamente, se (\,) for uma sucessdo excepcional para (7},), tomando
0 € Cx \ {7} temos

limd (A, T, ' (0)) =limd (en, T}, * (o)) =0,

e da relagao
d(An,en) < d (Mo, T, (0)) +d (T, (o), en)

conclui-se que imd (A, e,) = 0.
]

Se uma sucessao (7},) converge geralmente para = e tem uma sucessao cons-
tante y por sucessao excepcional, a primeira condigao do teorema 11.5 mostra
que

limT, (z) =z paratodoo z€ Cux \{y}.

O teorema seguinte d4 uma condicao necessaria e suficiente para que isto suceda.

Teorema 11.13 - Seja (T;,) uma sucessao de transformagoes de Mdbius
geralmente convergente. Entao (Ty,) tem como excepcional uma sucessio cons-
tante y sse (Tn_ 1) convergir geralmente para y.

Demonstragio. Se (T,,) converge geralmente para x e tem a sucessao cons-
tante y por excepcional, tomando pontos distintos u,v € Cy \ {2} 0 exemplo

11.7 e o teorema 11.12 aplicados a (7}, ') mostram que

m T, ! (u) = im T, (v) =y

pelo que (Tn’ 1) converge geralmente para y. Reciprocamente, suponha-se que
(T;71) converge geralmente para y e seja (e,) uma sucessdo excepcional para
(T},). Se a sucessdo constante y nao for excepcional para (T;,) entdo o teorema
11.12 mostra que d(en,y) - 0 pelo que existe uma subsucessdo de (e,) com
limite diferente de y. Para provar que isto nao sucede seja (e, ) uma subsucessao
de (e,) com limite z e tomem-se pontos distintos u,v € Cy \ {z}. Atendendo
ainda ao teorema 11.12 temos

limd (T, ' (u),en) = limd (T, " (v),e,) =0
e isto implica im 7! (u) = im7,; ' (v) = lime,, = z. Entao (T, ') converge

«
geralmente para z e do teorema 11.11 resulta z = y.
[ |

Coroldrio - Uma sucessao (T,,) de transformagées de Mébius converge geral-
mente para T e tem como excepcional uma sucessao constante y sse (T; 1)
convergir geralmente para y e tiver como excepcional a sucessao constante x.
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Demonstragdo. O enunciado resulta directamente de aplicar o teorema an-
terior a sucessao (Tn_ 1).
|

Dadas duas transformagoes de Mobius T' e S diz-se que S é semelhante a T
se existir uma transformacao de Mobius A tal que

S=A1oTo\

e diremos entdo que A estabelece uma relagdo de semelhanca de S com 7. Da
defini¢do resulta imediatamente que a relagdo de semelhanga é uma relagdo de
equivaléncia e que se \ estabelece uma relagao de semelhancga de S com T entao
A1 estabelece uma relacio de semelhanca de T com S. Analogamente, duas
sucessoes de transformagoes de Mobius (T,,) e (S,) dizem-se semelhantes se
existir uma transformagao de Mobius A tal que para todo o n se tenha

Sp=A"T'oT, 0\
Exemplo 11.14 - Dadas duas transformacgoes de Mobius S e T sejam S, e
T, os respectivos iterados de ordem n. Se existir wma transformacao de Mobius

A tal que S = A1 oT o\, entdo para todo o n > 1 é também S, = A 1oT, 0
Efectivamente este resultado é imediato por inducao em n.

Para relacionar a convergéncia geral de duas sucessoes semelhantes de trans-
formagbes de Mobius usaremos um resultado auxiliar:

Lema 11.15 - Sejam A uma transformagao de Mobius e (uy) e (vy,) duas
sucessoes de pontos de Coy. Entdo sao equivalentes as condicies

lim d (up,v,) =0 e lm d(A(uy),\(vn)) =0.

Demonstrag¢io. Se lim d(uy,v,) = 0 existem subsucessoes u), = uq, €
v, = Vg, tais que limd (ul,,v}) = 0. Sendo (u%n> uma subsucessao de (u,,)
com limite a € C,, como

d (avv/ﬁn> <d <a,u%n> +d (u’ﬁn,v’ﬁn>

segue-se que lim ”U/B = a. Da continuidade de A resulta entao

lim A (%n> =lim A <v’5n> = A(a)

timd (A (uj, ) A (v5,)) =0
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e isto implica lim d (X (uy), A (v,)) = 0. Reciprocamente, aplicando este resul-
tado a transformacdo A~* conclui-se que da condicdo lim d (X (u,), A (v,)) = 0
se deduz lim d (uy,,v,) = 0.

|

Podemos agora estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 11.16 - Sejam (T},) e (S,) duas sucessées de transformagées de
Mobius e X uma transformacao de Mdébius tal que para todo o n se tenha

S, =X"1oT, o0\

Se (Ty,) convergir geralmente para vy com sucessdo excepcional (ey) entio (Sp)
converge geralmente para X\~* () com sucessio excepcional ()\_1 (en))-

Demonstragdo. Seja (z,) uma sucessdo de pontos de C,, tal que
lim d (2, A" (en)) > 0.
Atendendo ao lema anterior é entdo também
lim d(A(z,),€en) >0

pelo que
m T, (A(zn)) =7

e portanto
lim Sy, (2n) = AT ()5

o que prova o enunciado.
|

Para fracgoes continuas nao singulares com periodo de comprimento m os
conceitos de fracgdo continua loxodrémica, parabdlica ou eliptica definidos na
seccao 3 referem-se ao comportamento dos pontos fixos das correspondentes
transformacoes S,, pelo que esta classificagao se generaliza imediatamente a
qualquer transformagao de Mobius.

Dada uma transformagao de Mobius T' definida por

az+b

T()= " (11.1)

com discriminante A = ad — bc, se os seus pontos fixos = e y forem finitos é
necessariamente ¢ # 0 e a relagdo (3.4) mostra que se tem

(cx+d)(cy +d)=A. (11.2)

Escolhendo entdo z e y de modo a que |cy + d| < |cx + d|, define-se a razdo R

de T por
cy+d

ct+d
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Se ¢ = 0 a transformagao T' tem a forma

T(z):§z+h comh:SE(C

e a razao R define-se por

R=2 se la| < |d| e R:C—l se |al > |d].
d a

Como nas defini¢oes dadas para fracgoes continuas periédicas, se T for loxo-
drémica e os seus pontos fixos forem finitos, o ponto atractor x é escolhido pela
condigdo |cy +d| < |cz +d|. Se oo for ponto fixo de T toma-se para ponto
atractor € C quando |a| < |d| e = 0o quando |a| > |d|.

De acordo com estas defini¢oes a transformagao 7' é loxodrémica se |R| < 1,
parabdlica ou a transformacao identidade se R = 1, e eliptica se |R| = 1 com

R#1.

Nota 11.17 - Se T é eliptica a razao fica definida a menos de uma passagem
ao conjugado pois R e 1/R = R sdo ambos valores admissiveis para a razio.
Neste caso a ambiguidade pode ser removida escolhendo entre os dois candidatos
aquele que tiver parte imagindria nao negativa.

Teorema 11.18 - A inversa de uma transformacao de Mdbius tem os mes-
mos pontos fizos e a mesma razdo. Além disso, se a transformacdo for loxo-
dromica e os seus pontos fixos atractor e repulsor forem respectivamente x e vy,
a transformagdo inversa tem ponto fixo atractor y e ponto fixo repulsor x.

Demonstracdo. Se u é ponto fixo de T temos T~ (u) = T~ (T (u)) = u pelo
que u ¢é ainda ponto fixo de 7! e a afirmacio reciproca também é verdadeira.
Por outro lado, se T' é definida por (11.1) com ¢ # 0, como os seus pontos fixos
x e y (ndo necessariamente distintos) sao soluges da equacao

cz2—(a—d)z—b=0,

tem-se
clz+y)=a-—d.

E entéo
cx+d=—(cy—a) ecy+d=—(cx—a)
pelo que a razao R de T é dada por
cy+d cr—a
ct+d cy—a

Basta agora notar que os pontos fixos de T~! sdo ainda x e y, e que o teo-
rema 8.10 mostra que a expressio de T~! se obtém substituindo em (11.1) os
parametros a e d respectivamente por —d e —a. Finalmente, se um dos pontos
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fixos de T for oo o enunciado resulta directamente por a passagem de T a 7!

transformar o quociente a/d em d/a.
]

Teorema 11.19 - Sejam T wma transformacao lozodromica de razao R e
u € C um ponto fizo de T. FEntdo u é atractor sse T'(u) = R e repulsor sse
T'(u) = 1/R.

Demonstrag¢io. Se T é definida por (11.1) e ¢ # 0, como os pontos atractor
x e repulsor y sdo ambos finitos e verificam a relagdo (11.2) o enunciado resulta

directamente de ser

A
"(2) = ——— sezeC.

(cz+d)
Se ¢ =0, para todo o z € C é T'(z) = a/d. O enunciado resulta agora de que u
é atractor sse R =a/d =T'(u) e u é repulsor sse R =d/a =1/T"'(u).
]

O teorema seguinte descreve a convergéncia geral da sucessao dos iterados
de uma transformagéo de Mobius.

Teorema 11.20 - Seja T uma transformagdo de Mobius e representemos
por T, o seu interado de ordem n. Entao

1- Se T é parabdlica a sucessio (Ty,) converge geralmente para o seu ponto
fizxo x, e dado z € C, tem-se

ImT,(z) = =.

2 - Se T ¢ eliptica ou a transformagao identidade a sucessio (Ty,) é geral-
mente divergente.

3 - Se T é loxodrémica e x e y sao os seus pontos fixos respectivamente
atractor e repulsor, a sucessao (Ty,) converge geralmente para x com a sucessao
constante y como excepcional.

Demonstragdo. Se T é parabdlica e x = oo, a relacado (3.5) mostra que existe
uma constante h € C\ {0} tal que T'(z) = z + h, e para todo o z € C ¢ entdo
limT,(z) = lim(z +nh) = co = 2. Se z € C, no lema 3.4 provou-se que ¢
véalida a relagao de semelhanca

T,=X1top, o\ (11.3)

com )
)\(2)22756, on(z) =2z+nh e heC\ {0}

pelo que
lim T}, (2) = A~ (00) = .
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Se T for eliptica, a sua razdao R tem a forma e em que 0 < |0| < 7. Se os
seus pontos fixos = e y forem ambos finitos o lema 3.5 mostra que a relacao de
semelhanca (11.3) ¢ valida com

Z—X

0, (2) =€z e A(z) = p—t

(11.4)

Se © = oo as relagoes (3.6) e (3.7) mostram que T, verifica ainda a relagao de
semelhanga (11.3) com A(z) = z —y. Atendendo agora ao teorema 11.16 vemos
que para estabelecer a concluséo pretendida basta mostrar que a sucessio (¢,,)
nao converge geralmente. Ora dadas duas sucessoes (z,), (w,) em Co tais
que lim d(z,,w,) > 0, ndo pode ter-se limy, (z,) = lim,, (w,) pois daqui
resultaria

limd (¢, (zn) , o (wn)) =0

o que implica imd (z,,w,) = 0. Do mesmo modo, se T for a transformagao
identidade as condi¢es im T}, (2,,) = lim T}, (wy,) e lim d (z,, w,) = 0 sdo equiva-
lentes.

Suponha-se finalmente que a transformagdo T' é loxodrémica e que x e y
sao respectivamente os seus pontos fixos atractor e repulsor. Sendo R a razao
de T e ¢, (2) = R"z, se z,y € C o lema 3.5 mostra que a relacdo de seme-
lhanga (11.3) é ainda vélida com a transformagéo A definida em (11.4). Como
limep,(2) =0se z € Celim ¢, (c0) = 00, a sucessdo (p,,) converge geralmente
para 0 com a sucessdo constante oo por excepcional. De acordo com o teorema
11.16 conclui-se agora que (T},) converge geralmente para z = A~' (0) com a
sucessdo constante y = A7 ! (00) por excepcional. Finalmente, se um dos pontos
fixos é infinito e T' é dada por (11.1), sendo u o ponto fixo finito e ¢,, definida por
©,(2) = (a/d)" z, de (3.6) e (3.7) resulta que a relagao de semelhanga (11.3)
é vdlida com A\(z) = z —u. Se |a| < |d| a sucessdo ¢, converge geralmente
para 0 com a sucessdo constante oo por excepcional e isto mostra que (T},)
converge geralmente para u = A~ (0) com a sucessao constante co = A™* (c0)
por excepcional. Se |a| > |d| verifica-se do mesmo modo que (7},) converge
geralmente para oo com a sucessao constante u por excepcional. Como no caso
finito conclui-se entdo que (7},) converge geralmente para u se |a| < |d| e para
oo se |a] > |d|, e o enunciado resulta de o ponto fixo atractor x ser u quando
la| < |d| e oo quando |a| > |d].

|

Nota 11.21 - Se T é parabdlica com ponto fixo v e T, é a sua iterada de
ordem n, como T~! ¢ ainda uma transformacdo parabélica com ponto fixo v o
teorema anterior mostra que (Tn_ 1) também converge geralmente para v. Do
teorema 11.13 resulta entao que (T;,) tem a sucessdo constante «y por excepcional
e verifica-se assim que existem sucessoes (T),) de transformagoes de Mobius com

limite geral v e com uma sucessdo excepcional (e, ) tal que imT;, (e,) = 7.

Coroldrio 1 - Duas transformagoes de Mobius semelhantes sdo simultanea-
mente lozodromicas, parabdlicas ou elipticas.
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Demonstra¢do. Supondo que as transformagoes de Mobius S, T e A verificam
arelagio S = A1 oT o \, se u é ponto fixo de T' entao

A(S(w) =T (Mu) = A(u)

pelo que A(u) é ponto fixo de S. Verifica-se assim que T e S tém o mesmo
numero de pontos fixos e daqui resulta que se T é parabdlica o mesmo sucede
com S. Se T for loxodrémica o teorema anterior mostra que a sucessao dos seus
iterados é geralmente convergente. Entao este teorema permite ainda concluir
que S é também loxodrémica pois do exemplo 11.14 e do teorema 11.16 resulta
que a sucessao dos iterados de S é geralmente convergente.

|

Coroldrio 2 - Seja T uma transformacao loxodrémica com pontos fizos
atractor e repulsor respectivamente x e y, A wma transformacdo de Mobius e
S=X'oTo\ Entio X' (z) e X' (y) sio respectivamente os pontos fizos
atractor e repulsor de S.

Demonstra¢do. Sejam u e v respectivamente os pontos fixos atractor e re-
pulsor de S. Com as notagdes do teorema anterior segue-se que (S,) con-
verge geralmente para u com a sucessao constante v como excepcional. Como
S,=XtoT,o\e (T},) converge geralmente para x com a sucessao constante
y como excepcional o enunciado resulta agora directamente do teorema 11.16.

||

O teorema anterior permite interpretar em termos do conceito de convergén-
cia geral os resultados obtidos na seccao 3 sobre a convergéncia das fracgoes
continuas peridédicas:

Coroldrio 3 - Dada uma frac¢do continua ndo singular e periddica com
periodo de comprimento m, sejam S, as respectivas funcées aproximantes. En-
tao

1 - Se a fracgio continua for parabélica com ponto fixo atractor x ela converge
geralmente com limite x, e para todo o z € C,, tem-se

lim S, (z) = =.

2 - Se Sy, for a transformacao identidade ou a fraccdo continua for eliptica
ela é geralmente divergente.

8- Se a frac¢ao continua for loxodrémica com ponto fizo atractor x e ponto
fixo repulsor y ela converge geralmente com limite x e tem-se

lim S,,(2) =z se Sk (2) # y para todo o k € {1,...,m}.

Demonstra¢do. Como a fracgao continua tem periodo de comprimento m ela
é parabdlica, eliptica ou loxodrémica consoante a classificagdo da correspondente
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transformacao de Mobius S,,. Se S,, for parabdlica com ponto fixo = o teorema
anterior mostra que para todo 0 z € Cy € lim,—yoo Smn(2) = z. Dados
ke{l,--- ,m} ez € Cy é entdo também

nli}—ji(-loo Smn—i—k‘(z) = nEI—ir-loo Smn (Sk (Z)) =T
pelo que lim S, (z) = «.

Se S, for eliptica ou a transformacao identidade, o teorema anterior mostra
que (Spn) ndo converge geralmente e do teorema 11.11 conclui-se que o mesmo
sucede com (.Sy,).

Se S,,, for loxodrémica com ponto fixo atractor = e ponto fixo repulsor y, o
teorema anterior mostra que (Smn) converge geralmente para x com a sucessao
constante y como excepcional. Dados z € C, e k € {1,...,m} é entéo

lim Sppntk(z) = lm Sy (Sk(2)) =2 se Sk (2) #y

n—-+oo n—-+oo
pelo que
lim S,,(2) = x se Sk (z) # y para todo o k € {1,...,m},

e conclui-se que (S,) converge geralmente para .
|

Nota 11.22 - Se a frac¢do continua for loxodrémica, tomando z = 0 no
coroldrio anterior obtém-se a condi¢do para a convergéncia em C, referida no
teorema 3.13, mas agora apenas como condicao suficiente. Como para cada
ke {1,...,m} as condigbes Sy (z) #ye z € Co \ {Sk_l (y)} sdo equivalentes, do
teorema anterior deduz-se ainda que uma fracgdo continua deste tipo tem por
sucessao excepcional a sucessdo (e, ) definida por

en=S5."(y) se n=k (modm).
Dada uma fracgao continua nao singular K:ﬁ?an /by, com periodo de com-

primento m, define-se a sua frac¢do continua dual por

Am Am—1 2 ﬂ Um
bm—l + bm—2 +eet bl + bm + bm—l +e

b, +

Mais precisamente esta é a frac¢ao continua da forma
bm + K:ﬁ?“:/b: (11.5)
em que K, >Ja’ /b¥ tem perfodo de comprimento m e é definida por

aj = am-py1 se 1 <k <m, (11.6)

i =bm_rsel <k<m—1comb), =by,. (11.7)
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O conceito de convergéncia geral permite exprimir de um modo simples a
relacao entre a natureza e os valores destas duas fracgoes continuas. O teorema
seguinte é por vezes referido como "teorema de Galois" por Galois ter estabele-
cido a relacao entre o valor de uma fracgdo continua periédica simples e o da
sua dual.

Teorema 11.23 - Uma frac¢ao continua nao singular periddica K 1an /bn
e a sua fracgdo continua dual sdo ambas geralmente convergentes ou gemlmentc
divergentes. Em caso de convergéncia, se K >Ja, /b, for parabélica com limite
geral = entio a sua dual tem limite geral —x. Se K, '>Sa, /by, for lozodrémica
com pontos firos x e y e limite geral x entdo a sua dual tem limite geral —

Demonstragio. Dada uma fracgdo continua nio singular K, *9a, /b, com
periodo de comprimento m ponha-se por definicao by = b, e sejam A e si as
fungoes definidas por

M (2)=z—bp_p se 0<k<m e si(z)= sel <k<m.
b + 2
Como para cada k € {1,...,m} é
_ Qg
Skl(z):7_bk7
temos P
-1 m—k+
s 1 (M(2) = ———— — b1,
m—k—i—l( k?( )) _ber—k+Z 'm—k+1
e pondo
tk:)\;_llos;}_kﬂo)\k sel<k<m
é entao s
te(z) = —2=F L o1 <k <m.
k(2) bk + 2 - =

Vemos assim que a transformacgao T, =t; 0---ot,, é a fungao aproximante
de ordem m da fracgao continua

i)
n=1 _bn

em que os af e b’ sdo definidos por (11.6) e (11.7). Aplicando o teorema 1.6
com r, = —1 para todo o n > 0, conclui-se que —T,, é também a funcao
aproximante de ordem m de K °ja¥/bf, e como esta fracgio continua tem
periodo de comprimento m o corolarlo 3 do teorema 11.20 mostra que a fracgao
continua dual (11.5) converge geralmente sse T, for parabdlica ou loxodrémica.
Sendo agora S, a funcao aproximante de ordem m da fracgdo continua
inicial, as transformagoes T;, e S;,,! sdo semelhantes, pois das relagoes
st ka1 :)\k._lotk.o)\;l sel<k<m

m
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resulta

-1 -1 -1 -1 -1
Sm =S8y, 0085y :)\OOTmO)\m :AOOTmO)\o .

Atendendo ao corolédrio 1 do teorema 11.20 e ao teorema 11.18 vemos entao
que T, é parabdlica ou loxodrémica sse o mesmo suceder com S,,, € isto equivale
por sua vez a convergéncia geral de K. > a,, /by.

Quanto & segunda parte do enunciado comegamos por observar que relagao
S t=MXoTyo )\al se pode traduzir por

Sl (2) =T (2 4 b)) — b = T (2 + bo) — bo.

Sendo S} os aproximantes da frac¢do continua dual, como S}, (z) = by — Tp,,(2)
¢ entao

Sp(z +bo) = =S, (2)
e dos teoremas 11.18 e 11.20 deduz-se que (S%,,,) converge geralmente para —x
ou para —y consoante K:ﬁf an /by, seja parabdlica ou loxodrémica. Supondo que
a fraccao continua dual é geralmente convergente o enunciado resulta agora de

que o seu limite geral é também o limite geral de (S},,,).
|

Uma fracgé@o continua nao singular K:;’?an /by, diz-se periddica no limite com

periodo de comprimento m se existirem em C., os limites

lim ampir € lim bypexr quando k € {1,...,m},

n—-+4oo n—-+4oo

e m for o menor inteiro que verifica esta condigao. Se estes limites forem finitos,
pondo _

a; = lim a i eb;= lim b ise j>1

7 n— 400 mn+j J n—-—400 mntj J=5

a fraccao continua K fzofﬁj /bj € entao periédica com periodo de comprimento m
e diz-se que K :ﬁ? an /by, € parabdlica, eliptica ou loxodrémica no limite consoante
a classificagao de K jiof’dj /b;.

Apesar do que ficou estabelecido no coroldrio 3 do teorema 11.20, exis-
tem fracgOes continuas parabdlicas no limite que nao convergem geralmente
e fracgbes continuas elipticas no limite que sdo geralmente convergentes (cf.
Lorentzen & Waadeland, 2008). Prova-se no entanto que toda a fracgdo con-
tinua loxodrémica no limite é geralmente convergente, e para demonstrar este
resultado vamos estabelecer algumas propriedades adicionais das transformacgoes
loxodrémicas.

Teorema 11.24 - Uma transformacao loxodréomica de razao R é semelhante
a transformagao ¢ definida por

v (2) = Rz.

Demonstragio. Supondo T definida por (11.1), quando ¢ # 0 o enunciado
ficou provado na demonstragao do teorema 11.20. Quando ¢ = 0 e u € C é
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ponto fixo de T', na mesma demonstracao provou-se que a fungao definida por
A(z) = z — u estabelece a semelhanga de T com (a/d) z, e atendendo & definigao
de R isto corresponde ao enunciado quando |a| < |d|. Supondo finalmente
|a] > |d| e sendo A a funcdo definida por

1
)\ (Z) - ”— y7
como T' é dada por
T(2) = Ez + y
temos entao
1 1 d
(AoT)(2) = = = =RA(2) = (o A)(2)

T()—y T)-T(y) alz-y)

pelo que T = A~} oo
|

Coroldrio - Duas transformacgédes loxodréomicas sao semelhantes sse tiverem
a mesma 1azao.

Demonstracao. Se duas transformagoes loxodrémicas tiverem razao R elas
sao semelhantes pois sdo ambas semelhantes & transformacao definida por Rz.
Reciprocamente, se duas transformagoes loxodrémicas com razées R e R* sao
semelhantes 0 mesmo sucede com as transformagoes definidas por Rz e R*z.
Existe entao uma transformacao do Mobius A tal que

A(Rz2) = R*A\(2)

e como 0 e oo sao respectivamente os pontos fixos atractor e repulsor de Rz e
de R*z, o coroldrio 2 do teorema 11.20 mostra que A(0) =0 e A(00) = 0. E
entdo A (z) = az com a # 0 o que implica R = R*.

|

Nota 11.25 - Na demonstracao do teorema 11.20 provou-se que o teorema
anterior permanece vdlido quando as transformagoes sdo elipticas. Também o
coroldrio anterior se mantém valido para estas transformagoes, pois se Rz e
R*z sao transformagoes elipticas semelhantes existe ainda uma transformagao
de Mobius A tal que A (Rz) = R*A(z). Tem-se entdo

A(0) = R*A(0) e A(c0) = R*A(00)
pelo que s6 pode ser A(0) =0 e A(c0) = oo ou A(0) = 0o e A(00) = 0. Neste

ultimo caso A tem a forma A (z) = «/z e obtém-se R* = 1/R ou seja R* = R.
Como Im (R) > 0, Im(R*) > 0 e R # 1 conclui-se R* = R=—1.
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Teorema 11.26 - Uma transformacao de Mébius da forma (11.1) é loxo-

dromica sse )
(a —d)” + 4bc

a+d#0 e
7 (a+d)?

e C\R;.

Demonstracdo. Supondo ¢ # 0 sejam

a—d+\/(a—d)?+4be
2c

os pontos fixos de T. Se a 4+ d = 0 estes pontos sao dados por

_a+vVa®—bc o a—va? —bc

z2 = ’
C &

21

donde resulta

lczy +d| = |cze +d| = ‘\/a2 fbc)

pelo que T nédo é loxodrémica. Seja agora a + d # 0 e ponha-se

12
D= %{;ﬁbc. (11.8)

Os pontos fixos de T sdo entdo dados por

—d+(a+d)vD —d—(a+d)vD
z1 = a (2ac )\/_ € Z9g = ¢ (gc )\/_ (119)

pelo que
1 1
|czl+d|:§|a+d|)1+\/5‘ e |czg+d|:§|a+d|‘1—\/5), (11.10)

e a condigdo |cz1 +d| # |cz2 + d| equivale Re (\/B) # 0, 0 que por sua vez

equivale a D € C\ Ry .
Supondo agora ¢ = 0, a transformagao T é loxodrémica sse |a| # |d| e isto
implica a 4+ d # 0. Temos entao

a—d\?
D= 11.11
(a—i—d) ( )
e como _
a—d la]* = |d|* 4 ad — ad
a+d la+d|? ’
é a—d\ _|af - |d
Re( ) = . (11.12)
a+d la + d|
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Entao a condicao |a| # |d| é agora equivalente a

a—d
Re(a—i—d) 70,

(a_d)zeC\Rg.

a+d

0 que por sua vez equivale a

Coroldrio - Dada uma sucessao (T,,) de transformagdes de Mdobius, se
lim T, for uma transformacao loxodrémica existe uma ordem a partir da qual
todas as transformacoes Ty, sao loxodrémicas.

Demonstrac¢do. Sendo

anz + by,
Tn =
(2) P,
¢ +b
az
IimT,(z) = ——,
i T (2) cz+d

como as sucessoes (a,), (bn), (¢n) e (dy,) convergem respectivamente para a, b, ¢
e d, o enunciado é uma consequéncia directa do teorema anterior.
]

O teorema seguinte clarifica as definicbes adoptadas para a razao e para os
os pontos fixos atractor e repulsor quando oo é ponto fixo de uma transformagao
loxodrémica.

Teorema 11.27 - Para o conjunto das transformacoes loxodromicas da
forma (11.1) com ¢ # 0, sejam R(c) as suas razdes, e x(c) e y(c) os corres-
pondentes pontos fixos respectivamente atractor e repulsor. E entdo

. [ a/d se |a/d| <1
E%R(c) N { d/a se lafd| >1
. | b/(d—a) se |a/d] <1
ilg(l)x(c) n { oo se |a/d| >1

lim y(c) =

c—0

oo se |a/d| <1
{ b/ (d—a) se |a/d| > 1

Demonstragcdo. Com as notacoes da demonstragao anterior a condigao
D e C\ R, exige Re (\/5) # 0, e por defini¢do de valor principal da raiz

quadrada é entao Re (\/5) > (. Temos assim
)1 ) ‘ < ‘1 + \/5)

201



e as relagoes (11.9) e (11.10) mostram que z; e z2 sd0 respectivamente o ponto
fixo atractor e o ponto fixo repulsor de T'. E entao

_a—d+(a+d)\/D(c)
2¢ ’

a—d—(a+d)\/D(c)
2c

y(c) = (11.13)

~1—-+/D(c)

T 1+/D(0)

Suponha-se agora ¢ = 0. Como D(c) é entdo dado por (11.11) tem-se

a—d a—d a—d a—d
\/D(O)—aerse Re<m>>0e\/D(O)—— se Re( )<O7

R(c) (11.14)

a+d a+d

e atendendo a (11.12) resulta

a—d a—d
D(O):a—i—d se |al > |d] e\/D(O):fUH_d se |a| < |d].

Dado que a fungio definida por v/D é continua quando D € C\ Ry, de (11.14)
deduz-se

. a . d
gg%R(c) = se la| < |d| e il_r{(l)R(C) = se la] > |d| .

Temos ainda

lim (a—d—(a+d) D(c)) —=2(a—d) se |a| <|d]

c—

lim (a7d+ (a+d) \/D(c)> —2(a—d) se |a| > |d|.

Supondo |a| < |d|, de (11.13) resulta entao

. ~ 2(a—-d)
limy(c) = ——5— =
e
lim z(c) = lim —2be _ b .
e=0 c_’Oc(afdf(aer)\/D> d—a

Se |a| > |d| obtém-se analogamente

—2
limz(c) =00 e 1ir% y(c) = lim be _ 0

c=0 Cﬂoc(a—d—i-(a—i-d)\/l_)) d—a

Coroldrio - Para o conjunto de transformacgoes loxodrémicas da forma

az+b

T(z) = cz+d
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as correspondentes razées e pontos fixos atractores e repulsores sao fungées con-
tinuas dos pardametros a,b,c,d.

Demonstragio - Sendo D definida por (11.8), a condicdo D € C\ R im-
plica que vD seja uma fungio continua de D e portanto uma fungdo continua
dos parametros a, b, ¢, d quando as transformagoes sdo loxodrémicas. A relacao
(11.14) e o teorema anterior mostram entdo directamente que a razado R das
transformagoes é uma funcao continua dos pardmetros a, b, ¢, d. Por outro lado
as fungoes que definem z e y em (11.13) quando ¢ # 0 sdo também fungoes con-
tinuas destes pardmetros e o teorema anterior mostra que elas sao prolongdveis
por continuidade a (a,b,0,d).

|

Vamos agora provar um lema que conduz directamente & demonstragao da
convergéncia geral das fracgoes continuas loxodrémicas no limite.

Lema 11.28 - Seja (T;,) uma sucessio de transformagoes loxodrémicas com
razées R, e pontos fixos atractores x, e repulsores y,. Suponha-se que (R,),
(xn) € (yn) tém limites respectivamente R, x e y tais que |R| < 1 e z # y.

Sendo
anz + by,

cnz +d,
suponha-se ainda que as sucessoes (an), (bn), (cn),(d,) sdo convergentes. En-
tao a sucessio (Sp) definida para n > 1 por S, = Ty o---T, é geralmente
convergente e tem a sucessao constante y como excepcional.

T.(z) = para cada n > 1,

Demonstra¢ao. Consideremos em primeiro lugar o caso de = e y serem ambos
finitos. Sejam a, b, ¢, d os limites respectivamente de (a,), (byn), (cn),(dn), e T

a fungao definida por
_az+b

T(z) = .
(2) cz+d
Para cada n > 1 tem-se T, (z,,) = x,, e do teorema 11.18 resulta

T (z,) = Ry,

pelo que tomando limites se obtém T(z) = z e T'(x) = R. Como T(z) € C
segue-se que |cx + d| > 0 e existe entdo r > 0 tal que

min {|cz +d|: z € B(z,r)} > 0.

Dado que ¢, z+d,, converge uniformemente para cz+d em B (z,7) existe também
uma ordem m tal que

min {|cpz + dy| :anezGP(x,r)} > 0.

Como
T;LI(Z) =%, bnc, — andg
(C'nz + dn)
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existe entao uma constante M tal que
ITV(2)] <M sen>mez¢€ B(x,r)
pelo que
T (2) =T, ()| < M|z —x| sen>mez€B(z,r).

Sejam agora p € ||R|,1] e 6 = p — |R|. Escolhendo 0 € ]0,r[ tal que M6 < 6/2
segue-se que para todoon > m é

T (2) — T}, (x)| < 6/2 se z € B(x,0)
e pode ainda escolher-se um indice k¥ > m de modo a que se verifiquem as
condigoes

T (2) = T'(2)] < 3 0 e |Tn(z) =T(x)] <O0(1—p) sen>Fk. (11.15)

Se z € B (x,0) e n > k temos entdo
|T.(2) = R| = |T,,(2) = T'(2)| < |T;,(2) = T, ()| + T, (2) = T'(2)] < 6

pelo que
IT)(2)| <p sen>kezéeB(z0). (11.16)

Usando a segunda das condicdes (11.15) e dado z € B (z,0), para cada n > k é
assim

T (2) — 2| < |T0(2) = Tn(@)| + [Th(2) = T(x)| < plz —2|+0(1 —p) =10

pelo que
T, [B(z,0)] C B(z,0) se n>k. (11.17)

Sendo agora
Up=Tgy10---0Tpynsen>1

pode ver-se que -
|U), (2)| < p" se z € B(z,0). (11.18)

Dado z € B (z,0), de (11.16) resulta efectivamente
U7 (2)] = [Thpa (2)| < p

e se para algum n > 1 a relacao (11.18) for verdadeira, atendendo a (11.17)
temos

(U1 ()] = |Un Tisnsa )| = |Un Tisnsa ()] [Tnia (2)] < 0.
Dados z,w € B (x,0) é entdo

[Un (w) = Uy (2)| < p" |z —w| < 2p"0

204



pelo que
limdiam U, [B(z,6)] = 0.

Como
Un+1 E(x,@)] =U, [Tk+n+1 E(CL‘,Q)H c U, E(CE,@)] )
isto implica que existe vy € C tal que lim U, (z) = v sempre que z € B (z,0). Da
relagdo Sy1x(2) = Sk (Un(2)) resulta agora
lim S, (2) = Sk (y) se z € B (x,0)

e conclui-se que (S,,) converge geralmente para Sy (7).

Atendendo ao teorema 11.13, para provar que a sucessio constante y é excep-
cional para (S,,) basta mostrar que (S; 1) converge geralmente para y. Notando
que cada transformagao T}, * tem ainda razao R,, e ponto fixo atractor y,,, como
anteriormente prova-se que existem £ > 0 e uma ordem [ tais que

)(Tn’l)l(z)‘ <psen>lezecB(ye),

71 E(y,s)] C B(y,e) se n>L
Dado que
lim T(y) =T(y) =y

n—-+4oo

pode ainda supor-se que [ foi escolhido de modo a que
Tuly) € B(y,e) se n>1,
e isto implica y € T}, ! E (y, 5)] para todo o n > [. Pondo

_ -1 -1
V"*Tl—i-no'“oTl—i-l

tem-se agora
[V (2)] < p" se z€ B(y,e)

pelo que
lim diam V;, [B(y,¢)] =0,

e como o ponto y pertence a qualquer dos conjuntos V;, [B(y, €)] segue-se que

lim V,,(2)=y sez¢€ B(y,¢).

n—-+o0o

Por ser S}, = V,, 0 S, " temos entdo

n+l —
lim S;il (2) =y sez €8 [E(y,f)]

n—-+4oo

e isto mostra que S,; 1 converge geralmente para y.
Finalmente, para tratar os casos em que x = 0o ou y = 00 tomamos uma
transformacao de Mobius A tal que A (0) = z e A(1) = y, e consideramos as
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transformacoes semelhantes as .S, definidas por S} = A 1o S, 0\ Entao
o coroldrio do teorema 11.24 mostra que R, é também a razao de S}, e do
corolério 2 do teorema 11.20 resulta que os correspondentes pontos fixos atrac-
tor e repulsor sdo respectivamente A (z) = 0 e A~ (y) = 1. Dos resultados
ja estabelecidos deduz-se entdo que (S);) converge geralmente com a sucessdo
constante 1 como excepcional, e como S,, = Ao S} o A1 o teorema 11.15 per-
mite concluir que (S,,) também converge geralmente com a sucessdo constante
A (1) =y por excepcional.
|

Podemos agora provar o teorema fundamental sobre a convergéncia das
fracgoes continuas loxodrémicas no limite.

Teorema 11.29 (Lorentzen, 1987) - Uma frac¢do continua K, >Jan /by,
loxodrémica no limite é geralmente convergente Sendo m o comprimento do
periodo da frac¢ao continua limite K Nan/bn, S as respectivas fungdes aproxi-
mantes, y o ponto fixo repulsor de Sm, v o limite geral de K, Of{an /by, € Sy as
respectivas fungoes aproximantes, dado z € Co, tem-se

lim S, (z) = se Sy (2) #y para todo o k € {1,--- ,m}.

Demonstragio. Sejam R, x e y respectivamente a razio de K, >{a, /b e os
seus pontos fixos atractor e repulsor. Representando ainda por sn as fungoes
relativas a esta fraccdo continua definidas por (1.1), dados k € {1,---,m} e
n > 0 temos entao

_ ~ - ~ S(k)
Smntk+10 """ O Smntm+k = Sk+1 9+ 0 Smik = S\ -

Como "
. ~ 1 = ~ 1 = ~
Sm-i—k: E © m+k:Sk OSmOSk7

as transformagao anzrk e Sy, sio semelhantes pelo que §§,’f}rk ¢ também uma
transforma(;éoloxodromica com razao R e pontos fixos atractor e repulsor res-
pectivamente S, *(z) e S;* ().

Representando por s, as funcoes relativas a Kn 1an /by, definidas por (1.1),
para cada k € {1,--- ,m} e n > 0 sejam agora ) e yT(L ) respectivamente os

pontos fixos atractor e repulsor da transformagao

k
Tr(L ) = Smn+k+1©C O Smn+tk+m-

Como
lim T(k S

n=4o00 m—+k>’
o coroldrio do teorema 11.26 mostra que a partir de uma certa ordem as trans-
~ k) o~ ) (o .
formagdes Tr(L ) s30 também loxodrémicas e podemos sem perda de generalidade
supo i d d f ~ T(k') Pond
por que isso sucede com todas as transformacgoes T, . Pondo agora

¢® = lim z® ey® = lim y®

n—-+oo n—-+oo
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e atendendo ao coroldrio do teorema 11.27 segue-se que z(¥) e y(¥) sdo respec-

tivamente os pontos fixos atractor e repulsor de gf,’fik pelo que

z® = Sv,;l(x) ey = Sv,;l(y) seke{l,---,m}.
Fixado k € {1,...,m} e notando que

k k
Sim)wk: = To(k) 0---0 Tr(z—):L?

o lema anterior aplicado as transformacgoes Tflk_)l no lugar de T, mostra que

(k) 5
Sy L} converge geralmente para um certo valor 7, e que a sucessao constante

y®) ¢ excepcional. Tomando agora z € Cy \ {yx} temos

lim Spnik (2) = Jim SO (2,) (11.19)
com

Zn = (Smn—i-l ©--+0 3mn+k) (Z) .
Como

lim Zn = (gmn—i-l ©--+0 g’nm—&-k) (Z) = gk (Z)

e z#yk = §k_1(y), é entao

Sk(2) £y ="5."(y) =y
pelo que lim z, # y("™). Temos assim

lim SSZZL) (zn) =Tm
n—-+4oo

e dado que 9 = S, 0 S5, de (11.19) resulta

lim Sern+k (Z) =Sm (Tm) .

n—-+oo

Pondo v = Sy, (Tm), para todo o k € {1,--- ,m} é pois

lm  Spntk (2) =7

n—-+oo
se

2eC\ {8 W) ke {1, m}),

e conclui-se que (S,,) converge geralmente para .
|

Tomando z = 0 no teorema anterior obtemos a seguinte condigao suficiente
para a convergéncia em C., das fracgoes continuas loxodrémicas no limite:

Coroldrio - Uma fracgdo continua lozodromica no limite converge em Cyo
se a fracgdo continua limite convergir em Co.
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Demonstragdo. Se a fracgao continua limite K:{:ﬁn /En convergir em Cg
e y for o seu ponto fixo repulsor, o teorema 3.13 mostra que as suas fungoes
aproximantes S,, verificam necessariamente a condigdo Sy (0) # y para todo o
k € {1,---,m}. De acordo com o teorema anterior isto implica a convergeén-
cia em C,, da frac¢ao continua Kf{;"{an /by, pois implica que a correspondente
sucessao S, (0) seja convergente em C.

|

Exemplo 11.30 - Toda a fracgdo continua loxodrémica no limite cuja frac¢dao
continua limite tem periodo de comprimento 1 é convergente em Co.

Efectivamente uma fracgdo contfnua nao singular da forma K;>ja/b é loxo-
drémica sse b # 0 e a/b? € C\ ]—o0,1/4], e o corolério do teorema 1.15 mostra
que estas condigoes implicam a sua convergéncia.

Nota 11.31 - O resultado anterior tinha ji sido obtido no coroldrio 4 do
teorema 8.5 como consequéncia do teorema uniforme da pardbola.

Exemplo 11.32 - Seja K:ﬁ?an/bn loxodrémica no limite e suponha-se que
a fraccao continua limite K:ﬁ?ﬁn/gn tem periodo de comprimento 2. Entao
Kiﬁ‘ian/bn converge em Co, se 5152 £ 0.

Efectivamente no exemplo 3.9 mostrou-se que a condigao byby # 0 implica a
convergéncia de K °7d,,/by,.
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APENDICE - A métrica cordal

Para tornar C,, num espac¢o métrico vamos definir em C,, um conceito de
distancia segundo a qual o ponto co estd a uma distancia finita de todos os
ponto de C. Este novo conceito de distancia obtém-se de um modo natural
estabelecendo uma correspondéncia bijectiva entre os pontos de Co, € 0s pontos
da superficie de um esfera conhecida por esfera de Riemann. Mais precisamente,
dado o ponto O = (0,0,1/2) de R3 e sendo S a superficie da esfera de centro O
e raio 1/2, a condigao para um ponto (u,v,w) € R3 pertencer a S traduz-se por

u? + v Fw? =w. (1)

Identificando cada nimero complexo z = x + iy com o ponto C' = (x,y,0) € R3,
os pontos da recta que contém C' e o "polo norte" da esfera N = (0,0, 1) sdo
dados por

(,4,0) +t(N—-C)=(1—-t)z,(1 —t)y,t) com t € R.

Atendendo a (1) esta recta intersecta a superficie S nos pontos correspondentes
aos valores de t que verificam a condigao

(1—t)? 2P+ =t

e que sao
Els

t1:16t2: .
1+]z?

O polo norte da esfera corresponde a t; e o ponto correspondente a to, que é

2
z y 2]
¢ (2) = , , ; (2)
<1+|z|2 1+]2 1+|z|2>

diz-se a projec¢io estereogrifica de z na superficie da esfera considerada. Esta
projeccao aplica C sobre a superficie S privada do ponto N pois dado um ponto
P = (u,v,w) € S\ {N} arecta definida por P e N intersecta o plano complexo
no ponto

Zzl—w Z17w

o que implica ¢ (z) = (u, v, w), e isto pode ser confirmado analiticamente usando
a condicao (1).
A funcao ¢ é prolongdvel por continuidade ao ponto z = co pondo

p(c0) =(0,0,1) =N
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e obtém-se assim uma fungao continua e injectiva que aplica C, sobre a super-
ficie S. Esta aplicacao permite definir em C,, um novo conceito de distancia,
chamada distdncia cordal, pondo

d(21,22) = | (21) — ¢ (22)].

Como d (21, 22) é a distancia em R? das projeccoes estereograficas de 21 e 29, a
desigualdade triangular

d(zl,zg) < d(21,2’3) + d(23,2’2)

é uma consequéncia directa da defini¢ao e o conjunto C,, munido desta distancia
é efectivamente um espago métrico.
O teorema seguinte dd uma expressao simples para d (21, 22).

Teorema - Tem-se

|21 — 22

d(z1,22) = se z1,29 € C,
\/1+|z1|2\/1+|22|2
¢ 1
d(z,00) = ———= se z€C.
1+ |2

Demonstrag¢do. Suponha-se que z1, 22 € C e seja ¢ (2;) = (uj,vj,w;) para
j € {1,2}. Temos entao

d® (21, 22) = (u1 — up)” + (v1 — v2)” + (w1 — w2)?
e como estes pontos estao sobre a superficie S, da relacao (1) resulta
d? (21,22) = w1 + wa — 2 (urug + V1V + Wrw2) . (3)
Pondo ¢; =1+ |2 para j € {1,2} e atendendo a (2) temos agora

Re(z1) Re(z2)  (z1+71) (22 +722) 2120+ 2120 + 2122 + 2122
QNuguy = 2 - - :

a1 g2 2q192 2q142
o dm(z)Im(ze) (s —F) (=) 212 — 217 — Z12 + 212
2U1U2 =2 = — = — y
¢ Q2 2¢192 2q192
© 2.2
dwywy — 2121210
q192
Dado que
2 2 2 2 212
z z 2117+ |z2|” + 2|21 |2
TP o R = | W 1 e 1 |1||2|7

q1 q2 4192
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de (3) resulta entao

_ |2’1|2 + |22|2 — 2122 — Z122 _ |21 — 22|2
q192 q1q2

d? (2’1,2’2)

como se pretende.
Atendendo a continuidade no ponto oo da fungao ¢ que define a projeccao
esterografica, dado z € C temos finalmente

1
e Y STy N RV W

Coroldrio - Dada uma sucessio (zy,) de pontos de Coo € um ponto a € Copo
as condigdes lim z, = a e limd(z,,a) = 0 sdo equivalentes.

Demonstra¢do. Se a = oo podemos sem perda de generalidade supor z, € C
e a equivaléncia resulta entao de ser

1

\/ 1+ |Zn|2

Se a € C podemos ainda sem perda de generalidade supor z,, € C. Temos entao

d(zp,0) =

d(zp,a) < |z, — a

pelo que lim z, = a implica lim d(z,, a) = 0. Reciprocamente, se lim d(z,,a) =0

temos 1
=d(zn,0) > d(a,00) — d(zn,a)
1+ |2,|?

e isto mostra que sucessdo (z,) é limitada. Sendo L um majorante de |z,| é

entao
|zn — a| < d(zn,a)\/1+ |a|*V/1+ L2

e de limd(zy,,a) = 0 resulta lim z,, = a.
]
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LISTA DE SIMBOLOS

C Conjunto dos nimeros complexos

Coo -1

Sp -1

S, Funcao aproximante - 1

Sim _y

A,, Numerador canénico - 7

B,, Denominador canénico - 7

v/z Valor principal da raiz quadrada do nimero complexo z

¢ Numero de ouro - 16

F,, Numero de Fibonacci - 16

|z] Parte inteira do nimero real x

R Conjunto dos nidmeros reais

R* Conjunto dos nimeros reais positivos

R~ Conjunto dos nimeros reais negativos

R{ Conjunto dos nimeros reais ndo negativos
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R, Conjunto dos nimeros reais ndo positivos

Q Conjunto dos mimeros racionais

QT Conjunto dos mimeros racionais positivos

Q™ Conjunto dos niimeros racionais negativos

7Z Conjunto dos nimeros inteiros

Z7* Conjunto dos ntimeros inteiros positivos

Z~ Conjunto dos nimeros inteiros negativos

Z(T Conjunto dos nimeros inteiros nao negativos

Zy Conjunto dos mimeros inteiros ndo positivos

Sy [V] Transformado do conjunto V' pela fungéo S,

diam X Didmetro do conjunto X

z Conjugado de z

Im(z) Parte imagindria de z

Re(z) Parte real de z

arg (z) Argumento principal de z

B(z,r) Circulo aberto de centro z e raio r
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B(z,r) Circulo fechado de centro z e raio r

U Circulo unitério fechado B(0,1)

C(z,r) Circunferéncia de centro z e raio r

H,-93
E, - 116
Vo - 118

dist(z, X) Distancia do ponto z ao conjunto X

dist(X,Y") Distancia entre os conjuntos X e Y

(a),, Simbolo de Pochhammer - 158

d (z1, z2) Distancia cordal entre dois pontos de Cy, - 184, 210

limu,, Limite minimo de uma sucessao real

limu,, Limite mdximo de uma sucessao real
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