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§1. Introdução

O determinante de uma matriz com  linhas e  colunas é frequentemente8 8
definido como uma soma de  parcelas, indexada no conjunto das permutações8x
do conjunto Ö"ß #ßá ß 8× 8, cada parcela sendo um produto de  termos da matriz
pertencentes a linhas e colunas distintas multiplicado pelo sinal da permutação
envolvida na escolha da coluna associada a cada linha. A definição é
naturalmente precedida dos estudo do grupo das permutações, em particular da
definição do sinal de uma permutação e da propriedade essencial do sinal,
nomeadamente o teorema de Bézout.

Uma definição alternativa do determinante, menos algorítmica e mais natural,
consiste em estabelecer a existência de uma única forma multilinear alternada
sobre as colunas da matriz (ou, alternativamente, sobre as respectivas linhas) que
tome o valor  na matriz identidade; o determinante da matriz é então o valor"
dessa aplicação multilinear aplicada às colunas da matriz. O estudo do grupo das
permutações e do sinal destas continua, no entanto, a ser utilizado na prova do
resultado de existência e unicidade referido.

É também comum uma definição recursiva do determinante que utiliza o
desenvolvimento de Laplace relativamente a uma das linhas, para fixar ideias a
primeira. É então necessário mostrar que o desenvolvimento de Laplace relativa-
mente a outra linha ou relativamente a qualquer das colunas é ainda válido e,
para isso, as permutações e o respectivo sinal continuam a ser utilizados.

O ponto de partida deste texto foi explorar a possibilidade de, combinando a
segunda e a terceira via referidas atrás, definir o determinante e provar as suas
propriedades usuais dispensando completamente o estudo do grupo das permu-
tações e, em particular, a noção geral de sinal de uma permutação. É claro que
certas permutações particulares vão aparecer, quanto mais não seja na proprie-
dade usual da alternância de uma aplicação multilinear, mas nesses casos o que
joga o papel do sinal é definido de maneira .ad hoc

Por razões de maneabilidade, e também de gosto pessoal, o determinante
começa por ser definido para um sistema de  vectores de um espaço vectorial8
de dimensão , onde se considera fixada uma base, e o determinante de uma8
matriz do tipo  aparece posteriormente como o caso particular em que o8 ‚ 8
espaço vectorial é o das matrizes coluna e os vectores são as colunas da matriz.
Neste contexto, a definição do determinante é feita a partir de um resultado de
existência e unicidade cuja demonstração utiliza um lema simples, a que
chamámos “lema do desenrascanço”, que estabelece, para um espaço vectorial I
de dimensão  e um subespaço vectorial  de dimensão , a existência de8 J § I "
um isomorfismo entre o espaço vectorial das formas alternadas com  variáveis8
em  e o espaço vectorial das formas alternadas com  variáveis no espaçoI 8  "
vectorial quociente . Intimamente relacionada com a noção de determinante deI

J

um sistema de  vectores (associado a uma base fixada), é também estudada  a8
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noção de determinante de um endomorfismo linear, noção que já não depende da
fixação de uma base.

Há, naturalmente, situações em que certas propriedades se revelam mais
naturais no contexto das matrizes, como aquela que afirma que uma matriz e a
sua transposta têm o mesmo determinante, e, nessas situações, é no contexto das
matrizes que elas começam por ser examinadas.

Em geral, os espaços vectoriais que serão considerados são espaços
vectoriais sobre um corpo arbitrário , sem restrição portanto quanto à caracte-Š
rística do corpo, e, do mesmo modo, as matrizes são consideradas como tendo os
seus termos nesse corpo .Š

Há também situações em que é conveniente considerar num mesmo contexto
espaços vectoriais sobre dois corpos distintos, mais precisamente sobre um
corpo  e um subcorpo , onde a notação utilizada serve para lembrar oŠ Š Š- < -§
caso mais frequente em que  é o corpo  dos números complexos e  é oŠ ‚ Š- <

subcorpo  dos números reais. Numa situação deste tipo, todo o espaço vectorial‘
sobre  é trivialmente também um espaço vectorial sobre  (em geral comŠ Š- <

dimensão distinta) e, no sentido oposto, toda a matriz com termos em  éŠ<

também uma matriz com termos em . Uma das razões para considerar umaŠ-

situação deste tipo reside no facto de, quando  é um espaço vectorial sobre I Š<

e  um espaço vectorial sobre  (e portanto também sobre ), o conjuntoJ Š Š- <

PÐIà J Ñ I Ä J das aplicações lineares  ter uma estrutura natural de espaço
vectorial sobre ; em particular, quando  tem dimensão , podemosŠ- I 8
considerar o dual  com dimensão  sobre  e, simultaneamente,I œ PÐIà Ñ 8‡

< <Š Š
o dual estendido  ainda de dimensão  mas agora sobre .PÐIà Ñ 8Š Š- -

Outra situação pontual em que foi útil a alteração do corpo com que se está a
trabalhar foi no estudo do polinómio característico de uma matriz com termos
num corpo finito : Nesse caso o polinómio característico não fica determinadoŠ<

pela função polinomial associada e, para podermos utilizar esta função polino-
mial no estudo daquele, tirámos partido de considerar a matriz como tendo
termos num corpo infinito  do qual  é subcorpo, por exemplo no corpo dasŠ Š- <

frações racionais com coeficientes em .Š<

O lema do desenrascanço acima referido admite uma generalização, cuja
demonstração só marginalmente tem que ser modificada, que permite estudar,
mais geralmente, para um espaço vectorial  de dimensão  e uma base fixadaI 8
nesse espaço, uma base do espaço das formas alternadas com  variáveis: Ÿ 8
indexada no conjunto das partes de  com  elementos. EssaÖ"ß #ßá ß 8× :
generalização permite estudar esses espaços, em particular definir a operação de
produto exterior de uma forma alternada com  variáveis por uma com : ;
variáveis, que conduz a uma forma alternada com  variáveis, e estabelecer:  ;
as propriedades de -comutatividade e de associatividade dessa operação. As„
formas alternadas com um número de variáveis menor que a dimensão do espaço
vão posteriormente intervir no teorema de Binet–Cauchy, sobre o determinante
de um produto conveniente de matrizes retangulares, e no estudo do polinómio
característico de uma matriz ou de um endomorfismo linear.
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Sublinhamos, por fim, que supomos que o leitor deste texto está à vontade
com as noções básicas de Álgebra Linear, em particular com os espaços vecto-
riais de dimensão finita, incluindo as propriedades usuais no contexto da inva-
riância da dimensão, com as propriedades básicas das aplicações lineares entre
espaços vectoriais de dimensão finita e com as relações destas com as matrizes,
na presença de bases fixadas nos espaços envolvidos, assim como com os
conceitos de vector próprio e valor próprio.

Apesar de esta exposição não ter uma intenção didática, enunciaremos no fim
de algumas secções um conjunto de exercícios onde se propõe a prova de
resultados interessantes mas que não são utilizados no seguimento.

§2. Notações e preliminares.

Nesta secção vamos introduzir algumas notações que serão utilizadas no
texto e relembrar alguns factos que, apesar de estarmos a supor serem
conhecidos, parecem ser suficientemente importantes para merecerem ser
sublinhados. Ao introduzir certas notações, teremos também ocasião de
demonstrar algumas propriedades elementares em que estas intervêm e
que serão utilizadas nas secções seguintes.

2.1 Se  é uma matriz, com termos num corpo  do tipo Q 7Š, , isto é, com ‚ 8 7
linhas e  colunas, denotaremos por  o elemento da linha  e coluna  da8 Q 3 43

4

matriz. Neste contexto, dado , denotaremos por  a matrizM § Ö"ßá ß7× QM

que se obtém de  retirando-lhe as linhas que não estão em  e, paraQ M
N § Ö"ßá ß8× Q Q,  denotará a que se obtém de  retirando-lhe as colunasN

que não estão em . Ainda neste contexto, denotamos porN

Q œ ÐQ Ñ œ ÐQ ÑM M M
N N N

a matriz duplamente amputada.
Denotaremos por , ou  se não houver risco de ambiguidade, a matriz\ \8

identidade do tipo .8 ‚ 8

2.2 Se  for um conjunto finito de números naturais com  elementos, vamosM :
denotar por M ß M" #ßá ß M M: os elementos de  postos por ordem, isto é os
definidos pela condição de se ter

M œ ÖM ß M ßá ß M × M  M  â  M" # : " # :, com .

Podemos, por exemplo, utilizar esta notação para redefinir mais precisamente
a matriz  referida em : Trata-se da matriz do tipo  cujo elementoQ : ‚ 8M 2.1
da linha  e coluna  é .3 4 QM

4
3



4 §2. Notações e preliminares

2.3 Dado um corpo Š Š, podemos identificar a potência  ao espaço das7

matrizes coluna com  linhas e denotamos por  os elementos7 ß ßá ß/ / /" # 7

da  deste espaço, correspondentes às matrizes colunabase canónica

\ \ \Ö"× Ö#× Ö7×œ œ âß œ

" ! !
! " !
ã ã ã
! ! "

               
     

, , ,   (1)

respectivamente. O vector  é assim aquele que tem  na linha  e  nas/4 " 4 !
restantes linhas.
A uma matriz  do tipo  associamos a sequência de  vectores de Q 7‚ 8 8 Š7

correspondentes às matrizes coluna , tendo-seQ ßáßQÖ"× Ö8×

Q œ Q Q âQÖ4×
" # 7
4 4 4" # 7/ / / .   (2)

2.4 Por vezes, introduziremos o contexto de um resultado com a frase “Conside-
remos dois corpos Š Š< -§ Þ”. Quando o fizermos estamos a exprimir de
forma abreviada que vamos considerar um corpo  e um subcorpo  deŠ Š- <

Š- . O exemplo concreto mais comum, que explica a notação utilizada, é
aquele em que  é o corpo  dos números complexos e  o subcorpo Š ‚ Š ‘- <

dos números reais, mas outras situações são possíveis e também não
afastamos a possibilidade de se ter  o que, não parecendo ser umaŠ Š< -œ
situação extremamente interessante, tem a vantagem de não nos obrigar a
duplicar enunciados, um para o caso em que lidamos com um único corpo e
outro para aquele em que temos dois corpos distintos.

2.5 Como exemplo de aplicação das considerações feitas em , consideremos2.4
corpos  sobre o corpo Š Š Š< - <§ I 8, um espaço vectorial  de dimensão  e
um espaço vectorial  de dimensão  sobre o corpo . Uma vez que  éJ 7 JŠ-

também naturalmente um espaço vectorial sobre o subcorpo  (eventual-Š<

mente de dimensão infinita ), podemos considerar o espaço vectorial1

PÐIàJÑ ÀI Ä J, cujos elementos são as aplicações lineares , espaço esse-
que tem uma estrutura natural de espaço vectorial sobre . Quando consi-Š-

derado como espaço vectorial sobre ,  tem dimensão , porŠ- PÐIà J Ñ 7 ‚ 8
ser isomorfo ao espaço vectorial das matrizes do tipo  de elementos de7‚ 8
Š-  (o isomorfismo fica associado à escolha de uma base de , como espaçoI
vectorial sobre , e de uma base de , como espaço vectorial sobre ).Š Š< -J

2.6  Um caso particular do referido em  é aquele em(Espaço vectorial dual) 2.5
que consideramos para  o corpo J Š Š- <

‡. Nesse caso,  é o I œ PÐIà Ñ dual
de  e a  poder-se-ia dar o nome de  de  (aos seusI PÐIà Ñ IŠ- dual estendido
elementos é usual dar também o nome de ). No caso em queformas lineares
I 8 PÐIà Ñ § PÐIà Ñ tem dimensão , tem-se  e os dois espaçosŠ Š< -

vectoriais têm dimensão , o primeiro como espaço vectorial sobre  e o8 Š<

1No caso em que  e ,  teria dimensão  sobre .Š ‚ Š ‘ Š- < <œ œ J #7
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segundo como espaço vectorial sobre . Dada uma base  deŠ- " # 8A ßA ßá ßA
I ß ßá ß PÐIà Ñ, fica-lhe associada uma   de , comobase dual α α α Š" # 8 <

espaço vectorial sobre , que é também uma base de , comoŠ Š< -PÐIà Ñ
espaço vectorial sobre , onde as aplicações lineares  estãoŠ α Š- 4 <À I Ä
determinadas pelos seus valores nos elementos da base:

α4 3ÐA Ñ œ
" 3 œ 4
! 3 Á 4 , se 

, se 
 .

Os elementos da base dual também podem ser chamados de aplicações
lineares coordenadas, uma vez que, para cada ,B − I

B œ ÐBÑA  ÐBÑA â ÐBÑAα α α" " # # 8 8.   (1)

Recordemos que a igualdade (1) admite uma variante que nos identifica as
coordenadas de um elemento  na base :" Š α α α− PÐIà Ñ ß ßá ß- " # 8

" " α " α " αœ ÐA Ñ  ÐA Ñ â ÐA Ñ" " # # 8 8.   (2)

2.7  Consideremos corpos (Imagem recíproca) Š Š< -§ , dois espaços vectoriais
I I ÀI Ä I e  sobre  e uma aplicação linear . Podemos entãow w

<Š -
considerar os espaços vectoriais  e  sobre  e define-sePÐIà Ñ PÐI à ÑŠ Š Š- - -

w

a aplicação linear imagem recíproca

- Š Š - " " -‡ w ‡
- -À PÐI à Ñ Ä PÐIà Ñ Ð Ñ œ ‰, ,

aplicação linear essa que aplica  em  e cuja restrição aPÐI à Ñ PÐIà Ñw
< <Š Š

PÐI à Ñw
<Š  também é chamada de .aplicação linear dual

As aplicações lineares imagem recíproca verificam trivialmente condições
naturais de contravariância, do tipo

Ð ‰ Ñ œ ‰. - - .‡ ‡ ‡,

condições que implicam que, no caso em que  é um isomorfismo, - -‡

também é um isomorfismo e com inverso .Ð Ñ-" ‡

Suponhamos que em  se fixou uma base  e em  uma baseI A ßá ßA I" 8
w

A ßá ßA Q 7 8w w
" 7 e consideremos a matriz , com  linhas e  colunas, da

aplicação linear  naquelas bases, portanto a definida por-

-

-

-

ÐA Ñ œ Q A Q A âQ A

ÐA Ñ œ Q A Q A âQ A

â

ÐA Ñ œ Q A Q A âQ A

"
" w # w 7 w
" " " # " 7

#
" w # w 7 w
# " # # # 7

8
" w # w 7 w
8 " 8 # 8 7

,

,

.

Considerando-se então as bases associadas  de  eα α Š" 8 -ßá ß PÐIà Ñ
α α Šw w w
" 7 -ßá ß PÐI à Ñ de , vem
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- α α α α

- α α α α

- α α α α

‡ w " " "
" " # 8" # 8

‡ w # # #
# " # 8" # 8

‡ w 7 7 7
7 " # 8" # 8

Ð Ñ œ Q Q âQ

Ð Ñ œ Q Q âQ

â

Ð Ñ œ Q Q âQ

,

,

,

ou seja, a matriz de  nas bases associadas é a- Š Š‡ w
- -À PÐI à Ñ Ä PÐIà Ñ

matriz transposta  da matriz .Q Q>

2.8   Quando  é um espaço vectorial sobre o(Espaço vectorial quociente) a) I
corpo Š e  é um subespaço vectorial podemos considerar o J § I espaço
vectorial quociente , cujos elementos são as classes de equivalência deI

J

elementos  para a relação de equivalênciaB − I

B µ B Í B  B − Jw w ,

com as operações de espaço vectorial naturalmente definidas. Neste contexto,
usaremos a notação  para designar a classe de equivalência de umÒBÓJ
elemento , como alternativa à designação mais usual  Usare-B − I B  JÞ2

mos a notação  para a  no quociente, isto é, para3À I Ä I
J projeção canónica

a aplicação linear definida por .3ÐBÑ œ ÒBÓJ
b) No caso em que  é uma base de  tal que os últimos A ßá ßA I 8  :" 8

vectores  constituem uma base de , os vectoresA ßá ßA J:" 8

ÒA Ó ßá ß ÒA Ó" J : J

constituem uma base do espaço vectorial quociente .I
J

c) Se  é outro espaço vectorial sobre  e  é uma aplicaçãoI ÀI Ä Iw wŠ -

linear tal que  fica bem definida uma aplicação linear  por- -ÎJ
I
J

wœ ! À Ä Is

- -sÐÒBÓ Ñ œ ÐBÑJ ,

que se diz ser a obtida a partir de  por . Basta, com- passagem ao quociente
efeito, reparar que, se for , vem  dondeÒBÓ œ ÒB Ó B  B − JJ J

w w

- - - - -ÐB Ñ œ B  ÐB  BÑ œ ÐBÑ  ÐB  BÑ œ ÐBÑw w w  ,

visto que a linearidade de  é de verificação trivial.-s

Em consequência do que acabamos de referir, se  é um subespaçoJ § Iw w

vectorial e  é uma aplicação linear tal que , ficamos- -À I Ä I ÐJÑ § Jw w

com uma aplicação linear

- - -s sÀ Ä ÐÒBÓ Ñ œ Ò ÐBÑÓ
I I

J J

w

w J J, ,w

2A designação usual  parece-nos favorecer maiores “engarrafamentos gráficos” nasB  J
fórmulas e “escancarar” uma informação que se revela pouco importante, nomeadamente
a caracterização do conjunto dos elementos equivalentes a .B
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que se diz também ser a obtida a partir de  por .- passagem ao quociente
d) No contexto de b) e c), sejam  e  e consideremos8 œ :  ; 8 œ :  ;w w w

uma base  de  tal que os vectores  constituamA ßá ßA I A ßá ßA" 8 :" :;

uma base de  e uma base  de  tal que os vectoresJ A ßá ßA Iw w w
" 8w

A ßá ßA Jw w w
: " : ;w w w  constituam uma base de  e consideremos as bases

ÒA Ó ßá ß ÒA Ó ÒA Ó ßá ß ÒA Ó" J : J J J
I I
J J

w w
" : de  e  de  que lhes estão associadas.w w

w

w

Nas bases referidas a matriz  de uma aplicação linear  para aQ ÀI Ä I- w

qual  admite uma decomposição em blocos da forma-ÐJ Ñ § J w

 E !
F G

,

onde a matriz  é do tipo , a matriz de zeros é do tipo , a matrizE : ‚ : : ‚ ;w w

F ; ‚ : G ; ‚ ; G é do tipo  e a matriz  é do tipo ; a matriz  é a matriz daw w

restrição  e a matriz  é a matriz de .- -ÎJ
I I
J JÀ J Ä J E À Äs

2.9  Se  é uma matriz(Traços de matrizes e de endomorfismos lineares) a) Q
quadrada, com  linhas e  colunas e com termos num corpo  o  de8 8 Š, traço
Q ÐQÑ, Tr , é, por definição a soma dos seus termos diagonais, portanto um
elemento de :Š

Tr .ÐQÑ œ Q Q âQ" # 8
" # 8

Uma propriedade elementar, mas importante, do traço diz que, dadas uma
matriz  com  linhas e  colunas e uma matriz  com  linhas e Q 7 8 T 8 7
colunas, as matrizes quadradas  e , em geral com diferentesQ ‚T T ‚Q
dimensões, têm o mesmo traço, nomeadamente

Tr Tr .ÐQ ‚ TÑ œ ÐT ‚QÑ œ Q T
3ß4

3
4

4
3

Esta propriedade implica, em particular, que, se  e  são Q T matrizes
quadradas , com  linhas e  colunas isto é, se se temsemelhantes 8 8 ß

T œ \ ‚Q ‚\" ,

para uma certa matriz invertível , então  e  têm o mesmo traço.\ Q T
b) Dados um espaço vectorial  de dimensão  sobre o corpo  e umI 8 Š
endomorfismo linear , define-se o seu  Tr  como sendo o- -À I Ä I Ð Ñtraço
traço da matriz de  numa base arbitrária de , este último não dependendo- I
da base de  que se considera uma vez que as matrizes relativas a duas basesI
de  são matrizes semelhantes. No caso em que , tem-se ,I 8 œ " œ + M.- I

para um certo , e então Tr .+ − Ð Ñ œ +Š -
c) A definição do traço de uma matriz referida em a) implica trivialmente que
se  é uma matriz quadrada, com  linhas e  colunas, a matriz  a a suaQ 8 8 Q
transposta  têm o mesmo traço. Daqui se deduz, tendo presente o referidoQ>

em , que, dados dois corpos , um espaço vectorial  de2.7 Š Š< -§ I
dimensão  sobre  e um endomorfismo linear , com o corres-8 ÀI Ä IŠ -<
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pondente endomorfismo linear imagem recíproca ,- Š Š‡
- -À PÐIà Ñ Ä PÐIà Ñ

tem-se

Tr Tr .Ð Ñ œ Ð Ñ −- - Š‡
<

2.10  Consideremos(Comportamento da dimensão quando se muda o corpo)
dois corpos Š Š Š< - -§  tais que  seja um espaço vectorial de dimensão finita
5 I 8 sobre .  Se  é um espaço vectorial de dimensão  sobre  então aŠ Š< -

3

dimensão de  como espaço vectorial sobre  é . Mais precisamente,I 5 ‚ 8Š<

se  for uma base de  como espaço vectorial sobre  e  forÐ+ Ñ ÐA Ñ3 3−M - < 4 4−NŠ Š
uma base de  como espaço vectorial sobre  então a família dos ,I + AŠ- 3 4

com , é uma base de  como espaço vectorial sobre .Ð3ß 4Ñ − M ‚ N I Š<

2.11  Sejam  um espaço vectorial de dimen-(Um lema com aplicação adiada) I
são  sobre um corpo 8   " Š - e  uma aplicação linear. ExistemÀ I Ä I
então aplicações lineares , cada uma das quais admitindo um- -w wwß À I Ä I
vector próprio diferente de , tais que .! œ ‰- - -w ww

Dem: Comecemos por fazer notar que o resultado é trivial no caso em que -
admite um vector próprio diferente de , visto que podemos então tomar!
- - -w ww

Iœ œ M. I e , esta última admitindo qualquer vector de  como vector
próprio associado ao valor próprio . Fixemos agora um vector  em " B Á ! I!

que, pelo que dissémos atrás, podemos já supor não ser um vector próprio de
- -. Então os vectores  são linearmente independentes e podemosB ß ÐB Ñ! !

completá-los com um conjunto de vectores de  de modo a obter uma baseI
de . Seja  o isomorfismo que aplica  em , aplica I ÀI Ä I B ÐB Ñ ÐB Ñ- - -w

! ! !

em  e aplica cada um dos restantes vectores da base nele mesmo, isomor-B!

fismo para o qual se tem  e- -w w" œ

- - -w
! ! ! ! B  ÐB Ñ œ ÐB Ñ  B ,

admitindo assim  como vector próprio diferente de . Tem-seB  ÐB Ñ !! !-
agora  onde  admite  como vector próprio diferente- - - - - -œ ‰ œ ‰ Bw ww ww w

!

de .! 

2.12  Verificar que, se  é um espaço vectorial de dimensão (Exercícios) 1) I 8
sobre o corpo ‚ dos números complexos com uma base  entãoA ßá ßA ß" 8

I, considerado como espaço vectorial sobre o corpo  dos números reais‘
tem dimensão  e admite uma base constituída pelos vectores#8

A ßá ßA ß 3A ßá ß 3A" 8 " 8.

2) Sejam  um espaço vectorial de dimensão  sobre o corpo  dos númerosI 8 ‚
complexos e  uma aplicação linear. Reparar que  também é linear- -À I Ä I
quando se considera  como espaço vectorial sobre o corpo  dos númerosI ‘
reais mas que o traço Tr  depende de qual dos dois corpos se está a consi-Ð Ñ-
derar como corpo dos escalares. Mais precisamente, dando a Tr  e a‚Ð Ñ-

3Diz-se então que  é uma   de .Š Š- <extensão finita de grau 5
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Tr  os significados naturais, mostrar que se tem‘Ð Ñ-

Tr Tr ,‘ ‚Ð Ñ œ #d Ð Ñ- - 
onde  designa a parte real de um número complexo.d
3) Sejam  um espaço vectorial de dimensão  sobre o corpo ,  umI 8 J § IŠ
subespaço vectorial e  uma aplicação linear tal que  e- -À I Ä I ÐJÑ § J

consideremos a aplicação linear  que se obtém por passagem ao-sÀ ÄI I
J J

quaociente. Mostrar que se tem

Tr Tr Tr .Ð Ñ œ Ð Ñ  Ð Ñs- - -ÎJ

§3. Formas multilineares alternadas

3.1  Sejam  espaços vectoriais sobre o corpo (Aplicações bilineares) IßJ ßK Š.
Diz-se que uma aplicação  é  se é separadamente0À I ‚ J Ä K bilinear
linear nas duas variáveis, mais precisamente se:
1)  Para cada , é linear a aplicação(Linearidade na primeira variável) C − J

I Ä K B È ÐBß CÑ, ;0

2)  Para cada , é linear a aplicação(Linearidade na segunda variável) B − I

J Ä K C È ÐBß CÑ, .0

3.2  Se  é um espaço vectorial sobre o(Exemplos de aplicações bilineares)"Ñ I
corpo Š Š então, considerando  como espaço vectorial de dimensão  sobre"
Š Š, a multiplicação pelos escalares é uma aplicação bilinear . Em‚I Ä I
particular a multiplicação do corpo é uma aplicação bilinear .Š Š Š‚ Ä
2) O conjunto  das matrizes de tipo  com termos num corpo` Š7‚8Ð Ñ 7 ‚ 8
Š Š tem uma estrutura natural de espaço vectorial sobre , com dimensão
7‚ 8. A multiplicação de matrizes define aplicações bilineares

` Š ` Š ` Š7‚8 8‚: 7‚:Ð Ñ ‚ Ð Ñ Ä Ð Ñ.

3) Dados três espaços vectoriais ,  e  sobre o corpo , podemosI J K Š
considerar os espaços vectoriais ,  e  sobre o corpoPÐIàJÑ PÐJ àKÑ PÐIàKÑ
Š Š Š Š (cf. 2.5, com ) e a composição de aplicações lineares é uma< -œ œ
aplicação bilinear

PÐJ àKÑ ‚ PÐIà JÑ Ä PÐIàKÑ.

4) Dados dois espaços vectoriais  e  sobre o corpo , podemos considerarI J Š
uma aplicação bilinear
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PÐIàJÑ ‚ I Ä J Ð ß BÑ È ÐBÑ, 0 0

(a ).aplicação de avaliação
5) Dados dois corpos ,  um espaço vectorial sobre  e  umŠ Š Š< - <§ I J
espaço vectorial sobre , podemos considerar os espaços vectoriaisŠ-

PÐIà Ñ PÐIà J ÑŠ Š- - e  sobre  e podemos considerar uma aplicação bilinear

PÐIà Ñ ‚ J Ä PÐIàJÑ Ð ß CÑ È Œ CŠ " "- , ,

onde denotamos por  a aplicação linear  que a  associa" Œ C I Ä J B − I
" "ÐBÑC C (o  de  por ).produto tensorial

O resultado a seguir, que será generalizado mais tarde para aplicações
multilineares, permite nalguns casos provar trivialmente resultados sobre
aplicações bilineares a partir de resultados conhecidos sobre aplicações
lineares.

3.3  Consideremos corpos (Um isomorfismo auxiliar) Š Š< -§ I J e sejam  e 
espaços vectoriais sobre o corpo  e  um espaço vectorial sobre o corpoŠ< K
Š 0- . O conjunto  das aplicações bilineares  temPÐIßJ àKÑ ÀI ‚ J Ä K
então uma estrutura natural de espaço vectorial sobre  e podemos consi-Š-

derar um isomorfismo de espaços vectoriais sobre Š-

EÀ PÐIß J àKÑ Ä P IàPÐJ àKÑ 
definido por

E 0 0Ð ÑÐBÑÐCÑ œ ÐBß CÑ,

cujo inverso

E"À P IàPÐJ àKÑ Ä PÐIßJ àKÑ 
está definido por

E - -"Ð ÑÐBß CÑ œ ÐBÑÐCÑ.

Dem: Não explicitamos a demonstração completa deste resultado que é
totalmente previsível mas fastidiosa se levada ao pormenor. Sublinhamos
apenas que, dado , a linearidade, para cada , da aplicação 0 0B − I C È ÐBß CÑ
resulta da linearidade de  na segunda variável e que a linearidade da0
aplicação que transforma  nesta aplicação linear resulta da linearidade de B 0
na primeira variável e da definição das operações em .PÐJ àKÑ 

Como exemplo de aplicação do isomorfismo precedente, generalizamos
para as aplicações bilineares um resultado bem conhecido no contexto das
aplicações lineares.
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3.4 (Determinação de uma aplicação bilinear pelos seus valores nos elemen-
tos de duas bases) Sejam  e  dois espaços vectoriais sobre o corpo I J Š, o
primeiro munido de uma base  e o segundo de um base .A ßá ßA D ßá ß D" 7 " 8

Seja  um espaço vectorial sobre  e consideremos, para cada  eK " Ÿ 3 Ÿ 7Š
" Ÿ 4 Ÿ 8 ? − K, um vector . Existe então uma única aplicação bilinear3ß4

0 0À I ‚ J Ä K ÐA ß D Ñ œ ? tal que .3 4 3ß4

Dem: Comecemos por provar a existência. Para cada , o resultado" Ÿ 3 Ÿ 8
conhecido no contexto das aplicações lineares permite considerar uma
aplicação linear  tal que ; de novo pelo mesmo- -3 3 4 3ß4− PÐJ àKÑ ÐD Ñ œ ?
resultado, podemos agora considerar uma aplicação linear -À I Ä PÐJ àKÑ
tal que ; considerando agora a aplicação bilinear - - 0ÐA Ñ œ ÀI ‚ J Ä K3 3

imagem de  pelo isomorfismo  em , vem- E" 3.3

0 - -ÐA ß D Ñ œ ÐA ÑÐD Ñ œ ÐA Ñ œ ?3 4 3 4 3 4 3ß4.

Para a unicidade, o caminho é análogo. Suponhamos que  é0wÀ I ‚ J Ä K
tal que ; podemos considerar a aplicação linear0w 3 4 3ß4ÐA ß D Ñ œ ?

- E 0w wœ Ð ÑÀ I Ä PÐJ àKÑ

que vai verificar

- 0w w
3 4 3 4 3ß4ÐA ÑÐD Ñ œ ÐA ß D Ñ œ ? ,

pelo que , e portanto , donde .- - - - 0 0w w w
3 3ÐA Ñ œ œ œ 

3.5  Sejam  e  dois espços vectoriais(Aplicações bilineares alternadas) I K
sobre um corpo Š 0. Diz-se que uma aplicação bilinear  éÀ I ‚ I Ä K
alternada se se tem , qualquer que seja .0ÐBß BÑ œ ! B − I
Quando isso acontecer a aplicação bilinear é também , noanti-simétrica
sentido de se ter

0 0ÐCß BÑ œ  ÐBß CÑ,

quaisquer que sejam . Bß C − I 4

Dem: Tem-se

! œ ÐB  Cß B  CÑ œ ÐBß B  CÑ  ÐCß B  CÑ œ

œ ÐBß BÑ  ÐBß CÑ  ÐCß BÑ  ÐCß CÑ œ

œ ÐBß CÑ  ÐCß BÑ

0 0 0

0 0 0 0

0 0 ,

donde .0 0ÐCß BÑ œ  ÐBß CÑ 

3.6  Os exemplos de aplicações bilineares alternadas não são tão(Exemplo)
frequentes como os de aplicações bilineares gerais. Apresentamos neste
momento apenas dois:

4No caso em que o corpo  tem característica diferente de , isto é, quando  em ,Š Š# # Á !
a anti-simetria implica a alternância, facto que não teremos ocasião de utilizar. Com
efeito, a igualdade  implica que , donde .0 0 0 0ÐBß BÑ œ  ÐBß BÑ # ÐBß BÑ œ ! ÐBß BÑ œ !



12 §3. Formas multilineares alternadas

1) Sendo Š um corpo, podemos definir uma aplicação bilinear alternada

det detÀ ‚ Ä ÐB ß B Ñß ÐC ß C Ñ œ B C  C BŠ Š Š# #
" # " # " # " #, . 

Temos aqui um caso muito particular do determinante que será estudado
adiante.
2) Sendo  um corpo, podemos definir uma aplicação bilinear alternadaŠ

0 Š Š Š

0

À ‚ Ä

ÐB ß B ß B Ñß ÐC ß C ß C Ñ œ B C  C B ß C B  B C ß B C  B C

$ $ $

" # $ " # $ # $ # $ " $ " $ " # # "

,

.   
No caso em que  é o corpo  dos números reais, esta aplicação bilinearŠ ‘
alternada é essencialmente o produto externo.

Vamos agora examinar a situação mais geral das aplicações multilineares
em que, em vez de duas variáveis, temos um número finito  de variáveis.:
Limitamos o nosso estudo ao caso que nos vai interessar, em que os dife-
rentes factores do domínio coincidem com um mesmo espaço vectorial I
sobre um corpo  e o espaço vectorial de chegada é o mesmo corpo ouŠ<

um corpo  tendo  como subcorpo. Nesse caso, as aplicações multili-Š Š- <

neares são também chamadas formas multilineares.

3.7  Consideremos corpos (Formas multilineares de grau ): Š Š< -§  e um
espaço vectorial  sobre o corpo . Chamamos  de grau I :Š< forma multilinear
sobre  (com valores em ) a uma aplicação  (I ÀI ‚ I ‚âI Ä :Š 0 Š- -

variáveis no domínio) que é separadamente linear em cada variável (num
sentido análogo ao de ).3.1
No caso em que  temos as formas lineares, referidas em , e no caso: œ " 2.6
em que  também usamos a designação forma bilinear.: œ #
Por extensão, também admitimos o caso em que , caso em: œ !
consideramos que uma forma multilinear de grau  é simplesmente um!
escalar em .  Em enunciados em que intervém um grau arbitrário não seŠ-

5

considerará afastado o caso em que este é ; mesmo que as demonstrações!
pareçam apenas fazer sentido quando o grau  é estritamente positivo, o caso:
do grau , se não for explicitamente afastado, será de justificação trivial.!
Denotamos por  o conjunto das formas multilineares de grau ,P ÐIà Ñ ::

-Š
conjunto esse que tem uma estrutura natural de espaço vectorial sobre o
corpo .Š-

3.8  Consideremos corpos (Um isomorfismo auxiliar) Š Š< -§ I e  um espaço
vectorial sobre o corpo . Para cada  pode então considerar-se um isomor-Š< :

5Não é uma convenção totalmente arbitrária: Uma aplicação com zero variáveis pode ser
identificada com a imagem por ela do único elemento do domínio, a saber, a sequência
vazia. Esta interpretação, talvez no limiar do inaceitável por aqueles que preferem
conceitos mais concretos, deve ser relembrada em futuras definições em que se pretenda
permitir que alguma das formas multilineares tenha grau .!
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fismo

E Š ŠÀ P ÐIà Ñ Ä P IàP ÐIà Ñ:" :
- - 

definido por

E 0 0Ð ÑÐB ÑÐB ßá ß B Ñ œ ÐB ß B ßá ß B Ñ" # :" " # :" , 6

cujo inverso

E Š Š" : :"
- -À P IàP ÐIà Ñ Ä P ÐIà Ñ 

está definido por

E - -"
" # :" " # :"Ð ÑÐB ß B ßá ß B Ñ œ ÐB ÑÐB ßá ß B Ñ.

Dem: A justificação é uma adaptação trivial da apresentada, no caso em que
: œ ", em .3.3 

3.9 (Determinação de uma forma multilinear pelos seus valores nas
sequências de elementos de uma base) Consideremos corpos Š Š< -§  e
um espaço vectorial  sobre o corpo , munido de uma base .I A ßá ßAŠ< " 8

Consideremos, para cada sequência  de índices em  um3 ßá ß 3 Ö"ßá ß 8×" :

escalar . Existe então um único  tal que, para cada+ − − P ÐIà Ñ3 ßáß3 - -
:

" :
Š 0 Š

sequência ,3 ßá ß 3" :

0ÐA ßá ßA Ñ œ +3" 3 3 ßáß3: " :
.

Dem: A demonstração, por indução em , é uma adaptação simples da:
justificação da propriedade , utilizando-se  em vez de .3.4 3.8 3.3 

3.10  Consideremos(Formas multilineares num espaço vectorial quociente)
corpos Š Š Š< - <§ I J § I,  um espaço vectorial sobre o corpo  e  um
subespaço vectorial. Seja  tal que se tenha 0 Š 0− P ÐIà Ñ ÐB ßá ß B Ñ œ !:

- " :

sempre que  para algum índice . Fica então bem definido umB − J " Ÿ 3 Ÿ :3

elemento , que se diz ser o obtido a partir de  por 0 Š 0s − P Ð à Ñ: I
J - passagem

ao quociente pela condição de se ter

0 0sÐÒB Ó ßá ß ÒB Ó Ñ œ ÐB ßá ß B Ñ" J : J " :

(comparar com o referido na alínea c) de ).2.8
Dem: Fazemos a demonstração por indução em , reparando desde logo que:
o caso  é trivial. O caso em que , já foi referido na alínea c) de: œ ! : œ "
2.8. Supondo que o resultado é verdadeiro para um certo grau , consi-:
deremos , verificando a condição referida no enunciado.0 Š− P ÐIà Ñ:"

-

Lembrando o isomorfismo  em , vemos que, para cada , a apli-E 3.8 B − I"

cação  verifica a condição do enunciado pelo que, pelaE ŠÐB Ñ − P ÐIà Ñ" -
:

6Comparar com .3.3



14 §3. Formas multilineares alternadas

hipótese de indução, fica bem definido um elemento E ŠÐB Ñ − P Ð à Ñ" -s : I
J

por

E 0 0Ð ÑÐB Ñ ÐÒB Ó ßá ß ÒB Ó Ñ œ ÐB ßá ß B Ñ" # J :" J " :"s .

Uma vez que se tem  sempre que , fica bem definidaE 0Ð ÑÐB Ñ œ ! B − J" "s

uma aplicação linear  por- ŠÀ Ä P Ð à ÑI I
J J

:
-

- E 0ÐÒB Ó Ñ œ Ð ÑÐB Ñ" J " s

e então pondo , tem-se0 E - Šs œ Ð Ñ − P Ð à Ñ" :" I
J -

0 -

E 0 0

sÐÒB Ó ßá ß ÒB Ó Ñ œ ÐÒB Ó ÑÐÒB Ó ßá ß ÒB Ó Ñ œ

œ Ð ÑÐB Ñ ÐÒB Ó ßá ß ÒB Ó Ñ œ ÐB ßá ß B Ñ
" J :" J " J # J :" J

" # J :" J " :"s . 

3.11  No contexto de , tem lugar um subespaço(Complemento de )3.10 3.10
vectorial P ÐIà Ñ P ÐIà Ñ:

J - -
:Š Š 0 de , constituído pelos  tais que se tem

0ÐB ßá ß B Ñ œ ! B − J " Ÿ 3 Ÿ :" : 3 sempre que  para algum índice , e tem
lugar um isomorfismo

P ÐIà Ñ Ä P Ð à Ñ È Þ
I

J
s:

J - -
:Š Š 0 0,

Dem: É evidente que esta aplicação é linear, a injectividade é simplesmente a
constatação de que  determina  e a sobrejectividade resulta de que, para0 0s

cada , o elemento  definido por0 Š 0 Šs − P Ð à Ñ − P ÐIà Ñ: :I
J - -

0 0ÐB ßá ß B Ñ œ ÐÒB Ó ßá ß ÒB Ó Ñs
" : " J : J

vai pertencer a  e ter  por imagem.P ÐIà Ñ:
J -Š 0 

3.12  Generalizando o referido(Imagem recíproca de uma forma multilinear)
em , consideremos corpos 2.7 Š Š< -

w§ I I, dois espaços vectoriais  e  sobre
Š -<

w e uma aplicação linear . Para cada , podemos então consi-À I Ä I :
derar uma aplicação linear imagem recíproca

- Š Š‡ : w :
: - -À P ÐI à Ñ Ä P ÐIà Ñ

definida por

- 0 0 - -‡
: " : " :Ð ÑÐB ßá ß B Ñ œ ÐB Ñßá ß ÐB Ñ .

Para , reencontramos a aplicação linear  e para: œ " -‡ referida em 2.7
: œ !, - Š Š‡ !

! - - é simplesmente a aplicação linear identidade de .P ÐIà Ñ œ
Tal como em s aplicações lineares imagem recíproca verificam2.7, a
trivialmente propriedades naturais de contravariância, do tipo

Ð ‰ Ñ œ ‰. - - .‡ ‡ ‡
: : :,
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propriedades que implicam que, no caso em que  é um isomorfismo, - -‡
:

também é um isomorfismo e com inverso .Ð Ñ-" ‡
:

Na continuação, vamos fixar a nossa atenção num tipo particular de
formas multilineares, as alternadas, que, no caso do grau , já foram#
examinadas atrás em .3.5

3.13  Consideremos corpos(Formas multilineares alternadas de grau ):
Š Š Š< - <§ I e seja  um espaço vectorial sobre . Diz-se que uma forma
multilinear de grau ,  é  se, para cada par de índices: − P ÐIà Ñ0 Š:

- alternada
3  4 Ö"ßá ß :× em , ela for uma aplicação bilinear alternada como função
das variáveis  e , isto é, forem alternadas as aplicações bilineares3 4
I ‚ I Ä Š 0-  que se obtêm a partir de  fixando arbitrariamente os valores
dos argumentos correspondentes a índices diferentes de  e de  (cf. 3 4 3.5), ou
seja, se se tem

0ÐB ßá ß B Ñ œ !" :

sempre que exista  com  (sempre que dois argumentos distintos3  4 B œ B3 4

têm o mesmo valor).
O conjunto das formas multilineares alternadas de grau  é um subespaço:
vectorial de P ÐIà Ñ E ÐIà Ñ: :

- -Š Š, que será denotado por .
Para , temos o caso particular das aplicações bilineares alternadas em: œ #
3.5 em que o espaço de chegada é Š- . Para  e para  não há pares: œ ! : œ "
de índices  e portanto3  4

E ÐIà Ñ œ P ÐIà Ñ œ E ÐIà Ñ œ P ÐIà Ñ œ PÐIà Ñ! ! " "
- - - - - -Š Š Š Š Š Š, .

3.14  Consideremos corpos(Outras propriedades das formas alternadas)
Š Š Š 0 Š< - < -

:§ I − E ÐIà Ñ e sejam  um espaço vectorial sobre  e . Então:
a) Quaisquer que sejam  e  em ,B ßá ß B − I 3  4 Ö"ßá ß ß :×" :

0

0

ÐB ßá ß B ß B ß B ßá ß B ß B ß B ßá ß B Ñ œ

œ  ÐB ßá ß B ß B ß B ßá ß B ß B ß B ßá ß B Ñ
" 3" 4 3" 4" 3 4" :

" 3" 3 3" 4" 4 4" : ,

ou seja, quando se trocam duas variáveis o valor de  vem multiplicado por0
".
b) Quaisquer que sejam  e ,B ßá ß B − I " Ÿ 3 Ÿ :" :

0

0

ÐB ßá ß B ß B ß B ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB ß B ßá ß B ß B ßá ß B Ñ

" 3" 3 3" :

3"
3 " 3" 3" : ,

   (1)

em particular,

0 0ÐB ßá ß ß B ß B Ñ œ Ð"Ñ ÐB ß B ßá ß B Ñ" :" : : " :"
:" ,   (2)

e vem também
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0

0

ÐB ßá ß B ß B ß B ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB ßá ß B ß B ßá ß B ß B Ñ

" 3" 3 3" :

:3
" 3" 3" 3: .

   (3)

c) Se  é uma família linearmente dependente de vectores de B ßá ß B I" :

então

0ÐB ßá ß B Ñ œ !" : .

Em particular, se  tiver dimensão finita inferior  tem-se ,I : E ÐIà Ñ œ Ö!×:
-Š

já que todos os sistemas  são linearmente dependentes. Por esteB ßá ß B" :

motivo, quando  tem dimensão finita , aos elementos de I 8 E ÐIà Ñ8
-Š

também se dá o nome de formas multilineares alternadas de .grau máximo 7

d) Se  é um subespaço vectorial e denotarmos porJ § I

E ÐIà Ñ œ E ÐIà Ñ ∩ P ÐIà Ñ: :
J J- - -

:Š Š Š

o subespaço vectorial das formas multilineares alternadas de grau  que:
tomam o valor  sempre que alguma das variáveis pertença a , o! J
isomorfismo  referido em  e  aplicaP ÐIà Ñ Ä P Ð à Ñ:

J - -
: I

JŠ Š 3.11 3.10
E ÐIà Ñ E Ð à Ñ:

J - -
: I

JŠ Š sobre  e determina portanto, por restrição, um isomor-
fismo

E ÐIà Ñ Ä E Ð à Ñ
I

J
:
J - -

:Š Š .

e) Sejam  outro espaço vectorial sobre  e  uma aplicaçãoI ÀI Ä Iw w
<Š -

linear. Então a aplicação linear  referida em- Š Š‡ : w :
: - -À P ÐI à Ñ Ä P ÐIà Ñ

3.12 aplica  em  e determina assim, por restrição, umaE ÐI à Ñ E ÐIà Ñ: w :
- -Š Š

aplicação linear, denotada do mesmo modo,

- Š Š‡ : w :
: - -À E ÐI à Ñ Ä E ÐIà Ñ.

Estas restrições verificam as propriedades de contravariância análogas às
referidas em , que implicam, em particular, que, no caso em que  é um3.12 -
isomorfismo, as restrições são isomorfismos, tendo

Ð Ñ À E ÐIà Ñ Ä E ÐI à Ñ- Š Š" ‡ : : w
: - -

como inversos.
Dem:  Temos uma consequência directa da propriedade de anti-simetriaa)
das aplicações bilineares alternadas referida em .3.5
b) Demonstramos (1) por indução em , o resultado sendo tautológico no3
caso em que . Supondo o resultado verdadeiro para um certo , utili-3 œ " 3
zamos a hipótese de indução e a conclusão de a) para deduzir que

7Veremos na secção 4 que , mais precisamente, que este espaço temE ÐIà Ñ Á Ö!×8
-Š

dimensão ."
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0

0

0

0

ÐB ßá ß B ß B ß B ßá ß B Ñ œ

œ  ÐB ßá ß B ß B ß B ß B ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB ß B ßá ß B ß B ß B ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB ß B ßá ß B ß B ßá ß B

" 3 3" 3# :

" 3" 3" 3 3# :

3
3" " 3" 3 3# :

3"
3" " 3 3# :Ñ.

A fórmula (2) é o caso particular de (1) em que . A fórmula (3) resulta3 œ :
de aplicar sucessivamente (1) e (2), esta última com os dois membros
trocados:

0

0

0

ÐB ßá ß B ß B ß B ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB ß B ßá ß B ß B ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ Ð"Ñ ÐB ßá ß B ß B ßá ß B ß B Ñ

" 3" 3 3" :

3"
3 " 3" 3" :

"3 :"
" 3" 3" 38 .

c) O facto de termos uma família linearmente dependente implica a
existência de  tal que3

B œ + B3 4 4

4Á3


para uma certa família de escalares , com . Tendo em conta a lineari-+ 4 Á 34

dade de  na variável , vem0 3

0 0ÐB ßá ß B Ñ œ + ÐB ßá ß B ß B ß B ßá ß B Ñ œ !" : 4 " 3" 4 3" 8

4Á3

 ,

uma vez que em cada parcela o vector  aparece em dois argumentos dife-B4

rentes.
c) e d) Estas conclusões decorrem trivialmente das definições. 

A propriedade a seguir, que teremos ocasião de utilizar mais adiante, mos-
tra que uma propriedade  mais fraca que a utilizada para definir asa priori
formas multilineares alternadas é suficiente para garantir que uma dada
forma multilinear é alternada.

3.15  Consi-(Condição suficiente para uma forma multilinear ser alternada)
deremos corpos Š Š Š 0 Š< - < -

:§ I − P ÐIà Ñ, um espaço vectorial  sobre  e 
tal que se tenha  sempre que exista  com0ÐB ßá ß B Ñ œ ! " Ÿ 3 Ÿ :  "" :

B œ B3 3" (ou seja, sempre que dois argumentos consecutivos têm o mesmo
valor). Tem-se então que  é alternada.0
Dem: O que temos que provar é que, sempre que exista  com 3  4 B œ B3 4

tem-se ainda . Fazemos a prova desta afirmação por0ÐB ßá ß B Ñ œ !" :

indução em , começando por notar que esta afirmação é verdadeira,5 œ 4  3
por hipótese, no caso em que . Suponhamos que o resultado é5 œ "
verdadeiro quando  e provemo-lo quando . Ora, tendo4  3 œ 5 4  3 œ 5  "
em conta a propriedade de anti-simetria das aplicações bilineares alternadas



18 §3. Formas multilineares alternadas

referida em  e a hipótese de indução, vemos que se tem então3.5

0 0ÐB ßá ß B Ñ œ  ÐB ßá ß B ß B ß B ß B ßá ß B ßá ß B Ñ œ !" : " 3" 3" 3 3# 4 :

(reparar que no segundo membro  está na posição ).B 3  "3 

3.16   Reparar que, para cada (Exercícios) 1) 0 Š ( Š− P ÐIà Ñ − P ÐIà Ñ: ;
- - e ,

fica bem definida uma forma multilinear alternada  de grau  por0 (Œ :  ;

Ð Œ ÑÐB ßá ß B Ñ œ ÐB ßá ß B Ñ ‚ ÐB ßá ß B Ñ0 ( 0 (" :; " : :" :;

(o  de  por ). Verificar que o produto tensorial define umaproduto tensorial 0 (
aplicação bilinear

P ÐIà Ñ ‚ P ÐIà Ñ Ä P ÐIà Ñ: ; :;
- - -Š Š Š .

Enunciar e verificar uma propriedade de associatividade para o produto
tensorial. O que será o produto tensorial no caso em que  ou ?: œ ! ; œ !
Enunciar e verificar o comportamento do produto tensorial relativamente às
imagens recíprocas, na presença de uma aplicação linear .-À I Ä Iw

2) Utilizar os isomorfismos em  para verificar que se  tem dimensão 3.8 I 8
sobre  então  tem dimensão  sobre .Š Š Š< - -

: :P ÐIà Ñ 8
3) Verificar, mais precisamente, que a uma base  de  podeA ßá ßA I" 8

associar-se uma base de , constituída por formas multilinearesP ÐIà Ñ:
-Š

0 0 Š3 ßáß3 " : -
:

" :
, com  em , para a qual cada  admite3 ßá ß 3 Ö"ßá ß 8× − P ÐIà Ñ

a decomposição

0 0 0œ ÐA ßá ßA Ñ
3 ßáß3

3 3 3 ßáß3

" :

" : " :
.

O que serão os produtos tensoriais ?0 03 ßáß3 3 ßáß3" : :" :;
Œ

§4. O determinante

Há vários conceitos de determinante, todos relacionados entre si. O
primeiro que vamos examinar é o de determinante de um sistema de 8
vectores de um espaço vectorial de dimensão  no qual se considera8
fixada uma base. A definição desse conceito baseia-se no facto de, para
um espaço vectorial de dimensão , o espaço das formas multilineares8
alternadas de grau  ter dimensão . Provaremos esse facto com o auxílio8 "
do lema que apresentamos em seguida.

4.1  Consideremos corpos   um(Lema do desenrascanço) Š Š< -§ . Sejam I
espaço vectorial sobre Š< de dimensão ,  fixado em  e 8   # A Á ! I J § I
o subespaço de dimensão  gerado por  e consideremos o espaço vectorial" A
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quociente , que sabemos ter dimensão .I
J 8  "

a) Existe um isomorfismo de espaços vectoriais sobre Š-

G Š ŠA - -
8 8"À E ÐIà Ñ Ä E Ð à Ñ

I

J

definido por

G 0 0A " J 8" J " 8"Ð ÑÐÒB Ó ßá ß ÒB Ó Ñ œ ÐB ßá ß B ßAÑ.

b) (Laplace escondido com a cauda de fora) O isomorfismo inverso

G Š ŠA
" 8" 8

- -À E Ð à Ñ Ä E ÐIà Ñ
I

J

admite a seguinte caracterização: Fixando uma aplicação linear α ŠÀ I Ä <

tal que , tem-seαÐAÑ œ "

G (

α (

A
"

" 8

"Ÿ3Ÿ8

83
3 " J 3" J 3" J 8 J

( )

, 

ÐB ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB Ñ ÒB Ó ßá ß ÒB Ó ß ÒB Ó ßá ß ÒB Ó   8

ou com uma convenção frequente que permite encurtar as expressões,

G (

α (

A
"

" 8

"Ÿ3Ÿ8

83
3 " J 3 8 JJ

( )

. 

ÐB ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB Ñ ÒB Ó ßá ß ÒB Ó ßá ß ÒB Ó  s 9

Dem: "Ñ O facto de, para cada ,  ser uma forma0 Š G 0− E ÐIà Ñ Ð Ñ8
- A

multilinear alternada de grau  sobre  bem definida resulta do que foi8  " I
J

referido na alínea d) de , uma vez que tem lugar uma forma multilinear3.14
alternada de grau ,8  "

ÐB ßá ß B Ñ È ÐB ßá ß B ßAÑ" 8" " 8"0

que se anula quando  para algum , já que o sistemaB − J 4 Ÿ 8  "4

B ßá ß B ßA" 8"  é então linearmente dependente, por ter dois vectores no
subespaço vectorial  de dimensão . É trivial constatar que a aplicaçãoJ "

G Š ŠA - -
8 8"À E ÐIà Ñ Ä E Ð à Ñ

I

J

assim definida é linear.

8No segundo membro é indiferente escrever  ou , uma vez queÐ"Ñ Ð"Ñ83 83

Ð"Ñ œ "#3 . Este tipo de transformação será feito implicitamente, com frequência quando
se consideram potências de ."
9A convenção, que utilizaremos mais vezes adiante, consiste em identificar uma
sequência sugerindo uma sequência natural e colocar um “grande chapéu” nos elementos
que se devem considerar como suprimidos nesta.
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2) Vamos agora mostrar que a aplicação linear

G Š ŠA - -
8 8"À E ÐIà Ñ Ä E Ð à Ñ

I

J

é injectiva. Consideremos então  tal que  e mostre-0 Š G 0− E ÐIà Ñ Ð Ñ œ !8
- A

mos que se tem necessariamente . Fixemos uma base  de 0 œ ! A ßá ßA I" 8

com . Para mostrar que  bastará, como se viu em , provarA œ A œ !8 0 3.9
que se tem

0ÐA ßá ßA Ñ œ !3" 38

quaisquer que sejam os índices  em . Ora isso é3 ßá ß 3 Ö"ßá ß 8×" 8

certamente verdade se estes índices não forem distintos e, no caso em que
eles são distintos, ou  e portanto8 œ 38

0 G 0ÐA ßá ßA Ñ œ Ð ÑÐÒA Ó ßá ß ÒA Ó Ñ œ !3" 3 A 3 J 3 J8 " 8"

ou  para um certo  e portanto, mais uma vez,8 œ 3 j  8j

0 0

G 0

ÐA ßá ßA Ñ œ  ÐA ßá ßA ßA ßA ßá ßA Ñ œ

œ  Ð ÑÐÒA Ó ßá ß ÒA Ó ß ÒA Ó ß ÒA Ó ßá Ñ œ !
3" 3 3 3 3 3 3

A 3 J 3 J 3 J 3 J

8 " 8j" j" j

" 8j" j"
.

3) Fixemos agora uma aplicação linear  tal que . Paraα Š αÀ I Ä ÐAÑ œ "<

cada

( Š− E Ð à Ñ
I

J
8"

- ,

consideremos a aplicação multilinear  definida porF ( ŠÐ ÑÀ I Ä8
-

F (

α (

( )

.

ÐB ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB Ñ ÒB Ó ßá ß ÒB Ó ßá ß ÒB Ó

" 8

"Ÿ3Ÿ8

8 3
3 " J 3 8 JJ

  + s

Vamos utilizar  para verificar que esta aplicação multilinear é alternada3.15
para o que supomos que se tem  para um certo . Na soma deB œ B 4  84 4"

8 ÐB ßá ß B Ñ parcelas que caracteriza ( )  só duas não são necessariamenteF ( " 8

nulas, as correspondentes a  e a , visto que em cada uma das3 œ 4 3 œ 4  "
restantes o elemento  aparece em duas posições nosÒB Ó œ ÒB Ó4 J 4" J

argumentos de . Vemos assim que(

F (

(

(

( )ÐB ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB Ñ ÒB Ó ßá ß ÒB Ó ß ÒB Ó ß ÒB Ó á ß ÒB Ó 

 Ð"Ñ ÐB Ñ ÒB Ó ßá ß ÒB Ó ß ÒB Ó ß ÒB Ó ßá ß ÒB Ó œ

œ

" 8
84

4 " J 4" J 4" J 4# J 8 J

84"
4" " J 4" J 4 J 4# J 8 J

α

α

 
 

!,

uma vez que α αÐB Ñ œ ÐB Ñ ÒB Ó œ ÒB Ó4 4" 4 J 4" J e .
4) O que vimos em 3) mostra que temos uma aplicação
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F Š ŠÀ E Ð à Ñ Ä E ÐIà Ñ
I

J
8" 8

- - .

Vamos agora mostrar que G F ŠA -
8" I

J‰ E Ð à Ñ é a identidade de  o que,
tendo em conta o facto de, como se viu em ), a aplicação linear  ser# GA

injectiva, implica que  é um isomorfismo e que . DadoG F GA A
"œ

( Š α− E Ð à Ñ ÒAÓ œ ! ÐAÑ œ "8" I
J - J, vem, reparando que  e que ,

Ð ‰ ÑÐ Ñ ßá ß œ

œ Ð ÑÐB ßá ß B ßAÑ œ

œ Ð"Ñ ÐB Ñ ÒB Ó ßá ß ÒB Ó ßá ß ÒB Ó ÒAÓ 

 Ð"Ñ ÐAÑ ÒB Ó ßá ß ÒB

G F (

F (

α (

α (

A

" 8"

"Ÿ3Ÿ8"

83
3 " J 3 8" J JJ

88
" J 8

 
   



ÒB Ó ÒB Ó" J 8" J

s ,

" J

" J 8" J

Ó œ

œ ÒB Ó ßá ß ÒB Ó

 ( ,

ou seja, .G F ( (A ‰ Ð Ñ œ 

4.2  Consideremos dois corpos (Definição do determinante) Š Š< -§ I. Sejam 
um espaço vectorial de dimensão  sobre o corpo  e  uma 8 Š U< base
ordenada10 de , constituída pelos vectores I A ßá ßA Þ" 8

a) Existe um isomorfismo de espaços vectoriais sobre Š-

@ Š ŠUÀ E ÐIà Ñ Ä8
- -

definido por

@ 0 0UÐ Ñ œ ÐA ßá ßA Ñ" 8 ,   (1)

isomorfismo esse que aplica  sobre .E ÐIà Ñ8
< <Š Š

Repare-se que, no caso em que ,  identifica-se com  e 8 œ ! E ÐIà Ñ!
- -Š Š @U

é a identidade de .Š-

b) Em consequência, o espaço vectorial  sobre  tem dimensão E ÐIà Ñ "8
- -Š Š

e admite uma base constituída por um único elemento

detU − E ÐIà Ñ § E ÐIà Ñ8 8
< -Š Š ,

definido pela condição de se ter , isto é,@U UÐ Ñ œ "det

detUÐA ßá ßA Ñ œ "" 8 ,

e tem-se, para cada ,0 Š− E ÐIà Ñ8
-

0 0œ ÐA ßá ßA Ñ" 8 detU.    11(2)

10Falamos de base ordenada para sublinhar que, ao contrário do que sucede noutras
situações, é importante a ordem considerada nos vectores da base, implicada, neste caso,
pelo uso dos índices ."ßá ß 8
11Comparar com a fórmula (2) em  e com o exercício 3) em .2.6 3.16
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Diz-se que  é a forma multilinear alternada , associada àdetU determinante
base .U
Repare-se que, no caso em que ,  é o elemento  de8 œ ! "detU
E ÐIà Ñ œ I 8 œ "!

< <Š Š  e que, no caso em que  tem dimensão , com uma
base  constituída pelo vector ,  é oU Š ŠA − E ÐIà Ñ œ PÐIà Ñ" < <

"detU
elemento da base dual  (cf. ).α" 2.6
c) (Critério de independência linear) Se  em , um sistema0 ŠÁ ! E ÐIà Ñ8

-

de vectores  de  é linearmente independente se, e só se,B ßá ß B I" 8

0ÐB ßá ß B Ñ Á !Þ" 8

Dem: a) É evidente que  é uma aplicação linear de  para .@ Š ŠU E ÐIà Ñ8
- -

No caso em que , já referimos que  é a identidade de , portanto8 œ ! @ ŠU -

um isomorfismo. Em geral, vamos mostrar que  é um isomorfismo por@U

indução na dimensão  de . No caso em que  tem dimensão ,8 I I "
E ÐIà Ñ œ PÐIà Ñ À PÐIà Ñ Ä"

- - - -Š Š @ Š Š e  está definida porU

@ 0 0 @U UÐ Ñ œ ÐA Ñ"  pelo que o facto de  ser bijectiva, e portanto um
isomorfismo, resulta do facto bem conhecido de uma aplicação linear ficar
determinada pelas imagens arbitrárias que devem ter os elementos de uma
base. Suponhamos o resultado verdadeiro quando  tem dimensão  eI 8  "
provemo-lo quando  tem dimensão  e é dada uma base ordenada  de I 8 IU
constituída pelos vectores . Consideremos o subespaço vectorialA ßá ßA" 8

J § I " A œ A, de dimensão , gerado pelo vector  e consideremos no8

espaço vectorial quociente  de dimensão  a base  constituída pelosI
J

w8  " U

vectores .  hipótese de indução implica que temos umÒA Ó ßá ß ÒA Ó E" J 8" J

isomorfismo , que a  associa .@ Š Š ( (Uw À E Ð à Ñ Ä ÒC Ó ßá ß ÒC Ó8" I
J - - " J 8" J 

Reparamos agora que, considerando o isomorfismo

G Š ŠA - -
8 8"À E ÐIà Ñ Ä E Ð à Ñ

I

J

definido na alínea a) de , tem-se4.1

@ G 0 G 0

0 @ 0
U

U

w Ð Ð ÑÑ œ Ð Ñ ÒA Ó ßá ß ÒA Ó œ

œ ÐA ßá ßA ßA Ñ œ Ð Ñ
A A " J 8" J

" 8" 8

 
,

e portanto  também é um isomorfismo. O facto de  aplicar@ @ G @U U Uœ ‰w A

E ÐIà Ñ8
< <Š Š sobre  resulta de que não estamos impedidos de considerar

para  o próprio Š Š- <Þ
b) O facto de  ser um isomorfismo implica que , tal como ,@ Š ŠU E ÐIà Ñ8

- -

tem dimensão  e que , sendo a imagem da base  de  pelo" "detU Š-

isomorfismo inverso , constitui uma base de , que pertence a@ ŠU
" 8

-E ÐIà Ñ

E ÐIà Ñ8
<Š 0. Quanto à identidade (2), atendemos a que, dado , o facto de

det detU U ser uma base implica que  para algum  e vem então0 Šœ + + − -

0ÐA ßá ßA Ñ œ + ÐA ßá ßA Ñ œ +" 8 " 8detU .

c) Já vimos na alínea c) de  que, no caso em que  são linear-3.14 B ßá ß B" 8
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mente dependentes, tem-se  para qualquer .0 0 ŠÐB ßá ß B Ñ œ ! − E ÐIà Ñ" 8 8 -

No caso em que 0 e  são linearmente independentes, portanto0 Á B ßá ß B" 8

uma base  de , a igualdadeUs I

0 0œ ÐB ßá ß B Ñ" 8 sdetU,

implica que .0ÐB ßá ß B Ñ Á !" 8 

4.3 (O teorema de Laplace “relativo à linha ” em versão não matricial)5
Seja  um espaço vectorial  sobre um corpo I  de dimensão , no qual se8   # Š
fixou uma base ordenada  constituída pelos vectores , eU A ßá ßA" 8

consideremos a forma multilinear alternada  correspondentedetU − E ÐIà Ñ8 Š
assim como a base dual de , constituída pelas formas linearesPÐIà ÑŠ
α α" 8ßá ß  (cf. ).2.6
Fixemos  e consideremos o subespaço vectorial  gerado por " Ÿ 5 Ÿ 8 J A5 5

e a base ordenada  do espaço vectorial quociente  constituída pelosU5
I
J5

vectores

ÒA Ó ßá ß ÒA Ó ß ÒA Ó ßá ß ÒA Ó" J 5" J 5" J 8 J5 5 5 5
.

Tem-se então, para ,B ßá ß B − I" 8

det

det
U

U

ÐB ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB Ñ ÒB Ó ßá ß ÒB Ó ß ÒB Ó ßá ß ÒB Ó

" 8

"Ÿ3Ÿ8

53
5 3 " J 3" J 3" J 8 J  α

5 5 5 55
.

Dem: Vamos aplicar o lema  com  e . Lembrando a4.1 A œ A œ5 5α α
fórmula (3) na alínea b) de , vem3.14

G GA A " J 5" J 5" J 8 J

" 5" 5" 8 5

85
" 5" 5 5"

5 5 5 5 5 5 5

5

Ð Ñ œ Ð Ñ ÒA Ó ßá ß ÒA Ó ß ÒA Ó ßá ß ÒA Ó œ

œ ÐA ßá ßA ßA ßá ßA ßA Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐA ßá ßA ßA ßA ß

det det det

det det

det

U U U

U U

U

 
áßA Ñ œ

œ Ð"Ñ

8

85

det

det
U

U

5

5

e portanto, tendo em conta a caracterização de  na alínea b) do lema refe-GA
"

5

rido,

det det

det

det

U U

U

U

ÐB ßá ß B Ñ œ Ð"Ñ Ð ÑÐB ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ Ð"Ñ ÐB Ñ ÒB Ó ßá ß ÒB Ó ßá ß ÒB Ó œ

œ Ð"Ñ ÐB Ñ

" 8 " 8
85 "

A

85 83

"Ÿ3Ÿ8

5 3 " J 3 8 JJ

"Ÿ3Ÿ8

53
5 3

G

α

α

5 5

5 5 55

5

  


s
 ÒB Ó ßá ß ÒB Ó ß ÒB Ó ßá ß ÒB Ó" J 3" J 3" J 8 J5 5 5 5

.



4.4  Sejam  e (Invariância do determinante por isomorfismo I) I Is dois
espaços vectoriais de dimensão  sobre o corpo  e  um8 ÀI Ä IsŠ .
isomorfismo. Fixemos uma base ordenada  de  constituída pelos vectoresU I



24 §4. O determinante

A ßá ßA Is s
" 8 e denotemos por  a base orientada de  constituída pelosU

vectores . Considerando as formas multilineares alternadas. .ÐA Ñßá ß ÐA Ñ" 8

determinante,

det detU U− E ÐIà Ñ − E ÐIà Ñs8 8
sŠ Š, ,

e o isomorfismo  (cf. a alínea e) de ) tem-se. Š Š‡ 8 8À E ÐIà Ñ Ä E ÐIà Ñs 3.14
então

det detU Uœ Ð Ñ.‡
s ,

ou seja, quaisquer que sejam  em ,B ßá ß B I" 8

det detU UÐB ßá ß B Ñ œ ÐB Ñßá ß ÐB Ñ" 8 " 8s . . .

Dem: Temos uma consequência imediata da definição das formas multili-
neares alternadas determinante uma vez que se tem

. . .‡
s s" 8 " 8Ð ÑÐA ßá ßA Ñ œ ÐA Ñßá ß ÐA Ñ œ "det detU U

  . 

4.5  Dado um corpo (Determinante de uma matriz quadrada) Š, identifi-
camos, como referido em , a potência  ao espaço das matrizes coluna2.3 Š8

com  linhas, que possui uma base canónica , que é a que se8 ß ßá ß/ / /" # 7

considera implicitamente neste espaço. A correspondente forma multilinear
alternada determinante será denotada simplesmente por

det − E Ð à Ñ8 8Š Š .

Dada uma matriz quadrada  do tipo , podemos considerar aQ 8‚ 8
sequência das suas colunas e definimos o   da8 ÐQÑ −determinante det Š
matriz como sendo a forma multilinear alternada  aplicada à sequência dasdet
suas matrizes coluna:

det detÐQÑ œ Q ßQ ßá ßQ Ö"× Ö#× Ö8× .

Em particular, o determinante da matriz identidade é igual a , uma vez que a"
sequência das suas colunas é a base canónica de .Š8

Do que dissémos na alínea b) de  sobre as formas multilineares4.2
determinante nos graus  e  decorre que o determinante duma matriz  do" ! Q
tipo  é a seu único termo  e, para quem for capaz de aceitar a exis-" ‚ " Q"

"

tência de uma matriz do tipo  (a matriz vazia), que o determinante desta! ‚ !
é igual a ."

4.6  Seja  um espaço vectorial de(Relação entre os dois determinantes) I
dimensão  sobre o corpo 8 Š U, munido de uma base ordenada  constituída
pelos vectores . Seja  uma sequência de  vectores de A ßá ßA B ßá ß B 8 I" 8 " 8

e consideremos a matriz  das coordenadas desta sequência de vectores naQ
base , isto é, a definida porU
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B œ Q A Q A âQ A

B œ Q A Q A âQ A

â

B œ Q A Q A âQ A

" " # 8
" # 8
" " "

# " # 8
" # 8
# # #

8 " # 8
" # 8
8 8 8

,

,

.

Tem-se então

det detUÐB ßá ß B Ñ œ ÐQÑ" 8 .

Dem: Seja  o isomorfismo definido por ( . Tem-se. Š .À Ä I Ñ œ A8
4 4/

então, lembrando o referido em ,2.3

. .

. . .

ÐQ Ñ œ Q Q âQ œ

œ Q Ð Ñ Q Ð Ñ âQ Ð Ñ œ

œ Q A Q A âQ A œ B

Ö4×
" # 8
4 4 4" # 8

" # 8
4 4 4" # 8

" # 8
4 4 4" # 8 4

 / / /

/ / /

pelo que, tendo em conta ,4.4

det det

det det
U UÐB ßá ß B Ñ œ ÐQ Ñßá ß ÐQ Ñ œ

œ Q ßQ ßá ßQ œ ÐQÑ

" 8 Ö"× Ö8×

Ö"× Ö#× Ö8×

  . .

. 

4.7  Sejam (Versão matricial do teorema de Laplace relativo à linha )5 8   #
e  uma matriz de tipo Q 8‚ 8 " Ÿ 5 Ÿ 8 com termos no corpo . Fixado Š
tem-se então, denotando ,a œ Ö"ßá ß8×

det detÐQÑ œ Ð"Ñ Q Q  
"Ÿ3Ÿ8

53 5
3

ÏÖ5×
ÏÖ3×

a
a ,

onde  é a matriz que se obtém de  retirando-lhe a linha  e aQ Q 5
a
a

ÏÖ5×
ÏÖ3×

coluna .3
Dem: Tendo em conta , vem4.3

det det

det

ÐQÑ œ ÐQ ßá ßQ Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐQ Ñ ÒQ Ó ßá ß ÒQ Ó ßá ß ÒQ Ó

Ö"× Ö8×

"Ÿ3Ÿ8

53
5 J JÖ3× Ö"× Ö3× Ö8×J

  α U5 5 55s ,

onde  é o subespaço vectorial de  gerado por  e  é a base do espaçoJ5 5 5
8Š U/

vectorial quociente  constituída pelas classes de equivalênciaŠ8

5J

Ò Ó ßá ß Ò Ó ß Ò Ó ßá ß Ò Ó/ / / /" J 5" J 5" J 8 J5 5 5 5
.

Para obter a conclusão, basta agora reparar que:
1) A interpretação da base associada  em (1) de  e a identidadeα α8 8ßá ß 2.6

Q œ Q Q âQÖ3×
" # 8
3 3 3" # 8/ / /
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em (2) de  mostram que .2.3 α5 Ö3×
5
3ÐQ Ñ œ Q

2) Para cada , a igualdade4 Á 5

Q œ QÖ4×

j

j
4 j /

implica que

ÒQ Ó œ Q Ò ÓÖ4× J j J

jÁ5

j
45 5

 /

e portanto a matriz dos sistema

ÒQ Ó ßá ß ÒQ Ó ß ÒQ Ó ßá ß ÒQ ÓÖ"× Ö3"× Ö3"× Ö8×J J J J5 5 5 5

na base considerada em  é a matriz que denotámos por . Tendo emŠ a
a

8

5J ÏÖ3×
ÏÖ5×

Q

conta , concluímos portanto que4.6

det detU
a
a5 5 55

   ÒQ Ó ßá ß ÒQ Ó ßá ß ÒQ Ó œ QÖ"× Ö3× Ö8×J JJ

ÏÖ5×
ÏÖ3×s . 

O teorema de Laplace relativo às diferentes linhas duma matriz vai ser útil
em várias situações, seja para calcular efectivamente o determinante de
uma matriz, seja para demonstrar, por indução, propriedades que, de outro
modo, seriam mais delicadas. Encontramos a seguir alguns exemplos.

4.8 (Determinante de uma matriz do tipo )#‚ #  Se  é uma matriz do tipoQ
#‚ # com termos num corpo , tem-seŠ

detÐQÑ œ Q Q Q Q" # " #
" # # " .

Dem: Temos uma consequência direta do teorema de Laplace, por exemplo
relativo à primeira linha, se lembrarmos a caracterização do determinante das
matrizes do tipo  referida em ." ‚ " 4.5 

4.9 (Matrizes com termos num subcorpo ou num subanel unitário)
a) Consideremos corpos Š Š< -§ Q. Se  é uma matriz com termos no corpo
Š< então  não se altera quando a considerarmos como matriz comdetÐQÑ
termos no corpo .Š-

b) Consideremos um corpo  e um subanel unitário . Se  é umaŠ  Š§ Q
matriz de elementos de  cujos termos pertencem a  então .Š  detÐQÑ − 12

Dem: Em ambos os casos o resultado é trivial para matrizes do tipo  e o" ‚ "
caso geral prova-se por indução na ordem da matriz utilizando o teorema de
Laplace em .4.7 

12Como exemplo concreto, o determinante de uma matriz cujos termos são números
inteiros é um número inteiro.
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4.10  Consideremos uma matriz  de(Determinante da matriz transposta) Q
elementos dum corpo Š do tipo , com matriz transposta . Tem-se8 ‚ 8 Q>

então

det detÐQ Ñ œ ÐQÑ> .

Dem: Tanto no caso em que  como naquele em que , tem-se8 œ ! 8 œ "
Q œ Q 8   #>  pelo que a conclusão é trivial. Suponhamos agora que .
Consideremos a aplicação

0 Š Š Š ŠÀ ‚ ‚â‚ Ä8 8 8

(  fatores no domínio), definida por8

0ÐQ ßQ ßá ßQ Ñ œ ÐQ ÑÖ"× Ö#× Ö8×
>det ,

onde  é a matriz cujas  colunas são . A priori, Q 8 Q ßQ ßá ßQÖ"× Ö#× Ö8× 0

seria meramente uma aplicação mas vamos agora verificar que se trata de
uma aplicação multilinear. Para provar a linearidade na variável de índice ,5
quando as restantes estão fixadas, recorremos ao teorema de Laplace relativo
à linha , em  para deduzir que5 4.7,

0ÐQ ßQ ßá ßQ Ñ œ ÐQ Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐQ Ñ ÐQ Ñ œ

œ Ð"Ñ Q Q

Ö"× Ö#× Ö8×
>

"Ÿ3Ÿ8

53 > 5 >
3

ÏÖ5×
ÏÖ3×

"Ÿ3Ÿ8

53 3
5

ÏÖ3×
ÏÖ5×

>

det

det

det

  
   

a
a

a
a

e, reparando que os coeficientes  não dependem da colunadet  Q
a
a

ÏÖ3×
ÏÖ5×

>

Q 5Ö5×, esta expressão implica a linearidade na variável de índice . Vamos
agora verificar que a aplicação multilinear  é alternada. Suponhamos então0
que  com . Para cada  tem-se assim ,Q œ Q 3  4 " Ÿ 5 Ÿ 8 Q œ QÖ3× Ö4×

5 5
3 4

ou seja  pelo que as  colunas da matriz  são linearmenteÐQ Ñ œ ÐQ Ñ 8 Q> 3 > >
5

4
5

dependentes por pertencerem ao subespaço próprio de  constituído pelasŠ8

matrizes coluna com a linha  igual à linha . Concluímos assim que3 4

0ÐQ ßQ ßá ßQ Ñ œ ÐQ Ñ œ !Ö"× Ö#× Ö8×
>det ,

o que mostra que temos efetivamente uma aplicação multilinear alternada.
Considerando agora a base canónica  de , constituída pelas/ / /" # 8

8ß ßá ß Š
colunas da matriz identidade , o facto de se ter  implica que\ \ \> œ

0Ð ß ßá ß Ñ œ "/ / /" # 8 ,

donde, por definição,  é a aplicação multilinear alternada determinante, e0
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portanto

det detÐQÑ œ ÐQ ßQ ßá ßQ Ñ œ ÐQ Ñ0 Ö"× Ö#× Ö8×
> . 

Há ainda outro conceito de determinante, o determinante de um endomor-
fismo linear de um espaço vectorial  de dimensão  que, apesar de inti-I 8
mamente relacionado com os já estudados, tem sobre estes a vantagem de
não depender da fixação de uma base.

4.11  Sejam  um espaço(O determinante de um endomorfismo linear) I
vectorial de dimensão  sobre o corpo 8 Š - e  uma aplicação linear.À I Ä I
Uma vez que o espaço vectorial  tem dimensão  (cf. a alínea b) deE ÐIà Ñ "8 Š
4.2), a aplicação linear

- Š Š‡ 8 8
8À E ÐIà Ñ Ä E ÐIà Ñ

(cf. a alínea e) de ) consiste na multiplicação por um elemento de  bem3.14 Š
definido ao qual damos o nome de  do endomorfismo linear ,determinante -
denotado por . Dado  em ,  fica assimdet detÐ Ñ Á ! E ÐIà Ñ Ð Ñ −- 0 Š - Š8

determinado pela condição de se ter

- 0 - 0‡
8Ð Ñ œ Ð Ñdet   (1)

ou seja,

0 - - - 0 ÐB Ñßá ß ÐB Ñ œ Ð Ñ ÐB ßá ß B Ñ" 8 " 8det ,   (2)

quaisquer que sejam  em . Em particular, fazendo a ponte com aB ßá ß B I" 8

forma multilinear determinante definida em , dada uma base  de ,4.2 U I
constituída pelos vectores , deduzimos de (2) queA ßá ßA" 8

det detÐ Ñ œ ÐA Ñßá ß ÐA Ñ- - -U " 8 .   (3)

4.12  Suponhamos(Suplemento para o contexto com dois corpos de escalares)
que temos dois corpos Š Š< -§ I 8, que  é um espaço vectorial de dimensão 
sobre o corpo  e que  é uma aplicação linear. Então o escalarŠ -< À I Ä I
detÐ Ñ −- Š< verifica, mais geralmente,

- 0 - 0‡
8Ð Ñ œ Ð Ñdet

para cada . Basta, com efeito, reparar que  também0 Š Š− E ÐIà Ñ E ÐIà Ñ8 8
- -

tem dimensão , como espaço vectorial sobre , e repetir neste contexto o" Š-

argumento utilizado em .4.11

4.13  Sejam  e (Invariância do determinante por isomorfismo II) I Is dois
espaços vectoriais de dimensão  sobre o corpo  e  um8 ÀI Ä IsŠ .
isomorfismo. Para cada aplicação linear  podemos então- − PÐIàIÑ

considerar a aplicação linear  e tem-se. - .‰ ‰ − PÐIàIÑs s"
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det detÐ ‰ ‰ Ñ œ Ð Ñ. - . -" .

Dem: Para cada  vem , donde0 Š . 0 Š− E ÐIà Ñ Ð Ñ − E ÐIà Ñs8 ‡ 8
8

Ð ‰ ‰ Ñ Ð Ñ œ Ð Ñ Ð Ð ÑÑ œ Ð Ñ Ð Ñ Ð Ñ œ

œ Ð Ñ Ð Ñ Ð Ñ œ Ð Ñ

. - . 0 . - . 0 . - . 0

- . . 0 - 0

" ‡ " ‡ ‡ ‡ " ‡ ‡
8 8 8 8 8 8

" ‡ ‡
8 8

   
  det

det det . 

4.14  Seja  um espaço(Propriedades multiplicativas do determinante) I
vectorial de dimensão  sobre o corpo 8 Š: Então:
a) Dadas aplicações lineares ,- .ß À I Ä I

det det detÐ ‰ Ñ œ Ð Ñ ‚ Ð Ñ. - . - .

b) Sendo  a aplicação linear identidade, tem-se .M. ÀI Ä I ÐM. Ñ œ "I Idet
c) Uma aplicação linear  é um isomorfismo se, e só se, - -À I Ä I Ð Ñ Á !det
e, nesse caso,

det
det

Ð Ñ œ
"

Ð Ñ
-

-
" .

d) (Homogeneidade)  Se  é uma aplicação linear e  então- ŠÀ I Ä I + −

det detÐ+ Ñ œ + Ð Ñ- -8 .

Dem: a) Para cada  vem0 Š− E ÐIà Ñ8

Ð ‰ Ñ Ð Ñ œ Ð Ð ÑÑ œ Ð Ñ Ð Ñ œ Ð Ñ Ð Ñ. - 0 - . 0 - . 0 - . 08 8 8 8
‡ ‡ ‡ ‡det det det .

b) Temos uma consequência de se ter  para cada  emÐM. Ñ Ð Ñ œI
‡
8 0 0 0

E ÐIà ÑÞ8 Š
c) Se  é isomorfismo então deduzimos de se ter  que- - -"

I‰ œ M.

" œ ÐM. Ñ œ Ð Ñ ‚ Ð Ñdet det detI
"- -

o que implica que  e que  é o inverso de . Se  nãodet det detÐ Ñ Á ! Ð Ñ Ð Ñ- - - -"

é isomorfismo então, considerando uma base  de  constituída pelos vecto-U I
res , os vectores  são linearmente dependentes,A ßá ßA ÐA Ñßá ß ÐA Ñ" 8 " 8- -
por pertencerem ao subespaço vectorial próprio  de  pelo que-ÐIÑ I

det detÐ Ñ œ ÐA Ñßá ß ÐA Ñ œ !- - -U " 8 .

d) Considerando uma base  de  constituída pelos vectores ,U I A ßá ßA" 8

vem

det det

det det

Ð+ Ñ œ + ÐA Ñßá ß + ÐA Ñ œ

œ + ÐA Ñßá ß ÐA Ñ œ + Ð Ñ

- - -

- - -

U

U

  " 8

8 8
" 8 . 

4.15  Sejam  um espaço vectorial(Relação com o determinante das matrizes) I
de dimensão  sobre o corpo 8 Š - U e  uma aplicação linear. Seja À I Ä I
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uma base de  constituída pelos vectores  e consideremos aI A ßá ßA" 8

matriz  de  nesta base, definida portanto porQ -

-

-

-

ÐA Ñ œ Q A Q A âQ A

ÐA Ñ œ Q A Q A âQ A

â

ÐA Ñ œ Q A Q A âQ A

" " # 7
" # 7
" " "

# " # 7
" # 7
# # #

8 " # 7
" # 7
8 8 8

,

,

.

Tem-se então

det detÐ Ñ œ ÐQÑ- .

Dem: Tendo em conta  e a caracterização de  em (3) de , vem4.6 4.11detÐ Ñ-

det det detÐ Ñ œ ÐA Ñßá ß ÐA Ñ œ ÐQÑ- - -U " 8 . 

4.16  Considerando matrizes do tipo (Corolário) 8 ‚ 8 sobre o corpo , tem-se:Š
a) ;det det detÐQ ‚ TÑ œ ÐQÑ ‚ ÐTÑ
b) ;detÐ Ñ œ "\
c) Uma matriz  é invertível se, e só se,  e, nesse caso,Q ÐQÑ Á !det

det
det

ÐQ Ñ œ
"

ÐQÑ
" .

d) Se , vem+ − Š

det detÐ+QÑ œ + ÐQÑ8 .

Dem: Tendo em conta , temos consequências das alíneas homónimas em4.15
4.14, lembrando as relações usuais entre as aplicações lineares e as suas
matrizes numa base dada, incluindo o facto de a matriz da composta de duas
aplicações lineares ser o produto das matrizes destas. 

4.17 (A função norma associada a uma extensão finita de um corpo)13

Consideremos corpos Š Š Š Š< - - <§  tais que  seja uma extensão finita de  de
grau , isto é, tal que  seja um espaço vectorial de dimensão finita 5   " 5Š-

sobre . Define-se então uma função , chamada Š a Š Š< - <À Ä função norma
associada à extensão, pondo, para cada ,+ − Š-

a - ŠÐ+Ñ œ Ð Ñ −det + <,

onde  é a aplicação linear entre -espaços vectoriais definida- Š Š Š+ - - <À Ä
por . Esta aplicação verifica as seguintes condições:-+Ð-Ñ œ +-
a) Para cada , , em particular  e .> − Ð>Ñ œ > Ð!Ñ œ ! Ð"Ñ œ "Š a a a<

5

b) Dados , .+ß , − Ð+,Ñ œ Ð+Ñ Ð,ÑŠ a a a-

c) Se  em , então  e .+ Á ! Ð+Ñ Á ! Ð+Ñ œ Ð+ ÑŠ a a a-
" "

13Esta função não tem nenhuma relação com as normas usuais que se definem no
contexto dos espaços vectoriais reais ou complexos.
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d) No caso em que  e , caso em que , tem-se, para cadaŠ ‘ Š ‚< -œ œ 5 œ #
D œ =  >3 =ß > − em , com ,‚ ‘

a ÐDÑ œ =  > œ lDl# # #.

Dem: a) Uma vez que ->Ð-Ñ œ >- œ > M. Ð-ÑŠ-
, resulta de  que4.14

a Ð>Ñ œ Ð> M. Ñ œ > ÐM. Ñ œ >det detŠ Š- -

5 5.

b) Temos uma consequência de se ter - - -+, + ,œ ‰  (asociatividade da multi-
plicação no corpo).
c) Uma vez que , resulta de a) e b) que+ + œ ""

a a aÐ+Ñ Ð+ Ñ œ Ð"Ñ œ "" .

d) Uma vez que  e , a matriz- -D DÐ"Ñ œ =  >3 Ð3Ñ œ 3 ‚ Ð=  >3Ñ œ >  =3
de  na base de  constituída pelos complexos  é- ‚D "ß 3

 = >
> =

e tem portanto determinante igual a .=  ># # 

4.18  Consideremos corpos (Determinante da aplicação linear dual) Š Š< -§ .
Sejam  um espaço vectorial sobre I Š -< com dimensão  e  uma8 ÀI Ä I
aplicação linear e consideremos a aplicação linear dual

- Š Š‡
< <À PÐIà Ñ Ä PÐIà Ñ

ou a versão estendida

- Š Š‡
- -À PÐIà Ñ Ä PÐIà Ñ.

Tem-se então, em ambos os casos,

det detÐ Ñ œ Ð Ñ- -‡ .

Dem: Fixemos uma base  de , constituída pelos vectores , eU I A ßá ßA" 8

denotemos por a base associada de  e de  constituídaU Š ŠPÐIà Ñ PÐIà Ñ< -

pelas aplicações lineares  (cf. ). Basta agora ter em conta ,α α" 8ßá ß 2.6 4.15
4.10 2.7 e o facto de, como se verificou em , a matriz de  ser a transposta da-‡

matriz de .- 

4.19  Sejam  um(Forma alternada determinante dum subespaço vectorial) I
espaço vectorial sobre Š com dimensão  e  um subespaço:  ; J § I
vectorial de dimensão .:
Seja  uma base ordenada de , constituída pelos vectoresU I

A ßá ßA ßA ßá ßA" : :" :;,

tal que os vectores  constituam uma base ordenada  de  EntãoA ßá ßA J Þ" :
wU

a forma multilinear alternada  está definida pordetUw − E ÐJ à Ñ: Š
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det detU Uw ÐB ßá ß B Ñ œ ÐB ßá ß B ßA ßá ßA Ñ" : " : :" :; .

Dem: É imediato que se pode definir uma forma multilinear alternada
0 Š− E ÐJ à Ñ:  por

0ÐB ßá ß B Ñ œ ÐB ßá ß B ßA ßá ßA Ñ" : " : :" :;detU

bastando agora atender a que se tem

0ÐA ßá ßA Ñ œ ÐA ßá ßA ßA ßá ßA Ñ œ "" : " : :" :;detU . 

4.20 (Forma alternada determinante de um espaço vectorial quociente)
Sejam  um espaço vectorial sobre I Š com dimensão  e  um:  ; J § I
subespaço vectorial de dimensão  e consideremos o espaço vectorial quo-;
ciente  de dimensão . Seja  uma base ordenada de , constituída pelosI

J : IU

vectores

A ßá ßA ßA ßá ßA" : :" :;,

tal que os vectores  constituam uma base de  e lembremosA ßá ßA J:" :;

que os vectores  constituem uma base de , que denotare-ÒA Ó ßá ß ÒA Ó" J : J
I
J

mos por  Então  está definida porU ŠsÞ − E Ð à Ñ14 detUs
: I

J

det detU Us " J : J " : :" :;ÐÒB Ó ßá ß ÒB Ó Ñ œ ÐB ßá ß B ßA ßá ßA ÑÞ

Dem: É imediato que se pode definir uma forma multilinear alternada
( Š− E ÐIà Ñ:  por

(ÐB ßá ß B Ñ œ ÐB ßá ß B ßA ßá ßA Ñ" : " : :" :;detU .

Se for , para algum , tem-se que B − J " Ÿ 3 Ÿ : B ßá ß B ßA ßá ßA3 " : :" :;

são linearmente dependentes uma vez que este sistema tem  elementos,;  "
nomeadamente  no subespaço vectorial  de dimensão , eB ßA ßá ßA J ;3 :" :;

por esse motivo vem

(ÐB ßá ß B Ñ œ !" : .

Tendo em conta o referido em , podemos assim definir uma forma3.10
multilinear  de grau  em  por(s : I

J

( (sÐÒB Ó ßá ß ÒB Ó Ñ œ ÐB ßá ß B Ñ œ

œ ÐB ßá ß B ßA ßá ßA Ñ
" J : J " :

" : :" :;detU

e do facto de se ter

14Se quiséssemos ser extremamente cuidadosos, a base ordenada de  é formada pelosJ
vectores  com  mas isso é um cuidado que, em geral, nos absteremosD ßá ß D D œ A" ; 4 :4

de tomar.
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(sÐÒA Ó ßá ß ÒA Ó Ñ œ ÐA ßá ßA ßA ßá ßA Ñ œ "" J : J " : :" :;detU

deduzimos que .( Šs œ − E Ð à ÑdetUs
: I

J 

4.21 (Determinante de uma aplicação linear com um subespaço invariante)
Sejam  um espaço vectorial de dimensão  sobre I 8 œ :  ; Š e  umJ § I
subespaço vectorial de dimensão  e consideremos o espaço vectorial quo-;
ciente , de dimensão .I

J :

Seja  uma aplicação linear tal que  e consideremos a- -À I Ä I ÐJÑ § J

correspondente aplicação linear  definida por - - -s sÀ Ä ÐÒBÓ Ñ œ Ò ÐBÑÓI I
J J J J

(cf. a alínea c) de ). Tem-se então2.8

det det detÐ Ñ œ Ð Ñ ‚ Ð Ñs- - -ÎJ .

Dem: Seja  uma base ordenada de , constituída pelos vectoresU I

A ßá ßA ßA ßá ßA" : :" :;,

tal que os vectores  constituam uma base  de  e lembre-A ßá ßA J:" :;
wU

mos que os vectores  constituem uma base de , que denota-ÒA Ó ßá ß ÒA Ó" J : J
I
J

remos por  Definimos uma forma multilinear alternada  porU 0 ŠsÞ − E ÐJ à Ñ;

0 - -ÐB ßá ß B Ñ œ ÐA Ñßá ß ÐA Ñß B ßá ß B:" :; " : :" :;detU 
e resulta da fórmula (2) na alínea b) de  que se tem4.2

0 0œ ÐA ßá ßA Ñ:" :; detUw ,

em particular,

0 - -

0 - -

0 -

   ÐA Ñßá ß ÐA Ñ œ

œ ÐA ßá ßA Ñ ÐA Ñßá ß ÐA Ñ œ

œ ÐA ßá ßA Ñ ‚ Ð Ñ

:" :;

:" :; :" :;

:" :; ÎJ

det

det
Uw

.

Deduzimos daqui, tendo em conta , que4.20

det det

det

det det

Ð Ñ œ ÐA Ñßá ß ÐA Ñß ÐA Ñßá ß ÐA Ñ œ

œ ÐA Ñßá ß ÐA Ñ œ

œ Ð Ñ ‚ ÐA ßá ßA Ñ œ

œ Ð Ñ ‚ ÐA Ñßá ß ÐA Ñß A ßá ß

- - - - -

0 - -

- 0

- - -

U

U

  


" : :" :;

:" :;

ÎJ :" :;

ÎJ " : :" A œ

œ Ð Ñ ‚ Ò ÐA ÑÓ ßá ß Ò ÐA ÑÓ œ

œ Ð Ñ ‚ ÐÒA Ó Ñßá ß ÐÒA Ó Ñ œs s

œ Ð Ñ ‚ Ð Ñs

:;

ÎJ s " J : J

ÎJ s " J : J

ÎJ

 
 det det

det det

det det

- - -

- - -

- -

U

U

. 

4.22  Sendo , consideremos uma matriz ,(Consequência matricial) 8 œ :  ; Q
com termos num corpo  que admita uma decomposiŠ, ção em blocos da
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forma

 E !
F G

,

onde a matriz  é do tipo , a matriz de zeros é do tipo , a matriz E : ‚ : : ‚ ; F
é do tipo  e a matriz  é do tipo . Tem-se então; ‚ : G ; ‚ ;

det det detÐQÑ œ ÐEÑ ‚ ÐGÑ.

Dem: Consideremos um espaço vectorial  de dimensão  sobre , munidoI 8 Š
de uma base  (por exemplo , com a base canónica) eA ßá ßA I œ" :;

8Š
sejam  o subespaço vectorial gerado por  e  aJ A ßá ßA ÀI Ä I:" :; -
aplicação linear que tem  como matriz na base considerada, aplicaçãoQ
linear para a qual se tem . Como referimos na alínea d) de , a-ÐJ Ñ § J 2.8
restrição  admite  como matriz numa base de  e a aplicação-ÎJ À J Ä J G J

linear  obtida por passagem ao quociente admite  como matriz-sÀ Ä EI I
J J

numa base de . Tem-se assimI
J

det det det det det detÐQÑ œ Ð Ñ œ Ð Ñ ‚ Ð Ñ œ ÐGÑ ‚ ÐEÑs- - -ÎJ . 

4.23  Sejam  um espaço vectorial de(Soma direta de subespaços invariantes) I
dimensão  sobre o corpo 8 Š e  e  dois subespaços vectoriais,J § I K § I
com dimensões  e  respectivamente, tais que tenha lugar a soma directa: ;
I œ J ŠK ÀI Ä I ÐJÑ § J. Seja  uma aplicação linear tal que  e- -
-ÐKÑ § K. Tem-se então

det det detÐ Ñ œ Ð Ñ ‚ Ð Ñ- - -ÎJ ÎK .

Dem: Sejam  uma base de , constituída pelos vectores , e U Uw ww
" :J A ßá ßA

uma base de , constituída pelos vectores , e reparemos queK A ßá ßA:" :;

os vectores  constituem uma base  de  na qualA ßá ßA ßA ßá ßA I" : :" :; U
- tem uma matriz da forma

 E !
! G

,

onde  é a matriz de  e  a matriz de . Tendo em conta ,E G- -ÎJ ÎK 4.22
concluímos assim que

det det det det det detÐ Ñ œ ÐQÑ œ ÐEÑ ‚ ÐGÑ œ Ð Ñ ‚ Ð Ñ- - -ÎJ ÎK . 

4.24 (Determinante de um endomorfismo linear e mudança do corpo dos
escalares) Consideremos dois corpos Š Š Š< - -§  tais que  seja uma
extensão finita de grau  de  e seja  a função norma associada5 À ÄŠ a Š Š< - <

(cf. ). Sejam  um espaço vectorial de dimensão  sobre  e 4.17 I 8 ÀI Ä IŠ --

uma aplicação linear com determinante  e denotemos pordetŠ-
Ð Ñ −- Š-
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detŠ<
Ð Ñ −- Š -< o determinante de  quando considerada como aplicação

linear no contexto do espaço vectorial  de dimensão  sobre  (cf. ).I 85 Š< 2.10
Tem-se então

det detŠ Š< -
Ð Ñ œ Ð Ñ- a - .

Por exemplo, lembrando a alínea d) de , se  for um espaço vectorial de4.17 I
dimensão  sobre  então  é também um espaço vectorial de dimensão 8 I #8‚
sobre  e tem-se‘

det det‘ ‚Ð Ñ œ Ð Ñ- - #.

Dem: O caso em que  tem dimensão  é trivial, uma vez que ambos osI !
determinantes são iguais a . Vamos fazer a demonstração por indução na"
dimensão  de  como espaço vectorial sobre .8 I Š-

No caso em que , podemos escolher uma base  de  e então8 œ " A I
- Š -ÐAÑ œ +A + − Ð Ñ œ + para um certo , tendo-se . Por outro lado,- detŠ-

sendo  o isomorfismo definido por , tem-se, na notação. Š .À Ä I Ð-Ñ œ -A-

de ,4.17

. - . . - . - .‰ Ð-Ñ œ Ð+-Ñ œ + Ð-Ñ œ Ð Ð-ÑÑ œ ‰ Ð-Ñ+ ,

donde  e portanto, por ,- . - .œ ‰ ‰+
" 4.13

det det detŠ Š Š< < -
Ð Ñ œ Ð Ñ œ Ð+Ñ œ Ð Ñ- - a a -+  .

Suponhamos o resultado verdadeiro no caso em que o espaço vectorial tem
dimensão  sobre  e provemo-lo quando essa dimensão é .8   " 8  "Š-

Examinamos primeiro o caso particular em que  admite um vector próprio-
A Á ! J A ", caso em que o subespaço vectorial  gerado por  tem dimensão  e
verifica  e em que podemos considerar o espaço vectorial-ÐJ Ñ § J

quociente  de dimensão  e a aplicação linear  obtida porI I I
J J J8 À Äs-

passagem ao quociente. Tendo em conta  e a hipótese de indução, tem-se4.21
então

det det det det det

det det det

Š Š Š Š Š

Š Š Š

< < < - -

- - -

Ð Ñ œ Ð Ñ ‚ Ð Ñ œ Ð Ñ ‚ Ð Ñ œs s

œ Ð Ñ ‚ Ð Ñ œ Ð Ñs

- - - a - a -

a - - a -

ÎJ ÎJ

ÎJ

   
   .

Examinamos, por fim, o caso geral em que não supomos a existência de
vector próprio não nulo para . Nesse caso, aplicamos “lema com aplicação-
adiada” em  para considerar aplicações lineares , cada2.11 - -w wwß À I Ä I
uma das quais verificando a condição particular referida anteriormente, tais
que  e, utilizando o que já se provou nesse caso particular, vemos- - -œ ‰w ww

que

det det det det det

det det det
Š Š Š Š Š

Š Š Š

< < < - -

- - -

Ð Ñ œ Ð Ñ ‚ Ð Ñ œ Ð Ñ ‚ Ð Ñ œ

œ Ð Ñ ‚ Ð Ñ œ Ð Ñ

- - - a - a -

a - - a -

w ww w ww

w ww

      . 
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4.25  Determinar uma fórmula explícita para o determinante de(Exercícios) 1)
uma matriz do tipo $ ‚ $.
2) Seja  um espaço vectorial sobre o corpo , munido de uma base I Š U
constituída pelos vectores  e sejam  os elementos daA ßA ß − PÐIà Ñ" # " #α α Š
respectiva base dual. Verificar que, dados vectores ,B ß B − I" #

detUÐB ß B Ñ œ ÐB Ñ ÐB Ñ  ÐB Ñ ÐB Ñ" # " " # # " # # "α α α α .

3) Seja  uma matriz de números complexos e denotemos por  a matrizQ Q
cujos termos são os complexos conjugados dos termos correspondentes de
Q ÐQÑ ÐQÑ. Mostrar que  é o complexo conjugado de . Generalizardet det
este resultado descobrindo qual a propriedade fundamental da conjugação
que intervém na demonstração.
4) Utilizar a igualdade do determinante de uma matriz quadrada e da sua
transposta para obter um “teorema de Laplace relativo à coluna ” análogo5
ao examinado em .4.7

§5. Formas alternadas de grau inferior e produto exterior

Verificámos na secção 4 que, dados corpos  e um espaçoŠ Š< -§
vectorial  de dimensão  sobre o corpo , o espaço vectorialI 8 Š<

E ÐIà Ñ 8 "8
-Š  das formas multilineares alternadas de grau  tem dimensão 

e possui uma base natural associada a uma base que se considere em . JáI
verificáramos antes, na alínea c) de , que  sempre3.14 E ÐIà Ñ œ Ö!×:

-Š
que . O objectivo principal da presente secção é o de examinar os:  8
espaços  no caso em que . Paralelamente ao facto de oE ÐIà Ñ :  8:

-Š
estudo do caso  se ter baseado no lema , o estudo do caso em que: œ 8 4.1
:  8 vai depender duma generalização desse lema, cuja demonstração se
se baseia na deste (com uma parte substancial obtida por “copy paste”).

5.1  Consideremos corpos   um(Lema do desenrascanço bis) Š Š< -§ . Sejam I
espaço vectorial sobre Š< de dimensão ,  fixado em  e 8   # A Á ! I J § I
o subespaço de dimensão  gerado por  e consideremos o espaço vectorial" A
quociente , que sabemos ter dimensão . Seja .I

J 8  " # Ÿ : Ÿ 8

a) Existe uma aplicação linear sobrejectiva entre espaços vectoriais sobre Š-

G Š ŠA - -
: :"À E ÐIà Ñ Ä E Ð à Ñ

I

J

definida por

G 0 0A " J :" J " :"Ð ÑÐÒB Ó ßá ß ÒB Ó Ñ œ ÐB ßá ß B ßAÑ,

cujo kernel é o subespaço vectorial  que é isomorfo a E ÐIà Ñ E Ð à Ñ:
J - -

: I
JŠ Š
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(cf. a alínea d) de ).3.14 15

b) Fixada uma aplicação linear  tal que , pode definir-seα Š αÀ I Ä ÐAÑ œ "
uma aplicação linear entre espaços vectoriais sobre Š-

F Š ŠÀ E Ð à Ñ Ä E ÐIà Ñ
I

J
:" :

- -

pondo

F (

α (

( )

,

ÐB ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB Ñ ÒB Ó ßá ß ÒB Ó ßá ß ÒB Ó

" :

"Ÿ3Ÿ:

:3
3 " J 3 J : J  s

aplicação para a qual  é igual à identidade de .G F ŠA -
:" I

J‰ E Ð à Ñ

Dem:  O facto de, para cada ,  ser uma forma"Ñ 0 Š G 0− E ÐIà Ñ Ð Ñ:
- A

multilinear alternada de grau  sobre  bem definida resulta do que foi:  " I
J

referido na alínea d) de , uma vez que tem lugar uma forma multilinear3.14
alternada de grau :  "

ÐB ßá ß B Ñ È ÐB ßá ß B ßAÑ" :" " :"0

que se anula quando  para algum , já que o sistemaB − J 4 Ÿ :  "4

B ßá ß B ßA" :"  é então linearmente dependente, por ter dois vectores no
subespaço vectorial  de dimensão . É trivial constatar que a aplicaçãoJ "

G Š ŠA - -
: :"À E ÐIà Ñ Ä E Ð à Ñ

I

J

assim definida é linear.
2)  É imediato que se  então . Reciprocamente, se0 Š G 0− E ÐIà Ñ Ð Ñ œ !:

J - A

for G 0 0 ŠA - " : 3
:
JÐ Ñ œ ! − E ÐIà Ñ B ßá ß B B − J então  visto que, dados  com 

para algum , vem  donde3 B œ +A3

0 0

G 0

ÐB ßá ß B Ñ œ Ð"Ñ ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ + Ð ÑÐÒB Ó ßá ß ÒB Ó ßá ß ÒB Ó Ñ œ !

" : " 3" 3" 3
8:

8:
A " J 3 J : Js .

Provámos assim que o kernel de  é efectivamente  que, pelaGA
:
JE ÐIàKÑ

alínea d) de , é isomorfo a .3.14 E Ð à Ñ: I
J -Š

3) Fixemos agora uma aplicação linear  tal que . Paraα Š αÀ I Ä ÐAÑ œ "<

cada

( Š− E Ð à Ñ
I

J
:"

-

15Repare-se que, no caso em que , o facto de  ter dimensão  implica que: œ 8 8  "I
J

E Ð à Ñ œ Ö!×: I
J -Š  pelo que fica explicado o facto de em  se afirmar a injectividade de4.1

GA.
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consideremos a aplicação multilinear  definida porF ( ŠÐ ÑÀ I Ä:
-

F (

α (

( )

.

ÐB ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB Ñ ÒB Ó ßá ß ÒB Ó ßá ß ÒB Ó

" :

"Ÿ3Ÿ:

: 3
3 " J 3 : JJ

  + s

Vamos utilizar  para verificar que esta aplicação multilinear é alternada3.15
para o que supomos que se tem  para um certo . Na soma de B œ B 4  : :4 4"

parcelas que caracteriza ( )  só duas não são necessariamenteF ( ÐB ßá ß B Ñ" :

nulas, as correspondentes a  e a , visto que em cada uma das3 œ 4 3 œ 4  "
restantes o elemento  aparece em duas posições nosÒB Ó œ ÒB Ó4 J 4" J

argumentos de . Vemos assim que(

F (

(

(

( )ÐB ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB Ñ ÒB Ó ßá ß ÒB Ó ß ÒB Ó ß ÒB Ó á ß ÒB Ó 

 Ð"Ñ ÐB Ñ ÒB Ó ßá ß ÒB Ó ß ÒB Ó ß ÒB Ó ßá ß ÒB Ó œ

œ

" :

:4
4 " J 4" J 4" J 4# J : J

:4"
4" " J 4" J 4 J 4# J : J

α

α

 
 

!,

uma vez que α αÐB Ñ œ ÐB Ñ ÒB Ó œ ÒB Ó4 4" 4 J 4" J e .
4) O que vimos em 3) mostra que temos uma aplicação

F Š ŠÀ E Ð à Ñ Ä E ÐIà Ñ
I

J
:" :

- - .

Vamos agora mostrar que G F ŠA -
:" I

J‰ E Ð à Ñ é a identidade de ,  o que
provará, em particular, que a aplicação linear  é sobrejectiva. Ora, dadoGA

( Š α− E Ð à Ñ ÒAÓ œ ! ÐAÑ œ ":" I
J - J, vem, reparando que  e que ,

Ð ‰ ÑÐ Ñ ßá ß œ

œ Ð ÑÐB ßá ß B ßAÑ œ

œ Ð"Ñ ÐB Ñ ÒB Ó ßá ß ÒB Ó ßá ß ÒB Ó ÒAÓ 

 Ð"Ñ ÐAÑ ÒB Ó ßá ß ÒB

G F (

F (

α (

α (

A

" :"

"Ÿ3Ÿ:"

:3
3 " J 3 J A" J J

::
" J :

 
   



ÒB Ó ÒB Ó" J :" J

s ,

" J

" J :" J

Ó œ

œ ÒB Ó ßá ß ÒB Ó

 ( ,

ou seja, .Ð ‰ ÑÐ Ñ œG F ( (A 

5.2 Consideremos corpos (Aplicação ao estudo de )E ÐIà Ñ:
-Š  .Š Š< -§

Sejam  um espaço vectorial de dimensão  sobre o corpo  e  uma I 8 Š U< base
ordenada de , constituída pelos vectores  Seja  eI A ßá ßA Þ ! Ÿ : Ÿ 8" 8

denotemos por  o conjunto das partes  com  elementosc8ß: M § Ö"ßá ß 8× :
que, como sabemos, tem um número de elementos igual ao número de
combinações 8

:C . Recordemos que, como referido em , para cada2.2
M − c8ß: :, denotamos por  os elementos de  postos por ordem.M ß M" #ßá ß M M
a) A aplicação linear entre espaços vectoriais sobre Š-
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@U

c

ß:
:

M−

À E ÐIà Ñ ÄŠ Š- -
8ß:

   (1)

definida por

 @ 0 0Uß: M M MM
Ð Ñ œ ÐA ßA ßá ßA Ñ

" # :

é então um isomorfismo, em particular  tem dimensão E ÐIà Ñ: Š-
8

:C . Este
isomorfismo aplica E ÐIà Ñ:

M−

Š Š< < sobre   
c8ß:

.

b) (Binet–Cauchy escondido com a cauda de fora)  O espaço vectorial
E ÐIà Ñ: Š Š c c- - 8ß: 8ß: sobre  admite uma base indexada em  que a M −
associa a única forma multilinear alternada

detUßM < -
: :− E ÐIà Ñ § E ÐIà ÑŠ Š

que verifica

detUßM M M

w

wÐA ßá ßA Ñ œ
" M œ M
! M Á M

w
"

w
:  , se 

, se 
,   (2)

para cada .  Além disso, para cada , tem-seM − − E ÐIà Ñw :
8ß: -c 0 Š16

0 0œ ÐA ßá ßA Ñ
M−

M M ßM

c

U

8ß:

" :
det .   (3)

c) No caso em que , existe um único , nomeadamente: œ 8 M − c8ß8

M œ Ö"ßá ß 8× − E ÐIà Ñ e  é a forma multilinear determinante det detU UßM <
8 Š

definida na alínea b) de .4.2
d) No caso em que , os elementos: œ "

detUßÖ3×
"

< <− E ÐIà Ñ œ PÐIà ÑŠ Š

são os elementos  da base de  associada à base  de  (cf. .α Š U3 -PÐIà Ñ I Ñ2 6Þ
Dem: a) É imediato que @Uß: é uma aplicação linear pelo que o que temos
que mostrar é que se trata mesmo de um isomorfismo. Comecemos por notar
que o resultado é trivial quando , caso em que  é simplesmente a: œ ! @Uß:

identidade, e que a sua validade para  resulta: œ "  do facto bem conhecido
de uma aplicação linear ficar determinada pelas imagens arbitrárias que
devem ter os elementos de uma base. Vamos agora provar o facto de @Uß: ser
um isomorfismo , começando por reparar por indução na dimensão  de 8 I
que as observações precedentes mostram que o resultado é verdadeiro
quando  e quando . Seja  tal que a propriedade valha nos8 œ ! 8 œ " 8   #
espaços vectoriais de dimensão  e provemo-lo quando  tem dimensão8  " I
8 :   #, podendo já supor-se que . Com o objetivo de aplicar o lema ,5.1

16Trata-se assim de uma base não ordenada.
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consideremos  e, no espaço vectorial  de dimensão , a baseA œ A 8  "8
I
J

ordenada constuída pelos vectores . Notamos agora que,ÒA Ó ßá ß ÒA Ó" J 8" J

pelo lema referido, a aplicação linear sobrejectiva

G Š ŠA - -
: :"À E ÐIà Ñ Ä E Ð à Ñ

I

J
,

cujo espaço de chegada tem, pela hipótese de indução, dimensão 8"
:"C ,

tem como kernel o espaço vectorial E ÐIà Ñ E Ð à Ñ:
J - -

: I
JŠ Š que é isomorfo a 

e portanto, mais uma vez pela hipótese de indução, tem dimensão 8"
:C .

Resulta daqui queE ÐIà Ñ:
-Š  tem dimensão

8" 8" 8
:" : :C + C C .œ

Para mostrarmos que a aplicação linear (1) é um isomorfismo bastará assim
mostrar que se trata de uma aplicação linear injectiva. Seja então
0 c− E ÐIà Ñ M −:

8ß:Š-  tal que para cada  se tenha

0ÐA ßA ßá ßA Ñ œ !M M M" # :
.

Para cada  podemos então considerar  eM − M œ M ∪ Ö8× −c c8"ß:" 8ß:
w

vem

G 0 0

0

A M J M J M M

M M M

Ð ÑÐÒA Ó ßá ß ÒA Ó Ñ œ ÐA ßá ßA ßAÑ œ

œ ÐA ßá ßA ßA Ñ œ !
" :" " :"

w w
" :"

w
:

pelo que a hipótese de indução implica que  ou seja, pelo lema 1,< 0AÐ Ñ œ ! 5.
0 − E ÐIà Ñ:

J Š- , podendo assim considerar-se a correspondente forma
multilinear alternada , para a qual se tem0s − E Ð à Ñ: I

J Š-

0 0ÐB ßá ß B Ñ œ ÐÒB Ó ßá ß ÒB Ó Ñs
" : " J : J .

Para cada  tem-se entãoM − c8"ß:

0 0sÐÒA Ó ßá ß ÒA Ó Ñ œ ÐA ßA ßá ßA Ñ œ !M J M: J M M M" " # :

pelo que, mais uma vez pela hipótese de indução, tem-se , donde .0 0s œ ! œ !
Provámos assim que a aplicação linear (1) é efectivamente injectiva. O facto
de  aplicar sobre   @ Š ŠU

c
ß:

:

M−

E ÐIà < <Ñ  resulta de que não estamos
8ß:

impedidos de considerar para  o próprio Š Š- <Þ
b) O facto de ficarem bem definidas formas multilineares alternadas detUßM
pela condição (2) resulta de que @Uß:, como se verificou em a), é um
isomorfismo. O facto de estes elementos constituirem uma base de
E ÐIà Ñ:

ß:Š-  resulta de as suas imagens pelo isomorfismo  constituirem a@U

base canónica de 
M−c8ß:

Š 0 Š- -
:. Vemos agora que, dado , existem− E ÐIà Ñ



§5. Formas alternadas de grau inferior e produto exterior 41

escalares , , tais que  e então, − M − œ ,M - 8ß: M ßM
M

Š c 0  detU

0ÐA ßá ßA Ñ œ , ÐA ßá ßA Ñ œ ,M M M ßM M M M

M−

w w
" "

w w w
: :

8ß:


c

Udet .

c) e d) Temos consequências imediatas das definições, que foram enunciadas
apenas para referência futura. 

5.3 (Caracterização das formas alternadas )detUßM :− E ÐIà ÑŠ  Sejam  umI
espaço vectorial de dimensão  sobre o corpo 8 œ :  ; Š, no qual
consideramos uma base  constituída pelos vectores U A"ßá ßA M −8 8ß:, e .c

Denotemos , e consideremos o subespaço vectorial M œ Ö"ßá ß 8× Ï M J § I
gerado pelos vectores  e no espaço vectorial quociente  a baseA ßá ßAM M;

I
J"

ordenada  constituída pelos vectores  Tem-se entãoUM M MJ JÒA Ó ßá ß ÒA Ó Þ
" :

det detU UßM " : " :J JÐB ßá ß B Ñ œ ÒB Ó ßá ß ÒB Ó
M
 ,   (1)

por outras palavras, sendo  a projeção canónica,3À I Ä I
J

det detU UßM
‡œ 3  

M
.

Repare-se que, sendo  a matriz do tipo  cuja coluna  é constituídaQ 8‚ : 4
pelas coordenadas de  na base , o segundo membro de (1) é o determi-B4 U
nante da matriz quadrada  (cf. a notação em ).QM 2.1
Dem: Consideremos o elemento  definido por0 Š− E ÐIà Ñ:

0ÐB ßá ß B Ñ œ ÒB Ó ßá ß ÒB Ó" : " :J JdetUM
 ,

o qual não é mais do que a imagem recíproca  pela3 Š‡ : I
J

   detUM
− E à

projeção canónica   verifica as condições3 0À I Ä ÞI
J

Resta-nos mostrar que 
que determinam .detUßM
Ora, por definição, vem

0ÐA ßá ßA Ñ œ ÐÒA Ó ßá ß ÒA Ó Ñ œ "M M M M:J J" : M "
detU

e, por outro lado, se  em  existe  tal que  e portantoM Á M 4 M Â Mw w
8ß: 4c

ÒA Ó œ !M Jw
4

 pelo que

0ÐA ßá ßA Ñ œ ÐÒA Ó ßá ß ÒA Ó Ñ œ !M M M MJ Jw w
" "

w w
: :M

detU .

A interpretação matricial resulta de que, sendo

B œ Q A âQ A4 " 8
" 8
4 4 ,

tem-se

ÒB Ó œ Q ÒA Ó âQ ÒA Ó4 M MJ 4 J 4 J
M M"

" :

: . 
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5.4  Sejam  um espaço(Versão vectorial do teorema de Binet–Cauchy) I
vectorial de dimensão  sobre o corpo 8 Š U munido de uma base , constituída
pelos vectores , e  um espaço vectorial de dimensão  sobreA ßá ßA I : Ÿ 8s

" 8

Š U munido de uma base , constituída pelos vectores . Sejams D ßá ß D" :

- .À I Ä I ÀI Ä Is s e  duas aplicações lineares. Tem-se então

det det detÐ ‰ Ñ œ ÐA Ñßá ß ÐA Ñ ÐD Ñßá ß ÐD Ñ. - . . - -    
M−

s M M ßM " :

c
U U

8ß:

" :
.

Dem: Aplicando a alínea b) de  a , vemos que5.2 . Š‡ :
sÐ Ñ − E ÐIà ÑdetU

. .‡ ‡
s s

M−

M M ßMÐ Ñ œ Ð ÑÐA ßá ßA Ñdet det detU U
c

U
8ß:

" :

e portanto

det det

det

det det

det

Ð ‰ Ñ œ Ð ÐD ÑÑßá ß Ð ÐD ÑÑ œ

œ Ð Ñ ÐD Ñßá ß ÐD Ñ œ

œ Ð ÑÐA ßá ßA Ñ ÐD Ñßá ß ÐD Ñ œ

œ Ð Ð

. - . - . -

. - -

. - -

.

U

U

c
U U

c
U

s " :

‡
s " :

M−

‡
s M M: ßM " :

M−

s

  
  
8ß:

"

8ß:

A Ñßá ß ÐA Ñ Ð ÐD Ñßá ß ÐD ÑÑM M: ßM " :"
. - - detU . 

5.5  Seja  e conside-(Versão matricial do teorema de Binet–Cauchy) : Ÿ 8
remos duas matrizes com termos num corpo Š,  de tipo  e  de tipoE : ‚ 8 F
8 ‚ :. Tem-se então, com as notações referidas em ,2.1

det det detÐE ‚ FÑ œ ÐE Ñ ‚ ÐF Ñ
M−

M
M

c8ß:

.

Dem: Consideremos espaços vectoriais  e , munidos de bases  e  nasI Is sU U

condições e notações de , por exemplo  e  com as bases5.4 I œ I œsŠ Š8 :

canónicas, e sejam  e  as aplicações lineares que têm- .À I Ä I ÀI Ä Is s

matrizes  e , respectivamente, nas bases referidas. Tem-se entãoF E
det detÐ ‰ Ñ œ ÐE ‚ FÑ. - ,

det detUs M M: MÐ ÐA Ñßá ß ÐA Ñ œ ÐE Ñ. .
"


e, tendo em conta o referido em ,5.3

det detUßM " :
MÐ ÐD Ñßá ß ÐD ÑÑ œ ÐF Ñ- - ,

pelo que a conclusão resulta da fórmula obtida em .5.4 

No que segue vai ser importante associar a cada conjunto finito  deM
números naturais positivos um , isto é, um elemento do conjuntosinal
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Ö"ß "×. Definimos em seguida essa associação e apontamos algumas das
suas propriedades básicas.

5.6  Seja  um conjunto finito de números(O sinal dum conjunto finito) M
naturais positivos com  elementos e denotemos, como antes, por : M"ßá ß M:
os elementos de  considerados por ordem crescente. Vamos definir o M sinal
de , denotado por  ou sgn ,  como sendo o elemento de M Ð"Ñ ÐMÑ Ö"ß "×M 17

Ð"Ñ œ Ð"Ñ ÞM ÐM "ÑÐM #ÑâÐM :Ñ" # :

Registamos em seguida algumas propriedades simples da noção de sinal dum
conjunto.
a) (Casos particulares) Tem-se

Ð"Ñ œ Ð"Ñ

Ð"Ñ œ Ð"Ñ œ "

Ð"Ñ œ Ð"Ñ œ "

Ö3× 3"

g !

Ö"ß#ßáß:× !

,

,

.

b) (Fórmula alternativa)  Tem-se também

Ð"Ñ œ Ð"ÑM ÐM âM:ÑÐ"â:Ñ"

o que nos permite concluir que, quando  tem  elementos,M œ Ö3 ßá ß 3 × :" :

sem que os elementos  tenham que estar por ordem crescente, vem3 ßá ß 3" :

ainda

Ð"Ñ œ Ð"Ñ œ

œ Ð"Ñ

M Ð3 â3 ÑÐ"â:Ñ

Ð3 "ÑÐ3 #ÑâÐ3 :Ñ

" :

" # : .
   (1)

c) Dados conjuntos , com  elementos, e , com  elementos, tais queM : N ;
M ∩ N œ g, tem-se

Ð"Ñ œ Ð"Ñ ‚ Ð"Ñ ‚ Ð"ÑM∪N :; M N .   (2)

Em consequência, no caso em que , com , eM § Ö"ßá ß 8× 8 œ :  ;
consideramos o complementar M œ Ö"ßá ß 8× Ï M , que tem  elementos, vem;

Ð"Ñ œ Ð"Ñ ‚ Ð"ÑM :; M .   (3)

Dem: Tendo em conta a fórmula (1) na alínea b) acima,

17Usaremos preferencialmente a primeira para sublinhar que não estamos a utilizar uma
definição equivalente que passa pelo sinal de uma permutação associada (uma permu-
tação do “tipo baralhar”).
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Ð"Ñ œ Ð"Ñ œ

œ Ð"Ñ ‚ Ð"Ñ œ

œ ÐMÑ ‚ Ð"Ñ ‚ Ð"Ñ

M∪N ÐM âM N âN ÑÐ"â:Ð:"ÑâÐ:;ÑÑ

ÐM âM ÑÐ"â:Ñ ÐN âN Ñ:;Ð"â;Ñ

M N :;

" : " ;

" : " ;

.

Quanto à segunda fórmula atendemos a que, por ser , comÖ"ßá ß 8× œ M ∪ M
M ∩ M œ g, vem

" œ Ð"Ñ œ Ð"Ñ ‚ Ð"Ñ ‚ Ð"ÑÖ"ßáß8× :; M M

e lembramos que, para elementos de , multiplicar é o mesmo queÖ"ß "×
dividir. 

Como primeira aplicação do sinal, enunciamos três resultados, dos quais
os dois primeiros já poderiam ter aparecido no contexto da secção 3Þ

5.7  Consideremos corpos (Divisão dos argumentos em dois pacotes) Š Š< -§ .
Sejam ,  um espaço vectorial sobre 8 œ :  ; I Š 0 Š< -

8,  e− E ÐIà Ñ
M − c8ß:, com o correspondente

M œ Ö"ßá ß 8× Ï M − c8ß;.

Dados , tem-se entãoB ßá ß B − I" 8

0 0ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ œ Ð"Ñ ‚ ÐB ßá ß B ÑM M " 8M M
M

" : " ;
.

Dem: O resultado é trivial nos casos em que  e em que , em: œ ! ; œ !
ambos os casos vindo . Vamos provar o resultado por indução emÐ"Ñ œ "M

8, a observação precedente mostrando que ele é automaticamente verdadeiro
nos casos em que  e em que . Suponhamos o resultado verdadeiro8 œ ! 8 œ "
no caso em que temos  variáveis e provemo-lo no caso em que temos 8  " 8
variáveis. Dois casos são possíveis:
Caso 1: Suponhamos que , e portanto . Considerando  fixado8 − M 8 œ M B; 8

e a aplicação multilinear alternada  definida por0 Šs − E ÐIà Ñ8"
-

0 0sÐB ßá ß B Ñ œ ÐB ßá ß B ß B Ñ" 8" " 8" 8 ,

tem-se então, aplicando a hipótese de indução,

0 0

0 0

ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ œ ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ œs

œ Ð"Ñ ‚ ÐB ßá ß B Ñ œ Ð"Ñ ‚ ÐB ßá ß B Ñs

M M M MM M M M

M M
" 8" " 8

" : " :" ; " ;"

.

Caso 2: Suponhamos que , e portanto . Consideremos8 − M 8 œ M:
M œ M Ï Ö8× M œ M ∪ Ö8×w w, tendo-se assim . Reparando que

Ð"Ñ œ Ð"Ñ ‚ Ð"Ñ œ Ð"Ñ ‚ Ð"ÑM M M : M ;w w
: ,
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obtemos, aplicando o caso 1 e a igualdade (3) na alínea b) de ,3.14

0 0

0 0

ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ œ Ð"Ñ ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ‚ Ð"Ñ ‚ ÐB ßá ß B Ñ œ Ð"Ñ ‚ ÐB ßá ß B Ñ

M M M MM M M M
;

; M M
" 8 " 8

" : " ; " ;"
w w
" :"

w w

w

. 

5.8  Consideremos corpos Sejam(Corolário — Troca dos pacotes) Š Š< -§ . 
8 œ :  ; I,  um espaço vectorial sobre Š 0 Š< -

8 e . Dados− E ÐIà Ñ
vectores , tem-seB ßá ß B ß C ßá ß C − I" : " ;

0 0ÐC ßá ß C ß B ßá ß B Ñ œ Ð"Ñ ÐB ßá ß B ß C ßá ß C ÑÞ" ; " : " : " ;
:;

Dem: Pondo , para , e sendo ,B œ C " Ÿ 4 Ÿ ; M œ Ö:  "ßá ß :  ;×:4 4

portanto com , concluímos por  e tendo em conta a fórmulaM œ Ö"ßá ß :× 5.7
(3) na alínea c) de , que5.6

0 0

0

ÐC ßá ß C ß B ßá ß B Ñ œ ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ‚ ÐB ßá ß B Ñ

" ; " : M M M M

M
" 8

" : " ;

,

onde

Ð"Ñ œ Ð"Ñ ‚ Ð"Ñ œ Ð"ÑM :; M :;. 

5.9 (Corolário — Outras caracterizações dos elementos  na alínea b)detUßM
de )5.2  Sejam ,  um espaço vectorial de dimensão  sobre o8 œ :  ; I 8
corpo , no qual consideramos uma base  constituída pelos vectoresŠ U
A"ßá ßA M − M œ Ö"ßá ß 8× Ï M8 8ß:, e . Consideremos o correspondente .c
Tem-se então que o elemento  está definido pordetUßM 8− E ÐIà ÑŠ

det det

det

U U

U

ßM " : " :
M

M M

M
M M " :

ÐB ßá ß B Ñ œ Ð"Ñ ÐB ßá ß B ßA ßá ßA Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐA ßá ßA ß B ßá ß B ÑÞ

" ;

" ;

Dem: Provemos a primeira igualdade. Reparemos que se pode considerar um
elemento  definido por0 Š− E ÐIà Ñ:

0ÐB ßá ß B Ñ œ Ð"Ñ ÐB ßá ß B ßA ßá ßA Ñ" : " :
M

M MdetU " ;
.

Precisamos mostrar que 0 verifica as condições que determinam .detUßM
Em primeiro lugar, se  em  existe  tal que  donde M Á M 4 M Â M M œ Mw w w

8ß: 54 4c

para algum  e portanto5

0ÐA ßá ßA Ñ œ Ð"Ñ ÐA ßá ßA ßA ßá ßA Ñ œ !M M M M
M

M M
w w
" "

w w
: : " ;

detU .

Vemos agora que

0ÐA ßá ßA Ñ œ Ð"Ñ ÐA ßá ßA ßA ßá ßA Ñ œ

œ Ð"Ñ ‚ Ð"Ñ ÐA ßá ßA Ñ œ "

M M M M
M

M M

M M
" 8

" : " : " ;
det

det

U

U .
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A segunda igualdade resulta da primeira, tendo em conta  e o facto de,5.8
pela fórmula (3) na alínea c) de ,  ter-se .5.6 Ð"Ñ œ Ð"Ñ ‚ Ð"ÑM :; M 

5.10 Consideremos corpos (O produto exterior) Š Š< -§  e um espaço vecto-
rial  sobre . Dados  e , pode definir-se umaI − E ÐIà Ñ − E ÐIà ÑŠ 0 Š ( Š< - -

: ;

forma multilinear alternada , a que se dá o nome de0 ( Š• − E ÐIà Ñ:;
-

produto exterior de  e , por0 (

0 ( 0 (• ÐB ßá ß B Ñ œ Ð"Ñ ÐB ßá ß B Ñ ÐB ßá ß B Ñ" :; M M

M−

M
M M


c:;ß:

" : " ;
.(1)

Além disso, as aplicações

E ÐIà Ñ ‚ E ÐIà Ñ Ä E ÐIà Ñ Ð ß Ñ È •: ; :;
- - -Š Š Š 0 ( 0 (, ,

são -bilineares e verificam a propriedade de -comutatividadeŠ- „

( 0 0 (• œ Ð"Ñ •:; .(2)

Note-se que não afastamos os casos em que  e em que , casos em: œ ! ; œ !
que a soma em (1) tem uma única parcela e o produto exterior é o produto
usual de uma forma multilinear alternada por um escalar em .Š-

Dem: É imediato que a aplicação  definida no enunciado é0 ( Š• ÀI Ä:;
-

multilinear e, para verificarmos que ela é alternada vamos utilizar o critério
em . Consideremos então  tal que  Dividimos as3.15 3  :  ; B œ B Þ3 3"

parcelas no somatório no segundo membro de (1) em quatro subconjuntos
disjuntos:
1) Aquelas em que  e  pertencem ambos a . Essas parcelas são nulas3 3  " M
uma vez que se tem então .0ÐB ßá ß B Ñ œ !M M" :

2) Aquelas em que  e  pertencem ambos a . Essas parcelas são nulas3 3  " M
uma vez que se tem então .(ÐB ßá ß B Ñ œ !M M" ;

3) Aquelas em que  e .3 − M 3  " − M
4) Aquelas em que  e .3 − M 3  " − M
Podemos considerar uma correspondência biunívoca entre conjuntos  nasM
condições de 3) e conjuntos  nas condições de 4) que associa a cada  nasM M
condições de 3) o conjunto . Além disso, a parcelaM œ M ∪ Ö3  "× Ï Ö3×w

correspondente a  nas condições de 3) vem simétrica da parcela correspon-M
dente a  visto que se tem  e que, sendo  eM Ð"Ñ œ Ð"Ñ 3 œ Mw M M

+
w

3  " œ M 3  " œ M 3 œ M M œ M > Á +, , >
w w
+ >

w vem  e ,  assim como  para cada  e18

M œ M = Á ,= =
w  para cada , o que implica que

0 0 ( (ÐB ßá ß B Ñ œ ÐB ßá ß B Ñ ÐB ßá ß B Ñ œ ÐB ßá ß B ÑM M M M M M M M" :
w
"

w
: " ; " ;

w w, .

Deduzimos assim que, sendo , a soma (1) é efectivamente igual a .B œ B !3 3"

O facto de as aplicações  serem bilineares é de verificação trivial. Por fim,•

18Para isso foi importante estarmos a considerar  e não simplesmente B œ B B œ B3 3" 3 4

para um certo .3  4
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a propriedade de -comutatividade em (2) resulta de que se pode considerar„
uma correspondência biunívoca de  sobre  que a  associa  e dec c:;ß: :;ß; M M
que, tendo em conta a fórmula (3) na alínea c) de , a parcela de5.6
( 0• ÐB ßá ß B Ñ M" :;  correspondente ao complementar  é igual à parcela de
0 (• ÐB ßá ß B Ñ M Ð"Ñ" :;

:; correspondente a  multiplicada por . 

5.11  No contexto de , conside-(Produto exterior e imagens recíprocas) 5.10
remos também um espaço vectorial Iw

< sobre  e uma aplicação linearŠ
-À I Ä Iw  assim como as correrspondentes aplicações lineares de imagem
recíproca. Dados  e , tem-se então0 Š ( Š− E ÐIà Ñ − E ÐIà Ñ: ;

- -

- 0 ( - 0 - ( Š‡ ‡ ‡ :; w
-Ð • Ñ œ Ð Ñ • Ð Ñ − E ÐI à Ñ.

Dem: Trata-se de uma consequência directa das definições. 

5.12  Se (Exemplos de produto exterior) a) 0 ( Š Šß − PÐIà Ñ œ E ÐIà Ñ- -
"  vem

0 ( 0 ( 0 (• ÐBß CÑ œ ÐBÑ ÐCÑ  ÐCÑ ÐBÑ.

b) Mais geralmente, se  e , tem-se0 Š ( Š− E ÐIà Ñ − E ÐIà Ñ" ;
- -

0 ( 0 (• ÐB ßá ß B Ñ œ Ð"Ñ ÐB Ñ ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ" ;" 3 " 3" 3" ;"

3œ"

;"
3" .

5.13  Consideremos corpos(Produto exterior de elementos da base associada)
Š Š Š< - <§ I 8 e um espaço vectorial  de dimensão  sobre , onde se fixou
uma base  formada pelos vectores . Dados , ,U A ßá ßA : Ÿ 8 ; Ÿ 8" 8

M − N −c c8ß: 8ß; e , tem-se então, para os correspondentes elementos
det detU UßM - ßN -

: ;− E ÐIà Ñ − E ÐIà ÑŠ Š e  (cf. a alínea b) de ):5.2
a) Se ,M ∩ N Á g

det detU UßM ßN• œ !.

b) Se , seja  o definido porM ∩ N œ g V − c:;ß:

M œ ÐM ∪ N Ñ ß M œ ÐM ∪ N Ñ ßá ß M œ ÐM ∪ N Ñ ß" V # V : V" # :
19

e portanto

N œ ÐM ∪ N Ñ ß N œ ÐM ∪ N Ñ ßá ß N œ ÐM ∪ N Ñ" # ;V V V" # ;
.

Tem-se então

det det detU U UßM ßN ßM∪N
V• œ Ð"Ñ .

c) Como caso particular de b), no caso em que ,M  N: "

19Ou seja,  é o conjunto dos  em  tais que .V 4 Ö"ßá ß :  ;× ÐM ∪ N Ñ − M4
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det det detU U UßM ßN ßM∪N• œ .

d) (Laplace generalizado escondido com a cauda de fora)  Como caso
particular de b), tem-se

det det detU UUßM ßM
M• œ Ð"Ñ .

Dem: Tendo em conta a alínea b) de , tem-se5.2

det det det det detU U U U U

c

ßM ßN ßM ßN O O ßO

O−

• œ • ÐA ßá ßA Ñ
8ß:;

" :;
,(1)

onde, para cada , tem-seO − c8ß:;

det det

det det

U U

c

U U

ßM ßN O O

W−

W
ßM O O ßN O O

• ÐA ßá ßA Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐA ßá ßA Ñ ÐA ßá ßA Ñ

" :;

:;ß:

W W" : W W" ;
 ,(2)

somatório em que a única parcela não necessariamente nula é a correspon-
dente a  para o qual se tenhaW − c:;ß:

O œ M ßá ßO œ M

O œ N ßá ßO œ N

W " W :

W W" ;

" :

" ;

,

,

parcela essa que só pode existir no caso em que  e, nesse caso,M ∩ N œ g
apenas quando . Ficou assim justificada a afirmação em a) eO œ M ∪ N
vemos que, nas hipóteses de b),

det det det det det

det det det

U U U U U

U U U

ßM ßN ßM ßN ßM∪NÐM∪NÑ ÐM∪NÑ

V
ßM ßN ßM∪NÐM∪NÑ ÐM∪NÑ ÐM∪NÑ ÐM∪NÑ

• œ • ÐA ßá ßA Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐA ßá ßA Ñ ÐA ßá ßA Ñ

" :;

V V" : V V" ;

com V − c:;ß: definido por

M œ ÐM ∪ N Ñ ß M œ ÐM ∪ N Ñ ßá ß M œ ÐM ∪ N Ñ" V # V : V" # :
,

e portanto

N œ ÐM ∪ N Ñ ß N œ ÐM ∪ N Ñ ßá ß N œ ÐM ∪ N Ñ" # ;V V V" # ;
,

donde, finalmente

det det detU U UßM ßN ßM∪N
V• œ Ð"Ñ .

A conclusão de c) resulta de b), se repararmos que, quando  tem-seM  N: "

V œ Ö"ßá ß :×. A conclusão de d) resulta de b) já que, no caso em que
N œ M M ∪ N œ Ö"ßá ß 8× V œ MÞ, tem-se  e 

5.14 (O teorema de Laplace generalizado “relativo às linhas em ” emM
versão não matricial) Seja  um espaço vectorial de dimensão I 8 œ :  ;
sobre Š U, onde se fixou uma base  formada pelos vectores .A ßá ßA" 8
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Dados  e , tem-seM − B ßá ß B − Ic8ß: " 8

det

det det
U

c

U U

ÐB ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ Ð"Ñ ÐB ßá ß B Ñ ÐB ßá ß B Ñ

" 8

M N

N−

ßM N N ßM N N


8ß:

" : " ;
.

Dem: Trata-se de uma consequência direta da alínea d) de , tendo em5.13
conta a definição do produto exterior em .5.10 

5.15 (Versão matricial do teorema de Laplace generalizado relativo às
linhas em )M  Seja , com  e  e consideremos uma matriz8 œ :  ; :   " ;   "
Q 8 do tipo ‚ 8 M − com termos no corpo . Fixado , tem-se então,Š c8ß:

com as notações em ,2.1

det det detÐQÑ œ Ð"Ñ Ð"Ñ Q ‚ QM N M M

N−
N N

 .    
c8ß:

Dem: Trata-se de uma consequência de , considerando para  o espaço5.14 I
Š8

" 8 com a sua base canónica e para  as colunas da matriz , tendoB ßá ß B Q
em conta a interpretação matricial de  referida em .detUßM 5.3 

Vamos agora definir o produto interior de uma forma multilinear
alternada por um vector, noção que será especialmente importante como
auxiliar na prova da associatividade do produto exterior.

5.16  Consideremos corpos Sejam  um espaço(O produto interior)  . Š Š< -§ I
vectorial sobre Š 0 Š< -

:, ,  e . Define-se então o:   " − E ÐIà Ñ A − I
produto interior

is Ð Ñ − E ÐIà ÑA -
:"0 Š

de  por  por0 A

i . s Ð ÑÐB ßá ß B Ñ œ ÐB ßá ß B ßAÑA " :" " :"0 0 20

Repare-se que é trivial constatar que i  é efectivamente uma formas Ð ÑA 0
multilinear alternada e que, no caso em que , o produto interior: œ "

i  é simplesmente .s Ð Ñ − E ÐIà Ñ œ ÐAÑA - -
!0 Š Š 0

Repare-se que é trivialmente -bilinear a aplicaçãoŠ<

E ÐIà Ñ ‚ I Ä E ÐIà Ñ Ð ß AÑ È Ð Ñs: :"
- - AŠ Š 0 0, i ,

sendo mesmo -linear na primeira variável.Š-

20Trata-se de um produto interior “à direita”. Na definição de produto interior que se
utiliza com mais frequência  aparece como primeiro argumento no segundo membro, oA
que corresponde a multiplicar o resultado por .Ð"Ñ:"
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5.17  No contexto de(Relação do produto interior com o produto exterior)
5.10, suponhamos que  e . Para cada  tem-se então:   " ;   " A − I

i i  i .s s sÐ • Ñ œ • Ð Ñ  Ð"Ñ Ð Ñ • − E ÐIà ÑA A A -
; :;"0 ( 0 ( 0 ( Š

Dem: Consideremos  arbitrários em  e definamos .B ßá ß B I B œ A" :;" :;

Vem então

i

.   

s Ð • ÑÐB ßá ß B Ñ œ • ÐB ßá ß B ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB ßá ß B Ñ ÐB ßá ß B Ñ

A " :;" " :;" :;

M−

M
M M M M

0 ( 0 (

0 (
c:;ß:

" : " ;

(1)

O conjunto de índices  é a união disjunta de dois subconjuntos  ec c:;ß:
w
:;ß:

c ww
:;ß: ;, o primeiro formado pelos  tais que , e portanto ,M :  ; − M :  ; œ M

e o segundo constituído pelos  tais que , e portanto . OM :  ; − M :  ; œ M:
somatório em (1) é assim igual à soma de dois somatórios: O primeiro é





M−

M
M M M M

M−

M
M M M M

M−

M
M M A M

c

c

c

w
:;ß:

" : " ;

:;"ß:

" : " ;"

:;"ß:

" : "

Ð"Ñ ÐB ßá ß B Ñ ÐB ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB ßá ß B Ñ ÐB ßá ß B ßAÑ œ

œ Ð"Ñ ÐB ßá ß B Ñ Ð ÑÐB ßá ßs

0 (

0 (

0 (i B Ñ œ

œ • Ð ÑÐB ßá ß B Ñs

M

A " :;"

;"

0 (i

e, quanto ao segundo, se repararmos que se pode considerar uma bijecção de
c cww w

:;ß: :;"ß:" sobre  que a  associa  e que se tem entãoM M œ M Ï Ö:  ;×

Ð"Ñ œ Ð"Ñ ‚ Ð"Ñ œ Ð"Ñ ‚ Ð"ÑM M :;: M ;w w

,

ele vai ser igual a





M−

M
M M M M

M −

; M
M M M M

M −

; M

c

c

c

ww
:;ß:

" : " ;

w
:;"ß:"

w
w w
" :"

w w
" ;

w
:;"ß:"

w

Ð"Ñ ÐB ßá ß B Ñ ÐB ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ‚ Ð"Ñ ÐB ßá ß B ßAÑ ÐB ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ ‚ Ð"Ñ

0 (

0 (

i

 i .

s Ð ÑÐB ßá ß B Ñ ÐB ßá ß B Ñ œ

œ Ð"Ñ Ð Ñ • ÐB ßá ß B Ñs

A M M M M

;
A " :;"

0 (

0 (

w w
" :"

w w
" ;



5.18  Consideremos um corpo (Associatividade do produto exterior) Š-  e um
subcorpo . . DadosŠ Š Š< - <§ Seja  um espaço vectorial sobre o corpo I
0 Š ( Š 3 Š− E ÐIà Ñ − E ÐIà Ñ − E ÐIà Ñ: ; <

- - -,  e , tem-se então

Ð • Ñ • œ • Ð • Ñ − E ÐIà Ñ0 ( 3 0 ( 3 Š:;<
- ,
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denotando-se também por  este elemento de .0 ( 3 Š• • E ÐIà Ñ:;<
-

Dem: Começamos por notar que da bilinearidade do produto exterior decorre
que o resultado é verdadeiro no caso em que algum dos naturais  é:ß ;ß <
igual a . Afastando já esse caso, vamos provar o resultado por indução em!
7 œ :  ;  <. Suponhamos o resultado verdadeiro no caso em que aquela
soma é  e provemo-lo no caso em que a soma é . Ora, utilizando a7 7 "
hipótese de indução e , vemos que, para cada , vem5.17 A − I

i i i

i i  i

i i

s s sÐ • Ñ • œ Ð • Ñ • Ð Ñ  Ð"Ñ Ð • Ñ • œ

œ Ð • Ñ • Ð Ñ  Ð"Ñ • Ð Ñ •  Ð"Ñ Ð Ñ • • œs s s

œ • • Ð Ñ  Ð"Ñ • Ð Ñ •  Ðs s

A A A
<

A A A
< <;

A A
<

 
   

   
0 ( 3 0 ( 3 0 ( 3

0 ( 3 0 ( 3 0 ( 3

0 ( 3 0 ( 3 "Ñ Ð Ñ • • œs

œ • Ð • Ñ  Ð"Ñ Ð Ñ • • œ • Ð • Ñs s s

<;
A

A A A
<;

i

i i i ,

0 ( 3

0 ( 3 0 ( 3 0 ( 3

 
   

o que, tendo em conta a arbitrariedade de , implica trivialmente queA − I

Ð • Ñ • œ • Ð • Ñ0 ( 3 0 ( 3 . 

5.19 (Exercício) 1) (Produto interior envolvendo elementos da base
associada) Seja  um espaço vectorial de dimensão  sobre o corpo I 8 Š, onde
se fixou uma base  formada pelos vectores . Sejam ,U A ßá ßA " Ÿ 4 Ÿ 8" 8

:   " M − e . Mostrar que:c8ß:

a) Se , vem4 Â M

i .s Ð Ñ œ !A ßM4
detU

b) Se , sendo  tal que , vem4 − M 5 4 œ M5

i .s Ð Ñ œ Ð"ÑA ßM
:5

ßMÏÖ4×4
det detU U

c) Em particular, no caso em que , vem4 œ M:

i .s Ð Ñ œA ßM ßMÏÖ4×4
det detU U

§6. O teorema de Hamilton–Cayley

6.1  Sejam  um espaço vectorial(Valores próprios e equação característica) I
de dimensão  sobre um corpo 8 Š - e  uma aplicação linear. Recor-À I Ä I
demos que se diz que um escalar  é um  de  se existir um> − Š -valor próprio
vector  em  tal que  ou seja, se a aplicação linearA Á ! I ÐAÑ œ >A-

-  > M. ÀI Ä II

não for injectiva, ou, o que é o mesmo, não for um isomorfismo. Tendo em
conta a alínea c) de , constatamos que  é um valor próprio de  se, e só4.14 > -
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se,

detÐ  > M. Ñ œ !- I ,   (1)

condição a que se dá o nome de  do endomorfismoequação característica
linear .-À I Ä I

Uma propriedade fundamental da equação característica é a de que o
primeiro membro de (1) é uma função polinomial de  com grau . Uma> 8
vez que não queremos afastar o caso em que o corpo dos escalares possa
ser finito, caso em que há vários polinómios a definir uma mesma função
polinomial, vamos definir explicitamente um polinómio ao qual se dará o
nome de polinómio característico do endomorfismo linear , provando-se-
em seguida que a aplicação polinomial associada a este é a pretendida.

6.2  Sejam  um espaço vectorial de dimensão  sobre um(Os coeficientes G Ñ-: I 8

corpo Š - e  uma aplicação linear. Para cada , definimosÀ I Ä I ! Ÿ : Ÿ 8
um coeficiente  como sendo o traço da aplicação linear “imagemG −-

: Š

recíproca”,

- Š Š‡ 8: 8:
8:À E ÐIà Ñ Ä E ÐIà Ñ.

Como casos particulares, tem-se

G œ " G œ Ð Ñ G œ Ð Ñ- - -
8 8" !, Tr ,- -det

(no primeiro caso  é a identidade de , no segundo caso atendemos à- Š‡
!

alínea c) de  e no terceiro caso à alínea b) de  e à definição do2.9 2.9
determinante em ).4.11

6.3 No contexto de , (Caracterização matricial dos G Ñ-: 6.2 consideremos em
I A ßá ßA Q uma base  constituída pelos vectores  e seja  a matriz de U -" 8

nesta base, definida assim por

-ÐA Ñ œ Q A3 4

"Ÿ4Ÿ8

4
3

 .

Considerando, para cada , a matriz  de tipo M − Q Ð8  :Ñ ‚ Ð8  :Ñc8ß8:
M
M

que se obtém de  retirando-lhe as linhas que não estão em  e as colunasQ M
que não estão em  (cf. ), tem-se entãoM 2.1

G œ œ ÐQ Ñ-

c c
: M

M− M−

M 
8ß8: 8ß8:

detUßM M M - -ÐA Ñßá ß ÐA Ñ
" 8:

det

(as parcelas deste último somatório são os  de ordemmenores principais
8  : Q da matriz ).
Dem: Considerando a base de  constituída pelos  (cf. aE ÐIà Ñ8:

ßMŠ detU
alínea b) de ), sabemos que se tem5.2
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- -

- -

‡ ‡
8: 8:ßM ßM N N ßN

N−

N−

ßM N N ßN

Ð Ñ œ Ð ÑÐA ßá ßA Ñ œ

œ ÐA Ñßá ß ÐA Ñ

det det det

det det

U U U

c

c

U U


  8ß8:

" 8:

8ß8:

" 8:

pelo que o traço de  é dado por-‡
8:

G œ Ð Ñ œ-
: 8:

‡Tr -   
M−

ßM M M

c

U

8ß8:

" 8:
det - -ÐA Ñßá ß ÐA Ñ .

Resta-nos reparar que, como referido em ,5.3

det detUßM M M
M
M

 - -ÐA Ñßá ß ÐA Ñ œ ÐQ Ñ
" 8:

. 

6.4 Motivados por , dados uma matriz  do tipo(Os coeficientes  G ÑQ
: 6.3 Q

8‚ 8 ! Ÿ : Ÿ 8 G − com termos em  e  definimos o coeficiente  porŠ ŠQ
:

G œ ÐQ ÑQ M
: M

M−


c8ß8:

det .

O que se verificou em 6.3 diz-nos que, no caso em que temos uma aplicação
linear - ŠÀ I Ä I I 8, com  espaço vectorial de dimensão  sobre , e em que
Q 8‚ 8 I é a matriz de tipo  de  relativamente a uma certa base de  tem-se-

G œ G-
: :

Q .

Em particular, dada uma matriz  de tipo  com termos em , tem-seQ 8‚ 8 Š

G œ GQ
: :

-,

onde  é a aplicação linear que tem  como matriz na base- Š ŠÀ Ä Q8 8

canónica.

6.5 Dada uma matriz (Propriedades elementares dos coeficientes ) a)GQ
: Q

de tipo 8 ‚ 8 Q com termos em  com matriz transposta , tem-se, paraŠ X

cada ,! Ÿ : Ÿ 8

G œ GQ Q
: :

X

.

b) Consideremos corpos . Se  é uma matriz de tipo  comŠ Š< -§ Q 8 ‚ 8
termos em  então os coeficientes  não se alteram quando passarmos aŠ<

Q
:G

considerá-la como matriz com termos em , em particular, nesta últimaŠ-

situação, tem-se .G −Q
: <Š

Dem:  Tendo em conta a propriedade do determinante em , temos umaa) 4.10
consequência da definição e de se ter, para cada ,M − c8ß8:

 Q œ ÐQ ÑM X M
M M

X
.
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b) Trata-se de uma consequência directa da definição, tendo em conta a
propriedade do determinante em .4.9 

6.6  Consideremos corpos(Os coeficientes  no contexto dual)G-
:  .Š Š< -§

Seja  um espaço vectorial de dimensão  sobre o corpo  e consideremosI 8 Š<

o correspondente espaço  sobre . Dada uma aplicação -linearPÐIà ÑŠ Š Š- - <

- Š - Š ŠÀ I Ä I ÀPÐIà Ñ Ä PÐIà Ñ, com a aplicação -linear  correspon-- - -
‡

dente, tem-se então

G œ G- -‡

: :

para cada .! Ÿ : Ÿ 8
Dem: Basta reparar que, como se verificou em , sendo  a matriz de 2.7 Q -
numa certa base de , a matriz de  na base associada de  é aI PÐIà Ñ- Š‡

-

matriz transposta .QX 

6.7  Sejam  e (Invariância por isomorfismo) I Is dois espaços vectoriais de
dimensão  sobre o corpo  e  um isomorfismo. Para cada8 ÀI Ä IsŠ .
aplicação linear  podemos então considerar a aplicação linear- − PÐIàIÑ

- . - .s œ ‰ ‰ − PÐIàIÑs s"

e tem-se

G œ G- -s
: :

para cada .! Ÿ : Ÿ 8
Dem: Basta atender a que, se considerarmos uma base  de , aA ßá ßA I" 8

matriz de  nessa base coincide com a matriz de  na base - - . .s ÐA Ñßá ß ÐA Ñ" 8

de .Is 

6.8  Sejam  um espaço(O polinómio característico duma aplicação linear) I
vectorial de dimensão  sobre o corpo 8 Š - e  uma aplicação linear.À I Ä I
Vamos chamar  de  ao polinómio mónico de grau polinómio característico - 8

T œ X T X â T X â T X  T- 8 8" :
8" : " !+ ,- - - -

onde, para cada ,! Ÿ : Ÿ 8

T œ Ð"Ñ G −- -
: :

8: Š.

Tem-se assim, em particular, na sequência do referido em ,6.2

T œ " T œ  Ð Ñ T œ Ð"Ñ Ð Ñ- - -
8 8" !

8, Tr , .- -det

Uma propriedade essencial do polinómio característico é o facto da a apli-
cação polinomial associada ser aquela que a  associa o determinante> − Š
detÐ> M.  ÑI - . Para estabelecermos essa propriedade teremos necessi-
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dade do lema a seguir, que envolve o valor das formas multilineares alter-
nadas quando cada argumento é uma soma de duas parcelas.

6.9  Consideremos(A fórmula da soma para formas multilineares alternadas)
corpos Sejam  um espaço vectorial sobre Š Š< -§ 8   ". ,  eI Š<

0 Š− E ÐIà Ñ B ß B ßá ß B − I C ß C ßá ß C − I8
- " # 8 " # 8. Dados  e  tem-se então

0

0

ÐB  C ß B  C ßá ß B  C Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB ßá ß B ß C ßá ß C Ñ

" " # # 8 8

!Ÿ:Ÿ8 M−

M
M M M M

 
c8ß:

" : " 8:
. 21

Dem: No caso em que , tem-se , que é8 œ " ÐB  C Ñ œ ÐB Ñ  ÐC Ñ0 0 0" " " "

precisamente a fórmula do enunciado, com  a corresponder à parcela0ÐB Ñ"
com  e  e  a correspondente à parcela com  e .: œ " M œ Ö"× ÐC Ñ : œ ! M œ g0 "

Vamos mostrar o resultado por indução, para que supomos o resultado
verdadeiro para formas multilineares alternadas de grau  e consideramos8
0 Š− E ÐIà Ñ8"

- . Tem-se então, aplicando a hipótese de indução aos
elementos i  e i  de ,s sÐ Ñ Ð Ñ E ÐIà ÑB C -

8
8" 8"

0 0 Š

0

0 0

0

ÐB  C ßá ß B  C ß B  C Ñ œ

œ ÐB  C ßá ß B  C ß B Ñ  ÐB  C ßá ß B  C ß C Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB ßá ß B ß C ßá ß C ß B Ñ 



" " 8 8 8" 8"

" " 8 8 8" " " 8 8 8"

!Ÿ:Ÿ8 M−

M
M M 8"M M

!Ÿ:Ÿ8

 
 c8ß:

" : " 8:


 

 

M−

M
M M 8"M M

!Ÿ:Ÿ8 M−

M 8:
M M 8" M M

!Ÿ:Ÿ8 M−

M
M M

c

c

c

8ß:

" : " 8:

8ß:

" : " 8:

8ß:

"

Ð"Ñ ÐB ßá ß B ß C ßá ß C ß C Ñ œ

œ Ð"Ñ ‚ Ð"Ñ ÐB ßá ß B ß B ß C ßá ß C Ñ 

 Ð"Ñ ÐB ßá ß B

0

0

0
: " 8:
ß C ßá ß C ß C ÑM M 8" .

(1)

Se , denotemos , para o qual se temM − M œ M ∪ Ö8  "× −c c8ß: 8 ß:
w

+1 +1

Ð"Ñ œ Ð"Ñ ‚ Ð"Ñ B œ BM M 8:
8" M

w
w
:"

, ,

e denotemos por  o conjunto  considerado como elemento de , paraM Mww
8"ß:c

o qual se tem

Ð"Ñ œ Ð"Ñ C œ CM M
8" M

ww

ww
8":

, .

Reescrevendo o último membro de (1), vem assim

21De facto, o resultado também é trivialmente verdadeiro para .8 œ !
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0

0

0

ÐB  C ßá ß B  C ß B  C Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB ßá ß B ß B ß C ßá ß C Ñ 

 Ð"Ñ ÐB ßá ß B ß C

" " 8 8 8" 8"

!Ÿ:Ÿ8 M−

M
M M M M M

!Ÿ:Ÿ8 M−

M
M M M

 
 c

c

8ß:

w
w w
" :"

w
: w w

" 8"Ð:"Ñ

8ß:

ww
ww
"

ww
: ww ww ww

" 8: 8":
ßá ß C ß C ÑM M

ou ainda, mudando variáveis,

0

0

0

ÐB  C ßá ß B  C ß B  C Ñ œ

œ Ð"Ñ ÐB ßá ß B ß B ß C ßá ß C Ñ 

 Ð"Ñ ÐB ßá ß

" " 8 8 8" 8"

"Ÿ;Ÿ8" M −

M
M M M M M

!Ÿ:Ÿ8 M −

M
M

 
 

w w
8"ß;

w
w w
" ;"

w
; w w

" 8";

ww ww
8"ß:

ww
ww
"

c

c

B ß C ßá ß C ß C ÑM M M Mww
: ww ww ww

" 8: 8":
,

onde denotamos por  a parte de  constituída pelos  tais quec cw w
8"ß; 8"ß; M

8  " − M ; Á !w ww
8"ß: 8"ß: (automaticamente com ) e  a parte de  cons-c c

tituída pelos  tais que  (automaticamente com ). Con-M 8  " Â M : Á 8  "ww ww

cluímos daqui que se tem efectivamente

0

0

ÐB  C ßá ß B  C ß B  C Ñ œ

Ð"Ñ ÐB ßá ß B ß C ßá ß C Ñ

" " 8 8 8" 8"

!Ÿ:Ÿ8" M−

M
M M M M

 
c8"ß:

" : " 8":
. 

6.10  Sejam  um(Propriedade fundamental do polinómio característico) I
espaço vectorial de dimensão  sobre o corpo 8 Š - e  uma aplicaçãoÀ I Ä I
linear e consideremos o polinómio respetivo característico

T œ X T X â T X â T X  T- 8 8" :
8" : " !+ ,- - - -

definido em . Tem-se então que a aplicação polinomial associada verifica6.8

T Ð>Ñ œ Ð> M.  Ñ- det I - ,   (1)

para cada .> − Š
Repare-se que, no caso particular em que o corpo  é infinito, o polinómioŠ
característico é o único polinómio com coeficientes em  que verifica (1).Š
Dem: Consideremos uma base  de  constituída pelos vectores .U I A ßá ßA" 8

Vem, tendo em conta  e a caracterização de  em ,6.9 5.9detUßM
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det det

det

de

Ð> M.  Ñ œ >A  ÐA Ñßá ß >A  ÐA Ñ œ

œ Ð"Ñ  ÐA Ñßá ß ÐA Ñß > A ßá ß >A œ

œ Ð"Ñ ‚ Ð"Ñ >

I " " 8 8

!Ÿ;Ÿ8 M−

M
M M M M

!Ÿ;Ÿ8 M−

M ; 8;

- - -

- -

U

c

U

c

 
   
 8ß;

" ; " 8;

8ß;

t

det

U

c

U

 
  

- -

- -

ÐA Ñßá ß ÐA Ñß A ßá ßA œ

œ Ð"Ñ > Ð ÐA Ñßá ß ÐA Ñ

M M M M

!Ÿ;Ÿ8 M−

; 8;
ßM M M

" ; " 8;

8ß;

" ;
 .

Uma vez que, como referido em 6.3, tem-se

det detUßM M M;
M
M

 - -ÐA Ñßá ß ÐA Ñ œ ÐQ Ñ
"

,

onde  é a matriz de  na base , deduzimos da fórmula obtida atrás e daQ - U
caracterização dos coeficientes  em  queG-

: 6.3

detÐ> M.  Ñ œ Ð"Ñ > G œ T >I

!Ÿ;Ÿ8 !Ÿ:Ÿ8

; 8; :
8; :-  - - . 

6.11  Tal como em , dada uma(O polinómio característico de uma matriz) 6.8
matriz  de tipo Q 8‚ 8 com termos no corpo , define-se o Š polinómio
característico de  como sendo o polinómio mónico de grau Q 8

T œ X T X â T X â T X  TQ 8 Q 8" Q : Q Q
8" : " !+ ,-

onde, para cada ,! Ÿ : Ÿ 8

T œ Ð"Ñ G −Q 8: Q
: : Š

e resulta de  que, se  é um espaço vectorial de dimensão  sobre  e6.4 I 8 Š
- -À I Ä I é uma aplicação linear, o polinómio característico de  coincide
com o polinómio característico da sua matriz numa base arbitrária de .I
Além disso, já que, para cada , a matriz de  é ,> − > M.  > QŠ - \I 8

concluímos que a aplicação polinomial associada está definida por

T Ð>Ñ œ Ð> QÑQ
8det \ .

6.12  No caso em que  tem dimensão , a única(Casos particulares) a) I !
aplicação linear  tem como polinómio característico o polinómio-À I Ä I
constante ."
b) No caso em que  tem dimensão , a aplicação linear I " -À I Ä I está
definida por  para um certo  e o polinómio característico - ŠÐBÑ œ +B + − T -

é

T œ X  + œ X  Ð Ñ œ X  Ð Ñ- Tr .- -det
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c) No caso em que  tem dimensão , tem-seI #

T œ X  Ð Ñ X  Ð Ñ- # Tr .- -det

Abstemo-nos de enunciar as propriedades do polinómio característico que
decorrem trivialmente das propriedades dos coeficientes  e  enun-G G-

: :
Q

ciadas de  a . Examinamos agora outras propriedades do polinómio6.5 6.7
característico que não são consequência directa de propriedades já exami-
nadas dos respectivos coeficientes. Para o primeiro resultado será cómodo
começar por estabelecer uma versão particular, em que se exige a hipótese
suplementar de o corpo envolvido ser infinito, para poder utilizar, em vez
do polinómio característico, a aplicação polinomial associada. Provare-
mos depois a versão geral com um argumento que se baseia no facto de
todo o corpo ser um subcorpo de um corpo infinito.

6.13  Sejam  um espaço vectorial de(Lema do subespaço invariante) I
dimensão finita sobre um  corpo infinito Š e  um subespaço vectorialJ § I
e consideremos o espaço vectorial quociente . I

J
22

Seja  uma aplicação linear tal que  e consideremos a- -À I Ä I ÐJÑ § J

correspondente aplicação linear  definida por passagem ao-sÀ ÄI I
J J

quociente. Tem-se então, para as funções polinomiais associadas aos
polinómios característicos,

T Ð>Ñ œ T Ð>Ñ ‚ T Ð>Ñ- - -ÎJ
s

,   (1)

para cada , e portanto, como polinómios,> − Š

T œ T ‚ T- - -ÎJ
s
.   (2)

Dem: Uma propriedade básica do produto de polinómios diz-nos que

ÐT ‚ T ÑÐ>Ñ œ T Ð>Ñ ‚ T Ð>Ñ- - - -ÎJ ÎJ
s s

para cada  e portanto, uma vez que  é infinito, concluímos que, para> − Š Š
provar (2), será suficiente estabelecer a igualdade (1) para cada . Ora,> − Š
tendo em conta , 4.21, e uma vez que vemÐ> M. I -ÑÐJ Ñ § J

T Ð>Ñ œ Ð> M.  Ñ œ Ð> M.  Ñ ‚ Ð> M.  Ñ œs

T Ð>Ñ ‚ T Ð>Ñ

-

- -

det det detI J ÎJ

s

- - -I
J

ÎJœ . 

6.14  Sejam(Polinómio característico de uma matriz com um bloco de zeros)
Š um corpo, finito ou infinito,  e  uma matriz do tipo 8 œ :  ; Q 8 ‚ 8
admitindo uma decomposição em blocos da forma

22A hipótese de o corpo  ser infinito será dispensada adiante em Š 6.15.
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 E !
F G

,

onde a matriz  é do tipo , a matriz de zeros é do tipo , a matriz E : ‚ : : ‚ ; F
é do tipo  e a matriz  é do tipo . Tem-se então que o polinómio; ‚ : G ; ‚ ;
característico da matriz  é o produto dos polinómios característicos dasQ
matrizes  e .E G
Dem: Consideremos um corpo infinito  tendo  como subcorpo, porŠ Š
exemplo o corpo das frações racionais com coeficientes em . Tendo emŠ
conta a alínea b) de , os polinómios característicos de , de  e de  não6.5 Q E G
se alteram se passarmos a encarar estas matrizes como matrizes com termos
em . Consideremos agora um espaço vectorial  de dimensão  sobreŠ I :  ;

Š Š onde se fixou uma base  (por exemplo  com a baseA ßá ßA" :;
:;

canónica), seja  o subespaço vectorial de dimensão  gerado pelosJ § I ;
vectores  e consideremos no espaço vectorial quociente  aA ßá ßA:" :;

I
J

base . Sendo  a aplicação linear cuja matriz naÒA Ó ßá ß ÒA Ó À I Ä I" J : J -
base considerada é , tem-se , a matriz de  na baseQ ÐJÑ § J ÀJ Ä J- -ÎJ

A ßá ßA G:" :; é  e a matriz da aplicação linear obtida por passagem ao
quociente  na base considerada neste espaço é  pelo que-sÀ Ä EI I

J J

concluímos, por aplicação do lema , que6.13

T œ T œ T ‚ T œ T ‚ TQ G Es- - -ÎJ . 

6.15 (Polinómio característico na presença de um subespaço invariante)
Sejam  um espaço vectorial de dimensão finita sobre um corpo finito ouI
infinito Š e  um subespaço vectorial e consideremos o espaçoJ § I
vectorial quociente .I

J

Seja  uma aplicação linear tal que  e consideremos a- -À I Ä I ÐJÑ § J

correspondente aplicação linear , definida por passagem ao quo--sÀ ÄI I
J J

ciente. Tem-se então, para os polinómios característicos,

T œ T ‚ T- - -ÎJ
s
.

Dem: Consideremos uma base  de  tal que A ßá ßA I A ßá ßA" :; :" :;

seja uma base de  e lembremos que  é uma base . O factoJ ÒA Ó ßá ß ÒA Ó" J : J
I
J

de se ter  implica que a matriz  de  na base considerada de - -ÐJ Ñ § J Q I
admite uma decomposição em blocos da forma

 E !
F G

,

onde  é a matriz de  e  a de  nas bases referidas.G ÀJ Ä J E À Äs- -ÎJ
I I
J J

Podemos assim concluir, por  que6.14,

T œ T œ T ‚ T œ T ‚ T- - -Q G E s
ÎJ . 
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6.16  Sejam  um espaço vectorial de dimensão (Lema do vector cíclico) I 8
sobre o corpo Š - e  uma aplicação linear. Diz-se que um vectorÀ I Ä I
A − I é  se os vectores--cíclico

Aß ÐAÑß ÐAÑßá ß ÐAÑ- - -# 8"

constituirem uma base de . Supondo que  é -cíclico podemosI A − I -
considerar os escalares  definidos por, ß , ßá ß , −! " 8" Š

- - -8 8"
! " 8"ÐAÑ œ , A  , ÐAÑ â , ÐAÑ

e então o polinómio característico de  é-

T œ X  , X- 8 :

!Ÿ:Ÿ8"

: .

Dem: Denotemos por  a base  de  definida por ,U -A ßá ßA I A œ ÐAÑ" 8 5
5"

em particular , tendo-se assim , para , eA œ A ÐA Ñ œ A 5 Ÿ 8  "" 5 5"-

-ÐA Ñ œ , A  , A â , A8 ! " " # 8" 8.

Calculemos agora os coeficientes  para cada . Já sabemos queG ! Ÿ : Ÿ 8-
:

G œ " ! Ÿ :  8-
8  pelo que supomos agora que . Vimos em  que6.3

G œ-

c
:

M−


8ß8:

detUßM M M - -ÐA Ñßá ß ÐA Ñ
" 8:

e daqui deduzimos, tendo em conta a segunda caracterização de  emdetUßM
5.9, que

G œ Ð"Ñ A ßá ßA ß-

c
:

M−

M
M M


8ß8:

" :
detU - -ÐA Ñßá ß ÐA Ñ ÞM M" 8:

Para cada  tal que exista  com , a parcela corres-M − 3 − M 3  " − Mc8ß8:

pondente no somatório precedente é igual a , uma vez que ! ÐA Ñ œ A- 3 3"

aparece em dois argumentos distintos. Deduzimos daqui que apenas uma
parcela do somatório referido não é necessariamente nula, nomeadamente
aquela com , para o qual , e portantoM œ Ö:  "ßá ß8× M œ Ö"ßá ß :×

Ð"Ñ œ "M , pelo que concluímos que

G œ ßá ßA ß ÐA Ñßá ß ÐA Ñ œ

œ ÐA ßá ßA ßA ßá ßA ß , A  , A â , A œ

œ , ÐA ßá ßA ßA ßá ßA ßA

-

U

U

: : :" 8

" : :# 8 ! " " # 8" 8

!Ÿ5Ÿ8"

5 " : :# 8 5

detUA" - - 


 det

det +1 .

Mais uma vez, no somatório anterior só a parcela com  pode ser não5 œ :
nula visto que em todas as outras  aparece em dois argumentos. Obte-A5"
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mos assim

G œ , ÐA ßá ßA ßA ßá ßA ßA œ

œ Ð"Ñ , ÐA ßá ßA Ñ œ Ð"Ñ ,

-
U

U

: : " : :# 8 :

8Ð:"Ñ 8Ð:"Ñ
: " 8 :

det

det

+1

donde, finalmente, para os coeficientes do polinómio característico, T œ "-
8

e, para ,! Ÿ :  8

T œ Ð"Ñ G œ ,- -
: :

8:
:. 

6.17  Sejam  um espaço vectorial(Corolário — Lema de Hamilton–Cayley) I
de dimensão sobre o corpo 8 Š - e  uma aplicação linear comÀ I Ä I
polinómio característico

T œ X  T X â T X â T X  T- 8 8" :
8" : " !
- - - -

(cf. ) e consideremos a aplicação linear6.8

T Ð Ñ ÀI Ä I- - - - - -œ  T âT âT  T M.8 8" :
8" : " ! I
- - - - .

Se  for um vector -cíclico tem-seA − I -

T Ð ÑÐAÑ œ !- - .

Dem: Tendo em conta , sendo5.16

- - -8 8"
! " 8"ÐAÑ œ , A  , ÐAÑ â , ÐAÑ,

tem-se  para cada  pelo queT œ , ! Ÿ : Ÿ 8  "-
: :

T Ð ÑÐAÑ œ ÐAÑ  T ÐAÑ œ

œ ÐAÑ  , ÐAÑ œ !

-
-- - -

- -

8 :

:œ!

8"

:

8 :

:œ!

8"

:


 . 

6.18  Sejam  um espaço vectorial de(Teorema de Hamilton–Cayley) I
dimensão sobre o corpo 8 Š - e  uma aplicação linear com polinó-À I Ä I
mio característico definido por

T œ X  T X â T X â T X  T- 8 8" :
8" : " !
- - - -.

Tem-se então

T Ð Ñ œ œ !- - - - - -8 8" :
8" : " ! I T â T âT  T M.- - - - .

Dem: Vamos demonstrar o resultado por indução completa na dimensão  de8
I 8 œ ! 8 œ ". O caso em que  é trivial e o caso em que  resulta de que, como
referido na alínea b) de , sendo , tem-se , donde6.12 -ÐBÑ œ +B T œ X  +-
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T Ð Ñ œ  + M. œ  œ !- - - - -I .

Suponhamos que, para um certo , o resultado é verdadeiro no caso em8   #
que  tem dimensão menor que  e provemo-lo no caso em que temos umaI 8
aplicação linear  com  de dimensão . Suponhamos, por absurdo-À I Ä I I 8
que se tinha  e escolhamos  tal que . TendoT Ð Ñ Á ! A − I T Ð ÑÐAÑ Á !- -- -
em conta ,  não é -cíclico, por outras palavras o sistema6.17 A -

Aß ÐAÑß ÐAÑßá ß ÐAÑ- - -# 8"

não é uma base de , e portanto é linearmente dependente. ConsideremosI
agora  o maior natural tal que! Ÿ :  8  "

Aß ÐAÑßá ß ÐAÑ- -:   (1)

seja linearmente independente e seja  o subespaço vectorial deJ § I
dimensão  gerado por estes vectores. O facto de:  "  8

Aß ÐAÑßá ß ÐAÑß ÐAÑ- - -: :"

ser linearmente dependente implica que . Deduzimos daqui que-:"ÐAÑ − J
- - aplica cada elemento da base (1) de  em , e portanto . PelaJ J ÐJÑ § J
hipótese de indução, tem-se  em  e resulta diretamenteT Ð Ñ œ ! PÐJ à J Ñ-ÎJ

-ÎJ

da definição da imagem de um endomorfismo linear por um polinómio que
T Ð Ñ J T Ð Ñ- -ÎJ ÎJ

- -ÎJ  coincide com a restrição a  de , o que implica, em

particular, que . Mas, tendo em conta , sendo T Ð ÑÐAÑ œ ! À Äs
-ÎJ

- -6.15 I I
J J

a aplicação linear obtida por passagem ao quociente de , tem-se-

T œ T ‚ T- - -ÎJ s

o que implica, uma vez que o morfismo de avaliação é um morfismo unitário
de álgebras, que se tem

T Ð ÑÐAÑ œ T ‰ T Ð ÑÐAÑ œ T T Ð ÑÐAÑ œ T Ð!Ñ œ !- - -- - -- - -s s sÎJ ÎJ
  ,

o que é absurdo, tendo em conta a escolha de  com .A T Ð ÑÐAÑ Á !- - 

6.19  Seja  uma matriz(Versão matricial do teorema de Hamilon–Cayley) Q
do tipo 8 ‚ 8 de elementos de um corpo  e consideremos o seu polinómioŠ
característico

T œ X  T X â T X â T X  TQ 8 Q 8" Q : Q Q
8" : " !

-

(cf. ). Tem-se então6.11

T ÐQÑ œ Q  T Q âT Q âT Q  T œ !Q 8 Q 8" Q : Q Q
8" : " !

- \ .

Dem: Consideremos um espaço vectorial  de dimensão  sobre o corpo I 8 Š
munido de uma base , por exemplo  com a base canónica,A ßá ßA I œ" 8

8Š
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e seja  a aplicação linear que tem  como matriz. A conclusão-À I Ä I Q
resulta então do teorema de Hamilton–Cayley em  se repararmos que 6.18 Q:

é a matriz de  e que .-: Q
: :T œ T - 

6.20  Sejam  um espaço vectorial de dimensão  sobre um(Exercícios) 1) I 8   "
corpo Š - - e  uma aplicação linear tal que . Utilizar oÀ I Ä I Ð Ñ Á !det
teorema de Hamilton–Cayley para mostrar que existe um polinómio  deT
grau  (que, em geral, dependerá de ) tal que .8  " œ TÐ Ñ- - -"

2) (Comparar com a alínea b) de  e lembrar a respetiva conclusão)4.9
Consideremos um corpo  e um subanel unitário . Sejam  e Š  Š§ 8   " Q
uma matriz do tipo  com termos em . Utilizar a versão matricial do8 ‚ 8 
teorema de Hamilton–Cayley para mostrar que se  for um elementodetÐQÑ
invertível de  então a matriz inversa  também tem termos em  Q Þ"

Mostrar também que, reciprocamente, se  for invertível e com  comQ Q"

os termos em  então  é um elemento invertível de  detÐQÑ Þ23

23Como exemplo concreto, uma matriz  de termos inteiros admite uma inversa tambémQ
com termos inteiros se, e só se, .detÐQÑ œ „"
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