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Prefacio

Nesta nova versao do livro, clarificamos aspectos do texto inicial,
em particular, revemos algumas demonstracées e reordenamos cer-
tos conceitos, resultados e exercicios, com o objectivo de facilitar a
compreensao da matéria apresentada.

Agradecemos aos muitos alunos da disciplina Algebra II, do 2°
ano da Licenciatura em Matematica da Faculdade de Ciéncias da
Universidade de Lisboa, os comentarios interessados e as palavras de
apreco que nos fizeram chegar ao longo dos anos. Um obrigado, em
particular, ao Bernardo H. Fernandes e ao Rui Martins.

A preparacao deste texto contou com o apoio do Centro de Ma-
tematica Computacional e Estotastica, CEMAT, no ambito das suas
actividades de divulgacio da Algebra, drea de investigacio do Centro,
através dos Projectos UID/MULTI/04621/2019, UIDB/04621/2020 e
UIDP/04621,/2020 da Fundagao para a Ciéncia e Tecnologia, FCT.

Gracinda M.S. Gomes
Lisboa, Julho de 2020






Prefacio da 12 edicao

O estudo que aqui efectuamos é dedicado aos conceitos e resulta-
dos que constituem as bases da Teoria dos Anéis, em particular da
dos Anéis de Polinémios numa indeterminada, e da Teoria dos Cor-
pos. Como apéndice, incluimos uma breve andlise de algumas nogoes
e de resultados da Teoria dos Conjuntos.

Pressupomos que o leitor estd familiarizado com aspectos elemen-
tares das Teorias dos Espacos Vectoriais e dos Grupos.

As matérias que versamos sdo fundamentais para a compreensao
de outras, tais como as Teorias de Galois, dos Médulos, dos Anéis
de Polinémios em mais do que uma indeterminada ou Geometria
Algébrica. Na Teoria dos Anéis, os casos comutativo e ndo comutativo
possuem propriedades diferentes e, portanto, tém aplicac¢oes distintas.
Por exemplo, os anéis ndo comutativos surgem, em particular, na
Fisica Quantica e os corpos, que se situam no ambito comutativo, nas
Teorias dos Nuimeros e dos Codigos, onde os corpos finitos assumem
papel relevante, bem como na Ciéncia da Computacdo, em que os
corpos de caracteristica dois sdo uma ferramenta importante.

Poders ler-se sobre a Histéria da Algebra, por exemplo, em
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/.

A versdo inicial, publica, deste texto data de 2000, quando pela
primeira vez foi facultado aos alunos de Algebra II da FCUL. Apesar
de existirem muitos livros que abordam estes temas (apresento uma
seleccao na bibiografia), atendendo aos comentarios que fui recebendo
ao longo dos anos, decidi dar-lhe agora uma forma mais definitiva.
O texto é dirigido aos alunos de Algebra de uma Licenciatura em
Matematica. Esta escrito de uma maneira simples e com demonstra-
¢oes detalhadas, incluindo exemplos e exercicios, na expectativa de
que sirva para colmatar a ideia, muitas vezes expressa, de que esta
matéria é demasiado abstracta e nem sempre facil de apreender.

Agradeco aos muitos alunos que me fizeram chegar as suas pergun-
tas interessadas e comentarios diversos, os quais contribuiram para
melhorar o texto. Obrigada também aos colegas Purificagdo Coelho,
Vitor Hugo Fernandes, Fernando Ferreira, Isabel Ferreirim, Amélia
Fonseca, Robert Gray, Elisa Simoes e, em particular, Mario Branco,



iv

que leram versoes preliminares — a sua contribuicao foi inestimavel.
Ao Prof. Eduardo Ducla Soares, estou grata pelas enriquecedoras
discussoes sobre as ligacdes entre a Algebra e a Fisica. A Patricia
Paraiba obrigada pelo cuidado com que foi alterando as diversas ver-
soes deste texto. Ao leitor, agradego desde ja todas as observagoes
que desejar fazer chegar-me.

Gracinda M.S. Gomes
Lisboa, Dezembro de 2011



“ .. In the realm of algebra, in which the most gifted mathemati-
cians have been busy for centuries, she (Emmy Noether) discovered
methods which have proved of enormous importance in the develop-
ment of the present-day younger generation of mathematicians. Pure
mathematics is, in its way, the poetry of logical ideas. One seeks the
most general ideas of operation which will bring together in simple,
logical and unified form the largest possible circle of formal relati-
onships. In this effort toward logical beauty spiritual formulas are
discovered mecessary for the deeper penetration into the laws of na-
ture ...”

Albert Einstein, numa carta ao Editor do New York Times em 5 de
Maio de 1935, aquando da morte de Emmy Noether, a qual se destacou
pelo seu trabalho sobre Algebra, em particular sobre Teoria dos Anéis.
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Noether - Emmy.html
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Capitulo 1
Anéis

Este capitulo é dedicado ao estudo dos anéis. Um anel é uma estru-
tura algébrica com duas operacoes, uma de adicdo e outra de multi-
plicacdo, que satisfazem certas condi¢ées. O conjunto dos numeros
inteiros Z com as operagoes usuais de adi¢ao e multiplicacao constitui
0 nosso protétipo de anel comutativo com identidade.

Comecaremos com uma andlise de véarios conceitos e resultados
bésicos, muitos dos quais generalizam outros ja estudados na Teo-
ria dos Grupos. A bem conhecida construcio do corpo dos racionais
Q a partir do dominio de integridade dos inteiros Z sera generali-
zada a construgdo do corpo de frac¢bes de um dominio de integri-
dade arbitrario. Trataremos ainda os conceitos de divisibilidade e de
factorizacdo em anéis comutativos com identidade, considerando as
classes especiais dos dominios de integridade, euclidianos, de ideais
principais e de factorizacio tunica.

1.1 Conceitos e resultados gerais

Recordemos alguns conceitos.

Dado um conjunto A, uma aplicacdo # de Ax A em A diz-se uma
operacao binaria em A; neste caso, dado (a,b) € AxA, representamos
O(a,b) por afb. Um tal par (A,0), com A # (), diz-se um grupdide.
A operagao 0 diz-se associativa se, para quaisquer a,b,c € A,
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(a@b)fc=ab(bbc)

e diz-se comutativa se

abb="0b0a

para quaisquer a,b € A. O grupéide (A, 0) diz-se um semigrupo se 6
é associativa e diz-se comutativo ou abeliano se 6 é comutativa. (Esta
ultima designacio estd associada ao nome do matematico Abel.)

Um elemento u € A diz-se identidade de um grupdéide (A4, 6) se
au=uba=a

para qualquer a € A. Observemos que se um grupdide (A4,6) tem
identidade, ela é tnica.

Num grupdéide (A4, §) com identidade u, um elemento b € A diz-se
inverso de a € A se

adb=b0a=u

Notemos que num semigrupo com identidade, se um elemento
tiver inverso, esse inverso ¢ unico.

Um semigrupo com identidade diz-se um monéide. Um mondide
em que todos os elementos tém inverso designa-se por grupo.

Notagao. Frequentemente usamos notacao multiplicativa ou
aditiva para representar uma operacdo binaria. Se a notagdo é mul-
tiplicativa escrevemos (A,-) e ab em vez de (A,60) e a0 b, respecti-
vamente. Neste caso, a identidade pode designar-se por um, 1, e o
inverso de um elemento a por a~'. Se a notacio é aditiva escrevemos
(A,+) e a+ b, designamos a identidade por zero, 0, e ao inverso de
a chamamos simétrico de a e representamo-lo por —a. Nao havendo
perigo de confusdo escrevemos apenas A em vez de (4, 0).

Num semigrupo (A, 0), dados a1, a2, a3 € A, como a operagao 6 é
associativa temos a; 6 (a2 0 az) = (a1 0 az) 0 asz, pelo que este elemento
se pode representar, sem ambiguidade, por a; 8 as # az. De um modo
geral, dados a1,...,a, € A, em que n € N e n > 3, representamos



1.1 - CONCEITOS E RESULTADOS GERAIS 3

o elemento ((((a10az)B0as)Bay)---)0a, por a;fazf---0ay,. Pode-
mos provar, por inducao sobre n, que o calculo de a1 8as0---6a, é
independente de onde se colocam os paréntesis. Em notagao multi-
plicativa, este elemento denota-se por ajasz---a, ou por [[I"; a; e,
em notacao aditiva, por a; + as + --- + a, ou por Z?:l a;. Quando
a1 = ag = --+ = ap, escrevemos ay e naj, respectivamente. Se A é
um mondide, com notacdo multiplicativa ou aditiva, e n = 0 defini-
mos a” e na como sendo 1 e 0, respectivamente. Se A é um grupo,
dados a € A, n € Z e n < 0, também definimos a™ e na como sendo
(a=™)~! e —(—n)a, respectivamente.

Defini¢do. Um anel é um terno (A, +,-) em que (A,4) é um
grupo comutativo, (A4,+) é um semigrupo e em que a multiplicagao é
distributiva em relagao a adigéo, isto €, para quaisquer a,b,c € A,

(a+b)c=ac+bc
cla+b)=ca+cbd

Um anel (A, +, ) em que (4, -) tem identidade diferente do zero de
(A, +), diz-se anel com identidade; se o semigrupo (A, -) é comutativo
o anel (A, +,-) diz-se comutativo.

Num anel A, dados a,b € A designamos o elemento a + (—b) por
a—b.

Propriedades de um anel. Seja (A,+, ) um anel. Dados
a,b,c € A, temos

I) a+c=b+c = a=b;
—(-a)=a;
—(a+b)=—a—b;
(—n)a = —(na), com neZ;
(m+n)a=ma+na, com mmneZ;

II) 0a=a0=0;
a(=b) = (~a)b=—(ab) ;
(~a) (—b) =ab ;
a™t =qama", com m,n €N ;
(@) =a™, com m,neN.
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Demonstragdo: Comegemos por notar que as propriedades I)
sao consequéncia do facto de (A, +) ser um grupo comutativo.

Para provarmos que 0a = 0, basta observar que
0+0a=0a=(0+0)a=0a+0a
e aplicar a primeira propriedade de I). Mostra-se, analogamente, que
a0 =0.
Uma vez que
a(=b)+ab=a(-b+b)=a0=0
temos que a (—b) é o simétrico de a b. Analogamente, obtemos —(ab) =
(—a)b. Assim,
(—a)(=b) = —(a(=b)) = —(—(ab)) = ab
As duas tltimas propriedades de II) sdo consequéncia do facto de
(A,-) ser um semigrupo. &

Observemos que se (A, +,-) é um anel em que o zero de (A, +) é
identidade de (4,-), entdo A = {0}. De facto, dado a € A, por um
lado temos 0 = a0 e, por outro, a = a 0. Portanto A = {0}.

Exemplos.

1) (Z,+,), (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,-) sdo anéis comutativos
com identidade, que usualmente designamos apenas por Z,
Q, R e C, respectivamente.

2) (N,+,-) ndo é anel.

3) (3Z,+,-) é anel comutativo sem identidade (3Z designa o con-
junto dos inteiros que sdo multiplos de 3).

4) O conjunto das matrizes quadradas de ordem n > 1 de entra-
das em R com as operagoes usuais de adi¢cdo e multiplicagéo,
(M, (R),+, ), é anel com identidade ndo comutativo.

5) Seja P(X) o conjunto das partes de um conjunto X. Defini-
mos uma operagao de adi¢do em P(X) por

A+B=(AUB)\ (ANB)
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para quaisquer A, B C X. Entao (P(X),+,N) é anel comuta-
tivo com identidade, que satisfaz a propriedade A? = A, neste
caso ANA = A, para qualquer A € P(X), pelo que se diz um
anel de Boole. Esta operacdo de adicdo chama-se diferenca
simétrica.

Desde que nao haja perigo de confusdo, escreveremos apenas A
em vez de (A4, +, ).

Defini¢gdo. Dados um anel A e elementos a,b € A\{0} tais que
ab = 0 dizemos que a e b sdo divisores de zero.

Definicdo. Um anel comutativo com identidade e sem divisores
de zero diz-se um dominio de integridade.

Um anel comutativo com identidade em que todo o elemento néao
nulo tem inverso diz-se um corpo.

E claro que todo o corpo A é um dominio de integridade. De facto,
se a,b € A sdo tais que ab = 0, entdo a = 0 ou b = 0, pois se a # 0
existe a~! e obtemos 0 = a~!(ab) = (a~ta)b = b, e, analogamente
b # 0 implica a = 0. Logo nao hé divisores de zero em A.

Nota. Chamamos a atencdo do leitor para o facto de alguns
livros apresentarem a definicdo de dominio de integridade para anéis
ndo necessariamente comutativos. Também se designa por anel de
divisdo "um corpo nao necessariamente comutativo", isto é, um anel
com identidade em que todo todo o elemento nao nulo tem inverso.

Exemplos.

1) Os anéis Q, R e C sdo corpos.

2) O anel Z é dominio de integridade, mas néo é corpo pois, por
exemplo, 2 nao tem inverso.

3) O anel (Z4,+,-) em que Zy = {0,1,2,3} e as operagdes sao



4)

5)

6)

ANEIS

dadas pelas seguintes tabelas de Cayley:

+]/0 1 23 o1 23
0(0 1 2 3 010 0 00
1112 30 {0123
202 301 210 2 0 2
313 01 2 310 3 21

¢ anel comutativo com identidade mas nao é dominio de inte-
gridade pois, por exemplo, 2 é divisor de zero.

O anel (Zs,+, ) com as operagoes dadas por:

+/0 1 2 3 4 01 2 3 4

0|0 1 2 3 4 0({0 0 00O

111 2 3 40 110 1 2 3 4

212 3 401 210 2 4 1 3

313 4 0 1 2 310 3 1 4 2

414 01 2 3 410 4 3 2 1
é corpo.

O anel (T(R),+,-), em que T (R) é o conjunto das aplicacoes
(transformacoes) de R em R com as operagoes definidas por:
dados f,ge T(R) e z € R

(f+9)(@) = f(x) +g(z) e (fg)(x)=f(z)g(x)

¢ comutativo com identidade mas nao ¢ dominio de integri-
dade.

Seja @ o conjunto das matrizes de tipo 2 x 2 sobre C da forma

s+t u+iv
—u+w s—it
em que s,t,u,v € R, com as operagoes usuais de multiplicacao

e adigdo. A estrutura (Q,+,-) constitui um anel de divisao
que néo é corpo. Aos elementos de () chamamos quaternies.
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Definigdo. Sejam A um anel e B C A. Diz-se que B é subanel
de (A,+,-) se x +y,xy € B, para quaisquer z,y € B, e com estas
operacoes B é também um anel.

Observamos que muitos autores exigem que um subanel B de um
anel A com identidade 1 contenha 1. N&o é esta a definicio que
aqui adoptamos e sempre que quisermos exigir a presenca de 1 em B
diremos subanel com identidade.

Exemplos.

1) Z é subanel de Q.

2) Se A é anel, {0} e A sdo subanéis de A.
3) N nao é subanel de Z.

4) Seja R = {a+bv/5i: a,b € Z}. E facil verificar que R é um
subanel com identidade de (C,+, ).

5) Seja Zg = {0,1,2,3,4,5}, o anel com identidade 1, com as
operacoes de adicdo e multiplicagdo mddulo-6, definido a se-
melhanga dos exemplos Z4 e Zs ja apresentados. Este anel
admite B = {0,3} como subanel mas nao como subanel com
identidade visto que 3 é identidade de B e 3 # 1.

Observagdo. Normalmente designamos R por Z[y/—5]. De
modo anélogo, definimos os subanéis Z[v/—n] e Q[v/—n] de C, para
qualquer n € N. O anel Z[y/—1] é usualmente denotado por Z[i] e
chama-se anel dos inteiros de Gauss. Definimos o anel Z[v/5] como
sendo {a + b5 :a,b € Z} e também, analogamente, os subanéis

Z[\/n] e Q[y/n] de R, com n € N.

Em seguida, apresentamos dois critérios para verificar que uma
parte de um anel é um seu subanel. As demonstracoes ficam ao
cuidado do leitor.
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Critério de subanel 1. Sejam A um anel e B C A. Entdo B é
subanel de A se e s6 se, para quaisquer x,y € B,
0eB
r+y, xy€EDB
—z€DB.

Critério de subanel 2. Sejam A um anel e B C A. Entado B é
subanel de A se e s6 se, para quaisquer x,y € B,
0eB
x—y, vy € B.

O resultado seguinte demonstra-se facilmente usando um destes
critérios.

Proposicao 1. Sejam A um anel e F = {A;}ic; # () uma familia
de subanéis de A. Entao ();c; A; é subanel de A.

O conceito de ideal, que passamos a apresentar, desempenha na
Teoria dos Anéis um papel semelhante ao desempenhado pelo con-
ceito de subgrupo normal na Teoria dos Grupos.

Definigao. Sejam A um anel e I um subanel de A. Diz-se que I
é ideal de A se ac,ca € I, para quaisquer a € I e ¢ € A. Escrevemos
I <A

E facil verificar que

1) Critério de ideal. Um subconjunto I de um anel A é ideal
de A se e s6 se, para quaisquer a,b € [ e c € A,

0el
a—b,ac,ca €1.

2) Se A é um anel com identidade 1 e I é um ideal de A, entdo
lelseesbésel =A. Defacto,sel €l entdoa=al € I,
para qualquer a € A. Um ideal I # A diz-se préprio.
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3) A interseccdo de uma familia nao vazia de ideais de um anel

A é ideal de A.

Como consequéncia da ultima observacdo podemos garantir que,
dado um subconjunto X de um anel A, existe sempre o menor ideal
de A que contém X, o qual é a interseccao de todos os ideais que
contém X. (Note-se que, em particular, A é ideal de A e contém
X.) Este ideal diz-se o ideal gerado por X e denota-se por (X). Se
X ={ai,...,an} escrevemos apenas (ag,...,an).

Definicdo. Um ideal I de um anel A diz-se principal se existir
um elemento a € I que o gere.

Exemplos.

1) Dados um anel A e a € A, se A é comutativo, entdo aA =
{ax: z € A} é ideal de A. Além disso, se A tem identidade,
entdo aA é o ideal de A gerado por a.

2) O subanel 27 é ideal de Z.

3) Dados um anel arbitrario A e a € A, temos

,
(a) = {na+ba+ac+2biaci:
i=1

reN; neZ; beb,c €A, i:l,...,r}

4) Todo o ideal de Z é principal e, portanto, é da forma (m),
para algum m € Z, sendo (m) = mZ por Z ser comutativo e
ter identidade.

5) Veremos, a frente, que no anel Z|[x], dos polinémios na indeter-
minada x com coeficientes em Z, nem todo o ideal é principal.

Podemos definir apenas ideal esquerdo [direito] mas no nosso con-
texto s6 nos interessa tomar ideais bilaterais. Apresentamos agora a
soma e o produto de ideais.
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Definigao. Seja A um anel. Dados I e J subanéis de A, defini-
mos a sua soma

I—|—J:{:C+y: zel, yEJ}
Se I, J sdo ideais de A, também definimos o seu produto

IJ:{x1y1+--~+xnyn: neN; x el y; € J, izl,...,n}

A soma I + J de subanéis I e J de um anel A pode ndo ser um
subanel de A. Por exemplo, Z[i] = {a + bi : a,b € Z} e Z[V2] =
{a+bv2:a,bec Z} sdo subanéis de (C,+,-) mas Z[i] + Z[v/2] ndo é
subanel de C pois iv2 & Z[i] + Z[v/2].

No entanto, se I ou J for ideal de A, a soma I+ J é subanel de A.
Suponhamos que I é um ideal de A e J é um subanel de A. Temos
0=04+0€l+Je dadosi,jEl, s1,8 € J,

(i+s1)—(F+s2)=(—j)+(s1—82) € I+J

(i+s1)(J+s2)=(ij+isa+s1j)+s1s2 € T+ J

pelo que I + J é um subanel de A que claramente contém I. Mais
ainda,

Proposigao 2. Sejam A um anel e I, J ideais de A. Entao I+ J
e 1J sao ideais de A tais que

ILJCI+J e IJCINJ

Recordemos que, se G e H sdo semigrupos, uma aplicacdo f de
G em H diz-se um morfismo se

flab) = f(a) f(b)

para quaisquer a,b € G. Se G e H sdo grupos com identidades 15 e
1y respectivamente, temos obrigatoriamente f(1g) = 1g, f(a™!) =
fa)™t e f(ab™b) = f(a) f(b)~!, para quaisquer a,b € G.
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Definigao. Sejam (A,+,-) e (B,®,®) anéis. Dizemos que uma
aplicacdo f de A em B é um morfismo de anéis se, para quaisquer
a,be A,

fla+b) = fla)® f(b)

fla-b) =f(a)© f(b)

Se A e B sao anéis com identidade, um morfismo f de A em B
diz-se um morfismo de anéis com identidade se f(14) = 1p, sendo
14 a identidade de A e 1 a identidade de B.

N&o havendo perigo de confusdo, denotamos as identidades 14
e 1 por 1 e as correspondentes operacoes nos anéis A e B pelos
mesmos simbolos + e -, escrevendo apenas f(a + b) = f(a) + f(b),

flab) = f(a) f(b) e f(1) =1.

Exemplos.

1) A aplicagdo f: Z — Zy definida por

0 se x é par,
flx) =

1 se x é impar

¢ um morfismo de anéis com identidade.

2) Seja g: Z — Z definida por g(n) = 2n, para qualquer n € Z.
A aplicagdo g ndo é um morfismo, pois ndo respeita a operacao
de multiplicagdo embora respeite a adigdo.

Definigdo. Dado um morfismo f de A em B, chamamos niicleo
ou kernel do morfismo f ao conjunto {a € A: f(a) = 0}, que desig-
namos por Ker f (kernel significa niicleo em Inglés). Designamos a
sua imagem por f(A).

A seguinte proposicdo dé-nos a conhecer algumas propriedades
basicas dos morfismos entre anéis.
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Proposi¢ao 3. Sejam A e B anéis e f: A — B um morfismo.
Entao

a) f(0)=0;

b) Se A’ é subanel de A, entao f(A’) é subanel de B;
Se B’ é subanel de B, entdo f~!(B’) é subanel de A;

c) Ker f éideal de A;

d) f é injectiva se e s6 se Ker f = {0}.

Demonstragio: Seja f: A — B um morfismo de anéis. Entao
f é um morfismo entre os grupos (A,+) e (B,+) pelo que temos,
f(0) = 0 e, para quaisquer a,b € A, e também f(a—0b) = f(a)— f(b).
Em particular, fica, assim, demonstrada a alinea a).

b) Seja A’ um subanel de A. Como 0 € A’, obtemos 0 = f(0) €
f(4). Tomemos z,y € f(A’). Entdo existem a,b € A’ tais que
x=f(a) e y=f(b). Logo, zy = f(a) f(b) = f(ab) € f(A) ex —y =
fla) = f(b) = f(a—b) € f(A), pois f é morfismo e ab,a —b e A'.
Portanto, f(A’) é subanel de B.

Seja B’ um subanel de B. Como f(0) = 0 e 0 € B’, temos
0 € f~YB'). Tomemos a,b € f~Y(B’) entdo f(a), f(b) € B’, donde
f(a) = f(b), f(a) f(b) € B’. Sendo f morfismo, obtemos f(a — b),
f(ab) € B’ pelo que a — b, ab € f~1(B’). Logo f~(B’) é subanel
de A.

c) Pela alinea a), ja sabemos que 0 € Ker f. Sejam a,b € Ker f.
Entao

fla=b)=f(a) = f(b)=0-0=0
pelo que a — b € Ker f; se ¢ € A temos também

flac) = f(a) f(¢) =0 f(c) =0

e, analogamente, f(ca) = 0, donde ac,ca € Ker f. Portanto, Ker f
é ideal de A.

d) Suponhamos que f é injectiva. Ja sabemos que 0 € Ker f.
Seja a € Ker f. Entao f(a) = 0 = f(0), donde a = 0. Portanto,
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Ker f = {0}. Reciprocamente, admitamos que Ker f = {0}. Se-
jam a,b € A tais que f(a) = f(b). Entao f(a) — f(b) = 0, donde
f(a—b)=0. Assim, a — b € Ker f. Logo a — b = 0 e concluimos que
a = b. Portanto, f é injectiva. B

Como habitualmente, um morfismo injectivo [sobrejectivo, bijec-
tivo] diz-se um monomorfismo ou mergulho [epimorfismo, isomor-
fismo]. Se existe um isomorfismo entre os anéis A e B dizemos que os
anéis sdo isomorfos e escrevemos A ~ B. Se A = B, um isomorfismo
diz-se um automorfismo.

Se f: A — B é uma aplicagao sobrejectiva [injectiva], escrevemos
frequentemente f: A—» B [f: A— BJ.

Facilmente se demonstra o seguinte

Proposigao 4. Sejam A, B e C anéis, f: A— Beg: B—C
morfismos. Entao

a) A composi¢ao g o f é morfismo de A em C;

b) Se f é isomorfismo entdo f~! é isomorfismo de B para A.

Apresentamos agora a nocao de relagao de congruéncia num anel,
comegando por recordar que uma equivaléncia num conjunto A é uma
relacdo bindria em A que é reflexiva, simétrica e transitiva.

Definigdo. Uma relagdo de equivaléncia p num anel A diz-se uma
congruéncia em A se respeita as operagoes de adi¢ao e multiplicacio,
isto é, dados a,b,c € A,

(a,b) e p = (a+c¢,b+c¢), (ac,be), (ca,cb) € p

Observemos que uma equivaléncia p é uma congruéncia num anel
(A, +,-) se e s6 se é congruéncia nos semigrupos (A,4+) e (4,-).

Notagdo. Dado a € A, denotamos a p-classe de a por [a],
ou apenas por [a] se ndo houver perigo de confusdo. Designamos
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o conjunto de todas as p-classes por conjunto quociente de A por
p, e representamo-lo por A/p. Escrevemos também a pb em vez de
(a,b) € p. Denotamos por Cong(A) o conjunto de todas as congruén-
cias em A.

O seguinte resultado é consequéncia imediata do estudo das con-
gruéncias em semigrupos.

Critério de congruéncia. Sejam A um anel e p uma relacao de
equivaléncia em A. A relacao p é uma congruéncia em A se e sé se,
para quaisquer a,b,c,d € A,

(a,b), (c;d) € p = (a+c,b+d), (ac,bd) € p

Exemplo.

Dados p,q € Z dizemos que p divide q se existe s € Z tal que
q = ps. Dizemos também que o resto da divisdo de q por p é r
se 0 < r < |p| eexiste t € Z tal que ¢ = pt +r. E bem sabido
que nesta divisdo t e r sdo Unicos.

A rela¢do ~y,, com m € Z, definida em (Z,+,-) por: dados
a,beZ,
a~nb seesdse m dividea—0b

¢ uma relagao de congruéncia em (Z, +, ). Dois elementos ~,-
congruentes dizem-se congruentes moédulo-m e o conjunto quo-
ciente Z/ ~, designa-se por Z,,. Frequentemente designamos
uma classe [a].,, simplesmente por [a],.

~m

Convém observar que dois inteiros a e b sdo congruentes mo-
dulo-m se e s6 se divididos por m dao o mesmo resto.

Atendendo ao critério anterior, dados um anel A e uma congruén-
cia p em A, no conjunto quociente A/p podemos definir operagoes de
adigdo e multiplicacao do seguinte modo: dados a,b € A,

[a] + [b] = [a + ]
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[a] [b] = [ab]

e facilmente se mostra que se obtém um anel, que se designa por anel
quociente de A por p.

Proposigao 5. Sejam A um anel e p uma congruéncia em A.
Entao (A/p,+,-) é anel.

Exemplos.

1) A particio de Z em ~j5-classes é a seguinte

Z

obtemos  Z/~s={[0],[1],[2),[3],[4]}, com [j]=j+5Z
(={j+5m:meZ})e0<j<4, queamenos de isomorfismo
nao é mais do que o anel Zs = {0,1,2,3,4} apresentado atras.

2) A seguinte correspondéncia é um epimorfismo
f: Zlg — Zg
[m]1s = [m]s
Mostremos agora como se relacionam os conceitos de ideal, mor-
fismo e congruéncia.
Definigao. Sejam A um anel e I um ideal de A. Definimos em
A uma relagdo bindria ~; do seguinte modo: dados a,b € A,

a~rb seesdése a—bel

Escreveremos apenas ~ se nao houver perigo de confusao.

Proposigao 6. Sejam A um anel e I um ideal de A. Entao ~j
é uma congruéncia em A.
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Demonstragio: Sejaa € A. Comoa—a =0 € I, temos a ~ a.
Logo ~ é reflexiva. Sejam a,b € A tais que a ~ b. Entdoa —b € [
e, portanto, —(a — b) € I, isto é b — a € I. Logo b ~ a. Concluimos
que ~ é simétrica. Tomemos a,b,c € A tais que a ~ b e b ~ ¢. Entao
a—b,b—c € I,logpa—c=a—b+b—c € I, donde a ~ c. Portanto,
~ é transitiva.

Sejam a,b,c € A tais que a ~ b. Entdo a — b € I. Assim,
(a—0bc,cla—b,a+c—c—>b € I, isto é ac—be,ca — cb,
a+c—(b+c¢) € I. Portanto, ac ~ be, ca ~cb e a+c ~ b+c.
Logo ~ é uma congruéncia em A. n

A relagdo ~; diz-se a congruéncia definida em A pelo ideal I.

Descricdo do anel A/I. Observemos que, dados um anel A,
um ideal I de A e a € A, a ~j-classe de a é o subconjunto a + I =
{a+2: x €I} de A. De facto, se b € [a]~,, entdo b — a € I, donde

b=a+((b—a) €a+1

Reciprocamente, se x € I, temos (a + ) —a = x € I, pelo que
a+x ~ya. Logo a+x € [a]~,.

Em particular, a classe do elemento zero é 0 + I, ou seja, 1.

Representemos o anel quociente A/~; por A/I. Acabdmos de
mostrar que A/I = {a+I: a € A}, com as operagoes definidas por

(a+I)+(b+1)=(a+b)+1
(a+I)(b+I)=ab+1

para quaisquer a,b € A, sendo I o zero de A/I.

Exemplo.

Consideremos o anel Z e o ideal (m), com m € Z. Entao, como
j& observamos, (m) = mZ e temos

Z](m) = {a+mZ: a € Z}.
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Além disso, dados a,b € Z,

a~my b <= a—be(m)
<~ a—-bemZ
< dp€eZ, a—b=mp
< a~pmb

Logo ~ ;) coincide com ~,.

Vamos agora mostrar que todo o ideal esta associado a uma con-

gruéncia e, reciprocamente, toda a congruéncia esta associada a um
ideal.

Teorema 7. Seja A um anel. Se I é ideal de A, entao ~y é uma
congruéncia em A tal que [0]., = I.

Reciprocamente, se p é uma congruéncia em A, entao [0], é um
ideal de A e p =~g],-

Demonstragao: A primeira parte deste teorema resulta da Pro-
posicao 6 e da descricdo de A/I que se lhe segue. Provemos entdo a
segunda parte.

Suponhamos que p é uma congruéncia em A. Sejam a € [0], e
be A. Entdo a p 0 pelo que abp0beba pb0, donde ab,ba € [0],.
Tomemos a,b € [0],. Temosa p0e0 pb, donde a p b. Logo a—b p b—b
e, portanto, a—b € [0],. E claro que 0 € [0],. Concluimos assim que
[0], é ideal de A.

Sejam a, b € A tais que a p b. Entdo a—b p b—b, donde a—b € [0],
e, portanto, a ~[q], b. Reciprocamente, se a ~0], b, entdo a—b € [0],,
logo a—b p 0, donde a—b+b p 0+b, isto é, a p b. Assim, temos
P :N[U]p' u

O teorema anterior diz-nos que num anel A uma congruéncia
fica perfeitamente determinada pela classe do zero. Deste teorema,
conclui-se também que a correspondéncia p — [0], é uma bijec¢ao
entre o conjunto das congruéncias em A e o conjunto dos ideais de
A. Além disso, é claro que esta bijeccao respeita a relacao de inclu-
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sdo, isto é, p C 0 se e s6 se [0], C [0]p. Devemos pois ter presente a
seguinte bijeccao

Em seguida, vamos ver que a um morfismo estd também associada
uma congruéncia.

Definicdo. Dado um morfismo f: A — B entre anéis A e
B, definimos em A uma relacdo bindria =y, relacao igualdade de
imagem, do seguinte modo: dados a,b € A,

a=srb seesbése f(a)= f(b)

Teorema 8. Sejam A e B anéis. Se f: A — B é um morfismo,
entao a relagao igualdade de imagem =y é uma congruéncia em A tal
que f(A) ~ A/=;. Além disso, esta congruéncia =y coincide com a
congruéncia ~ger ¢ definida pelo ideal Ker f.

Se p é uma congruéncia em A, entdo a aplicacdo canénica
Pt A Alp
a+ [a],

é um epimorfismo e p coincide com =, relagao igualdade de imagem
b
por ph.

Demonstragio: Seja f: A — B um morfismo. Para simplificar
a escrita denotemos =y por =.

E ficil provar que = é uma congruéncia em A. Dado a € A

denotemos a sua =-classe por [a]. Pela Proposi¢do 3b), temos que
f(A) é um anel.

Seja
0: A/=— f(A)
[a] = f(a)
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Em primeiro lugar, observemos que esta correspondéncia é uma apli-
cagdo pois, para quaisquer [al, [b] € A/=, se [a] = [b] entdo a = b e,

portanto, f(a) = f(b).

Dado x € f(A), existe a € A tal que x = f(a), donde x = 0([a]).
Logo 6 é sobrejectiva. Mostremos que 6 é morfismo. Sejam a,b € A.
Entao

0([a] [b]) = 6([ab]) = f(ab) = f(a) f(b) = 0([a]) O([b])
pois f é morfismo. Analogamente, provamos que
0([a]+[b]) = 6([a]) + O([0])

Suponhamos agora que 6([a]) = 6([b]). Entdo f(a) = f(b), donde
a = b e, portanto, [a] = [b]. Assim, 0 é injectiva. Concluimos que 0 é
isomorfismo.

Tomemos a,b € A. Entao

a=b < fla)=f(b) < fla) = f(b) =0
< fla—b)=0 <= a—-beKerf
— aNKcrfb

logo as congruéncias = e ~ge, s coincidem.

A seguinte representagio grafica é sugestiva do comportamento
do morfismo f: A— B:

A
e -
Y —

Consideremos agora uma congruéncia p em A. E facil provar que
a sobrejeccdo candnica

Pt A— Alp
a > [al,
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¢ um morfismo, atendendo a definicdo do anel A/p.

Finalmente, provemos que p e =, sao iguais. Tomemos a,b € A,
entao
apb = [, = b, < pi(a) =5 (b)
= a=y b

Logo as congruéncias p e = coincidem. B

O epimorfismo p! designa-se por epimorfismo candnico associado
a p.

Exemplo.

Sejam A; e Ay anéis. No produto cartesiano Ai x Ao defini-
mos operagoes de adi¢do e multiplicagdo por: dados (aj,as),

(bl, bg) S A1 XAQ,

(al,ag) + (bl,bz) = (a1 + b1, as + bQ)

(a1, a2) (b1,b2) = (a1 b1, az ba).

Com estas operagoes, A x Ag é anel. Seja [ = A; x{0}. Entao
I <Ay x Ay e a projeccao po : Ay X As — Ag, definida por
(a1,az) — a2, é um epimorfismo com kernel I, donde

AQ = D2 (A1><A2) ~ (A1XA2)/I

j& que =p, = ~Kerp, € Kerpy = 1.

Os dois ultimos teoremas mostram-nos que os conceitos de mor-
fismo, congruéncia e ideal estdo intrinsecamente relacionados. Note-
mos, no entanto, que podemos ter morfismos distintos f: A — B e
g: A— C com Kerf=ZKerg e, portanto, definindo a mesma con-
gruéncia em A. Porém, tem-se necessariamente f(A) ~ g(A). Basta
tomar, por exemplo, f: ZxQ — Q, (a,b) — b,eg:Z x Q — Q x R,
(a,b) — (b,0).

O teorema seguinte relaciona os subanéis de um anel A, que con-
tém um ideal I, com os subanéis do anel quociente A/1.
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Teorema 9. Sejam A um anel e I um seu ideal. Existe uma
correspondéncia bijectiva entre o conjunto dos subanéis de A que
contém I e o conjunto dos subanéis de A/I. Mais ainda, segundo
esta correspondéncia, os ideais de A que contém I correspondem aos
ideais de A/I.

Demonstragdo: Sejam Subj(A) o conjunto dos subanéis de A
que contém I e Sub(A/I) o conjunto dos subanéis de A/I. Conside-
remos as correspondéncias

01: Suby(A) — Sub(A/I)
R+ {a+1:a€R}

05 : Sub(A/I) — Sub[(A)
Sr—— {a€cA: a+1eS}

Tendo em conta o epimorfismo canénico de A em A/I do Teorema
8, bem como a Proposi¢do 3, concluimos que a correspondéncia 6 é
uma aplicagao.

Por outro lado, dados S € Sub(A/I)ei € I, temosi+I=1¢€ S,
donde i € 65(S). Assim, I C 03(S). Provemos em seguida que 65(.5)
é um subanel de A, concluindo entdo que 5 também é uma aplicagao.
Como 0+ 1 =1 € S, obtemos 0 € 05(S). Dados a,b € 02(S), temos
a+1,b+1¢€S,donde (a+1)—(b+1), (a+1)(b+1)€ S. Portanto,
(a—b)+1I,ab+ 1€ S e obtemos a— b, ab € 05(S). Logo 02(S) é
um subanel de A que contém 1.

Vejamos agora que 0y e 05 sdo aplicagoes inversas uma da outra.
Dado R € Sub;(A), temos

02(61(R)) = 02({a+1I: a € R})
E claro que R C 6(0:(R)) por definicio de . Tomemos
b€ 0:01(R)). Temos b+ I € 6;(R), isto é, b+ 1 = a + I, com
a € R. Entdao b —a € I. Logo b — a = i, para certo ¢ € I e, portanto,

b=a+i€ R+ICR

ja que I C R. Assim, R = 02(01(R)).
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Reciprocamente, tomemos agora S € Sub(A/I). Entao

02(8) = {ac A: a+1€ S}

pelo que
91(92(5)) = {a+[: a € 92(5)} cs

Por outro lado, dado s € S, temos s = a+ I, para certo a € A, donde
a € 03(S5) e s €61(62(5)). Logo 61(62(S)) = S. Portanto, 6; e 8 sdo
bijec¢Oes inversas uma da outra.

Seja J um ideal de A tal que I C J. Provemos que 6;(.J) é ideal
de A/I. Como J é subanel de A, entdo 6;(J) é subanel de A/I. Por
outro lado, se a+ I € 61(J) com a € J, dado ¢+ I com ¢ € A, temos

(a+1)(c+I)=ac+1 € 61(J)

(c+D(a+I)=ca+1 € 01(J)
pois ac,ca € J. Logo 01(J) é ideal de A/I.

Reciprocamente, seja M um ideal de A/I. Entao M é subanel
de A/I e, pelo provado atrés, 02(M) estd em Subj(A). Além disso,
dados a € 03(M) e c € A, temos a + I € M, donde (¢+ I)(a+ 1),
(a+1I)(c+1I)€ M por M serideal de A/I. Logo, ca+1, ac+I € M,
donde ca, ac € O2(M). Concluimos pois que 02(M) é um ideal de A
que contém I. n

Observagao. Notemos que dado R subanel [ideal] arbitrario de
A entdo M(R) = {a+ 1 :a € R} é subanel [ideal] de A/I, mas tal
nao contradiz o resultado pois M(R) = M (R + I) sendo R + I um
subanel [ideal] de A que contém 1.

Teorema 10. Sejam A e B anéis e f: A — B um morfismo.
Seja J ideal de B. Entao f~1(J) é ideal de A. Além disso, a corres-
pondéncia

A/fTHI) = BJJ
a+ 1) fla)+J

é um mergulho.
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Demonstragdo: Como 0 € J e f(0) = 0, temos 0 € f~1(J).
Sejam a,b € f~1(J) e c € A. Entdo f(a), f(b) € J, donde

fla=0b) = f(a) = f(b) € J
flac)=f(a) f(c) € J
flea) =f(c) fa) € J

Logo a —b, ac, ca € f~1(J). Portanto, f~1(J) é ideal de A e pode-
mos considerar o quociente A/f~1(J).

Consideremos a correspondéncia

0: A/f~(J)— B/J
a+ fYI) = fla)+J

Sejam a,b € A tais que a + f~1(J) = b+ f1(J). Entdo a —b €
f~1(J), donde f(a—b) € J. Logo f(a) — f(b) € J e, portanto,
fla) +J = f(b) + J. Assim, 6 é aplicagdo. Por outro lado, para
quaisquer a,b € A,

0((a+ r72D) (b+ 7)) =

Analogamente, provamos que 6 respeita a operacao de adi¢do. Logo
# é um morfismo.

Dados a,b € A, suponhamos que 0(a + f~1(J)) = 0(b+ f~1(J)).
Entao f(a) + J = f(b) + J, donde f(a) — f(b) € J, pelo que
f(a—1b) € J. Portanto, a —b € f71(J) e temos a + f71(J) =
b+ f~1(J). Logo 6 ¢ injectiva. Provamos pois que 6 é um mergulho.

Nota. Suponhamos que A e B sdo anéis com identidade e
f: A — B é um morfismo entre anéis com identidade. Se J é ideal
de B, entdo ji vimos que B/J e A/f~1(J) sdo anéis. Além disso,
se J # Be f71(J) # A entdo sdao anéis com identidade 15 + J e
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14+ f~1(J), respectivamente, e o mergulho 6 da tltima demonstra-
¢a0 também é morfismo de anéis com identidade, pois

O(La+ 171 () = FQa) + = 15 + .

1.2 Teoremas do Isomorfismo

Vamos agora estudar mais alguns resultados que tratam de morfis-
mos, ideais e anéis quocientes.

12 Teorema do Isomorfismo. Sejam A e B anéise §: A — B
um morfismo. Entao 6(A) é subanel de B, Ker 6 é ideal de A e tem-se

0(A) ~ A/ Ker6.

Demonstragao. As duas primeiras afirmacoes resultam da Pro-
posigdo 3. A terceira é consequéncia do Teorema 8. B

Alguns autores também chamam a este resultado teorema de ho-
momorfismo. Vejamos agora o que nos diz o chamado 2° Teorema do
Isomorfismo.

22 Teorema do Isomorfismo. Sejam A um anel, I um ideal
de A e S um subanel de A. Entao

a) I+S={i+s:i€l, s€ S} ésubanel de A e contém I;
b) INS éideal de S;
c) S/(INS)~(I+5)/I.

Demonstragao:
a) Este facto ja foi mencionado atrés.

b) Sendo I e S subanéis de A, temos que I NS é subanel de A e,
estando contido em S, é subanel de S. Por outro lado, dadosi € INS
e s €5, temos is,si € I por I ser ideal de A, e is,si € S por S ser
subanel, logo is,si € I NS. Portanto I NS é ideal de S.
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¢) Poderiamos provar directamente que S/(INS) ~ (I +S5)/I,
isto é, apresentando um isomorfismo concreto entre estes anéis; no

entanto, vamos fazer a demonstracao usando o epimorfismo canénico
0: A—» A/l,a—a+ 1.

Comecemos por observar que, atendendo & alinea a), podemos
falar no quociente (I + S)/I.

Consideremos agora a restri¢do de 0 a .S,
¢p: S— A/, s—s+1

E claro que, sendo § um morfismo, ¢ também o é e temos
¢(S) ~ S/ Ker ¢, pelo 12 Teorema do Isomorfismo. Ora, por um lado,
Kerg={seS:s+I=1}={seS: scl}=1NS e, por outro,
#(S) = 6(S). Mas §(S) ={s+1: se S} = (I +5)/I. De facto,
como S C I + S obtemos 0(S) C (I +5)/I e, dados i € I, s € S,
tem-se (i +s)+1=(G+1)+(s+1)=I1+(s+1)=s+1 € 6(5).
Assim, S/(INS)~ (I+S)/I, como pretendiamos. B

Vejamos um exemplo de aplicacdo do teorema anterior.

Exemplo.

Sejam A=Z el =47. Entdo I < A. Seja S = 6Z, subanel de
Z. Temos

I+5 = {4x+6y: x,yGZ}
Ins =12%

Observemos que I + S = 2Z. De facto, I + S C 27Z e dado 2u,
com u € Z, temos 2 = 6 — 4, donde

2u = (—44+6)u = —du+6u € I+S
Pelo 22 Teorema do Isomorfismo, obtemos

S/(INS)~(I+95)/I, istoé, 6Z/127Z~27/47
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Vejamos quais sao os elementos de 6Z/127Z e as tabelas de
Cayley que definem as operagdes neste anel. Temos

67 = {...,—12,—6,0,6,12,18,24,30,...}
127 = {...,—12,0,12,24,...}

Os elementos de 6 Z sao da forma 6(2k) ou 6(2k+1), com k € Z.
Temos

6(2k) +12Z = 12Z = [0]

6(2k+1)+12Z =6 + 127 = [6]

Assim, 6 Z/12Z tem apenas dois elementos, nomeadamente [0]
e [6], e as respectivas tabelas de Cayley sao as seguintes:

+ | 0] [6] 0] [0
o[ 6 [ [
66 0 6] [

O terceiro teorema do isomorfismo, cuja demonstracdo deixamos
ao cuidado do leitor (ver Allenby, por exemplo), diz-nos o seguinte:

32 Teorema do Isomorfismo. Sejam A um anel e I e K ideais
de A tais que I C K. Entao

a) I éidealde K eo anel K/I ={k+1: ke K} é ideal de A/I;

b) (A/I)/(K/I)~ A/K.

1.3 Caracteristica de um anel com identidade

Dado um anel com identidade, pode acontecer que exista m € N tal
que m1 = 0. Por exemplo, em (Zy,+,-) temos n1l = 0, mas para
(Z,+, ) nao existe um m nestas condigoes.
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Definigdo. Seja A um anel com identidade. Se existe m € N
tal que m1 = 0, dizemos que A tem caracteristica n, sendo n =
min{m € N: m1 = 0}. Se ndo existe m € N nestas condicoes, dize-
mos que A tem caracteristica 0.

Denotamos a caracteristica de A por ¢(A).

Observemos que a condicdo m1 = 0 é equivalente & condigéo
ma = 0, para qualquer a € A.

Exemplo.
Temos ¢(Zy) =n, comn > 2, e ¢(Z) = 0.

E f4cil provar que, dado um anel A com identidade 14, se B é um
subanel com identidade 1p igual a 14, entao ¢(B) = c(A).

Teorema 11. Seja A um anel com identidade. Seja p: 7 — A
a aplicacao definida por ¢(x) = x 1, para qualquer x € Z. Entao

a) ¢ é morfismo de anéis com identidade;
b) Séo equivalentes as condi¢oes seguintes: dadon € Nen > 2,
1) ¢(A)=n;
2) n é gerador do ideal Ker ¢;
3) ¢(Z) é subanel com identidade de A isomorfo a Z,.
Demonstragdo: a) Dados m,u € Z, é claro que ¢(m + u) =

w(m)+p(u), e(mu) = e(m) p(u) e (1) = 1. Portanto, ¢ é morfismo
de anéis com identidade.

b) Provemos que 1) = 2) = 3) = 1).

1) = 2) Temos Keryp = {m € Z : m1 = 0}. Como ¢ é morfismo
entdo Ker ¢ é um ideal de Z e é gerado pelo menor m € Ny em Ker ¢
(ver Exercicio 13), isto é pela caracteristica de A.

2) = 3) Pelo 12 Teorema do Isomorfismo, temos Z/ Ker ¢ ~ ¢(Z).
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Como Ker ¢ = (n) por hipétese, concluimos que Z,, ~ ¢(Z).

3) = 1) Comecemos por observar que se dois anéis com identi-
dade sao isomorfos (como anéis com identidade), entdo tém a mesma
caracteristica. Suponhamos que Z,, ~ ¢(Z). Como ¢(Z,) = n, entao
¢(p(Z)) = n. Por outro lado, sendo ¢(Z) um subanel de A tal que
1 € ¢(Z), temos ¢(p(Z)) = c¢(A). Portanto, c¢(A) =n.

Nota. Sendo ¢: Z — A o morfismo de anéis com identidade do
teorema anterior, é claro que ¢(A) = 0 se e s6 se Ker p = {0}. Logo,
se ¢(A) =0, entdo ¢ é um mergulho e Z ~ ¢(Z).

1.4 Extensoes de anéis

Dado um anel A, pretendemos saber se é possivel mergulhd-lo noutro
anel B com uma estrutura mais rica, por exemplo, num corpo.

Definicao. Sejam A e B anéis. Dizemos que B é extensdo de
um anel A se existe um mergulho de A em B, o que é equivalente a
dizer que A é isomorfo a um subanel de B.

Quando A e B tém identidade, os mergulhos considerados serao
de anel com identidade, a nao ser que se diga algo em contrério.

Comecemos por mostrar que todo o anel sem identidade se mer-
gulha num anel com identidade.

Teorema 12. Todo o anel sem identidade A admite uma exten-
sao que é anel com identidade.

Demonstragao: Seja B = A x Z. Em B definimos operagoes
de adigdo e de multiplicacdo do seguinte modo: dados ai,as € A,
mi,ma € Z,

(a/17m1) + (CLQ,mQ) - (al + ag,msi + m?)

(a1,m1) (a2, m2) = (a1 a2 + ma a1 + my az, mi ma)
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Obtemos um anel com zero (0,0) e identidade (0,1). Seja

f: A—B
a— (a,0)

é facil provar que f é morfismo injectivo, pelo que B é extensao de A. 1

Ja provamos que todo o anel se mergulha num anel com identi-
dade. Queremos agora saber quando é que um anel B com identidade
se mergulha num corpo. Se B é mergulhdvel num corpo K, entdo é
isomorfo a um subanel de K, logo tem de ser comutativo e ndo pode
ter divisores de zero. Portanto, B tem de ser um dominio de integri-
dade.

Vamos agora mostrar que, de facto, todo o dominio de integridade
admite uma extensao que é corpo.

Teorema 13. Seja D um dominio de integridade. Entdo existe
um corpo K que é extensao de D.

Demonstracgdo: No conjunto D x (D\{0}) definamos uma re-
lacdo binéria ~ do seguinte modo: dados (a,b), (¢,d) € Dx(D\{0}),

(a,b) ~ (c,d) seesdse ad=bc

Como D é comutativo, a relagdo ~ é reflexiva e simétrica. Sejam
(a,b), (c,d), (e, f) € Dx(D\{0}) tais que (a,b)~(c,d) e (¢,d)~ (e, f).
Entéo, ad = bc e cf = de, donde

adf = bef = bde

Logo adf — bde = 0, pelo que d(af — be) = 0. Como D nao tem
divisores de zero e d # 0, entdo af — be = 0. Logo af = be e,
portanto, (a,b) ~ (e, f). Assim, ~ é transitiva. Concluimos que ~ é
uma equivaléncia em D x (D\{0}).

Dado um elemento (a,b) € D x (D\{0}), representemos a sua

~-classe pela fraccdo § e denotemos por K o conjunto quociente

(D x (D\{0}))/~. Em K definimos operagoes de adi¢do e de multi-

plicagdao do seguinte modo: dados ¢, § € K,

ad+bc

@ c_adtbe - ac_ac
b d- bd © bd  bd
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Vejamos que estas operagoes estdo bem definidas. Comecemos por

observar que dados ¢, 5 € K, temos bd # 0, pois b,d € D\{0} e

D é dominio de integridade. Assim, 29tbc 2¢ ¢ [ Consideremos
g » " bd 0 bd

& = ‘g—,/ e £ = Ccl—l,. Entdo ab’ = ba’ e ¢cd = dc. Vejamos que
oo = Z/I—g:. De facto, temos a'c’bd = ba'dcd = abled = bdac.
Quanto a demonstragdo da igualdade “‘?f‘: = “/dé,y’/“/, observemos
que

abl —bd =0=dcd —cd
pelo que

(at —bad)dd = (dd —cd)blV
Como D é comutativo, obtemos
adb/d —bddd =bdbcd —bcb'd
donde
adb/d +bect/d =bdad'd +bdb'd

e, portanto,
ad+bc dd -+
bd vd

O leitor estd agora em condigoes de poder provar que (K, +,-) é
corpo com zero ¢ e identidade 1. Notemos que se a € D\{0}, entdo
a_1,0_0 b

_ 1 0 / . a 0 ¢
2 =71 e, =71 Observemos também que o inverso de § # 7 ¢ ..

Encontrado o corpo (K, +,-), consideremos a aplica¢ao

0: D— K

a

a7
e mostremos que € é um mergulho. Suponhamos que a,b € D sao
tais que { = % Entdo al = b1 e, portanto, a = b. Logo 0 é injectiva.
Temos também

f(ab) = aTb :%%:0(61)6(17)
bla+b)="T 200 pay 4o

1 1
Finalmente, 6(1) = 1. Assim,  é um
dade. n

b
1
m

ergulho de anéis com identi-
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Definicao. Dado um dominio de integridade D, ao corpo K

construido no teorema anterior damos o nome de corpo das fracgoes
de D.

Em geral, um elemento a do dominio de integridade D identifica-
se com o elemento { do seu corpo das fracgoes K.

Vamos agora mostrar que, em certo sentido, K é o “menor” corpo
que é extensao de D.

Teorema 14. Sejam D um dominio de integridade e C' um corpo

que é extensao de D. Entdao C é extensao do corpo K das fracgoes
de D.

Demonstragao: Seja g: D — C' um mergulho. Definamos

g: K—=C

5 gla)a()

Vejamos que g estd bem definida. Como g é injectivo, temos g(b) =0
se e s6 se b = 0, pelo que dado ; € K existe g(b)’l. Suponhamos
¢ =9¢c K. Entao ad = bc, donde g(ad) = g(bc). Logo g(a) g(d) =
9(b) g(c), em que g(d), g(b) # 0. Portanto, g(a) g(b)~" = g(c) g(d)~".

Concluimos que g estd bem definida.

Sejam ¢, 5 € K. Entao
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g(z + 2) = <adb—|(-ibc> =g(ad+bc)gbd)™

g
= (9(a) g(d) + g(b) g(c)) g(d) " 9(b) !
g9(a) g(0)~" + g(c) g(d) "

Além disso, g(3) = g(1)g(1)~* = 1. Portanto, g é um morfismo
de anéis com identidade. Finalmente, provemos que g é injectiva.
Se (%) = g(5), entao g(a) g(b) ! = g(c) g(d) !, donde g(a) g(d) —
g(c) g(b). Logo, g(ad) = g(cb) e, portanto, ad = cb, pois g é in-
jectiva. Assim, ¢ = 5. Fica assim provado que g é um mergulho
de K em C. Note que ao calcularmos o inverso g(bd)~! usdmos
(g(b) g(d))~! = g(d)~ g(b)~!, como é usual num grupo, porém num
corpo C' tal é igual a g(b)~! g(d)~! , por (C\{0},-) ser um grupo co-
mutativo. Fizemo-lo propositadamente para recordar ao leitor o que
se passa num grupo arbitrario.n

Observemos ainda que a aplicagdo g, definida na demonstragao
anterior, é o inico mergulho de K em C' que estende g. Vejamos que
g estende g. De facto, para qualquer a € D, temos

g(a) = g(a)

a

identificando a com ¢, pois g($) = g(a) g(1)~' = g(a). Por outro
lado, se houvesse outro mergulho # de K em C que estendesse g,
isto é, tal que, para qualquer a € D, se tivesse 0(a) = g(a), entao,
dados a,b € D tais que b # 0, teriamos

o(5)=o(i5) =(3)(G)

Portanto, 8 = g.
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Exemplo.

Como bem se conhece, Q é o corpo das frac¢des de Z.

1.5 Ideais primos e maximais de anéis comu-
tativos com identidade

Ja vimos que a partir de um anel A e de um ideal I de A podemos
construir um novo anel: o anel quociente A/I. Partindo, agora, de
um anel comutativo com identidade, vamos considerar certos ideais
especiais 0s quais determinam quocientes que ou sao dominios de
integridade ou sao corpos.

Definigao. Seja A um anel comutativo. Um ideal I de A diz-se
primo se I # A e

Ve,ycA,zyel=—zxeclouyel

Exemplos.
Consideremos o anel (Z, +, -) e os ideais (5) e (6). Temos (5) =
5Z # 7Z e (6) = 6Z # Z. O ideal (5) é primo pois, dados
z,Y €Z,
xy €57Z = 5divide zy
= 5 divide x ou 5 divide y
= T E€5Z ou yedZ

Ja o ideal (6) nao é primo, visto que 2-3 € (6) e 2,3 ¢ (6).
Teorema 15. Sejam A um anel comutativo com identidade e

I um ideal de A. Entao I é primo se e sé se A/I é dominio de
integridade.

Demonstragao: Suponhamos que [ é primo. Entao I # A, pelo
que 1 ¢ I. Logo, 1+ 1 # I. Portanto, A/I é um anel com identidade
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1+ 1. Como A é comutativo, A/I também o é. Provemos que A/I
nao tem divisores de zero. Sejam x,y € A tais que (x+1) (y+1) = 1.
Entdo xy+ I = I, donde xy € I. Como I é primo, temos = € I ou
ye I, logoxr+1=1ouy+ 1 =1 Portanto, A/I é dominio de
integridade.

Reciprocamente, suponhamos que A/I é dominio de integridade.
Sejam x,y € A taisque xy € I. Entdao [ =zy+1=(x+1)(y+ 1)
e, como A/I nao tem divisores de zero, temos I = z + I ou I =
y+ 1. Logo z € I ouy € I. Por outro lado, sendo A/I dominio
de integridade, temos 1+ I # I, donde 1 ¢ I e, portanto, I # A.
Concluimos assim que I é um ideal primo. B

Vamos agora caracterizar os ideais que determinam quocientes
que sao corpos.

Definigao. Seja A um anel comutativo. Um ideal I de A diz-se
maximal se [ # A e

VIAA ICIGA=TI=J]

isto é, o ideal I é elemento maximal do conjunto dos ideais préprios
de A para a relacdo de inclusao. Tenha presente que a segunda con-
dicdo é equivalente a

VISA IG = J=A

Exemplos. Consideremos o anel (Z,+,-). O ideal {0} é primo,
mas nao é maximal. O ideal (5) é primo e maximal. O ideal (10)
nao ¢ maximal, pois (10) & (5) & Z, e ndo é primo, pois 2 -5 € (10)
mas 2,5 ¢ (10). Também podemos ter ideais maximais ndo primos?
Vamos ver que nao.

Teorema 16. Sejam A um anel comutativo com identidade e I
um ideal de A. Entao, I é maximal se e s6 se A/I é corpo.

Demonstragdo: Suponhamos que / é maximal. Entado [ # A
e, portanto, 1 +1 # I. Seja z € A tal que x + I # I. Entao z ¢ I.
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Provemos que = + I tem inverso em A/I. Consideremos os ideais (z)
e I+(x). Como I & I+ (x) el émaximal, temos I+ (x) = A. Logo,
1 €I+ (z). Uma vez que A é comutativo com identidade, (z) = zA
e, portanto, existem i € [ e t € A tais que 1 =i + x ¢, donde

1+I=0G+D+@@+D)t+D)=(x+I)(t+1)

pelo que o elemento nao nulo z + I de A/I tem inverso ¢t + I. Como
A/I é comutativo com identidade, concluimos que A/I é corpo.

Reciprocamente, suponhamos que A/I é corpo. Entao I # 1+ 1,
donde 1 ¢ I e, portanto, I # A. Tomemos um ideal J de A tal que
I & J. Sejax € J\I. Entao x + I # I pelo que existe inverso de
x + 1, digamos y + I. Assim

1+I=(x+D)(y+1)=azy+1

donde 1 = zy + z, para certo z € I. Como I C J, temos z € J
e, como z € J, concluimos que 1 € J. Logo J = A. Portanto, I é
maximal. i

Proposigao 17. Seja A um anel comutativo com identidade. Se
um ideal I de A é maximal, entao é primo.

Demonstragao: Suponhamos I maximal. Entao, pelo Teo-
rema 16, o anel A/I é corpo. Logo A/I é dominio de integridade e,
portanto, pelo Teorema 15, o ideal I é primo. B

1.6 Elementos primos e elementos irredu-

tiveis num anel comutativo com iden-
tidade

Recordemos que no nosso prototipo, Z, existem elementos com com-
portamento muito especial: os nimeros primos. E bem sabido, por
exemplo, que todo o inteiro maior do que 1 se pode factorizar em
primos, de modo tunico a menos da ordem dos factores (Teorema
Fundamental da Aritmética).
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Num anel A arbitrario também podem existir elementos especiais,
que designamos por elementos irredutiveis e, sob certas condigoes,
pode ser possivel, como veremos a frente, factorizar certos elementos
em irredutiveis.

Definigdo. Seja A um anel com identidade 1. Um elemento
a € A diz-se unidade de A se existe b € A tal que ab=ba = 1.

Representamos por U(A) o conjunto das unidades de A. E claro
que (U(A),-) constitui um grupo.

Exemplos.

Temos U(Z) = {—1,1}, U(Q) = Q\{0} e U(Zy) = {1,3}.

Definigao. Seja A um anel comutativo com identidade. Dados
a,b € A, dizemos que a é associado de b se existe u € U(A) tal que
a = bu.

Observemos que se u € U(A) e a = bu, entdo b = au~'. Logo, b é
associado de a. Dizemos, por isso, que a e b sdo elementos associados.

Notemos também que a é associado de 1 se e s6 se a € U(A).

Definicao. Seja A um anel comutativo com identidade. Um
elemento a € A ndo nulo que nédo seja unidade de A diz-se irredutivel
se, para quaisquer x,y € A,

a=zy = xzc€lU(A) ou yeclU(A)
Convém ter presente que se a € A é irredutivel e u € U(A), entdo ua

é irredutivel.

Definicdo. Um dominio de integridade em que todo o ideal é
principal diz-se um dominio de ideais principais (DIP).

Exemplo.

O anel Z é um dominio de ideais principais.
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Num dominio de ideais principais, os elementos irredutiveis estao
intrinsecamente relacionados com os ideais maximais.

Teorema 18. Sejam D um dominio de integridade e a € D\{0}.
Entao

a) se (a) é ideal maximal de D, entao a é irredutivel;

b) se D é dominio de ideais principais, (a) é ideal maximal se e
s6 se a é irredutivel.

Antes de passarmos a demonstrar este teorema, provemos alguns
resultados que convém ter presente.

Lema 19. Seja A um anel comutativo com identidade. Dados
a,b € A, temos

(a) C(by seesése Jx €A, a=bx.

Demonstragido: Recordemos que dado a € A, temos (a) = a A.
E claro que se a = bz, entdo (a) C (b). Reciprocamente, se (a) C (b),
entdo a € (b) =b A, donde a = bz, para algum x € A. n

Lema 20. Seja D um dominio de integridade. Dados a,b € D,
temos:

a) (a) = (b) se e sése a eb sao associados;

b) (a) =D seesése a€U(D).

Demonstragdo: a) Se a e b sdo associados, entdo existe
u€U(D) tal que a = bu e b = au~ ', donde, pelo Lema 19, temos
(a) € (b) e (b) < (a). Logo (a) = (b).

Reciprocamente, se (a) = (b), entdo existem z,y € D tais que
a=bxeb=ay. Logoa=ayz donde a(l —yz) =0. Se a # 0,
como D é dominio de integridade, obtemos 1 — yx = 0, pelo que
1 =yux; logo x € U(D) e, assim, a e b sdo associados. Se a = 0 temos
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b = 0 e, portanto, sdo associados.

b) Tendo em conta que D = (1) e que a é associado de 1 se e s6
se a € U(D), o resultado sai de a). n

Demonstragdo do Teorema 18: a) Suponhamos que (a) é
maximal. Entao (a) # D, pelo que a ¢ U(D). Se a = zy para certos
x,y € D, entao

{a) € (x)

Como (a) é maximal, temos (z) = D ou (z) = (a). Se (x) = D, pela
alinea b) do lema anterior, x € U(D). Se {(a) = (x), pela alinea a) do
mesmo lema, a = xu para certo u € U(D). Entdo xy = xu donde
x(y —u) =0, pelo que y — u = 0 (visto que = # 0, pois a = zy # 0).
Portanto, y = u € U(D). Logo a é irredutivel.

b) Reciprocamente, suponhamos que D é dominio de ideais prin-
cipais e que a é irredutivel. Entdo a ¢ U(D), donde (a) # D. Seja I
um ideal de D tal que (a) C I. Como D é dominio de ideais princi-
pais, existe z € D tal que I = (z). Entado a = xy, para certo y € D.
Sendo a irredutivel, temos x € U(D) ou y € U(D). Se x € U(D),
entdo (x) = D, pelo Lema 20.b). Se y € U(D), entdo (a) = (x), pelo
Lema 20.a). Logo (a) é maximal.

Corolario 18.1. Sejam D um dominio de ideais principais e
a € D\{0}. Entao D/(a) é corpo se e sé se a é irredutivel.

Demonstragao: J& provamos que D/(a) é corpo se e sé se (a) é
maximal. O resultado sai entdo do teorema anterior. m

Seja A um anel comutativo. Dados p, x € A, dizemos que p divide

T se x = py, para algum y € A. Nao havendo perigo de confusao,
escrevemos p/x.

Em Z, um elemento p diz-se primo se p ¢ {—1,1,0} e
p/ab = p/a ou p/b

Por outro lado, ji definimos um elemento irredutivel p € Z como
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sendo p ¢ {—1,1,0} tal que
p=zy = ze€{-1,1} ou ye{-1,1}

Como é bem conhecido, em Z estas definigbes sdo equivalentes.

Vamos, agora, definir elemento primo num anel comutativo com
identidade arbitrario, observando desde ja que ha anéis em que os
conceitos de elemento primo e de elemento irredutivel ndo coincidem.

No que se segue, convém ter presente que se x ¢ um elemento
irredutivel de um anel A comutativo com identidade e p € A é tal
que p/x e p ¢ U(A), entdo p e x sao associados.

Definigdo. Seja A um anel comutativo com identidade. Um
elemento p € A ndo nulo e que ndo seja unidade diz-se primo se,
dados a,b € A,

p/ab = p/a ou p/b

Proposigao 21. Seja D um dominio de integridade. Se p € D
é primo, entdo p é irredutivel.

Demonstragdo: Se p é primo, entdo p € D\({O} U LI(D)).
Suponhamos que p = zy. Entdo p/zy, pelo que p/z ou p/y. Se
p/x, temos © = pa, para algum a € D. Entdo p = pay, pelo que
p(1 — ay) = 0 donde, como p # 0, temos 1 — ay = 0. Logo, 1 = ay e,
assim, y € U(D). Analogamente, se p/y, entdo x € U(D). Portanto,
p € irredutivel. n

Proposicao 22. Seja D um dominio de ideais principais. Um
elemento p € D é primo se e s6 se é irredutivel.

Demonstragdo: Seja p ¢ {0} UU(D). Atendendo & proposicao
anterior, resta provar que se p é irredutivel, entdo p é primo. Supo-
nhamos que p é irredutivel e que p/ab com a,b € D. Se ab = 0, é
claro que, em D, temos a = 0 ou b = 0, logo p/a ou p/b. Se ab # 0,
entdo a,b # 0. Tomemos I = (p,b). Sendo D um dominio de ideais
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principais, existe d € D tal que I = (d) = dD. Seja x € D tal
que p = dz. Como p é irredutivel, z € U(D) ou d € U(D), nao
podendo ser ambos unidades pois o produto de unidades é unidade
e p ¢ U(D). Suponhamos que x € U(D). Entéao, pelo Lema 20.a),
(d) = (p) e, portanto, b € (p). Logo p/b. Se d € U(D), ficamos com
(d) = D e obtemos D = (p,b) = (p)+(b) = pD+bD. Assim, existem
u,v € D tais que 1 = pu + bv, donde a = apu + abv. Como p/ab,
temos que p/a. Concluimos pois que p é primo. &

Exemplos.

1) Como Z é dominio de ideais principais, os conceitos de primo
e irredutivel sdo equivalentes em Z, como j& observamos.

2) Seja R = Z[y/—5]. Como ji observdmos, R é um subanel com
identidade de (C,+,-), pelo que R é dominio de integridade.
Temos U(R) = {—1,1}. Consideremos o elemento 2. Podemos
provar que, em R, o elemento 2 ¢ irredutivel. Mas 2 ndo é
primo pois, por exemplo, 2 divide (1 + v/54) (1 — v/5i) = 6,
mas 2 nao divide 1++/5 4, nem 1 —+/5i. Logo, pela proposicao
anterior, concluimos que R nao é dominio de ideais principais.

1.7 Dominios euclidianos

A classe dos dominios de ideais principais contém uma classe especial,
a dos dominios euclidianos.

Definicao. Um dominio euclidiano é um dominio de integridade
D munido de uma aplicacdo d de D\{0} em Ny tal que, para quaisquer
a,b € D\{0},

i) 0(a) < d(ab);

ii) existem m,r € D tais que a =mb+r, comr =0our # 0 e,
neste caso, 0(r) < 4(b).

A aplicacdo § diz-se uma norma em D.
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Exemplos.

1) Os seguintes dominios de integridade sao euclidianos:

a) Z com d(a) = |a|, para qualquer a € Z\{0};

b) Qualquer corpo K com é(a) = 1, para qualquer a € K\{0};

c) Z[i] com §(a+bi) = a® + b?, para qualquer elemento a + bi
nao nulo de Z[i] (ver Allenby);

d) Z[v-2] com §(a+b+/—2) = a®+2b%, para qualquer elemento
a+ b+/—2 de Z[\/—2] ndo nulo.

Nota. Observe que C = R[i] com ¢ definido por &(a+bi) = a®+b?
ndo forma um dominio euclidiano.

2) O dominio de integridade Z[y/—6] nao ¢é euclidiano (ver Exer-
cicio 35-b).

Teorema 23. Todo o dominio euclidiano é dominio de ideais
principais.

Demonstragdo: Sejam D um dominio euclidiano e I um ideal
de D. Se I = {0}, entdo I = (0) e, portanto, I é principal. Suponha-
mos que I # {0}. Tomemos

{6(2): = € I\{0}}

Tratando-se de um subconjunto nao vazio de Ny, tem elemento mi-
nimo, digamos §(b), com b € I\{0}. Vamos provar que I = (b).

E claro que 0 € (b). Seja a € I\ {0}. Entdo existem m,r € D
tais que a = mb+r, com r = 0 ou r # 0 e, neste caso, §(r) < d(b).
Se r = 0, temos a = mb € (b). Se tivéssemos r # 0, obtinhamos
r=a—mbe I\{0} com §(r) < d(b), o que é absurdo pela defini¢ao
de b. Portanto, I C (b) e, como b € I, temos I = (b). 1

Exemplos.

1) Os dominios de integridade Z, Z[v/—1|, Z[v/—2] e todo o
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corpo K sao dominios de ideais principais, visto serem eucli-
dianos. A demonstracdo anterior dd-nos um método para
achar um gerador de um ideal arbitrario destes anéis.

O dominio de integridade Q[v/—19] é de ideais principais mas
nao ¢é euclidiano (ver Allenby).

Dominios de factorizacao tinica

Estudaremos agora dominios de integridade onde todo o elemento
ndo nulo que ndo seja unidade se pode escrever como produto de
elementos irredutiveis.

Definicado. Um dominio de integridade D diz-se um dominio de
factorizagao tnica (DFU) se:

a)

todo o elemento a € D\({O} U L{(D)) pode ser escrito como
produto de elementos irredutiveis;

b) se pi-- Pm = qi---qn, com p;,q; irredutiveis, i = 1,...,m
e j=1,...,n, entho m = n e, para uma permutacao o de
{1,...,n}, p; é associado de q,(;), com i = 1,...,n.

Exemplos.

1) O anel Z é um DFU. Por exemplo, 30 =2-3-5=(—5)(—2) 3

2)

3)

sendo a permutagdo o associada definida por o(1l) = 2,
0(2) = 3, 0(3) = 1 correspondendo & troca da posi¢ao dos
irredutiveis, neste caso, a menos do sinal.

Um K corpo é trivialmente DFU, pois K\({O} u U(K)) =0.

O anel Z[\/—5] nao é dominio de factorizagao tinica pois temos

6=2-3=(1++v=5)(1-+v-5)

em que 2, 3, 1+v/—5 e 1—y/—5 sdo elementos irredutiveis nao
associados.
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Dos exemplos 2) e 3) concluimos que um subanel de um do-
minio de factorizacdo tinica pode nédo ser de factorizacio tnica.
Tomemos como exemplo o subanel Z[y/—5] do corpo C.

Definigdo. Seja A um anel comutativo. Dados a,b € A, um
elemento d € A diz-se um maximo divisor comum (mdc) de a e b se
d/a e d/b e, para qualquer ¢ € A,

cla e c/b = «¢/d

Exemplos.

1) Em Z, tomemos x = 36 e y = —56. Temos = = 2%2.32% ¢
y=—23.7. Entdo d; = 2% e dy = —22 sdo mdc de z e y.

2) Em Z[V/—-5] os elementos 6 (= (1 + +v/—5)(1 — v/=bH)) e
2(1 + +/—b) tém divisores comuns mas nao tém mdc (ver So-
bral).

3) O dominio de integridade Z[\/—6] néo ¢ de factorizagdo tnica

(ver Exercicio 35).

Nota. Num anel comutativo A, podemos, naturalmente, definir
maximo divisor comum de n elementos a1, ..., a,.
Exemplo.

Em Z, os elementos 2 e —2 sdo mdc de 4, —6 e 10.

No que se segue convém ter presente as seguintes observacoes:

1) Se A é um anel comutativo com identidade e a € A, entdo a
¢ mdc de O e a.

2) Num anel comutativo com identidade A, se existe um mdc d
de a,b € A, entdo dado u € U(A) o elemento ud é também
mdc de a e b.

3) Num dominio de integridade D, dados a,b € D, tem-se que
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a/beb/ase e s seaebsio associados, o que é consequéncia
imediata dos Lemas 19 e 20.a).

4) Se D é dominio de integridade e dy,ds sdo mdc de a,b € D,
entdo di e do sdo associados, pois dividem-se mutuamente.

Lema 24. Sejam D um dominio de factoriza¢do iinica e
a,c € D\ ({0} UL{(D)). Se ¢/a, entao ¢ é produto de associados de

factores irredutiveis de a.

Demonstragdo: Se c/a, entdo existe x € D tal que a = cxz.
Consideremos a factorizagdo em irredutiveis a = p1 -« - Pm-

Se z € U(D), entdo c=ax ' =p1- pm_1(pm ') e obtemos o
resultado.

Se x ¢ U(D), consideremos as factorizagoes em irredutiveis de ¢

e de x:
C:’r’l...rt, m:sl...sk

Entao

pl...pm:a:/]ﬂl...']"tsl...sk

Como a decomposicdo em irredutiveis é tinica, a menos da ordem
e do produto por unidades, cada r;, com i = 1,...,t, é associado de
algum p;, com j = 1,...,m, como pretendiamos. &

Teorema 25. Num dominio de factorizacdo tinica, quaisquer
dois elementos tém maximo divisor comum.

Demonstragao: Seja D um DFU. Sejam z,y € D. Se =z =0,
entdo y é maximo divisor comum de z e y. Se x € U(D), entdao
y=yz ', logo x/y pelo que x é mdc de x e y.

Suponhamos, entdo, que z,y ¢ U(D) U {0}. Consideremos as
factorizagbes em irredutiveis de = e de y:

T=DP1""Pm

Y=4q - -qn
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Sem perda de generalidade, admitamos que pi,...,p; sdo todos
os factores irredutiveis comuns a = e a y, a menos do produto por
unidades. Tomemos d = p;---pg. Entdo d/z e d/y. Pelo lema
anterior, se existe ¢ € D\ U(D) tal que ¢/x e ¢/y, entdo ¢ é produto
de associados de factores irredutiveis comuns a x e a y, logo c¢/d.
Portanto, d é mdc de z e y.

Se nao existem factores irredutiveis comuns, entdo nio existe um
tal elemento ¢, pelo que 1 é mdc de z e y. 1

Num anel comutativo A, podemos também definir menor (ou mi-

nimo) multiplo comum (mmc) de n elementos ay,...,a, € A: dize-
mos que m € A é mmc de ay,...,a, se
Vi=1,...,n, a;/m

Vpe A, (Vi=1,...,n, a;j/p) = m/p

Notemos que dado a € A se tem que 0 é mmc de a e 0.
A demonstragao da afirmacéo seguinte fica ao cuidado do leitor.

Teorema 26. Num dominio de factorizacao unica, existe mmc
de quaisquer n elementos aq, ..., ay.

Observemos ainda que num dominio de integridade D, dados
a,b € D, se m; é mmc de a e b e my é associado de m1, entdo my é
mmc de a e b e se m; e my sao mmc de a e b, entdo m; e mo sao
associados.

Exemplo.

Em Z, tomemos a = 5%-3%.7 e b = —5-22.11. Entdo
m="52-3%.7.22.11 e —m sdo mmc de a e b.

Nota. Num dominio de integridade D, dados a,b € D, um mdc
d de a,b denota-se por mdc(a,b), tendo o cuidado de ndo esquecer
que d é mdc de a,b se e s6 se, para qualquer u € U(D), ud é mdc de
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a e b. Em geral, hd mais do que um mdc! Analogamente, escrevemos
mmc(a, b).

No caso particular de Z, dados a,b € Z normalmente, ao escre-
vermos mdc(a, b) estamos a pensar no mdc positivo. Analogamente,
mmc (a,b) denota, em geral, o0 menor multiplo comum positivo de a
eb.

Teorema 27. Todo o dominio de ideais principais é dominio de
factorizagao unica.

Demonstragao: Seja D um dominio de ideais principais. Co-
mecemos por provar que toda a cadeia de ideais de D estritamente

ascendente
hdlg I, g

6 finita. Tomemos I = JI,. E facil verificar que I é ideal de D.
Logo, como D é dominio de ideais principais, existe d € D tal que
I = (d). Entao existe k € N tal que d € Iy, pelo que (d) C I. Assim,
I = 1I; e, como a cadeia é estritamente ascendente, temos k finito e

hedhs - 9I=1I

Suponhamos que existe x € D\ ({0} U L{(D)) tal que x nao é

factorizédvel em irredutiveis. Seja S o conjunto destes elementos nao
factorizdveis. Temos S # (), por hipdtese.

Consideremos J = {(z) : € S}. Uma vez que D ndo pos-
sui cadeias de ideais estritamente ascendentes infinitas, o conjunto
parcialmente ordenado (7, C) possui elementos maximais.

Seja a € S tal que (a) é maximal entre os elementos de J.
Por definicdo de S, a # 0 e a nao é irredutivel, donde existem
b,c € D\U(D) tais que a = be. Sendo a # 0 e a nao factoriza-
vel em irredutiveis, temos b,c # 0 com b ou ¢ ndo factorizdvel em
irredutiveis. Logo b€ Souce S.

Seb e S, como (a) C (b) e (a) ¢ maximal em 7, obtemos (a) = (b).
Logo a e b sao associados. Seja u € U(D) tal que a = bu. Entao
bc = bu e, como b # 0, concluimos que ¢ = u € U(D), o que é
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absurdo. Analogamente, chegamos a um absurdo se admitirmos que
ce S. Logo S = 0, ou seja, em D todo o elemento nao nulo que nao
seja unidade decompde-se em factores irredutiveis.

Para concluirmos a demonstracao provemos, por indugdo, que
uma tal factorizacdo é tnica a menos da ordem dos factores e do
produto por unidades.

Suponhamos a = p1 P2+ Pm = q1 G2 -+ qn, em que a ¢ {0} U U(D)
€ Dly---,Dms (1, - - -, qn SA0 irredutiveis.

Admitamos m = 1. Sen > 1, temos p;1 = ¢1¢2---q. Como
p1 € irredutivel entdo ¢1 € U(D) ou (q2---qn) € U(D). Uma vez
que g1 ¢ U(D), concluimos que g2---q, € U(D), o que é absurdo
pois se existe x € D tal que 1 = x¢q2---qy,, entdo ¢; € U(D) para
7 =2,...,n. Portanto, n = 1.

Admitamos agora que o resultado é valido para m > 1. Se
PL Pm+l = q1-° - qn, atendendo ao caso anterior temos n > 1 e,
além disso, ppm+1/q1 - Gn. Como pp,+1 é irredutivel, entdao pp,41 é
primo, pois D é dominio de ideais principais.  Logo, existe
j€{l,...,n} tal que py41/g;. Sem perda de generalidade, vamos
admitir que j = n. Sendo ¢, irredutivel e p,,+1 ¢ U(D), temos gy,
associado de py41. Seja u € U(D) tal que g, = ppm+1 u. Obtemos

P11 PmPm+1 =4142 " Gn—-1Pm+1U

donde, no dominio de integridade D, temos

P Pm=q @2 (1)

Aplicando a hipétese de indugdo, ficamos com m = n — 1 e cada

pi (i = 1,...,m) é associado de algum ¢; (j = 1,...,n — 2) ou de
Gn—1u. Assim, m+1=necadap; (i=1,...,m+ 1) é associado de
algum ¢; (j = 1,...,n). Portanto, o resultado é valido para qualquer

natural m, pelo principio de inducéo.

Concluimos pois que D é um DFU. n

Exemplo.

O anel Z é de facto um dominio de factorizacdo tinica, pois é
dominio de ideais principais, o que prova o Teorema Fundamen-
tal da Aritmética: todos os ntimeros inteiros positivos maiores
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do que 1 podem ser decompostos num produto de nimeros pri-
mos, sendo esta decomposi¢do Unica a menos de permutacao
de factores.

Acabamos de provar que todo o dominio de ideais principais é
dominio de factorizacdo tinica, porém a condigdo reciproca nao é ver-
dadeira. O anel Z[z| dos polinémios com coeficientes em Z é DFU
mas nao é DIP, por exemplo, o ideal (2, z) ndo é principal (ver Al-
lenby).

Corolario 27.1. Se D é um dominio de ideais principais e
a,b € D, entao existe mdc(a,b) e mmc(a,b).

Demonstragao: Pelo Teorema 27, o dominio D é DFU, pelo
que este resultado é consequéncia dos Teoremas 25 e 26. 1

A demonstracdo dos tultimos resultados que aqui apresentamos
fica ao cuidado do leitor.

Teorema 28. Sejam D um dominio de ideais principais e
a,b,d,;m € D. Tem-se

a) (a)+ (b)y = (d) se e s6 se d = mdc (a,b);

b) (a) N (b) = (m) se e s6 se m = mmec (a,b).
Assim, podemos afirmar o seguinte.

Corolario 28.1. (Bézout) Sejam D um dominio de ideais prin-
cipais e a,b,d € D. Se d é mdc de a e b, entao existem xz,y € D tais
qued=azx+by.

Recordemos que em Z, dois elementos a e b dizem-se primos entre
si se mdc (a,b) = 1. Por este tltimo corolério, a,b € Z sdo primos
entre si se e s6 se existem x,y € Z tais que 1 =ax +by.
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Em face do estudo que acabamos de fazer, podemos apresentar o
seguinte esquema que resume a relacdo entre os anéis considerados.

anéis comutativos com identidade

Ls dominios de integridade

Z[\/‘_3] dominios de factorizagdo tnica

ZIVB] | Zz] [ dominios deMesis peinsipais
Q[\/-TQ] dominios euclidianos

Z corpos
Zlv-1)|Q R, C, Z,

1.9 Um teorema de Fermat

Terminamos este capitulo com a apresentacao de um teorema de Fer-
mat sobre decomposicdo de niimeros primos, cuja demonstragdo pode-
mos obter fazendo uso do anel dos inteiros de Gauss Z[i].

Comecamos por observar que no anel de Gauss Zl[i], temos
U(Z[i]) = {—1,1,—i,i} e a norma §, definida por d(a + bi) = a? + b?
para a,b € Z, é tal que d(uv) = 0(u)d(v), para quaisquer u,v €

Z[i]\{0}

Tenhamos também presente os seguintes resultados.

Lema 29. Dado p € N\{2} primo, se a € Z,\{0} tem ordem
multiplicativa 2, entao a = —1.

Demonstragdo: Se a®> = 1 em L, entao a’> —1 =0, pelo que
(a —1)(a+1) = 0 no corpo Zy,. Assima—1=0oua+1=0,isto é
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a=1oua=—1. Como o(a) =2 temos a # 1. Portanto, a = —1. n

Lema 30. O grupo multiplicativo (Z,\{0},-) é ciclico, de ordem
p— 1.

Demonstragdo: Provar que o grupo multiplicativo (Z,\{0}, ")
é ciclico corresponde a provar a existéncia de um seu elemento com
ordem p — 1, uma vez que tem p — 1 elementos.

Tomemos m = mmc (o(1),0(2),...,0(p — 1)), onde o(i) denota a
ordem multiplicativa do elemento i. E claro que

vk € Z,\{0}, k™ =1

pois o(k)/m. Portanto, 2™ —1 é um polinémio de grau m que no corpo
Zy, tem pelo menos p — 1 raizes, donde m > p — 1. Por outro lado,
pelo Exercicio 31, no grupo multiplicativo Z,\{0} existe um elemento
¢ de ordem m, logo m < p — 1. Logo, m = p — 1 e concluimos que
(Z,\{0},-) é ciclico.

Teorema 31. (Fermat) Sejap € N\{2} primo. Entdop = a®+b?,
para certos a,b € Z se e sé se p=1 (mod 4).

Demonstragdo: Suponhamos que p = a® + b2, com a,b € Z. Se
a e b forem pares, entdo 2/p, donde p nao é primo pois p # 2. Se a e
b forem impares, entdo a =2k +1e b =2m+ 1, com k,m € Z. Neste
caso, p = (2k +1)2 + (2m + 1)% = 4k% + 4k + 1 + 4m? + 4m + 1, pelo
que mais uma vez 2/p. Assim, sem perda de generalidade, podemos
supor que a é par e b é impar. Suponhamos a = 2k e b = 2m+ 1, com
k,m € Z. Temos p = 4k? +4m? +4m + 1 e, portanto, p =1 (mod 4).

Reciprocamente, admitamos que p = 1( mod 4). Entao 4 divide
p — 1. Consideremos agora o grupo (Z,\{0},-) de ordem p — 1. Pelo
lema anterior, (Z,\{0},) é ciclico e, como 4 divide p — 1, existe n €
Z,\{0} tal que n tem ordem multiplicativa 4. Logo, n? tem ordem
multiplicativa 2. Pelo Lema 29, temos n? = —1 em Ly, pelo que p
divide n? + 1 em Z.

Tomemos agora o anel de Gauss Z[i]. Entao p divide (n —1i)(n+1)
no anel Z[].
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Se p fosse irredutivel em Z[i], terfamos que p/n — i ou p/n +1i. Se
p/n+1, entdo n+i = p(a+ bi), para algum a+ bi € Z[i]. Logo 1 = pb,
o que é impossivel. Analogamente, se p/n — i, entdo —1 = pb o que
também é falso.

Concluimos pois que p nao é irredutivel em Z[i]. Assim, existem
a-+bi,c+di € Z[i]\U(Z[i]) tais que p = (a+bi)(c+di). Logo §(p) = p?
e 6(p) = (a® + b)) (c? + d?), com a?® + b, +d> # 1. Como p é
primo, p divide a? + b ou p divide ¢ + d?. Admitamos, por exemplo,
que p divide a? + b2, entdo a®> 4+ b> = pm, com m € N, e portanto
p =m(c? + d?). Logo, como c? 4 d? # 1 e p é primo, obtemos m = 1.
Assim, p = ¢® + d?, como se pretendia. m
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Exercicios

1. a) Seja (A,0) um grupo6ide. Mostre que A admite, no mé-
ximo, um elemento identidade.

b) Mostre que num monéide cada elemento tem, no maximo,
um inverso.

2. Prove que num grupo comutativo (A, +) se tem
at+c=b+c = a=b;
—(-a)=a;
—(a+b)=—a—b;
(—n)a = —(na), com n€Z;

(m+4+n)a=ma+na, com m,n¢EZ.

3. Considere no conjunto F(R) das fungoes de R em R as opera-
¢Oes bindrias + e - definidas, respectivamente, por

Vfge FR), Ve eR, (f+g)(zx)=f(z)+g(x)
Vfge FR), Ve eR, (f 9)(@)=f(z)g(x)

a) Mostre que (F(R),+,-) é um anel comutativo com identi-
dade.

b) (F(R),+,-) é dominio de integridade?

c¢) Diga, justificando, se (F(R),+,-) é corpo.

d) Prove que (F(R),+,0) nao é anel, onde o é a operagao
composi¢ao de fungoes.

4. a) Seja X um conjunto. Considere o semigrupo (P(X),+)
em que a operacdo bindaria + estd definida por

VA, BeP(X), A+B=(AUB)\(ANB)[= A\BUB\A4]

Mostre que (P(X),+,N) é um anel comutativo com iden-
tidade.
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b) Prove que num anel de Boole (4, +,-), isto é, num anel

comutativo com identidade em que todo o elemento a é

tal que a®> = a (dizemos que a é idempotente), tem-se

a+a=0, para a € A.

5. Sejam A um anel e B um subconjunto de A. Mostre que B é
subanel de A se e s6 se satisfaz as seguintes condigoes:

(i) 0 € B;

)
(i)
(iii) Va,y € B, zy € B;
(iv) Ve € B, —x € B.

Ve,y€e B, x+y € B;

6. Sejam A um anel e B um subconjunto de A. Mostre que B é
subanel de A se e s6 se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) 0 € B;
(ii) Ve,y € B, v —y € B;
(ii) Vx,y € B, zy € B.

7. Sejam A um anel e I um subconjunto de A. Mostre que I é
ideal de A se e s0 se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) 0 € I;
(ii) Ve,y e I, v —y € I
(iii) Ve € I, Ya € A, xa,ax € I.

8. Considere o anel My(R) das matrizes quadradas de ordem 2
sobre o corpo R. Dé exemplo de um subanel de M3 (R) que nao
seja seu ideal.

9. Sejam A um anel, I um conjunto ndo vazio e {4;}ier uma
familia de subanéis de A. Mostre que (;c; A; é subanel de A.
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10. Sejam A um anel e I, J ideais de A. Mostre que

a) (i) I+ J éideal de A;
(ii) 1J é ideal de A;
b) (i) IUJ CI+J e I+Jéomenor ideal de A que contém
TUJ;
(i) IJ CINJ.

11. Sejam A um anel comutativo com identidade e a1, ..., a, € A.
Mostre que
a) o ideal de A gerado por {ai,...,a,} é o conjunto

{xlal—{—"-—l—xnan: xl,...,xneA}

b) (a1,...,an) = (a1) + -+ {(ay).

12. Sejam A um anel e p uma relagio de equivaléncia em A. Mostre
que p é relacdo de congruéncia se e sé se

Ya,b,c,d€ A, (a,b),(c,d) €p = (a+c, b+d),(ac, bd) € p

13. Mostre que todo o ideal I do anel Z é principal, tendo como
gerador 0 se I = {0} ou o menor m € N nele contido, bem como
o seu simétrico, se I # {0}.

14. Sejam A um anel com identidade, B um anel e f: A — B um
morfismo de anéis. Mostre que
a) Se A é comutativo, entdo f(A) é comutativo;

b) Se f é ndo nulo (isto é, para algum x € A, f(z) # 0),
entdo f(1) #0 e f(1) é a identidade de f(A);

c) Se f é nao nulo e A é corpo, entdao f(A) também é corpo.
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15. Sejam A, B anéis e ¢ : A — B um isomorfismo de anéis.
Mostre que ¢! é também um isomorfismo de anéis.

16. Sejam A e B anéis isomorfos. Mostre que

a) Se A é comutativo, entdo B é comutativo;

b) Se A é um anel com identidade, entdo B é um anel com
identidade;

c) Se A é dominio de integridade, entdao B é dominio de in-
tegridade;

d) Se A é corpo, entdao B é corpo.

17. Considere o anel Z e os seus ideais I = 15Z e S = 20Z. Mostre
que
a) I'NS =60Z = (mmc(15,20));
b) I+ S = 5Z = (mdc(15,20));
c) BZJ/15Z ~ 207 /60Z;
d) #(5Z/157Z) = 3.
)

e) Determine as tabelas de Cayley das operacoes do anel

5Z/15Z.
18. Demonstre o 32 Teorema do Isomorfismo.

19. Sejam A um anel comutativo com identidade e I # A um ideal
de A. Mostre que I é ideal maximal de A se e s6 se para
qualquer a € A tal que a € I, se tem (a) + I = A.

20. Sejam A, B anéis comutativos com identidade, f: A — B um
epimorfismo de anéis com identidade e I um ideal de B. Mostre
que

a) Os anéis A/f~1(I) e B/I sao isomorfos;
b) Se I é primo, entdo f~!(I) é primo;

¢) Se I é maximal, entdo f~!(I) é maximal.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

ANEIS

Sejam A um anel comutativo com identidade e J um ideal pro-
prio de A. Prove que existe um ideal maximal de A que contém

J.

Seja A um anel com identidade e seja n a caracteristica de A.
Mostre que

a) Para todo o a € A, na = 0;

b) Se m é um nimero natural tal que m1 = 0, entdo n é
divisor de m;

¢) Se B é subanel com identidade de A, entao ¢(B) = n;

d) Se B é um anel com identidade isomorfo a A, entdo

¢(A) = ¢(B).

Mostre que (Zs, +, ) é isomorfo a um subanel A de (Zg,+, ).
Compare as caracteristicas de A e Zg e analise-as face ao exer-
cicio anterior.

Seja A um anel comutativo com identidade. Para cada a € A,
considere a aplicacio

va: A — A

r — ax

Mostre que A é dominio de integridade se e s se, para qualquer
a € A\{0}, a aplicacdo ¢, € injectiva.

a) Sejam A um anel comutativo com identidade e p € A\{0}.
Mostre que p é elemento primo de A se e s6 se o ideal de
A gerado por p é ideal primo de A.

b) Seja n € Z\{0}. Considere o ideal (n) de Z. Mostre que
(n) é ideal primo de Z se e s6 se n é um numero inteiro
primo.

Mostre que num dominio de ideais principais todo o ideal primo
nao nulo é maximal.



EXERCICIOS 57

27. a) Sejam A um anel comutativo com identidade e a,b,d € A.
Mostre que se (a,b) = (d), entdo d é um m.d.c. de a e b.

b) Sejam A um dominio de ideais principais e a,b € A. Prove
que

(i) Existe um m.d.c. de a e b;
(ii) Sed € A éum m.d.c. de a e b, entdo (a,b) = (d).

28. (Identidade de Bézout) Sejam a,b € Z primos entre si. Mostre
que existem x,y € Z tais que 1 = ax + by.

29. a) Sejam A um anel comutativo com identidade e a,b,m € A.
Mostre que se (a) N (b) = (m), entdo m é um m.m.c. de a
eb.

b) Sejam A um dominio de ideais principais e a,b € A. Prove
que
(i) Existe um m.m.c. de a e b;

(ii) Sem € A éum m.m.c. de a e b, entéo (a) N (b) = (m).

30. a) Sejamay,...,a, € Znao todos nulos e d = mdc(ay, ..., an).
Mostre que
ai any
mdc(g,,g) =1

b) Sejam a,b € Z e x € N. Prove que
mdc(za, b) = = mdc(a,b)

¢) Sejam a,r,s € Z, com r, s primos entre si. Mostre que se
r divide as, entao r divide a.

31. Seja K um corpo.

a) Sejam a,b € K com ordens multiplicativas m,n, respecti-
vamente. Considere r = mdc(m,n) e n’ tal que n = rn’.
Tem-se mn’ = mmec(m,n). Mostre

i) b := 0" tem ordem multiplicativa n’;
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ii) ab’ tem ordem multiplicativa mmec(m,n).

b) Sejam aq,...,a, € K com ordens multiplicativas m;, para
i € {1,...,n}. Mostre que existe ¢ € K com ordem mul-
tiplicativa mme(my, ... my).

32. Considere o anel (Z,+, ).

a) Sejama € Zebe N.

(i) Considere o conjunto S = {a—bx | z € Z, a—bx > 0}.
Prove que S tem elemento minimo 7 e que r < b.

(ii) Mostre que existem q € Z e r € Ny tais que a = bg+r
e0<r<hb.

b) Sejam a € Z e b € Z\{0}. Demonstre que existem inteiros
tnicos q e r tais que a =bg+1r e 0 < r < |b).

¢) Conclua que (Z,+,-) é um dominio euclidiano, definindo
uma norma ¢ por d(a) = |a|, para qualquer a € Z\ {0}.

33. Seja R um dominio euclidiano com norma §. Mostre que

a) Para qualquer a € R, a # 0, se tem (1) < §(a) em No;
b) d(a) = (1) se e s6 se a é uma unidade de R;

c) Se a,b e R\ {0} sdo associados, entdo d(a) = o(b).

34. Considere o conjunto dos inteiros de Gauss Z[i] = {a + bi :
a,b € Z} C C e a aplicacao ¢ : Z[i] \ {0} — N, definida por
S(a+ bi) = a® + b2
Mostre que

a) Para quaisquer z,y € Z[i] \ {0}, d(zy) = d(z)d(y);

b) U(Z[Z]) = {717 ]-, *7;77;};

c) Sea € Z e x € N, entdo existem w,u; € Z tais que
a =ux +ui, com |ug| < §;

d) Se y € Z[i] e x € N, entdo existem ¢, € Z[i] tais que
y=tx+r,onder=0ou, ser#0,d0(r)<dz);



EXERCICIOS 59

e) Sey € Zi] e x € Z[i] \ {0}, entdo 2T € N e existem
t,r € Z[i] tais que yT = taT + r, onde r = 0 ou, se r # 0,
d(r) < 0(z7);

f) Z[i] é dominio euclidiano, com norma .

35. Considere o subconjunto de C
ZV=5)={a+bV=5: abeZ}

Mostre que, com as operagoes de adi¢ao e multiplicagao usuais
em C,

a) Z[y/—5] é dominio de integridade;
b) U(Z[v/=5]) ={1,-1}

(Pode demonstrar directamente ou pode comegar por ob-
servar que se u € Z[y/—5], entdo u € Z[v/—5], |u|?> € Ny e
que u € U(Z[/=5]) se e s6 se |ul? = 1.)
c) (i) 2 divide (1 ++/-5) (1 —+/-5);
(i) Para todo o u € Z[/=5], |u|? # 2;
(iii) 2 é um elemento irredutivel, mas nao primo em Z[v/—5|.
d) Z[v/—5] ndo é dominio de ideais principais.

e) Z[v/—5] ndo é dominio euclidiano e entdo |- | ndo é uma
norma.

36. a) Seja Z[vV-2] = {a+b/=2: a,b € Z} C C e con-
sidere a aplicacdo § : Z[v/—2]\ {0} — N definida por
§(a+ by/=2) = a® + 2b%.

Mostre que

(i) Para quaisquer z,y € Z[v/=2]\ {0}, d(zy) = d(x)d(y);

(i) Se y € Z[v/—2] e x € N, entdo existem t,r € Z[v/—2]
tais que y = tx + r, onde r = 0 ou, se r # 0, tem-se
o(r) < d(x);

(iii) Se y € Z[V-2] e x € Z[\/—2] \ {0}, entdo 27 € N e
existem t,r € Z[y/—2] tais que yT = taT + r, onde
r=0ou,ser#0,d(r)<di(zT);
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(iv) Z[v/—2] é dominio euclidiano, com norma 4.

b) Considere o dominio de integridade Z[v/—6] = {a+by/—6 :
a,b €7} C C e a aplicacio 6 : Z[v/—6]\{0} — N, definida
por 8(a + by/—6) = a® + 6 b*.

Mostre que

(i) Para quaisquer x,y € Z[v/—6]\{0}, 8(zy) = 0(x) 0(y);

(i) U(Z[V=6]) = {-1,1}

(iii) 10 = 2.5 = (2 + v/—6)(2 — v/—6) sdo decomposi¢des
de 10 em elementos irredutiveis de Z[/—6] ndo asso-
ciados;

(iv) Z[v/—6] ndo é um dominio de factorizagio tnica;

(v) Z[/—6] ndo é um dominio euclidiano;

(vi) 6 ndo define uma norma em Z[/—6], tdo pouco se
pode definir uma norma em Z[y/—6].

c) Mostre que o dominio de integridade Z[\/—19] ndo é de
factorizacdo tnica.

d) Mostre que o dominio de integridade Q[v/—19] é de ideais
principais e, portanto, é de factorizacdo tnica.

37. Pesquise na literatura outros exemplos de
a) Elementos d € Z tais que Z[v/d] ndo seja dominio de fac-
torizagao Unica;

b) Dominios de integridade da forma Q[v/d] que sejam eucli-
dianos e exemplos que nao o sejam.

38. Diga, justificando, se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes afir-
macoes:

a) Todo o par de elementos de um anel comutativo e com
identidade, tem mdc;

b) Todo o corpo é dominio de integridade;

¢) Todo o dominio de integridade é um corpo;

d) Sen > 1, o anel Z, é um dominio de integridade se s6 se
é um corpo.
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39. Mostre que em Z[i] se tem
a) 2 é produto de uma unidade pelo quadrado de um elemento
irredutivel em Z[i];

b) um elemento p € Z\{2} primo é irredutivel em Z[i] se e s6
se p = 3 (mod 4) (use o teorema de Fermat).

40. Sejam D um corpo, a,b € D e m,n € N nimeros primos entre
si. Mostre que

a) Existem s,t € Z tais que a = a™*a™;

b) Se a™ =b™ e a™ = b", entdao a = b;

c¢) A alinea anterior também é verdadeira quando D é apenas
um dominio de integridade.

41. Considere a aplicagio ¢ : Z1g — Z5 definida por ¢([n]19) = [n]s,
para n € Z.

a) Mostre que ¢ estd bem definida e que é um morfismo so-
brejectivo de anéis com identidade.
b) Calcule explicitamente Ker(¢).

c) Prove que Ker(¢) é um ideal maximal de Zjg.

42.  a) No anel das matrizes Ma(R), mostre que A = <§ ;>

é divisor de zero a esquerda e a direita, ou seja existem
B,C € M(R) tais que AB = 0 e CA = 0, respectiva-
mente.

b) Seja S = ZN o conjunto das sucessdes em Z. Em S, defini-
mos uma operagao de adigdo 4+ componente a componente,
isto é, dados (a;)ien, (bi)ien € S,

(ai)ien + (bi)ien = (a; + b;)ien

(i) Mostre que (S,4) é um grupo comutativo.
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(ii) Seja A = End(S,+) o conjunto dos morfismos de

(S,4+). Um elemento tipico de A tem a forma
a:S =S, (a;)ien — (a(a;))ien, e pode ser represen-
ai az as
alar) ala2) ofas)
os elementos de A podemos definir operagoes de adi-

¢do + (componente a componente) e de composi¢ao
o.

tado por a = . Entre

Prove que (A, +,0) é um anel com zero e identidade
— al 0/2 a3 . .. — al a2 0/3 ...
O = 1 =

respectivamente.

Considere os seguintes elementos de A

R:<a1 as as '”>,L:(a1 as as )
0 a; ays --- as as ag -
ap az ag

al 0 0

Mostre que LoT =ToR=0e Lo R =1.

Conclua que L [R] é divisor de zero a direita [esquerda].

Prove que L [R] nao é divisor de zero a esquerda [di-
reita].

T:



Capitulo 2

Anéis de polinémios sobre

anéis comutativos com
identidade

Neste capitulo faremos um estudo de anéis de polinémios numa in-
determinada, analisando e aplicando, neste caso particular, diversos
conceitos e resultados ja estudados no capitulo anterior, tais como
divisibilidade e factorizacao.

Descreveremos o corpo % construido a partir de um corpo K e

de um polinémio f(z) irredutivel no anel de polinémios K|x].

Por fim, efectuaremos um estudo de polinémios com coeficientes
em Q, R ou C.

2.1 Conceitos e resultados gerais

Comegamos por apresentar uma definicdo formal de polinémio numa
indeterminada.

Definigdo. Seja A um anel. Uma sucessao p = (a;)ien, de ele-
mentos de A tal que a; = 0 a partir de certa ordem m € Ny, diz-se um
polinémio.

63
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Seja A um anel com identidade. Se p = (a;)ien, € @i = 0, para
todo o ¢ € Ny, escrevemos p = 0.

Podemos escrever (ag, a1, az,...) em vez de (a;)en,-

Um polinémio (a,0,0,...,0,...) diz-se uma constante e é repre-
sentado apenas por a.

Dois polinémios (a;)ien, € (bi)ien, dizem-se iguais se e s6 se, para
qualquer i € Ny, a; = b;.

Dado um polinémio p # 0, chamamos grau de p ao maior m € Ny
tal que a,, # 0. Se p = 0, definimos grau de p como sendo —oc.

No conjunto S(A) de todos os polinémios em A, definimos opera-

¢oes de adicao e de multiplicacdo do seguinte modo: dados
p = (ai)ieno € ¢ = (bi)ieno,

p+q=(a; +b;)ien,

pq=(cilien, emque ¢;= Y ajb
b=

Proposi¢ao 1. Seja A um anel [comutativo / com identidade].
Entao S(A) é um anel [comutativo / com identidade]. Além disso,
p: A — S(A) definido por ¢(a) = (a,0,0,0,...), para cada a € A, é
um mergulho de anéis [com identidade].

Demonstragido: Notemos apenas que p = 0 é o zero de S(A) e
(ap,ai,ag,...) tem como simétrico (—ag, —a1, —az,...). O resto da
demonstracao fica ao cuidado do leitor. n

Consideremos = = (0,1,0,...,0,...). Podemos provar facilmente
que, para qualquer n € N,

2" = (0,0,...,0,1,0,...)
——
n vezes

Definindo z° = (1,0,0,...), a identidade de S(A), podemos entdo
verificar que dado p = (ag, a1, ...,a,,0,0,...),

n
p:ao—i-alzlz—kagacz—i—---%—anac”:ansc"—i-‘--—i—cuac—i—ao:z:aiacZ
i=0
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O polinémio z (de grau 1) chama-se indeterminada sobre A.

Com esta notagao, o polinémio p podera denotar-se por p(x). Usa-
remos as duas notagdes consoante for mais conveniente na escrita.

Um elemento p(z) = ap + a1z + azx? + -+ + a, 2™ de S(A) diz-se
um polinémio na indeterminada x com coeficientes em A. Se p(z) tem
grau n > 0, ao coeficiente a,, chamamos coeficiente director de p(z).

Um polinémio diz-se monico se o seu coeficiente director é 1.

Usualmente, sendo A um anel comutativo com identidade, o anel
S(A) representa-se por Alz].

Exemplos.
1) Seja A =7Z. Tomemos p = (2,—3,0,5,0,0,...). Entao

p=(2,0,0,...)+(0,-3,0,0,...)+(0,0,0,5,0,...)
=2-3z+52°

2) Sejam p(x) = 2 — 3z + 52° e () = 3 + 2 + 2? elementos de
Z[z]. Temos

p(x) +q(z) =5 — 2z + 2® + 5a®
p(z)q(z) = 6 — Tz — 2 + 122 4 5 + 52°

No que se segue, A serd sempre um anel comutativo com identi-
dade.

Definigdo. Sejam A um anel e p(x) =ag+a;x+ -+ a, 2" um
polinémio com coeficientes em A. Definimos

fpr A=A
arag+ara+---+apa®

Trata-se de uma aplicacdo de A em A, usualmente denominada por
fungao polinomial definida por p. Para a € A, escreveremos p(a) em

vez de f,(a).
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Observemos que se p(z) = ¢ é constante, entao a func¢do polinomial

fpr A=A
a—pla)=c
é constante. Em particular, se p(x) = 1, entdo p(a) = 1, para qualquer
a € A.

Notemos ainda que dados um anel A e polinémios p(z), ¢(x) € Alz],
podemos ter p(z) # q(z) e fp, = fy, como mostra o exemplo seguinte.

Exemplo.
Sejam A = Zs, p(x) =1+ 2z e g(x) = 1 + 23, Logo p # ¢, mas

fp: ZQ-)ZQ e fq: ZQ-)ZQ
0—1 0—1
1—0 1—0

donde f, = fq4.

Nao se confunda o conjunto A[z] de todos os polinémios com co-
eficientes num anel A com o conjunto F,(A) das fungdes polinomiais
em A. Néo s6 a natureza dos seus objectos é diferente, como também,
frequentemente, os seus cardinais o sdo. Por exemplo, #Z,[z] = Xg e
#Fp(Zy) < #ZLn = n", assim Z,[r] é infinito e F,(Zy) é finito.

Definicdo. Sejam A um anel e p(z) € A[z]. Um elemento o € A
diz-se raiz do polinémio p(z) se p(a) = 0, isto é, a é um zero da fungao
polinomial f,: A — A.

O resultado seguinte é facil de provar.
Teorema 2. Seja A um anel comutativo com identidade. Se
a € A, a aplicagao de substitui¢ao

Eo: Alx] = A
p(z) — p(a)
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é um morfismo de anéis com identidade. Além disso, Ker&, é o ideal
de Alz] constituido por todos os polinémios de coeficientes em A que
admitem a como raiz.

Teorema 3. Se A é dominio de integridade, entao A[x] também
é dominio de integridade.

Demonstragado: Pela Proposigdo 1, o anel A[x] é comutativo
com identidade. Suponhamos que A é dominio de integridade. Sejam
plx)=ap+arx+---+a,z" #0eq(x) =bg+byx+---+bypa™#0,
com graup(z) =n e graug(z) = m. Entdo a,, b, #0e

p(z) q(z) = ag by + (ag by + a1 bg) & + - - - + ay by, 2™

Como A nao tem divisores de zero e ay, by, # 0, obtemos p(x) ¢(x) # 0.
Logo, A[z] também nao tem divisores de zero, e concluimos que A[z]
é dominio de integridade.

Nota. Observemos que se A é dominio de integridade, entao
U(A[z]) = U(A). Daqui resulta que, mesmo que A seja um corpo, o
anel A[x] nunca é corpo, por exemplo z ndo é unidade.

Da demonstracao do ultimo teorema, concluimos que

Corolario 3.1. Se A é um dominio de integridade e p(z), q(x) €
A[z]\{0} tém grau n e m, respectivamente, entdo p(x)q(z) tem grau
n+m.1

De um modo geral, se A ¢ um anel comutativo com identidade
arbitrario, dados p(x), ¢(x) € Alx], temos

grau(p(z) + ¢(z)) < max{graup(z), graug(z)}
grau(p(z) ¢(z)) < graup(z) + graug(x)

Se ¢(z) ou p(z) é ménico, entao

grau (p(z) ¢(z)) = grau p(x) + grau ¢(z).
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Recordemos que o grau do polinémio nulo foi definido como sendo
—00. Assim, o Corolario 3.1 e estas dltimas observagoes fazem sentido
mesmo quando p(z) ou ¢(x) é 0, usando a conven¢ao usual n+(—oo) =
—00 + n = —o0, para qualquer n € Ny.

Em seguida, vamos mostrar que todo o morfismo de um anel A num
anel B pode estender-se a um morfismo entre os anéis A[z] e B[x].

Teorema 4. Sejam A e B anéis comutativos com identidade e
f: A — B um morfismo de anéis com identidade. Entao existe um
tinico morfismo de anéis com identidade f: A[z] — B[] que estende f
e respeita a indeterminada, isto é f(a) = f(a), para qualquer a € A, e
f(z) = 2. Mais ainda, se f é mergulho [isomorfismo|, entdo f também
o é.

Demonstragdo: Dado f: A — B, definimos f: Alz] — Blx]
por, para qualquer p(z) =ag+ ayx + -+ a, 2" € Alx],

F(p(2)) = f(ao) + flar) x + - + flan) 2"

Esta aplicacdo satisfaz as condi¢es do teorema. n

2.2 Anéis de polinémios em mais de uma in-
determinada

Algumas breves palavras sobre polindmios em mais do que uma inde-
terminada.

Dado um anel A comutativo com identidade, ja sabemos que po-
demos considerar o anel comutativo com identidade B = A[z]. Em
seguida, podemos formar o anel de polindmios com coeficientes em
B. Neste caso, designamos a nova indeterminada por uma letra ne-
cessariamente diferente de x, por exemplo y. De facto, no novo anel
Bly], o elemento z, que pertence a B, designa a constante (z,0,0,...)
e nao a indeterminada y = (0,1,0,0,...), em que 0 é o zero de B
e 1 é o um de B. Este novo anel representa-se por A[z][y]. Os ele-
mentos‘zgnzo(zyio aijz’)y’ de A[z][y] podem ser reescritos na forma
Yo ai;x'y’, em que a;; € A, i,j € Ny, com apenas um numero finito
de coeficientes a;; nao nulos.
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Exemplo.

Consideremos o anel Z, temos z + 1, 22 +2x+3, 22 +1 € Z[z],
donde

(z+1)+ @ +22+3)y+ (@ +1)y? € Zz][y]

Podemos reescrever este polindmio na indeterminada y, como
sendo
l+z+3y+2zy+2’y+y* +2°y°

ou ainda encara-lo como um polinémio na indeterminada x com
coeficiente em Z[y], nomeadamente

(1+3y+9*) + (1 + 2y)x + ya° + y?a®

Denotamos o anel A[z][y] por A[z,y]. De modo anélogo, podemos
definir um novo anel comutativo com identidade A[z,y, z] na indeter-
minada z com coeficientes em Alz,y]. Mais geralmente, dado um anel
comutativo com identidade A é possivel definir o anel de polinémios
Alzy,...,2zy], em n indeterminadas x1, ..., x, com coeficientes em A.

Dado um anel comutativo com identidade A, consideremos o con-
junto Pol,, das fungbes f : N — A tais que f(u) # 0 para apenas
um numero finito de elementos u € N, com as operagoes de adigdo e
multiplicacdo definidas por, dados f,g € Pol,, e u € N,

(f +9)(u) = f(u) + g(u)
(fo)w)= > flv)g(w)

V+HwW=u
v,weN™

Este conjunto Pol, é anel comutativo com identidade. Em par-
ticular, Pol; é o anel A[x] definido atras e Poly é isomorfo ao anel

A[;Uhxg].

Notemos que A[x;][z2] =~ Poly ~ Alzs][x1] e que, mais geralmente,
Alzy, ..oz [Tks1, - - 0] = Poly, ~ Az, ..o xn][21, .., 2k

(ver Hungerford).
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Quanto ao grau de um polinémio em mais do que uma indeter-
minada, temos o conceito de grau total e o de grau relativo a uma
indeterminada.

Exemplos.

1) O polinémio do exemplo anterior, tem grau 2 em relagdo a
indeterminada y, 3 em relagdo & indeterminada x e o grau total
é 0o maximo dos graus dos monémios que é 5 (sendo o grau de
um mondémio igual & soma dos graus das indeterminadas que
nele surgem), relativo ao grau de a3y

2) Consideremos o polinémio
q(z) = 3x%y*2% + 3x2* — 692 € Z[x]

este polindmio tem grau 2 em relacdo a x, 3 em relagdo a y,
4 em relacdo a z e grau total 6 relativo a 3x2y?z2.

2.3 Divisao de polinémios

Passamos, agora, ao estudo de algumas propriedades de um anel de
polinémios Alz], idénticas a propriedades bem conhecidas em Z, no-
meadamente: divisdo de Euclides, determinacdo do maximo divisor
comum e factorizacdo nica.

Seja A um anel comutativo com identidade. Recordemos que dados
f(z),g9(x) € Alz], dizemos que f(x) divide g(z) se existe h(z) € Alz]
tal que g(z) = f(x) h(x) e que, neste caso, escrevemos f(z)/g(x).

Teorema 5. (Algoritmo da divisao de Euclides) Seja A um anel
comutativo com identidade. Sejam f(z),g(x) € Alz] em que g(z)
é moénico. Entdo existem q(x),r(x) € Alx] tnicos tais que f(z) =
g(x) q(x) + r(x) e graur(z) < graug(x).

Demonstragao: Em primeiro lugar, observemos que se
grau f(z) < graug(x), temos f(z) = g(x) 0+ f(x).
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Admitamos entao que grau f(z) > graug(z). Vamos provar o re-
sultado por indugao sobre grau f(z) — grau g(z).

Seja f(z) = ama™ +-- -+ a1 x + ag, com grau f(z) =m, e g(x) =
2"+ by 12" L+ 4 by + by, em que graug(x) = n.

Se m —n =0, isto é, m = n, entédo
f(x)=g(x)a, + ((an_1 —bp_1an) " 4+ (ag — bo an))
pelo que podemos tomar
qx)=a, e 7(z)=(an-1—bp_1an) "+ + (ag — boan)

onde graur(z) <n — 1.

Suponhamos agora que o resultado é verdadeiro para quaisquer
polinémios f*(x),¢*(z) € Alz] tais que grau f*(z) — graug*(z) < k,
com k > 1. Sejam f(z) e g(x), como atrés, tais que m —n = k. Neste
caso, temos

(@) = g(a) am 2" + h(x)

em que
h(l’) = (am—l - bn—l am) xm—l + -+ (am—n — bo am) m "
+ amen1 ™ 4 g

com grauh(z) < m —1 < m = grau f(z).
Se grau h(z) < grau g(x), obtemos o resultado pretendido.

Se grau h(z) > grau g(x), como
grauh(z) — graug(x) < m —graug(x) =k
por hipdtese de indugdo, existem [(z) e r(z) tais que
hz) = g(x) l(z) + ()
com graur(x) < graug(z). Logo

f(@) = g(x) am 2" + g(x) l(z) + r(x)
= g(x) (am zF + l(x)) +7r(x)
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com graur(x) < graug(z).
O resultado fica demonstrado atendendo ao principio de inducao.
Resta provar a unicidade de g(x) e r(x).

Sejam ¢*(x), r*(z) tais que graur*(x) < graug(z) e f(x) =
g(x) ¢*(x) +r*(x). Entdo g(z)(¢(z) — ¢*(z)) = r*(x) — r(x). Se
q(x) # q*(x), entao q(x) — ¢*(x) # 0, pelo que tem grau maior ou
igual a 0. Como g(z) é ménico, temos

gran(g(x) ((x) — *(2)) ) = grang(x) + gran(e(z) — ¢*(x) ()
(

)
> grau g(x) > max{graur(z), graur*(z)}
> grau(r(z) — r(z))

o que é absurdo. Logo ¢(z) = ¢*(x) e, portanto, obtemos também
r*(x) =r(z). n

Corolario 5.1. Seja A um dominio de integridade. Dados f(x) e
g(x) € Alz], se existem q(x),r(x) € Alz] tais que f(x) = g(z)q(x) +
r(z), com graur(z) < graug(z), entdao q(z) e r(x) sao tnicos nestas
condigoes.

Demonstragdo: E andloga & segunda parte da prova do teorema
anterior, atendendo a que, neste caso, A é dominio de integridade e
portanto a igualdade acima (*) é valida atendendo ao Corolario 3.1. m

O préximo resultado mostra que se partirmos de um corpo, pode-
mos estender o Teorema 5 substituindo a condi¢do “g(z) é ménico”

por “g(x) # 0

Corolario 5.2. Seja K um corpo. Dados f(z),g(z) € K[z] tais
que g(x) # 0, existem q(z) e r(x) tnicos tais que

flx)=g(x)q(z) +r(x) e graur(z) < graug(z)

Demonstragao: Suponhamos que

g(x) =bg+brx+---+by,2", com b, #0
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Como K é corpo, existe b, € K e
fa) = g(2)q(@) +r(@) <= b, flz) = (0, 9(2)) q(x) + b, r(2)

Notemos que graub,'g(z) = n e b, ! g(x) é ménico. Entdo, pelo
Teorema 5, existem ¢1(x) e () Gnicos tais que grauri(z) < n e

bt fz) = (b, 9(2)) q1(z) + ri(z)

Portanto, existem ¢(z)(= qi(x)) e r(x) (= by, ri(x)) tnicos tais que
f(x) = g(z) q(z) + r(x), com graur(z) < n.n

A q(z) chamamos o quociente da divisao de f(x) por g(x) e a r(z)
o resto dessa divisao.

Exemplo.

Sejam f(x) = 2* — 323 + 222 + 42— 1eg(z) = 2> - 22 +3
polinémios em Z. Temos g(x) moénico e graug(z) < grau f(x).
Pretendemos dividir f(z) por g(z):

Z“—3x3+2x2+4x—1 22 —2x+3

44243 — 322 22 —x—3
—f —2? 44 -1
3222432
—?x2+7x—1
+322—62+9

T+ 8

Em Z[x], temos

Nota. Sejam D um dominio de integridade e K um corpo que
é extensao de D. Se f(z),g(x) € D[z] e g(x) é ménico, entdo, pelo
Corolario 5.2, a divisao de f(z) por g(z) em D[z] é possivel e coincide
com a divisdo de f(z) por g(z) em K|z].
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Exemplo.

Se tomarmos os polinémios do exemplo anterior como polinémios
em Q, em Q[x] temos pois

f(z) = g(x) (@® —x = 3) + (z +8)

Os préximos exemplos mostram que o Coroldrio 5.2 pode nao ser
verdadeiro se K nao é corpo.

Exemplos.
1) Em Z[z] ndo é possivel dividir 322 + 1 por 2z + 1.
2) Em Z4[z]| temos
3+32+22°+22% = (1+2) (3+22%) = (14+32) (34+222)+2z

logo a divisdo é possivel mas néo é Unica.

Proposic¢ao 6. Se K é um corpo, entdo K [x] é dominio euclidiano.

Demonstragdo: Pelo Teorema 3, o anel K[z] é dominio de inte-
gridade. Pelo Corolario 5.2, a aplicagao ¢ de K[x]\{0} em Ny definida
por §(p(z)) = graup(z) (ou por d(p(z)) = 2824P())  para qualquer
p(z) € K[z]\{0}, é uma norma. Logo K|z] é euclidiano. n

Pela demonstracao anterior, vemos que um dominio de integridade
pode ser euclidiano em relagao a mais do que uma norma.

Observagao. Dados K um corpo, f(x) € K[z]e g(z) € K[x]\{0},
para dividirmos f(z) por g(z) ja apresentdmos o seguinte método,
fornecido pelo Corolario 5.2: sendo b,, o coeficiente director de g(x),

1) dividimos b, ! f(z) por b, ! g(x), usando o algoritmo do Teo-
rema 5, obtendo

byt (@) = byt g(x) q(z) + r(=)

2) escrevemos
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Porém, como K é corpo existe um algoritmo que permite dividir
directamente polinémios arbitrarios f(x) por g(x), com g(x) # 0.

Teorema 7. (Algoritmo da divisao de Euclides) Sejam K um
corpo, f(x),g(x) € K|x] tais que g(x) # 0. Entao existem polinéminos
q(z),r(z) € Klz| tnicos tais que

f(x) =g(z)q(x) + r(x), com graur(z) < graug(zx) .

Demonstragao: J4a sabemos que o resultado é verdadeiro, pelo
Corolério 5.2. No entanto, tratando-se de um corpo, podemos apresen-
tar outra demonstracdo da existéncia, que nos fornece um algoritmo
para determinar ¢(z) e r(x), o qual generaliza o apresentado no Teo-
rema o.

Se grau f(x) < graug(x), tomamos ¢(x) =0 e r(z) = f(x).

Se grau f(x) > graug(x), entdo f(x) # 0 e sendo

flx) =apx™+ -+ ar12 + ag, com a,, #0

g(x) =bpa" + -+ bz +by, com by #0

vamos demonstrar o resultado por indugdo em m.

Se m = 0, temos f(x) = ag e, como n < m e g(z) # 0, entdo
g(z) = by # 0. Neste caso, ag = (ag bal) bo + 0.

Para simplificar a escrita, usemos a notacao p em vez de p(z).

Suponhamos m > 0 e admitamos que o resultado é vélido para po-

linémios de grau menor do que m. Definindo ¢ = an b, Lgm=n ¢

rMm=f—gun=apx™+ ---+ax+ay— (am:cm 4.4 ambglbol’m_")
obtemos
f=9qa+mn

Como graur; < m, existem @, 7 tais que
T =9gq-+T, com graur < graug

donde
f=9a+93+7=g9la+9 +T

como pretendiamos. 1
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Exemplos.
1) Em Q[z], sejam
fl@)y=1+22* 422 e gx)=1+22
Temos grau g(z) < grau f(z), com m =4 e n = 1. Seja
q(z) = asbyt 2t =227 = 48
Entao
(@) = g(x)2® +r1(x)
onde
ri(z) = f(z) — () g(z)
=14222 422" — 23 (1+22)
=14222 422" -2 — 220 =1+222 — 23

Vamos agora dividir 71(z) = 1+ 222 — 23 por g(z). Sejam

1
q2(x) = (—1)2_11:3_1 =3 22

1 5
ro(z) =1+422% — 2% — <—2x2> (1+2a:):1+§m2

Depois dividimos r2(x) por g(x) e, assim sucessivamente, pelo
que chegamos a

f@) = g(a) (s~ 3a* 4 Jo = 2) 4 2
Trata-se do algoritmo bem conhecido:
244 + 222 +1 2241
2/24963 :CS*%.%‘2+%Z‘*%

—aP + 222 +1
+ﬁ+%x2

g:cQ +1

—ZxQ— ga;

_/%/"E +1

+§x+%

13

8
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2)

3)

4)

Em Zs[z], sejam f(z) = 1+ 22% + 22 e g(z) = 1 + 2.
Recordando que em Zs, se tem 27! =2, —2 = 1e —1 = 2,
obtemos

2 ¢4 + 222 +1 22 +1
2/304 — 3 24+ +2 g4 271
gx3+2x2 +1
— 1‘3 —.’1,’2

—fz?2 —2 g

donde
flx) =g(zx) (:1:3 + 22 +2x+2)+2

Sejam f(x) =2t + 222 + 222 +4x+4 e g(x) =22 +32+3
elementos de Zs[x]. Vamos dividir f(z) por g(x), aplicando o
Teorema 4 com o morfismo 65: Z— Zs, n — [n]moqas. Comeca-
mos por pensar em f(z) e g(x) como sendo polinémios de Z|x].
Pelo Teorema 5, podemos dividir f(z) por g(z) em Z[z], pois
g(z) é ménico, e obtemos f(z) = g(z) (22 —x +2) + (62 — 2)
em Z[z]|. Pelo Teorema4, temos

flz) =g(z) (2* + 42 +2) + (x+3)  em Zs[a].

Sejam f(z) = 3z*+2z e g(v) = 42341 elementos de Zs[z]. Nao
podemos dividir f(x) por g(z) usando o método do exemplo
anterior pois f(z) ndo se pode dividir por g(z) em Z[z], visto
que 4 nao divide 3 em Z. Neste caso, divide-se f(x) por g(z)
usando o método do Teorema 7, tal como no exemplo 2.

Teorema 8. (do Resto) Seja A um anel comutativo com identi-
dade. Se f(x) € Alz] e a € A, entdo o resto da divisao de f(x) pelo
polinémio xz — a é f(a).
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Demonstragao: Sendo z — a moénico, pelo Teorema 5, existem
q(z),r(z) € Alz] tais que
f(x) = (x —a) q(x) +r(x)
com grau(z — a) > graur(z). Como grau(z — a) = 1, temos r(z)

constante. Considerando a aplicagao de substituicao &,, do Teorema 2,
obtemos

fa) = (a —a)q(a) +r(a)
donde f(a) = r(a). Sendo r(z) um polinémio constante, concluimos
que 7(z) =r(a) = f(a). n

Exemplo.

Dado f(z) = 2 + 52 — 5 € R[], o resto da divisdo de f(x)
por x — 2 é f(2) = 13 e o resto da divisao de f(x) por x + 2 é
f(=2)=-23.

Vejamos algumas consequéncias do Teorema do Resto.

Corolario 8.1. Se A é um anel comutativo com identidade,
f(z) € A[z] e a € A, entao x — a divide f(x) se e s6 se f(a) = 0.

Demonstragao: E consequéncia imediata do teorema anterior,
tendo em conta que x — a divide f(z) se e s6 se o resto da divisao de
f(z)porz—aé0.n

Corolario 8.2. Seja A um dominio de integridade. Se um poliné-
mio f(z) € A[z]\{0} tem grau n, entdo f(z) tem no maximo n raizes
distintas.

Demonstragao: Provemos o resultado por inducgéo sobre o grau
de f(z).
Se grau f(z) = 0, entdo f(x) é constante nao nula, pelo que f(x)

nao tem raizes.

Se grau f(x) = 1, suponhamos f(z) = ap+a; x com a; # 0. Entao,
se a, f € A sao raizes de f(z), temos ag+ a1 o =0 = apg+ a1 B, donde



2.3 — DIVISAO DE POLINOMIOS 79

aya = ai B, pelo que a;(a — ) = 0 no dominio de integridade A.
Logo, a — f = 0 e, assim, a = . Portanto, f(x) tem, no méaximo,
uma raiz.

Admitamos que o resultado é valido para polinémios com grau
n > 0. Seja f(z) um polinémio de grau n+ 1. Se f(x) ndo tem raizes,
nada h4 a provar. Se f(x) tem uma raiz o entdao, pelo Corolédrio 8.1,
o polinémio = — « divide f(z) e, portanto, existe g(x) tal que

f(@) = (x —a)g()

Logo, pelo Corolario 3.1, o polinémio g(z) tem grau n. Se  # « é
raiz de f(z), entdo pelo Teorema 2, temos 0 = f(8) = (8 — «) g(5),
donde, ¢g() = 0 no dominio A. Reciprocamente, se v é raiz de g(z),
é claro que é raiz de f(z). Assim, as raizes de f(z) distintas de «
sao exactamente as raizes de g(x) distintas de «. Ora, por hipétese
de indugdo, g(x) tem no méximo n raizes distintas, logo f(z) tem
no maximo n + 1 raizes distintas. O resultado fica demonstrado pelo
principio de inducao. 1

Observemos que, no corolario anterior, precisamos, de facto, que
A seja dominio de integridade. Por exemplo, em Zg[x] o polinémio
f(x) = 2z tem grau 1, mas tem duas raizes em Z,, nomeadamente 0
e 2.

Definigao. Sejam A um anel comutativo com identidade e f(x) €
Alz]. Uma raiz a € A de f(x) diz-se de multiplicidade k se (z — a)"
divide f(x) mas (z — a)**! nao divide f(x).

Se k =1 a raiz diz-se simples e se k > 1 a raiz diz-se miiltipla.

Exemplos.

1) Seja f(z) = 1 -2z + 2% € Z[z]. Entdo o = 1 é raiz de
multiplicidade 2 de f(x), pois f(z) = (z — 1)? e (z — 1)3 ndo
divide f(z).

2) Seja g(z) = (z — 2)(1 — 2z + 2?) € Z[z]. Entdo 1 é raiz de
multiplicidade 2 de g(z) e 2 é raiz de multiplicidade 1 de g(x).
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E claro que se A é um anel comutativo com identidade e f(z) €

Alz] é tal que aq,...,0p € A sdo as suas raizes distintas que tém
multiplicidade n1,...,n, € N, respectivamente, entao ni + -+ +n, <
grau f(z).

2.4 Maximo divisor comum

Seja A um anel comutativo com identidade. Recordemos que dados
f(z),g9(x) € Alz], um polinémio d(z) € A[z] diz-se um divisor comum
de f(z) e g(x) se, obviamente, d(x) divide f(z) e divide g(x) e um
divisor comum d(z) de f(x) e g(x) diz-se um méximo divisor comum
se todo o polindémio ¢(x) € Alz]| divisor comum de f(z) e de g(z) é
também divisor de d(x).

Exemplo. Em Z[z], o polinémio z 4+ 1 é maximo divisor comum
de 22 —1lede (x+1)(z+3).

Lembremos também que se K é um corpo entdo K[z] é dominio
de integridade, pelo que dados f(z),g(x) € K[z], se di(z) e da(x)
sao maximos divisores comuns de f(z) e g(x), entdo di(z) e d2(x) s@o
associados e, além disso, todo o associado de dj(z) é maximo divisor
comum de f(z) e g(z).

J& provamos atrds que se K é um corpo, entao K[x] é um dominio
euclidiano, deste facto segue-se o seguinte.

Teorema 9. Seja K um corpo. Entdao K|[z| é dominio de ideais
principais.

Demonstragao: E consequéncia da Proposigao 6 e do facto de,
pelo Teorema 1.23, todo o dominio euclidiano ser dominio de ideais
principais.

Nota. Se I é ideal nao nulo de K|[z], tendo em conta as demons-
tragoes da Proposi¢ao 6 e do Teorema 1.23, concluimos que I = (d(x)),
onde d(x) é um polinémio nao nulo arbitrario de grau minimo em /.
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Observemos ainda que se a é o coeficiente director de d(z), entao
ald(x) é ménico e I = (a~1d(x)). Por outro lado, se c(z) € K|x]
é gerador de I, entdo c(z) e d(x) sdo associados e, portanto, tém o
mesmo grau. Estas observacgbes permitem-nos concluir que I tem um
Unico gerador moénico.

Corolério 9.1. Sejam K um corpo e f(x),g(z) € K[z]. Entao
existem mdc e mmc de f(z) e g(x).

Demonstragao: O resultado sai do Corolério 1.27.1 e do teorema
anterior. B

Chamamos a atengdo para a defini¢do seguinte em K[x].

Definigdo. Seja K um corpo. Dados f(z),g(z) € K[z]\{0}, o
méaximo divisor comum moénico de f(x) e g(r) designa-se por

mdc(f(z), g(x)).

Teorema 10. Sejam K um corpo e f(z),g(x) € K[z]\{0}. O
polinémio mde(f(x), g(x)) escreve-se como a(z) f(x) + b(x) g(x), com

a(x),b(z) € Klx].

Demonstragdo: E consequéncia do Teorema 9 e do Corola-
rio 1.28.1. n

Dado um corpo K, atendendo a nota anterior e ao Teorema 1.28,
mdc(f(z),g(x)) é o tnico polinémio moénico de menor grau que se
escreve na forma a(z) f(x)+b(z) g(x), com a(x),b(x) € K[z|, uma vez
que é gerador do ideal (f(x)) + {(g(x)).

Como podemos calcular mde(f(z), g(z))?

Se f(x),g(xz) € K[z]\{0} sdo tais que f(x) divide g(z), entdo
mdc(f(z), g(x)) = a~' f(x) em que a é o coeficiente director de f(z).
O préximo algoritmo da-nos um método para calcular
mdc(f(z),g(x)), quando f(z) ndo divide g(x) nem g(z) divide f(x), e
também nos permitir determinar a(x) e b(x) tais que mdce(f(x), g(z)) =
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a(z) f(x) +b(z)g(z).

Teorema 11. (Algoritmo do mdc) Sejam K um corpo e f(x), g(z)
em K[z]\{0} tais que g(z) nao divide f(x). Seja r(z) o tltimo resto
nao nulo que se obtém aplicando sucessivamente o algoritmo da divisao
do modo seguinte

(a)  f(x)=g(z)q(x)+r(x), com graur(x) < graug(x)
=r(x)q(x)+r(z), com grauri(x) < graur(x)

=ri(x)q(x) +re(z), com graury(x) < grauri(x)

(k—=1) rg—o(z) = rg—1(z) qx(z)+ri(z), com graurg(z) < graurg_q(x)
(k) rr—1(z) = 73(2) Gt (@)

Entao ri(z) é um méaximo divisor comum de f(z) e g(x) e, sendo
a € K o coeficiente director de r(z),

mde(f (), g(x)) = a~" ri(x)

Demonstragao: Pela igualdade (k), temos que ri(x)/rp—1(z).
Entao, pela igualdade (k — 1), concluimos que rx(x)/ri_o(x). Sucessi-
vamente

re(x)/re—s(z), ..., rr(x)/ri(x)
LOgCE Sk(x)/f(ﬂf?), por (1). Portanto ry(x)/g(x), por (b), e ri(z)/f(z),
por (a).

Tomemos h(z) € Klz| tal que h(x)/f(z) e h(x)/g(x). Por (a),
temos r(z) = f(z) — g(z) ¢(x), donde h(x)/r(z). De (b), vem r1(z) =
g(x)—r(z) ¢1(x) pelo que h(x)/r1(z). Sucessivamente, concluimos que
h(z)/rg—o(x) e h(z)/rg—1(x). Entdo h(z)/ri(z), pela condicao (k—1).
Portanto, r(z) ¢ um maximo divisor comum de f(z) e g(x). Logo

mde(f(2), g()) = a™' ri(2)

em que a € K é o coeficiente director de r(x). n
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Observagao: A partir da igualdade (k — 1) obtemos

ri(z) = re—a(®) — rr—1(2)qr(z)

aplicando sucessivamente as igualdades (k — 2),...,(1) e, finalmente,
(b) e (a) obtemos

re(2) = ai(x) f(2) + az(z) g(x)
para certos ai(z), b1(z) € K[z], donde

mde(f (), g(x)) = (¢ ar(x)) f(2) + (¢ as(2)) 9(2)

Vejamos alguns exemplos de aplicacdo deste algoritmo, que esque-
maticamente representamos por

fole
r q

g [r_
r1 q1
T (&
T2 q2

Tk

Tk—2 Tk—1
gk
Tk—1 Tk

0 qk+1

Exemplos.

1) Sejam f(z) =a2*+22% + 2+ 1 e g(x) = 2% — 1 polinémios de
Rlz].

Vamos determinar mde(f(z), g(z)):
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4222+ +1 x?—1
—£ + 22 22 +3
+34%24+2+1
— 322 +3

z+4
x -1 r+4
—£? — 4z x—4
—4pr —1
+4x 4 16
15 Nota: Observemos que ao atingir-
mos um resto que é uma constante
4 15 nao nula, alcan¢dmos o tltimo resto
T+ ndo nulo. De facto, se obtivermos
—T %5117—1-% r = su+acom a € K\{0}, entdo
0+4 s =a(a"'s) +0 donde a é o dltimo
resto nao nulo.
—4
0

Portanto, r(z) = 15. Logo

mde(f(z),g(x)) = 15 rp(z) =1

2) Sejam f(z) = 2t +223+222+42+4, g(x) = 2®+32+3 € Zs[z].
Calculemos mdc(f(x), g(z)) em Zs[z].

Vamos efectuar as divisoes em Zs|x]:
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a2t +223 4222 +4x+4 22 +3x+3
—;—3x3—3x2 22—x+2 =22+4x+2
—23 — 2 +4x+4
+ 43+ 322+ 3z
+?x2+7x+4
— 22> —6x—6
r—2 =zx+3
Z—Fj&c—kB r+3
—%2 — Bz x

Entao mde(f(x),g(x)) =3713=1

3) Sejam f(z) =at+2a3+a?+ax+1leg(x) =22°+22%+22+2
em Zs[x]. Determinemos mde(f(x), g(x)).

gj+2x3:/1247-/x+1 [22° + 222 + 22+ 2
—gr 3 S’ fa 20+2
+Z/3 +/1
-3 -zt -zt
-z -z =2224+22 (f=gq+r)
?1,34—?.%2—#2:54—2 222 +2x
—223 — 222 x
2x 42 (g=7rq1+71)

242 + 9 2x+2
—.%‘2— T X
0

(r=r1q2)
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Portanto, 1 = 22 + 2 é mdc de f(z) e g(x), donde
mde(f(2),9(x)) =27 =27 224+ 2) =4z +d=2+1

Procuremos agora a expressio de mdc(f(z),g(z)) garantida
pelo Teorema 10. Temos

m=g-—rqa=9g—(f-990a=9—-—fa+g9qa
=(—q)f+1+qaq)g
:(Qm)f+(1+2x+2a:2)g
logo

mde(f,g) = (42) f+ 2 +4z+4a)g=af+ (2+ax+27)g

2.5 Polinémios irredutiveis

Nesta secgao, vamos estudar os elementos irredutiveis de K[x], sendo
K um corpo. Vimos atris que se K é um corpo, entdo K|[z] é dominio
de ideais principais, com U(K[z]) = K\{0}, pelo que podemos garantir
o seguinte.

Teorema 12. Seja K um corpo. Dado p(z) € K|[z], entao p(x) é
irredutivel se e s6 se p(x) é primo.

Demonstragao: Pela Proposicao 1.22; visto que K|[z]| é dominio
de ideais principais, pelo Teorema 9. n

Vejamos alguns exemplos de polindémios irredutiveis.

Exemplos.

1) O polinémio 2% + 2 é irredutivel em R[z] mas ndo o é em C|z].

3

2) O polinémio 23 — 2% + z — 1 ndo é irredutivel em R[z].

3) Observe que o polinémio 3z2 +6 é irredutivel em R[z] mas ndo
o é em Z[z]. Recorde que U(Z[z]) = {—1,1}.
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Sendo K um corpo, K [x] é dominio de ideais principais e, portanto,
pelo Teorema 1.27, é dominio de factorizacdo tnica. Logo qualquer
polinémio ndo constante de K[z| pode decompor-se num produto de
polinémios irredutiveis, que é tinico a menos da ordem dos factores e
do produto por unidades. Podemos, no entanto, dizer um pouco mais.

Teorema 13. (Factorizagao unica) Seja K um corpo.

a) K[z] é um dominio de factorizagao tnica.

b) Dado f(z) € K[z]\K, existem pi(x),...,pn(x) € K[x] ménicos
e irredutiveis e a € K\{0} tais que

f(@) = api(2)---pu(z)

Mais ainda, esta factorizagao é tnica a menos da ordem dos
factores.

Demonstragdo: Resta demonstrar a alinea b). Sabemos que

existem qp(z),...,¢q,(x) polinémios irredutiveis, tinicos a menos do
produto por unidades, tais que f(z) = q1(x) - gn(x). Seja a; o coefi-
ciente director de g;(z), com i = 1,...,n. Entao

f@) = (a1 -aq) (a7 q1(@)) -+ (a," gn(@))
com ai_l ¢i(z) ménico irredutivel, parai =1,...,n,ea; - --a, € K\{0}.
Entdo ay---a, é o coeficiente director de f(x). Sejam b € K\{0} e
ri(x),...,rm(x) € K[x] ménicos e irredutiveis tais que

f(@) =bri(z) - rm(z)

Entao b é o coeficiente director de f(z). Logob = a; - - - a,, e no dominio
de integridade K[z] obtemos

(ar ' q1(@)) -+ (ap " gu(2)) = 11(2) - i (@)

Como KJz] é dominio de factorizagdo unica , temos m = n e cada

a; ! gi(z) é associado de algum r;(z), com j,i = 1,...,n. Podemos
supdr i = j. Atendendo a que cada r;(x) e cada a; ' ¢;(x) é ménico,
com i = 1,...,n, obtemos r;(x) = a; ' ¢i(z). Logo esta factorizacio é

Unica. n
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Em seguida, dados um corpo K e um polinémio irredutivel f(z)
de Klz|, vamos construir um novo corpo, nomeadamente o corpo

Kl /(f(x)).

Teorema 14. Sejam K um corpo e f(x) € Klz| irredutivel.
Entao K|z]/{(f(x)) é corpo.

Demonstragao: Resulta do Corolério I.18.1, pois K[x] é dominio
de ideais principais. B

2.6 Descrigao do corpo K|z|/{f(z))

Dados um corpo K e um polinémio irredutivel ménico f(x) € K[x],
vamos descrever o corpo quociente

Klal/(f(@)) = {g(x) + (f(@)) : g(x) € Kla]}
Seja g(x) € K[x]. Pelo Teorema 7, existem ¢(x),r(x) tnicos tais que

g(x) = f(x)q(x) +r(x)

com graur(x) < grau f(x). Entao

9(x) + (f(x)) = r(z) + (f(z))

ou seja, g(z) e r(x) pertencem a mesma ~ s (,))-classe, donde

K[a]/{(f(2)) = {r(2) + (f(2)): r(z) € K[2], graur(z) < grau f(z) }.

Seja f(z) = ap+ay x+---+a,_1 2" 1 +2". Definimos X = z+ (f(z))
e, dado a € K, identificamos a com a sua classe a+(f(x)).

Note que, no que se segue, de facto ndo ha perigo de ambiguidade
pois se a + (f(z)) =b+ (f(x)), com a,be K, entdo a — b € (f(x)),
donde f(z) divide a — b € K. Como f(x) tem grau maior ou igual a1,
concluimos que a — b = 0 e, portanto, a = b.

Com esta notacdo, se r(z) = by + by z + --- + b,_1 2”1, temos
r(x) + (f(x)) = by + b1 X + -+ b,_1 X" L. Por outro lado, de 2" =
f(x)—ap—arx—--—a,_12" 1, resulta

X'=—aqy—a1 X —-— an_anfl
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Temos, entao,
Klz]/(f(x)) = {bo + 01X 4+ b1 X" by, by € K}

com X" = —ap—a; X — -+ —ap_1 X" L.

Além disso, cada elemento de K|x]/(f(z)) escreve-se de modo
tnico na forma by + b X + -+ - 4+ b,_1 X" !, com by, ...,bp_1 € K. De
facto, se bg+ b1 X+ +bp 1 X" ' =g+ X+ -+ 1 X", com
bo, b1, .-y b1, €0, C1y. .., cn—1 € K, entdo (bg—co)+ (b1 —c1) X +---+
(bp_1—cn_1)X" ' =0em K[z]/{f(z)), ou seja, o polinémio (by—cg)+
(by — c1)x+ -+ (by_1 — cu_1)x™ ! pertence ao ideal (f(x)). Logo
f(z) divide (bg — co) + (b1 — c1)x + -+ + (by—1 — cp—1)x™ ! €, como
grau f(z) = n, este polinémio tem de ser nulo. Obtemos b; — ¢; = 0,
donde b; = ¢;, parai=0,...,n— 1.

Exemplos.
1) Tomemos o polinémio 22 + 1 irredutivel em R[x]. Entdo
Rlz]/(x* + 1) = {bo + b1 X : by, by € R}, com X? = —1
~C
Note-se que X ¢é raiz de 2 + 1 em R[z]/{z? + 1).
2) Q[z]/{x®+1) = {bo + b1 X: by, b1 € Q}, com X2 = —1.
3) Seja f(x) =2?+x+1 € Zy[x]. Temos X2 = —-1—-X =1+ X,

Zolz]/(f(x)) = {bo + 01X : bo, by € Zo}
={0, 1, X, 1+ X}

onde as operacoes estao definidas do seguinte modo

+ | 0 1 X 1+X
0 0 1 X 14X
1 1 0 1+X X
X | X 14X 0 1

I+X | 1+4X X 1 0
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0 1 X 14X
0 0 0 0 0

1 0 1 X 1+X
X |0 X 14X 1
1+X |0 1+X 1 X

Temos, por exemplo, —X =X e X ' =1+ X.

Observagoes.

1) Se tomarmos f(z) € KJ[z] irredutivel com coeficiente direc-
tor a nao nulo, entdo sabemos que a~!f(x) é ménico e irredutivel e
(f(x)) = {(a~'f(z)). Para obtermos a descricio de K|[z]/(f(z)) pode-
mos usar um método semelhante ao anterior, tendo em conta o coefi-
ciente director de f(z), ou tomar a sua descricdo via a~!f(z).

2) Suponhamos que K é corpo e f(x) € K[z] é ménico e tem
grau 1. Entdo f(z) = a + z, para certo a € K. Podemos construir o
corpo K|[z]/{f(z)), obtendo-se

K[a]/(f(@)) = {b+ (f(2)): be K}
Vemos que o corpo obtido é isomorfo a K.

3) Seja f(z) um polinémio irredutivel em K[z]. A aplicagdo
K < Kl[z]/{(f(z)), a = a + (f(z)), ¢ um mergulho, pelo que o corpo
Klz]/{f(x)) é extensao do corpo K.

4) Seja f(x) =ag+arx+ -+ ap_1 2" ' + a, 2" um polinémio
irredutivel em K[z]. Se grau f(z) =n > 1, entdo f(x) ndo tem raizes
em K. Consideremos o corpo

K[z]/(f(x)) = {bo+b1X+' b1 X bo by, by € K}

com X" =—qga,' —ara;'X — - —ap_1a,; ' X"

E claro que X é raiz do polinémio f(x) considerado como polinémio
com coeficientes neste novo corpo K|z]/(f(z)).
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Por exemplo, X é raiz do polinémio 2% + 1 no corpo R[z]/(z%+ 1),
pois X2 + 1 ¢ a classe de 2% + 1, ou seja, é o ideal (x? + 1), que é o
zero do corpo quociente R[x]/(x? + 1).

Definigdo. Sejam K um corpo, f(z) € K[z] e K* um corpo que
é extensao de K. Dizemos que K* é corpo de ruptura de f(z) se f(z)
tem uma raiz em K*.

Exemplos.

1) Dado f(z) = 22 + 1 € R[z], o corpo C é um corpo de ruptura
de f(z).

2) Seja f(x) € K][x] irredutivel. Entao K[z]/(f(z)) é corpo de
ruptura de f(x), pois X é raiz de f(z) neste corpo.

Teorema 15. (Kronecker) Sejam K um corpo e f(z) € K[z]\K.
Entao existe um corpo de ruptura K* de f(x).

Demonstragio: Scja f(z) € K[z]\K. Se f tem raizes em K,
tomamos K*= K. Suponhamos que f(z) ndo tem raizes em K. Pelo
Teorema 13, podemos considerar f(z) = a fi(z) - - fp(z), onde fi(z) é
irredutivel e ménico, com i = 1,...,p, e a € K\{0}. Observemos que
cada f;(z) ndo tem raizes em K. Tomemos K* = K[z|/{f1(z)), o qual
é uma extensao de K. Entao X = z+ (f1(z)) € K* é raiz de fi(z) em
K*, logo é raiz de f(z) em K*. Portanto K* é um corpo de ruptura
de f(x).m

Mais ainda, podemos garantir o seguinte.
Teorema 16. Sejam K um corpo e f(x) € K[z]\K. Entao

existe um corpo ), que é extensao de K, tal que f(z) se decompée em
factores de grau 1 em Q[z].

Demonstragao: Seja K um corpo. Demonstremos o resultado
por indugdo sobre o grau n de um polinémio. Se n =1 e f(x) € K[z]
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tem grau 1, tomemos 2 = K. Admitamos que o resultado é valido
para n — 1 e provemo-lo para n.

Se grau f(z) = n > 1, entdo f(x) decompde-se em K|[x] num
produto de factores irredutiveis com grau maior ou igual a 1. Sejam
g(x),h(z) € K[x] tais que f(x) = g(x)h(x), com g(z) irredutivel em
K[x] e grau g(x) > 1. Pelo Teorema 15, existe uma extensao K* de
K onde g(x) tem uma raiz a. Logo g(z) = (x — a)u(x), com a € K*
e u(z) € K*[z]. Entdao f(z) = (z — a)u(z) h(z) em K*[z], tendo-se
grau u(x) h(x) = n — 1. Por hipétese de indugao, existe uma extensao
K’ de K*, logo de K, tal que u(z)h(z) se decompde em polinémios
de grau 1 em K'[z]. Tomemos Q = K'. O resultado fica demonstrado
pelo principio de indugdo. =

No que se segue, deve ter-se presente que um polinémio de grau
n se decompde em factores de grau 1 em Q[z] se e 86 se tem n raizes
(distintas ou nao) em €.

Observemos ainda que a demonstragdo do Teorema 16 nos garante
a existéncia de uma extensao {2 de um corpo K onde f(z) € K|x] se
decompde em factores de grau 1, mas é em conjunto com a demons-
tragdo do Teorema 15 que obtemos um método para calcular uma tal
extensdo. Além disso, Q2 ndo tem de ser tinico.

Exemplo.

Consideremos f(z) = (22 — 2)(2? + 1) € Q[z]. Em C[z], temos
f(z) = (x—V?2) (x+/2) (x—1) (x+1i) e em Q(v/2)[z] obtemos a
decomposicio f(r) = (v —v2)(z+v2)(z2+1). Em Q(v/2,1)[z],
temos também f(z) = (z — v/2)(z + V2)(z — i)(x + 9), sendo
Q(WV2) ={a+bv2:a,beQ}eQ(v2i) = {a1 + asv2 + azi +
asV/2i : ay,az, a3, a4 € Q} subcorpos de C.

2.7 Polinémios de coeficientes em 7Z e em Q

Pretendemos agora estudar polinémios irredutiveis de coeficientes em
Z e em Q.

Recordemos que um polinémio de coeficientes em Q é irredutivel
em Qx] se e s se é primo em Q[z], uma vez que Q[z] é dominio de
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ideais principais. Veremos que o mesmo se passa em Z[z], embora Z[z]
nao seja dominio de ideais principais.

Definigdo. Um polinémio ag+ a1 x + - - - 4+ ap 2™ € Z[z]\Z diz-se
primitivo se mdc(ag, a,...,a,) = 1 em Z.

Exemplos.

O polinémio 10 22 + 15z +6 € Z[x] é primitivo, mas o polinémio
8 —42x + 22?2 4+ 7223 ndo o é. Um polindémio da forma af(z),
com a € Z\{—1,1} e f(z) € Z[x], nunca ¢é primitivo.

Proposicao 17. Seja f(x) € Q[z]\Q. Entao existe um polinémio
primitivo F(x) € Z[x] tal que f(x) = a F(z), com o € Q e a > 0,
sendo grau f(x) = grau F(x).

Demonstragao: Seja

_ % 4 %

f(m)—bo—i—bl:c—i— -l—bnac
com ag,ai,...,an € Z, bo,b1,...,b, € Z\{0}, mdc(a;,b;) = 1, para
i=0,...,n,egrau f(x) =n > 1. Tomemos M = mmc(bg,by,...,by).

Sejam t; € Z, com ¢ = 0,...,n, tais que M = b; t;. Entao

_toap | trax than o,
flx) = % % x4+ % x
Tomemos D = mdc(tg ag, t1 a1, ..., t, ay). Entdao % >0e
. D toao tl aj tnan n)
f(x)—M<D+D:E+ +D:v
Como D/t; a; em Z, entéoti—D‘“GZ, para i =0,...,n. Além disso,
toao t1a1 tnan
d B =1
o C( D> D' D )
Logo
t t t
Flo)= 220 4 8y 080 on ¢ 7

D D D
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é primitivo e é associado de f(z) em Q[z], tendo-se f(z) = £ F(x),
com £ >0 e grauF(z) = grau f(z).

Vejamos um exemplo.

Exemplo.
; -3 _ 18 .2
Seja f(z) = ¢ — 92+ > 2° € Q[z].

Temos M = mmc(5,1,7) =35 ¢
21 315 90
f(x) ?

1
= - "Ta+ _a2?=__(21-3152+ 9022
B3 T @ +9027)
Ora, D = mdc(21,—315,90) = 3, donde f(z) = 5= F(z), em que
F(z) =7-1052 + 3022 .
Em seguida, vamos ver como se comportam os polinémios primiti-
vos em relagdo ao produto.

Teorema 18.  Sejam F(x),G(x) € Z[x] primitivos. Entao
F(x) G(z) também o é.

Demonstragdo: Suponhamos F(z) = ap + a1 + -+ + ap ™
e G(x) =by+bix+ -+ bya™, com ap,b, # 0. Entdo m,n > 1,
mdc(ag, a1, ..., am,) =1 e mde(bg, by, ...,b,) = 1. Logo

Fx)G@)=cy+crx+-+cmpna™™

com
c; = Zakbg, 1=0,....m+n
k+t=i
Se F(x)G(z) ndo é primitivo, entdo mdc(cg, c1,. .., Cmin) # 1. Seja

p € N primo tal que p/c¢;, com i =0,...,m+n. Seja s € {0,...,m} o
menor indice tal que pfas. Note-se que s existe por termos
mdc{ag,...,a,} = 1. Analogamente, tomemos ¢ € {0,...,n} o menor
indice tal que p X b;. Consideremos o coeficiente

Cott = Z apbe +asby + Z ag by

k+l=s+t k+l=s+t
k<s <t
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Como p é primo e ndo divide as; nem by, entdo p nado divide ag b;. Por
outro lado, por definicdo de s e ¢, temos que p divide todas as outras
parcelas de cg1y. Ora, por hipétese, p divide cs1¢, pelo que p divide
asbt, 0 que é absurdo. Assim, concluimos que F(x)G(x) é primitivo. n

Teorema 19. (Gauss) Seja F(x) € Z[z|]\Z tal que F(x)
g(x)h(z), com g(z),h(z) € Q[z]\Q. Entao existem G(z), H(z) € Z[x
tais qu(e )F(:C) = G(x)H(z), com grauG(z) = graug(z) e grau H (z)
grau h(z).

—

Demonstragao: Seja F(z) = ap + a1z + ... + apz™, em que
gy .- 0p €Z, an #0en > 1.

i) Admitamos que F'(z) é primitivo. Atendendo a Proposigao 17,
podemos tomar G(z) = a~tg(z) e H(z) = 87! h(x) polinémios pri-
mitivos de Z[z] associados em Q[z] de g(z) e h(x), respectivamente,
com o~ !, 71 € Q*. Suponhamos o = 7 ef=g,coma,bc,deNe
mdc(a, b) = mde(c,d) = 1.

Temos F(x) = §5G(x)H (x), donde bdF(x) = acG(x)H (x). Se-
jam by, ..., b, os coeficientes de G(z)H (x). Obtemos bda; = acbh;, em
que ¢ = 0,...,n. Entdo mdc(bd ag, . ..,bda,) = mdc(acby,...,ach,),
donde

bd mdc(ag, . .., a,) = acmdc(by, . .., by)

Como F(x) é primitivo, mdc(ag,...,a,) = 1. Por outro lado, pelo
Teorema 18, sendo G(z) e H(x) primitivos, G(z) H(x) também o é,
pelo que mdc(by, . .., b,) = 1. Logo bd = ac, donde F(x) = G(z) H(x),
como pretendiamos.

(ii) Admitamos agora que F'(x) nao é primitivo. Neste caso, temos
F(z) = dFi(z) em que d = mdc(ag,...,a,) # 1 e Fi(z) = 1 F(z) €
Z[x] é primitivo, com grau F(x) = grau F}(z). Entao Fy(z) € Z[z]\Z

e
1

Fi(z) = (9(@)) (o)

Por (i), sabemos que existem Gi(z) e Hj(x) € Zx] tais que
grauG1(z) = grau(% g(z)) = graug(z), grau Hy(z) = grauh(z) e

Fl(ﬁ) = Gl(x) Hl(:v)



96 ANEIS DE POLINOMIOS

Portanto, F(z) = (dGi(x)) Hi(x), com dGi(z) € Z[z], sendo
graud G1(x) = grau g(z) e grau Hy (z) = grauh(z),

como queriamos demonstrar. i

Corolario 19.1. Seja F(x) € Z[zx]\Z. Se F(x) nao é irredutivel
em Q[x], entdo F(x) nao é irredutivel em Z[z].

Demonstragdo: Como F(x) € Z[z]\Z, entdo F(z) ¢ Q. Uma
vez que F'(x) ndo é irredutivel em Q[z]| temos F(x) = g(x) h(x), para
alguns g(z), h(z) € Q[z] com graug(z) > 1 e grauh(z) > 1. Entao,
pelo teorema anterior, existem G(x), H(x) € Z[z] tais que F(x) =
G(z) H(z), com grau G(z) = grau g(x) e grau H(x) = grau h(x). Logo
F(z) nao é irredutivel em Z[x]. n

Observemos que o coroldrio anterior ndo é valido para elementos
F(z) € Z. Por exemplo, o elemento 5 ¢ irredutivel em Z[z], mas nao
o é em Q[z], pois é unidade de Q[z]. Tenhamos também presente que
este corolario equivale a dizer que dado F(x) € Z[z]\Z, se F(x) é
irredutivel em Z[x], entdo F(z) é irredutivel em Qlz].

Corolério 19.2. Seja F(x) € Z[z]| primitivo. Entao F(x) é
irredutivel em Q[z] se e s6 se é irredutivel em Z[z].

Demonstracdo: Como F(x) é primitivo, entdo F(z) ¢ Z. Pelo
coroldrio anterior, se F(z) é irredutivel em Z[z]|, entdo F(x) é irre-
dutivel em Q[z]. Reciprocamente, suponhamos que F'(z) é irreduti-
vel em Q[z]. Se F(z) = G(x) H(z), com G(x),H(x) € Z[z], entao,
como F(x) é irredutivel em Q[z], temos G(x) ou H(z) em Q\{0}.
Logo G(x) € Z ou H(x) € Z. Se tivéssemos G(x) ou H(z) em
Z\{—1,1}, entdo F(x) néo seria primitivo. Assim, temos G(x) ou
H(z) em {—1,1} = U(Z[x]), donde F(z) é irredutivel em Z[z]. B

Notemos que este ultimo corolario nao é valido para polinémios
de Z[x] ndo primitivos. Por exemplo, F(z) = 6 + 6x € Z[x] pode
ser escrito como 6(1 + z), em que 6, 1+x ¢ U(Z[z]), pelo que nao é
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irredutivel em Z[z|, embora o seja em Q[z].

Vamos agora provar que em Z[z]| os elementos irredutiveis coinci-
dem com os elementos primos, embora Z[x] ndo seja dominio de ideais
principais.

Teorema 20. Seja f(x) € Z[z]. Entao f(x) é irredutivel em Z|x]
se e s6 se é primo em Z[x].

Antes de demonstrar este teorema, provemos o resultado seguinte.

Lema 21. Seja a € Z\{—1,0,1}. Entao
a) a é primo em Z[x| se e s6 se a é primo em Z;
b) a é irredutivel em Z[z] se e s6 se a é primo em Z;

c) a é primo em Z[x| se e s6 se a é irredutivel em Z[x].

Demonstracio: a) E claro que se a é primo em Z[z], entdo a é
primo em Z. Reciprocamente, suponhamos que a é primo em Z e que
a/f(x)g(x), com f(x),g(x) € Z[x]. Se f(x) = 0 ou g(x) = 0, entdo
a/f(x) ou a/g(x) respectivamente. Admitamos entdo que f(z) # 0 e
g(x) # 0. Seja r(x) € Z[z] tal que f(z)g(x) = ar(x). Sejam Dy, D,
e D, os maximos divisores comuns positivos dos coeficientes de f(z),
g(z) e r(x), respectivamente. Entao

D, Df(lef(l“)) (gggw)) = o0, (5- (@)

sendo Diff(m), D% g(x), D% r(x) € Z[x] primitivos ou iguais a 1 ou —1.
Assim Dy Dy = |a| D,. Como a é primo em Z, entao a/D, ou a/Dy.
Logo a/g(x) ou a/ f(z), pelo que a é primo em Z[x].

b) Se a é irredutivel em Z[z], entdo a é irredutivel em Z, uma vez
que U(Z[z]) =U(Z) e Z C Z|x]. Portanto, como Z é dominio de ideais
principais, a é primo em Z. Reciprocamente, se a é primo em Z, entao
a é irredutivel em Z e facilmente se conclui que é também irredutivel
em Z[z].
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c) E consequéncia das alineas anteriores. n

Demonstracdo do Teorema 20: Se f(z) é constante, entdo
f(z) € Z e o resultado é consequéncia do lema anterior.

Suponhamos que grau f(x) > 1. Se f(x) é primo, entdo f(z) é
irredutivel pois Z[z| ¢ dominio de integridade, mas a condicao reciproca
nao é imediata, ji que Z[x] ndo é dominio de ideais principais.

Admitamos que f(z) é irredutivel em Z[z|. Sejam g(z), h(x) € Z[z]
tais que f(z) divide g(x) h(x) em Z[z].

Se f(z) ndo fosse primitivo, terfamos f(z) = D(J f(x)), em que D
é mdc dos seus coeficientes e D > 1. Entdao D ¢ U(Z[z]) e, por outro
lado, f(x) ¢ U(Z[z]), donde f(x) nado seria irredutivel em Z[z]. (Ob-
servemos que acabdmos de provar que um polinémio f(z) € Z[z]\Z
nao primitivo é sempre nao irredutivel em Zx].) Portanto, f(z) ¢é
primitivo. Logo, pelo Corolario 19.2, o polinémio f(z) também é ir-
redutivel em Q[z], pelo que f(z) é primo em Q[z], visto que Q[x] é
dominio de ideais principais. Como f(z) divide g(z) h(x) em Z[z], en-
tao f(x) divide g(x) h(x) em Q[z], donde f(x) divide g(x) ou h(x) em
Qlz]. Suponhamos que f(z) divide g(x) em Q[z]. Seja r(x) € Q[z] tal
que g(z) = f(z)r(z).

Se r(x) € Q, tomemos a = |[r(x)| e R(x) = %, donde
R(x) € {—1,1}; se r(z) ¢ Q, tomemos R(x) € Z[x] primitivoe o € QT
tal que r(z) = o R(x).

Sejam a,b € N tais que o = § e mdc(a,b) = 1. Logo
bg(z) = a f(z) R(z)

Seja d o mdc positivo dos coeficientes de g(z). Entdo % g(z) € Z[z] é
primitivo e temos

bd (9(0)) = a f(x) R(o)

Pelo Teorema 18, o polinémio f(x) R(x) também ¢é primitivo e obtemos
bd = a. Logo b/a, pelo que b = mdc(a,b), donde b = 1. Assim,
a=a € Ner(z) =aR(x) € Zlz]. Portanto, f(x) divide g(z) em
Z[z].
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Analogamente se estuda o caso em que f(x) divide h(x). Con-
clu?mos pois que f(z) é primo em Z[z]. n

Apresentaremos agora um teste que nos permite garantir que certos
polinémios de coeficientes em Z sdo irredutiveis em Q[x].

Teorema 22. (Teste de Eisenstein) Seja F(r) = ag + ajx + -+ +
ap " € Z[z], com a, # 0 en > 2. Se existe um primo p € Z tal que

a) p/a[)zp/al: "-7p/an—17p><an7
b) p*Xao,

entao F(x) é irredutivel em Q|x].

Demonstragdo: Suponhamos que F(z) ndo ¢é irredutivel em
Qz]. Entéo existem g(x), h(z) € Q[z]\Q tais que F(z) = g(x) h(x).
Pelo Teorema de Gauss, existem G(x), H(z) € Z[x] tais que F(x) =
G(z) H(z), com grauG(z) = graug(z) e grau H(z) = grau h(z).

Consideremos G(z) = by + byx + -+ + by2", com b, # 0, e
H(x) =co+crx+ -+ csz®, com cs # 0. Temos 1 < 7,5 < n.
Entao ag = by cp. Como p é primo e p/ag, entdo p/by ou p/cp.

Suponhamos que p/by. Entdo p ) co, porque p? X ag. Consideremos
agora o coeficiente a;. Temos a3 = by c; + by ¢y e, como p/ai, p/bo,
pXco e p é primo, entdo p/by.

Vejamos que se p/b;, para qualquer i < k, com k < r, entdao p/bg1.

Como
apyr = ), ¢ibi+cobrp
jHi=k+1
i<k

e p/ag+1, temos que p/cobyi. Ora p é primo e pXco, logo p/bri1.
Assim, p/b; para qualquer i < r e, em particular, p/b,.. Portanto,
p/an, pois a, = by cs, 0 que é absurdo.

Se admitirmos que p/cy chegamos, de modo anélogo, a um absurdo.
Logo F(x) é irredutivel em Q[x]. n

Exemplo.



100

ANEIS DE POLINOMIOS

Provemos que f(z) = =3+ a2 —2%+1 o'+ & o5 ¢ irredutivel
em Q[z]. Comecemos por escrever

1
f(@)= = (3452 +182” —154° + 120% 4 247)

Seja F(r) = 3—45x+1822—152°+122* +22° € Z[x] . Temos
que

3/3, 3/—45, 3/18, 3/—15, 3/12, 3X2, 9)3

logo, pelo critério de Eisenstein, F'(z) é irredutivel em Q|x].
Portanto, f(x) é irredutivel em Q|z], pois é associado de F'(x)

em Q|z].

O resultado seguinte da-nos um método para procurarmos raizes
racionais de polindémios de coeficientes inteiros.

Teorema 23. (Teste da raiz racional) Seja F(x) = ag + a1z +
~ 4 apx" € Zlz], com a, # 0. Seja L € Q, com mdc(r,s) = 1, uma
raiz de F(z). Entao r/ag e s/ay,.

Demonstragdo: Como % é raiz de F(x), obtemos

2 PR

r r
O=ap+ar-+a 5+ +an—;
s s s

donde

O=aps" +arrs" t+agr?s" >4 ta, 17" s +a,r"

Entéo r/ag s™ e s/a, ™. Como mdc(r, s) = 1, temos que r/ag € s/a,. 1



2.7 - POLINOMIOS DE COEFICIENTE EM R E EM C 101

Exemplo.

Provemos que F(z) = 23 + 222 + 42 + 2 ndo tem raizes em
Q. Se tivesse uma raiz racional %, com mdc(r, s) = 1, terfamos
que r/2 e s/1. Logo r € {-2,2,-1,1} e s € {—1,1}, donde
t e {-2,2,-1,1}. Porém F(-2),F(2),F(-1),F(1) # 0. Ob-
servemos que, neste caso, podemos concluir que F(z) é irreduti-
vel em Q[z], j4 que tem grau 3 e ndo tem raizes em Q.

2.8 Polinémios de coeficientes em R e em C

Comecamos por enunciar o Teorema Fundamental da Algebra demons-
trado pela primeira vez por Gauss (nascido em 1777), que apresentou
seis demonstragoes diferentes deste resultado. A demonstracio deste
teorema pode ser feita algebricamente ou, mais simplesmente, usando
resultados de Andlise Complexa (ver Allenby ou Howie (2003), respec-
tivamente).

Teorema Fundamental da Algebra 24. Todo o polinémio nio
constante de coeficientes em C admite uma raiz em C.

E claro que é consequéncia deste resultado o facto seguinte.

Coroléario 24.1. Todo o polinémio nao constante de coeficientes
em C decompée-se em factores de grau 1 de C[x].

No que respeita a polinémios de coeficientes reais, pretendemos
mostrar que todo o polinémio ndo constante se decompoe num produto
de polinémios de graul ou 2.

Consideremos f(x) € R[z]\R. Pelo Teorema 24, o polinémio f(x)
admite uma raiz g € C. Sendo 8 = a+ bi, com a,b € R, podemos ver
que

0= f(a+bi)= f(a—bi)
donde 3, o conjugado de 3, também é raiz de f(x). Efectivamente,
escrevendo f(z) = YJ_ja;27 com a; € R, se f € C\R ¢é tal que
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Vamos mostrar que 3 e § tém a mesma multiplicidade. Temos
(x—B) (v —B) =2* —2az+a* +b* € Rz]

Se 8 € C\R, entdo 3 # B e sabemos que (z — () (x — ) divide f(z)
em C[z]. Logo existe h(x) € Clz] tal que f(z) = h(z) (x — ) (z — f).

Além disso, como (z — ) (x — B) € R[z|, pelo Teorema 7, existem
hi(z),r(z) € Rlz] tais que
f(x)=hi(z)(x = B) (x — B) +r(x), com graur(z) <2

Ora R[z] C C[z] e a divisao em C[z] efectua-se de modo tinico, donde
h(z) = hi(z) e r(x) = 0. Portanto, h(x) € R[z]. Admitamos que
tem multiplicidade k e 8 tem multiplicidade ¢. Se k > 2, entdo 3 é
raiz de h(z). Logo 8 também é raiz de h(z), pelo que ((x—3) (LU—B))Q
divide f(z). Sucessivamente concluimos que ((z — f8) (z — B))k divide
f(z) em R[z]. Logo k < £. Como 3 = 3, o mesmo raciocinio aplicado
a B permite-nos concluir que ¢ < k. Portanto ¢ = k.

Assim, concluimos que num polinémio f(z) € R[z]\R as raizes
complexas nao reais surgem aos pares.

No que se segue, devemos ter em conta que se K é um corpo,

f(z) € K[z], e aq,..., € K s@o raizes distintas de f(z) com mul-
tiplicidade my,...,m, respectivamente, entdo existe h(z) € K|[z| tal
que

f(@) = (z —a))™ - (x — )™ h(z)

e ai,...,qy nd0 sao raizes de h(z).

Teorema 25. Todo o polinémio de R[z]\R é produto de polind-
mios de grau 1 ou 2.

Demonstragdo: Seja f(z) € R[z]\R com graun > 1. Suponha-
mos que f(x) tem exactamente p raizes reais distintas a1, ..., q; e 2k
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raizes complexas nio reais distintas 31,..., Bk, B1,---, Bk Sejam 7;
a multiplicidade de a;, com i = 1,...,p e m; a multiplicidade de f;,
com j=1,...,k. Entao

@) = (=) (@ —ap)” (o= ) (= F))

......... ((m _ /Bk) (m . Bk))mk h(x)

para algum h(z) € C[z], em que h(x) ndo tem raizes em C, pois f(z)
nao tem outras raizes em C. Pelo Teorema 24, o polinémio h(z) é uma
constante de C[z]. Assim, h(z) € C e, como f(x) € R[z], obtemos
h(z) € R. Portanto f(z) decompde-se em R[z] em polinémios de
grau 1 ou de grau 2. 1

Do teorema anterior, resulta imediatamente o seguinte.

Corolério 25.1. Se f(z) € Rlz| é irredutivel em R[z], entao
grau f(z) é 1 ou 2.
Exemplos.

1) O polinémio f(z) = 22 — 2 é irredutivel em Q[z] mas nio o é
em R[z].

2) O polinémio f(z) = 22 + 2 é irredutivel em R[z], mas ndo o é

em C[x].

Para mais resultados sobre polinémios veja-se, por exemplo, Al-
lenby, Brison ou Freitas.
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Exercicios

1. Seja A um anel comutativo com identidade. Mostre que o sub-
conjunto de A[z]

Aoz{a1x+~--+anx”| neNeal,...,aneA}
¢ um ideal de A[z].

2. Indique, caso exista, um natural n > 1 tal que 22 + 3 divida
25 =32 + 323 — 92 em Z,[z].

3. Considere em Zs[x] os polinémios f(z) = 22 + 2% + 2* + 23 ¢
g = 2 + 1. Determine os polinémios ¢(z),(z) € Z3[x] tais que
f(x) = g(@)q(x) +r(z) e gr(r(z)) < gr(g(z)).

4. No dominio de integridade Z[z], considere os ideais (3) e (3, z).
Mostre que

a) (i) « ¢ (3);
(ii) 1 ¢ (3,);

b) O ideal (3,z) ndo é principal. Conclua que Z[x] ndo é
dominio de ideais principais.

5. Considere em Q[z] os polinémios
flx)=a"+323 -2 —52+2 e g(x) = 2> +42° 4224
Determine o mdc de f(z) e g(x) e escreva-o na forma a(z) f(z)+
b(x) g(x), com a(z), b(z) € Qlz].

6. Considere os polinémios de R[x]

f(m):x4—$3—2x2—|—3$—1 (6] g((]’,’):xs_'_l-Q_x_l
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a) Determine mde(f(x),g(x));

b) Diga, justificando, se o polinémio 22 — 1 pertence ao ideal
de R[z] gerado por {f(z),g(x)}.

7. Considere o ideal I = (23 + 2%, 25 + 221 + 22?) de R[z].

a) Determine um polinémio h(x) € R[z] tal que I = (h(z)).
b) Diga, justificando, se I é ideal primo.

8. Seja K um corpo e f,g € K[x]. Mostre que existe a € K tal
que
amde(f, g) mme(f,g) = fg.

9. Em Zs[x] considere os polinémios f(z) = —22 + 22 + 3 e
g(z) =23 + 2% + 20 + 2.

a) Mostre que 22 + z € (f(z), g(x)).
b) Diga, justificando, se Zs[z|/(f(x), g(x)) é um corpo.

10. Considere em Zs[z] o polinémio f(z) = 23 + z + 1.

a) Mostre que Zg|[x]/(f(z)) é um corpo.
b) Determine o inverso de = + (f(x)).

c¢) Calcule um polinémio g(x) € Za[z] com grau 2 e tal que
9(2) + {f (@) = &” +2® + x + (f(2))

d) Prove que, para cada polindémio t(z) € Zs[z], existe um e
um s6 polindémio s(x) € Zg[x] com grau menor do que 3

tal que s(z) + (f(z)) = t(x) + (f(2)).

11. Seja f(x) = 223 + 22 + 2 € Zs[z].

a) Mostre que (f(x)) é um ideal maximal de Zs[x].
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b) Descreva o corpo Zs|z|/{f(x)).
c¢) Determine o inverso de 2z + 1 + (f(z)).
d) Verifique que x + 1 + (f(x)) = 22* + 23 + 1 + (f(z)).

12. Seja p(z) = 223 + 2 + 1 € Zs[x].

a) Mostre que Zs[z]/(p(z)) é um corpo.

b) Designando por X o elemento x4+ (p(z)), calcule (apresen-
tando o resultado na forma simplificada)

(1) (1+2X?%)+(1+X+X?);
(i) (1+2X?) - (1+ X + X?);
(iii) o inverso e o simétrico de X.
c) Calcule o cardinal de Zs[z]/(p(x)).

13. Considere o polinémio f(x) = 2> +2x + 1 € Z3[x]. Mostre que
f(x) é irredutivel em Zs[x] e determine um corpo de ruptura

de f(z).

14. Diga, justificando, se cada uma das afirmacées seguintes é ver-
dadeira ou falsa:
a) Se K é um corpo, entdo K[z] também é corpo.

b) Todo o polinémio com coeficientes num corpo K admite
uma raiz em K.

¢) Todo o polinémio irredutivel em Q[z] é também irredutivel
em R[x].

d) Polinémios primos entre si e com coeficientes num corpo
K tém graus diferentes.

15. Considere em Z|[x] o polinémio
fl@)=2"—92* +302% — 4622 + 332 9

Determine as raizes racionais de f(z).
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16. Diga, justificando, se cada um dos seguintes polinémios é irre-
dutivel em Q[z]
23 +322+ 9z +3;
23+ 322 +32+9;
—272% +3;

a)
)
) 2
d) 222 — 3z +4;
)
)
)

b

C

zt 4+ 3 2% 4 622 +6x+ 2;
224 + 23 — 822 + x — 10;
z* +9.

e
f

g

17. Definigdo: Sejam K um corpo e f(z) € K[z]. Chamamos de-
rivada de f(z) ao polinémio f'(z) € K|[z] definido do modo
seguinte: se f(x) é constante, entao f'(x) = 0;
se f(z) =3I a; * é um polindémio em que 1 < grau f(x) = n,
com n € N, entao

n
= E ja; !
i=1

a) Sejam K um corpo e f(x),g(z) € K|[x]. Mostre que

(i) (f(x)+9(x)) = f(z) + g (z);
(ii) (f(z)g(2)) = f'(z)g(z) + f(z) g'(z);
(iii) Vae K,¥VneN, (z—a)") =n(z—a)* !
(convencgdo: (z — a)? =1).
b) Seja K um corpo. Mostre que, se f(z) € K[z] e « € K é

raiz de f(x), entdo « é raiz multipla de f(z) se e s6 se «
é raiz de f'(x).

c¢) Considere em Q[z] o polinémio

1, 4 203
= 1 —_—
f(z) 5% x+3:r+7 +15

Usando a alinea b), mostre que f(z) ndo admite raizes

multiplas em Q.
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18. Considere o polinémio f(x) = 2* — 423 + 422 — 4 € Q[z].

a) Verifique que 1+ é raiz de f(x).
b) Diga, justificando, se f(z) é irredutivel em Q|z].

19. Em Q[z] considere os polinémios g(x) = 2° — 2244523 — 322 +6
e h(z) =23 + 3z + 3.

a) Sabendo que 1 — i é raiz de g(x), decomponha g(x) em
factores irredutiveis de Q[z].

b) Descreva os ideais (g(z)) N (h(z)) e (g(x)) + (h(x)).

20. Seja J o ideal de Q[z] gerado por z* + 323 + 222 + 8z + 6.

a) Mostre que Q[z]/J ndo é um corpo.

b) Dé um exemplo dum divisor de zero de Q[x]/J.

21. Considere o polinémio f(z) = 2° — 22* 4 523 — 102% + 42 — 8.
a) (i) Decomponha f(z) em factores irredutiveis de Q[z].
(ii) Decomponha f(z) em factores irredutiveis de C[z].
b) (i) Calcule mdc(f(z), 23 — 2 + 4z — 4) em Q[z].

(ii) Seja h(z) o méximo divisor comum calculado na alinea
anterior e considere o anel K = Q[z]/(h(z)). Mostre
que K é um corpo e descreva os seus elementos.

(iii) Calcule o inverso de (z — 1) + (h(x)).

22. a) Tendo em conta que Z é dominio de factorizagdo tnica,
mostre que Z[z] também o é (tenha presente o estudo efec-
tuado sobre polinémios de coeficientes em Z e em Q).

b) Mostre que, mais geralmente, se D é um dominio de fac-
torizac¢do tnica entdo D[z também o é (generalize o caso
anterior, considerando o corpo das fracgoes de D).



Capitulo 3

Corpos

Neste capitulo estudamos varios tipos de extensoes de corpos, nomea-
damente extensoes finitas, algébricas, transcendentes e simples.

O estudo de extensodes aparecera directamente ligado ao estudo de
polinémios.

Alguns dos resultados aqui obtidos serdo aplicados no capitulo se-
guinte na resolugdo de alguns problemas geométricos.

3.1 Conceitos e resultados gerais

Comecamos por fazer algumas observagoes sobre corpos, cujas demons-
tragoes deixamos ao cuidado do leitor.

Seja K um corpo. Um subanel de K que seja corpo diz-se um
subcorpo de K.

Notemos que, por um lado, {0} ndo é subcorpo de K, pois nao
contém a identidade 1 e, por outro, se I é ideal de K, entdao I = {0}
ou I = K. Atendendo a este facto e a Proposi¢ao 1.3, concluimos que
se ¢: K — A é morfismo de anéis, entre K e um anel A, como Ker ¢
é ideal de K, entdo Ker¢ = {0} ou Kerp = K. Neste tltimo caso,
temos ¢(x) = 0 para qualquer z € K, donde ¢ é o morfismo nulo.
No primeiro caso, ¢ é um mergulho e, portanto, A é uma extensdo de

109
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K. Observemos também que se A é um corpo e ¢ ndo é o morfismo
nulo, entao ¢ é um morfismo entre os grupos (K, +) e (A, +) e entre
os grupos (K\{0},-) e (A\{0},), pelo que, além de termos ¢(0) = 0,
também temos p(1) = 1. Assim, podemos afirmar que todo o morfismo
nao nulo entre corpos ¢ um mergulho de anéis com identidade.

Enunciamos agora dois critérios de subcorpo, cujas demonstragoes
ficam como exercicio.

Critério de subcorpo 1.

Sejam K um corpoe A C K. Entao A é subcorpode K se e s6 se
a) 0,1€ A,
b) Ve e A, —xz €A,

)
)
c) Ve,ye€ A, x+y€ A,
d) vz e A\{0}, 27! € A,
)

e) Ve,yc A, zy € A.

Critério de subcorpo 2.

Sejam K um corpoe A C K. Entao A é subcorpo de K se e s6 se
a) 0,1€ A,
b) Ve,ye A, x—y € A,
c) Ve e A Vye A\{0}, vy~ € A

De entre os subcorpos de um corpo, o subcorpo primo tem impor-

tancia especial, como veremos.

Definigdo. Um corpo K diz-se primo se nao tem subcorpos pro-
prios.

Exemplos.

Os corpos Q e Zj, com p primo, sao primos.
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Dado um corpo K, é facil verificar que a interseccao de subcorpos
ainda é subcorpo, donde a intersec¢do de todos os subcorpos de K ¢
um subcorpo, que designamos por Pk. E claro que Pg é um corpo
primo. A Pk chamamos o subcorpo primo de K.

Podemos, entdo, afirmar que todo o corpo K contém um unico
subcorpo primo e, portanto, que todo o corpo é extensao de um corpo
primo.

Vejamos como se relaciona a caracteristica de um corpo com o seu
subcorpo primo.

Recordemos que um corpo tem caracteristica 0 ou p, sendo p primo.

Teorema 1. Seja K um corpo. Se ¢(K) =0, entao Px ~ Q. Se
¢(K) = p, primo, entao Pg ~ Z,,.

Demonstragao: Sejaf : Z — Px o morfismo definido por §(m) =
ml, para qualquer m € Z. Entao Kerf = (¢(K)), pelo Teorema I.11.

Se ¢(K) = 0, obtemos Kerf = {0}, donde # é um monomorfismo.
Neste caso, temos Z ~ §(Z) C Pk, pelo que Pg é extensao do corpo F
das fracgoes de 6(Z), pelo Teorema 1.14. Por Pk ser primo, Px = F.
Por outro lado, F' ~ Q, corpo das fraccoes de Z.

Se ¢(K) = p, obtemos Z, ~ 6(Z), pelo que §(Z) é corpo. Uma vez
que 0(Z) C Pk, temos §(Z) = Pk. Logo Z, ~ Pk.n

3.2 Extensoes algébricas e extensoes finitas

Nesta sec¢do, comegamos por apresentar os conceitos de elemento al-
gébrico e de polinémio minimo associado. Estudaremos extensoes al-
gébricas e extensodes finitas, passando pela demonstragdo de resultados
sobre o grau de uma extensao.

Se K e E sao corpos tais que E é extensdo de K e ¢: K — E
¢ um mergulho, entdo K ~ ¢ K), sendo ¢(K) um subcorpo de E.
Assim, com o objectivo de facilitar a escrita, quando dissermos que E
¢é extensao de K admitiremos que K é subcorpo de E.
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Definicao. Sejam K e E corpos, sendo E extensdo de K. Seja
a um elemento de FE. Diz-se que « é algébrico sobre K se existe
f(z) € K[z]\{0} tal que f(a) =0, isto é, se v é raiz de um polinémio
nao nulo de coeficientes em K.

Neste caso, f(x) diz-se um polinémio anulador de o sobre K. (Ob-
servemos que grau f(z) > 1, por definigdo de f(z).) Se o nao é algé-
brico, a diz-se transcendente sobre K.

Exemplos.

O elemento i € C é algébrico sobre R, pois é raiz de z2+1 € R[z].
Prova-se que e e 7 sao transcendentes sobre Q. (Este facto foi
provado pela primeira vez por Lindemann em 1882; podemos
encontrar demonstragoes, por exemplo, em Jacobson, Lang ou
Hernstein.)

Teorema 2. Sejam E e K corpos, sendo E uma extensao de K.
Seja o € E um elemento algébrico sobre K. Dado f(z) € K[z] um
polinémio anulador de o de grau minimo com coeficiente director a,
temos

a) Se g(x) € Klz] é polinémio anulador de «, entao f(x)/g(z);

b) f(x) =a"' f(x) é o tinico polinémio ménico anulador de o de
grau minimo;

c) f(z) é irredutivel em K|z].

Demonstragdo: a) Pelo Teorema I1.7, existem ¢(z),r(x) € K|x]
tais que g(z) = f(z)q(z) + r(x) e graur(z) < grau f(z). Como
f(a) = g(a) = 0, entdo r(a) = 0. Logo, por definigdo de f(z), temos
r(x) =0, donde f(z)/g(x).

b) Tomemos f(z) = a~'f(z). E claro que f(x) é ménico,
grau f(z) = grau f(z) e f(a) = 0. Seja g(z) um polinémio ménico
anulador de a de grau minimo. Por a), sabemos que f(z)/g(z). Logo
f(z) = eg(x), para algum ¢ € K\{0}, uma vez que tém o mesmo grau.
Como f(z) e g(x) sdo ménicos, temos ¢ = 1, donde g(z) = f(z).

c) Suponhamos que f(x) nao é irredutivel em K[z]. Dado que
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f(z) ndo é constante, existem g(z),h(z) € K[z] tais que f(z) =
g(z) h(zx), com grauh(z), graug(x) > 1. Entdo 0 = f(a) = g(a) h(a)
no corpo E. Logo g(a) =0 ou h(a) = 0. Como h(x),g(z) € K|x] sdo
nao nulos com grau h(z) e grau g(x) menores do que grau f(z), temos
um absurdo. Portanto, f(a:) é irredutivel. B

Observemos que, do teorema anterior, também podemos concluir
que qualquer polinémio de K|[z] de grau minimo anulador de um ele-
mento « € F, ndo necessariamente monico, é irredutivel em K|[z], pois
vai ser associado de f(a:)

Definigao. Sejam E e K corpos tais que E é extensdo de K. Dado
a € E um elemento algébrico sobre K, ao tnico polinémio de K|[z]
anulador de «, ménico e de grau minimo, damos o nome de polinémio
minimo de a sobre K.

Exemplo.

Consideremos Q C R e /2 € R. Seja f(z) = 22 — 2 € Q[z].
Temos f(v/2) = 0 e, portanto, v/2 é algébrico sobre Q. O po-
linémio f(x) é ménico e anulador de /2. Além disso, como
V2 ¢ Q e grau f(r) = 2, o polinémio f(x) tem grau minimo
entre os polinémios de Q[z] que admitem V2 como raiz. Logo
f(x) é o polinémio minimo de /2.

Corolario 2.1. Sejam E e K corpos, tais que E é uma extensao
de K. Seja f(x) € K[z] um polinémio irredutivel, ménico e anulador
de um elemento « € E. Entao f(x) é o polinémio minimo de « sobre
K.

Demonstragdo: Como f(z) é um polinémio de K[z] anulador
de «, entdo existe f(z) € K[z] tal que f(z) ¢ o polinémio minimo de
. Pelo Teorema 2, sabemos que f(x) divide f(z). Como f(x) ndo ¢
constante e f(z) é irredutivel, sendo ambos moénicos, concluimos que

flz) = f(z).n

Dados K e E corpos tais que F é extensdo de K e o € E, preten-
demos agora determinar, a menos de isomorfismo, o menor subcorpo
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de E que contém K U {a}, o qual designamos por K («).

E claro que K () existe (na “pior” das hip6teses temos K (a) = E).
Se a = 0, temos que K(«) = K obviamente. No que se segue a # 0.
Observemos, desde ja, que « é raiz de um polinémio de coeficientes
em K (o), nomeadamente do polinémio z — a € K(a)[z].

Comecemos por considerar o subconjunto de
Kla] = {a0+@104+"'+amam: m € Ny, ag,...,am EK}

E fécil verificar que K[a] é um subanel comutativo com identidade de
E, que contém K U {a} e que é dominio de integridade. Além disso,
temos K[a] C K(«). Entdo K(«) é o corpo das fracgoes de K|[a], pelo
Teorema 1.14 e pela definigdo de K («). Logo

K(a) = {f(a)g(e)™"s f(z),9(x) € Ka]. gl0) # 0}
Tomemos

Vo: Kl — E
flx)=ao+arz+---+anz™ — fla)=a +aa+- - +apa™

trata-se de um morfismo (é um caso mais geral do que o conside-
rado no Teorema I1.2), com Kervy, = {f(z) € K[z] : f(a) = 0} e
Im 1, = K|a].

Precisamos analisar separadamente o caso em que « é algébrico e
0 caso em que « € transcendente.

Suponhamos que « é transcendente sobre K. Entdo nao existe
nenhum polinémio f(x) € K[z] ndo nulo tal que f(a) = 0, ou seja,
Ker v, = {0}. Neste caso, 1, ¢ injectivo e

Kz] = K|a]
f@)y=ar+arx+--+apz™ = ag+aa+--+ana” = fla)
é um isomorfismo, logo o corpo K («) é isomorfo ao corpo das fracgoes

do dominio de integridade K[x], que designamos por K(z).

Consideremos o caso em que « é algébrico sobre K. Pelo 1° Teorema
do Isomorfismo, concluimos que

K[a] ~ Klz]/ Ker ¢,
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Seja f(z) € K[z] o polinémio minimo de o sobre K. Entdo f(a) =0
e, portanto, f(z) € Ker,. Atendendo ao Teorema 2 e & Nota apds o
Teorema I1.9, podemos garantir que

Ker o = (f(2))
logo N
Kla] = Klz]/{f(x))
Como f(z) é um polinémio irredutivel em K|x], pelo Teorema II.14
podemos afirmar que K[z]/(f(z)) é um corpo. Portanto, neste caso,
K|a] é corpo, donde K[a] = K(«). Mais ainda, o isomorfismo

0: Klz]/(f(x)) = Kla]

g9(x) + (f(2)) = g(a)

6 tal que B(z + (f(z))) = a e t(a + (f())) = a quando a € K. Tendo
em conta a descrigdo de K[x]/(f(z)) estudada no capitulo anterior,
concluimos que

K(a) = Kla] = {ag+a1a+-~'+an_1an_1: ag, a1, ...,0p_1 € K}
sendo n = grau f(z) e f(a) = 0.
Reciprocamente, admitamos agora que K[a] ~ K[z]. Como K|z]
nao é corpo, entdo K|[a] também nao o é, logo « é transcendente sobre
K. Caso contrario, K|a] = K(«) e K|a] seria corpo.

Se tivermos K[a] = K(a), entdo o=t € K|a] donde o™t = ag +
aja + ... + apa”™, para alguns n € N e ag,...,a, € K. Logo
1 = apa + a1a® + ... + a,a™t! e, portanto, a é raiz do polinémio
f(x) = —1+apz+a1z®+...+apa™t! € K|x], pelo que a é algébrico
sobre K.

Ficou, pois, demonstrado o seguinte resultado

Teorema 3. Sejam E e K corpos tais que E é extensao de K.
Seja o € F.

a) O elemento a é algébrico sobre K se e s6 se K(a) = Kla]
e K(a) é isomorfo ao corpo quociente K|z|/(f(x)), em que
f(z) € K[z] é o polinémio minimo de « sobre K.
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b) O elemento « é transcendente sobre K se e 56 se K|a] ~ K|z],
tendo-se K («) isomorfo ao corpo das fracgoes de K|x|.

Analisemos alguns exemplos.

Exemplos.

1) Consideremos R C C e i € C. Como i é algébrico sobre R e o
seu polinémio minimo é z? 4 1, temos

R(7) = {ao—l—ali: ag, a1 ER} =C

2) O real 7 é, como ja afirmamos, transcendente sobre Q, donde

Q[r] & Q(x). Mais ainda, temos Q & Q[7] & Q(7) & R.
Por exemplo, £ € Q(r) mas 1 ¢ Q[r]. Se 1 € Q[n], entdo

’om ™

%:a0+a17r+---+an7r”, para alguns ag, a1,...,a, € Q, e
n € N, donde
0=—l4am4+am+- - +a,7"

e, portanto, m seria raiz do polinémio nao nulo
~1+apz+ar2z® +-- +a, 2" € Q[z]

o que é absurdo. Por outro lado, Q(7) é numeravel pelo que

Q(m) # R.

Dados K e E corpos tais que E é extensao de K e o € E, no
teorema anterior contruimos a extensao K(«) de K que é subcorpo de
E, tendo-se K C K(«) C E.

Definicao. Se E e K sao corpos tais que E é extensao de K e
a € E, dizemos que K () é uma extensao simples de K.

Mais geralmente, dados K e E corpos tais que E é extensao de
K e A C E, podemos considerar o subcorpo de E gerado por K U A.



3.2 - EXTENSOES ALGEBRICAS E EXTENSOES FINITAS 117

Se A= {ai,...,a,}, denotamos este subcorpo por K(a1,...,a,). B
facil ver que, se n > 1, temos

K(ay,...,ap) = (K(al, ... ,an_l))(an)

donde
K(ag,...,apn) = K(aq)(a2) - (o)

Vejamos agora o que se entende por extensao algébrica.

Definicao. Dados E e K corpos tais que E é extensao de K,
dizemos que E é extensdo algébrica de K se todos os elementos de
E sao algébricos sobre K. Caso contréario, dizemos que F é extensao
transcendente de K.

E claro que todo o corpo é extensao algébrica de si préprio.

Se tomarmos E e K corpos tais que F é extensao de K, podemos
encarar E' como um espago vectorial sobre K, sendo o produto por
escalares dado pela multiplicagdo em F. E esta abordagem que nos
conduz ao conceito de extensao finita.

Definigdo. Sejam E e K corpos tais que E é extensao de K. A
dimensao de E como espago vectorial sobre K (finita ou nao) damos o
nome de grau da extensao E/ sobre K. Dizemos que E é uma extensao
finita de K se o grau de F sobre K for finito. O grau de F sobre K
representa-se por [E: K].

Como se relacionam as extensdes algébricas com as finitas?

Teorema 4. Sejam F e K corpos tais que E é uma extensao de
K. Se a € E é algébrico sobre K, entao K(«) é uma extensao finita
de K, com grau [K(«): K] igual ao grau do polinémio minimo de «
sobre K.

Demonstragdo: Seja f(x) o polinémio minimo de a sobre K.
Tomemos f(z) = bg+byx+---+b,_1 2" L +2". Sabemos, pela prova
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do Teorema 3, que
K(a) = {ao+a1a+---+an71a”71: ag, a1, ...,0n_1 € K}

com by + by + -+ + b,_1a" ' + " = 0. Entio {1,q,...,a" 1}
constitui um conjunto de geradores do espago vectorial K («) sobre
K. Se estes vectores nao fossem linearmente independentes, existi-
ria uma sua combinacdo linear ag + a1 o + - - - + ap—1 ™! nula, com
algum coeficiente a; # 0. Entdo « seria raiz do polinémio g(z) =

apta1 z+---Fap_1 2" € K[z]\{0}, com grau g(z) < n = grau fla),
o que ¢é absurdo por defini¢do do polinémio minimo f(x). Portanto,
(1,a,...,a" 1) constitui uma base de K(a) sobre K. Logo

[K(a): K] =n e K(a) é extensao finita de K. o

O resultado anterior garantiu-nos que toda a extensdo simples
K(a) de um corpo K, associada a um elemento algébrico «, é ex-
tensao finita. O teorema que se segue permite-nos afirmar que toda a
extensao finita é algébrica.

Teorema 5. Sejam FE e K corpos tais que E é extensao finita de
K. Entao E é extensao algébrica de K.

Demonstragdo: Suponhamos que [E : K| = n. Seja o € E.
Consideremos o sistema de vectores

(1, a, az, e oz"_l, oz”)

do espago vectorial E. Tratando-se de um sistema com n + 1 vectores,
num espago vectorial de dimensdo n, é necessariamente linearmente
dependente sobre K. Logo, existem ag,ai,...,a,—1,a, escalares de
K, ndo todos nulos, tais que

awl+aa+ - +ap_ 10" P +a,a” =0
Portanto, a é raiz do polinémio

flx)=ap+arz+-+a,_12" " +a,z" € K[z]\{0}

pelo que « é algébrico sobre K. 1
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A condicdo reciproca deste tltimo teorema nao é verdadeira. Por
exemplo, o corpo Q formado por todos os niimeros complexos que sdo
algébricos sobre Q é uma extensdo algébrica de Q, por definicdo, mas
prova-se que nao é uma extensao finita de Q (ver Exercicio 12).

Corolario 5.1. Sejam E e K corpos tais que E é extensao de
K e a € E. Entao « é algébrico sobre K se e s6 se K(«) é extensao
algébrica de K.

Demonstragao: A implicacdo directa é consequéncia dos Teore-
mas 4 e 5, quanto a reciproca, é imediata. B

Corolario 5.2. Sejam E e K corpos tais que E é extensao de K.
Entao a € E é transcendente sobre K se e s6 se K(«) nao é extensao
finita de K.

Demonstracao: E consequéncia imediata do Teorema 5, pois se
« é transcendente sobre K, entdao K («) ndo é extensao algébrica de K
logo néo é finita.

Se [K(«) : K] nao é finito, pelo Teorema 4 temos que « nao é
algébrico, logo « é transcendente. n

Em seguida, vemos como relacionar os graus de sucessivas exten-
soes finitas.

Teorema da Torre 6. Sejam E, K e F corpos tais que E é
extensao de K e K é extensao de F. Entao [E: K] e [K: F| sao finitos
se e s6 se [E: F] é finito. Neste caso, [E:F| =[E:K|[K:F].

Demonstragdo: Temos FF C K C E. Suponhamos [E: K| e
[K: F] finitos. Sejam (aq,...,a,) uma base de E sobre K e (by,...,by)
uma base de K sobre F.

Provemos que X = (a;b; : ¢ = 1,...,n; j = 1,...,m) é uma
base de F sobre F. Dado u € FE existem ay,...,a, € K tais que
u = aia1 + - + ana, e existem B11,..., B1my -+ Bnly -+ Bom € F



120 CORPOS

tais que a; = Bi1b1+ -+ -+ Bimbm, comi =1, ..., n. Logo, em F, temos

u=> aia :i(iﬁijb]) a

i=1 i=1 Vj=1
—Z(Z(ﬁwb az)) = Y Bijlaiby)
i=1 "j=1 i=1,j=1

Portanto, X é um conjunto de geradores de E sobre F, donde [E: F]
é finita. Suponhamos agora que temos

n,m
= Z Bij(aibj)
i=1,j=1

com f;; € F. Podemos escrever

n,m n m
0= > (ﬂm ) Z(Zﬁz‘jbj)a
i=1,j=1 i=1 j=1
Como (a1,...,an) é base de E sobre K, obtemos > 7, 8;;b; = 0,
para qualquer ¢ = 1,...,n. Entdo §;; = 0, para qualquer i = 1,...,n
ej=1,...,m,pois (by,...,by) é base de K sobre F. Logo os vectores

de X sado linearmente independentes. Portanto, X é uma base de E
sobre F' e temos
[E:F|=[F:K|[K:F|

Suponhamos agora que [E: F] é finito. Seja {b;: ¢ € [} um con-
junto de elementos de K linearmente independente sobre F. Entao
{b; : i € I} é também um conjunto de elementos de E linearmente
independentes sobre F. Logo #I < [E : F], pelo que I tem de ser
finito e, portanto, [K: F] é finito.

Seja (c1,...,cp) uma base de E sobre F. Dado u € FE, existem
Ay, Ap € FC K tais que u = A\jc + -+ - + Ap¢p, logo {c1,...,¢}
¢ um conjunto de geradores de E sobre K, donde [E: K] é também
finito. m

Exemplos.

1) Sejam F = Q(ﬂ, V3)e K = Q(\/i) Temos Q C K C E.
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O polinémio 22 —2 é o polinémio minimo de v/2 sobre Q. Logo
[K : Q] = 2etemos K = {a+bV2: a,b € Q}, com base (1,/2)
sobre Q.

Tomemos agora x? — 3 € K|[z]. Este polinémio ménico é anu-
lador de v/3. Vejamos que 22 — 3 é irredutivel em K|[z]. Se nao
fosse irredutivel, terfamos v/3 € K, donde v/3 = a + bv/2,
para alguns a,b € Q. Se b = 0, obtemos V3 € Q e se
a = 0, entdo 3 = 2b%, um absurdo em ambos os casos. Logo
a,b # 0. Por outro lado, temos 3 = a? + 2aby/2 + 2b2, isto &,
0 = (=3 4+ a? + 2b%) + 2aby/2. Sendo (1,+/2) uma base de K
sobre Q, concluimos que ab = 0, o que é novamente absurdo.
Entdo 22 — 3 € KJz] é irredutivel e vai ser o polinémio mi-
nimo de /3 sobre K, donde [E : K| = [K(v/3) : K] = 2 e
temos K(v/3) = {c+dV3 : ¢,d € K}, com base (1,/3) sobre
K. Atendendo ao Teorema 6, podemos afirmar que [F : Q] =
2x2=4eque E:Q(\/Z\/ﬁ) = {a1+a2\/§+a3\/§+a4\/6:
ai,as,a3,a4 € Q}, sendo (1,v/2,1/3,v/6) uma base de E sobre
Q.

Seja f(z) = 2" —p € Q[z], com n € N\{1} e p € N primo. Sa-
bemos que f(z) é irredutivel em Qz], pelo teste de Eisenstein,
e que tem {/p € R como raiz em R. Entao [Q({/p):Q] = n.

Este facto permite-nos concluir que QQ tem extensoes finitas de
todos os graus.

O préximo resultado generaliza o Teorema 4.

Corolario 6.1. Sejam E e K corpos tais que E é extensao de
Keay,...,a, € E, com n € N, elementos algébricos sobre K. Entao

K(al,..

.,ayn) é extensao finita de K.

Demonstracao: E claro que sendo a;4+1 € E algébrico sobre K,
com i+ 1 < n, entdo a;+1 é algébrico sobre K(ay,...,a;). Pelo Teo-
rema 4, temos que K(aq,...,a;+1) é extensao finita de K(ay,...,a;).
Aplicando o Teorema 6 a sequéncia

K C K(a1) C K(ay,a2) C--- C K(ay,...,ay)

concluimos que K(ay,...,a,) é também uma extensdo finita de K. n
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Corolario 6.2. Sejam FE, K e F corpos tais que E é extensao
algébrica de K e K é extensao algébrica de F. Entao E
algébrica de F'.

extensao

[©N

Demonstragao: Seja « € E. Como FE ¢é extensdo algébrica
de K, existe p(x) € Kz]\{0} tal que p(a) = 0. Seja p(z) = ap +

a1r + -+ apz”, onde ag,ai,...,a, € K. Consideremos o corpo
F(ag,...,an). Como K ¢ extensdo algébrica de F, cada a;, com
i=0,...,n, éalgébrico sobre F, logo F(ag,...,a,) é extensao finita

de F', pelo Corolario 6.1. Assim, tomando
F C F(ao,...,an) C F(ag,...,an, )

temos que F(ag,...,an, @) é extensao finita de F', atendendo aos Teo-
remas 4 e 6. Pelo Teorema 5, sabemos que F(ag, ..., a,, @) é extensao
algébrica de F, donde « é algébrico sobre F'. Portanto, E é extensao
algébrica de F. n

3.3 Corpo de decomposicao de um polinémio

Ja vimos, no Teorema I1.16, que, dado um polinémio ndo constante
com coeficientes num corpo, é possivel encontrar um corpo onde ele se
decompde em factores de grau 1, veremos que um tal corpo “minimal”
¢ Unico a menos de isomorfismo.

Definicao. Dados K e E corpos, tais que FE € extensdo de K, e um
polinémio f(z) € K[z]\K, dizemos que E é corpo de decomposi¢ao
de f(z) sobre K se

1) Em E[z], o polinémio f(z) decompde-se em factores de grau 1,
flz)=a(x—a1) - (r—ay), com a€K, aj,...,an € E;
2) E=K(ag,...,ap).

Todo o corpo de decomposi¢do de um polinémio é, pois, um seu
corpo de ruptura.
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Exemplo.

Consideremos f(z) = 2! — 52% + 6 € Q[z]. Entdo Q(v/2,V3) é
corpo de decomposicao de f(z) sobre Q, pois

flz) = (2® =2) (2 = 3) = (2 = V2) (z + V2) (t = V/3) (z + V3)

e tem-se

Q(\/i \/g) = Q(\[a _\/i \/ga _\/g)

e o corpo Q(v/2) é apenas um corpo de ruptura de f(x). O
polinémio f(x) também se decompde em factores lineares em
R[z], mas R néo é corpo de decomposicao de f(x) sobre Q, uma

vez que R # Q(v/2,v/3).

Sejam K um corpo e f(z) € K[z]\K. Supondo que o grau n de
f(z) é maior ou igual a 1, pelo Teorema II.16, existem um corpo €2 e
ai, ..., 0, € § tais que

f@y=a(r—a1) - (r—ap), com a€K

Entéo, o subcorpo K(aq,...,ay) de © é corpo de decomposicdo de
f(z) sobre K, e de facto é inico a menos de isomorfismo como vamos
provar.

Note que se f(x) se decompoe em factores lineares em K e E é
corpo de decomposicao de f(z) sobre K, entao E = K.

Teorema 7. Dados K um corpo e f(x) € K[z]\K existe, a menos
de isomorfismo, um tnico corpo de decomposicao de f(x) sobre K.

Demonstracao: Resta provar a unicidade, a menos de isomor-
fismo, do corpo K(aq,...,ap).

Pretendemos provar que dados E; e Es corpos de decomposigao de
f(z) sobre K existe um isomorfismo 6 : Fy — Ep que deixa fixos os
elementos de K, isto é tal que 6(a) = a, para a € K.

a) Comegamos por demonstrar um resultado mais geral do que o
enunciado:
Sejam 0 : F; — F5 um isomorfismo de corpos e f(z) € Fi[z]. Dados
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E; um corpo de decomposicao de f(x) sobre F} e Fy um corpo de
decomposicao de 0(f(z)) € Fylz] sobre F», existe um isomorfismo
0:E, — Fs que estende 6.

Faremos a demonstracdo por indugéo sobre a dimensao n = [Ej : F].
Se [Fy : F1] = 1, entdao Ey = F} pelo que f(z) se decompoe em factores
lineares em F} e, portanto, o mesmo sucede a 0(f(x)) sobre Fy, donde
Ey = F,. Tomemos entdo 6 = 6.

Admitamos que o resultado é vélido para p tal que 1 < p < n e
demonstremo-lo para n. Suponhamos pois que [E; : F1] = n.

Atendendo a que Ej é corpo de decomposicido de f(x) sobre Fi,
f(x) se decompée num produto da factores irredutiveis em Fi[x] e
que Fy # F1, concluimos que um desses factores irredutiveis, digamos
g(x), tem grau maior do que 1 e tem uma raiz « em Fj\Fj. Entéo
o polinémio 0(g(z)) é irredutivel em Fy[z]. Ora 6(«) é uma raiz de
0(g(x)) pelo que #(«) € E5. Por outro lado, 0(a) ¢ Fy pois a ¢ Fi e
f é um isomorfismo. Observemos agora que Fj g Fi(a) C Ey donde,
pelo Teorema da Torre, [Ey : Fi(a)] < [Ey : Fi] = n.

Supondo g(x) = ap + a1z + ...+ a,a” € Fi[z], sabemos que
Fi(a) ={bg+bia+...+b._1a" ' € Ey:by,...,bo_1 € F1}
com g(a) = 0, e que analogamente
Fy(0(a)) ={co+c10(a)+---+c,_10(a)" L € FBy:cg,...,crq € Fo}
com 6(g(c)) = 0. Ora 6 é um isomorfismo entre F; e Iy, donde
Fy(0(c)) = {0(bo) + 0(b1)0() + ... +0(b_1)0(a)" " € Ey :
bo,...,br—1 € F1}
e, portanto, é facil verificar que

0:Fi(a) — Fyf(a))
b0+bla+...+br_1a’"_1 — 9(b0)+0(b1)9(0&)+...+9(br_1)9(04)r_1

é um isomorfismo que estende 6. (Recorde a demonstracdo do Teorema
3.a) e a descricdo do corpo quociente da Seccao 2.6.) Considerando
agora f(z) como polinémio sobre Fj(«)[z] o corpo E; é um seu corpo
de decomposigao sobre F(«) e Ea é corpo de decomposicao de 0(f(z))
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sobre F5(0(ar)). Como [E; : Fi(a)] < n, por hipdtese de indugao existe
um isomorfismo 9: E; — Fs que estende 6, e portanto estende 6.

O resultado fica demonstrado para qualquer n € N atendendo ao prin-
cipio da inducao.

b) Sejam F; e Es extensdes de K que sdo corpos de decomposigio
de f(z) € K|[z]. Na alinea a), tomemos F} = K = F» e 6 o isomorfismo
identidade de F} em F». Entdo existe 6 : E; — F5 um isomorfismo
que estende 6, isto é tal que A(a) = 0(a) = a, para qualquer a € K,
como pretendido. B

Definicdo. Dado um conjunto W de polinémios nao constantes
com coeficientes num corpo K, uma extensido F de K diz-se um corpo
de decomposi¢gao de W sobre K se qualquer f(x) € W, se decompoe
em FE[z] num produto de factores lineares e E é gerado por K e pelas
raizes de todos os polinémios de W.

Exemplo.

Consideremos fi(z) = 21—522+6 € Q[z] e fo(z) = 2?+1 € Q[z].
Entao Q(v/2,v/3,4) é corpo de decomposicao de {fi(x), fa(x)}
sobre Q.

3.4 Corpos algebricamente fechados

Nesta seccao, temos por objectivo demonstrar a existéncia do fecho
algébrico de um corpo.

Definicdo. Um corpo E tal que qualquer polinémio f(z) €
E[z]\E se decompoe em factores de grau 1 em E[x] diz-se algebri-
camente fechado.

E claro que um corpo E é algebricamente fechado se e s6 se todo
o polinémio nao constante de E[z] tiver uma raiz em E.

Exemplo.

Atendendo ao Teorema Fundamental de Algebra, C é um corpo
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algebricamente fechado. O corpo R ndo é algebricamente fe-
chado.

Em geral, um subcorpo de um corpo algebricamente fechado nao
é algebricamente fechado. Como exemplo, basta tomarmos o corpo C
e o seu subcorpo R.

Sejam K um corpo e E uma sua extensdo. Designamos por Kg o
conjunto dos elementos de F algébricos sobre K. Temos K C K C E.

Teorema 8. Sejam K e E corpos tais que E é extensao de K.
Entao K g é extensao algébrica de K. Além disso, se E for algebrica-
mente fechado, K g também é algebricamente fechado.

Demonstracao: Comecamos por provar que K g é um subcorpo
de E. Como 0,1 € K, entdo 0,1 € K. Sejam a,b € Kg. Pelos Teo-
remas 4 e 5, sabemos que K (a) é extensao algébrica de K e K(a,b) é
extensao algébrica de K (a). Entao, pelo Corolério 6.2, o corpo K (a, b)
é extensao algébrica de K, donde a —b € K e ab~! € Kg quando
b# 0. Logo K é subcorpo de E, pelo Critério 2 de subcorpo.

Por definicdo, ¢ claro que K g ¢ uma extensdo algébrica de K.

Suponhamos que E ¢ algebricamente fechado e f(z) € K g[z]\K g.
Consideremos f(x) como polinémio de coeficientes em E. Como E é
algebricamente fechado, existe o € E tal que f(a) = 0. Entao « é
algébrico sobre K g. Tomemos a sequéncia

K CKg C Kg(a)

Pelos Corolarios 5.1 e 6.2, o corpo K g(a) é extensio algébrica de K,
donde « é algébrico sobre K. Entdo a € K e, portanto, f(x) tem
uma raiz em K. Logo K é algebricamente fechado. m

Exemplo.

De Q C C, concluimos que Q¢ é algebricamente fechado.

Definicao. Dados um corpo K e uma sua extensdo F, o corpo



3.4 — CORPOS ALGEBRICAMENTE FECHADOS 127

K g diz-se o fecho algébrico de K em E.

O teorema seguinte completa o anterior, garantindo-nos a unici-
dade de uma extensao algébrica e algebricamente fechada de um corpo
K numa sua extensdo F algebricamente fechada.

Teorema 9. Sejam K e E corpos tais que E é extensao algebri-
camente fechada de K. Entao K g é o uinico subcorpo de E algebrica-
mente fechado que é extensao algébrica de K.

Demonstragdo: Seja £ um subcorpo de E algebricamente fe-
chado e extensdo algébrica de K. Entdo todo o elemento de L é
algébrico sobre K, donde £L C Kp. Tomemos o« € Kp. Existe
f(z) € K[2]\K tal que f(a) = 0, por definicio de K. Logo f(x) €
L[x]\L e, como L é algebricamente fechado, se grau f(x) = n, existem
a,Qq, ..., o, € L tais que

fx)=a(r—ai)---(x—an)

Entéo a raiz o € £ é um dos a;;, com ¢ = 1,...,n, e, portanto, a € L.
Logo L=Kpg.n

Dado um corpo K, se considerarmos extensoes algebricamente fe-
chadas de K distintas, obtemos fechos algébricos nao isomorfos? A
resposta a esta questdo é negativa. De facto, vamos provar que dado
um corpo K, por um lado, existe uma sua extensao algébrica {2 que
é corpo algebricamente fechado; por outro, se tivermos outro corpo F
algebricamente fechado que seja extensdo algébrica de K, entdo E é
isomorfo a ). Mais ainda, podemos construir um isomorfismo entre £
e () que fixa os elementos de K.

Definicao. Uma extensdo algébrica E de um corpo K que seja
algebricamente fechada diz-se um fecho algébrico de K.

Tenhamos também presente o seguinte resultado.

Lema 10. Sejam K e E corpos tais que E é extensao algébrica
de K. Entao #FE < max(Rg, #K).
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Demonstragido: Temos #K[z] = #K - X, (Exercicio 22 de Apén-
dice). Seja

MIrr(K|z]) = {f € K[z] : f é um polindmio ménico e irredutivel}.

Obviamente, temos #MIrr(K|[z]) < #K[z] = #K - Xg. Dado f(z) €
MIrr(K|[z]), consideremos o conjunto das suas raizes distintas em FE.
Ordenemos este conjunto, o qual é finito podendo ser vazio.

Dado a € FE, como FE é extensao algébrica de K, podemos consi-
derar f,(z) € K[z] o seu polinémio minimo sobre K, o qual estd em
MIrr(K[z]).

Tomemos entao
¢: E — MIrr(K([z]) x N
a > (falT),ia)

sendo i, a posigdo de o no conjunto das raizes distintas de f,(z) em
E. E claro que 9 é uma aplicagdo injectiva, donde

#E < (F#K - Ng) - Ro = #K - (o - Ro) = #K - Ny = max(#£K,Np).

Teorema 11. Todo o corpo admite um fecho algébrico, que é
tnico a menos de isomorfismo.

Demonstragao: Existéncia.

Seja K um corpo. Fixemos um conjunto A com cardinal infinito
nao numerdvel tal que K C A e #K < #A (ver Exercicio 28 de
Apéndice).

Seja F = {E : F é extensao algébrica de K, E C A e #FE < #A}.
Temos F # (), visto que K € F.

Em F definimos uma relagao de ordem parcial < do seguinte modo:
dados FE1, Ey € F,

E; < E5 se e s6 se By é extensdo de Ey.

Comecemos por mostrar que existe um elemento maximal 2 em

(F,<).
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Seja C = {F;}ier uma cadeia arbitraria nao vazia de elementos
de (F,<). Vejamos que UjerE; € F. Pelo Exercicio 4, sabemos que
User B; € um corpo, que estd contido em A e que é claramente uma
extensao algébrica de K. Pelo lema anterior e pela construcao de A,
obtemos # U;er E; < max(#K,Rg) < #A. Logo UjcrE; estd em F.
Além disso, U;er E; é um majorante de C. Atendendo ao Lema de Zorn,
existe um elemento maximal © em (F, <).

Vamos provar que € é algebricamente fechado. Como, por definicao,
) é uma extensao algébrica de K, concluiremos entao que €2 é um fecho
algébrico de K.

Suponhamos que {2 nao é algebricamente fechado. Entao existe um
polinémio f(z) € Q[z] de grau maior do que 1 que ndo se decompoe
em Q[z] em factores de grau 1. Como todo o polinémio de grau maior
do que 1 se decompde num produto de factores irredutiveis em Q[z]
pelo Teorema I1.13 , podemos assumir que f(x) é irredutivel em Q[x].
Atendendo & demonstragao do Teorema I1.15 e ao Teorema 3.a), existe
um corpo de ruptura Q* de f(x) cuja forma é Q* = Q(«), em que «
é uma raiz de f(x) que nao estd em Q. Pelo Corolario 5.1, o corpo
Q" é extensdo algébrica de () e, sendo ) extensdo algébrica de K,
concluimos pelo Corolario 6.2 que Q* = Q(«) é extensao algébrica de
K. Atendendo de novo ao Lema 10, obtemos #Q* < #A.

Temos A = (A\Q)UQ e #Q < #A, donde #A = #(A\Q). Assim,
#(QUa)\Q) < #Q(a) < #A = #(A\Q), pelo que existe uma aplica-
¢do injectiva & : Q(a)\Q — A\Q. Esta estende-se, por unido com a
aplicacao identidade em €2, a uma aplicagdo injectiva

Y :Qa) — A
a€ Qa)\Q— &(a)
acl—a

Em A :=Im1, definimos operacoes de adigdo @ e multiplicagdo ®
de modo natural: dados ui,us € Q(a),
Y(ur) ®Y(u2) = Y(w +ug)
Y(ur) ©P(ug) = Purug)

E uma questao de rotina provar que (A, SR @) é um corpo que, por
defini¢ao, contém K e estd contido em A. Além disso #A = #Q(«) <
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#A. Mais ainda, ¥ : Q(a) = A,u — t(u), é um isomorfismo de
corpos que deixa fixos os elementos de K, isto é tal que (k) = k para
qualquer k € K.

Como () é extensao algébrica de K, entdo A é extensao algébrica
de K (ver Exercicio 13). Logo A € F e Q G A o que é absurdo pois
Q é maximal em F. Portanto, () é algebricamente fechado, como se
queria provar.

Unicidade

Pretendemos demonstrar agora que dados F; e F5 fechos algébricos
de K existe o : F; — F5 um isomorfismo que fixa os elementos de K.

a) Comecamos por provar um resultado mais geral. Sejam Fj
e Iy corpos arbitrarios e W um conjunto de polinémios em Fi[z].
Seja 0 : F1 — F5 um isomorfismo de corpos e denotemos também por
0 a sua extensdo natural de Fi[z] em Fylz]. Sejam E; um corpo de
decomposigao de W sobre Fj e F5 um corpo de decomposicao de ()
sobre Fy. Vamos provar que existe um isomorfismo 6 : E; — FE que
estende . Estende o provado na a) do Teorema 7 mas usa esse tal a).
Consideremos os ternos (My, My, 7) em que M; e My sdo corpos tais
que F} C My C By, F5 C My C Ey e T : My — Ms é um isomor-
fismo que estende 6. Observemos que (Fy, Fz,6) é um destes ternos.
No conjunto A de todos estes ternos, definimos uma ordem partial do
seguinte modo: dados (My, Ma, 71), (N1, N2, 72) € A,

(M, M3, 71) < (N1, N2, 72) se e s6se My C Ny My C No, |y, =71

temos

a3} M, N B

o |n |» s

KR C My C N, C E

N
N
N

Dada uma cadeia nao vazia {(Mi;, Ma;, 7;)}icr de elementos de
(A, <), provamos que (UMy;,UMs;,Ur;) é um elemento de A (ver Exer-
cicio 4) que é, obviamente, um majorante da cadeia. Pelo Lema de
Zorn, concluimos que A tem um elemento maximal (U, V, 7). Vamos
mostrar que U = E; e V = FE5, o que nos permitird tomar § = 7 nas
condig¢bes pretendidas.

Admitamos que U & Ej. Neste caso, existe um polinémio f(x) € Ulx]
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com todas as raizes aq,...,a, em E; que ndo se decompde em facto-
res lineares em Ulz], o que equivale a dizer que uma sua raiz nao se
encontra em U, donde U(ay,...,an) # U.

Temos 7 : U — V um isomorfismo, Uy = U(ay,...,a;) corpo de
decomposigao de f(z) sobre U e Vy = V(7w (ay),...,m(am)) corpo de
decomposigdao de 7(f(x)) sobre V. Entédo, pela alinea a) da demons-
tragdo do Teorema 7, sabemos que existe um isomorfismo 7 : Uy — V)
que estende 7, logo que estende 6. Portanto, (Uy, Vo, 7) € A. Como
(U,V,m) < (Uo, Vo, ) chegamos a um absurdo. Logo E; = U.
Analogamente, tomando 7!, provamos que Ey = V.

b) Sejam K um corpo e K um seu fecho algébrico, isto é uma sua
extensdo algébrica e algebricamente fechada. Entdo K é um corpo de
decomposigao do conjunto K[z] de todos os polinémios de coeficien-
tes em K. De facto, se f(x) € K[z] entdo f(z) € K|x] e portanto
decompoe-se em factores lineares em K|x], donde f(z) tem todas as
suas rafzes em K. Por outro lado, se u € K, sendo K extensdo al-
gébrica de K existe f(z) € K[z] tal que u é raiz de f(z). Logo K
é trivialmente gerado por K e pelo conjunto dos elementos de K que
sdo raizes de algum polinémio de K|z].

¢) Terminemos a demonstracdo da unicidade do fecho algébrico.
Seja i : K — K o isomorfismo identidade. Dados K; e K fechos
algébricos de K, atendendo & alfnea b), podemos encarar K; como
um corpo de decomposigio de K|[z] sobre K e K3 como corpo de de-
composigao da imagem de K|z|, que também é K [x], sobre K. Entao,
pela alinea a), existe 0 : K1 — Ko um isomorfismo que estende i, ou
seja, que deixa os elementos de K fixos.

Em face do demonstrado na alinea b), podemos dizer que, a menos
de isomorfismo, o fecho algébrico de um corpo K é "o conjunto das rai-
zes de todos os polinémios de K[x]", o qual designamos por K. Além
disso, se soubermos calcular o fecho K i de K sobre um corpo E alge-
bricamente fechado, entdo podemos afirmar que K = K g, atendendo
aos Teoremas 9 e 11. Vejamos, agora, alguns exemplos.

Exemplos.

1) Temos R C C=R(7) e C algebricamente fechado. Como C é ex-
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tensao finita de R, entdo C é extensao algébrica de R. Portanto,
C ¢ o fecho algébrico de R em C e é, a menos de isomorfismo,
a Unica extensao algébrica e algebricamente fechada de R, isto

éC=R.
Temos Q C C. O fecho algébrico de Q em C é pois Q e
Q% Q%C, uma vez que V2 € Q\Q e m € C\Q, visto 7 nao

ser algébrico sobre Q. Temos
0={acC: 3/(x) € QN\Q, f(o) =0}

e podemos provar que QQ é um conjunto numeravel, pelo que

Q#R.

Notemos que Q é extensdo algébrica infinita de Q (ver Exercicio
12).

O exemplo seguinte mostra que, dados um corpo K e uma sua
extensdao E, o corpo K pode nao ser K.

Consideremos Q S Q(v/2). Como Q(v'2) é extensdo algébrica
de Q, entdo QQ(\@) = Q(v/2) mas Q(+/2) S Q pois, por exem-
plo, V3 € Q\Q(v/2). O corpo Q(v/2) ndo é algebricamente
fechado, por exemplo 22 + 1 € Q(v/2)[z] mas ndo tem raizes

em Q(v2).
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Exercicios

1. Em S = R x R, defina uma operacdo binaria & por
(a,b) ® (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), para quaisquer (a,b), (¢,d) € S.

a) Definindo outra operagao bindria @ por (a,b) ® (¢,d) =
(ac, bd), serd que (S, ®,®) é corpo?

b) E se definirmos ® por (a,b) ® (¢,d) = (ac + bd, bc — ad),
serd que (S, ®,®) é corpo?

2. Seja K um dominio de integridade. Mostre que a caracteristica
de K é zero ou p, sendo p um primo.

3. Sejam K um corpo e A um subconjunto de K. Mostre que

a) A é subcorpo de K se e s6 se satisfaz as condigdes seguin-
tes:
(i) 0,1 € A4;
(ii) Yz € A, —z € A4;
(iii) Voz,y € A, z +y € A;
(iv) Vo € A\ {0}, =71 € A;
(v) Ve,y € A, zy € A.
b) A é subcorpo de K se e s6 se satisfaz as condigdes seguin-
tes:
(i) 0,1 € A4;
(ii) Ve,y € A, z—y € A;
(iii) Vo € A, vy € A\ {0}, a2y~ ! € A

4. a) Seja E um corpo. Mostre que dada uma cadeia nao vazia
{M;};cr de subcorpos de E (em relagdo a inclusao), a sua
unido é um subcorpo de F.

b) Sejam Ej e E corpos, {M}};c; uma cadeia de subcorpos
de Ey e {M?};c; uma cadeia de subcorpos de E» tais que
existem isomorfismos 7; : M}! — M2, com i € I com 7; =
;| quarido M,; C ]\gj. Prove que existe um isomorfismo
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5. Descreva os corpos R(e); R(2i); Q(3v/3); Q(°v/2).

6. Sejam F', K, E corpos tais que K é extensao de F' e E é extensao
de K. Mostre que

)

a) Se F] =1, entdao K = F}
b) Se

»n U

K :
[E : F| = p, com p natural primo, entdo K = F ou
=F.

=

7. Determine

a) [Q(V3): Ql;

b) [Q(c) : Q], onde a € R é raiz do polinémio x® — x — 1;

c) [Q(v2,9) : QJ;

d) [Q(v/5,v/11) : Q], indicando bases de Q(v/5) sobre Q, de

Q(v/5,V11) s.obre Q(V5) e de Q(+/5,v/11) sobre Q.

8. a) Mostre que Q(v2 + v/3) = Q(v/2,V/3).
b) Determine [Q(v/2 + v/3) : Q.

9. Determine o corpo de decomposicio de f(z) = 2* — 522 4+ 4 €

Q[z] sobre Q.
10. Mostre que

a) se K1, Ko e E sdo corpos tais que K1 C Ko C Ee F é
algebricamente fechado, entao



EXERCICIOS 135

11.  a) Sejam € N, com m > 2.

(i) Determine [Q( ¥/2) : Q].
ii) Justifique que Q( ¥/2) C Q.

b) Use a alinea anterior para concluir que Q nao é extensio
finita de Q, embora seja algébrica.

12. Sejam K um corpo, F' uma sua extensio e o um automorfismo
de F' que deixa os elementos de K fixos. Dados f(z) € Klz] e
u € F uma sua raiz, mostre que o(u) é raiz de f(z).

13. Sejam K um corpo e E; e Fy extensoes de K. Mostre que se F
¢é extensao algébrica de K e existe um isomorfismo 0 : F1 — Fo
que deixa os elementos de K fixos entdo Fs também é extensao
algébrica de K.

14. a) Sejam K um corpo algebricamente fechado e F' um sub-
corpo de K. Mostre que o corpo F' é algebricamente fe-
chado se e s6 se todo o elemento de K que é algébrico
sobre F' pertence a F.

b) Sejam K um corpo e E uma sua extensdo algébrica. Mos-
tre que E é fecho algébrico de K se e s6 se para toda a
extensao algébrica A de K existe um morfismo injectivo
0 : A — FE que fixa os elementos de K.

15. Sejam K um corpo e F' uma sua extensdo. Mostre que o con-
junto Aut g F' dos automorfismos de F' que deixam os elementos
de K fixos, ditos K-automorfismos constitui um grupo, que se
chama o grupo de Galois de F sobre K.

16. a) Prove que ndo existe um ntimero racional b tal que 2b? = 3.
b) Mostre que [Q(i, v5) : Q] = [Q(V3, v2) : Q).

c¢) Determine uma base de Q(v/3,1/2) sobre Q e as coorde-
nadas de (v/2 + v/6)7! nessa base.
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17. Sejam Fy, F5 e F corpos taisque Q C F1 C EFeQC F, C FE.
Suponha que F; = Q[z]/(z® + 22% + 1) e F» = Q(a), com
a € C\R raiz do polinémio 22 + 22 + 92+ 9, e ainda que F é
extensao finita de Q. Determine o valor minimo de [E : Q).

18. Considere um corpo K e uma sua extensao ) de grau 7. Mostre
que K(a) = K(a?), para qualquer a € €.

19. Seja K um corpo e «, 3 € K com a # 3. Seja A o subconjunto
de K [x] formado pelos polinémios f(x) tais que f(«a)=f(8)=0.
Mostre que

a) (i) A éideal de K|[z];
(ii) Se a,, 8 € K, entdo A ¢é o ideal de K[x] gerado por
h(z) = (z —a)(z - ).
b) A é ideal primo se e s6 se a e [ tém o mesmo polinémio
minimo sobre K.

20. Corpos Finitos. Na parte A) deste exercicio provamos que
existem corpos de cardinalidade p™, para quaisquer p primo e
n € N. Na parte B), mostramos que todo o corpo finito tem
cardinal da forma p".

A) Seja f(z) = 2" —x € Zy[x], com p primo e n € N. Mostre
que

a) Existe uma extensao E de Z, em que

fl@)=x(x—t1) - (x —tpn_1)

para certos t1,...,t,n_1 €

b) ¢(E) =pequesei#j, comi,je{l,....p"—1},
entao t; # t;; mais ainda, t; # 0, qualquer que seja
ie{l,....p" -1}
Sugestao. Considere o polinémio f'(z) € E[x].

c) T'={0,t1,...,tpn—1} é um subcorpo de E;

d) Conclua que, dados um primo p e n € N, existe um
corpo finito de cardinal p™.
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B) Seja E' um corpo finito.
a) Mostre que existe p primo tal que Z, é subcorpo de
E, a menos de isomorfismo.

b) Considere E como espago vectorial sobre Z,. Prove
que E admite uma base finita (a1, ..., ay) sobre Z,.

c¢) Conclua que {F£ = p".
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Capitulo 4

Construcoes com régua e
compasso

Neste capitulo, mostraremos como alguns dos resultados algébricos so-
bre extensbes de corpos, que acabdmos de estudar, permitem
responder a certas questdes de natureza puramente geométrica.

Por exemplo, todos sabemos como bissectar um dngulo usando uma
régua e um compasso. Poderemos, usando os mesmo instrumentos,
trissectar um angulo qualquer? Esta foi uma das muitas questoes
discutidas pelos gedmetras gregos (Séc.Va.c.) e a que vamos res-
ponder pela negativa, provando que tal é, em geral, impossivel; por
exemplo, mostraremos que ¢ impossivel trissectar o angulo 3.

Com uma régua sem escala e um compasso, dado um conjunto de
pontos Py no plano euclidiano R?, podemos determinar novos pontos
aplicando as seguintes operagoes:

1) Usando a régua, tragar a recta que une dois pontos P e @ de

Po;

2) Usando o compasso, tragar a circunferéncia de centro num
ponto O de Py e que passa por outro ponto P de Py.

Neste contexto, dizemos que um ponto de R? é construtivel num
passo a partir de Py se pode ser obtido por um dos seguintes processos:

139
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a) Como interseccao de duas rectas distintas,

>

b) Como interseccao de uma recta com uma circunferéncia,

&0

c) Como intersec¢do de duas circunferéncias distintas,
P,
sendo as rectas e as circunferéncias em causa construidas a
partir de Py, usando as operagoes 1) ou 2).

Um ponto P de R? diz-se construtivel a partir de Py se pertence
a Py ou se existem pontos Ry, ..., R, em R?, para algum n € N, tais
que

— Ry é construtivel num passo a partir de Py;

— o ponto R;41, com i =1,...,n—1 é construtivel num passo a
partir de Py U {R1,...,R;i};
- R, =P.

Uma recta r diz-se construtivel a partir de Py se contiver dois
pontos distintos P; e P, construtiveis a partir de Py, o que equivale
a afirmar que r pode ser obtida aplicando a operagdo 1) a pontos Pj
e P, construtiveis a partir de Py. Analogamente, uma circunferéncia
C de centro O diz-se construtivel a partir de Py se O é construtivel a
partir de Py e se C contém um ponto construtivel a partir de Py.
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4.1 Algumas construcoes geométricas

Recordemos algumas construgées com régua e compasso.
1. Vamos construir a recta perpendicular ao meio do segmento
[AB], sendo A e B pontos distintos:

. 1) Tragamos C(A; B), circunferéncia de
W .

| A centro A que passa por B;

|

|

|

|

|

2) Tragamos C(B; A);

e 3) Achamos Aj, As € C(4; B)NC(B; A);
A M B
: 4) A;A, é a recta perpendicular ao seg-
: mento [AB] que passa pelo seu ponto
! médio M.
0

2. Dados dois pontos A e B distintos e um ponto C, construimos
arecta s perpendicular & recta AB que passa pelo ponto C' do seguinte
modo:

| a) SeC# A,

1) Tragamos C(C; A);

A B
:8 2) Se C(C;A)NAB = {A}, entdo
' s = CA;
0 3) SeC(C; A)NAB = {A, D}, com
}:C D # A, entdo tracamos a recta
N / perpendicular ao segmento [AD]
A>TD B que passa pelo seu ponto mé-

I dio, esta ¢é a recta s;



142 CONSTRUCOES COM REGUA E COMPASSO

b) Se C = A, tracamos C(C; B) e ob-

temos C(C; B)YNAB = {B, D} com
D # B; em seguida tracamos a
recta perpendicular ao segmento
[DB] que passa pelo seu ponto mé-
dio, esta é a recta s.

3. Dados A, B e C distintos e nao colineares, a bissectriz do
angulo ABC constréi-se do seguinte modo:

1)

Tragamos C(B; A);

Temos C(B; A) N BC'= {A;}, com
BC(C'a semi-recta que passa por Be
Ce tem origem em B;

Construimos o ponto médio M do
segmento [AA;];

BM ¢ a bissectriz do angulo.

4. Dados A, B e C distintos e nao colineares, vamos construir a
recta paralela a AB que passa por C:

T aC 1)

2)

Tracamos s | AB tal que C € s;

Tragamos r L s tal que C € r.
Esta recta r é a recta pretendida.

5. Dados A, B e C distintos, vamos construir uma circunferéncia
C(A;|BCY) de centro A e raio igual ao comprimento |BC| do segmento

[BC.
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a) Suponhamos que A, B e C nao sao colineares:

\ B |* 1) Tragamos AB e BC;
\ 9 2) Tragamos a rectar || BC'talque A € 7
//— ‘\\\ 7
K 3) Tragamos a rectas || ABtalque C € s
| \
\\ N’\ 4) Seja P o ponto de interseccao de r
So NP com s, temos |AP| = |BC|;

5) C(A;P) é a circunferéncia pretendida.

b) Se A, B e C sao colineares:

Tragamos C(B; C); seja D € C(B; C)\BC; aplicando a), tragamos
C(45|BD)).

6. Vejamos que, dados dois pontos distintos O e P, podemos
construir um referencial (ortonormado) de R? com origem O e em
que a unidade de medida é o comprimento do segmento [OP]:

1) Tragamos OP que serd o eixo X X

A
das abcissas;
(0?1) 2) Tragamos r L. OP com O € r;
R r serd o eixo Y'Y das ordenadas;

0 P -

(0,0) (1,0) 3) Tracamos C(O; P);

R
ol 4) rNC(O;P) = {Q. R):

— —
5) (0,0P,0Q) é o referencial procu-
rado.

Um ponto arbitrario P do plano R? representa-se pelas suas coor-
denadas (a, b) num referencial ortonormado, em que a,b € R, e escre-
vemos P__(a,b). Dados (a,b), (c,d) € R?, recordemos que a distancia
entre (a,b) e (c,d) ¢ dada por d((a,b), (¢,d)) = \/(a—c)? + (b—d)?.
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Naturalmente, podemos perguntarmo-nos se todos os pontos de
R? sdo construtiveis a partir de dois pontos fixos O e P? Responde-
remos a frente a esta questio.

Definicdo. Fixados pontos O e P no plano R?, um niimero real
« diz-se construtivel se |« é igual a distancia entre dois pontos P; e
P, construtiveis a partir de O e P.

E claro que, se a € R é construtivel, entdo —a também o é.

No que se segue, estaremos sempre a supor que partimos de dois
pontos O e P sobre os quais construimos um referencial ortonormado
de R?. Falar em construtivel significara construtivel a partir destes
pontos.

Observemos que se existem pontos P; e P, construtiveis tais que
la| = d(P1, P), entdo, usando a construgdo 5, podemos construir
C(O,|a|), pelo que existem pontos R e S construtiveis tais que |a| =
d(O,R) =d(0,95), R € d, onde d designa a bissectriz do 12 quadrante,
eSeXX,comS_(a0).

Exemplos.

1) O real v/2 é construtivel, pois v2 = d(P, Q) no referencial
ortonormado

A
o
0 >
(0,0) (11,3)
R
0-1)|r

2) Se m € Z, entdao m ¢é construtivel.

Demonstragdo: Se m = 0, temos m = d(0,0) e se m = 1,
entdo m = d(O, P). Tomemos m = 2. Com a construcdo seguinte
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provamos que 2 é construtivel:

A 1) Tracamos C(P;O);
//"\\\ 2) Tomamos Ay € XX NC(P,0) e
’ A Az # O;
Of P A
\\9_’?)///(2’0) 3) Temos Ay (2,0)ed(O, A2) = 2,

donde 2 é construtivel.

Por indugado, provamos que, para qualquer m € N, existe um
ponto A, construtivel com coordenadas (m, 0) tal que d(O, A,,) = m.
Portanto, m é construtivel.

Se m < 0, entdo —m > 0. Ora —m é construtivel e, portanto, m
também o é. n

Denotamos por Ky o conjunto de todos os reais construtiveis. O
Exemplo 2) mostra que Z C K.

Teorema 1. O conjunto Ky constitui um subcorpo de R.

Demonstragao: J4a sabemos que 0,1 € K. Por definicdo de
real construtivel, temos que, se a € Ky entdo —a € Ky. Sejam
a, 8 € Kg. Provemos que a + 8 € K.

Suponhamos que «, > 0. Consideremos A __(«,0) e B___(f3,0).

Tracemos C(A;d(O, B)) e tome-
mos B’ como sendo o ponto re-
sultante da interseccao de C com
| . . -
[9) A B B > o semieixo positivo dos X X.
(,0) (8,0) Entao d(O,B’) = a + . Logo
' a+ 8 € K.

(Neste esquema estamos a admitir, sem perda de generalidade, que o < .)

Se a, 5 < 0, entdo —a, —f3 > 0, donde (—a) + (=) € Kj, pelo
que a + € Kp.
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Sea<0ef>0,coma+ >0, temos —a < .

Tracemos C(O;d(A, B)) e
tomemos B’ como atras.
\ o Entdo B’ __(a+ f,0).
- Logo a + g € K.

0 A B B
(~,0) (8,0)

Os outros casos possiveis reduzem-se a um estudo semelhante aos
anteriores. Portanto, a + § € K. Provemos agora que a8 € Kj.

Sea=0o0upf=0,entdo a B =0, donde a g € K.

Suponhamos «, 5 > 0.

Consideremos:
1) Ponto @ __(0,1);
A r/d 2) Bissectriz d do 12 quadrante;
Z
3) C=C(0;P8);
Q 4 4) W € d N C no 12 quadrante;
1) 8
S 5) WP;
o) [P [A i
(1,0) /(0) 6) r|| WP tal que A € r;
7 {Z}=dnr
Temos, pelo Teorema de Thales, %‘g“ = %. Logo % = |OQ—Z|,

donde |OZ| = B« e, portanto, a S € Kj.

Se a < 0ou f <0, entdo |a|,|5] > 0 e |a|,|5| estdo em Ky. Pelo
caso anterior, |a||8| € Ko, donde |a 3| € K e, portanto, a3 € K.
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Se o € Ko\{0}, vamos mostrar que 1 € K.
Suponhamos « > 0.

Consideremos:
A 1) A bissectriz d do 1° quadrante;
y=2e 2) C(0,1);

3) @ € C(O,1)Nd, com @ no

12 quadrante;

/

\ 4

4) AQ;

(]

P~ 4
(1,0) (0) _
5) r || AQ e tal que P € r;

6) Q €rnd.

Temos |OQ—Q| = |OQ/‘, logo |0Q'| = L, pelo que é € Kp.

1 «@

Se o < 0, entdo —a > 0, donde }a € Kj e, portanto, i € Kp.

Concluimos, pois, que Ky é um subcorpo de R. n

Nota. Sendo K subcorpo de R e Q o subcorpo primo de R,
temos Q C Ko, mas Ko # Q, pois v2 € Ko\Q.

Exemplo.

Seja ¢ € Kp e ¢ > 0. Entdo /¢ € K.

Demonstragao: Se ¢ =0, entdao \/c =0 € K. Se ¢ = 1, entdo
\/T =1 € Kjy.

Admitamos ¢ > 0, ¢ # 1 e ¢ € Ky. Entao % > % e temos
c+1, % € K.
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N Consideremos:
s 1) (c+1,0) e (<52,0);
B
2) C=C((F0);(c+1,0));
3) s 1 XX tal que P € s;
0 9 6,0) (c+1,0) 4) Besnc.

(Neste esquema admitimos ‘;rl < 1, mas a resolucdo é valida para Cgl >1)

Temos C com raio %, donde

d(P,B):\l<C;1)2_’1_C;1

?+2c+1—-(1-c)?
4

2

Il
&&

2+2c+1—-14+2c—c2
1 Ve

Logo /c € Ky. 1

Observagao. Seja F' um subcorpo de R que contém x1,y1, T2
e y2 sendo (x1,y1) e (r2,y2) distintos. Num referencial ortonormado
de R?, consideremos os pontos Py (z1,51) e P2 (x2,92). A recta
que passa por P; e Py é definida pela equacio

(y2 —y1)x + (21 — x2) Yy + ((y1 —yz):c1+(a:2—:c1)y1) =0
Tomando
a=y2—y1, b=x1—-m2, c=Hy—y)r1+(r2—71)N

temos a,b,c € F e a recta admite a equacao ax + by + ¢ = 0.
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A circunferéncia de centro P; que passa por P fica definida pela
equacao

P4y + (<221) 2+ (~290) y+ (21 + 9t — (21— 22)2 — (11— 92)?) =0

Considerando
d=—2x1, e=-2y, f=at4+y}—(x1—22)%— (11 —1y2)

temos d, e, f € F e a circunferéncia admite a equacio z2 4+ y% + dx +
ey+ f=0.

Notemos que as equagdes, acima mencionadas, deduzem-se, res-
pectivamente, das equactes da recta

(@2 — 1) (y — 1) = (Y2 — y1) (& — 1)
e da circunferéncia
(z—21)*+ (y—y1)>=r>, emque r=d(P,P)
Lema 2. Seja P __ (u,v) um ponto de R? construtivel num
passo, a partir de um subconjunto Py de pontos construtiveis. Seja

Q o subcorpo de R gerado pelas coordenadas dos pontos de Py. Entao,
se B € {u,v}, temos

Q(B) = Q(Ve), paraalgum ceQ e ¢>0.

Demonstragao: Temos trés casos a considerar:

a) Obtivemos P como ponto de intersecgdo de duas rectas cons-
truidas sobre pontos de Py.

Entao (u,v) é a dnica solugdo de um sistema de equagoes

ar+by+c=0
dr+by+cd =0
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em que a,b,c,d’, V', € Q pela observagao anterior.

Portanto, u e v escrevem-se & custa de a,b,c,a’,b’,c € Q através
das operagdes + e -, logo u,v € Q. Neste caso, Q(B) = Q = Q(/1).

b) Sem perda de generalidade, tomemos = u. Obtivemos P
como ponto de intersecgdo de uma recta com uma circunferéncia cons-
truidas sobre pontos de Py.

& O

Entao as coordenadas de P sao solugao de um sistema

ar+by+c=0 (1)
4y +drtey+f=0 (2)

com a,b,c,d,e, f € €, de novo pela observacdo anterior.

Se b =0, entdo a # 0 e temos u = —¢, logo u € Q. Neste caso,
Q(B) =0 =Q(V/1).

Se b # 0, tirando o valor de y de (1) e substituindo em (2),
concluimos que B = u é solucdo de uma equacio a; > +as x+a3 = 0,
com a1 # 0 e a1, a2,as € Q2. Entdo temos a% —4ajaz > 0.

Se a3 —4ajaz = 0, tem-se B = —2 € €. Neste caso, obtemos

2a1
Q(8) = 92 = O(VT).
—eFVas —daie donde

2a1 ?

Be Q(y/a3 —4ayaz). Logo Q(B) C Q(\/c), com ¢ = a3 —4ay az € Q.
Como /¢ = F(2a1 8 + a2), temos /c € Q(B) e, portanto, Q(F) =
0(,/0).

Se a3 — 4ajaz > 0, entio S
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c) Obtivemos P como um ponto de intersec¢ao de duas circun-
feréncias distintas, construidas sobre pontos de Pg.

Neste caso, (u,v) é solu¢do de um sistema

2+ +ar+by+ce=0
4y +dr+ey+f=0

com a,b,c,d,e, f € Q, em que d # a ou e # b (por serem circunferén-
cias distintas que se intersectam). Logo (u,v) é solugdo do sistema

4+’ +ar+by+c=0
(d—a)z+ (e=b)y+ (f—c)=0

com a,b,c,d—a,e—b, f—c € Q. Estamos, entdo, no caso da alinea b)
e, portanto, Q(8) = Q(y/c), para algum c€ Q e ¢> 0.1

Observacgao. Analisando a demonstracido do lema anterior, con-
cluimos que, de um modo geral, se {2 é um subcorpode Re P__(u,v)
é um ponto de R? construido num passo a partir de rectas e circun-
feréncias que admitem equacdes cartesianas de coeficientes em €,
entdo, dado § € {u,v}, temos Q(f) = Q(y/c), para algum ¢ € Q tal
que ¢ > 0.

Notemos também que, nas condigoes do lema anterior, se
Qu) = Q(\/c1), comc; € Qecy >0, e Qv) =Q(/c2), com ¢z € €2

e cg > 0, entao

Q(u,v) = Qu)(v) = Ay/er)(v) = Q/er, v)
= Qv)(vVer) = AVe2)(Ver) = QVer, Ver)

Teorema 3. Um numero real o é construtivel se e s6 se existir
uma cadeia de subcorpos Q = Qg C Q1 C Q9 C --- C Q,, de R tais
que
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1) aeQy;
2) Qi1 =Qi(y/G), onde ¢; >0, ¢; € Qy, com i € {0,...,n—1}.

Demonstragao: Suponhamos que « é construtivel e a > 0.
Entédo existem pontos construtiveis Py = O___(0,0), P, = P__(1,0),
Py (z2,92), -y Ps—1 = (2s-1,¥s-1), Ps = (a,0) tais que P11 é
construtivel por um passo a partir de { Py, ..., P}, com 1 <i<s—1,
sendo a = d(Py, Ps).

Consideremos a seguinte cadeia de subcorpos de R:

Q C Q(z2) C Q(z2,12) C Q(x2,y2,x3) Q(z2,y2,23,y3) C

c
g . g Q($27y27"'7xs—1vys—l) g Q($2,y2,...7$5_1,y5_1,a)

Atendendo ao Lema 2 e a ultima observacido, cada um destes sub-
corpos, que designamos por €41, é da forma Q;(,/¢;), para algum
c; € Q; e c; >0, sendo a elemento do ultimo subcorpo desta cadeia.
Se a < 0, entdo —a > 0. Estamos assim nas condig¢bes anteriores.
Obtemos 2, tal que —a € Q,,, pelo que o € §2,,.

Reciprocamente, admitamos que existe uma cadeia de subcorpos
nas condigoes 1) e 2) do enunciado. Pretendemos provar que o € K.

Notemos que, de um modo geral, se F' é um subcorpo de Kj,
c€ Fec>0,entao F(y/c) C Ky, visto que /c € Kj.

Assim, Q1 = Qo(y/@) = Q(/) € Ko, donde Q5 = Q1(y/ar) <
K. Sucessivamente, obtemos €2, C Ky. Como a € §2,, concluimos
que a € Kj. 1t

Corolario 3.1. Se a € R é construtivel, entdo « é algébrico
sobre Q e existe ¢ € Ny tal que [Q(a): Q] = 2°.

Demonstragao: Suponhamos que o € R é construtivel. Consi-
deremos uma cadeia do tipo da garantida pelo teorema anterior

Q= C---CQ,

com Qi1 = Qi(\/c), ¢ €8, ¢ >0, ac,. Como 22 —c; € O[]
e o polinémio z% — ¢; é anulador de V/Ci, temos [Q41:8] = 2k em
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que k; € {0,1}. Portanto,
[Qn(@] = [Qn:anl] ce [Ql :QO] = 2t
para algum ¢t < n. Logo [,:Q] é finita. Como

Q C Qo) € Q4

concluimos que [Q(«): Q] ¢ finita e, além disso, [Q(«): Q] divide 2.
Logo [Q(a): Q] = 2¢, para algum £ tal que 0 < £ < t. Sendo Q(«)
extensao finita de Q, entdo « é algébrico sobre Q. =

4.2 Problemas

1. Duplicagao do cubo

Dado um cubo, podemos construir, usando apenas régua e com-
passo, a aresta de um outro cubo cujo volume é o dobro do volume
do primeiro?

Este problema reduz-se ao seguinte: dado um segmento de com-
primento 1, podemos construir um segmento de comprimento a tal
que a® = 2?7 De outro modo, existe algum niimero real a construtivel
tal que a3 = 27

Corolario 4. O problema da duplicacao do cubo nao é resoltivel,
usando apenas régua e compasso.

Demonstragdo: Suponhamos que existe a € R tal que a® = 2
e a é construtivel. Entdo, pelo Corolario 3.1, temos [Q(a): Q] = 2¢,
para algum £ € Ny. Ora a é raiz do polinémio z3 — 2 € Q[z], o qual
é irredutivel em Q[z], donde [Q(a): Q] = 3. Assim, obtemos 3 = 2°
para algum ¢ > 0, o que é absurdo. Logo o problema néo é resolivel. 1

2. Quadratura do circulo

E possivel construir, com régua e compasso, o lado de um qua-
drado com &area igual a drea de um circulo dado?
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Este problema reduz-se ao seguinte: dado um segmento de com-
primento 1, podemos construir um segmento de comprimento a tal

que a®> = w? Ou seja, existe um nimero real a construtivel tal que

a? =77

Corolario 5. O problema da quadratura do circulo nao é reso-
Iivel, usando apenas régua e compasso.

Demonstragao: Suponhamos que existe a € R construtivel
tal que a®> = 7m. Entdao a? é construtivel, donde 7 é construtivel.
Entao, pelo Corolario 3.1, o real 7 é algébrico sobre QQ, o que, como
ja sabemos, é falso. Logo o problema nao é resoluvel. n

3. Trissec¢ao de um angulo

E possivel dividir um angulo em trés partes iguais, usando apenas
régua e compasso?

Corolério 6. O angulo § nao pode ser trissectado usando apenas
régua e compasso.

Demonstracao: Esta questdao equivale a provar que o ponto
T ™ S A S g ~ ~ S
A\J(cos 5,sen §) ndo é construtivel. Observemos que se tal ponto
fosse construtivel, entdo (cos §,0) também o seria e, portanto, cos g
seria um real construtivel. Mostremos que cos g nao é construtivel.

Comecemos por recordar que cos(3z) = 4cos®z — 3cos z, para
qualquer z € R. Em particular, tomando z = § obtemos

T 3 T T
L —4cosd S — 3cos —
cos o cos” g cos o

e, como cos § = %, obtemos 1 = 8 cos® g —6cos g, donde 2cos 5 é
raiz do polinémio 23 -3z —1 € Q[z]. Ora, se este polinémio de grau

3 tivesse raizes racionais elas seriam 1 ou —1, o que nao se verifica.
Portanto, 23 — 3z — 1 é irredutivel em Q[z] e [Q (2 coS %) :Q} = 3.

Assim, concluimos, pelo Corolario 3.1, que 2 cos £ néo é construtivel
) ) M 9 )
pelo que cos § também o néo ¢ (uma vez que 2 é construtivel). Logo,
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nao ¢ possivel trissectar o angulo § com régua e compasso. &

E claro que podemos trissectar alguns dngulos com régua e com-

passo.

Exemplos.

1) O angulo § pode ser trissectado. Uma vez que sen g = %,
trissectar o angulo 7 corresponde a determinar os pontos de
interseccdo da circunferéncia com centro na origem e raio 1
com a recta paralela ao eixo dos XX que passa pelo ponto

1
2) O angulo de 27° pode ser trissectado. De facto, podemos pro-

var que o pentagono regular é construtivel, pelo que podemos
obter o dngulo de 72°. Bissectando, sucessivamente, obtemos
os angulos de 36°, 18° e 9°.

Construgao geométrica do pentagono regular

Consideremos

1) C=C(0O;P);
2) didmetro [N P] de C;
A 3) ponto médio M de [OP];
4) r L NPcom O € r;
B 0 u NE 5 AelCnr;
YA 6 (s,
7) Re[NOINC(M;A);
KC& < 8) ClA:R):
r 9) E,BeCnNC(A;R);
10) C(B;raio = |AR));
11) C(E;raio = |AR));
12) C € CnNC(B;raio = |AR)|);
13) D e CNC(F;raio = |AR)).
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Prova-se que o pentagono fica determinado pelos pontos A, B,

C,D,E.n

Sendo o pentagono regular construtivel, o angulo de 72° também
0 é, jad que esta é a medida de AOE.

Nota. Nao é possivel construir com régua e compasso um poli-
gono regular com um niimero n arbitrario de lados. Por exemplo, tal
nao é possivel se tomarmos n = 7. (Justifique este facto, provando
que 2 cos 2 ¢ raiz do polinémio 23 + 22 — 2z — 1 € Q[z].)

Podemos efectuar, usando régua e compasso, uma divisdo apro-
ximada da circunferéncia num ntmero arbitrario de n partes iguais,
mas nem sempre é possivel efectuar uma divisdo exacta: tal é o caso
quando n = 7.

De facto, Gauss provou o seguinte resultado, cuja demonstragao
aqui omitimos (ver Stewart, Brison).

Teorema 7. Um poligono regular com n lados é construtivel
com régua e compasso se e s6 sen = 2" py---ps, onde r,s € Ng e
Pi,...,ps sS40 primos distintos da forma p; = 22" + 1, com r; € Ny
(i=1,...,8).1

Observemos a seguinte tabela:

Ti | Pi
0] 3
1 5
2| 17
3 | 257

Verificamos que 7 ndo se pode escrever na forma dada pelo teorema,
confirmando que ndo podemos construir com régua e compasso um
heptagono regular. Podemos, no entanto, construir por exemplo um
hexagono regular ja que 6 = 2 - 3.
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Exercicios

1. Indique, justificando, quais dos seguintes ntimeros reais sao

construtiveis:
a) 1/m
b) V2+5
c) /24 V6
d) V5 -7

¥

¢) Vi
f) /=27
g) V3+
h) 3sen

i) </{3/ZI+\4/3+\/§+7—\3/§.

2. O angulo 2™ pode ser trissectado usando apenas régua e com-
passo?

3. Mostre que a = sen 2 ¢ algébrico sobre Q e calcule [Q(a) : Q].
Diga, justificando, se a é construtivel.

4. Considere o polinémio f(z) = z° + 32* + 62% + 6.

a) Mostre que Q[z]/(f(x)) é um corpo.

b) Prove que existe o € R tal que o corpo Q(«) é isomorfo a

Qlz]/{f(@)).
¢) Indique uma base de Q(«) sobre Q.

d) Sera que V3 + %a é um numero real construtivel?
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5. Considere um referencial ortonormado de R? e os pontos

A_(2,b,0), B__(=2,—b,0) e C__(0,0,b).

a) Determine o volume V'(b) do cone de vértice C e cuja base
tem didmetro |AB].

b) Verifique se existe b € R construtivel tal que V(b) = 2.



Apéndice

Este apéndice é dedicado a um breve estudo de alguns conceitos e
resultados da Teoria dos Conjuntos e, em particular, dos Cardinais.

Comecamos por recordar algumas defini¢des bésicas e enunciar os
Axiomas da Escolha, da Boa Ordenacéo e o Lema de Zorn.

Sejam A e B conjuntos. O produto cartesiano A x B de A por B
é o conjunto dos pares ordenados (a,b) em que a € Aeb € B.

Uma relagdo bindria R em A é uma parte do produto carte-
siano A x A. Dados x,y € A por vezes escrevemos z Ry em vez de
(z,y) € R. Uma tal relagdo diz-se uma equivaléncia se é reflexiva,
isto é x Rx para qualquer © € A; simétrica, ou seja x Ry implica
y Rx para qualquer x,y € A; e também transitiva, isto é x Ry e
y R z implicam z R z para quaisquer z,y,z € A. Se R é uma equiva-
léncia em A, dado z € A designamos por classe de equivaléncia de
x o conjunto {y € A : x Ry} dos elementos R-relacionados com z.
Representamos a classe de x por [z]g ou apenas por [z] se ndo houver
ambiguidade. Uma ordem parcial em A é uma relagdo binaria < que
é reflexiva, transitiva e anti-simétrica, isto é x <y e y < x implicam
x =y, para quaisquer z,y € A. Uma ordem parcial em A diz-se total
se quaisquer elementos x,y € A sdo compardveis, significando = <y
ou y < x, neste caso (4, <) diz-se uma cadeia.

Seja A um conjunto com uma relacido de ordem parcial <. Dado
A" C A dizemos que ag € A’ é elemento minimo [mdzimo] de A’
se ap < d [d' < ap], para qualquer o' € A’. Dizemos também que
A" tem um minorante m € A [majorante] se m < a' [’ < m] para

159
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qualquer o’ € A’. Um elemento a € A diz-se minimal [mazimal] se
x < a [a < z| implica = a, para qualquer x € A.

Uma relagdo de ordem parcial num conjunto A tal que qualquer
parte nao vazia tem elemento minimo diz-se uma boa ordem. Neste
caso, A diz-se a um conjunto bem ordenado. Por exemplo, com a
relacdo < usual, o conjunto N é um conjunto bem ordenado mas o
mesmo néo acontece com R embora (R, <) seja uma cadeia. E claro
que todo o conjunto bem ordenado é uma cadeia.

Uma aplicacio f de A em B pode ser definida como sendo um
subconjunto de A x B em que para qualquer a € A existe um tnico
b € B tal que (a,b) € f. Escrevemos f : A — B, a — b e, dado
a € A, denotamos b por f(a) designando f(a) por imagem de a.
Dada f: A — B, o conjunto das imagens de todos os elementos de
A designa-se por f(A). Uma aplicagdo f : A — B diz-se injectiva se,
para quaisquer aj,as € A,

flar) = flaz) = a1 =ay
Neste caso, escrevemos f : A < B. Dizemos que f é sobrejectiva se
VbeB, JacA, b= f(a)
caso em que escrevemos f : A — B. Uma aplicacdo diz-se bijectiva

se for injectiva e sobrejectiva.

Dados conjuntos A e B, designamos por A? o conjunto das apli-
cacoes de B em A. Temos 09 = {0}, A? = {p} e 04 = 0 se A # 0.

Proposigao 1. Se A e B sao conjuntos nao vazios, existe uma
aplicacao injectiva de A para B se e s6 se existe uma aplica¢ao so-
brejectiva de B para A.

Demonstragao: Seja f: A < B injectiva. Fixemos a € A # ().
Como f é injectiva, podemos definir a aplicacdo
g B—» A
beImf— f1(b), tnico elemento de A que se aplica em b por f,
b¢Imfra.
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Esta aplicacdo g é sobrejectiva.

Reciprocamente, seja g: B —» A sobrejectiva. Consideremos a
familia {g~!(a)}sea de subconjuntos de B, sendo

g Y(a) = {b € B: g(b) = a}a pré-imagem de a por g .

Como g é sobrejectiva, cada ¢! (a) é ndo vazio. Entdo, podemos fixar
simultaneamente elementos b, € g~1(a), para cada a € A. Definimos
agora a aplicagao
f: A—B
a — bq

Esta aplicacdo f é injectiva. n

O que permite garantir que nesta demonstragdo podemos fixar
simultaneamente elementos b,, para cada a € A7 O Axioma da
Escolha, também conhecido por Axioma de Zermelo!

Axioma da escolha. Se A é um conjunto nao vazio e (X;);er é
uma familia de subconjuntos ndo vazios de A indexada num conjunto
I, entdo podemos fixar simultaneamente um elemento x; em cada X;,
ou seja, existe uma aplicacao

e I =X,
tal que ¢(i) € X;, para qualquer i € 1.
Este axioma é de facto equivalente a outras proposicées nomeada-

mente ao Axioma da Boa Ordenacao e ao Lema de Zorn [ver Ferreira,
Halmos, Monteiro, Ramalho].

Axioma da boa ordenagao. Todo o conjunto A admite uma
boa ordem.

Lema de Zorn. Se A é um conjunto nao vazio parcialmente
ordenado no qual toda a cadeia nao vazia tem majorante, entao A
tem elemento maximal.
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E também frequente ver-se o Lema de Zorn enunciado do seguinte
modo: Se A é um conjunto parcialmente ordenado no qual toda a
cadeia tem majorante, entdo A tem elemento maximal. Estas versoes
sao equivalentes.

Teorema 2. O Axioma da Escolha, o Axioma da Boa Ordenagao
e o Lema de Zorn sao equivalentes.

Chamamos a atenc¢ao do leitor para o facto de, neste texto, usar-
mos livremente o Axioma da Escolha.

Cardinais

Dados conjuntos A e B, dizemos que A e B tém a mesma cardinali-
dade, ou que sdo equipotentes, se existe uma bijeccio entre A e B.
Neste caso, escrevemos A ~ B.

No que se segue, vamos admitir o Axioma dos Cardinais (também
conhecido por Hipdtese de Cantor) como verdadeiro.

Axioma dos cardinais. Para qualquer conjunto A, existe um
conjunto, chamado cardinal de A e denotado por #A, tal que

H#A~ A
#A=#B <— A~B

E usual, também, denotar #A por card(A) ou por |Al.

Prova-se que o Axioma dos Cardinais é consequéncia de outros
axiomas da Teoria dos Conjuntos, mas tal facto sai do ambito desta
disciplina [ver Ferreira, Halmos, Oliveira).

Com o devido cuidado e para simplificar a escrita, se A = {1,...,n}
denotamos #A por n e se A = () denotamos #A por 0.

E f4cil verificar que a relacdo de equipoténcia ~ é uma equivalén-
cia na classe de todos os conjuntos. Note-se que falamos na classe de
todos os conjuntos e ndo no conjunto de todos os conjuntos porque
tal classe ndo é um conjunto.
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Paradoxo de Russell. E absurdo falar no conjunto de todos os
conjuntos.

Demonstragdo: Admitamos que existe o conjunto de todos os
conjuntos, digamos A. Seja B={z € A: = ¢ z}.

Se A é conjunto, como x ¢ x é uma condicdo, pelo Axioma da
Separacao da Teoria dos Conjuntos [ver Halmos, Ferreira] concluimos
que B é um conjunto. Logo B € B ou B ¢ B. Se B € B entéo, por
defini¢ao de B, temos B ¢ B. Se B ¢ B entao, outra vez por defini¢ao
de B, obtemos B € B. A contradi¢do resulta do facto de termos
admitido que .4 é um conjunto. &

Definicdo. Dados conjuntos A e B, dizemos que #A é menor
ou igual a #B, e escrevemos #A < #B, se existe uma aplicacdo
injectiva de A em B.

Escrevemos #A < #B quando #A < #B e #A # #B.

Observemos que, para qualquer conjunto B, existe sempre uma
aplicacao injectiva de () para B, que é a aplicacdo vazia, pelo que
0 < #B.

Atendendo & Proposicao 1, é claro que

Proposi¢do 3. Se A e B sao conjuntos nao vazios, entao
#A < #B se e 56 se existe uma aplicacao sobrejectiva de B em A.

No que se segue, é fundamental ter presente o resultado seguinte
[ver Ferreira, Halmos, Monteiro, Oliveira, Ramalho].

Lema de Schréder—Bernstein. (Anti-simetria) Dados conjun-
tos A e B, tem-se
H#A< #B e #B<#A seesése H#HA=#B.

O teorema seguinte é conhecido por propriedade tricotémica da
relagdo < entre cardinais [ver Ferreira, Monteiro| e permite-nos con-
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cluir que a relagdo < é uma ordem total na classe dos cardinais, de
facto, prova-se que é mesmo uma boa ordem.

Teorema 4. (Tricotomia) Quaisquer cardinais « e 3 sao com-
paraveis, isto é,

a=p0 ou a<f ou f<a.

Este dltimo teorema é equivalente ao Axioma da Escolha.

Designamos por P(A) o conjunto dos subconjuntos de um con-
junto A.

Teorema de Cantor. Dado um conjunto A, tem-se

#{0, 1} = #P(A) e #A<#P(A).

Demonstragdo: Para provarmos que #{0,1}4 = #P(A) basta
vermos que a aplicagcdo caracteristica

x:P(A) — {0,1}4
Al—— x4 A—— {0,1}
zed— 1
g A~ 0

é uma bijeccao (os elementos de A com imagem 1 por x4 s@o exac-
tamente os que estdo em A’ e toda a aplicagdo f : A — {0,1} fica
perfeitamente definida pelo conjunto 1! imagem inversa de 1). Ob-
servemos, em particular, o caso em que A = (). Temos P(0)) = {0},
{0,119 = {0} sendo xg : 0 — {0} a aplicacdo vazia.

Provemos que #A4 < #P(A). Em primeiro lugar, observemos que
#A < #P(A) pois a aplicacdo f: A — P(A), x — {z}, é injectiva.
Admitamos agora que #A = #P(A). Entao existe g : A — P(A)
bijecgdo. Seja A’ ={a € A:a ¢ g(a)}. Como g é sobrejectiva, existe
b e A tal que g(b) = A'. Se b € A’ temos b ¢ g(b) o que é absurdo,
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eseb¢ A entdo b € g(b) novamente absurdo. Assim, g néo existe.

Portanto, #A # #P(A). n

Embora ndo tenhamos ainda definido conjuntos infinitos, nesta
altura, é conveniente chamar a atencao do leitor para o seguinte facto:
dado um conjunto infinito A apesar de se ter #A4 < #P(A), pelo
Teorema de Cantor, tem-se #A = #Pr(A), em que Pr(A) designa
o conjunto dos subconjuntos finitos de A [ver Ferreira, Halmos].

Exemplos.

1) Seja P o conjunto dos niimeros naturais pares. Entao
#N = #P, pois §: N — P, n +— 2n, é uma bijecgao.

2) Analogamente, #N = #I, em que I designa o conjunto dos
numeros naturais impares.

3) Temos #[0,1] = #[a,b], para quaisquer a,b € R tais que
a < b, pois a aplicagao 6: [0,1] — [a,b], x — a+ x(b—a), é
uma bijecgao.

Definicao. Um conjunto A tal que #A = #N diz-se numeravel.

O cardinal de N representa-se por ¥y. (Recorde-se que Y é a
primeira letra do alfabeto hebraico.)

Definigdo. Um conjunto A diz-se finito se é vazio ou é equipo-
tente a {1,...,n}, para algum n € N. Um conjunto diz-se infinito se
nao for finito.

Admitiremos como conhecidos alguns resultados referentes a con-
juntos finitos [ver Ferreira], nomeadamente:

a) Dados n,p € N,

{1,...,n}~{1,...,p} seesbse n=p;

b) Se A é um conjunto finito e A’ C A é tal que A’ ~ A, entdo
A = A’ isto é equivalente a dizer que se A é equipotente a
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uma sua parte prépria entdo A é infinito;

c) Toda a parte de um conjunto finito é finita, o que equivale a
dizer que se um conjunto contém uma parte infinita, entao é
infinito;

d) Se A é um conjunto finito, entdo #A < Xy, pelo que n < Ny,
para qualquer n € N;

e) Dado n € N, ndo existe uma aplicagao injectiva de N em
{1,...,n}, donde Ry £ n e portanto n < V.

Exemplo.

Os conjuntos N e IP sdo infinitos, atendendo & afirmagao e) e ao
facto de termos #P = #N.

Proposicdo 5. Seja A um conjunto infinito. Entdo #N < #A.

Demonstragao: Definimos, por recorréncia, a seguinte aplica-
¢ao
f: N> A

1+ ay, elemento escolhido em A,

2+ a9, elemento escolhido em A\{a;},

n > ap, elemento escolhido em A\{a1,...,an—1}.
Note-se que A # () porque A é infinito e que A\{a;} # 0 pois, caso
contrario, A = {a;}, donde A seria finito. Admitindo f(i) definido,
para qualquer ¢ < n, definimos f(n + 1) como sendo um elemento

escolhido em A\{f(1),..., f(n)}, conjunto também nao vazio pois,
caso contrario, teriamos mais uma vez A finito.

E claro que f é injectiva e, portanto, #N < #A. n

De facto, a condigdo reciproca da proposi¢do anterior também se
verifica.

Teorema 6. Seja A um conjunto. Entao

A é infinito se e s6 se #N < #A .
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Demonstragido: Suponhamos que #N < #A. Neste caso, existe
uma aplicacao f: N < A injectiva. Logo A # 0.

Admitamos que A ¢ finito. Existe n € N tal que A ~ {1,...,n}
pelo que podemos tomar uma bijeccdo g de A em {1,...,n}. A
composigao g o f é pois uma aplicacdo injectiva de N em {1,...,n},
o que é absurdo pelo Resultado e). Portanto A é infinito. n

Exemplos.

1) O conjunto NxN ¢ infinito. Mais ainda, #(NxN) = #N.

2) Os conjuntos Z,Q,R,C e P(N) também sao infinitos.

Com o objectivo de definir operacoes entre cardinais, recordemos,
agora, algumas propriedades entre conjuntos. Ao escrevermos A U B
estamos a indicar que a uniao ¢é disjunta, isto é, AN B = (.

Sejam A, B, C' e D conjuntos tais que A ~ C e B ~ D. Entéao

a) SeANB=0eCND={(, temos AUB ~ CUD;

b) AxB ~ CxD;

c) AB~ (P,

Notemos também que dados conjuntos A e B, podemos sempre
considerar conjuntos A’ e B’ equipotentes a A e B, respectivamente,

tais que A’ N B’ = (). Basta, por exemplo, tomar A’ = Ax {1} e
B’ = Bx{2}.

Face a estas propriedades é possivel definir operagoes de adigao,
multiplicacdo e potenciacdo entre cardinais.

Definicao. Sejam a e § cardinais. Definimos
a) a+pB=#(AUB),em que a = #A, f=#Be AN B = {;
b) af =#(AxB),em que a = #A e = #B;
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c) o =#AB em que a = #A e f = #B.

O Teorema de Cantor diz-nos, pois, que a < 2%, para qualquer
cardinal a.

Nos Exercicios 5 e 6 estdo descritas as propriedades destas ope-
racoes as quais devemos ter presentes no que se segue.

Uma sucessao (a;);er de elementos a;, com i € I, diz-se numeravel
se I ¢ um conjunto numeravel.

Teorema 7. Seja (A;);er uma sucessao numeravel de conjuntos
numerdveis A;, com i € I. Entao |J;c; A; é numeravel.

Demonstragio: Seja i € I. Como A; é numeravel, A; é equi-
potente a N e podemos escrever

A’i = {ai17ai2’...,ain,...}

em que a;; 7% a;p sempre que k = £, para quaisquer k, ¢ € N.
Seja

f: IXN—)A:UAZ', (i,n)|—>am

i€l

Entdo f é uma aplicagdo sobrejectiva, donde #A < #(I xN).
Ora, #(I xN) = #I#N = #N#N = #(N x N) = #N, donde
#A < #N.

Por outro lado, como A; C A, obtemos #N = #A; < #A. Logo,
pelo Lema de Schroder—Bernstein, #A = #N.

Ja observamos que #(NxN) = #N, queremos agora mostrar que,
para qualquer conjunto infinito A, também se tem #(Ax A) = #A.

Comecemos por enunciar um lema, que o leitor poderé provar fa-
cilmente.
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Lema 8. a) Se« é um cardinal, a+a=2aea+a+a=3a.

b) Se a, 5 e~y sao cardinais tais que a < f3, entao

a+y<pB+y e ay<pBy

Teorema 9. Seja A um conjunto infinito. Entao #(AxA) = #A.

Demonstragao: Nesta prova vamos usar o Lema de Zorn. Con-
sideremos o conjunto

]-':{f: XxX 5 X: XCAe Xéinﬁnito}

Comegamos por mostrar que F # (). Como A ¢é infinito, pelo Te-
orema 6, temos #N < #A. Assim, existe uma aplicagdo injectiva
g: N <= A. Tomemos Xy = ¢g(N). Entdao #Xo = #N, donde X, é
um subconjunto infinito de A e

#(Xox Xo) = #Xo#Xo = #N#N = #(NxN) = #N = #X,

Logo, existe uma bijeccao gg: Xox Xg «—» Xo. Temos gy € F e,
portanto, F # ().

Em F, introduzimos uma relagdo de ordem parcial < definida
por: dados f,g € F,

f<g seesbdse géextensdode f

Dados f,g € F, dizer que g é extensao de f significa que, sendo
g: XxX > Xef: YXY <Y, temosY C X e f(a,b) = g(a,b),
para qualquer (a,b) € Y xY.

Vamos provar que F tem um elemento maximal 6: MxM — M,
sendo M um subconjunto infinito de A.

Seja C # ) uma cadeia em (F,<). Suponhamos que
C = {fa}aela com fo: Xo X Xo = X

Tomemos X = (J,c; Xo. Pretendemos definir uma aplicagao de
XXX em X. Sejam a € X, e b € Xg. Como C ¢é uma cadeia,
temos fo < fg ou fg < fo. Admitamos, sem perda de generalidade,
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que fo < fg. Neste caso, X, C X pelo que a,b € Xz e fz(a,b)
estd definido. Notemos que se v € I ¢ tal que a,b € X,, entdo
fy(a,b) também estéd definido e, como fz < f, ou f, < f3, temos
fy(a,b) = fs(a,b). Estas observa¢oes permitem definir a aplicagéo

fi XxX - X
(a,b) = fa(a,b), emque o€l e a,be X,

Provemos que f é injectiva. Suponhamos que (a,b), (¢,d) € Xx X sdo
tais que f(a,b)= f(c,d). Sejam a1, g, a3,a4 € I tais que a € X,,,
be Xay, ¢ € Xoy ed e X,,. Como C é cadeia, entre os quatro
elementos aq, as, ag, ay existe um, que denotaremos por 3, tal que
fo; < fs, comi € {1,2,3,4}. Entao a,b,c,d € Xg, f(a,b) = fz(a,b) e
f(c,d) = fz(c,d). Como fg é injectiva, concluimos que (a,b) = (c, d).

Uma vez que dado o € I, o conjunto X, é infinito, temos X
infinito. Portanto, f € F.

Observemos agora que f, < f, para qualquer o € I, pelo que f
é um majorante de C. Entao, pelo Lema de Zorn, podemos garantir
que F tem pelo menos um elemento maximal 6: M x M < M.

Como 6 é injectiva, #(M x M) < #M. Por outro lado,
#M < #(M x M) e, portanto, pelo Lema de Schréoder—Bernstein,
obtemos #(M x M) = #M.

E nosso objectivo demonstrar que #A = #M.

Comecemos por provar que #(A\M) < #M. Pelo Teorema 4,
temos #(A\M) < #M ou #M < #(A\M).

Admitamos que #M < #(A\M). Entao existe Y C A\M tal que
Y ~ M. Logo #Y = #M. Como M é infinito, Y # 0.

Consideremos os conjuntos MxY, YxM e YxY. Como Y C A\M,
estes conjuntos sao disjuntos dois a dois. Seja

W=(MxY)U({YxM)U(YxY)
De #Y = #M e #(M x M) = #M, concluimos que os conjuntos
MXY,YxXM eY xY tém cardinal #M e, portanto,
H#W =H#HM + #M + #M .
Pelo Lema 8.a), obtemos #W = 3#M
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Agora, como #M ¢é infinito, temos 3 < #M, pelo que
3H#M < #M #M, pelo Lema 8.b). Entdo 3#M < #M e, como
#M < 3#M, pelo Lema de Schréder—Bernstein obtemos
3#M = #M. Portanto, #W = #M = #Y.

Sejag: W <» Y uma bijecgdo. Notemos que
(MUY)x(MUY)=(MxM)UW
Definamos a seguinte aplicagdo
v: (MUY)x(MUY)—> MUY
(a,b) e W g(a,b)
(a,b) € MxM — 6(a,b)
E claro que v é uma aplicacdo injectiva, M UY C Ae M UY ¢é
infinito, pelo que ¥ € F. Atendendo & construcgédo de 9, temos 6 < ),

com 6 # 1) pois Y # (). Chegamos a uma contradi¢ao visto 6 ser um
elemento maximal de F. Portanto #(A\M) < #M.

Mostremos que #M = #A. E claro que #M < #A. Por outro
lado, temos A = M U (A\M), donde #A = #M + #(A\M). Mas,
#(A\M) < #M, pelo que

HA<HM+H#M =24M

pelo Lema 8.b). Tal como acima 2#M = #M. Logo #A<#M.
Portanto, #A = #M.

Finalmente, podemos concluir que #(Ax A) = #A. De facto,
como #A =#M e #(M xM) = #M, temos

B(AXA) = #AHA = #MH#M = #(Mx M) = #M = #A

como queriamos demonstrar. &
Corolario 9.1. Se « é um cardinal infinito, entdo o« = «.

Demonstragao: Seja A um conjunto infinito tal que a = #A.

Entdao aa= #AXH#A =#(AxA)=#A=a.n

Mais geralmente, podemos afirmar o seguinte.
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Teorema 10. Sejam A e B conjuntos tais que A é infinito, B # ()
e #B < #A. Entao
#(AxB) = #A

Demonstragido: Como #B < #A, existe f: B — A injectiva.
Entao g: AxB — AxA, (a,b) — (a, f(b)), é também uma aplicagdo
injectiva, pelo que

#(AxB) < #(Ax A)
Pelo Teorema 9, obtemos #(Ax B) < #A.

Fixemos b € B. Entdo h : A < AX B, a — (a,b), é uma
aplicacdo injectiva e, portanto, #A4 < #(Ax B). Assim, pelo Lema
de Schroder—Bernstein, temos #(AxB) = #A . 1

Exemplos.
1) #NAR = #(N x R) = #R
2) #(Nx{1,...,n}) =#N, para n € N.

Corolario 10.1. Sejam « um cardinal infinito e f um cardinal
nao nulo tal que f < «. Entao a8 = a.

Demonstragao: Atendendo ao teorema anterior, basta tomar
conjuntos A e B tais que a« = #A e S =#B. 1

E claro que neste ultimo resultado nao podemos dispensar a con-
digdo de « ser infinito, por exemplo, 2 < 3 e 2.3 # 3.

Estudemos agora algumas propriedades da adicao de cardinais.

Teorema 11. Sejam A e B conjuntos tais que A é infinito e
#B < #A. Entao
#(AUB) = #4

Demonstragdo: Como A C AU B, temos #A < #(A U B).
Seja C' = B\A. Entdao AUB = AU C. De C C B, concluimos que
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#C < #B < #A, donde existe f: C' — A injectiva. Seja

g: AUC — Ax{1,2}
r€ A (z,1)
zelCr— (f(x),2)

Entéo g é também uma aplicagdo injectiva e obtemos

£(AUB) = #(A U C) < #(Ax{1,2})
Como #(Ax{1,2}) = #A, obtemos #(A U B) < #A. Portanto,
#(AUB)=#A.n

Corolario 11.1. Se « é um cardinal infinito e § é um cardinal
tal que 8 < «, entdo o + 8 = a. Em particular, « + a = a.

Demonstragdo: Sejam A e B tais que a = #A, 8 = #B e
AN B ={. Temos
a+ B =#A+#B=#(AUB)

sendo #(A U B) = #A, pelo teorema anterior. Portanto, a+8 = o .®

Exemplos.

No+RNg=Rp e Rg+n =g, paran € N.

Corolario 11.2. Sejam « e 8 cardinais tais que « é infinito e
8 # 0. Entao

a+f =af =max{qa, [}

Demonstragao: Pelo Teorema 4, temos a < § ou 8 < «a.
Se f < « entao, pelos Corolarios 10.1 e 11.1, af =a =a+ 3 .
Se a < B, como « é infinito, § também o é. Observando que «a # 0,
pelos mesmos corolarios, concluimos que af = = a + 5. Assim,

af =a+ f =max{a, [}

como se pretendia. =
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Exemplos.
1) Pelo Corolario 11.2, temos #N#R = #N + #R = #R.

2) Vejamos que #]0,1] = #R. Comegamos por observar que

tg }_ %v %[ —-R
T —tgx
¢ uma aplicacdo bijectiva, pelo que #]— 5,5[ = #R.

Aplicando o Teorema 11, obtemos

#R = #]-3,3=#(1-53V{-3.5})
= #[7g?%]:#[071]

3) E facil provar que #Q = #7Z = #N.
Teorema 12. #R = 2%,

Demonstragdo: Seja f: R — P(Q), a — {x € Q: z < a}.
Trata-se de uma aplicacdo que é injectiva. De facto, se a < b existe
q€Q tal que a<g<b, pelo que g€ f(b) e ¢ f(a), donde f(a) # f(b).
Logo, #R < #P(Q) = 2#Q = 2%o,

Reciprocamente, tomemos g: {0, 1} —1[0,1], h — 0,h(1)h(2)....
Observemos que 0,h(1)h(2)... é uma dizima em 0 e 1. E claro que
g é injectiva, pelo que 2% < #[0,1] = #R. Portanto, #R = 2% u

Completamos esta seccdo com a demonstragdo de outra caracte-
rizacdo de conjunto infinito. Certos autores usam esta segunda ca-
racterizagdo como definicdo de conjunto infinito, definindo conjunto
finito como sendo um que néo é infinito.

Teorema 13. Seja A um conjunto. Entao A é infinito se e s6 se
é equipotente a uma sua parte propria.

Demonstragdo: Tendo em conta o Resultado b), enunciado
atras, resta-nos provar a implicacdo directa. Suponhamos que A é
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infinito. Pela Proposicdo 5, existe uma aplicagdo f : N — A in-
jectiva. Entao f(P) & f(N) € Ae f(P) ~P ~ N ~ f(N). De
A= f(N) U (A\f(N)) obtemos

#A = #IN) +#(AF(N)) = #f(P) + #(A\f(N))
= #(f(P) U (A\F(N)))

em que f(P) U (A\f(N)) & A.n

Sobre a Hip6tese do Continuo

Por fim, umas breves palavras sobre a Hipdtese do Continuo.

O Teorema de Cantor garante-nos que Xg < 280, pelo que pode-
mos afirmar que existem cardinais estritamente maiores do que Ng.

A Hipétese do Continuo Generalizada afirma que nao existe um
cardinal 3 tal que

#X < B < #P(X)

para qualquer X infinito. Quando X é numeravel estamos perante a
Hipodtese do Continuo: nao existe um cardinal § tal que

N0<ﬁ<2NO

Definindo N,,+1, para n > 0, como sendo o menor cardinal estrita-
mente maior do que X, (o qual existe pois < é uma boa ordem e pelo
menos 28" ¢ estritamente maior que X,, [ver Ferreira]), da Hipétese
do Continuo Generalizada decorre R, = 28",

Observemos que a Hipétese do Continuo Generalizada implica o
Axioma da Escolha e que a Hipétese do Continuo é um axioma in-
dependente dos outros axiomas da Teoria dos Conjuntos (este ultimo
facto foi provado por P. Cohen em 1963).
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Exercicios

1. Mostre que f: Q — R, n +— 2n + 5, é uma aplicacdo injectiva
nao sobrejectiva.

2. a) Existe a aplicacdo inversa de f: R — R, x> 2% + 2 + 1?7

b) Qual é a aplicagdo inversa de g : R — R, x +— 3z + 27

3. Sejam A, B,C, D conjuntos tais que A ~ C e B ~ D. Mostre
que
a) se ANB=CND =1, entao AUB ~CUD;
b) Ax B~ C x D;
c) AB ~ CP,

4. Diga justificando se é verdadeira ou falsa a seguinte proposicao,
para quaisquer conjuntos A e B,

H#A=#B=#N= #(ANB) = #N

5. Sejam «, 3,7 cardinais. Mostre que

a) a<fB=>a+y< B+
b) a < B = ay< By
c) a<pf=a<p.

6. Sejam «, 3, cardinais. Mostre que

a) a+f=p0+aq;

)

b) aff = fo;

¢) (a+B)+v=a+(B+7);
)

d) (af)y = a(Bv);



EXERCICIOS 177

) a(f+7) =af +ay;

)
f) ot = P
g)
h)

(aﬁ)v_aé’w
(@B)” = a7p7.

7. Considere os cardinais 2,3,5,6 e 8 e um cardinal arbitrario A.
Mostre que

a) 2+3=5,2-3=6, 25=28;
b) 2A = A+ )
c) A=A+ A+ A\

8. Considere os cardinais 2,3, X e 280, Prove que
a) 24+ Ny =Ng =28y = 3Ny = 3+ Ng;
b) 2&0 — 3&0 — (2&0)&0;
c) No + 2% = 2o,

9. Mostre que

a) f: NxN = N, (m,n) — W—Fm,éuma
aplicagdo bijectiva;

b) #N = #(N x N).

10. Prove que se A e B s@o conjuntos numeraveis, entdao A x B é
numeravel.

11. Mostre que

a) #Z = #N;
b) #Q = #N;
) #R = #C.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

CARDINAIS

Mostre que o conjunto de todas as rectas do plano que passam
pela origem é equipotente a R.

Mostre que o conjunto dos inteiros positivos cujo conjunto de
factores primos é {5, 7} é numeravel.

Seja C' o conjunto dos inteiros multiplos impares de 3. Mostre
que C' é numeravel.

Prove que

a) A unido de um numero finito de conjuntos numeréveis é
numeravel;

b) A unido de um conjunto numeravel de conjuntos finitos ou
numeraveis é numeravel;

¢) Sendo a um cardinal tal que Ry < a, entao o cardinal da
unido de um conjunto numeravel de conjuntos com cardi-
nal o é a;

d) Em particular, o cardinal da unido de um conjunto nume-
ravel de conjuntos com cardinal 280 é 2%0,

Seja A um conjunto numeravel.

a) Mostre que o conjunto das sucessoes finitas de elementos
de A ainda é numerével.

b) Conclua que A é equipotente ao conjunto das suas partes
finitas, Pr(A).

Seja n € Ny. Mostre que o conjunto Q,[z] dos polinémios de
grau n de Q[z]| é numerdvel.

Mostre que Q[x] é numerével.

Mostre que M = {A C N : #A > 2} nao é numeravel. Qual o
seu cardinal?
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

a) Mostre que #R = # ([0,1] x N) = # ({0, 1} x R).
b) Seja C = {2 :n € N}. Mostre que #([0,1]\C) = #[0, 1].

Sejam C' um conjunto infinito e F o conjunto das aplicacoes de
{0,1} em C. Mostre que #F = #C.

Seja n € N. Mostre que

a) Todo o espago vectorial de dimensao n sobre Q é numera-
vel;

b) O cardinal do conjunto R,,[z] dos polinémios de R[z] com
grau menor ou igual a n é 2%0;

¢) O cardinal do conjunto de polinémios R[x] é 280,
d) Em geral, sendo K um corpo, o cardinal do conjunto de
polinémios K[z] é igual a max{No, #K}.

Usando o facto de um conjunto A ser infinito se e s6 se for
equipotente a uma sua parte propria, dé exemplos de conjuntos
infinitos.

Mostre que #RQ < #RE,

Os conjuntos R[z] x Q[z] e P(Z\{z € R : 22 +1 > 0}) sdo
equipotentes?

Calcule o cardinal de

X = Pha(@la]) x (R {

3n7j ! tn e N}) x P([—m, 7217 x RR)

Mostre que o cardinal do conjunto (Q\{22+2 : n € N} P@l) ¢
22",

Dado um conjunto K, mostre que A = K U P(K x N) é um
conjunto infinito ndo numeravel tal que K C A e #K < #A.
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