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Prefacio da 2? edicio

Nesta segunda edicdo procurou-se corrigir as inimeras “gralhas” detectadas
na primeira, tendo-se também introduzido modifica¢des de pormenor em alguns
pontos da exposicdo e dos exercicios; para além dos lapsos facilmente detec-
taveis, assinalem-se as omissoes mais “perigosas” da anterior edigao:

* No inicio da sec¢do 1.2 faltou enunciar a hipotese de que o intervalo I seria
sempre considerado ndo degenerado, salvo menc¢ao em contrario;

* No exercicio 50, capitulo 6, faltava a condigdo “f nula em I\ K™,

* No ponto 5 da Proposi¢do 14.3, na o-continuidade da intersec¢ao, faltava a
hipétese “m(A4;) < 4o00”.

* Na primeira parte da demonstracdo da Proposi¢cdo 16.1 dever-se-ia ter ob-
servado que ¢é possivel a redugdo ao caso “A limitado”, intersectando com a su-
cessdo de cubos [—n,n]", por exemplo; deste modo, nos argumentos que se
seguiam, poderiam intervir apenas conjuntos de medida finita, o que permitiria
justificar a utilizacdo feita da o-continuidade da intersec¢do; observacgao idéntica
deveria constar da parte final da demonstragdo da Proposigdo 16.2.

Aqui fica o meu particular agradecimento aos alunos Elia Ferreira e José
Maria Gomes cuja atenta e critica leitura do texto da primeira edi¢do permitiu
garantir alguma eficacia a revisdo agora efectuada; também agradego a todos os
outros alunos e colegas cujos reparos e sugestdes contribuiram para esta tarefa.

Uma vez que ndo houve modificagdes ou acrescentos de fundo, remete-se o
leitor para o prefacio da 1? edi¢do que adiante se reproduz.

Lisboa, Junho de 1997



Prefacio da 1? edicio

O texto que agora se edita baseia-se na versdo manuscrita elaborada ao longo
de alguns anos, a partir de 1982/83, destinada a apoiar as aulas tedricas do
segundo semestre da disciplina de Analise Matematica I da F.C.U.L.. J4 antes
tinha o autor colaborado com o saudoso Prof. J. S. Guerreiro no quadro da do-
céncia da referida disciplina (nomeadamente em turmas “praticas) e essa cola-
boracdo manteve-se durante longo periodo de tempo, devendo-se aquele Profes-
sor, nao s6 a ideia de incluir a este nivel da Licenciatura uma introdugdo ao
Integral de Lebesgue (em R™), como a orientacdo geral seguida da construgo “a
Riesz” do referido integral. Grande parte do conteudo deste curso foi alvo das
fecundas “conversas de fim de tarde” no entdo “IFM”(*), animadas pelo entusias-
mo sempre presente do Prof. Guerreiro.

A estruturagdo do material reunido neste volume contou, além disso, com a
colaboracdo de diversos outros colegas; no que diz respeito a exposi¢do tedrica
merece especial destaque o frutuoso didlogo mantido com o Nuno Costa Pereira,
a quem se deve a versao apresentada da demonstracdo do Lema da Sec¢ao 8.1.
Este resultado ¢ crucial para a modificagdo proposta do “método de Riesz”, subs-
tituindo-se aqui as fun¢des em escada por funcdes integraveis-R, processo mais
natural apds o estudo do Integral de Riemann e que permite tornar mais simples a
exposi¢cdo em diversos pontos. O Jodo Carlos Carmona e Silva leccionou uma
das turmas tedricas da atras referida disciplina no ano lectivo de 1986/87; devem-
-se-lhe inimeras sugestdes clarificadoras do texto. Para a versdo final deste curso
contou-se também com as pertinentes sugestdes e comentarios do Jodo Paulo
Carvalho Dias. Os exercicios incluidos no final dos capitulos foram em grande
parte seleccionados do abundante manancial criado no Departamento de Mate-
matica ao longo dos anos, no quadro das diversas disciplinas em que sdo tratados
assuntos afins ao deste curso; mengao especial deve ser feita a resenha facultada
pelo Luis Sanchez, para além da colaboragdo de outros colegas responsaveis por
regéncias praticas ou tedricas relativas a teoria da integragio em R™. A todos
agradeco a participacdo no que de positivo possa existir nestas paginas; os defei-
tos sdo, evidentemente, da inteira responsabilidade do autor...

*Actual ex-Complexo IT do INIC...



v Prefacio

A selecgdo dos topicos de integracdo a incluir nos curricula das licenciaturas
com forte componente matematica ¢ questdo tradicionalmente polémica; no que
diz respeito aos temas abordados neste curso ressalta em primeiro lugar a opgao
relativa a inclusdo do integral de Lebesgue no primeiro curso em que se aborda
integracdo em RY. Entre as opinides extremas dos que, ou excluem a possibili-
dade de ir além do integral de Riemann a este nivel da formagdo matematica ou,
pelo contrario, consideram o integral de Riemann “simples exercicio de interesse
mediano” no quadro da teoria do integral “a Lebesgue”, optou-se pela via “inter-
média” de comegar pelo integral de Riemann e suscitar a necessidade de introdu-
¢do de novo conceito de integral no proprio contexto da teoria de Riemann.
Trata-se de ponto de vista ndo sem analogia com a introdugdo do conceito de
numero real pela via construtiva, a partir dos nimeros racionais, por oposigao a
via axiomatica. Tomada a op¢do de tratar a teoria de Lebesgue de forma ndo axi-
omatica, nova discussdo pode surgir a propdsito da escolha do processo de cons-
trugdo — mantendo a analogia, também na teoria dos reais se pode optar, por
exemplo, por “cortes de Dedekind” ou “sucessdes de Cauchy” de nimeros
racionais; escolheu-se uma das vias que se pode considerar correspondente a das
“sucessdes de Cauchy”, desempenhando as fungdes integraveis a Riemann e res-
pectivos integrais o papel dos racionais na referida analogia. A preferéncia por
este processo tem evidentemente motivos bastante subjectivos, podendo ser adu-
zidos argumentos a favor das diversas modalidades de construgdo, ou ndo fossem
todas equivalentes entre si... Como “vantagem” da via escolhida pode apontar-se
a possibilidade de demonstrar alguns dos teoremas fundamentais da teoria (Le-
besgue ¢ Beppo Levi, por exemplo) na fase inicial, relegando para segundo
tempo as propriedades da medida, que passam a ser consequéncias simples
daqueles resultados de integracao. O preco a pagar ¢ a necessidade de demonstrar
“a mao” propriedades basicas relativas a “rectangulos” e respectivas “areas” (na
linguagem de R?); embora se trate de factos bastante intuitivos, a formalizagio &,
por vezes, inesperadamente ardua. A concentragdo das dificuldades na analise de
objectos proximos da geometria elementar facilita, no entanto, abordagens do
curso a diversos niveis de profundidade; em pontos seleccionados pode apelar-se,
em primeira leitura e sem “escandalo” de maior, a intuicdo geométrica. O texto
contém, além disso, topicos que ndo é normalmente possivel incluir no programa
de qualquer disciplina dos primeiros anos das licenciaturas; espera-se, apesar de
tudo, que possam ser uteis a alguns dos potenciais leitores.

Queria ainda agradecer ao Armando Machado pela paciéncia infinita com
que, para além das estimulantes discussdes relativas aos temas deste curso,
prestou inestimavel assisténcia a iniciacdo do autor nas novidades informaticas
que permitiram terminar a composi¢do do texto com atraso aceitavel (?) em
relagdo aos compromissos tomados para com o Departamento de Matematica;
finalmente o meu reconhecimento ao Luis Trabucho, responsavel por esta colec-
¢do de textos, que apoiou a edig¢do deste curso com o entusiamo e dedicag@o que
lhe sdo habituais.

Lisboa, Marg¢o de 1996
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Introducao

Pretendemos generalizar a fungdes de mais que uma variavel a defini¢do de
integral introduzida na andlise unidimensional, ou seja, para fun¢des de uma s6
variavel, embora ndo seja necessario, para tal, pressupor qualquer conhecimento
de integragdo em R.

A nocdo de integral esta intimamente ligada a de “medida”; recordando a
ideia intuitiva de integral de fun¢ao positiva definida em certo intervalo limitado
de R, tratava-se de obter a “4rea abaixo do grafico”. Ou seja, em certo sentido, se
soubéssemos “medir areas” poderiamos, desde logo, calcular integrais de fun-
¢des reais de varidvel real (pelo menos de fungdes positivas). E facil imaginar a
extensdao deste conceito a funcdes definidas, por exemplo, em “rectangulos” de
R? com valores em [0, +-oc[; pretender-se-4 que o integral “mega” o “volume”
abaixo do grafico. Esta extensdo permite além disso, pelo menos intuitivamente,
encarar o reciproco deste processo; admitindo que sabemos calcular estes inte-
grais “em R?” para uma classe suficientemente extensa de fungdes, podemos
obter areas de figuras planas pela simples constatacdo de que a area de tal figura
(seja ela C') devera ter o mesmo valor numérico que o volume da figura “tridi-
mensional” que se obtém de C translatando este conjunto verticalmente de uma
unidade no sentido positivo do eixo dos zz (“cilindro de sec¢do C' e altura 17).
Ora tal volume pode agora ser interpretado como o integral em certo rectangulo
contendo C' da fungdo igual a 1 em C e igual a 0 fora de C (fun¢do caracteris-
tica de C'). Podemos visualizar este processo:

2

L
et T ot ;
| L ' Y

£

De modo anélogo, a defini¢do de integral “em R3” permitiria obter volumes de

5



6 Introducio

figuras tridimensionais. De maneira geral a situagdo parece ser a seguinte:

“O conhecimento das medidas N-dimensionais
permite calcular
integrais de funcées positivas em RV 17
“o conhecimento dos integrais de funcées positivas em R™
permite calcular
medidas N -dimensionais”.

Assim sendo, uma teoria geral de integragio em R” (para qualquer N € Nj)
conterd, em principio, “como caso particular”, a “teoria da medida” em qualquer
RY, abarcando, além disso, como veremos, integrais de fun¢des ndo necessaria-
mente positivas, o que € essencial em muitos dominios da matematica e de outras
ciéncias!.

A ideia de “medida” esta na génese de toda a Matematica; parte substancial
da Historia desta ciéncia reduz-se a evolugdo dos conceitos que permitiram
formalizar os processos “de medi¢do”. Comecando pela simples operacdo de
contagem, encontramos o estabelecimento de correspondéncias biunivocas entre
coleccdes de objectos, que a teoria dos inteiros naturais permite traduzir. Com
base nos numeros inteiros € em conceitos geométricos simples é possivel encarar
os processos que levam ao calculo do comprimento de segmentos; fixado o
segmento unidade? S e, dado outro segmento S’, podemos procurar justapor a S’
copias de S (obtidas por “deslocamento rigido”) e contar qual o nimero maximo
de tais copias que se podem “alinhar” sem “ultrapassar” S’ (todos estes conceitos
sdo formalizaveis no quadro da geometria euclidiana). Caso ndo se consiga, por
este processo, “preencher totalmente” S, podemos “dividir a unidade em certo
nimero de partes iguais” e utilizar estas frac¢cdes da unidade para repetir o
processo; acreditavam os pitagoricos que, para qualquer S’, existiria uma fracg¢do
da unidade S que “justaposta certo niimero de vezes” a S’ permitiria obter exac-
tamente o segmento S’. Note-se, além disso, que a verificagdo de que determi-
nado segmento ¢ frac¢do da unidade se pode fazer exactamente pelo mesmo
processo de deslocamento rigido, justaposi¢do e contagem, utilizando os mesmos
conceitos geométricos e a teoria dos inteiros naturais. A descoberta da “inco-
mensurabilidade” da diagonal do quadrado com o lado (tomando para S o lado e
para S’ a diagonal, o processo anteriormente descrito ndo pode ser levado a cabo
com sucesso) constituiu uma das grandes crises da Historia da Matematica; a
atribuicdo de “medida” a segmentos “incomensuraveis” com a unidade ndo ¢
mais que a teoria dos numeros irracionais, a qual s6 veio a ser formalizada com
sucesso no século XIX, cerca de dois mil e quatrocentos anos depois da tragica

IEm particular é de notar que a teoria da integragdo em R ¢, no quadro unidimensional, em certo
sentido, “incompleta”, pois faz apelo (pelo menos intuitivo) ao conceito bidimensional de éarea; as
consideragdes anteriores mostram que s6 uma teoria de integragdo em dimensdo finita arbitraria
permite a unifica¢do esbogada dos conceitos de medida e integral de fungdo positiva.

2A0 longo desta exposicio informal acerca do conceito de medida identificar-se-4, em cada caso, a
unidade de medida com um objecto geométrico concreto a que se atribui medida 1.

30btem-se, no entanto, uma “aproximagao inferior” do comprimento procurado!
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descoberta dos pitagoricos. Tal ndo impediu que se continuasse entretanto a atri-
buir valores numéricos a medida de figuras geométricas, utilizando-se “aproxi-
magdes” de acordo com principios de razoabilidade relativos a nogdo de “me-
dida” a considerar em cada caso. Métodos geométricos como o de “exaustdo de
Eudoxo”, permitiram, desde a Antiguidade, obter formulas correctas para o volu-
me de inimeras figuras geométricas a duas e trés dimensdes; o calculo de New-
ton ¢ Leibniz introduziu processos “algébricos” para obter essas e muitas outras
formulas, embora a plena justificagdo tedrica so viesse séculos mais tarde.

Mesmo estando formalizado o processo que permite medir todos os segmen-
tos com base na mesma unidade, é necessaria alguma reflexdo para passar a “me-
dida de areas”, ainda que planas. Do mesmo modo que a unidade de medida de
segmentos deve poder ser “materializada” em certo segmento, também a unidade
de medida de areas devera ser representada por determinada figura plana a que se
atribui a medida 1. So sera, a partida, “facil” medir areas de figuras que se obte-
nham por “unido de copias da unidade obtidas por deslocamento rigido”, admi-
tindo que as copias ou ndo se intersectam ou sé se “tocam” em pontos constitu-
indo figuras a que se deva, justificadamente, atribuir area zero. A consideragdo
de fracgdes da unidade sera realizével se, fixado um inteiro positivo n, pudermos
“preencher” a “figura-unidade” com n copias disjuntas de certa “figura-fraccdo”;
raciocinios geométricos elementares levam a privilegiar a fixacdo para “unidade
de area” de um quadrado de lado igual a unidade escolhida para comprimento.
Deste modo imediatamente se conclui que rectangulos de lados com comprimen-
to inteiro, sejam tais comprimentos n e m, podem ser obtidos pela unido de “n
colunas” construidas pelo “empilhamento” de m quadrados cépias da unidade e
terdo portanto drea m X m, pois serd este o resultado da contagem do ntimero
total de copias utilizadas para construir o rectangulo, como nos revela a analise
combinatoria elementar (“cardinal do produto cartesiano” — ¢ a propria defi-
nicao de produto de inteiros em certas formalizagdes da aritmética elementar...).

n=2=5

Note-se que estas copias podem ser tomadas disjuntas se excluirmos do
“quadrado unidade” dois dos lados (por exemplo o “superior” e o “direito”), ob-
tendo-se o rectangulo privado dos correspondentes lados. Se agora pensarmos em
certo rectangulo de lados 1/n e 1/m, por raciocinios geométricos idénticos,
concluimos que, com n X m copias de tal rectangulo se pode obter o “quadrado
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unidade”, pelo que o referido rectangulo tera area 1/(n x m) = (1/n) x (1/m)

(por exemplo: ). Passariamos agora facilmente a qualquer rectangulo de

lados racionais p/q e m/n, pois, pelo mesmo tipo de raciocinios, também
formalizaveis na geometria euclidiana elementar, se concluiria que tal rectangulo
pode ser “obtido” com p x m cdpias de um rectingulo de lados 1/¢q ¢ 1/n (de
area, como atras concluimos, 1/(q x n)). Acabamos de constatar que a area de
qualquer rectangulo de lados com comprimento racional ¢ dada pelo produto dos
comprimentos dos lados. A teoria dos nlimeros reais permitiria depois obter o
resultado esperado para qualquer rectangulo, “enquadrando-o0” por sucessdes de
rectangulos com lados de comprimentos racionais. Que a drea de qualquer
segmento do plano deve ser zero também resulta agora da simples constatagdo de
que qualquer segmento se pode incluir num rectingulo de area arbitrariamente
pequena. Deste modo podemos fixar para unidade um quadrado ‘“fechado”
(incluindo todos os lados) e ndo sera necessario preocupar-nos com os “lados” no
célculo de areas de figuras constituidas por unides de rectangulos.

As consideragdes anteriores estendem-se mutatis mutandis ao calculo de
volumes em R?, e por extensdo, também ao célculo de “medidas N-dimensio-
nais” em RY; ou seja podemos admitir que sabemos calcular volumes de
paralelepipedos de R? e da extensdo natural destas figuras a RY, bem como de
unides disjuntas desses objectos geométricos ou mesmo unides em que as
intersecgdes dos “paralelepipedos” dois a dois se reduza a partes da respectiva
“fronteira” (“faces”). Na defini¢do de integral que introduziremos neste curso*
procuraremos, tanto quanto possivel, utilizar apenas as consideragdes que
acabamos de fazer, formalizando-as, evidentemente, no quadro de uma teoria
matematicamente correcta. Veremos depois que as nocgdes de “medida”
apresentadas no curso sdo em certo sentido as Unicas possiveis que permitem
formalizar as reflexdes elementares que acabamos de desenvolver.

Consideremos entdo, para o caso de uma fungao positiva f definida num rec-
tangulo de R?, o problema de definir “volume abaixo da superficie-grafico da
fungdo”.

Representa-se graficamente uma “aproximacao inferior” de tal volume, obtida
por divisdo do rectangulo-dominio em subrectangulos e considerando os paraleli-
pipedos com base em cada subrectdngulo e altura igual ao inf f(z, y) no subrec-
tangulo considerado:

4E, consequentemente, na defini¢do de medida para figuras tio gerais quanto possivel...
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Somando os volumes dos paralelepipedos obtém-se uma aproximacao inferior
do “volume abaixo do grafico” de f. Subdividindo cada subrectangulo e proce-
dendo de igual forma, o “volume aproximado” vai “aumentar”, ficando ainda
“inferior” (intuitivamente) ao volume procurado. Se em lugar dos inf tomarmos
0s sup obtemos uma aproximagdo superior que “diminui” a medida que subdivi-
dimos os subintervalos. No caso de existir um unico valor situado “acima” de
todas as aproximagdes inferiores e “abaixo” de todas as superiores, ou de as
aproximagdes inferiores e superiores “tenderem para um mesmo valor” (em sen-
tido a definir) quando “subdividimos indefinidamente” o rectangulo inicial, ¢ na-
tural dizer que tal valor é o “volume abaixo do grafico da fungdo f” e chama-
mos-lhe também o integral de f.

Os proximos capitulos serdo dedicados a formalizar estes conceitos.



Capitulo 1

Intervalos de RV e volumes

As consideragdes da Introdug@o revelam a necessidade de estudar o compor-
tamento das “figuras geométricas” constituidas por unides de “paralelepipedos de
RY” em particular dos que tém “faces paralelas aos planos coordenados” (na lin-
guagem propria de R?). Procuraremos estabelecer com rigor determinados resul-
tados essenciais relativos também ao “volume” de tais figuras; tais resultados sdo
em geral bastante intuitivos, o que contrasta com as aparentes “dificuldades” que
algumas demonstracdes parecem suscitar em primeira abordagem. Importa pois
procurar compreender bem e mesmo ‘“visualizar” o significado geométrico das
diversas propriedades; a analise pormenorizada das demonstragdes pode ter o
mérito de familiarizar o leitor com determinadas notagdes que podem ser uteis
em muitos outros contextos, bem como com resultados algébricos e de Teoria
dos Conjuntos que, embora elementares, sao utilizados em versdo “generalizada a
n objectos” (e.g. a propriedade distributiva generalizada da multiplicacdo rela-
tivamente a adicdo).

1.1 Intervalos fechados de RY

DEFINICAO: Dados a = (a1,...,ay),b = (by,...,by) € RN, a; < b; (i =1,
.., N), chamamos intervalo fechado de extremos a, b, ao conjunto:

[a,b] = {z = (z1,...,zxy) ERY 1 q; <z; < b;,Vi=1,...,N}

]\T
= H[ai, bl]
i=1

Salvo meng¢do em contrario, em tudo o que se segue, I designara um intervalo
fechado de RV de extremos a,b (a = (ai,...,ay),b = (by,...,by) € RV,
a; < b{, (Z = ].,,N))

Observagdes: 1) Por abuso de linguagem, reservaremos a designacao “intervalo
fechado de RN ” para os intervalos de extremos em R”Y como os que acabamos
de definir, embora se possa dar uma definicdo natural de intervalo de RY,

11
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produto cartesiano de N intervalos de R, ndo necessariamente limitados ou fe-
chados, existindo portanto, neste contexto, intervalos em RY, fechados para a
topologia de RY, mas que ndo tém extremos em RY; com efeito, alguns dos
intervalos factores do produto cartesiano podem ndo ser limitados.

2) E facil concluir que os extremos de I = [a, b], intervalo fechado de RY ficam
bem determinados, ou seja:

[a,0] = [a, V] =a=d,b=V;

dado J intervalo fechado de R" podemos entdo, sem ambiguidade, representar

por a’, b’ os seus extremos, ou seja, de modo geral representaremos por .J o
N

intervalo [][a/,b/]. Designaremos por projec¢des de J os intervalos [a],b/]
i=1

(i=1,...,N).

o N
3) E facil concluir que o interior I do intervalo I = [][a;, b;] € igual a:
i=1

N

H]aqj, bL[

=1

Um intervalo fechado de RV, de extremos a,b € RY, é compacto (com efeito, é
limitado e fechado).

N

4) Um intervalo I = [][a;,b;] diz-se degenerado se existir i € {1,..., N} tal
i=1

que a; = b;. Atendendo a observagdo anterior, ¢ dbvio que I é degenerado sse

tiver interior vazio.

5) Como se vé facilmente, a fronteira fr(I) de I é unido finita de intervalos dege-
nerados. Com efeito, trata-se da unido dos intervalos fechados que se obtém de 1
substituindo algumas das projec¢des (pelo menos uma) pelo intervalo degenerado

N
de R reduzido a um dos respectivos extremos (por exemplo, {a1} X [][ai, bi]). A
i=2
fronteira de I pode ser “decomposta” em classes de intervalos cada uma corres-
pondente a determinada “dimensdo” (em R? “faces”, “arestas” e “vértices”); cada
classe ficard associada a certo numero inteiro k& € {1,..., N} (N — k sera, por
defini¢do, a dimensdo dessa parte da fronteira) e incluird exactamente os interva-
los obtidos de I por substitui¢do de k& das projecgdes por intervalos degenerados
reduzidos a um dos respectivos extremos. Podemos mesmo obter uma decompo-
si¢do de fr(I) em intervalos disjuntos, mas agora ndo necessariamente fechados
(a definicao geral de intervalo de RY, como atras referimos, sera idéntica a de
intervalo fechado de extremos a,b, mas admitindo agora que as projecc¢des sejam
intervalos quaisquer de R, ndo necessariamente compactos); bastard, em cada
classe, substituir as projeccdes ndo degeneradas dos intervalos pelos respectivos
interiores (por exemplo:
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]al,bl[ X ]GQ,bQ[ X {ag} X H]ai,bi[ X {b]\r},

na classe correspondente a k = 2) .

6) Para o que se segue ¢ util ter presente certas propriedades dos intervalos cuja
demonstragdo ¢ simples, embora em alguns casos nio tio imediata como poderia
parecer a primeira vista. Temos assim:

[
a) Se I for intervalo ndo degenerado, entdo I = I.

o
b)Se I,J forem intervalos ndo degenerados, entio I NJ # () sse
o o o
I NJ # 0 (e portanto também sse I N J # ().

c)Se I,.J forem intervalos tais que INJ # 0 e IN(RN\J)#0,
entdo I Nfr(J) # 0; com efeito, mais precisamente, I é convexo, e
portanto, em particular, conexo, embora se possa dar uma demonstra-
¢ao directa da propriedade descrita, sem recorrer a estes conceitos to-
poldgicos.
DEFINICAO: Chamamos volume do intervalo [a,b] ao numero real ndo
negativo:

N

V([a,0]) = [0 — @)

i=1
(também se chama drea se N = 2, comprimento se N = 1).

Observacoes: 7) A possibilidade de definir volume através da formula anterior
resulta simplesmente de que os extremos a;, b; das projec¢des de [a, b] ficam bem
determinados, de acordo com a Observagao 2).

8) E facil concluir que um intervalo tem volume nulo sse for degenerado.

1.2 Particoes e unioes de intervalos

Em tudo o que se segue, salvo mengdo em contrario, para além das hipoteses
atras feitas, supor-se-a que I € ndo degenerado.

DEFINICAO: Dado um intervalo fechado I = [a,b] C RN chamamos particio
ou decomposi¢do de I a um conjunto:

P=A{L, .. I}

em que os I; (j = 1,..., k) sdo intervalos fechados de RY de interior ndo vazio,
dois a dois sem pontos interiores comuns ¢ de unido igual a I; ou seja:
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Designamos por P(I) o conjunto das partigoes do intervalo I.

(Representa-se uma parti¢do de um intervalo I de R?)

Observacdes: 9) E facil ver que o conjunto das particdes P de [a, b] C R se pode
pdr em correspondéncia biunivoca com o conjunto das familias finitas
{z1,...,2,} C [a,b] tais que:

a:l‘()<l‘1<"'<l‘k<l‘k+1:b,
de tal modo que:

P = {[LL'J',.’L'J'+1] jZ 0,...,k}.

10) A nogdo de “particdo de intervalo” introduzida ndo é coerente com a nogao
habitual de “parti¢do de conjunto” em que se exige que os elementos sejam dois
a dois disjuntos (e ndo apenas de interiores disjuntos, no¢do que alias so6 faz
sentido no quadro de um espaco topoldgico). Como infelizmente se trata de
designagdo vulgarizada neste contexto, optou-se por adopta-la neste curso,
prevenindo desde ja eventuais equivocos. ..

N
DEFINICAO: Uma particio P € P(I) (I = [][as,bi]) diz-se normal se for
i=1

constituida por todos os intervalos que se obtém fazendo todos os possiveis
produtos cartesianos de NV intervalos, cada um sucessivamente escolhido como
sub-intervalo de um dos [a;, b;] ¢ pertencendo a uma parti¢io pré-fixada deste
intervalo (i =1,...,N). Ou seja, se para cada i=1,...,N existirem

0 1 Bl s .
T, x;,..., ;" ,tais que:
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ki+1
'ai:$0<l‘} << l‘iﬂL =b;

.P_{H[ jl J‘“L]/+l] :jl:07"'7k1;--';j1\7:Ov"'ka}
i=1

="

N
= {[lel, «l™*"] : (Gi)imr,. v € H{O,... ki
i1

i

= i

Il
—

Representemos graficamente uma partigdo normal em R:

ry
by = 25—
S F
Lotz
Gy = x% I

i
|

|

|

3 ) |
1

0 .1
I I
aq E}Il

Observacio: 11) E facil concluir que a familia P acima definida ¢ realmente
particdo do intervalo I e portanto que existem, de facto, partigf)es normais; ¢é
6bvio que I ¢ unido dos intervalos de P, pois dado = = (z1,...,2y) € I, para
cada i € {1,..., N}, x; tem de estar entre a; ¢ b; ¢ portanto entre certo x” e

[22, 27", intervalo

2/ (i €40, ..., k:}), o que implica que z pertenca a H
i=1
de P Por outro lado tais intervalos tém interiores dois a dois disjuntos; de facto
N i A . .
se H] i 23 e [T)a, 27| se intersectarem, considerando = = (z1,...,zy)
i=1

na 1ntersec<;ao, ter-se-a
ol <z < 2t ol < 2t wl < al
= 0= .
:c <xt<x x’<x]’ xl <l
ja que os z! estao para cada 4, ordenados por ordem crescente dos . Concluimos
entdo que z/' = !, paratodo 0 i = 1,..., N, 0 que mostra a identidade dos dois
intervalos.
DEFINICAO: Se P', P € P(I), P’ diz-se mais fina que P (escreve-se P' = P)
se para cada J' € P’ existir J € P talque J' C J.
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Podemos visualizar duas parti¢des “comparaveis” (relativamente a relagdo mais
fina que) de determinado intervalo de R?, representando os intervalos da parti¢io
mais fina com trago mais delgado:

PROPOSICAO 1.1: Seja P € P(I); entido P'é particio de I mais fina que P
sse para cada J € P existir Py parti¢do de J tal que:

=P

JeP
Além disso, neste caso, os Py sdo disjuntos dois a dois e:
o
Pr={J'eP:JcJ}={JeP:JnNJ#0},VJ e P.
Demonstracao: Comecemos por verificar que a condi¢do ¢ necessaria; sendo
P - P ¢ facil concluir que se J’ ¢ intervalo de P’, J intervalo de P e
J'N J # (), entdo J' C J. Com efeito, por deﬁnlgao de partlgao mais ﬁna tem

de existir KEP tal que J’CK donde J’ﬂJ CKﬁJ Ora J’ﬂJ # 0,

logo K N J = (), donde J N K # () (Observagédo 6-b)), o que permite concluir
que J = K, atendendo a defini¢do de particdo. Concluimos assim que, de facto,
o]

o]
J' C J; reciprocamente, é evidente que se J' C J, entdo J'NJ =J #10), e

o
portanto J' N J # (), o que, em particular, acaba de demonstrar a parte final da
Proposi¢do (note-se que os Py sdo dois a dois disjuntos pois se J # K, estando
J e K em P, J e K nio podem conter simultaneamente um mesmo J’ de P,
pois nesse caso os seus interiores intersectar-se-iam).

Temos entdo, para J € P:

o

Jcl 7= 7,
J’eOP’ J'eP!
J'NJT#0 Jed

e portanto:
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o
J=J=JJ =7,

J'eP J'EPy

J'cJ
ja que as unides envolvidas sdo conjuntos fechados, pelo que, passando as
aderéncias a cadeia de inclusdes, podemos concluir a validade das igualdades
pretendidas. Daqui se conclui imediatamente que, de facto, P ¢ parti¢ao de J, ja
que, das propriedades caracteristicas da nocdo de partigdo, a Unica que nao
resulta imediatamente de P; C P’ é precisamente a igualdade que acabamos de
demonstrar. Que P’ ¢ unido dos P; resulta imediatamente da defini¢do de
particdo “mais fina que”.

Para demonstrar que a condigdo ¢ suficiente, ou seja, que implica P’ € P(I)
o o

(é depois 6bvio que P’ = P) basta verificar que dela resulta J' N K’ = () sempre
que J' € Py, K' € Pgx com J # K, o que se deduz imediatamente de J' C J,

o o
K'cKeJNK=00

PROPOSICAO 1.2: Se P € P(I) existe uma partigio normal de I, P', mais
fina que P, além disso, se P' € P(I) for particdo normal mais fina que P, os
correspondentes Pj, com as notagdes da Proposicdo anterior, sdo, neste caso,
parti¢oes normais.

Demonstracéo: Para cada ¢ € {1,..., N} consideremos:
0 .1 Eitly _ J pJ
.{:L‘q’,al‘iv'“vxq’,l }_U{aq‘,vbi}
JepP
onde:

kit
ca; =) <zl <. <ait =,

N
(como convencionamos na Observagio 2), J = [][a/,b/], para cada J em P);

1771

=1
seja entdo:

N
’P/Z{J/:H[$57,$gl+1] Zjl:0,...,k1;...;j]\[ZO,...,kN}.

i=1

Graficamente:
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Ty
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L i
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Il
S | st I
R R
| | | |
| | | | [
| | | | [
1 1 | 1 111
0 .1 3 .6 r]
s R B
I I
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P’ ¢, por construgdo, partigdo normal de I. Para verificar que P’ é mais fina que
P, consideremos um dos intervalos J’ de P’; tomando x no interior de .J’ (que,
por defini¢do de particdo € ndo vazio), = tera de estar em algum dos intervalos J
de P, pelo que, para cada i =1,..., N, existira j; € {0,...,k;} tal que simulta-
neamente:

i
- ,
al <zl al <af

xf’ <z <2ttt xf < b/ xf’ﬂ </
af <z <b]

atendendo a que os a/, b/ sdo alguns dos z!, que estdo ordenados por ordem
12 13 13

crescente dos [ (ver Observagdo 11). Estas desigualdades mostram que J' C J, e
portanto, de facto, P’ é mais fina que P.

Provemos agora que para cada J € P, P; ¢é parti¢do normal de J (com as
notagdes da Proposi¢do 1.1); basta notar que J' € P’ estd em P; sse
al < xl < b/ paratodooi=1,...,N, pelo que é dbvio que P; tem de facto a
forma requerida as parti¢des normais do intervalo J.[J

1.3 Volume de unioes de intervalos
TEOREMA 1.3: Se P for parti¢do de 1, entdo:

V) => V()

JepP

Demonstra¢io: Comecemos por notar que basta demonstrar o Teorema no
caso em que P ¢€ particdo normal. Com efeito, supondo valida a propriedade para
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qualquer intervalo I e P’ parti¢do normal de I, para uma parti¢do arbitraria P de
I podemos considerar P’ particdo normal de I mais fina que P, atendendo a
Proposicao anterior; cada Pj sera entdo, como vimos, particio normal de J,
pelo que (utilizando as notagdes da Proposigdo 1.1, propriedades algébricas
elementares da adi¢@o e a hipotese que acabamos de fazer):

v =>Y ( > V(J’)> => VI)=>_ V(I)=V).
JeP JeP \J'eP; J’eU)P,, J'eP’

Suponhamos entdo que P ¢ parti¢do normal do intervalo I:
N
P = {H [x?’,xﬂ"’“] Ijl = 0,...,]€1;j2 = 0,...,k2;jN = 0,...,]€N},
i=1

com:
kit
ca;=a) <zl <. <ait =0y,

paracadai =1,..., N. Temos entdo:

N [k } v |
_H<Z("”3"“fvﬁ”>)‘ 2 (H(x‘f'ﬂzfﬁ))_
v (e

Ji)i=1,..N i=1

N
€ [T {0sski}
i=1

Jer

atendendo a distributividade do produto em relagdo a adigdo (para um nimero
arbitrario de parcelas e factores).[d

Para prosseguirmos o estudo do volume de unides de intervalos convém-nos
dispor de resultados traduzindo propriedades intuitivas que relacionem unides
arbitrarias de intervalos com particdes; nomeadamente, mostrar que se pode
“preencher o complementar em I de uma unido de intervalos com intervalos de
interiores dois a dois disjuntos” ¢ que “se I for coberto pela unido de uma
familia G de intervalos, existe uma particdo de I constituida por intervalos
inteiramente contidos em intervalos de G .

PROPOSICAO 1.4: Dada uma familia finita G de intervalos fechados contidos
em I, existe uma familia finita F de intervalos fechados de RY ndo degenerados
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tal que:
o o
*KNK'=0,VK,K' ¢ F,K # K’
o o
*KNJ=0VYKeF,Jeg
(UJ) U (UK) =1
Jeg KeF
Demonstracio: Paracadai € {1,..., N} consideremos:
{2zl ) = U{a{,b;’} U{a;,b;}
Jeg
onde:

kit
ca; =2l <al <<t =0y,

e seja F’ a parti¢do normal de I definida pelos x;] ', Graficamente:

Zy
_ ka1
by =ay ¥
% B 1]
ag = JE% R
o 1 .2 k4l Ty
| 1
[l [l
ﬂ.l bl

Podemos entdo tomar:

o o
F={KeF :KnJ=0YJegG}

¢ facil concluir que um intervalo K de F’ que ndo esteja em F, ou seja, que in-
tersecte o interior de um dos J de G tera de estar nele contido. Basta utilizar ar-
gumentos semelhantes aos das demonstracdes das Proposigdes 1.1 e 1.2 (¢f. tam-
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o N . o
bém Observacio 11)) ; se K ( =[], «/""]), intersecta .J , tomando = = (1,
i=1

..., Zy) na intersecgdo, teremos:

{x{ <z <l N { zl < bf N {x{“ <b/

ji+1 . Ji
al <ax; <b aj <l al <l

)

atendendo a que os a/, b/ sdo alguns dos z!, para cada i em {1,..., N'}. Temos

portanto, de facto, K C J. Podemos entdo concluir que:

= ()= ()L = (W) o () <

0 que termina a demonstracdo, ja que as restantes propriedades de F resultam
imediatamente de F' ser parti¢do e da defini¢do de F.O0

Observagao: 12) Em particular, se os intervalos de G forem ndo degenerados ¢
de interiores dois a dois disjuntos, existira uma particdo P € P(I) contendo G;
por outras palavras é possivel “completar G de modo a obter uma parti¢do de
I

PROPOSICAO 1.5: Dada uma familia finita G de intervalos fechados de RY

tal que:
-Ic| v,
Jeg

existe P parti¢do de I tal que:
WKeP 3JeG:KCJ.

Demonstragdo: Paracadai =1,..., N seja:

'{179,1‘%, ,I‘?JA} = {t S U{a;],btj} L a; S t S b7} U {ai,bi},
Jeg

de tal modo que:

Fi+1

ca; =) <zl <. <zt =0

Seja entdo P a partigdo normal associada a estas decomposi¢des das projeccdes
do intervalo I; provemos que P satisfaz as condi¢des expressas no Teorema.
Graficamente:
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o
by = 21
m%:
an = xg -
0 .1 .2 ki1 TTy
I | 1
I I
ﬂ.l bl

Seja:

N
K = H [z}, 2/ e P,
i=1
com as notacdes habituais para particdes normais. Provemos que existe J em G
contendo K; seja x ponto interior a K e J em G tal que z € J (J existe,
atendendo a que os .J cobrem I). E facil agora demonstrar que K C J, por
processo semelhante ao utilizado em proposi¢des anteriores; com efeito temos,
paracadaiem {1,..., N}:

j i1 j i1
ol < ap <t N xl < b! ol <bf
y 3 b

al <z <o al < it al <zl

)

atendendo a que os af, b/ sdo alguns dos !, a menos que fiquem fora do
intervalo [a;, b;] sendo Obvias, nesse caso, as Ultimas desigualdades, pelo que, de
facto, as projec¢des de J contém as projecgdes de K.[]

TEOREMA 1.6: Sejam F, G familias finitas de intervalos fechados de RN tais
que:

o o
JNJ =0V, J €G,J+T,

- JJIclUE.

Jeg KeF
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Entdo:

V) <> V(K.

Jeg KeF

Demonstracio: Podemos supor que os intervalos de G sdo todos ndo degene-
rados, ja que os degenerados ndo contribuem para a soma. Comecemos por
considerar o caso em que s existe um K, ou seja, em que F = {K}; K ndo
pode ser degenerado, atendendo a hipotese que acabamos de fazer. Estamos
assim em condi¢des de aplicar a Proposi¢ao 1.4 a familia G, relativamente ao
intervalo K, pelo que existird uma familia F’ disjunta de G tal que GU F’ ¢
parti¢do do intervalo K. Teremos portanto:

VIK)= Y V() =Y V(J)+Y V(K);

JEGUF' Jeg KeF'

como as parcelas ndo sdo negativas, podemos concluir imediatamente que, de
facto:

> V() < V(K).

Jeg

Passemos agora ao caso geral. Cada J de G estara entdo nas condigdes do
intervalo I da Proposicdo 1.5 relativamente a familia F (que aqui desempenha o
papel da familia G daquela Proposi¢ao). Concluimos portanto que para qualquer
J em G podemos construir Pj, particdo de .J, tal que para cada J' € Pj existe
K € F contendo J'. Teremos assim:

Y V() = Z( > V<J’>> < Z(Z (Z vm)) =
Jeg Jeg \J'eP; JegG \KeF J]/’eclljé

=3 (Z(Z V(J’))) <) V(K),
KeF \Jeg \J'eP; KeF
J'CK

onde, na primeira desigualdade, se utilizou o facto de cada J’ estar contido em
certo K (o que mostra que, quando muito, acrescentamos parcelas positivas a
soma, no caso em que um mesmo .J' esteja contido em mais que um K), na se-
gunda igualdade as propriedades associativa e comutativa da adicdo e, na terceira
desigualdade, a conclusdo do Teorema para o caso simples de que tratamos
inicialmente; com efeito, os J’ de diferentes P; tém interiores dois a dois
disjuntos, atendendo as hipdteses feitas sobre os intervalos J de G, pelo que a
soma (somatdrio duplo) dentro de paréntesis ¢ inferior ou igual ao volume do
intervalo K (para cada K de F).O0

COROLARIO: Sejam F, G familias finitas de intervalos fechados de RY tais
que:
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o o
JNJ =0VJ,J €G,J#J,
le) o]
‘KNK =0,VK,K' € F,K # K’;

Js=xK.

Jeg KeF

Entdo:

V) =) V(K).

Jeg KeF

Demonstragio: Basta aplicar o Teorema anterior duas vezes.[]

Observacao: 13) O Corolario anterior permitiria estender a no¢do de volume a
“figuras” constituidas por unides finitas de intervalos de interiores dois a dois
disjuntos, uma vez que a soma dos volumes de tais intervalos depende apenas da
sua unido e nao dos intervalos escolhidos para a constituir.

Exercicios

1) Designa-se por intervalo de RY qualquer produto cartesiano de N intervalos
de R. Mostre que se I, J forem intervalos de R" entdo I N.J ¢ intervalo de
RY e se I,J forem intervalos fechados de RY entdo I N.J ¢ intervalo
fechado de RV

2) Demonstre as asser¢oes contidas nas Observagdes 1) a 6), 8) € 9).

o
3) Sejam Pl,PQEP(I) € P12:{Ilﬁ12111€P1,12€P2 € Ilﬁl27é®};
mostre que Py € P(I).

4) Enuncie e demonstre a generalizacdo a um numero arbitrario de parcelas e
(ou) factores das propriedades associativa e comutativa da adi¢cao e multiplica-
¢a0, e da propriedade distributiva da multiplicacdo em relagdo a adigdo, em R.
(Sugestdo: A distributiva generalizada refere-se ao produto de k somas, cada
qual com l; parcelas — i = 1,..., k; representando por al € R as parcelas
da i-ésima soma — j; = 1, ..., l; — a propriedade traduz-se pela identidade:

M(xe)- (1)

i=1 \ji=1 . k =
(]i)yzl.....kel_[l{lv' . ‘:l'ﬁ}
i=

supondo ja demonstradas as comutativas e associativas generalizadas da
soma e produto. Feita esta hipotese, a demonstra¢do da distributiva pode

fazer-se, por exemplo, por indu¢cdo em n = max l;, comecando por n = 2,
i=1,...,k

caso que também pode ser provado por indugdo, agora em k.)
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5) Seja G uma familia finita de intervalos fechados contidos em 7, F uma familia
de intervalos nas condigdes do enunciado da Proposi¢do 1.4 e F' uma familia
de intervalos também nas condigdes da familia F do enunciado da Proposigéo
1.4 mas agora para G igual a familia F previamente determinada;

a) Mostre que se G for constituida por intervalos ndo degenerados, entdo:

Us7=UxK:

JeF' Keg

b) Mostre, com auxilio de um contra-exemplo, que a conclusdo da alinea ante-
rior pode ndo ser verdadeira se G contiver pelo menos um intervalo degene-
rado;

¢) Mostre que, em qualquer caso:

U7=U k&,

JeF' Keg

sendo G’ a familia dos intervalos ndo degenerados da familia G.



Capitulo 2

Construcio do Integral de Riemann em RV

2.1 Sucessdes generalizadas indiciadas em P (1)

Para prosseguirmos a formalizagao das ideias intuitivas discutidas na Introdu-
¢do, pretendemos agora dar uma definicdo de convergéncia para “sucessdes ge-
neralizadas” indiciadas no conjunto P(I), uma vez que para cada parti¢do pre-
tendemos obter aproximagoes do “volume abaixo do grafico”, sendo cada aproxi-
macdo soma de volumes de paralelepipedos correspondente a parti¢do fixada.
Uma vez que esta definida em P(I) uma relagdo ( > ) que facilmente se vé ser
de ordem parcial, podemos procurar utilizd-la para reproduzir a nogao habitual
de convergéncia de sucessdes (baseada na ordem natural); no entanto, para se
obter a unicidade do limite, ndo ¢ suficiente ter-se uma relagdo de ordem parcial
— normalmente faz-se uma hipdtese suplementar que, como vamos ver, € satis-
feita no caso da relacdo “mais fina que”:

PROPOSICAO 2.1: 4 relagido = (“mais fina que”) em P(I) é de ordem par-
cial e filtrante, ou seja, dadas particées P, P' € P(I), existe P" € P(I) simul-
taneamente mais fina que P e que P'.

Demonstragdo: Das propriedades que caracterizam > como relacdo de
ordem parcial a tnica que ndo é completamente trivial € a anti-simetria lata;
suponhamos entdo que P’ = P ¢ P > P'. Provemos que P = P’; se J € P,
entfo existird J' € P’, tal que J C J’, por defini¢do de >~ . Pela mesma razio,
existira agora J; € P tal que J' C Ji, pelo que J C Ji, e portanto J = .Jj, por
definigao de particdo; mas entdo:

JcJ ch=J=J=J,

e portanto J € P’. Logo, de facto, P C P’, e uma vez que podemos aplicar este
resultado trocando os papéis de P e P’, concluimos que P = P’, 0 que termina a
demonstragdo da anti-simetria lata.

Para verificar que > ¢ filtrante, considere-se P, P’ € P(I) e para cada J de
P tome-se agora Py em P(J) pela Proposi¢do 1.5, relativamente aos intervalos
de P’ que, evidentemente, cobrem .J, visto cobrirem todo o I. Obtém-se assim
uma familia de parti¢gdes Py de cada J de P cuja unido P” é, pela Proposi¢do

27
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1.1, partigdo de I mais fina que P, e é também mais fina que P’, atendendo a ter
sido construida pela Proposi¢do 1.5.1

DEFINICOES: Chamamos sucessdo generalizada ou rede a uma aplicagio:
S:P(I)—R,
que também se representa por (Sp) pep(r), ou simplesmente por Sp.

Sp diz-se convergente para Sy € R ou diz-se que Sp tende para S se:

V6 >0,3Py e P(I): P~ Py=|Sp— So| < 6.

Observagao: 1) Esta nocdo de convergéncia ¢ por vezes designada por “conver-
géncia no sentido de Moore-Smith”. A nocao de rede ou sucessdo generalizada
intervém de modo essencial no quadro da Topologia Geral, sendo ai tomada na
acepcdo mais lata de aplicagdo definida em conjunto parcialmente ordenado
filtrante, com valores no espaco topologico em questdo; neste curso apenas utili-
zaremos a no¢ao mais restrita que acabamos de introduzir. Pressupondo conheci-
mentos basicos de Topologia, as propriedades conhecidas de continuidade da
soma e produto por numero real traduzem-se imediatamente em propriedades
elementares da convergéncia de redes reais; vamos, no entanto, recordar estas
propriedades juntamente com outras que nos vao interessar para a defini¢do de
integral.

Utilizaremos a notacdo “Sp—P»SO”, ou simplesmente “Sp—>Sy”, com o
significado “Sp tende para Sy” e o limite sera designado por “1i}gn Sp” ou
simplesmente por “lim Sp”.

PROPOSICAO 2.2: Sejam Sp, Tp sucesses generalizadas; entdo:

1. Se Sp— Sy, Tp—> 1Ty, entdo Sp + TP—PVSU + Tp.

2. Se Sp— Sy, entio )\Sp—Pv)\SO,V A€ER.

3. Se Sp— Sy, Tp— Ty e existir Py € P(I) tal que Sp > Tp para todo o
P = Pyentao Sy > Ty, em particular, o limite, se existir, é unico.

4. Se Sp for crescente, ou seja, P = P’ = Sp > Spi, entdo Sp é convergente
sse for majorada (ou seja, majorado o conjunto {Sp: P € P(I)}) e, nesse caso:

lim Sp = sup {Sp: P € P(I)}.

5. Se Sp for decrescente, ou seja, P '~ P' = Sp < Spi, entdo Sp é convergente
sse for minorada (ou seja, minorado o conjunto {Sp: P € P(I)}) e, nesse caso:

lim Sp = inf{Sp: P € P(I)}

Demonstragao: As demonstragdes sdo simples adaptacdes das corresponden-
tes para sucessoes. Demonstremos, a titulo de exemplos, 3. ¢ 4.:
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Para demonstrar 3., suponhamos que a hipotese se verifica mas que Sy < Tp;
nesse caso, pondo 6 = %(Tg — Sp), por definigdo de convergéncia existirdo parti-
¢oes P e P, de [ tais que:

'P>—P1:>|SP—SQ|<(5; P>—P2:>|TP—T0|<(5.

Podemos considerar P’ simultaneamente mais fina que P; e que P>, atendendo a
Proposi¢do 2.1, e, aplicando mais uma vez esta Proposicdo, considerar agora P
mais fina que P’ e que Py; entdo, pela hipotese de 3., Sp > Tp,jaque P = Py e,
por outro lado, como também se terd P > Py, P, vira:

Sp—1Tp = — — —
P p=Sp—So+To—Tp +Sy—Tp <
<0 <0
<O6+6+Sy—Tp=0= Sp <Tp,
contradi¢do que demonstra 3..

Para demonstrar 4., comecemos por supor Sp majorada e designemos por S o
supremo (finito) dos Sp (P € P(I)); mostremos que S é, de facto, o limite de
Sp. Dado é > 0, por defini¢do de supremo sabemos que existe P em P(I) tal
que S — 6 < Sp; mas como Sp ¢ crescente teremos (atendendo também a que o
supremo ¢ majorante de todos os Sp):

P-P=S-6<Sp<Sp<8<S+6=|8p— 85| <6,

ou seja, Sp —P» S. Reciprocamente, se Sp ndo for majorada, entfo para qualquer

L > 0 existira Py € P(I) tal que Sp, > L, pelo que Spr > Sp, > L para todo o
P’ » P, (atendendo a que Sp € crescente); Sp ndo podera entdo convergir para
nenhum S € R, ou ter-se-ia Spr < S + 1 para todas as partigdes P” mais finas
que certa particdo P; o que conduziria a uma contradi¢do, tomando L = S + 1 ¢
escolhendo P’ simultaneamente mais fina que P; e que Py.[J

2.2 Somas e Integrais de Darboux

Vamos agora formalizar a ideia intuitiva de aproximagdo do integral por
“somas de volumes de paralelepipedos”, mas retiraremos a hipotese feita inicial-
mente, para efeito de interpretagdo geométrica, de f ser ndo negativa.

DEFINICOES: Seja f : I — R limitada e P € P(I); chamamos soma inferior
de Darboux de f relativamente a P ao numero real:

S(f,P)=> (inf )V (J).

Jep J

Chamamos soma superior de Darboux de f relativamente a P ao numero real:

S(f,P) =) (sup ))V(J).

Jep J
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As somas superiores e inferiores de Darboux constituem evidentemente
sucessdes generalizadas; vamos ver que sdo mondtonas o que provard que con-
vergem, atendendo ao que se viu no final da sec¢do anterior.

PROPOSICAO 2.3: 1. A sucessio generalizada (S(f,P))pep(r) das somas
inferiores de uma fungdo limitada f : I — R é crescente e a sucessdo generali-
zada (S(f, P))pep(r) das suas somas superiores é decrescente.

2.8(f,P)< S(f,P),VP,P € P(I).
Em particular tem-se:

(inf/)V(I) < S(f, P) < S(f, P') < (Supf) (I),vP,P" € P(I).

Demonstraciao: Mostremos que a sucessdo das somas inferiores ¢ crescente;
considerando P’ = P, parti¢des do intervalo I, sabemos, pela Proposicéo 1.1,
que PP= Py, onde P;(={J € P':J CJ}) é particio de J,V.J € P,

Jep
sendo a unido disjunta. Temos assim:

S(f,P’):Z(lnff ZZ 1nff

J'eP’ JePJ'eP;
>Zmef Z(m‘fZV )

JePJ'ePy JeP J'ePy
=Y _(f )V(]) = 5(f,P),

JeP

atendendo a que J' C J = IIJl/f f> ir}f f. De modo analogo se demonstraria que
as somas superiores constituem uma sucesso decrescente.

Para demonstrar 2. basta agora, dadas P, P’ € P(I), considerar P" € P(I)
mais fina que P e que P’. Teremos assim, utilizando 1.:

S(f,P) < S(f,P") = Z (ir;ff)V(J) <

Jep"

< (sup V(J) = 5(f,P") < 5(/, P).

JepP"

A tltima asser¢do da Proposigdo resulta imediatamente do facto de {I} ser
parti¢do de I “menos fina” que qualquer outra.[d

Atendendo a Proposicdo 2.2—4,5, sabemos agora que as sucessdes generali-
zadas das somas superiores e inferiores tém ambas limite. Faz entdo sentido
introduzir as seguintes nogdes:

DEFINICOES: Seja f: 1 — R limitada; chamamos integral inferior de
Darboux de f ao nimero real:
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[ 1 =tims(r.P) (= sups(s.P).
-1 P
Chamamos integral superior de Darboux de f ao numero real:
/ J = lim 5(f, P) ( = inf S(/, P)).
I P P
Observacdes: 2) E 6bvio, atendendo as defini¢es, que:
(it )V < [ 1< [ 1< sV
S

daqui se conclui imediatamente que se f for constante (igual a C' € R) entéo:

/f=/1f=CV(I)-

3) Pode por-se a questdo de saber se a igualdade dos integrais superior e inferior
de Darboux ¢ propriedade geral das fungdes limitadas em intervalos; é facil
concluir que ndo. Basta considerar, por exemplo, a fungao:

f:00,1] = R,
tal que:
_[1 sexeQnl0,1]
f(x)_{o sex €[0,1]\ Q

verifica-se sem dificuldade que as somas inferiores sio todas nulas ¢ as
superiores todas iguais a 1 (ja que em qualquer intervalo ndo degenerado existem
sempre valores racionais e irracionais), pelo que, neste caso:

/ f=0<1= I
- [0,1] [0.1]

2.3 Integral de Riemann

DEFINICOES: f I — R, limitada, diz-se integrdavel a Riemann, integravel-R,
ou, simplesmente, integravel (em I), quando nao houver perigo de confusio, se:

/If—/lf-
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Neste caso, o valor comum dos dois integrais de Darboux designa-se por infegral
de Riemann, ou, simplesmente, integral de f (em I), e representa-se por:

i

Representa-se por R(I) o conjunto das fungdes integrdveis a Riemann em 1.
PROPOSICAO 2.4 (Propriedades dos integrais de Darboux): Sejam:
fig: I —=R

fungoes limitadas e X > 0. Entdo:

/f+/g</f+g /f+g /f+/g,
2./I(Af)—/\/[f, Jon=x] s
3-/1(—f)=—/1f;

4.Sef§g,entd0/1 /g, /f</

5. Se existir C € R tal que f(x) = C,Vx € I, entdo [ é integrdavel a Riemann e:

/f cv(I

Demonstrac¢io: Demonstremos 1. e 3., a titulo de exemplos. Dado P € P(I)
e J € P tem-se:

einf f +inf g < inf
in f+1_r]1 g<in (f+9)

sup f +supg > sup (f +g),
J J J

donde:
S(f,P)+8(g.P) <S(f+9,P) <S(f+9,P) < S(f,P)+5(g, P);

para demonstrar 1. basta entdo passar ao limite as desigualdades, atendendo as
defini¢oes de integral superior e inferior de Darboux e a Proposigdo 2.2 (1. ¢ 3.).
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Para demonstrar 3., basta notar que:

inf (= f) = —sup f,
J J

pelo que, obviamente:
5(7f,P) = 7§(f7P)7
donde se deduz 3., por passagem ao limite.

De modo analogo se demonstram as restantes asser¢des da Proposi¢éo.[d

TEOREMA 2.5: O conjunto R(I) das fungdes integraveis a Riemann em I é
subespacgo vectorial do espaco de todas as func¢oes reais definidas em I e a
aplicagdo de R(I) em R que a f € R(I) faz corresponder:

Jrer,

-/<Af+ug>=A/f+u/g,Vf,geR<I>,A,ueR,
I I I

°f§g:>/1f§/lg

Demonstragao: O Teorema é consequéncia imediata dos pontos 1. a 4. da
Proposi¢do anterior e da defini¢do de integral de Riemann.[]

é linear e crescente, ou seja:

2.4 Critério das oscilacoes

Interessa-nos agora demonstrar um critério de integrabilidade a Riemann,
baseado na comparagdo de fungdes; convém, para tal, introduzir a seguinte
nogao:

DEFINICAO: Seja f : A — R limitada ¢ B C A, B # (); chamamos oscilagdo
de f em B, a:

w(f,B) =osc (f,B) =sup f —inf f.
B B

Observacio: 4) E facil ver que:

w(f, B) = sup |f(x)=f(y)| = sup (f(z)—f(v));

z,yeB z,yeB

de facto:
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Va,y € B f(z)—f(y) < sup f —inff =
B
= sup (f(z)—f(y)) < sgpf —inff = w(f, B).

r,yeB

Por outro lado, dado 6 > 0, por definicdo de supremo e de infimo, existem
Tp, Yo € B tais que:

sup f < f(wo) + 6, inf f > f(yo) — 9,
B B

donde,
sup f—inf f < flzo)=f(yo) +26 < sup (f(z)—f(y)) +26.

z,yeB

Como ¢ > 0 ¢ arbitrario, vem:

w(f,B) = sup f —inf f < sup (f(z)—f(y)),
B

z,yeB
donde, de facto,

w(f, B) = sup (f(x)—f(v));

z,yeB
por outro lado:

Va,y € B |f(x)=f(y)| = max{f(x)-f(y), f(y)=f ()},

¢ portanto,

sup |f(x)—f(y)| = sup (f(x)—f(y)) = w(f, B).

r,yeB r,yeB

TEOREMA 2.6 (Critério das oscilagdes): Uma aplicacdo f : I — R, limitada,
¢é integravel a Riemann sse:

Vé>0,3PeP(I): S”(f,P) —S(f,P) <,
ou seja, sse:

V6>03PeP): Yy w(f,])V(J)<6.
JeP

Demonstracéo: Se f € R([), tem-se:
SU.P) 5 [foe 50— [

pelo que:
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A condigdo expressa no enunciado do Teorema ¢ entdo consequéncia imediata da
defini¢do de convergéncia de redes. E 6bvio que a versdo envolvendo oscilagdes
¢ equivalente a outra, uma vez que da defini¢do de oscilagdo resulta imediata-
mente:

S(f,P)—S(f,P)=> w(f,))V(J).

Jepr
Reciprocamente, supondo verificada a condigdo, dado 6 > 0, vira:

(1) P/>-P:>§(f,P/)_§(f,P/)SS(f,P)_S(f,P)<6,
atendendo a Proposigéo 2.3 (1.), pelo que:

g(f,P)_S(f,P)_P'O,

concluimos entdo que as sucessdes das somas superiores ¢ inferiores convergem
para o mesmo limite, donde:

/fz / f, eportanto f € R(I).0
t

Observagao: 5) Deste Teorema resulta imediatamente um critério de compa-
ragdo para fungdes integraveis-R; com efeito se forem dadas fungdes ¢, ...,
g € R(I) e f : I — R verificar, para certo M > 0:

k
f J S Z g]7 a
=1

para cada intervalo .J contido em I, ¢ facil concluir que f ¢é integravel-R. Com
efeito, cada g; verificard o critério das oscilagdes, pelo que, para cada §' > 0
existira P; nas condi¢des da particdo P do Teorema, relativamente a
6 = 6'/Mk > 0; considerando P’ mais fina que todas as parti¢cdes P;, ter-se-a:

k k
> w(f, V() < Z( > wlg,J )V(J) =M> D wlgn V() <

JepP! JepP! j=1 =1 JeP’
k k Mk(?’
<M w(gi, HV(JI) < MY (§/ME) = =,
_;J;E(g,)() D _6/MR) = Ty

ja que, atendendo a (1), P' = Py = > wl(gs,J)V(J) <> w(gs, J)V(J).
JepP! JePy

Concluimos assim que f satisfaz ao critério das oscilagdes, pelo que, de facto,

feR).
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PROPOSICAO 2.7: Se f,g € R(I) entio |f| e f.g € R(I), tendo-se:

‘ / f‘ < / |f-
I I
Demonstracao: De:

L @) = [f @I < [f(@)=f ()], Vo, y € 1,
concluimos que:
w(lfl,J) <w(f,J),VJ € P,P e P(I),

pelo que, do critério das oscilagdes, podemos imediatamente concluir que
|f| € R(I) (vide observagdo anterior). Por outro lado, tem-se:

f-r2ifl= [r< fi=[r=[en< [i1-
:"/If‘g/llfh

Suponhamos agora que f, g > 0 e seja M > 0 tal que
[f (@), lg(x)] < MV, y € I;
vem, para cada intervalo J C I:
(sgp f)-(sgp 9) = sup (f.g), (inf f).(inf g) < inf (f.g) =
= w(f.g.J) < (st}p f)-(sgp g) — (inf f).(inf g) =
= (supf)(sup g — infg) + (infg)(supf — inff) <
J J J J J J
< M(w(g,J) +w(f,J)),

pelo que podemos, mais uma vez, aplicar o critério das oscilagdes (cf. Observa-
¢do 5)) e concluir que f.g ¢é integravel-R.

Suponhamos agora que f e g sdo quaisquer em R(I); tomando M como
acima, temos:

f+M,g+M >0,

f9=(+M)(g+M)—M(f+g)— M eR(),

ja que, no segundo membro da igualdade, a primeira parcela esta em R(I), pelo
que acabamos de ver para fungdes ndo negativas, e as restantes estdo em R([),
atendendo ao Teorema 2.5.[1
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2.5 Aproximacio por sucessoes de Somas de Riemann
e de Darboux

Voltando a interpretagdo do integral de fungdo positiva como “volume abaixo
do grafico” podemos conceber outro processo de aproximagdo desse “volume”.
Com efeito, para cada partigdo do intervalo I podemos pensar em tomar
paralelepipedos com “base” em cada intervalo J da particdo e altura igual a
f(&7), sendo &; tomado no respectivo intervalo J. Obtemos assim, para cada
escolha das familias de pontos &;, uma sucessdo generalizada de somas; o
problema que agora surge ¢ que ndo existe a priori qualquer relacdo entre duas
destas somas correspondentes a particdes comparaveis para a relacdo “mais fina
que”, ao contrario do que acontecia com as somas inferiores e superiores.
Convird assim recorrer a um processo de aproximacdo que ndo utilize aquela
relacdo de ordem parcial; uma ideia € considerar sucessdes de particdes em que
os intervalos se tornem “cada vez mais pequenos” em sentido a definir.

DEFINICAO: Seja P € P(I); uma familia (£7) jcp diz-se compativel com P se
¢, eJ,¥JeP.

DEFINICAO: Dada uma fungdo limitada f: I — R, uma particio P de I e
uma familia £ = (£;)jep compativel com P, chamamos soma de Riemann de f
relativamente a P e a &, ao nimero real:

S(f,P,&) = FENV().

JeP

DEFINICAO: Sendo P € P(I) chamamos didmetro de P ao niimero real ndo
negativo:

8(P) = max (diam (J)),

onde:

diam (J) = sup ||z — y]|.

z,yed

Observacdes: 6) Como ¢ 6bvio, 6(P) depende da norma escolhida para definir
diam(.J), mas, dada uma sucessdo P, de parti¢des de I, ndo depende da norma o
facto de:

6(P,) — 0,

n

uma vez que em R todas as normas s3o equivalentes. Com efeito, se designar-
mos por &' (P) o didmetro relativo a outra norma em RY, ter-se-:

c8(P,) < 6(P,) < C8(Py),
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para certas constantes ¢, C' > 0, donde se deduz facilmente que 6(P,) — 0 sse
8'(P,) — 0.

7) E facil ver que para a “norma do sup” em RY (||z|| = r}laxN|x1;|) se tem:
i=1,...,

: _ J_ _ J_
diam (J) = 7?%N|bl a;’],6(P) = maxN|bZ a;”’|.

=
De agora em diante utilizaremos sistematicamente o diametro associado a esta
norma.

Examinemos entdo o que se passa com as somas inferiores, superiores ¢ de
Riemann quando se consideram sucessdes de partigdes com didmetros a tender
para zero; comecemos por notar que existem, de facto, sucessoes de particdes
com didmetros a tender para zero. Basta tomar, paracada n € Nj,¢ =1,...,N:

e considerar, para cada n € Ny, a parti¢do normal P, de [ associada a estes x{ .

Como :z:{+1 - :z:{ = % (b; — a;), conclui-se facilmente que:
diam (I
spy = am@
n n

Convém-nos agora demonstrar um resultado relativo ao comportamento de
tais sucessoes de particdes quando se considera um intervalo degenerado contido
em].

LEMA: Dado um intervalo degenerado J C I e uma sucessdo P, de parti¢oes
de I tal que 6(P,)) — 0, tem-se:

> V(K)—0.
KeP, "
KNJ#)

Demonstragdo: Seja d,, = 6(P,) (—0). Se K € P, e KNJ # () ¢é facil

concluir que se ¢ for o didmetro associado a norma do sup:
N

2) K c [[la! = dn,b] + da).
i—1

Graficamente:
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Lo

J
by vdn| [

g = bj)-| e

————————————————————————————

>
B3t
I
ol

Com efeito, como K N J # (), podemos considerar x € K N J, tendo-se entdo,

paracada:=1,...,N:
af <@ < b ;" < bf
, N
J ) J J K *
a; <x; <b; a; <b;
Como, por outro lado, diam (K) < d,,, tem-se:
b7K _a/iK S dna
donde:
a;'] - dn S sz - d’n, S aqu
bLK Saz’K+dn Sb;]+d77,

o que demonstra (2). Podemos entdo aplicar o Teorema 1.6 para concluir que:

Y V(K< V(ﬁ[a;’ —dy, b + dn]> = ﬂ(b;f —af +2d,) —
i=1 )

KePp, i=1 i
KNJ#)

atendendo a que J ¢ degenerado.[d
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Observacio: 8) E evidente que podemos tirar uma conclusio andloga se em
lugar de um sé intervalo J se tratar de unido finita de intervalos degenerados
contidos em I.

PROPOSICAO 2.8: Dada uma fun¢do limitada f : I — R e uma sucessio P,
de partigées do intervalo I tal que §(P,) — 0, tem-se:

[ 1 =1im (7. P
21

-/f:hmE(f,Pn).
I n

Demonstra¢io: Comecemos por notar que basta demonstrar a segunda igual-
dade; com efeito, supondo que esta ¢ valida ter-se-a:

/If_/l (7f):71irrln5(*f,Pn):
= — llrrll'l (_ S(fapn)) = 1171;115(f;P7L)7

atendendo a que:

S(=£,P) =) _(sup(=)V(]) =D _ (~inf )V (J) = =S(f, o).

Jep, 7 JEP,

Mostremos agora que basta demonstrar a segunda igualdade para fungdes ndo
negativas. Suponhamos que a igualdade ¢ valida nesse caso e demonstremo-la no
caso geral; sendo f limitada existe M > 0 tal que:

~M < f(z) < MVzel;
em particular:
fl@)+ M >0Vzel,
donde:

-/(f+M):1im§(f+M,Pn).
I n

Ora:
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/(f+M)—l S(f+M,P) —hmz (sup (f+ M)V (J) =

Jep
= ( (sup f)V —i—MZV >

Jep J Jepr

mS(f,P)+ MV(I) = /If + MV(I),

e de modo analogo:
S'(f+M7Pn) = g(f,Pn)+MV(I),

pelo que a existéncia do limite do primeiro membro desta igualdade implica a
existéncia do limite:

lirrlng(f,P)—l1mS(f+M PY-MV(I)=

=/I(f+M) /f

(pelo que acabamos de ver), como pretendiamos.

Demonstremos entdo, finalmente, a segunda igualdade da Proposic¢do, supon-
do que f > 0. Por defini¢@o de integral superior, sabemos que:

3) V6>0,3PEP(1):§(f,P)—/f<g;
I

examinemos entdo 0 que se passa com as somas superiores relativas aos P,. As
fronteiras dos intervalos de P constituem uma unido finita de intervalos degene-
rados (cf. Observacdo 5) do Capitulo 1), pelo que, designando por F;, a familia
dos intervalos de P, que intersectam a fronteira de algum dos intervalos de P,
concluimos do Lema supra que:

> V(K)—0

KeF,

Por outro lado, cada intervalo K € P, \ F, esta contido no interior de algum
J € P; de facto, se intersectasse mais que um intervalo de P no interior, inter-
sectaria um intervalo e o seu complementar, visto os intervalos de P terem inte-
riores disjuntos. Mas K ¢é conexo pelo que teria entdo que intersectar a fronteira
de algum intervalo de P (cf- Observacdo 6) c) do Capitulo 1), contra a hipotese
de ndo estar em F,,. Podemos portanto reunir os intervalos de P, \ F;, em classes
disjuntas, cada qual correspondente a um intervalo J de P; ou seja, pondo:

P/ ={KeP,\F:KcCJ},

teremos:
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Graficamente:

————————————

Femmma 0 jemaaa
' 1
______

_________________

——————————————————————

....................

.....

(representa-se a tracejado a classe P
Temos entdo:

S(f,P,) = Z (su,pf)V(K) =

KeP,
o =S swpHVE) + Y (suphV(K) =
Ker, K KGPH\FH K
St Y () v
JePKep) K
onde:
'OSEHZZ(SUP‘][ <J\/[ZV _'0:>E”,_’0’
Ker, K KeF, " !
T3 V)< (o3 v
JEPKeP)/ JeP J KeP/

(Ga que KeP/=KcJ= supf < supf). Mas podemos agora aplicar o

Teorema 1.6 aos K € P/ eaJe conclulr que:

> V(K) <V(),

Kep]
donde:
supf Y V(K supf) (J),

KeP/

atendendo a que f > 0 e portanto supf > 0.
J
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Temos assim:

(5) DI supf )<Y supf =5(f, P).

JEPKeP) JepP

Concluimos portanto de (3) — (5) que:

S(fJPn)_/If‘:S(f7PVL)_/;f§€7L+S(f7P)_/If§E’VL+§;

como ¢, —» 0, existe p € Ny tal que n > p = ¢, < §/2, pelo que:
n

str.r- [1] <048

<s+:=4

>p=
n=p 272

ou seja, de facto:
/f — lim 5(f,7,).0

TEOREMA 2.9: Seja f : I — R limitada, entdo sdo equivalentes as condi¢des:
1. f é integrdvel a Riemann;

2. Existe uma sucessdo P, de partigoes do intervalo I tal que convergem para o
mesmo limite as sucessées S(f, P,) e S(f, P,);

3. Para qualquer sucessdo P, de parti¢bes do intervalo I tal que 6(P,)— 0,
n

tem-se:

lim S(f, P,) = limS*(f,Pn);

4. Para quaisquer sucessoes P, ,&", P, particoes do intervalo I tais que
6(P,) — 0 e &" familia compativel com P, (para cada n) é convergente a
n

sucessdo S(f, P,,£") das somas de Riemann.

Em qualquer dos casos, estando as sucessoes P, e £ nas condicoes de 4., tem-
se:

/f = lim S(f, P,) = lim S(f, P,) = lim S(f, P,,,&").
I n n n

Demonstracio: 1. = 2.) Supondo que f € R(I) e considerando uma
sucessao de partigoes P, com diametros a tender para zero (que sabemos existir,
como foi atras referido — Observagdo 7)) resulta imediatamente da Proposicao
anterior que as sucessdes das somas superiores e inferiores correspondentes aos
P, convergem para o valor comum dos integrais superior e inferior.
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2. = 1.) De 2. resulta imediatamente que dado 6 > 0 existe n € N tal que:

g(vai)iﬁ(f’Pﬂ)<6a

ja que a diferenca das duas sucessoes tende para zero. Esta condicdo ¢ suficiente
para garantir que f € R(I), atendendo ao critério das oscilagdes (Teorema 2.6).

1. & 3.) E imediato, atendendo a Proposi¢io anterior.
3. = 4.) Tem-se:

S(f,P.) <S(f,Pu,&") < S(f, Pn),¥n € Ny,

pelo que a igualdade dos limites das sucessdes das somas inferiores e superiores
garante a existéncia do limite da sucessdo das somas de Riemann, sendo este
limite igual portanto ao integral de Riemann de f, o que demonstra também a
ultima asser¢do do Teorema.

4. = 1.) Comecemos por verificar que nas condi¢des de 4. as somas de
Riemann em questdo convergem todas para o mesmo limite. Considerando
(P,, &), (P, &™) nas condigdes de 4. podemos por:

2n+1 n 2n n
(P2”n+1’§” i ) = (ang )a (P2/’/m€” ) (F);ng/ )

obtemos assim novas sucessoes de particdes ¢ familias compativeis, ainda nas
condigdes de 4., pelo que existe o limite de S(f,P/,&""). Uma vez que

S(f, P, &) e S(f P!, &™) sdo subsucessdes de S(f, P”,£"") (por construgdo)
convergem evidentemente para o mesmo limite.

Consideremos agora uma sucessdo P, de particdes de I com didmetros a
convergir para zero (que ja vimos como construir explicitamente). Por definigdo
de infimo e de supremo, fixado 8’ > 0, e para cada n € Ny, J € P, existem 7,

e J tais que:

«inff > f&) -
'supf < f(EF) +¢".
Entao:
g(fa PH) - S(f, Pn) = Z (Supf — lglff)V(J) <
Jep, 7
<D UEN +8—F(E) + V() =
JEP,
= S(f, Pas€") = S(f, P € + 267y _V(J) —28'V(I),

JEP,

pelo que passando ao limite as desigualdades obtemos:
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/If/lfs%’V(I)-

Como ¢’ ¢ arbitrario em R concluimos que os integrais superior e inferior coin-
cidem, pelo que, de facto, f € R(I).0

Exercicios
6) Demonstre os pontos 1., 2. ¢ 5. da Proposi¢do 2.2.

7) Determine as somas inferiores e superiores de Darboux das seguintes fungdes
nos intervalos I indicados, relativas as decomposi¢des de I em n sub-
intervalos de igual comprimento:

a) f(z)=2% 1=10,1].
b) f(z) =z — [z], I =[0,n].
) f(z) = 7=, 1 =[0,1].
8) Demonstre as assergoes contidas nas Observagdes 2) e 3).
9) Demonstre os pontos 2., 4. ¢ 5. da Proposicdo 2.4 ¢ o Teorema 2.5.

10) Sejam f,g € R(I) e considere as fungdes (f V g)(z) = max {f(x),g(x)},
(f ANg)(x) =min{f(z),g(x)}. Mostre que fVg,fAgeR(I) e conclua
que R(I) além de espago vectorial ¢ também reticulado. (Sugestdo: procure
exprimir as operagoes \V e N\ através das operagoes de espago vectorial e do
valor absoluto.)

11) Seja I = [a, b], intervalo fechado de RY, ndo degenerado, M; = I N QY,
My = I\ Mjy; recordando que a fungdo caracteristica yg de um subconjunto
Q de I ¢ a fungdo definida em I por xq(z) =1 se x € Q, xa(z) =0 se
x ¢ Q:
a) Verifique que y MUM, = XM, T XM,-
b) Calcule os integrais superiores e inferiores de Darboux de xas, X, ©
XM,uM,- Que pode concluir quanto a linearidade das aplicagdes f +— f I fe
f— f f no espaco vectorial das fungdes limitadas reais definidas em 1 ?

°r

¢) Sendo:

o 1 sex e M;
f(x)_{—l sex € My’

calcule os integrais de Darboux de f e |f| em I e conclua que a integrabili-
dade-R de | f| ndo implica a de f.

12) Demonstre as asser¢des contidas nas Observagoes 6) e 7).



46 2. Construcio do Integral de Riemann em R%Y

13) a) Utilizando o exercicio 7)a), mostre que z> é integravel a Riemann em

I =0,1] e calcule [, 1 [ (Sugestdo: comece por recordar que:
n 9 1
Zj = En(n +1)(2n+1).)
J=1

b) Calcule as somas inferiores e superiores de Darboux das fungdes = e z°

relativamente ao mesmo intervalo e parti¢cdes da alinea a) do exercicio 7) e
conclua que para quaisquer A, B,C, D € R é integravel a Riemann em [0, 1]
a fungdo Ax® + Bz? + Cx + D, determinando o respectivo integral (Suges-
tdo: utilize a alinea anterior e recorde que:

57 (202’

=1

14) Utilizando a alinea c) do exercicio 7) e o teorema fundamental do célculo
integral (a uma dimens@o) mostre que:

™

n n
lim) " — = .
no= n? + k2 4

15) Em I = [0, 1] x [0, 1] considere a fun¢&o:

1 1 1

0 sex=1

mostre que f ¢é integravel a Riemann em I e calcule o valor do respectivo
integral.

16) Seja I = [a, b] intervalo fechado de RY e f : I — R limitada, tal que:

V6>03PeP(): > V(J)<6

JeP
w(f,J)>6

prove que f ¢ integravel-R em I.
1 sex=0

17) Seja f(z) ={ 0 sex €[0,1]\ Q .
é sexz =2 €QnN]0,1], fracgdo irredutivel

a) Mostre que f ¢ integravel a Riemann em [0, 1] e que f[O,l] f =0 (Suges-
tdo: para o calculo do limite das somas superiores procure escolher parti-
¢oes que “isolem sucessivamente” os racionais em “pequenos’’ intervalos.)

b) Estude a continuidade de f em cada ponto de [0,1] (Sugestdo: para
qualquer sucessdo de fracg¢bes convergindo para um numero irracional, os
denominadores tendem para infinito...; cf. Sec¢do 3.4.)



Capitulo 3

Integral de Riemann e Medida de Jordan

3.1 Integrabilidade das func¢des continuas

Embora tivéssemos demonstrado alguns critérios de integrabilidade-R, ndo
possuimos ainda uma caracterizacdo que nos permita reconhecer de modo
expedito as fungdes integraveis-R. Sabemos, por exemplo, que as constantes sdo
integraveis; verifiquemos que todas as fun¢des continuas o sdo:

PROPOSICAO 3.1: Toda a aplicacio continua f:1 — R é integravel a
Riemann (ou seja, C(I) C R(I)).

Demonstragao: Sendo I compacto ¢ f continua, podemos concluir que f ¢é
uniformemente continua (Teorema de Cantor). Entdo dado ¢ > 0 existe € > 0 tal
que:

6
2V(I)

le—yll <& z, yel=|[fx)-flyl<

Considerando entdo P € P(I) tal que 6(P) < & (o que é sempre possivel, uma
vez que existem sucessdes de particdes com didmetros a tender para zero),
obtemos:

VJeP:diam(J)<e=|z—y|| <eVz,yeJ

= @) ~10)| < g Vo e T

ou seja:

w(f,J) =:;1€13J |f(x)—f(y)] < V(1)

donde,

o o o
;Pw<f~f> VI < 55 2V = gy VD =5 <6,

pelo que, do critério das oscilagdes (Teorema 2.6), podemos concluir que
fer).OO0

47
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No entanto, nem todas as func¢des integraveis a Riemann sdo continuas;
consideremos, por exemplo:

fo[0,1] =R,

tal que:

E facil ver que f € R(I); podemos, por exemplo, considerar a sucessio de
parti¢des que se obtém subdividindo sucessivamente o intervalo [0,1] em 2"
partes iguais, ou seja:

j oJ+1, .
P, ={=,—]:j=0,...,2" — 1}
(RS }
Como ¢ evidente:
1
6(P,) = — ;
(Ba) =50 =
além disso,
1
1 1 1
S(vai):Z 775_71'55
]':271—1

pelo que f € integravel a Riemann e f[O.l] f= %, embora f ndo seja continua no
) ;
ponto 3.

3.2 Integral em conjuntos “arbitrarios”

Vimos que todas as fungdes continuas em intervalos compactos ndo degenera-
dos sdo integraveis-R, e acabamos de verificar que a continuidade ndo ¢ condigdo
necessaria de integrabilidade-R. No entanto ja conhecemos um exemplo de
fun¢do ndo integravel a Riemann e, precisamente, tal fungdo era descontinua em
todos os pontos (tratava-se da fungdo definida em [0, 1], igual a 0 nos irracionais
e igual a 1 nos racionais), ao passo que no exemplo que acabdmos de examinar, a
fungéio era apenas descontinua em 1/2. Parece portanto existir alguma relagéo
entre a “medida” (em sentido a definir) do conjunto dos pontos onde uma funcao
¢ descontinua (conjunto dos pontos de descontinuidade) e a integrabilidade a
Riemann dessa mesma funcdo. Para examinarmos de perto esta questdo con-
vém-nos agora generalizar a nog¢do de volume a uma classe de conjuntos mais
vasta que a dos intervalos fechados de RY. No caso de I temos evidentemente:
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V() = /11,

pelo que a generalizagdo da nogdo de volume poder-se-4 ligar a generalizacdo da
nocdo de integral a dominios que ndo sejam necessariamente intervalos. Procu-
remos uma extensdo natural destas nog¢des; comegamos por introduzir uma con-
vencao de linguagem e notagdo que ¢ bastante natural.

DEFINICOES: Seja f:RY — R limitada em I; entdio chamamos integral
inferior de Darboux (respectivamente integral superior de Darboux) de f em I

a.
_/Ifz_/lf/f

(respectivamente a

/I_fz/l_f/fl

[ diz-se integravel a Riemann em I se f;; € R(I) e, nesse caso, chamamos
integral de Riemann de f em I a:

1= [

PROPOSICAO 3.2: Seja f : RY — R limitada e nula fora de certo conjunto
A C RY limitado. Entdo se I,.J sdo intervalos fechados de RY ndo degenerados
tais que A C I N J, tem-se:

_/If=_4f,/;f=/;f.

Demonstracio: No caso em que I N J é vazio, A também o sera e portanto
f ¢ identicamente nula, pelo que os integrais em questdo sdo todos nulos; se
I'NJ for degenerado, a fungdo f/; serd nula em I excepto em pontos de I N J,
pelo que, tomando uma sucessdo P, de partigdes de I com didmetros a tender
para zero, ter-se-a:

<

/ f‘ —lim [S(f,P)| =lim | Y (inf ) V()
J,  Kep,
KN(INJ)#0

<M Y V(E)—O,
KeP, "
KN(INJ)#0

(onde M ¢ majorante de | f|), atendendo ao Lema da Secgdo 2.5 atras, donde:
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/If—O,

e, de modo analogo, ¢ nulo o integral inferior em J. Para os integrais superiores
basta pensar na fungdo — f.

No caso em que I N J ndo ¢é degenerado, basta verificar as igualdades substi-
tuindo J por I N J e em seguida aplicar o resultado assim obtido ao caso em que
se toma J no lugar de /. Basta evidentemente demonstrar a igualdade referente
aos integrais inferiores, aplicando em seguida o resultado a —f. Uma vez que
InJ C I, podemos aplicar a Proposigdo 1.4, que garante a existéncia de uma
familia F de intervalos ndo intersectando o interior de I NJ que unida a
{I N J} constitui parti¢do de I; tomando em cada intervalo de 7 U {I N J} uma
sucessao de partigdes com didmetros a tender para zero, obtemos uma sucessao
P, de parti¢cdes de I com diametros a tender para zero tal que:

Pn:—FnUP/

n’

sendo a unido disjunta e P, € P(I N J). Temos assim:

KeP,
KN fr(INJ)#0

/f=1i7anS(f,Pn,)=li71}1< Y. (nf)V(E)+
-I
oy (HVE)+ Y (inff) wm);

KeP, KeF,
KN fr(INJ)=0 KN fe(INJ)=0

ora o primeiro somatdrio tende para zero, como se conclui pelo supra-citado
Lema da Secgdo 2.5, uma vez que fr(/NJ) ¢é unido finita de intervalos
degenerados e que podemos majorar por certa constante M > 0 o modulo do
infimo de f em cada K. Quanto ao terceiro, ¢ identicamente nulo; com efeito, os
intervalos de F, ndo intersectam o interior de / N J (por construgdo) e os que
intervém no somatdrio também ndo intersectam a fronteira, pelo que ndo
intersectam [ N J, e, por maioria de razdo, também ndo intersectam A C I N J,
tendo-se, portanto, f identicamente nula nesses intervalos. No limite, resta entdo
apenas a segunda parcela; ora o limite desta coincide exactamente com o integral
inferior em I N J, uma vez que P, € P(INJ), 6(P)) — 0 ¢ que as parcelas de

5( I, P,’,) correspondentes aos K de P! que intersectam fr(I N .J) tendem

para 0, aplicando mais uma vez o Lema da Secg@o 2.5. Temos assim, de facto:

_/If=/ 7.0

- InJ

Observagio: 1) Este resultado mostra que, estando f nas condi¢des da Proposi-
¢do, o integral de f num intervalo I ndo degenerado contendo A ndo depende do
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intervalo escolhido. E agora facil concluir que também nio depende de A, ou
seja, se f também for nula fora de B C RV, B limitado, podemos escolher I
contendo B; com efeito basta tomar J contendo A U B e notar que ento o inte-
gral em I coincide com o integral em J (aplicando a Proposi¢ao ao conjunto B),
e portanto com o integral em qualquer intervalo ndo degenerado contendo A. Po-
demos entdo, sem ambiguidade, dar as seguintes definigdes:

DEFINICOES: Seja f : RY — R limitada e nula fora de uma parte limitada de
RY; entdo chamamos integral inferior de Darboux de f (respectivamente inte-
gral superior de Darboux de f) a:

_/f=_/lf

(respectivamente a:

fi-fn

onde I ¢ intervalo de R" nio degenerado fora do qual f ¢ nula.

f diz-se integravel a Riemann se o for em I, intervalo nas condi¢des acima, de-
signando-se nesse caso por integral de Riemann de f o numero real:

-

Se for dada uma fungdo f : BC RY — R, e A C RY for tal que f/4np ¢ limita-
da e nula fora de certa parte limitada de A N B, o prolongamento desta fungdo
por zero fora de AN B esta nas condi¢des das definigdes anteriores. Faz entdo
sentido definir os integrais de Darboux de f em A, sem ambiguidade, através dos
respectivos integrais desse prolongamento. Com o objectivo de sistematizar a es-
crita deste tipo de fungdes auxiliares, convém introduzir as seguintes notagdes:

DEFINICAO: Sendo f : B € RY — R designamos por ]7 a fungio de RY para
R tal que:

~ . [flx) sexeB
f(x)_{o sex € RV \ B’

DEFINICAO: Se A C RY chamamos funcdo caracteristica de A a fungao:
xa:RY SR

1 ser e A
xa(z) = 0 sex€RV\ A
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DEFINICOES: Seja f: BCRY — R, A CR", tais que f/4np ¢ limitada e
nula fora de uma parte limitada de A N B; entdo chamamos integral inferior de
Darboux de f em A (respectivamente integral superior de Darboux de f em A)

a.
_Af=/}m

(respectivamente a

[1=[Fw.
A
f diz-se integrdvel a Riemann em A se os integrais de Darboux de f em A

coincidirem; nesse caso designa-se por integral de Riemann de f em A o valor
comum dos dois integrais de Darboux:

/Af:/fNXA-

Observacdes: 2) No caso em que A = B = R" reencontramos as no¢des dadas
anteriormente de integral para fungdes definidas em R”, limitadas e nulas fora de
um conjunto limitado, ou seja, nessas condigdes teremos:

/ f:/f,etc.

RN

3) Também ¢ facil concluir que, no caso em que A = B = I, intervalo fechado
de RY ndo degenerado, reencontramos as noc¢des dadas anteriormente de
integrais de Darboux e de Riemann para funcdes limitadas definidas em I, uma

vez que nesse caso fx; = f énula fora de I, pelo que podemos tomar o proprio

I para definir os integrais de Darboux de f e, em I, f coincide com f. As novas
notagdes € nog¢des sao portanto coerentes com as introduzidas anteriormente.

4) Dado A C R" podemos definir:
R(A)={f:A— R]| féintegravel a Riemann em A}.

E facil concluir que se trata de algebra para as operagdes definidas como habitu-
almente, sendo além disso fechado para a passagem ao moédulo. Com efeito,
temos:

feR(A)ssef:AHRefeR(RN),

ja que neste caso f.x4 = f e f ser integravel a Riemann em A significa preci-

samente f.y4 ser integravel & Riemann (em R™). Ora é 6bvio que:
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(F+9)" =F+3 O~ =M, (Fo)" = fa, 1" = |f],

sempre que f,g: A — R, A € R, e facilmente se conclui que R(RY) ¢ fechado
para a soma, produto por escalar e produto de fungdes, pois em cada caso
reduzimo-nos sempre a um intervalo suficientemente grande. Pelas mesmas
razdes ¢ facil concluir que ¢ forma linear crescente a aplicagdo:

R(A) - R
fH/Af,

‘/Af‘s/AlfL

Por vezes, por abuso de linguagem, diz-se que “f € R(A)” para significar que f
¢ integravel-R em A, mesmo quando o dominio de f ¢ distinto de A; no entanto,
em rigor, R(A) é apenas constituido por fungdes com dominio igual a A, sem o
que ndo seria, em geral, possivel dota-lo de estrutura natural de espago vectorial.

tendo-se:

5) Mais geralmente podemos procurar definir operacdes sobre fungdes com
dominios diferentes, de modo a que se mantenham as propriedades habituais.
Para tal, sejam f : B — R, g : C' — R; convém-nos entdo definir:

f+gfg:BUC —R,

pondo:

F+a=(f+9) e fa=(F9)muc.

Com estas defini¢des, dado agora A C RY, sempre que faga sentido falar nos
integrais de Darboux de f e g em A (f e g limitadas em A e nulas, em A, fora de
um limitado) também fara sentido falar nos integrais de Darboux de f + g e fg
em A. Além disso, as definigdes foram dadas de modo a que:

~

(F+9)" =F+9.(fo)” = f3,

pelo que vira também,

(f+9)"xa=fxa+9xa,

0 que permite demonstrar as propriedades dos integrais de Darboux (Proposi-
¢d02.4, de 1. a 4.) com [ substituido por A e quaisquer f e g nas condigdes
agora consideradas; de modo analogo se generalizam a este caso as propriedades
relativas ao modulo, produto e monotonia, so interessando em qualquer caso o
comportamento das fungdes em A. No entanto estamos em condi¢des de estudar
novas propriedades dos integrais, relativas agora a variagdo do dominio:
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PROPOSICAO 3.3: /. Se f for integravel a Riemann em trés dos conjuntos A,
B, AN B, AU B, entdo é integrdvel a Riemann no quarto, bem como em A \ B
e em B \ A; do mesmo modo, se f for integravel a Riemann em trés dos
conjuntos A \ B,B \ A, AN B, AU B é-o0 no quarto, bem como em A e B. Em
qualquer dos casos tem-se:

/AuBf - /Af * /Bf - /Ame - /A\Bf * /B\Af - AﬂBf'

k
2.8e f > 0em|JA; e sempre que os integrais facam sentido, tem-se:
J=1

k

3. 8e f>0eA C B, entdo, sempre que os integrais fagam sentido, tem-se:

/AfS/Bf,/AfS/Bf-

Demonstracio: E facil verificar que:

XAuB = X4+ XB — XAnB = X4\t Xp\4 T XAnB, X4\ = X4 — X4nB;
donde, em particular,
fxavs = fxa+ fxs —fxans = fXa\p+ fXp\a + fXa0B,

pelo que o ponto 1. da Proposi¢do resulta imediatamente da definicdo de integral
num conjunto arbitrério, de R(RY) ser espago vectorial ¢ da linearidade da
aplicagdo “integral em RV,

Para demonstrar o ponto 2. basta notar que, trivialmente:
k
Xe <> X
¥ =1
donde resulta,

fXOA

J

Eo
<> fxa,
=1

ja que, obviamente, f > 0= f > 0, pelo que, por definigdo:
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frut= Ty, = [iassffu=3 | s

sendo a primeira desigualdade a conhecida monotonia dos integrais de Darboux e
a segunda simples generalizagdo a um niimero finito de parcelas da Proposigdo
2.4-1. Finalmente, 3. ¢ deixado como exercicio.[]

3.3 Volume ou Medida de Jordan

Estamos agora em condi¢des de estender a nogdo de volume a conjuntos mais
gerais que intervalos fechados:

DEFINICOES: Seja A ¢ RY limitado; chamamos volume interior e volume
exterior de A respectivamente a:

_v<A>—/Al<—/xA>
V<A>=/;1<=/_XA>.

A CRY diz-se mensurdvel a Jordan ou mensuravel-J se A for limitado e
V(A) =V (A), ou seja, se a fungio identicamente igual a 1 for integravel em A,
ou ainda se x4 € R(RY); nesse caso chamamos volume ou medida de Jordan de
Aa

V(A) :y(A):V(A):/Al :/XA.

Representa-se por J (R™Y) o conjunto das partes mensurdveis a Jordan de R .

Observacoes: 6) Traduzindo as defini¢cdes através das aproximagdes por somas
de Darboux e atendendo a definicdo de fungdo caracteristica, é facil concluir que
considerando I C RY intervalo fechado nido degenerado tal que A C I, e sendo
P, sucessdo de parti¢des de I tal que §(FP,) — 0, se tem:

V(A =sup Y V(K)= lim > V(K),

PeP(I) g4 KCA
KeP KeP,
V(A)=inf > V(K)=Ilim » V(K).
PEPU) finaey " KnAZ0
KeP KeP,

As defini¢des correspondem portanto a ideia intuitiva de aproximacdo de um
volume “por dentro” e “por fora”; graficamente:
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7 E obvio que 0 <V(A) <V (A). Daqui se conclui que A J(RY) e
V(A) =0, sse A ¢ limitado e V' (A4) = 0.

8) A nocdo dada de volume é coerente com a ja conhecida de volume de interva-
lo fechado; ¢ 6bvio, se J for intervalo ndo degenerado, pois, atendendo a Propo-
si¢do 2.4 -5, V(J) = [, 1. Se J for degenerado basta considerar um intervalo
I C RY ndo degenerado contendo J, P, € P(I) com §(P,) — 0 e aplicar o

Lema da Secgdo 2.5:

V(J)=1lim Y V(K)=0,
Gy
Kep,

o que mostra que J € J(R") com medida de Jordan igual a zero, que era
também o volume de J com a defini¢do dada no inicio do curso.

PROPOSICAO 3.4 (Propriedades da medida de Jordan): /) Se A, B¢
€ J(RN), entio AUB,ANB, A\ B, B\ Ac JR")e:

V(AUB)=V(A)+V(B)-V(ANB) =
=V(A\B)+V(B\ A)+V(ANB).

2) Sendo Ay, ..., Ay, partes limitadas de RY, tem-se:
1 UA,-) <> V(4.
=1 =1
3)Se A C B forem partes limitadas de R :
V(A) £V(B), V(A) <V (B).

Demonstragao: Atendendo a que x anp = X 4.XB, concluimos imediatamente
que:
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A, Be JRY) = x4, xp € R(RY) =
= xa.x8 € RRY) = x4np € R(RY),

pelo que o ponto 1) da Proposicao ¢ consequéncia imediata da Proposi¢ao 3.3 —
1. As restantes asser¢des do Teorema resultam imediatamente da aplicagdo da
Proposicédo 3.3 a fungéo identicamente igual a 1.1

Observacdes: 9) Se C € Re f(z) = C em A C RY, limitado, tem-se:

Y _[CV(A) se C >0
/f_/““_/om_{cvm)se0<w
A = =

i B -~ B i _[CV(A) se C>0
/Af_/fXA_/CXA_{CV(A) se C <0’
Se A € J(RY), vem evidentemente:

Ac:cvmy

10) E til, em certas situagdes, generalizar a desigualdade da norma a integrais de
Darboux; de f < |f], —f < |f], podemos concluir, da monotonia dos integrais de

Darboux que:
Afséﬂ,/j—/kfhgéﬂséﬂ,

-A

donde,

[i=[n

e, de modo analogo,

i1 [in

-A

PROPOSICAO 3.5: Se A € J(RY) e V(A) = 0, entdo toda a fungéo real f li-
mitada em A é integrdvel a Riemann em A e:

|1=o

Demonstragédo: Seja M > 0 tal que |f(x)| < M em A; entdo, pelo que aca-
bamos de ver:
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SAVSAM—MWM—Q

ALVQ

donde,

/f:/f:OéféintegréveléRiemannemAe/f:0.|:|
A A
24

PROPOSICAO 3.6: Um limitado A C RN tem volume nulo sse para cada
8 > 0 existirem intervalos fechados I, ..., I de RN tais que:

k k
AclJn, Y vy <e.
=1 =t

Demonstracdo: Se V(A) = 0, considerando I intervalo fechado ndo degene-
rado de R" tal que A C I, viré:

0x«>‘4>£%%%5(>
KeP

Entdo, dado 6 > 0, por defini¢do de infimo, existira uma particdo P de I tal que:

y V(K) <6,
KNA#)
KeP

e € Obvio que A estd contido na unifio dos K de P tais que K N A # (). Basta
entdo tomar:

{L,....,;} ={KeP.: KNA#D}.
Reciprocamente, supondo verificada a condi¢do do Teorema, dado § > 0 existira

uma familia de intervalos {Ii,..., I} } nas condi¢des referidas. Podemos entio
aplicar a Proposicdo 3.4 — 2,3, para concluir:

VA<V OIJ) < Ek:V(Ij) <é.
j=1 j=1

Como 6§ > 0 ¢ arbitrario, podemos concluir que V (A) = 0, pelo que, de facto,
Ac JRMeV(A)=0.0
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3.4 Conjuntos desprezaveis e critério de Riemann-Le-
besgue

Agora que ja possuimos uma nogdo de “medida” para conjuntos mais gerais
que intervalos, podemos voltar a questdo de caracterizar as fungdes integraveis a
Riemann num intervalo, através, eventualmente, da analise do conjunto dos
pontos de descontinuidade. Podemos comecar por por a questdo de saber se tal
conjunto tera sempre volume nulo, uma vez que esperamos que seja “pequeno”
em sentido a definir; o exemplo que se segue mostra que nem sempre ¢ assim!

Seja f : [0,1] — R tal que:

1 sex=0
fl)=4{0 sexe(0,1]\Q :
% sex =2 € QN]0, 1], fracgdo irredutivel

comecemos por verificar que f é continua em todos os irracionais do intervalo
[0,1]. Tomando = € [0,1] \ Q e x,—> =, sucessdo em [0, 1], provemos que
n

f(z,)— f(z) = 0. Comecemos por notar que podemos supor os x,, todos ndo
n

nulos, uma vezes que o sdo certamente a partir de certa ordem, ou x,, teria uma
subsucessdo a tender para 0 # x; como f se anula nos irracionais, se, a partir de
certa ordem, z,, for irracional é 6bvio que terd lugar o segundo limite. Caso
contrario, sera infinito o conjunto C' dos indices correspondentes a termos
racionais ndo nulos da sucessdo x, e podemos escrever C' = {n;: k € N;}, com
ny crescente; x,, ¢ entdo subsucessdo de x, (portanto convergente para x) €
basta agora verificar que f(x,,) 7 0, pois, nos outros termos da sucessdo z,, f

¢ nula. Sendo os x,, racionais diferentes de zero, ter-se-a x,, = pi/qi, fracgdo
irredutivel; mostremos que o facto de convergirem para um irracional x implica
que qi 7 oo. Com efeito, se assim ndo fosse, ¢; admitiria subsucessao limitada,

e portanto convergente; tratando-se de niimeros inteiros, tal subsucessio teria de
ser constantemente igual a certo nimero natural ¢ a partir de certa ordem. Ou
seja, g teria uma subsucessdo constantemente igual a ¢; mas, nesse caso, a
correspondente subsucessdo de p; convergiria para gz, pelo que, pelo mesmo
raciocinio, gz teria de ser um numero natural p, donde x = p/q seria racional,
contra a hipétese. Temos entdo g, — oo portanto:

f(xnk) = i - 07
qr kK
pelo que, de facto, f é continua em x. Nos pontos racionais f ¢ obviamente des-
continua pois podemos aproximar um racional por sucessdes de irracionais e f
calculado nessas sucessdes ¢ constantemente igual a zero, ao passo que f de um
racional € sempre diferente de zero. O conjunto dos pontos de descontinuidade
de f coincide portanto com Q N [0, 1] que ndo tem volume nulo. Com efeito, nem
sequer ¢ mensuravel a Jordan, ja que a fungdo caracteristica de Q N [0, 1] ndo é
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integravel-R em [0, 1] — foi precisamente o primeiro exemplo que vimos de
funcdo ndo integravel-R! (¢f Observacdo 3) do Capitulo 2). Ora f é integravel a
Riemann! com efeito, as somas inferiores sdo obviamente todas nulas, uma vez
que em qualquer intervalo ndo degenerado existem sempre nimeros irracionais,
onde f ¢ nula. Quanto as somas superiores, o calculo do respectivo limite ¢ me-
nos elementar; convém-nos escolher partigdes que permitam “isolar” os racionais
do intervalo [0, 1], o que nos leva a introduzir a seguinte sucessdo de conjuntos:

D, ={0}u{z= g € QnJ0, 1], frac¢do irredutivel, ¢ < n}.

D,, é obviamente finito (tem cardinal nfio superior, por exemplo, a n? + 1), pelo
que, para cada n € Ny, existira k, € Ny (k, >2),7r,...,7, € QN[0,1]
(ri #rj, parai # jcomi,j=1,...,k,), tais que:

D, ={ry,....7 }

Podemos agora, para cada n € Ny, escolher uma parti¢io P, do intervalo [0, 1]
incluindo os intervalos I; = [r; —e,r;+¢]N [0,1] (j=1,...,k,), em que € ¢
fixado satisfazendo as condigoes:

1 .
*0<e< - min |r—r;
2 i ‘
igeqL, k)

_ 1
e —_—.
nky

Teremos:

ky,
S(f,P)= Y (supf)V(JHZ(sgpf)vuj-)
j=1 J

JeP,\{I1,. .. Ik, } HJ,_/ T <2

S% Sl — nkn

1 2 1 2 3
<= ) VD) 4k <+ =>—0,

n
JeP,,\{Il,.“,Ik”}

pelo que, do Teorema 2.9-2 e do que acima observamos quanto as somas inferio-
res, concluimos imediatamente que f € integravel a Riemann (com integral igual
a0).

Vamos ver que, no entanto, o conjunto dos pontos de descontinuidade de
uma fungdo integravel a Riemann num intervalo é unido numerdvel de conjuntos
com volume nulo. Para relacionarmos integrabilidade com continuidade convém-
-nos introduzir a no¢do de oscilagdo num ponto; o critério das oscilagdes ¢ a
equivaléncia que estabeleceremos entre continuidade e nulidade da oscilagao tor-
nara plausivel aquela relagdo.
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DEFINICAO: Seja A C RY, f : A — R limitada e = € A; chamamos oscilagdo
de f em x a:

w(f,x) zgiggw(f,B(x,s) NnA).

PROPOSICAO 3.7: Seja ACRYN, f: A — Rex € A, entdo:
1 w(f,z)= limow(f, B(z,e) N A),
E—

2. f é continua em x sse w(f,x) = 0.

Demonstracio: 1. Comecemos por notar que o infimo que intervém na defi-
nicao de oscilacdo num ponto € finito ja que a oscilagdo em conjunto ndo vazio é
um valor ndo negativo. Por defini¢do de infimo, dado 6 > 0, existe € > 0 tal que:

w(f,z) =0 < w(f,r) <w(f,B(r,e)NA) <w(f,z)+06;
orase e < evem

B(z,eYNAC B(z,e) N A=
= w(f,z) =6 <w(f,Bx,e)YNA) <w(f,Blx,e)NA) <w(f,z)+6,

donde, de facto, w(f, B(xz,e) N A) = w(f,x).

2. Se f for continua em x,

V6>0,3e>0:|ly—zf <eye A= |f(y)—flz)] <,

donde
V6 >0,3e > 0: w(f,B(z,e)NA) <26,
ja que:
w(f,B(z,e)NA)= sup [f(y)—f)| <
y.y'€B(z,e)NA
< sup  ([f(y)—f@)|+[fy)-f@)]) =

y,y'€B(z,e)NA

= sup |f(y)—f(o)+ sup |f(y)—f(x)] <26

yeB(z.)nNA yeB(x,e)nA
Concluimos entdo que w(f,x) = Eil;gw(f, B(z,e) N A) = 0. Reciprocamente, se
w(f,z)=0:
Vé>03e>0:w(f,Blz,e)NA) <,
donde:
ly—zll <e,ye A= [f(y)—f(z) < w(f,B(z,e)NA) <6,

ou seja, f é continua em z.[1
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PROPOSICAO 3.8: Se f € R(I) e Dy ={z € I: f ndo é continua em x},
entdo existem conjuntos com volume nulo D,, C I (n € Ny) tais que:

D;=J D,

neNy
Demonstracgio: Para cada n € N; seja:

D,={zel:w(f,z)> -}

SRS

Atendendo a Proposicdo anterior, ¢ evidente que:
Dy =\ Du;
neNy

resta entdo provar que cada D,, tem volume nulo. Fixemos n € Ny; pelo critério
das oscilagdes (Teorema 2.6), dado 6 > 0, sabemos que existe uma partigdo
P e P(I) tal que:

S w(f, V() < %

Jer

o
Orasex € J N D, (J € P), por defini¢do de oscilagdo em x e de D,, , vird

1 [¢]
E SW(f,l') SUJ(f,J) Sw(fv‘])a
donde:
)
> w(f, V) = Y w(f, V() >
n JepP JGC{’
D,NJ#0
1
>= Y V)= > V()<
n Jec{’ JE(I)’
D,NJ#0 DyNJ#0
Mas:

D, C ( U J> U (U fr(J));

D,NJ#0

sendo as fronteiras dos J de P unido finita de intervalos de volume nulo, conclu-
imos que podemos cobrir D,, com uma familia finita de intervalos (os que consti-
tuem aquelas fronteiras e os intervalos de P cujos interiores intersectam D,,) com
soma de volumes inferior ao 6 > 0 que tinhamos fixado. Pela Proposicéo 3.6
concluimos que D,, tem volume nulo.[]
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A Proposigdo anterior sugere-nos a introdugao de novo conceito, obtido por
“ligeira” modificacdo da condigdo suficiente dada na Proposi¢do 3.6 para um
conjunto ter volume nulo:

DEFINICAO: Seja A C RY; diz-se que A ¢é desprezavel, A tem medida nula,
ou ainda que A tem medida de Lebesgue nula, e escreve-se m(A) = 0, se para
cada ¢ > 0 existir uma familia numeravel (I,,),en, de intervalos fechados de RY

tal que:
A C U Ly
neN;

D V(L) <.

neNy

Observacoes: 11) Quando dada propriedade se verificar em B \ AL ACBC
C RN, m(A) = 0, diremos, abreviadamente, que a propriedade se verifica “em
quase todos os pontos de B”. Utilizam-se ainda, com o mesmo sentido, as abre-
viaturas, “p.p. em B” (do francés “presque partout”), “a.e. em B” (do inglés
“almost everywhere”), “q.t.p. em B”, ou, finalmente, “q.s. em B” (de “quase
todos os pontos” e “quase sempre”, respectivamente). Também se podera por
vezes omitir a referéncia explicita a B, quando resultar obviamente do contexto
qual o conjunto a que nos queremos referir. Adoptaremos, regra geral, a abrevia-
tura “p.p.”.

12) E evidente, atendendo & Proposig¢do 3.6, que todo o conjunto com volume
nulo é desprezavel; com efeito, para cada 6 > 0, basta completar a familia finita
de intervalos cuja existéncia ¢ garantida por aquela Proposi¢do com uma infini-
dade numeravel de intervalos fechados degenerados (portanto com volume nulo).

13) Também ¢ Obvio que toda a parte B de um conjunto A desprezavel é despre-
zavel; de facto, toda a “cobertura” de A por intervalos ¢ também cobertura de B.

14) Na defini¢do de conjunto de medida nula intervém intervalos fechados; no
entanto ¢ facil concluir que se obtém uma definicdo equivalente substituindo
“intervalos fechados” por “intervalos abertos”, ou mesmo por intervalos (limita-
dos) de qualquer tipo. Mais precisamente, chamamos intervalo de RY de extre-
mosaeb(a=(a,...,an),b=(b1,...,bn),a; < b;,¥Vi=1,..., N)aqualquer
conjunto da forma:

N

11l bil,

i=1

sendo cada |a;, b;| intervalo de R aberto, fechado, ou semi-aberto a esquerda ou a
direita, de extremos a;, b;. Um intervalo dir-se-a aberto se todos os |a;, b;| forem
abertos. E facil concluir que a aderéncia de um intervalo ndo vazio coincide com
o intervalo fechado com os mesmos extremos, o interior com o intervalo aberto e
a fronteira coincide portanto com a do intervalo fechado, pelo que € constituida
por unido finita de intervalos degenerados, como sabemos. Podemos entdo afir-
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mar que os intervalos sdo mensuraveis a Jordan, tendo-se, por aplicagdo da Pro-
posicdo 3.4—1:

N N
V(H]%@t[) = V(H[ai,bi]) — V(fi([a,b])) =

i=1 i=1

o
Concluimos agora que, para qualquer conjunto B tal que I C B C I, se tem:

V()= V(I) < V(B) < V(B) < V(I),

pelo que B ¢ mensuravel-J com volume igual ao de I; em particular qualquer
intervalo (limitado) ¢ mensuravel-J, com volume igual ao do intervalo fechado
com 0s Mesmos extremos.

Se dado conjunto A satisfizer a condi¢@o definidora de conjunto desprezavel,
mas com “intervalo fechado” substituido por “intervalo aberto”, ¢ 6bvio que ¢ de
facto desprezavel, pois os correspondentes intervalos fechados também cobrem
A, tendo os mesmos volumes. Reciprocamente, se A for desprezavel, dado 6 > 0
e sendo (I,)nen, a cobertura de A por intervalos fechados correspondente a %,
podemos considerar, para cada n € N; , um intervalo aberto J, tal que:

o

L C T, VI(IT0) < VI + g

N N

(basta notar que se I, = [[[a; ,b;], podemos escolher J, = [[]a; — ¢ ,b; + €|,
i=1 i=1
com ¢ > 0 suficientemente pequeno, ja que

N
V(J,) = g(bi —ai +2¢) — V(1))
Ter-se-a entdo:

6 6 6
AcC UJna ZV(JH) < ZV(I")J'_ZW < 54‘5 2(5,

neN; neN; neN; neN;

pelo que, de facto, podemos, na definicdo de conjunto desprezavel, utilizar inter-
valos abertos, e portanto intervalos quaisquer.

PROPOSICAO 3.9: Se A C RY for compacto, entido m(A) = 0 sse A for men-
surdvel a Jordan e V(A) = 0.

Demonstracio: J4 vimos que todo o conjunto com volume nulo ¢ despreza-
vel. Reciprocamente, se m(A) =0, dado § > 0 existem intervalos abertos .J,
(n € Ny) que cobrem A e tais que:
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V() <6

neNy

Ora, sendo A compacto, A ¢ coberto por uma sub-familia finita .J,,,, ..., J,,, pelo
que se verifica a condi¢do da Proposicdo 3.6, o que mostra que V(A) = 0.00

PROPOSICAO 3.10: Se, para cada n € Ny, A, for parte desprezivel de RY,
entdo:

m( U A,,,) =0

neN;

Demonstraciio: Dados 6 > 0 e n € Ny, por defini¢do de conjunto despreza-
vel, existe uma familia numeravel (I"),,en, de intervalos tal que:

A” - U I” Z V 1777L7 2n+17

meN; meN;

entdo (I7

) (mn)en, xiy, € uma familia numerdvel de intervalos tal que:

UacUUm= U .

neNy neNymeN; (m,n)eN; xNy
6 6
n § _
E : V( m E : E :V Im = on+1 - 5 <o.
(m,n)eN; xN; neNymeN; neNy

Concluimos entdo que, de facto, m ( U A,,I) =0.0

neNy

Deste resultado e da Proposicéo 3.8 deduzimos imediatamente que o conjunto
dos pontos de descontinuidade de uma fungédo integravel a Riemann num interva-
lo limitado e fechado de RY ¢ desprezéavel, uma vez que ¢ unido numeréavel de
conjuntos com volume nulo e, de acordo com a Observagéo 12) acima, todo o
conjunto com volume nulo tem medida de Lebesgue nula. Vamos ver que aquela
condigdo ¢ também suficiente para concluir que a fungao ¢ integravel a Riemann.

TEOREMA 3.11 (Critério de Riemann-Lebesgue): Se f : I — R for limitada,
entdo f é integravel a Riemann sse o conjunto dos pontos de descontinuidade de
f tiver medida de Lebesgue nula, ou seja, sse f for continua em quase todos os
pontos de I.

Demonstragao: Basta-nos demonstrar que a condi¢do ¢ suficiente, uma vez
que, atendendo as Proposigdes 3.8 ¢ 3.10 ¢ a Observagdo 12) acima, é obvia-
mente necessaria. Suponhamos entdo que ¢ desprezavel o conjunto:

D = {xz € I: f & descontinua em z},

¢ demonstremos que f € R(I). Fixemos ¢ > 0, com o objectivo de tentar
provar que f satisfaz ao critério das oscilagdes (Teorema 2.6); por definicdo de
conjunto desprezavel, ¢ atendendo a Observagdo 14) acima, sabemos que existe
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uma familia (I,,),en, de intervalos abertos de RY (ndo vazios) que cobre D e tal

que:
V() <

neN;

Por outro lado, se z € T \ D, f ¢é continua em z, pelo que, atendendo & Proposi-
¢80 3.7-2, w(f,z) = 0. Por definicdo de oscilagdo num ponto, existe portanto
e >0 tal que w(f,B(x,e)NI) < §; ora, considerando em RY a “norma do
sup”, cada B(z, %) ¢ certo intervalo aberto J, contendo z, e cuja aderéncia esta
contida em B(z, ), pelo que:

w(f,J.NI) <w(f,B(x,e)NI)<§.

Concluimos assim que I € coberto pela unido de todos os intervalos I, (com
neNy) e J, (comxel \ D); como se trata de intervalos abertos ¢ I ¢
compacto (visto ser limitado e fechado em R"), sabemos que I é coberto por um
numero finito apenas destes intervalos, sejam eles I, ,..., I, Jo, ..., Jy,. Por
maioria de razdo I sera coberto pelas aderéncias destes intervalos, que sdo
intervalos fechados de RY; podemos agora utilizar a Proposi¢do 1.5 para
concluir que existe P € P(I) tal que cada K € P estd contido num dos T,
(i €{1,...,k}) ou num dos J,, (j € {1,...,1}). Entdo se K € P ndo estiver
contido em nenhum dos I,,, estara contido em certo E N I, pelo que, atendendo

ao que atras vimos, w(f, K) < §'. Por outro lado f ¢ limitada, pelo que existe
M > Otalque |f(z)| < M,Vx € I, donde w(f,I) < 2M. Temos entdo:

> w(f KV (K <22MV )+ Y 8 V(

KeP KeP
<2M Y V(L) +6 V() =2M ZV(I,L)+6’V(I)<

neN; neN;

<(2M+V(I))§.
E facil agora concluir a demonstragio; dado & > 0, basta escolher:

, 6

- >0
oM +V(I) ~

o0 que garante a existéncia de uma particao P de [ tal que:

> w(fK)V(K) < (2M+V(I)§ =6,

KeP

e portanto f satisfaz ao critério das oscilagdes, condigdo suficiente para que
fer).OO0

COROLARIO 1: 1. Uma parte A limitada de RN é mensurdvel a Jordan sse
tiver fronteira desprezdvel ou ainda sse fr(A) tiver volume nulo.

2.Se Ae JRY), V(A)=0ssem(A)=0.
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Demonstracéo: 1. Sendo A limitado, fr(A) é compacta, pelo que, atendendo
a Proposicdo 3.9, fr(A) sera desprezavel sse tiver volume nulo. Por outro lado, o
conjunto limitado A sera mensuravel a Jordan sse for integravel a Riemann a
fungdo y 4. Considerando um intervalo fechado ndo degenerado I de RY tal que
_ o
A C I, uma vez que x4 ¢ nula fora de I, sera integravel-R sse Xa,; € R(I).

Basta entfo aplicar o critério de Riemann-Lebesgue a esta funcdo; é facil concluir

que ela serd continua em [ \ fr(A), ja que se x é ponto interior a A, existe uma

vizinhanga de x contida em A e, nessa vizinhanga, a fungdo caracteristica é cons-

tantemente igual a 1, sendo portanto continua em x. Se x € I ¢ exterior a A, pelo

mesmo raciocinio se conclui que x4 é continua em x. Finalmente, se x € fr(A),
o

uma vez que x estd em [, existe uma vizinhanga W de x contida em I; por outro
lado, por defini¢ao de fronteira, para qualquer vizinhanga V' de x, como V NW
também é vizinhanga, V N W intersecta A ¢ RY \ A, mascomo VNW C1I,¢é
obvio que V NW, e portanto o proprio V, intersecta A e [ \ A. Concluimos
assim que em qualquer vizinhanga V' de x existem pontos em que x 4 p ¢ igual a

1 e pontos em que ¢ igual a 0, pelo que x 4 p ¢ descontinua exactamente nos pon-

tos de fr(A). Pelo Critério de Riemann-Lebesgue, esta funcéo ¢ integravel a Rie-
mann sse m(fr(A)) = 0.

2. Ja sabemos que se V(A)=0 entdio m(A)= 0. Reciprocamente, se
A € J(RY), em particular A é limitado, pelo que A é compacto; se m(A) = 0,
como, por 1., m(fr(A)) =0, vem m(A) = m(AUfr(A)) =0. A é portanto
compacto com medida nula, pelo que, pela Proposi¢do 3.9, V(A) = 0.0

COROLARIO 2: Seja A€ J(RY), f: A—R limitada; entio f € R(A)
sse f for continua em quase todos os pontos de A.

Demonstracio: Por definigéo de integrabilidade a Riemann em A, f € R(A)
~ ~ _ o
sse ( fx A)/I = f;1 € R(I), sendo A C I, I intervalo fechado ndo degenerado

de RY. Esta nova fungo coincide com f em A, pelo que as descontinuidades de

J também o sdo de f/; (se f () ndo convergir para f(z), para certa sucessdo

de pontos de A, x, — x € A, obviamente também f / 1(zy,), que coincide com
n

f(zy), ndo convergira para f, 1(x) = f(z)); por outro lado é evidente que as
descontinuidades de f /; no interior de A também sdo descontinuidades de f (as

duas fun¢des coincidirdo numa vizinhanga do ponto em questdo) e f I

obviamente continua no exterior de A, pois ¢ ai constantemente igual a zero.
Concluimos portanto que, sendo D o conjunto dos pontos de descontinuidade de

[, o conjunto D dos pontos de descontinuidade de f ; satisfaz a:

D c D c (DUf(A));
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como, pelo Coroldrio 1, m(fr(A)) = 0, é facil concluir que m(D) =0 sse
m(D) = 0, pelo que, de facto, f € R(A) sse m(D) = 0.0

Para terminar esta sec¢do, notemos que se uma fungdo f ¢é integravel-R em
A C RV e B ¢ mensuravel a Jordan, entdo f ¢ integravel-R em A N B, ja que,

por hipétese, f.x4, x5 € R(RY), donde f.xanp = f.-xa.xB € R(RY), € por-
tanto f ¢ integravel a Riemann em AN B. Em particular, se B C A for
mensuravel-J, f ¢ integravel-R em B se o for em A.

Exercicios
18) Sejam I = [a, b] intervalo fechado de RY ndo degenerado, 2 C R aberto.

a) Prove que se f : I — R for continua e estritamente positiva em todos os
pontos, entdo [, f > 0.

b) Se f : 2 — R for continua e tal que [ ;[ =0 para todo o intervalo com-
pacto J C €, entdo f =0 em €.

¢) Se f for continuaem I ¢ [;|f| =0, entdo f = O0em I.

19) Demonstre as seguintes propriedades das fungdes caracteristicas (A, B, Aj,

A C ]RN)
a)xa<xpe ACB. b) x4 = xp & A= B.
©) XAuB = XAt XB — X4nB- d) xanB = X4-XB-
k
€) XA\B = XA — XAnB- Dx: <> xa
U 4; j=1

J=1
) XAAB = X(A\B)U(B\A) = |XA — XB|-
h) Os pontos de descontinuidade de x 4 sdo os pontos fronteiros a A.
20) Complete a demonstragdo da Proposi¢do 3.4.

21)Se AC BCRY e f for integravelR em A e B, f >0 em B, entio
Jaf<Jpt.

22) Sejam A, B C R” limitados; mostre que:
o
aA)A=0<V(A)=0. b) AcC B=V(A) <V(B).
©) V(A) < V(A) <V(A) <V(A).

d) Se A for mensuravel & Jordan, entio A é mensuravel & Jordan e V(A) =
=V (A).
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23) Sejam A,BCR", f: B—Re S(f) = {z € B: f(z) # 0}; suponhamos
além disso que AN S(f) € J(RY), e que, neste conjunto, m < f < M para
certos m, M € R.

a) Prove que:

mvansg) < 1< [ 1<mvianse).
“a

b) Conclua do que precede que se V(AN S(f)) =0, entdo f ¢ integravel-R
emAe [, f=0.

24) Sejam A, B, € J(RY),Vn € Nj. Prove que:
a)Se A, NA,=0,Yn#%m,e |J 4, C U By, entdo:

neN; neN;
> V(A) <D V(B
neN; neN;

b) An N Am = @ == Bn, N Bm, Vn # m, € U An = U Bn, entao:

neN; neN;
> V(A) =) V(B
neN; neN;

¢)Se A, N A, =0,sempre quen #m,e |J A, € J(RY), entdo:

neN;
V( U An) = V(4.
neN; neN;

25) Sejam A C RY desprezivel e B C R”; mostre que A tem interior vazio e
que A x B é desprezavel em RV 7.

26) Mostre que o conjunto M; do exercicio 11) ndo é mensuravel a Jordan. Qual
o volume da respectiva fronteira?

27) (Conjunto de Cantor) Fixado I = [a,b] C R, consideremos a parti¢do de
em trés intervalos de igual comprimento (“trisec¢do”) e designemos os trés
intervalos resultantes desta operacdo respectivamente por:

Iy=[a,a+(b—a)/3], h=[a+ (b—a)/3,a+2(b—a)/3],
L=[a+2(0b-a)/3,b].

Podemos iterar esta operagdo, procedendo a triseccdo de cada um destes
intervalos, o que permite obter os intervalos I;; = (I;); (¢,7 = 0,1,2); por
recorréncia, podemos definir, para cada k € Ny, s = (iy,...,i;) € {0,1,2}*
os intervalos:
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=1 5. = (Liy. ipy)ig-

Partindo do intervalo I =0,1], seja C, = |J I (“em cada triseccdo
s€{0,2}"

elimina-se o intervalo do meio”); designa-se por Conjunto de Cantor a

interseccdo de todos os C,, ou seja, o conjunto:

C =) Cu

neNy

a) Represente graficamente os primeiros conjuntos C, (n = 1, 2, 3).
b) Demonstre que C' é compacto e V(C) = 0.
d) Prove que C tem a poténcia do continuo.

28) Mostre, com auxilio de um contra-exemplo, que o Corolario 2 do Critério de
Riemann-Lebesgue nio se generalizaa A C RY limitado qualquer.



Capitulo 4

Calculo de integrais multiplos e volumes

Até agora o uUnico processo que conhecemos para calcular integrais € a
propria defini¢ao ou o Teorema 2.9, pelo qual sabemos que se pode aproximar o
integral de uma fungdo de R(I) por sucessdes de somas inferiores, superiores ou
de Riemann, correspondentes a uma sucessdo de parti¢cdes de I, com diametros a
tender para zero. Examinemos o exemplo simples da fungao:

f:[0,1] =R,
tal que:
f(z) ==, Yx €10,1].

Como f ¢ continua em [0, 1], tem-se f € R([0, 1]). Por outro lado, podemos con-
siderar a sucessdo P, € P([0,1]), com:

Po={[, 2] :j=0,....n—1}

n’> n
)

———————

of 1 =

¢ evidente que 6(P,) = %—» 0, pelo que:

2 1
f=lmS(f,P,) = limY L x — =
[0,1] n n ‘=0 n n
1 1 ~1 1
= lim (— x M):hm o2
n n2 2 n 27’L 2
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Para fungdes mais complicadas, este processo pode tornar-se extremamente
penoso, pelo que convém procurar processos mais expeditos de calculo explicito
de integrais.

4.1 Caso da dimensao 1: Teorema fundamental do
calculo integral e formula de Barrow

Examinemos o caso particular de uma fungao:

fila,b] = R, (a,b €R,a<b),

f € R([a,b]); é evidente que para cada x € [a,b], f é integravel 4 Riemann em
[a, ]. Podemos entdo considerar a fungio:

F:la,b] = R,

tal que:

Flx)= [ f;
[a,z]
estudemos F' quanto a diferenciabilidade. Utilizando as propriedades conhecidas
do integral de Riemann em conjuntos gerais, obtemos para a razao incremental
de F em x € [a,b] (com h tal que zy + h € [a, b]):

F(xo+h) = F(z) _ 1 _ ;
h h </[azl‘0+h]f /[‘W‘D]f>7

ora, se h > 0, tem-se [a,zg + h] = [a, o] U [xo,xo +h],ese h <0, [a,z0] =
= [a, 20 + h] U [mg + h,x], sendo as intersecgdes dos pares de conjuntos que
intervém nas unides, respectivamente {z} e {x¢ + h}, conjuntos com volume
zero (trata-se dos intervalos degenerados de R [z, zo] € [zo + h, To + h]), pelo
que, pela aditividade do integral relativamente ao dominio de integragdo (Propo-
sicdo 3.3—1), podemos concluir que a diferenca dos integrais no segundo membro
¢ igual ao integral em [z, + h] (se h > 0) e igual a menos o integral em
[zo + h,xo] (se h < 0). Em qualquer caso trata-se de intervalo com volume
(“comprimento”) igual a |h|, pelo que o integral, nesse intervalo, da constante
f(xg) é dado por |h]. f(x¢); temos entéo:

*Seh >0,

F(zg+h) — F(x) _ 1 1 _
h f(:L‘O) - h/[mu-,fu+h]f h /[-TU-,Iu+h]f(z0) a
1

B E/[mu-,zu+h](f o f(:L‘O))
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*Seh <0,

F(J?Q—‘rh)—F(J?Q) . 1 1 .
A —f(wo) = _E/[;L‘wrh,xo]f I [x0+h,x0]f(x0) =
1
=7 Wm(f(xo)—f)-

Em qualquer caso, designando por I, o intervalo [zg,x¢+ h] se h >0 ou o
intervalo [z + h, 2] se h < 0, tem-se:

F(xo + h}i — F(x0) —f(ﬂfo)‘ <

V(Ih) Ih|f_f(x0)|;

suponhamos agora que f € continua em xy. Entdo, dado 6 > 0, existe € > 0 tal
que se |h|<eex €l Clrg—e, o+ e[N]a,b], entdo |f(x)—f(z0)| < 6. Por
monotonia do integral, concluimos entdo que, para |h| < €, 0 segundo membro da
desigualdade ¢ majorado por:

1

— [ 6 =06,
V(Ih) I

ou seja, V6 >0,3e >0:0<|h|<e,zo+h € [a,b] = w—f(xo)
< 6, o que prova que f é derivavel em z , tendo-se F'(xg) = f(xo).

Acabamos de demonstrar o chamado Teorema fundamental do Cadlculo
Integral (a uma variavel), que podemos assim enunciar:

TEOREMA 4.1 (Teorema fundamental do Calculo Integral a uma variavel):
Seja a,b € R, a < b, f € R([a,b]), continua em xy € R(I); entdo é derivavel
em xg a aplicag¢do:

F:la,b] = R,

tal que:
Flx)= [ f

(integral indefinido de f), tendo-se:
F'(zo) = f(0).

Em particular, se f for continua em |a,b), F é de classe C*.
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COROLARIO (Férmula de Barrow): Seja a,b € R, a < b, f: [a, b] — R con-
tinua em [a,b], F uma primitiva de f em [a, b, entdo:

f=F(b)—F(a).

[a,0]

Demonstracio: Atendendo ao Teorema anterior, o integral indefinido de f
em [a, b] é uma primitiva de f em [a, b], pelo que difere de F' por uma constante;
temos entdo:

F(z) = f+C

fa,a]

(para certo C' € R, Vz € [a, b]), donde,

C — C = O
Fb ‘Amf+ ;- f.

la,a] la,b]

Observacdes: 1) E facil concluir que f ¢é integravel a Riemann em [a,b] C R
(a < b) sse o for em|a,d], [a,b] oua,b], uma vez que {a,b} tem volume nulo,
tendo f, além disso, o mesmo integral em qualquer dos intervalos. Por essa razao
podemos representar qualquer desses integrais pelos simbolos:

lbf,oulbf(x)dx

sem qualquer ambiguidade. Também ¢é héabito, na mesma situagdo, convencionar

a notagao:
l?z[W@M=—lﬁmm

note-se, no entanto que este integral ndo é o integral em [b, a], intervalo vazio ou
degenerado (visto que a < b), onde portanto qualquer integral é nulo!

2) A notagdo que acabamos de introduzir permite exprimir de modo sugestivo a
propriedade de aditividade em relacdo ao dominio; com efeito, ¢ facil concluir,
examinando todos os casos possiveis, que para quaisquer a, b, ¢ € R:

a%@m_Lﬁ@m+[%@m

sempre que os integrais fagam sentido (bastando, para isso, supor que f ¢ inte-
gravel no intervalo “maior” com extremos iguais a dois dos pontos a, b, ¢, ou
entdo nos outros dois intervalos).
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3) No teorema fundamental do calculo integral, podemos substituir F' por
qualquer fung¢éo G da forma:

G(z) = /Lf(x) dz (c arbitrario em [a, b)),

uma vez que, pelo que acabamos de referir, vira:

G = [ 1+ [1=r@+ [ s

@ difere portanto de F' por uma constante, pelo que vale para GG a conclusio do
Teorema 4.1.

4) O Teorema 4.1, juntamente com o critério de Riemann-Lebesgue, garante que
o integral indefinido de uma fung@o f integravel a Riemann num intervalo de R ¢
derivavel em quase todos os pontos, com derivada (p.p.) igual a f. A formula de
Barrow fornece, além disso, um método em muitos casos expedito para o calculo
de integrais, pelo menos para fungdes continuas em intervalos de R, reduzindo
esse calculo ao de primitivas.

4.2 Caso geral: Teorema de Fubini para o Integral de
Riemann

Interessa-nos agora examinar o caso dos integrais em dimensdes superiores.
O objectivo sera reduzir o calculo de tais integrais ao de integrais em intervalos
de R, onde possamos depois, eventualmente, utilizar a formula de Barrow. Uma
vez que os integrais em conjuntos arbitrarios, quando fagam sentido, se reduzem
a integrais em intervalos fechados nido degenerados, podemos, sem perda de
generalidade, examinar prioritariamente esse caso. Recordemos a ideia intuitiva
inicialmente dada de integral (para fungdes ndo negativas em intervalos de R?),
como “volume abaixo do grafico”, e tentemos aproximar esse volume por um
processo que faga apenas intervir integrais em intervalos de R. Graficamente:



76 4. Calculo de integrais multiplos e volumes

P

f(, ¢x)

\’”

rxr

Ou seja, tomando para dominio de integragdo I x J, e considerando uma par-
tigdo P de J ¢ natural “aproximar” o “volume abaixo do grafico de f” pela soma
dos volumes das “fatias”, cada uma com base num I x K (K € P) e delimitada
superiormente pela “superficie” que se obtém translatando o grafico da fungdo
x +— f(x,&k), paralelamente ao eixo dos yy, entre os extremos do intervalo K
(sendo (£x)xep familia compativel com P). O volume de cada “fatia” sera,
intuitivamente, dado pelo produto da area da “face lateral” pelo “comprimento”
(volume) do intervalo K, sendo a area da face lateral igual a 4rea “abaixo do
grafico da fungdo = — f(z,£k)”, ou seja, de acordo com a interpretacdo
intuitiva do integral, igual a:

[ ex)da.

I

(se este integral existir); teremos assim, intuitivamente:

/Ifo %1(26;3</If($7£K)d$>V(K)_

Ora este somatorio ¢ uma soma de Riemann para a fungéo definida em .J:
y— /f(x,y) da,
I

pelo que ¢ natural supor que:
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) 1= [([rewaa)ar

o que reduziria o calculo do integral em I x J a determinag@o, para cada y fixo
em J, do integral em I de certa fungdo definida nesse intervalo (portanto apenas
com uma variavel), obtendo-se assim nova fun¢do agora definida em J, seguida
do calculo do integral dessa fungdo em J (novamente integral de fun¢do com
uma sé variavel). Note-se, no entanto, que nada nos garante que cada funcdo
x +— f(z,y) (y fixo em J) seja integravel-R em I, ainda que f o sejaem I x J.
E mesmo facil construir exemplos em que f € R(I x J) mas em que, para
certos y € J, a fun¢do x — f(x,y) é descontinua em todos os pontos de I (e
portanto, evidentemente, ndo estd em R([)); com efeito basta pensar que um
“segmento” da forma I x {y} é intervalo degenerado de R?, pelo que f pode ser
descontinua em todos os pontos desse “segmento” sem deixar de ser integravel
em I x J; se J = [c,d],y € |c,d[, f pode, por exemplo, ser igual a 0 em I x
X [e,y[ eigual a 1 em I X ]y, d]. Quaisquer que sejam os valores que f tome em
I x {y}, serd integravel em I X J; ora podemos, por exemplo, escolher os
valores de f(z,y) iguais a 0 se z for irracional e a 1 se = for racional. Nesse caso
a fungdo x — f(x,y) ndo vem, como sabemos, integravel em I'!

Podemos mesmo pensar num exemplo, mais elaborado, em que a funcdo
x +— f(z,y) ndo ¢ integravel, para y a variar numa parte densa de J, ainda que
f seja integravel em I x J. Com efeito, seja:

f:10,1] x [0,1] — R,

tal que:
1 se x ou y for irracional
flz,y) =<0 se y = 0 e z for racional .
1-— é sey = g, fracgdo irredutivel e x for racional

E facil concluir, por processo analogo ao utilizado no exemplo introduzido no
inicio da Seccdo 3.4, que a fungdo f ¢ continua exactamente nos pontos (z,y) de
[0,1]? tais que y € irracional; ora o complementar em [0, 1] de tal conjunto é
igual a:

U {y}xD,1],

yeQN[0,1]

unido numerével de intervalos degenerados de R?, e portanto desprezavel; logo
f € continua em quase todos os pontos, donde podemos concluir que é integra-
vel-R em [0, 1]%. No entanto a fun¢do = +— f(x,y) é descontinua em todos os
pontos sempre que y seja racional, pelo que o integral:

/f(l‘, y) dx

I

ndo existe para uma infinidade (densa em [0, 1]) de valores de y.
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Nao podemos portanto esperar que uma formula como (5) seja valida em
geral. Note-se, no entanto, que as fungdes x — f(z,y) sdo sempre limitadas se f
for integravel-R (e portanto limitada); podemos portanto falar sempre, pelo
menos, nos integrais de Darboux:

v de e / f(z,y) de,

dando o sentido 6bvio as notagdes empregadas. vamos ver que a formula (5) tem
sempre lugar desde que se substitua o integral dentro do paréntesis por qualquer
dos integrais de Darboux que acabamos de escrever.

TEOREMA 4.2 (Teorema de Fubini para o integral de Riemann): Sejam
I CR™ J CRP intervalos fechados ndo degenerados, f € R(I x J). Entdo
sdo integraveis a Riemann em I as fungées:

T /f(w,y)dy, xH/f(l‘,y)dy,
_J 7
e sdo integraveis a Riemann em J as fungées:
y— / [z, y)de, y — /[f(x,y) dz,
Ir

tendo-se:

/IXJf—/I(/Jf(J:,y)dy) dx—/l(/]f(i,y)dy) do —
_/J</If(l‘,y)dx> dy—/]</lf($,y)dz) dy.

Demonstracdo: Sendo P, , P, sucessdes de particdes respectivamente do
intervalo I e do intervalo .J, é facil concluir que, para cada n € Ny, € particdo de
I x J a familia:

P%P ={KxK :KeP,e K €P}.
Além disso, considerando o diametro associado a norma do sup, ter-se-a:

se 8(F,), 6(P,) — 0; podemos portanto aproximar o integral de f em I x J por

somas de Darboux relativamente a estas partigoes. Ora:
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1nff< 1nff(xy) VK e P,,K' e P,x e K,

n?

k!
donde:
KZG%Q(IJE% ) V(K') <K,§€%§(;§{f .y )V(K’) S, P) <

S/f(l‘,y)dy,VKer reK.

Podemos entdo garantir que o primeiro membro das desigualdades ¢ menor ou
igual ao infimo do ultimo, com x a variar em K. Multiplicando por V(K) e
somando em K € P, , obtemos:

S PRP) = > (inf f)V(E x K') =

KxK'eP,% P!
- inf f)V(K)V(K) <

ZZ( VKW (K)

Ken? J J

Aplicando a desigualdade que acabamos de demonstrar a fungdo — f obtemos,
por outro lado:

S(f,P,%P)=—S(—f,P,%P) >
~S([ (-S(e.)dy. B / f(e.y) dy, P,)

concluimos entdo, utilizando a monotonia das somas e integrais de Darboux, que:

S(f, PokPy) < S(/f(way) dy, P,) < 5’(/]‘(%1/) dy, P,) <
-J -J

< 5( /J F(x.y) dy, P,) < 5(f, Pak PL),

pelo que, passando ao limite as sucessoes dos extremos da cadeia de desigualda-
des, que convergem ambas para:

[

IxJ

concluimos que as restantes sucessdes também convergem para este valor. Em
particular, as sucessdes de somas inferiores e superiores da fungdo definida em I:
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z— [ f(z,y)dy,
J

convergem ambas para o mesmo limite, pelo que esta fungdo ¢ integravel a Rie-

mann em I, tendo-se:
/ ( 16w dy) dz=[ 7.
\J, IxJ

De modo analogo se demonstram as restantes asserg¢des do Teorema.d
COROLARIO: 1) Se A CR™, B C R? e m(A) = 0, entdo m(A x B) = 0.

2) Sendo I C R™,J C RP intervalos fechados ndo degenerados, f € R(I),
g € R(J), entdo é integravel a Riemann em I x J a fungdo (produto tensorial

de feg):
f®g: I xJ—-R,

tal que:
fog(zy)=f(x)gy),Veel ye,

e () (L)

3) Se AeJR™) e BeJRP), entio AxBeJR"P) e
V(A x B)=V(A).V(B).

tendo-se:

Demonstracio: 1) Atendendo a que A x B C A x RP?, basta demonstrar que
este ultimo conjunto ¢ desprezavel. Além disso, como:

AxRY = (Ax[—n,n]P),

neNy

basta finalmente demonstrar que cada A x [ — n,n|’ é desprezavel. Fixemos
entdo m € Ny e seja § > 0; por defini¢do de conjunto desprezavel, sabemos que
existe uma familia (I,,),en, de intervalos de R™ cobrindo A e tal que:

0
2V <

neN;

donde:

AXx[=m,m]’ C UI” X [ —m,m]?,
neN;
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> V(L x [—=m,m]?) =Y V(L) x V([—m,m]’) <6,

neN; neNy
pelo que, de facto, m (A x B) = 0.

2) E evidente, a partir da defini¢do, que a fungdo f ® ¢ é continua nos pontos
(z,y) tais que f ¢ continua em = e g é continua em y. O conjunto dos pontos de
descontinuidade de f ® g estd portanto contido em:

(Dy x J) U(I x D),
onde Dy e D, sdo os conjuntos dos pontos de descontinuidade respectivamente
de f e de g; trata-se portanto de conjunto desprezavel, visto ser unido de dois
conjuntos desprezaveis, atendendo a que Dy e D, o sdo e ao ponto 1) deste Co-

rolario. Concluimos assim que f ® g ¢ continua em quase todos os pontos, e €
portanto integravel-R; pelo Teorema de Fubini temos entdo:

zxjf®g_/l</]f®g(z,y)dy> dz =
_/I<f(z)/]g(y)dy> dr— (/]g) (/ﬂc)

3) Basta aplicar o resultado anterior a x4 € xp em intervalos respectivamente
I, tal que ACI, e J tal que B C J, pois, como ¢ facil verificar, xyaxp =
= x4 ® x50

Exemplos e observacdes: 5) Seja f :[0, 1] x [0,2] — R, tal que:

f(z,y) = z.e™;
temos:
Luoa? = i Joe=
[0,1]x[0,2] PN 1.9
1 2 !
- / / z.e™dy | dv = / [e™y= d =
0 0 ’

1

o e’ e 1 3
= —Dde=[—]l-1="—->—1=°2" -2,
/0<e yar =[Sl -1=5 _—

Podiamos também tentar calcular o integral invertendo a ordem de integragao:
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/ f :/ (/ z.e™ d$) dy =
[0,1]x[0,2] LANS o

9 1 2 xy 1 zy
=/ (/ x-e”d:t> dy:/ ([xe ]fiié—/e—dx)dy=
0 0 0 Yy 0o Y
20y 2 0y Yy
e 1 e e 1
= ———e”‘jﬁiﬁdyz/(————&-—)dy;
/0 (y yQ[ Jeo o Ny 2 P

obtemos um integral que ndo se pode calcular por processos directos de primiti-

vagdo. Como se vé por este exemplo, ndo ¢ indiferente a ordem por que se

calcula um integral multiplo; sabemos que o resultado ¢ evidentemente Unico,

mas a possibilidade de o determinar explicitamente pode depender da ordem de

integragdo escolhida. Em particular, neste exemplo, ficamos a saber que o ultimo
3

. L )
integral escrito € iguala 5 — 5.

6) No exemplo anterior pudémos utilizar o Teorema de Fubini com uma dupla
integracdo sem ser necessdrio calcular um integral superior ou inferior. De
maneira geral, se, por exemplo, para cada z € I, a aplicacdo:

y—9:.(y) = f(z,y) (92 —R),

for integravel-R em J, sendo f € R(I x J), vem, pelo Teorema de Fubini:

/szf:/I(_/]f(x’y)dy) dx:/}(/}f(%yﬂy) de.

E o que acontece sempre que f for continua em I x J, como no exemplo
anterior.

Se g, € R(J) para todos os = € I, excepto para certos 1, ..., o, € I (em
numero finito), entdo a aplicagdo:

z— () :/]f(l‘,y)dy
fica definida em [ \ {z1,...,x} e coincide ai com:

oo Fa) = [ f(o.w)dy.
2

Quaisquer que sejam os valores atribuidos a F* em {x1,...,2;}, F* fica entdo
integravel em I e o seu integral coincide com o de F, visto {x1,...,zx} ser
finito e portanto de volume nulo. Designando ainda por F'* o prolongamento por
zero de F'* a I temos assim:

| 1= [r@= [P
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0 que se pode escrever, por abuso de linguagem:

[ a=[([ s i) ae

7) O exemplo anterior ndo se generaliza ao caso em que no lugar de um conjunto
finito {1, ..., 2} se tratar de conjunto numeravel; seja, com efeito:

f:10,1] x[0,1] - R,
tal que:

1 se x ou y for irracional
flz,y) =<0 se x = 0 e y for racional i
1-— 5 sexr = 5, fracgdo irredutivel, e y for racional
Ja examinamos exemplo semelhante antes de enunciarmos o Teorema de Fubini;
vimos entdo que f ¢ integravel-R mas ¢ facil concluir que a fungéo

Yy g:(y) = f(z,9)

¢ integravel-R em J sse z for irracional, caso em que o seu integral ¢ igual a 1; se
definissemos a correspondente fungdo F™* (c¢f. o exemplo anterior) por 0 nos ra-
cionais (conjunto numeravel em que a priori ndo esta definida) obteriamos a
fungéo caracteristica dos irracionais do intervalo [0, 1], fungdo que evidentemente
ndo ¢ integravel em [0, 1] (é descontinua em todos os pontos). Este exemplo mos-
tra que seriamos conduzidos a um resultado falso se escrevéssemos a igualdade
final da observagdo anterior substituindo o conjunto finito {1, ...,z } pelo con-
junto numeravel Q N [0, 1].

4.3 Volumes e integrais em conjuntos limitados por
graficos

Iniciamos o estudo do integral de Riemann procurando definir o “volume
debaixo do grafico” de uma fung@o positiva. Como através do integral temos
agora uma defini¢do precisa de volume pde-se o problema de saber se essa nogéo
€ coerente com a ideia intuitiva de que partimos para o conceito de integral de
Riemann. A resposta ¢ dada pela seguinte consequéncia do Teorema de Fubini:

TEOREMA 4.3: Uma fungdo real limitada f ndo negativa num intervalo
fechado I C RY é integravel a Riemann sse for mensurdavel a Jordan o conjunto
Ay C RV 1al que:

Ay ={(z,y) eRY xR:2€1,0<y< f(x)}

(“sélido limitado pelo rectingulo I x {0}, pelo grdfico de f e pelas bandas
fr(I) x R); nesse caso tem-se:
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/If =viy = | V= ),
onde
[f >t ={z€l:f(z)>t}=f"([t+o0[),Vt > 0.

Demonstrag¢io: Suponhamos que f € R(I); provemos que A; ¢ mensuravel-
-J, ou seja, que fr(A;) tem volume nulo. Graficamente:

E

Sendo M > 0 tal que f(x) < M Vx € I, é facil ver que:
6 fi(Ap) < ((x {0}) U (D) x [0, M]) UG U(D; x [0, M))),

onde G é o grafico de f, ou seja:
Gy ={(z, f(z)):z € I},

e Dy ¢ o conjunto dos pontos de descontinuidade de f. Com efeito, se (x¢, o) ¢
fronteiro a Ay, ¢ evidente que xg € I e yp € [0, M), ja que:

A C I x[0,M]= fr(As) C Ay C I x [0, M].

Suponhamos entdo que f é continua em g, yo # 0 e xy ¢ fr(]); a inclusdo (6)
ficara demonstrada se verificarmos que nestas hipoteses se tem necessariamente:

(1‘07 yU) € Gf

Como (z9,yo) € fr(Af) existem sucessdes (:z:ﬁl,yil)Tv (0,90) (i =1,2), tais

que:
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(x}vﬂyrlz) € A,fa (x?nygz) € RN+ \ Afa Vn € Ny.

o
Uma vez que zy € I, podemos supor que x!, € I (esta condigdo serd satisfeita

pelo menos a partir de certa ordem), e de yp > 0 concluimos que, a partir de
certa ordem, 3, > 0. Por continuidade, vem f(z!,) — f(z); portanto:
n

(@0, Yn) € Af =y < fl@3) = yo < f(20)-
Por outro lado:
(a7,) € RVFE\ Ay,
comy2 > 0ez? € I,pelo que y2 > f(z2) e portanto yo > f(x). Entdo:
Yo = f(wo) = (20, 90) € Gy,

o0 que demonstra a inclusdo (6). Para demonstrar que fr(A;) tem volume nulo,
basta entdo verificar que cada um dos conjuntos que intervém na unido do
segundo membro de (6) ¢ desprezavel (com efeito, fr(As) ¢ compacta, pelo que,
sendo desprezavel, terd volume nulo). O primeiro, segundo e quarto conjuntos
em apreco sdo desprezaveis, atendendo, por exemplo, ao ponto 1. do Corolario
do Teorema 4.2, e ao facto de Dy ser desprezavel, visto f ser integravel-R. Resta
entdo provar que Gy ¢ desprezavel; ¢ facil ver que se trata mesmo de conjunto
com volume nulo, pois atendendo ao critério das oscilagdes (Teorema 2.6), dado
6 > 0 existe P € P(I) tal que

> (st;p f—inf)V(J) <6.

Jepr

Temos assim:

<Gy C U (J x [igff, sup f1),
JeP 7

Y V(J x [inff, supf]) = > (supf —inf /)V(J) <&,

JepP JeP

0 que mostra que, de facto, Gy tem volume nulo, terminando a demonstracdo de
que Ay € J(RV+1),

Reciprocamente, se Ay € J(RV*1), a fungdo caracteristica x 4 ; € integravel-
-R, por exemplo em I x [0, M], donde, pelo Teorema de Fubini, a fun¢éo:

-M
xH/ XA, (z,y) dy
0

¢ integravel-R em 1.

Ora, fixado x € I, tem-se:
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O sef(z)<y<M
XAf(‘r’y)_{l se0<y< fx)’

donde:

/ fo(:ff,y)dy=/ ldx = f(z),
[0,M] 0
ouseja, f € R(I) e:

vy = [ o X = / ( /{0 ) dy) o= [

Trocando a ordem de integracdo, obtemos:

V(Ay) = /OM (/I_ X4, (2, y) dx) dy;

ora, fixado y em [0, M], vem:

0 M
XA, (T, y) = { 1 :Z g(i)gfgyf?x) = X(f>4)(®),

donde,

viap - [ ( Ry dx> dy =

= [V zman- Oquf > 1) dt,

pois parat > M vem [f > t] = (.00

Observacgoes: 8) No decorrer da anterior demonstragdo viu-se, em particular,
que se f € R(I) entdo Gy tem volume nulo. A reciproca é falsa; basta pensar em
XA g sendo A C I ndo mensuravel-J. Entdo x4 ¢ R(I) e, no entanto:

Gy, © (1x0.1}),
donde V(GXA/I) =0.

9) Sejam A C I, ¢, 1) fungdes reais limitadas definidas em A, tais que:
p(z) < (), Va € 4,
e seja:

D={(z,y) e AxR:p(x) <y <)}
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Se v, € R(A) (ou seja, @ /I,&Z /1€ R(I)) podemos desenvolver raciocinios

semelhantes aos utilizados na demonstragdo do Teorema anterior, comegando por
verificar que, sendo M > 0 tal que —M < p(z) < YP(z) < M

f(D) C ((fr([) X [-M, M])U Gy, UGy | U
U (Dy, x [-M,M))U(Dy, % [fM,M]))

[exercicio]; conclui-se entdo que fr(D) é desprezavel, pelo que D ¢ mensuravel a
Jordan, tendo-se:

+o00

VD)= [w-)= [ Vwzezeha

o

onde [p >t>¢|={xeAd:¢¥(x)>t>p(x)}. Mais geralmente, se f €
€ R(D), a aplica¢do do Teorema de Fubini ao calculo do integral de f da suces-
sivamente:

/Df B /IX [M_,M]f - /f</[M,M]fN($’ Y) dy) de —
- /A /[sv(n()J][ v dy) 4z,

ja que, para x fora de A, (z,y) ndo pode estar em D, bem como para x € A mas

com y fora de [¢(z), ()], e porque f(x,y) € zero para (x,y) fora de D, coinci-
dindo, em D, com f.

10) Como exemplo de aplicagdo da observagdo anterior, pensemos no caso da
esfera tridimensional:

E={(z,y,2) eR®: 2* + 9> + 2% < 1}.

Podemos por:
E={(@p.0cOxR: /T2 g<z<T-2 7},
onde:

C:{(x,y)e[—l,l]XR:—\/l—xQSyg \/1—962},

pelo que concluimos sucessivamente que C' € J (R?) e depois que E € J(R3);
além disso, se f € R(E), teremos, por aplicagdo sucessiva do Teorema de
Fubini:

Sy —

/ / (/ S (/ﬁ f(:f:,y,Z)dz> dy) dz.
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4.4 Conjuntos definidos por desigualdades

E frequente, na pratica, encontrar conjuntos que, tal como a esfera, sio dados
“por desigualdades”, mas nem sempre ¢ facil ou comodo (ou mesmo possivel...)
exprimir esses conjuntos na forma do dominio D da Observagdo 9) acima. No
entanto podemos estabelecer um critério que permite facilmente concluir que, em
certas condigdes, tais conjuntos sdo mensuraveis a Jordan:

PROPOSICAO 4.4: Sejam o1, ..., 0n: Q C RN — R aplicagées de classe C',
(Y aberto com fronteira desprezavel) tais que:

grad pi(z) £ 0,Vz € ;' (0),k=1,...,m,

A= ¢ (—00,0]) =
k=1
={zeQ:p(z) <(=)0,...,0m(x) <(=)0},

(onde] — 00,0 | é um dos intervalos | — 00,0 ou] — 00,0] e < (=) represen-
ta a desigualdade estrita ou lata, conforme o intervalo considerado). Entdo, se
A for limitado, tem-se:

Ae JRY).

Demonstrag¢do: Uma vez que, sendo o conjunto A limitado, A € 7 (RY) sse
m(fr(A)) = 0, basta-nos demonstrar esta 0ltima asser¢io. Comecemos por
provar que:

m

(7 fr(A) C | i (0) Ufr(Q)
k=1

Seja = € fr(A) tal que z ¢ fr(Q); entdo existem sucessdes x,,y, —> T com
n

z, € Ay, ¢ A,Vn € N;. Uma vez que = niio estd na fronteira de 2 e fr(A4) C
temos x € €); podemos portanto supor que ¥y, € §2,Vn € N, uma vez que y,, es-
tara em ) para n suficientemente grande. Por defini¢do de A teremos entdo:
cpi(x,) <0, Vi=1,...,k,neNy,
*VYneN 35, €{L,...,k}: ¢j,(yn) > 0;
ora j,, sendo sucessdo limitada, tem subsucessdo convergente, e, s6 tomando

valores inteiros, essa subsucessdo tera de ser constante a partir de certa ordem.
Existe portanto uma subsucessdo y,, de y, e certo j = jy, tais que:

(pj(ym) > 0,Vl € Ny.

Passando ao limite em [ obtemos simultaneamente:
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pj(x) < 0epj(x) 20,
donde = € cpj’l(()), o0 que acaba de demonstrar a inclusio (7).

Para terminar a demonstracdo basta agora verificar que cada um dos conjun-
tos cpj’l(O) tem medida nula. As hipoteses feitas sobre os ¢; garantem que estes
conjuntos sdo 1-variedades de dimensio N — 1 em R ou seja, localmente sio
grificos de fungdes de classe C', o que torna plausivel o facto de serem despre-
zaveis. Fixemos entdo j € {1,...,k} e seja M = ©;'(0). Se z € M, temos:

'(,0]'(17) = 07
e grad p;(x) # 0;

sendo m tal que O¢;/0xy,(x) # 0, pelo Teorema da fungdo implicita, podemos
garantir a existéncia de um intervalo aberto I, x J, C R™1 x RN¥=™ contendo
(1, s Tm-1), (®m41, ..., Zn)), de um intervalo aberto K, C R contendo ., e
de uma fungio C' ¢ : I, x J, — R, tais que:

(y,z,w) GIZ X KT X Jmegoj(y,z,w) =0
Sse

z =1y, w).
Ou seja:

MNI x Ky x J, =T(Gy),

onde Gy = {(y, w, Y(y,w)): (y,w) € I, x J,} é o grafico de ¢ e T ¢ a aplica-
¢do de RN sobre RV:

(!1017 7$N) — T(SEh ,9CN) = (!101, vy Tip—1, TNy Ty - - ;$N71),

que transforma portanto o pontos (y, w, ¥ (y,w)) em (y, ¥(y, w),w). Podemos
considerar I, x K, x J, como vizinhanga fechada de x, uma vez que existem
sub-intervalos fechados de I, x K, x J, contendo ainda x no interior; ora nesse
caso GG tem medida nula, atendendo a Observagdo 8 atras, ja que 1 ¢ continua
em intervalo fechado e portanto ai integravel-R. Por outro lado ¢ evidente que T’
transforma conjuntos desprezdveis em conjuntos desprezaveis, uma vez que
transformando por T os intervalos de uma cobertura de GG, obtemos uma cober-
tura de T'(G) também por intervalos e com os mesmos volumes (apenas se “tro-
ca” a ordem por que se faz o produto cartesiano das projecgdes). Concluimos as-
sim que para cada x € M existe uma vizinhanga V,, de x tal que:

m(MNV,)=0;
mas, para cada n € Ny, M N B(0,n) é compacto (M é obviamente fechado por

ser imagem inversa do fechado {0} por uma fungio continua). Sendo coberto
pela familia de vizinhangas {V,: 2z € M N B(0,n)} sera coberto por um nimero
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finito destas vizinhangas, pelo que sera igual a unido de uma familia finita de
conjuntos desprezaveis. Ora:

M =) MnB(0,n),

neNy
pelo que, sendo unido numeravel de conjuntos desprezaveis, M ¢é desprezavel.[]

Observacoes e exemplos: 11) No decorrer da demonstragdo da proposigao ante-
rior verificou-se que estando ¢ nas condi¢des de um dos ¢j, entdo ¢~ 1(0) tem
medida nula, pelo que, se for limitado, uma vez que ¢é fechado, sera compacto, e
portanto serd mensuravel a Jordan com volume nulo, atendendo a Proposi-
¢d0 3.9. Note-se que ¢~ 1(0) ¢ “dado por uma equagdo”; ficamos assim a saber
que tal conjunto ¢ desprezavel, desde que a fungdo que intervém na equagdo seja
de classe C' com gradiente ndo nulo nos pontos do conjunto.

12) Consideremos, por exemplo, o conjunto:
A= {(z,y,2) eR:2? +y* + 2* <z, 2> 0};
A ¢ limitado, pois

(z,y,2) EA= 2+ P+ <z =
s <r=2r-1)<0=0<z< 1,

e portanto 2° + y* + 22 < o < 1, donde A C B(0, 1). Sejam agora:

@j:Rz’_']R (.]:172)5

tais que,
.wl(zayvz) :$2+y2+227$7
° @2(%1}, Z) = -z
tem-se:
A= %fl(] - 0070]) N (pgl(] - O0,0D,
(S8
1
grad@l(xaya Z) = (2:1: - 17 2:1/7 22) = (07070) g v 2 )
y =2 = 0

ora (3,0,0) ¢ ©1'(0) (¢1(3,0,0) = —7), donde:
grad ¢1(z,y, z) # (0,0,0),¥(z,y,2) € ¢1'(0),
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grad SOZ(za Y, Z) = (05 07 71) # (05 07 0)5 V(I‘, Y, Z) € ]RB'
Portanto, atendendo a Proposicdo 4.4, A € J (R?).

13) Para encerrar este capitulo calculemos o volume de um “sélido de R3” de
dificil visualizagdo. Trata-se de:

S={(z,y,2) eR¥*:2>0,y>0,2>0exy < z,yz < x,20 < y};

¢ facil concluir que S esta nas condig¢des da Proposigdo 4.4. Trata-se, com efeito,
de conjunto “dado por desigualdades”, os correspondentes “p” sdo de classe C'™°
com gradiente diferente de zero em todos os pontos (um dos ¢, por exemplo, sera
a fungdo zy — z, com gradiente (y, z, —1)), restando demonstrar que S é limita-

do. Ora ¢ facil concluir que:
5 C0,1] x [0,1] x [0,1];
de facto:

ry<z,z>0,2c0<y,y>0=>y<zz<y,r>0y>0=
=r<1l,z2>0=z¢€0,1],

e, de modo anélogo, y,z € [0,1]. Fica portanto estabelecido que S € J(R?),
pelo que podemos determinar o respectivo volume; embora pudéssemos simplifi-
car os calculos aproveitando as “simetrias” de .S, comecemos por proceder ini-
cialmente apenas por aplicagdo sistematica das defini¢des e resultados até agora
obtidos. Teremos, por defini¢do e aplicagdo do Teorema de Fubini:

V(S) Z/ Xs =/ (/ xs(z,y,2) dx)dydz.
[0,1]x[0,1]x[0,1] 0,1x[0,1] \J [0,1]

Ora, fixado (y,z) € [0,1] x [0,1], se z=0 ou y =0 vem xgs(z,y,z) = 0 para
todo o z € [0, 1], pelo que o integral dentro do paréntesis sera nesse caso sempre
nulo. Se y, z # 0 ter-se-4 xs(x,y, z) = 1 sse (de acordo com a defini¢do de S e
de fungdo caracteristica):

rel0,1],z>yz < =, x <

IS

)

z
Y
devemos pois distinguir dois casos:
cz<y=
cy<z=
No primeiro caso, a desigualdade = < y/z nada acrescenta ao facto de x < 1,
donde podemos concluir que para z < y, se terd xg(z,y,2) =1 sse x € ]0, 1],

x> yz, x < z/y. O integral a calcular dentro do paréntesis serd portanto o
integral da fungéo identicamente igual a 1 no intervalo [yz, z/y], ou seja, serd o
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comprimento deste intervalo; este comprimento sera exactamente igual a
z/y — yz, a menos que este valor seja negativo, caso em que o intervalo seria
vazio e portanto de comprimento nulo. Ora, de facto z/y — yz > 0, pois esta
desigualdade ¢é equivalente, para o dominio de variacdo de y e z agora
considerado, a 2 < 1. Concluimos portanto que para 0 < z < y < 1 a expressio
dentro de paréntesis na formula do volume de S sera igual a z/y — yz.

Analisando o segundo caso, concluimos, por raciocinio analogo, que para
0 <y < z <1 aexpressdo dentro de paréntesis na formula do volume de S sera
igual a y/z —yz. Resta-nos pois integrar em [0,1] x [0,1] a fun¢do (que o
Teorema de Fubini garante ser integravel-R):

0 sey=0o0uz=0
fly2) =4 2—yz se0<z2<y<l,
y

Z—yz se0<y<z<1

z

ora, aplicando mais uma vez Fubini:

/ f= / ( f(y,z>dy>dz.
[0,1]x[0,1] [0,1] [0,1]

Fixando z € [0, 1], se z = 0 vem f(y, 2) = 0 paratodo o y € [0,1] e se z € |0, 1]
entdo a expressdo definidora de f éigual a z/y — yz em [z, 1] eiguala y/z — yz
em |0, z[; como o integral em [0, 1] se pode decompor na soma dos integrais em
10, 2[ e [2,1] (o integral “em {0}, conjunto de volume nulo, é, como sabemos
igual a 0) obtemos:

J 0 sez=0
o TEAW=N ey ay+ LG -y dy sezelo,1)

donde finalmente:

z 1
z
v = [ ([E-vans [(C-pa)a:-
0,1 \Jo * z Y
2 2 Y=z 2 y=1
_ y _y _y -
_A),l]([% B + [zlogy 22} >dz

y=0 y=z

z 23 2
- | (Z - _ = _ Zlogz+—)dz:7/ ZlOgZdZ
A)’l] (2 2 2 2 10,1]

O ultimo integral pode ser calculado com recurso & férmula de Barrow, uma vez
que ¢ continua a fungdo que se obtém por prolongamento a [0, 1] da fungéo inte-
granda atribuindo o valor zero em z = 0. Representando os prolongamentos por
continuidade pelas mesmas expressoes analiticas (mesmo quando nio fagam sen-
tido em 0) teremos (por continuidade da primitiva):

I ST
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2 ! 1221 22 1
zlogzdz = [—1ogz] —/ ——dz_|:—:| =2,
A)vl] 2 0 0 2z 4 [y 4

pelo que, finalmente:

Vejamos agora em que medida, neste caso particular, se podem aproveitar as “si-
metrias” do conjunto para simplificar o calculo do volume. Comecemos por cal-
cular o volume da intersec¢do de S com o conjunto A dos pontos de [0, 1]? tais
que:

T <y<z
as condigdes definidoras de .S sdo equivalentes, para os pontos de A, a:
0<2<1,0<y<zyz<z <y,

como ¢ facil concluir (a condicdo xz < y decorre imediatamente de = < y e
z <1 e, de modo andlogo, xy < z decorre de y < z e x < 1). Teremos assim,
analisando a fungdo caracteristica de S N A, e por raciocinios idénticos aos que
acima desenvolvemos, ou utilizando duas vezes a Observagdo 9) acima:

V(SﬂA):A)’l](/mz[(/yjldx)dy)dz:/]071]<A)’Z[(y—yz)dy>dz:

2 2 qY=2 1,2 3
Yy Yy z z 1 1 1
/10.,11[2 2402 /0(2 =557 o

y=

considerando agora os conjuntos que se obtém de A permutando as coordenadas
x,y, 2z nas desigualdades = < y < z concluiriamos obviamente que os volumes
das intersec¢des de tais conjuntos com .S seriam também 1/24, ja que seriamos
conduzidos ao calculo exactamente do mesmo integral. Ora S ¢é unido disjunta
destas 3! = 6 intersecgdes e da intersecgdo de S com o subconjunto B de [0, 1J?
definido pelas condigdes adicionais:

r=your=zouy==z.

B tem volume nulo, ja que coincide com a unido dos trés conjuntos ©~1(0) N
N[0,1]%, onde p(x,y,2) = y — z,2 — x ou z — y e, em qualquer caso:

grad (z,y,2) # 0

em R3, pelo que:

1 1
V(S)=6x o, +V(SNB)=, +0=

1
24 4
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Exercicios
29) Calcule o volume do solido tridimensional definido pelas desigualdades:
0<e<1,1<y<2,0<z<a%+y,
justificando que se trata, de facto, de conjunto mensuravel-J.
30) Demonstre as asser¢des contidas na Observagao 9).

31) Supde-se que os integrais repetidos que se seguem foram obtidos por aplica-
¢do do Teorema de Fubini a certa fungdo f integravel-R em determinado
dominio (os integrais dentro de paréntesis devem ser entendidos como
integrais superiores ou inferiores); obtenha em cada caso a expressdo que
resultaria de aplicar o Teorema de Fubini ao integral de f nesse dominio,
mas invertendo a ordem de integracdo (em cada caso, pretende-se que, na
expressdo final, a fun¢do integranda seja f e ndo qualquer extensdo “por
zero” ou produto envolvendo fungdes caracteristicas...):

2) [y (fom f(z,y) dy) dz; b) f, d (foﬂ fz,y) dy) ;

©) Jy dy (fyH f(z,y) dw)

32) Supondo que f € R(D), escreva |, pJ como integral repetido, tendo em
conta as duas possiveis ordens de integragdo, nos casos em que:

a) D= {(z,y) €R?: x>0,y > 0,22 +¢* < a®} (a #0).
b)D={(z,y) eR*:0<2<2,0<y<21<ay}.

¢) D ¢é o quadrilatero de vértices (0,0), (1, 1), (2, 3), (0, 2).
d) D= {(z,y) € R? : y* < 8x,y < 2x,y + 4w — 12 < 0}.

e) D ¢é a regido do primeiro quadrante limitada pelas curvas de equacdes
zy =10y =2, =y,y = 4x.

33) Calcule os seguintes integrais (considere as fungdes prolongadas por conti-

nuidade aos pontos dos dominios de integracdo em que ndo estiverem
definidas):

a) [i Jy cos (z +y) dydz; b) [, ;% dz dy.
34) Seja f : [0,1] x [0, 1] — R definida por:

1 sexzeQnlo,1]
f(xay)_{Qy sex €[0,1]\ Q"

mostre que existe fol (fol f(x,y) dy) dx mas nio f[o,ux[o.u f.
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35) Seja f : [0,1] x [0,1] — R, tal que:

0 se x for irracional
f(z,y) =< 0 sex forracional e y irracional ou y = 0
é se x for racional, e y = g, fraccdo irredutivel

)

mostre que f é integravel-R e f[o xS =0

36) a) Mostre que:

+00 ,—ax __ ,—bx b
/ £ "% dr=log- (a,b>0).
0 X a

~ R ~
(Sugestdo: para calcular fo , com R > 0, escrever, para cada x, a fun¢do

integranda como f;) de certa fun¢do de uma variavel auxiliar y. Calcular o
integral duplo obtido, utilizando o Teorema de Fubini, e finalmente passar
ao limite quando R — +00).

b) Seja f : [0, +o00[ — Rde classe C! tal que existe o integral improprio

f+°0 f@)

1 dt; generalizando a), calcule:

7 flaz) — f(bx)

0 X

dz (a,b>0).

37) Calcule o volume do N-Simplex S={z€RY:2;>0,Vi=1,...,N,
z1+ -+ axy < C} (C > 0),justificando que se trata, de facto, de conjunto
mensuravel-J (Sugestdo: Teorema de Fubini e indugdo em N ).

38) Calcule o volume do subconjunto de R? caracterizado pelas desigualdades:

lz| + [yl + 2] <2, 2* <.

39) Seja f : R — R continua;

a) Mostre que, para cadan € Nj:

(n—1)! // e >dtdw—$/0y<yt>“f<t>dt.

b) Mostre que a fungdo F' : R — R tal que:

L / "0 ey dr,

F(y):n! i

¢ a unica funcdo de classe C" satisfazendo as condicdes:

d"F

Ty ) = 1), Yy Re F(0)