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INTRODUCAO

Este texto tem como principal objetivo apoiar o estudo da disciplina Andlise
Matematica |, do curriculum do primeiro semestre do primeiro ano das
licenciaturas de Matematica e Matematica Aplicada, disciplina que lecionamos
nos ultimos anos letivos. Ele ndo pretende, de modo nenhum, concorrer com 0s
muito bons livros que existem nesta area, como por exemplo os que escolhemos
para a bibliografia, livros cuja consulta serd naturalmente muito recomendavel,
especialmente para o estudante mais ambicioso. Este objetivo fez também com
que procurassemos em muitos pontos ser mais detalhados do que é usual
aparecer num livro de Analise Matematica, em particular sempre que sdo
introduzidos assuntos que a nossa experiéncia nos levava a considerar como
mais delicados para um estudante que encontra pela primeira vez uma
abordagem mais estruturada e justificada de assuntos examinados informalmente
no ensino secundario.

Muitos dos assuntos abordados nesta disciplina, como os limites de funcdes e
de sucess0es, a continuidade, e a derivabilidade, ja foram estudados no ensino
secundario, embora de forma assumidadamente desorganizada, incompleta e
pouco rigorosa. O conhecimento informal destes assuntos ndo é compativel com
a sua utilizacdo em contextos mais avancados, facto que € especialmente
relevante quando consideramos estudantes das licenciaturas da area da
matematica, que sdo supostos conhecé-los de forma mais profunda e adquirirem
uma autonomia que lhes permita nao sé aplica-los de forma fiavel como serem
capazes de adaptd-los a situacdes diferentes e eventualmente novas (ver, a
proposito, o texto [3], proposto aos estudantes de Matematica que ingressam na
Universidade de Oxford). Por esse motivo é fundamental que esses assuntos
sejam reexaminados no inicio dos estudos universitarios, apresentando
definicdes dos conceitos sem ambiguidades, habituando o estudante a neces-
sidade de justificar as propriedades que se enunciam e sublinhando as relacdes
de interdependéncia entre as diferentes matérias.

E claro que o objetivo de apresentar definicdes claras de todos os conceitos
envolvidos e de justificar todas as afirmacdes que se fazem tem sempre
limitacGes, sendo forgoso partir de um contexto basico constituido por conceitos
que ndo se definem e por relagBes entre esses conceitos que se admitem sem
justificacdo. H& varias escolhas possiveis para esse contexto basico que
dependem principalmente das motivacdes e da maturidade matemética dos
destinatarios. Num curso com espirito de Fundamentos, destinado a um publico
mais avangado que é suposto ja dominar informalmente os assuntos, poder-se-a
partir de um contexto em que apenas se supGem conhecidas as propriedades dos
nimeros naturais (ou até apenas a teoria dos conjuntos...) e, a partir dai,
construir sucessivamente os inteiros relativos, os nimeros racionais e 0s
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nimeros reais, e as operacoes e relagdes que os envolvem, estabelecendo as
respetivas propriedades. Trata-se de uma via cujo desenvolvimento tende a ser
lento e que facilmente se torna desmotivadora para a grande maioria dos
estudantes que entram na universidade € mesmo para muitos num estagio um
pouco mais avangado da formagdo matemdtica. Uma segunda via, muito
utilizada em livros mais avancados de Andlise Matemdtica, a via axiomatica,
consiste em isolar um conjunto muito limitado de conceitos e propriedades
primitivos envolvendo os nimeros reais (uma axiomatica) e em desenvolver em
seguida a restante teoria dos nimeros reais de forma dedutiva a partir do que foi
tomado como ponto de partida. Mesmo esta via implica que se demonstrem
muitas propriedades que, apesar de ndo estarem incluidas nas de partida, o
estudante esta habituado a considerar como evidentes, atividade que, apesar de
ter um papel formativo importante ao nivel da exercitagdo do raciocinio
matematico, tende a tornar-se morosa e desencorajante para um grande nimero
de estudantes.

Tendo em conta as dificuldades que referimos no paragrafo anterior, fomos
conduzidos a utilizar no curso, e consequentemente neste texto, uma via que
corresponde a utilizar como contexto basico um conjunto ainda mais rico de
conceitos e propriedades, limitando assim a necessidade de justificacdo as
propriedades que ultrapassam esse contexto basico. O contexto basico consiste
essencialmente no facto de os nimeros reais incluirem os ndmeros racionais (em
particular os ndimeros inteiros) e de no quadro dos numeros reais estarem
definidas a relagdo de ordem > e as operac@es algébricas + e x (assim como
as suas inversas), de uma forma que estende as respetivas contrapartidas nos
ndmeros racionais, e gozando de todas as propriedades algébricas que o
estudante estd habituado a utilizar e que ja eram validas no quadro destes
Gltimos. Quais sdo essas propriedades algébricas (para quem conhega 0 conceito,
sdo as dos chamados corpos ordenados) € algo que nao enunciamos explicita-
mente no texto mas de que nos parece que 0 estudante facilmente terd cons-
ciéncia; tentar fazé-lo de uma forma sistematica poder-nos-ia conduzir a perda
de um tempo precioso e mais uma vez a possivel desmotivacdo de muitos
estudantes. Apresentamos enfim a propriedade que distingue os nimeros reais
dos ndmeros racionais (0s numeros reais constituem um corpo ordenado
completo) propriedade que serd introduzida na forma da exigéncia de existéncia
de supremo para 0s conjuntos majorados ndo vazios. Essa propriedade sera
examinada com mais atencdo e serd essencial para todo o desenvolvimento
posterior da teoria.

N&o parece necessario enumerar quais 0 assuntos que sdo abordados neste
curso, uma vez que isso € feito no indice, tal como nos dispensamos de descrever
resumidamente o tratamento dos diferentes assuntos quando esse tratamento é
praticamente 0 mesmo em todos os textos de Analise Matematica. Vamos assim
apenas referir apenas algumas das opgdes que tomamos e que ndo partilham a
mesma unanimidade.

Relativamente as chamadas “noc¢des topologicas” pereceu-nos ser preferivel
reduzi-las ao minimo que é necessario para as aplicagdes ao estudo das funcdes;
reduzimo-las assim & nogdo de ponto aderente a um conjunto de ndmeros reais, e
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a pequena variante dos pontos de acumulacgdo e dos pontos isolados, que é o que
€ necessario para apoiar a nogdo de limite. Nao referimos assim as nog¢des usuais
de pontos interiores, exteriores e fronteiros, que sdo sem divida necessarias
guando se passa para R™ mas que no contexto de R apenas intervém
relativamente a conjuntos que sdo intervalos, caso em que correspondem apenas
a afirmar se os pontos sdo ou ndo uma das extremidades. Optamos também por
apresentar estas noc¢des topoldgicas desde o inicio no contexto da reta estendida
R, que inclui os objetos —co e +oo, por ser esse 0 contexto em se unificam mais
facilmente os diferentes tipos de limite que é usual considerar, embora em
qualquer caso nos limitemos a considerar que 0s conjuntos considerados sdo
subconjuntos de R.

A nocdo de limite é apresentada de inicio no contexto das fungdes e usando a
nocdo de vizinhanga-6 de um ponto (finito ou infinito). A definicdo é apresen-
tada de forma a unificar os casos em que o ponto (aderente ao dominio) em que
se calcular o limite e o proprio limite podem ser finitos ou infinitos. Ao contrario
da opcéo tomada por vérios autores, optdmos por ndo excluir o valor da fungéo
no ponto em que se toma o limite, quando pertencente ao dominio, da definicéo
de limite. Uma vez que examinamos também a nogdo trivial de limite relativo a
um subconjunto do dominio (ao qual o ponto ainda seja aderente), generalizando
0 que se faz habitualmente com os limites laterais, quem preferir a no¢éo alterna-
tiva podera sempre considerar o limite relativo ao dominio com o ponto retirado.
Os limites das sucessbes aparecem simplesmente como casos particulares dos
limites de funcdes, agora com dominio N, ndo sendo assim necessario reenunciar
todas as propriedades que foram estudadas para os limites de fungdes.

Os sublimites de uma fungdo num ponto sdo definidos como os limites nesse
ponto de uma restricdo desta a algum subconjunto ao qual o ponto seja aderente
e € apresentada uma caracterizacdo equivalente destes em termos de vizinhancas.
Os sublimites de uma sucessao sao definidos como os sublimites desta enquanto
funcdo o que dispensa o uso das subsucessfes para 0 seu estudo, sendo substi-
tuidas pelas restricdes desta a subconjuntos infinitos de N. O teorema de
Bolzano-Weierstrass sobre a existéncia de sublimites é também demonstrado
primeiro para as func@es, tal como a condicdo de Cauchy para a existéncia de
limite aparece para as fungdes antes de ser enunciada para as sucessoes.

As exponenciais de base maior que 0 e expoente real sdo definidas primeiro
para 0s expoentes racionais e, seguidamente estendidas a R pela condigéo de ser
mantida a monotonia, provando-se entdo a continuidade da funcéo obtida.

O estudo das derivadas € feito seguindo o caminho habitual e depois deste
sdo definidas as primitivas e sdo introduzidas através de exemplos algumas das
técnicas classicas de primitivagdo. O estudo dessas técnicas ndo pretende ser
exaustivo e limita-se a examinar os exemplos mais simples e clarificadores. Uma
vez que o estudo do integral de Riemann ndo é abordado neste semestre,
pensamos ser interessante exemplificar algumas utilizagdes das primitivas, por
exemplo na determinagdo de areas e de volumes de solidos de revolugdo. Estes
exemplos sdo encarados como aplica¢des da Andlise Matemdtica a “vida real”,
pensando nas area e nos volumes como realidades exteriores que se conhecem
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intuitivamente e que, a partir desse conhecimento, podem ser calculadas com o
auxilio do que foi estudado no curso.

O ultimo capitulo tem um carécter diferente dos restantes, uma vez que 0s
assuntos expostos ndo se inserem no que é abordado no curso de Analise do
primeiro semestre. O nosso objetivo foi esbogar uma tentativa de abordagem do
estudo das séries que privilegia a ndo utilizacdo da ordem no conjunto de indices
(familias somaveis). Se se perde, por um lado, a ocasido de desenvolver a anélise
das séries simplesmente convergentes (analise que foi, de qualquer modo abor-
dada de modo sucinto no momento do estudo da férmula de Taylor com refe-
réncia as séries de Taylor, essas sim consideradas num contexto ordenado de
limite das somas parciais), ganha-se em simplicidade em tudo o que respeita a
associatividade e aos pontos em que se € levado a considerar, por exemplo,
séries duplas. Faz-se, em particular, um estudo das propriedades elementares das
fungdes analiticas que tira partido das simplificacfes permitidas por esta abor-
dagem. No contexto em que nos colocamos tanto a definicdo das somas infinitas
como o estudo das propriedades de continuidade e derivabilidade para as somas
de funcdes esta claramente inspirado (embora sem necessitarmos de o conhecer)
no modo de proceder habitual no quadro do integral de Lebesgue, ndo deixando
de aparecer referéncias aos teoremas da convergéncia monétona e dominada e
passando, naturalmente pelo lema de Fatou. O carater de eshogo deste capitulo e
o facto de termos querido manter o texto dentro de dimensdes razoaveis
levou-nos a omitir assuntos importantes sobre as séries, como 0s critérios mais
finos de convergéncia no caso das parcelas positivas, omissao essa que ndo tem
nenhuma relacdo com a nossa op¢do pelas somas ndo ordenadas.

No fim de cada seccdo do texto propomos ao estudante um conjunto de
exercicios. Se um ou outro aparecem como complemento & exposicao tedrica,
um grande ndmero corresponde ao que é tradicional propor nas aulas ted-
rico-praticas desta disciplina. Em particular, tomamos a liberdade de ir buscar ao
livro [7] do nosso colega Mério Figueira, que regeu esta disciplina durante
varios anos, muitos dos exercicios ai propostos. Assinalaremos com ¥ 0s
exercicios (ou as suas alineas) que tenham um carater mais tedrico ou cuja
resolucdo seja um pouco mais exigente e com % aqueles que se podem
considerar como destinados aos estudantes mais corajosos.



CAPITULO |
NuUmeros reais e limites

81. Generalidades sobre 0s nUmeros reais.

1.1.1 (Os numeros reais como corpo contendo 0s nimeros racionais) Os
nUmeros reais sdo 0s personagens centrais de toda a Analise Matematica pelo
que é importante ter bem presentes as suas propriedades fundamentais.

Os nameros reais incluem os ndmeros racionais, em particular também os
nimeros inteiros. No contexto dos ndmeros reais, estdo definidas duas
operacBes fundamentais, a adicdo + e a multiplicacdo x que generalizam
as operacOes analogas no quadro dos nimeros racionaisl. Estas operacGes
gozam de propriedades algébricas que os estudantes estdo habituados a reco-
nhecer e aplicar e que, apesar de nos abstermos de detalhar completamente,
podem ser caracterizadas pelo facto de serem todas consequéncias de certas
propriedades basicas das operagdes, nomeadamente:

a) Valem as propriedades comutativa e associativa da adicdo e da multi-
plicacéo e a segunda tem a propriedade distributiva relativamente a primeira.

b) O nimero real 0 é elemento neutro da adi¢do e elemento absorvente da
multiplicagdo. O numero real 1 é elemento neutro da multiplicagéo.

c¢) Cada nimero real z, admite um Unico simétrico, notado —z, isto €, um
Unico numero real que somado com ele d& 0. Cada nimero real = # 0 admite
um Gnico inverso, notado =1, isto é, um tnico nimero real que multiplicado
por ele da 1.

O facto de estas propriedades serem vélidas costuma ser traduzido pela afir-
macdo de que 0s nimeros reais constituem um corpo (contendo 0s nimeros
racionais).2 3

Como sucede em qualquer corpo, a partir da soma e da multiplicacdo ficam
definidas duas operagdes inversas, a subtracdo e a divisdo: Dados nimeros
reais x e y, existe um dnico nimero real que somado com y da x, nomea-

1Quando falamos em generalizacdo, estamos a significar que, se x e y sdo racionais, a
soma = + y e o produto x x g, no contexto dos numeros reais, coincidem com a soma e a
multiplicagdo no contexto dos nimeros racionais, em particular sdo nimeros racionais.
20s numeros racionais constituem também um corpo, 0 mesmo acontecendo com 0s
nimeros complexos, estudados no ensino secundario. J& 0s ndmeros inteiros ndo consti-
tuem um corpo uma vez que no contexto destes ndo existem, em geral, inversos.

30 estudante interessado em aprofundar mais 0 modo como destas propriedades basicas
se podem deduzir as restantes podera consultar, por exemplo, [2], [4] ou [9]. As mesmas
referéncias podem ser utilizadas para aprofundar o que resumiremos adiante em 1.1.3
sobre a ordenacdo dos ndmeros reais.
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damente o nimero
r—y=z+(-y),

€, N0 caso em que y # 0, existe um Unico nimero real que multiplicado por y
d4 z, nomeadamente o nimero

=z xy !

<8

em particular, se y # 0, tem-se y ! = %

1.1.2 Para além das quatro operacdes, esta definida no contexto dos ndmeros
reais (como no de qualquer corpo) uma outra nogdo, a de poténcia de
expoente inteiro maior ou igual a 0. Assim, se = é um nimero real e n é um
nlimero inteiro maior ou igual a 0, a notagdo x" (poténcia de base = e
expoente n) designa naturalmente o produto de n termos todos iguais a =, no
caso em que n > 2, e Nos outros casos esta definida por 2! = z e z° = 1. Em
particular, tem-se z™ # 0 sempre que = # 0. Como consequéncias simples
das propriedades associativa e comutativa da multiplicacio#, valem as
propriedades algébricas das poténcias:

(33 X y)n — mn X yn’ xm+n — wm X xn’ xmxn — (xm)n,,

e, consequentemente, se y # 0 e m > n,
(E)WL:&’ yrn*n:yi.

Tem-se, é claro,

1" =1,
0"=0,sen>1

(note-se que, por definicio, 0° = 1).

1.1.3 (Os numeros reais como corpo ordenado) Nos ndmeros reais esta
definida uma ordenagdo, que generaliza a ordenagdo existente nos nimeros
racionais. Quer isto dizer que, se x e y sdo numeros reais, sabemos 0 que
significa x > y (z maior que y) e que sdo validas as propriedades transitiva e
tricotémica (esta Gltima afirma que = > y s6 é possivel quando = # y e que,
dados ndmeros reais distintos, hd sempre um que é maior que 0 outro).
Naturalmente, a relacéo oposta x < y é definida como significando o mesmo
que y > x € a relacdo lata x > y significa “z >y ou x = y”, tendo y <
como sindnima.

4A propriedade associativa ja foi necessaria para ndo haver ddvidas sobre a ordem pela
qual se multiplicam os n termos iguais a x. Para quem achar interessante procurar
justificar estas propriedades, sugere-se a resolucéo do exercicio 1.2.2, depois do estudo do
método de demonstracéo por indugdo matematica.
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operagdes + e x , um conjunto de propriedades (propriedades algébricas da
relacdo de ordem) que os estudantes estdo habituados a reconhecer e aplicar e
que, apesar de nos abstermos de detalhar completamente, incluem as
seguintes, a partir das quais as restantes se podem deduzir facilmente:

a) Se = > y, entdo, para cada z, = + z > y + z. Em consequéncia, no caso
em que variamos ambas as parcelas da soma, podemos afirmar que, se x > y
ez > w, entdo

A relagdo de ordem > e asua variante lata > verificam, relativamente as

rTt+z>y+z>ytw

e daqui concluimos facilmente que, se z > y, entdo —z < —y °.

b) Sexz>yez>0,entdo x x z >y x z. Em consequéncia, se z >y e
2z<0, entdo = x z <y x z 6. Concluimos destas duas propriedades a
habitual regra do sinal dum produto:

Sex>0ez>0,entdox x z > 0;
Sex>0ez<0,entdox x z < 0;
Sex<0ez>0,entdox x z < 0;
Sex<0ez<0,entdox x z > 0.

Da regra dos sinais dum produto decorre que, se = # 0, entdo 2> = x x =, é
maior que 0. Em particular 1=1x1>0 e portanto, lembrando as
propriedades apontadas em a), todos o0s numeros naturais, podendo ser
obtidos como somas de um ndmero finito de parcelas iguais a 1, sdo também
maiores que 07. Também pela regra dos sinais, se > 0, entdo z~' >0 e
x" > 0, para cada inteiro n > 0, e, se < 0, entdo =~! < 0 8. Analogamente
ao que referimos em a), quando variamos ambos os termos do produto,
podemos afirmar que, sex >y > 0e z > w > 0, entdo

TXZ>YX2z22YyXw

e daqui concluimos outra das propriedades que usamos com frequéncia,
nomeadamente que, se z >y > 0, entdo z ! < y L.

O facto de o corpo dos nimeros reais possuir uma ordenagao com as proprie-
dades que acabamos de relembrar costuma ser traduzido pela afirmagéo de
que estamos em presenca de um corpo ordenado®.

5Se, por absurdo, fosse —z > —y, vinha0 = = + (—z) > y + (—y) = 0.

6Reparar que —z > 0, e portanto —z x z > —y X z

7Uma vers&o mais correta deste argumento podera ser dada depois de revermos adiante o
método de demonstragdo por indugdo matematica.

8Reparar que z x z ' =1 > 0.

%0s nlmeros racionais constituem naturalmente também um corpo ordenado. J& o0s
nimeros complexos, estudados no ensino secundario, ndo constituem um corpo ordenado,
uma vez que ndo foi definida no respetivo contexto nenhuma ordenagdo. Alias a defini-
¢do, no contexto dos numeros complexos, de uma ordenagdo para a qual ficAssemos com
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1.1.4 (Médias e a relacdo “estar entre”) Diz-se que um ndmero real z esti
entre dois nUmeros reais x e y se se verifica uma das duas duplas
desigualdades

r<z<y y<z<w

Uma propriedade importante dos ndmeros reais, que ja era possuida pelos
nUmeros racionais, diz-nos que, se = # y, existe sempre z que esta entre x e
y 10, Uma maneira de exibir um exemplo de um z nas condicdes referidas é
tomar para z a média aritmética (ou simplesmente média) de x e y:

z+y 1 +1
2 27T aY

Com efeito, no caso em que x < y, deduzimos das propriedades algébricas
da relacdo de ordem atrés referidas que

LR DS DS S
ST TRy<zyutzyu=y

1 +1 >1 +1 _
z—2x 2y 23: 2x—m,

z

e 0 caso em que y < x tem uma justificagdo analoga, tendo em conta a
simetria dos papéis de x e y na relagdo “estar entre”. Repare-se que no caso
em que os reais distintos x e y sdo ambos racionais o real intermédio z que
construimos é também um ndmero racional.

Refira-se, a proposito, um método mais geral para construir nimeros reais
entre nimeros reais distintos = e y: Suponhamos que se fixaram dois
ndmeros reais s e ¢, maiores que 0 e com s+ ¢ = 1 (por exemplo, s = % e
t=2ous=32et=2 ousarbitrarioentre0elet=1—s). Sexeysio
ndmeros reais, a0 nimero real

z=sx+ty

da-se 0 nome de média aritmética pesada de = e y (ou simplesmente média
pesada de x e y), associada aos pesos s e t (a média usual é simplesmente a
média pesada associada aos pesos % e %). Analogamente ao que foi feito para
as medias usuais, vemos que, se x < y € z € a média aritmética pesada de = e
1y associada aos pesos s e t, entdo tem-se x < z < y, Uma vez que

z=sr+ty<sy+ty=uy,
z=8x+1ty>sr+itr=ux

um corpo ordenado € impossivel, uma vez que se tem i x i = —1 < 0, contrariando uma
das propriedades validas em qualquer corpo ordenado.

10Repare-se que esta propriedade ndo é valida no contexto dos ndimeros inteiros: Por
exemplo, entre 2 e 3 ndo existe nenhum nimero inteiro.
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Refira-se a propoésito que, no caso em que = = y, a média pesada sz + ty é

st+ty=sr+tr=(s+t)x=x=y.

1.1.5 (Notagdes envolvendo conjuntos de nimeros reais) No estudo da Andlise
Matematica vamos encontrar muitas vezes conjuntos de nimeros reais. A
nogdo de conjunto j& foi utilizada varias vezes no ensino secundario e
dever-se-a ter presente, em particular, que um conjunto fica perfeitamente
determinado se exibirmos uma propriedade que distinga os elementos do
conjunto daqueles que ndo lhe pertencem e que ndo pode assim haver
conjuntos diferentes que tenham exatamente 0s mesmos elementos. Vamos
referir o significado de algumas notacfes que sdo utilizadas no contexto dos
conjuntos (no nosso caso, usualmente conjuntos de ndmeros reais) que na
maioria dos casos sdo ja bem conhecidas pelos estudantes mas que
excecionalmente poderdo ter significados que ndo coincidem exatamente
com aqueles a que estdo habituados:

a) Se A e B designam conjuntos, as notacgdes ANB, AUB e A\ B
referem-se, respetivamente, a intersecdo, a unido e a diferenca dos
conjuntos, isto é, ao conjunto dos reais que pertencem simultaneamente a A e
a B, ao conjunto daqueles que pertencem a pelo menos um dos dois
conjuntos A e B, e ao conjunto dos nimeros reais que pertencem a A mas
ndo pertencem a B. Sublinhe-se que, no ultimo caso ndo se supde, de modo
nenhum, que o conjunto B esteja contido no conjunto A; pode até acontecer
que A e B ndo tenham pontos comuns, caso em que A\ B = A. O facto de
um namero real x pertencer a um conjunto A é usualmente notado por x € A
e diz-se entdo também que x é um elemento do conjunto A. Para afirmar o
contrario, isto €, que = ndo é elemento do conjunto A escreve-se z ¢ A. 11

b) Se A e B designam conjuntos, a notacdo A C B exprime que A estd
contido em B (por outras palavras, que A é um subconjunto de B), isto é,
que todos os elementos de A sdo também elementos de B 12; Com o mesmo
significado escreve-se também B D A e diz-se que B contém A. Repare-se
que dizer que se tem A=B é 0 mesmo que dizer que se tem
simultaneamente A C B e BC A (isto é, que A e B tém 0s mesmos
elementos) e que este facto conduz a um processo muitas vezes utilizado
quando se quer justificar uma igualdade envolvendo conjuntos.

¢) O conjunto vazio, isto é, aquele que ndo tem nenhum elemento, é
habitualmente notado @. O conjunto de todos os nimero reais € representado
com o simbolo R e usam-se notagcBes do mesmo “alfabeto” para designar

11Em geral, um simbolo cortado significa o contario da correspondente versdo nio
cortada, como acontece com os simbolos bem conhecidos = e #.

12Note-se que em varios livros a notagdo A C B é tomada com um significado diferente,
nomeadamente, afirmando que A esta estritamente contido em B, no sentido que, além de
A estar contido em B, A é diferente de B. Nesses livros usa-se a notagdo A C B no
sentido em que nds usamos A C B, isto &, quando ndo se quer excluir a possibilidade de
seter A = B.
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alguns subconjuntos importantes de R, nomeadamente @Q para o conjunto dos
nlmeros racionais, Z para 0 dos nimeros inteiros e N para o dos nimeros
naturais (os inteiros maiores que 0 13). Usaremos também a notacio N, para
designar o conjunto dos nimeros inteiros maiores ou iguais a 0.

d) Expliqguemos, com o auxilio de exemplos, 0 modo que utilizaremos para
explicitar conjuntos que sdo caracterizados por uma dada propriedade ou pela
enumeracdo de todos os seus elementos: A notacdo

{reR|zeQex> -1}

descreve o conjunto dos ndmeros reais que sdo simultaneamente racionais e
maiores que —1; A notagao

3
1,2,-,7
{3725}

designa o conjunto finito cujos Gnicos elementos sdo indicados entre
chavetas, conjunto que também pode ser designado por uma notagdo do tipo
exemplificado em primeiro lugar, embora de forma menos compacta:

3
{xeR|mzlonZQOUx:§OU3::7},

e, em particular, a notagdo {—1} designa o conjunto unitario cujo Unico
elemento é o nimero real —1.

H& ainda um tipo de notacdo menos explicita, que, apesar de idealmente ser
preferivel evitar, ndo deixa muitas vezes dlvidas sobre o que se pretende
significar e que consiste em indicar entre chavetas alguns elementos do
conjunto seguidos de reticéncias, na esperanca que isso indique, com alguma
dose de bom senso, quais os restantes elementos. Por exemplo escrevemos

11 1
{ 75757"'75}

para significar o conjunto finito cujos elementos sdo os inversos dos nimeros
naturais menores ou iguais a 9 ou

11 1
L=y ey =y
{74’97 7n27 }

para significar o conjunto infinito cujos elementos sdo os inversos dos
quadrados dos numeros naturais. Para estes conjuntos podem também ser
respetivamente utilizadas as notagcdes mais precisas

13para alguns matematicos os niimeros naturais incluem o 0. N&o € essa a convengao que
faremos aqui, apesar de considerarmos que se podem considerar muito vélidas as razdes
que apontam para a eventual inclusdo do 0 (o nimero de elementos do conjunto vazio...).
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n <n<9 '
{ 2 } S
n neN

ou, alternativamente, com a notacdo, em todos os casos utilizavel, do tipo
referido no primeiro exemplo,

. 1
{reR|existeneNcoml<n<9ex=—},
n

. 1
{meR\exwteneNcomx:ﬁ}.

e) Entre os conjuntos que sdo referidos com mais frequéncia no estudo da
Analise Matematica contam-se os intervalos, que o estudante ja encontrou
também em estudos anteriores, nomeadamente os conjuntos dos tipos

={zeR|a<x<b}
{reR|a<z<b},
={zeR|a<zx<b}
{zeR|a<z<b}
[={zeR|a<2a},
[={z€eR|a<zx},
b ={xeR |z <b},
b={z eR |z <b},
oo—l—oo[:]R,

a,b]
a,b] =

7b]
bl =

7

S

?

+00
a, +00
00

[
[
la
Ja
[
]
I-
J—o0
I-

onde a, b sdo nimeros reais que se costumam referir como extremidades do
intervalo, dando-se 0 nome de pontos interiores do intervalo aos elementos
deste que ndo sdo extremidades. Observe-se que 0 conjunto vazio € um
intervalo, que se pode escrever com diferentes escolhas das extremidades,
nomeadamente é qualquer dos intervalos dos primeiros quatro tipos com
a > b ou dos segundo, terceiro ou quarto tipos com a = b e que um conjunto
unitéario {a} é também um intervalo, nomeadamente {a} = [a, a]. Chamamos
intervalos ndo triviais aqueles que tém mais que um elemento isto é, aqueles
cujas extremidades ndo coincidem.

1.1.6 (Méximo e minimo dum conjunto) Se A é um conjunto de nimeros reais,
chama-se maximo de A a um elemento de A que seja maior que todos os
outros elementos de A e minimo de A a um elemento de A que seja menor
gue todos ou outros elementos de A. O maximo e o0 minimo de A, quando
existam, podem ser notados max(A) e min(A4), ou simplesmente max A e
min A, respetivamente.

Observe-se que um conjunto A ndo pode ter mais que um maximo nem mais

14E costume considerar implicitamente que a variavel n s6 toma valores inteiros.
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que um minimo visto que, por exemplo no primeiro caso, se a e a’ fossem
dois maximos distintos, cada um deles teria que ser maior que o outro o que é
impossivellS. Por este motivo € possivel utlizar o artigo definido e dizer que
um ndmero é 0 maximo ou 0 minimo de um conjunto (também se diz o maior
ou 0 menor elemento do conjunto).

Observe-se também um conjunto pode ndo ter maximo ou nao ter minimo:
Desde logo, 0 conjunto vazio () ndo tem maximo nem minimo, simplesmente
porque ndo tem nenhum elemento; O conjunto R também ndo tem maximo
nem minimo, uma vez que, para cada elemento a de R o elemento a + 1 de
R é maior que ele e o elemento a — 1 de R é menor que ele; O intervalo [0, 1]
tem minimo 0 mas ndo tem méaximo, uma vez que se a € [0, 1] hd sempre um
elemento deste conjunto maior que a (qualquer nimero real entre a e 1 16).
Um erro frequente é fazer referéncia a0 méaximo ou ao minimo de um
conjunto sem nos assegurarmos previamente da existéncia de maximo ou de
minimo para o conjunto em questao.

H& um tipo importante de conjuntos para 0s quais podemos assegurar direta-
mente a existéncia de maximo e de minimo: Trata-se dos conjuntos finitos e
ndo vazios. A explicagdo da razdo por que isso acontece pode ser feita do
seguinte modo no que se refere ao maximo (o caso do minimo é analogo):

a) Se o conjunto tem um Unico elemento, esse elemento é o maximo (e, de
facto, também o minimo).

b) Se o nimero de elementos do conjunto é 2, entdo a propriedade
tricotdmica da ordenagéo garante que um deles é maior que o outro e esse é
entdo o méximo (o outro é o minimo).

c) Se o nimero de elementos é 3, utilizamos o que j& sabemos sobre
conjuntos com 2 elementos: retiramos provisoriamente um dos elementos,
consideramos 0 maximo do conjunto parcial com 2 elementos que ficou e
repescando o elemento retirado, reparamos que 0 maximo entre este e 0
maximo parcial considerado vai ser o maximo do conjunto total.

d) O raciocinio referido em c) pode ser adaptado trivialmente para mostrar
gue o0s conjuntos com 4 elementos tém maximo, depois de sabermos que isso
acontece com aqueles que tém 3 elementos, deduzindo daqui sucessivamente
gue os conjuntos com 5 elementos, com 6 elementos, etc... também tém
méaximo. Note-se que uma explicagdo mais clara do raciocinio que acabamos
de fazer (menos etcetérica...) podera ser feita quando for revisto adiante o
método de demonstracdo por indugdo matematica.

Para além dos conjuntos finitos ndo vazios, ha outro tipo de conjuntos para
0s quais se pode garantir a existéncia de minimo embora ndo de maximo.
Mais precisamente, qualquer conjunto ndo vazio A de nimeros naturais tem
um minimo. A razdo por que isso acontece é que, escolhido um elemento

150 que acabamos de fazer é o que se chama um raciocinio por absurdo: Para mostrar
que uma afirmagdo é verdadeira, admite-se que ela é falsa e tenta-se deduzir uma contra-
dico.

16Lembrar o que se referiu em 1.1.4.
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fixado p € A, podemos chamar A’ o conjunto dos elementos de A que sdo
menores ou iguais a p, conjunto que é ainda ndo vazio e ja é finito (no
maximo p elementos) e como tal, admite um minimo, verificando-se entdo
facilmente que esse minimo é automaticamente também minimo do conjunto
A na sua totalidadel” (costuma-se dizer, por este motivo, que 0s nimeros
naturais tém a propriedade de boa ordenacéo).

1.1.7 (Majorantes e minorantes) Diz-se que um nimero real b é um majorante
de um conjunto A se b é maior ou igual a todos os elementos do conjunto A.
E claro que, se A tiver um elemento maximo b, esse maximo &, em particular,
um majorante de A. Note-se, no entanto, que, ao contrario do que acontecia
com a nogdo de maximo, ndo exigimos que um majorante tenha que
pertencer a A (se pertencesse, seria evidentemente 0 maximo de A). Um
conjunto A diz-se majorado se possuir algum majorante. Repare-se que, se
um conjunto A admite um majorante b, entdo admite necessariamente mais
majorantes, por exemplo todos os ndmeros reais maiores que b (b + 1 ou,
mais geralmente b + x, com x > 0 estdo nessas condi¢des); é por essa razdo
que utilizamos sempre o artigo indefinido, “um majorante” e ndo “o majo-
rante”. Examinemos alguns exemplos concretos:

a) O conjunto R de todos os nimeros reais ndo é majorado. Com efeito,
nenhum ndmero b pode ser majorante de R, uma vez que ele ndo é maior ou
igual, por exemplo, ao elemento b + 1 € R.

b) Analogamente, o conjunto [3, +oo[ ndo é majorado, uma vez que, se b é
um numero real arbitrario, 0 maior dos dois nimeros 3 e b + 1 pertence ao
conjunto e é maior que b.

c) O intervalo [0, 1], tem méaximo 1, em particular é majorado e 1 é um dos
seus majorantes. Os outros majorantes deste conjunto sdo exatamente o0s
nimeros maiores que 1, ja que um nimero menor que 1 ndo pode ser
majorante (por ndo ser maior ou igual ao elemento 1 € [0, 1].

d) O intervalo [0,1[ ndo tem maximo, j& que, para cada x € [0, 1] existe
sempre um elemento deste conjunto que é maior que ele, por exemplo a
média de = e 1. No entanto ele é majorado e um dos majorantes é 1. De facto,
tal como acontecia em c), 0s restantes majorantes sdo exatamente 0s nimeros
maiores que 1, ja que um nimero menor que 0 ndo pode ser majorante (por 0
pertencer ao conjunto) e um ndmero em [0,1] também n&o pode ser
majorante (sendo seria 0 maximo que, como ja referimos, o conjunto ndo
tem).

e) O exame do exemplo do conjunto vazio () levanta por vezes algumas
questdes, por motivo da dificuldade de perceber o sentido de afirmar alguma

17No entanto, o maximo de A’ ndo tem que ser méaximo de A e ¢ essa a razdo por que nio
podemos garantir que qualquer conjunto contido em N tenha necessariamente maximo:
Por exemplo o conjunto dos nimeros pares ndo tem maximo, como alids também
acontece com o proprio N.
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coisa sobre todos os elementos do conjunto vaziol®. No entanto, se
refletirmos com mais cuidado, facilmente reconheceremos que o conjunto
vazio () é majorado e que, de facto, os seus majorantes sdo todos os nimeros
reais (por exemplo, —5 é um majorante de (J, uma vez que nao existe nenhum
elemento de () que seja maior que —5).

Uma nogdo analoga a de majorante é a de minorante. Diz-se que um nimero
real a é um minorante de um conjunto A se a é menor ou igual a todos os
elementos do conjunto A. Se o conjunto A tiver minimo a, esse minimo é
certamente um minorante, mas um minorante ndo tem necessariamente que
pertencer ao conjunto (se pertencesse seria evidentemente 0 minimo). Um
conjunto A diz-se minorado se possuir algum minorante. Deixamos para o
estudante a tarefa de examinar para estas nogdes exemplos analogos aos
apresentados acima para as nogdes de majorante e de conjunto majorado.
Referimos enfim uma nova defini¢do: Diz-se que um conjunto A de nimeros
reais é limitado se for simultaneamente majorado e minorado.

1.1.8 (Supremos e infimos) Ja referimos atrds que se um conjunto A tiver b
como elemento maximo, entdo b é, em particular, um majorante de A; de
facto, se refletirmos um pouco, concluimos que o maximo b é um majorante
especial, nomeadamente o menor de todos os majorantes, ja que qualquer
ndmero menor que b ndo pode ser majorante do conjunto, justamente por ndo
ser maior ou igual ao elemento b do conjunto. Por outro lado, no exemplo
estudado na alinea d) de 1.1.7 verificimos que o conjunto [0, 1], apesar de
ndo ter maximo, admite majorante e, de entre estes, um que é menor que
todos os outros, nomeadamente o nimero real 1 (ndo é maximo porque ndo
pertence ao conjunto). Somos assim conduzidos a uma defini¢do que
descreve o que sucede nestes casos:

Dizemos que um conjunto A de nimeros reais admite o nimero real b como
supremo se b é um majorante de A menor que todos os outros majorantes de
A (por outras palavras, o supremo, se existir, € o minimo do conjunto dos
majorantes de A). Quando um conjunto A admite um supremo, este pode ser
notado sup(A) ou simplesmente sup A. Destacamos as seguintes proprie-
dades da noc¢do de supremo:

a) Um conjunto ndo pode ter mais que um supremo (uma vez que 0 conjunto
dos seus majorantes ndo pode ter mais que um minimo). Por esse motivo,
podemos usar o artigo definido e referir “o supremo” dum conjunto.

b) Se um conjunto tem maximo, entdo esse maximo é também supremo do
conjunto. Se um conjunto tem supremo entdo esse supremo é maximo se, e

180 que se passa é que qualquer afirmacio que se faca sobre todos os elementos do
conjunto vazio é automaticamente vedadeira. Por exemplo, a afirmacéo “todos os elefan-
tes com seis pares de patas tém duas trombas” deve ser considerada como verdadeira por
qualquer pessoa que acredite que ndo existe nenhum elefante com tantas patas...
Repare-se que, se afirmacéo fosse falsa, a sua negacéo seria verdadeira e essa negacéo
correspondia a afirmar que existia um elefante com seis pares de patas que nao tinha duas
trombas.
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s6 se, pertencer ao conjunto.19

A nocdo de supremo admite uma “no¢do dual” (no mesmo sentido que
podemos considerar as no¢des de maximo e minimo como duais, tal como as
de majorante e minorante):

Diz-se que um conjunto A de nameros reais admite o nimero real a como
infimo se a é um minorante de A maior que todos 0s outros minorantes de A
(por outras palavras, o infimo, se existir, ¢ 0 madximo do conjunto dos mino-
rantes de A). Quando um conjunto A admite um infimo, este pode ser notado
inf(A) ou simplesmente inf A . De forma anéloga, destacamos as seguintes
propriedades “duais” da nogao de infimo:

a’) Um conjunto ndo pode ter mais que um infimo (uma vez que o conjunto
dos seus minorantes ndo pode ter mais que um maximo). Por esse motivo,
podemos usar o artigo definido e referir “o infimo” dum conjunto.

b’) Se um conjunto tem minimo, entdo esse minimo é também infimo do
conjunto. Se um conjunto tem infimo ent&o esse infimo é minimo se, e s se,
pertencer ao conjunto.

1.1.9 (Os nameros reais como corpo ordenado completo) O conjunto vazio ()
ndo admite supremo, uma vez que todos 0s ndmeros reais sdo majorantes e
portante ndo existe um majorante minimo. Um conjunto que ndo seja
majorado também ndo admite supremo, uma vez que ndo admitindo majo-
rantes, ndo pode ter um majorante minimo. Uma propriedade fundamental
dos nmeros reais é que estas sdo as Unicas excecdes:

Todo o conjunto A de nlimeros reais que seja majorado e ndo vazio admite
um supremo.

Esta propriedade é uma propriedade muito especial dos ndmeros reais e
costuma ser traduzida pela afirmacdo de que eles constituem um corpo orde-
nado completo. Por exemplo, veremos adiante, no exercicio 1.1.10, que 0s
nUmeros racionais, apesar de constituirem também um corpo ordenado, nao
tém a propriedade de completude, j& que existem conjuntos de ndmeros
racionais, majorados e ndo vazios, cujos majorantes racionais ndo tém um
minimo.

A propriedade de completude que enunciamos atrds é a Ultima
propriedade dos nimeros reais que admitimos sem justificacdo. Todas as
propriedades que estudaremos daqui em diante podem ser justificadas a
partir das propriedades referidas até agora. Sem a propriedade de comple-
tude a maioria das propriedades importantes que sdo estudadas em Ana-
lise Matematica ndo poderia ser estabelecida. Como primeiro exemplo de
aplicacdo da propriedade de completude, vamos mostrar que ndo preci-
samos de admitir sem justificagdo a propriedade dual daquela, mas pode-
mos demonstra-la a partir da que foi admitida.

19A relagio entre méximo e supremo lembra talvez o ditado “Quem ndo tem cio, caca
com gato”, com 0 maximo a jogar o papel de céo e o supremo o de gato.
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1.1.10 (A propriedade dual da que define a completude dos reais) Se A é um
conjunto minorado e ndo vazio de nimeros reais, entdo A admite um infimo.
Dem:20 VVamos designar por B 0 conjunto dos minorantes do conjunto A,
conjunto que é ndo vazio uma vez que, por hipétese, A é um conjunto
minorado. Reparemos agora que, se € um elemento arbitrario de A, x é um
majorante do conjunto B, ja que cada elemento de B, sendo um minorante de
A, é, em particular, menor ou igual que . Em particular, uma vez que A ndo
é vazio, vemos que 0 conjunto ndo vazio B é majorado. Pela propriedade de
completude, vemos que 0 conjunto B tem um supremo b. Reparemos agora
gue cada elemento z € A é maior ou igual a b, uma vez que, como ja
referimos, = € um majorante de B e b € 0 menor desses majorantes. Esta
conclusdo quer precisamente dizer que b é um minorante de A e portanto b
ndo é s6 o supremo do conjunto dos minorantes de A, é mesmo 0 maximo
deste conjunto, por outras palavras, b € o infimo do conjunto A. (g

A propriedade que referimos a seguir, é outra das que facilmente aceita-
riamos como ja conhecida mas acabdmos de prometer que a partir de
agora tudo admitiria uma justificacdo pelo que ficava mal comegarmos ja
a quebrar a promessa... Para além disso, € instrutuivo verificarmos como
a propriedade fundamental de completude intervém na demonstracéo
(diga-se, a proposito, que existem corpos ordenados, que ndo teremos
ocasido de examinar, em que a propriedade que vamos referir é falsa).

1.1.11 (Propriedade arquimediana dos numeros reais) O conjunto N dos
ndmeros naturais ndo € um subconjunto majorado de R. Por outras palavras,
dado um ndmero real arbirario x, tdo grande quanto se queira22, existe
sempre um ndmero natural n tal que n > . 23
Dem: Vamos mostrar que N ndo é majorado pelo método de reducdo ao
absurdo, ou seja, vamos supor que N era majorado e verificar que isso nos
conduz a uma contradigdo. Ora, supondo que N é majorado, podemos chamar
b ao supremo de N. Como b é o menor dos majorantes de N e b — 1 < b,

20A abreviatura “Dem:” sera utilizada neste texto para anunciar uma demonstragio do
resultado que se estd a referir. Ver o exercicio 1.1.9, no fim desta seccéo, para uma
justificacdo alternativa a que vamos utilizar.

210 simbolo O, usualmente no fim da linha, indica o fim de uma demonstrag&o.

22\ expressdo “tAo grande quanto se queira” é totalmente inGtil do ponto de vista da
afirmacéo que estamos a fazer: A afirmacéo é valida para qualquer nimero real x, seja ele
intuitivamente grande ou ndo. Ao utilizarmos a expressdo estamos a fazer o0 mesmo que se
disséssemos: Repare que 0 que estamos a afirmar sobre = é tanto mais “forte” quanto
maior for x, isto é, se for verdadeiro para um certo valor de x é trivialmente também
verdadeiro para os valores menores de .

230 estudante menos habituado a interpretar este tipo de afirmag@es matematicas devera
examinar cuidadosamente o significado do que afirmdmos: O ndmero natural »n depende
do ndmero real « que nos derem; ndo afirmamos, de modo nenhum, que exista um
ntmero natural que seja maior que todos os nimeros reais (0 que é claramente falso).
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b — 1 ndo pode ser um majorante de N, ou seja, existe um ndmero natural n
tal que n é maior que b — 1. Mas entdo n + 1 > b, 0 que € absurdo, uma vez
que n + 1 também é um namero natural e b &, por hip6tese, um majorante de
N. Reparemos enfim que afirmar que N ndo é majorado é o mesmo que dizer
que, dado = € R arbitrario,  ndo € um majorante de N, ou seja, existe um
ndmero natural maior que z. O

1.1.12 (Corolario?4) Dado um namero real § > 0, ti0 pequeno quanto se
queira2®, existe sempre um nimero natural n tal que % <.
Dem: Considerando o numero %>0, 0 resultado precedente afirma a
existéncia de um namero natural » tal que n > % condigdo que implica que
1. O

1.1.13 (A parte inteira de um ndmero real) Seja  um ndmero real. Existe

entdo um dnico namero inteiro p tal que = € [p, p + 1], inteiro esse a que se
da o0 nome de parte inteira de x e que se nota int(z).
Dem: Comecemos por reparar que, dados dois nimeros inteiros distintos,
podemos chamar p ao menor deles e ¢ a0 maior e, uma vez que p < q, e
portanto p+ 1 < ¢ (por se tratarem de nimeros inteiros), constatamos que
[p,p+ 1] e [q,q+ 1] ndo podem ter elementos comuns. Concluimos assim
gue um namero real 2 ndo pode pertencer a mais que um intervalo do tipo
[p, p + 1[. Provemos agora a existéncia de um intervalo do tipo [p, p + 1] que
contenha 0 ponto z, comegando por examinar 0 caso particular em que
x > 0: Pela propriedade arquimediana, podemos considerar um numero
natural maior que x e chamar n a0 menor nimero natural nessas condi¢des
(lembrar a propriedade de boa ordenacdo dos naturais referida em 1.1.6).
Tem-se entdo que = € menor que n mas ndo é menor que n — 1, por outras
palavras, = pertence ao intervalo [n — 1,n[, que é do tipo referido (com
p =n — 1). Examinemos, por fim, o caso em que x < 0. Nesse caso, tem-se
—x >0 e portanto, como vimos atras, existe um inteiro m tal que —x
pertencga ao intervalo [m,m + 1[. Vemos entdo que, ou —z = m, e portanto
x=-—m € [-m,—m + 1[, ou —z € Jm, m + 1], e portanto

z€]|-m—1,—m[C [-m—1,—m],

24Um corolério é uma afirmagio que é consequéncia direta de um resultado estabelecido
anteriormente.

25Tal como acontecia com a expressdo “tdo grande quanto se queira”, utilizada em 1.1.11,
a expressdo “tdo pequeno quanto se queira” é totalmente indtil do ponto de vista da
afirmacéo que estamos a fazer: A afirmacéo é valida para qualquer ndmero real 6 > 0,
seja ele intuitivamente pequeno ou ndo. Ao utilizarmos a expressdo estamos a fazer o
mesmo que se disséssemos: Repare que o que estamos a afirmar sobre § > 0 é tanto mais
“forte” quanto menor for o nimero § > 0, isto €, se for verdadeiro para um certo valor de
6 maior que 0 é trivialmente também verdadeiro para os valores maiores de ¢. As letras
gregas ¢ e ¢ sdo utilizadas com frequéncia em situagBes onde faz sentido utilzar a
expressdo “tdo pequeno quanto se queira”.
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em qualquer caso = pertence a um intervalo do tipo [p, p + 1] (no primeiro
caso com p = —m e no segundo com p = —m — 1. O

1.1.14 (Densidade dos numeros racionais) Se = # y sdo dois ndmeros reais,
existe sempre um ndmero racional z entre x e y. 26
Dem: Como ja aconteceu antes, tendo em conta a simetria dos papéis de z e
1y, basta examinar o caso em que =z < y. Como veremos adiante, se se tivesse
mesmo x < y — 1, conseguia-se até encontrar um ndmero inteiro entre z e y.
Por esse motivo vamos comecar por tentar reduzir o caso geral a esse caso
particular. Ora, aplicando a propriedade arquimediana, podemos fixar um
nUmero natural n maior que 0 nimero y%x tendo-se entdo

ny—ne=n(y —z) > 1.

Tendo em conta 1.1.13, podemos agora considerar um inteiro p tal que
nx € [p, p + 1] e obtemos entdo, por um lado, nz < p + 1 e, por outro,

ny>nr+1>p+1
pelo que o numero racional z = %1 verifica as desigualdades pretendidas

1
s Pt oy O
n

Um facto que o estudante estd habituado a utilizar sem levantar questdes
mas que claramente necessita de uma explicacdo € a existéncia de raizes
quadradas para nimeros reais positivos arbitrarios, tanto mais que, tal
como j4 era conhecido pelos gedmetras gregos e como recordaremos em
breve, essa propriedade ndo é verdadeira quando se trabalha apenas no
contexto dos nimeros racionais. Ndo é de espantar que na demonstracéo
da existéncia de raizes quadradas a propriedade de completude dos nime-
ros reais jogue um papel essencial.

1.1.15 (Existéncia de raizes quadradas) Seja y > 0 um numero real. Existe
entdo um, e um so, nimero real = > 0 tal que 22 = y, nimero esse a que se
dé o nome de raiz quadrada de y e que € notado , /y. 7

Dem: Para uma melhor sistematiza¢do, vamos dividir a demonstracdo em
varias partes:

1) Comecemos por justificar o facto de ndo poder haver mais que um nimero
maior ou igual a 0 cujo quadrado € igual a y. Ora, isso resulta de que, como

26Comparar com o que se referiu em 1.1.4: Reparar que nesse momento apenas se
garantiu a existéncia de um ndmero real entre x e y, enquanto que agora afirmamos mais,
que existe mesmo um nimero racional entre os dois nimeros reais.

27E claro que um nimero menor gque 0 ndo pode ter raiz quadrada, uma vez que, como
sabemos, o quadrado de um ndmero real arbitrario € sempre maior ou igual a 0, como foi
referido em 1.1.3.
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referimos em 1.1.3, se x > a > 0, entdo

m2:a:><a:>a><a:a2,
e portanto 2 e a® ndo podem ser ambos iguais a .
2) Para simplificar alguns detalhes, vamos comecar por provar a existéncia
de raiz quadrada de ¢ no caso particular em que y > 1.
Subdem: Consideremos 0 conjunto

A={zeR|z>1ea? <y}

e reparemos que 1 € A e que y € um majorante de A, ja que, se z > y, entdo

x2::cx:c>y><y2y><1:y,

portanto = ¢ A. 28 Uma vez que A é majorado e ndo vazio, sabemos que A
admite um supremo ¢ = sup(A), que verifica evidentemente ¢ > 1, por ser
1 € A. Vamos provar que esse supremo c é a raiz quadrada procurada, isto €
que ¢?=y. Para isso vamos mostrar separadamente que qualquer das
desigualdades ¢ < y e ¢? > y conduz a contradigéo.

Comecemos por examinar o que sucederia se fosse ¢? < y. Chamemos h ao
menor dos dois numeros ¢ € y’(f’z, reparando que se tem h >0, h <c e

3
_p2
h <%= Umavezquec+h>c>1e

(c+h)? =c?+2ch+h* < c*+2ch+ch =c*+3ch <
§02+(y_62):y!

vemos que ¢ + h € A, 0 que € absurdo por ser ¢ + h > ¢ € ¢ Ser 0 supremo
de A.

Examinemos agora o que sucederia se fosse ¢? > y. Chamemos h ao menor
dos dois nimeros c e "'22:9, reparando que setem h >0, h <ce h < "'22:9.
Uma vez que

(c—h)2202—20h+h2>02—2ch202—(02—y)=y

vemos que x < ¢ — h, para cada x € A (se fosse x > ¢ — h, vinha também
22 > (¢ — h)? > y), por outras palavras ¢ — h também seria um majorante
de A o que é absurdo porque ¢ — h < c e ¢, sendo 0 supremo de A, é 0
menor dos majorantes de A.

3) Uma vez que 0? = 0, e portanto 0 é raiz quadrada de 0, resta-nos mostrar
que 0s numeros reais y tais que 0 < y < 1 também tém raiz quadrada. Ora,
sendo 0 < y < 1, tem-se i > 1, pelo que, tal como verificamos em 2), i

admite uma raiz quadrada c. Tem-se entfo ¢ = i donde

28Reparar que dizer que “se z € A entdo = < y” é equivalente a dizer que “se x >y
entdo = ¢ A” (duas afirmagdes contrarreciprocas tém o mesmo valor de verdade).
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0 que mostra que y admite a raiz quadrada % O

O facto de todo o ndmero real positivo admitir raiz quadrada vai-nos
permitir exibir, pela primeira vez, um exemplo de nimero que ndo é
racional.

1.1.16 (Existéncia de nimeros irracionais) Chamam-se irracionais aos nime-
ros reais que nao sao racionais. O nimero \/5 é um exemplo de irracional.
Dem: Suponhamos, por absurdo, que \/5 era racional e portanto que se
podia escrever \/5 = g com p e ¢ nimeros naturais. Se necessario “simpli-
ficando” a fracdo, podemos ja supor que p e ¢ S&0 primos entre si, em
particular que ndo sdo ambos pares. Podemos agora notar que 2 = flii donde
p? = 2¢%, 0 que implica que p* é par, e portanto p é par (o quadrado dum
nimero impar é impar). Tem-se assim p = 2n, para um certo natural n, pelo
que (2n)? = 2¢?, donde ¢*> = 2n?, 0 que, como antes, implica que ¢° é par, e
portanto ¢ é também par. Chegdmos assim a uma contradi¢do, visto que
estdvamos a supor que p e g hdo eram ambos pares. O

Uma das razBes da importancia dos nimeros reais é a sua aplicabilidade
na “vida real”, nomeadamente como instrumento para traduzir a medida
de varios tipos de grandezas, como a massa, 0 comprimento ou a area. Em
cada um dos casos, fixada uma unidade base para a grandeza em questéo,
¢ intuitivamente facil compreender o que é uma grandeza com uma
medida racional positiva: Por exemplo, uma grandeza cuja medida é % é
uma grandeza que se obter somando 7 grandezas de medida f estas
Gltimas sendo aquelas que somadas 5 vezes permitem obter a medida base
que se fixou. A experiéncia mostrou, no entanto, que, pelo menos no caso
do comprimento, a utilizagdo Unica dos ndmeros racionais para medir era
insuficiente, nomeadamente quando os gedmetras gregos descobriram que
a diagonal de um quadrado cujo lado fosse a unidade base de compri-
mento ndo podia ser medida por um namero racional (o problema é, evi-
dentemente, a irracionalidade de \/5). Por esse motivo considera-se que
0s numeros reais sdo 0 contexto natural para se medir os diferentes tipos
de grandeza e essa hipdtese de trabalho tem-se revelado fecunda para a
utilizacdo da Matemdtica, em especial da Andlise Matemdtica, na
compreenséo da realidade.

1.1.17 Tal como o estudante ja esta habituado a considerar, a possibilidade de
utilizar os nimeros reais para medir grandezas, neste caso 0 comprimento,
permite estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os nimeros reais e
0S pontos de uma reta, onde se fixou uma origem, uma unidade de
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comprimento e um dos sentidos como positivo (um eixo orientado). Ao
namero real 0 fica a corresponder a origem fixada, a cada ndmero real z
maior que O fica a corresponder o ponto da reta para o lado positivo da
origem que esté a distancia x desta e a cada nimero real 2 menor que 0 fica a
corresponder o ponto da reta para o lado negativo da origem que estd a
distancia —x desta. Aos sentidos positivo e negativo costuma-se associar as
palavras “direita” e “esquerda” respetivamente e, por uma questdo de “bom
Senso”, procura-se naturalmente que, nos casos em que a estas palavras possa
corresponder uma interpretacdo geométrica, a escolha do sentido positivo
seja feita de forma a fazer coincidir as duas interpretagdes; é o que acontece
quando a reta considerada é imaginada como estando parcialmente colocada
horizontalmente numa pégina dum livro ou num quadro duma sala de aula,
mas ja ndo acontece, por exemplo quando esta € imaginada na posicao
vertical.

83 B - 0 1 7/2

Repare-se que um nimero real é menor que outro se, e SO Se, 0 ponto corres-
pondente ao primeiro estiver a esquerda do ponto correpondente ao segundo.
Esta interpretacdo intuitiva dos nimeros reais como identificando os pontos
de uma reta faz com que frequentemente se use a palavra “ponto” no lugar de
“namero real” e se dé o nome de reta real ao conjunto R dos nimeros reais.
Refira-se a propo6sito que, a partir da correspondéncia entre nimeros reais e
pontos de um eixo orientado, é possivel obter, pelo método que o estudante
ja conhece, uma correspondéncia biunivoca entre pares ordenados (x,y) de
nameros reais e pontos de um plano, no qual se fixou um referencial (que,
implicitamente, sera sempre suposto ortonormado), dizendo-se entdo que x e
1y Sa0 respetivamente a abcissa e a ordenada do ponto correspondente.

¥

(-5/2,1) 2,1

1 X
(-1/2,-1/2)
(-312,-1)

As correspondéncias entre nimeros reais e pontos de uma reta e entre
pares ordemados de nimeros reais e pontos de um plano, que acabamos
de recordar, tém aplicagdo nos dois sentidos. Por um lado, permitem apli-
car 0s ndmeros reais no estudo da geometria; € o que o estudante ja
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encontrou quando estudou geometria analitica, plana ou no espago. Por
outro, permite encontrar na geometria um auxiliar intuitivo de grande
valor para as propriedades dos nimeros reais ou, como estudaremos mais
adiante, das func@es reais de varidvel real. Relativamente a este ultimo
sentido, convira sublinhar que temos apenas um auxiliar intuitivo e que
qualquer resultado que nos parega ser valido na base de uma interpretacéo
geométrica terd sempre uma justificacdo alternativa baseada apenas nas
propriedades dos nimeros reais que descrevemos a partida: Se é verdade
que a intuicdo geométrica é um valor essencial para a compreensao e a
descoberta em Matematica, um raciocinio feito apenas na base desta
conduz com frequéncia a afirmagdes incorretas.

A nocéo de valor absoluto de um nimero real, que examinamos a seguir é
um exemplo de nogéo que tem uma interpretacdo geométrica importante.

1.1.18 O valor absoluto de um ndmero real € por vezes descrito de forma
informal como sendo “o nimero real sem o sinal”. Uma forma mais precisa e
por vezes mais manejavel de o definir é dizer que o valor absoluto ou
modulo de z, notado |x|, é o maior dos dois nimeros reais x € —x:

|z] = max{z, —x},

tendo-se assim |z| =z se z >0 e || =—xz se © <0 (se x =0 valem as
duas caracterizacBes). Repare-se que resulta diretamente da definicdo
apresentada que, se = € um nimero real, e —x tém o0 mesmo valor absoluto
e tanto x como —x Sd0 menores ou iguais a esse valor absoluto. Geometrica-
mente, |z| é a distancia & origem do ponto da reta correspondente a x.

1.1.19 (Propriedades do valor absoluto) Se x e y sdo nimeros reais, tem-se

X i
@yl = o x gl 1% = S sey 20),
y oyl
w4yl <ol + 1yl |2 = |al.

Dem: Para obtermos a igualdade que envolve 0 modulo do produto, vamos
examinar separadamente cada um dos casos possiveis:
Sex>0ey >0,entdo x x y > 0 e portanto

|z x y| =z xy= |z x |y[;
Sex>0ey <0,entdoxr x y < 0 e portanto
|z xy|=—(z xy) =2 x (-y) = |z| x |yl;
Sex<0ey>0,entdoxr x y < 0 e portanto
[z Xyl = —(z xy) =(—2) xy = |z] x |y;
Sex <0ey<0,entdoz x y > 0 e portanto

|z X<yl =2 xy=(-2) x (=y) = |z] x |yl
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A propriedade envolvendo o valor absoluto do inverso resulta da que
acabamos de justificar, uma vez que

a X
[yl x |=] = ly x =| = |z],
Y y

donde || = % Do mesmo modo, podemos escrever

=z = [(=1) x 2| = |1 x [z] = 1 x [z] = |z|

Para justificar a propriedade do médulo da soma, em vez de tentar estudar,
como para o produto, todos os casos possiveis, 0 que seria neste caso mais
complicado, partimos duma ideia mais simples: Comegamos por reparar que
se tem em todos os casos x < |z| e y < |y| 29 e portanto

z+y < |z[+yl.
Do mesmo modo, de se ter —z < |z| e —y < |y|, deduzimos que
—(z+y) = (—2) + (—y) < |z[ + [yl

Uma vez que |z + y| é igual a um dos dois ndmeros = + y e —(x + y), que
sdo ambos menores ou iguais a |x| + |y|, podemos finalmente concluir que
|z +y| <[] + [yl O

1.1.20 (Conjuntos limitados e o valor absoluto) Um conjunto A C R ¢é
limitado se, e sd se, existe M > 0 tal que, paracadaz € A, |x| < M.
Dem: Suponhamos que existe M > 0 tal que, para cada = € A, |z| < M.
Em particular, para cada x € A, z < |z| < M e —z < |z| < M, portanto
x> —M, 0 que mostra que A admite M como majorante e —AM como
minorante, e portanto é limitado. Suponhamos, reciprocamente, que A é
limitado, ou seja, que admite um minorante « e um majorante b.
Consideremos o ndmero M > 0, M = max{|al, |b|}. Para cada = € A, vem,
por um lado,

r<b< <M
e, por outro lado = > a, donde
—z < —a<|a| <M,
Uma vez que |x| € igual a um dos dois nimeros = e —z, concluimos que

|z| < M. O

O valor absoluto intervém na definicdo de um conceito que é sugerido
pela interpretagdo geométrica dos nimeros reais como pontos de uma
reta. Repare-se, com efeito, que, se x > y, a distancia dos pontos da reta

29]gualdade no caso em gque o nimero é maior ou igual a 0 e desigualdade estrita caso
contrario.
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que correspondem a estes dois nimeros reais é igual a x — y e que, se
x <yelaéigual a y—z = —(z —y), pelo que, em qualquer dos casos,
ela pode ser caracterizada como sendo o mddulo |z —y|. Estas
consideragdes geométricas, justificam que se apresente a seguinte
definicéo.

1.1.21 Dados nimeros reais = e y, define-se a sua distancia d(x,y) pela igual-
dade

Esta nocéo de distancia verifica as seguintes propriedades que nés associa-
mos intuitivamente a ideia de distancia30:

1) Dados z,y € R, tem-se d(z,y) = 0se,esdse, x = y.

2) (Simetria) Dados z,y € R, tem-se d(z,y) = d(y, x).

3) (Desigualdade triangular3l) Dados =, y, z € R, tem-se

d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2).

Dem: A propriedade 1) é uma consequéncia direta de se ter |z| = 0 se, e s
se, z = 0 e a propriedade 2) resulta de se ter |—z| = |z|. Quanto a desigual-
dade triangular, reparamos que se pode escrever © — z = (z — y) + (y — 2),
e portanto

d(z,2) = |z — 2| = |(z —y) + (y - 2)[ <

=
<lz—yl+ly -z = d(z,y) +d(y, 2). (W

1.1.22 (A distancia entre dois valores absolutos) Dados dois nimeros reais = e
y, tem-se

d(lzl, |yl) < d(z,y).
Dem: Podemos escrever
2] = |(z —y) +yl < |z —y[+yl,
donde

|z =y < |z -y = d(z,y).

30Apesar disso, temos que justificar essas propriedades, uma vez que nfo é o nome que
atribuimos a uma noc¢do que definimos que faz com que essa nogdo tenha que obedecer as
propriedades que associamos ao nome.

31A justificagdo deste nome tem a ver com o que acontece quando consideramos a nocéo
usual de distancia entre pontos dum plano: Quando z, y e z designam pontos do plano a
desigualdade d(zx, z) < d(z,y) + d(y, z), valida quando eles ndo forem colineares, cor-
responde a propriedade usual que relaciona as medidas dos trés lados dum triangulo,
sendo facil reparar que, quando eles forem colineares, tanto pode ser verdadeira esta
desigualdade como a igualdade entre os dois membros.
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Por simetria dos papéis de x e y, tem-se também
lyl = |z < d(y, ) = d(,y).

Uma vez que d(|zl|,|y|) = ||z| — |y|| ¢ um dos dois numeros |z|— |y| e
ly| — |=|, que vimos serem ambos menores ou iguais a d(z,y), concluimos
que d(|z[, [y]) < d(z,y). O

A nocdo de distancia é especialmente importante para entender intuitiva-
mente a noc¢do de proximidade, esta Ultima sendo de grande importancia
em Anélise Matematica, por exemplo na defini¢do de limite e, em parti-
cular, na de continuidade.

1.1.23 Sejam a € R e 6 > 0. Para cada =z € R tém-se entdo as seguintes equiva-
Iéncias:

dz,a) =z —a|<6 & x€fa—¥8,a+0],
dz,a) =z —a|<éd & x€la—8,a+ 0

Define-se a vizinhanga-6 de a como sendo o intervalo
‘/;5((1) :]a_éaa"_é[

dos nimeros reais que estdo a uma distancia menor que 4 de a.

Dem: Uma vez que |z — a| é 0 maior dos dois nimeros x —a e —(z — a) =
a —x, dizer que se tem |z —a| < §é € equivalente a dizer que se tem
simultaneamente r —a < dea—z <dousejaz <a+dex>a—>0,por
outras palavras, x € [a — 6,a + 6]. A justificacdo da segunda equivaléncia é
inteiramente analoga. O

As equivaléncias que acabamos de estabelecer sdo muitas vezes utilizadas
na representacdo na forma de intervalo, ou de unido de intervalos, das
soluces de certas inequagdes que envolvem valores absolutos. Por exem-
plo, o conjunto das solugdes de |z + 4| < 2 é o intervalo

[-6,-2]=[-4—2,—4+2]

e 0 conjunto das solugdes de |z — 1| > 3 é o complementar do intervalo
|—2,4[ =]1 — 3,1+ 3, portanto a unido de intervalos

|—o0, —2] U [4, +o0].
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Exercicios

% Ex 1.1.1 Apesar de ndo nos propormos demonstrar (nem sequer enunciar)
todas as propriedades algébricas que decorrem de 0s ndmeros reais
constituirem um corpo (isto é, verificarem as propriedades basicas referidas
nas alineas a) a c) de 1.1.1) pode ser util, do ponto de vista do treino da
capacidade de desenvolver raciocinios simples, justificar uma ou outra.

a) Utilizar as propriedades bésicas dos corpos para mostrar que, dados
nlmeros reais x e y, tem-se x x y =0 se, e s6 se, x =0 ou y = 0 (lei de
anulamento do produto).

b) Deduzirdea) aleidocorte:Sex #0ex x y=x X z,entdo y = z.

c) Ja aconteceu um estudante mais distraido ‘“generalizar” a lei do
anulamento do produto afirmando que “dados nimeros reais = e y, tem-se
xxy=1se es6se, z=1o0uy=1". Como explicaria a esse seu colega
que afirmacdo feita ndo é correta?

Ex 1.1.2 Verificamos em 1.1.4 que, se z < y € z é a média aritmética de = e y
associada aos pesos s e t, entdo x < z < y. Justificar a seguinte propriedade
reciproca: Se z, y € z S840 nUmeros reais com x < z < y, entdo existem pesos
s>0et>0, coms+t=1tais que z =sx +ty (por outras palavras,
todos 0s nimeros entre = e y sdo médias pesadas de = e y com pesos
convenientes).

Ex 1.1.3 Lembrando o que foi referido em 1.1.4 sobre as médias aritméticas,
justificar que, dados dois nimeros racionais a < b, 0 intervalo ]a, b[ inclui
uma infinidade de nimeros racionais. Sugestdo: Raciocinar por absurdo: Se
houvesse apenas um namero finito de racionais, e uma vez que existe pelo
menos um, poderiamos chamar ¢ ao maior deles. O que aconteceria entdo a
média de c e b?

Ex 1.1.4 Parece intuitivo que, se a € um minorante de um conjunto A e b um
majorante desse conjunto, entdo a < b. Provar que isso é efetivamente
verdade no caso em que A nédo é vazio. No caso em que A = (J, encontrar um
contraexemplo que mostra que a afirmacédo ndo é correta (lembrar o que foi
dito na alinea e) de 1.1.7.

% Ex 1.1.5 Mostrar que, se a < b sdo dois nimeros reais, entdo o intervalo
aberto ]a, b[ tem supremo b e infimo a.

Ex 1.1.6 Determinar, caso existam, o supremo e o infimo de cada um dos
seguintes conjuntos referindo, em cada caso, se os valores determinados sdo
ou ndo maximos e minimos, respetivamente.

a) O conjunto N dos nimeros naturais.
b) O conjunto {%}%N dos inversos dos nmeros naturais.
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c) O conjunto A dos nimeros que se podem escrever na forma (—1)" x %

com n nimero natural.

Ex 1.1.7 Sejam A e B dois conjuntos de nimeros reais tais que A C B.
a) Reparar que todo o majorante de B é também um majorante de A e
deduzir daqui que, se 0s supremos existirem, tem-se sup(A) < sup(B).
b) Reparar que todo o minorante de B é também um minorante de A e
deduzir daqui que, se os infimos existirem, tem-se inf(A) > inf(B).

% Ex 1.1.8 Sejam A e B dois conjuntos de nlmeros reais.
a) Mostrar que, se A e B admitem supremos, entdo a unido A U B admite
como supremo o maior dos dois nimeros sup(A) e sup(B).
b) Mostrar que, se A e B admitem infimos, entdo a unido A U B admite
como infimo o menor dos dois nimeros inf(A) e inf(B).

% Ex 1.1.9 Se A é um conjunto de nimeros reais, notaremos —A o conjunto
cujos elementos sdo exatamente os da forma —z, com x € A.
a) Verificar que b é majorante de um conjunto A se, e s6 se, —b & um
minorante do conjunto —A.
b) Deduzir de a) que, b é supremo de um conjunto A se, e s6 se, —b é infimo
do conjunto — A.
¢) Verificar que as conclusdes de a) e b) permitem dar uma justificagdo
alternativa da propriedade dual da que define a completude, referida em
1.1.10.

Ex 1.1.10 (O corpo ordenado @Q né&o é completo) Seja A C Q o conjunto de
todos 0s numeros racionais menores que \/5 Mostrar que, apesar de A
admitir um majorante racional e ndo ser vazio, o conjunto dos majorantes
racionais de A ndo tem minimo, por outras palavras, no contexto dos
nUmeros racionais, ndo existe supremo para A (embora, no contexto dos
nimeros reais, A tenha \/5 como supremo). Sugestdo: Lembrar a
propriedade de densidade dos nimeros racionais em 1.1.14.

% Ex 1.1.11 Sejam a, b, ¢, d ntimeros racionais tais que a + b\/2 = ¢ + d+/2.
Mostrar que se tem necessariamente a = ce b =d.

* Ex 1.1.12 (No mesmo espirito que 1.1.16) a) Sejam n um ndmero natural,
ai,as, ..., a, NUmeros inteiros (positivos ou ndo) e = um ndmero racional tal
que

2"+ az"  +ax" o + a1z +a, = 0.
Mostrar que x tem que ser um ndmero inteiro. Sugestdo: Se x ndo fosse

inteiro, podia escrever-se z = f compeZ qgeN,g#1e pe g primos
entre si. Atender entdo a que p" e ¢ também sdo primos entre si e chegar a
um absurdo, substituindo 2 por 5 na igualdade acima, multiplicando ambos
os membros por ¢" e concluindo, a partir dai, que p” seria multiplo de q.

b) Verificar que a conclusdo de 1.1.16 é uma consequéncia imediata do
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resultado referido em a), tal como o é o facto mais geral de, para cadan € N
gue ndo seja um quadrado perfeito (isto é, o quadrado de um ndmero
natural), 0 nimero /n ser irracional.

c) Verificar que, por exemplo, \/g € um nUmero irracional e enunciar e

justificar um resultado geral, sobre irracionalidade das raizes quadradas de
nUmeros racionais positivos dados na forma de fragéo irredutivel, que tenha
este como caso particular. Sugestéo: Ter em conta o facto de /15 ser
irracional.

Ex 1.1.13 Lembrar que as operagdes usuais quando aplicadas a ndmeros
racionais dao resultados racionais. Deduzir daqui que:
a) Se x é irracional, entdo —x e x~! sdo também irracionais.
b) Se a é racional e x é irracional, entdo a + x € irracional e, no caso em que
a # 0, azx é irracional.
Mostrar ainda, com o auxilio de exemplos convenientes, que
c) Se z e y sdo irracionais, tanto pode acontecer que x + y seja racional
como que z + y seja irracional.
d) Se z e y séo irracionais, tanto pode acontecer que zy Seja racional como
que xy seja irracional.
Encontrar ainda um exemplo em que:
e) Os nimeros reais x e y sdo irracionais e x + y e xy sdo ambos racionais.

Ex 1.1.14 (Densidade dos numeros irracionais) Lembrar a propriedade de
densidade dos nimeros racionais: Dados nimeros reais x > y, existe sempre
um namero racional z entre = e y. Utilizar esta propriedade para justificar a
correspondente propriedade de densidade dos nameros irracionais: Dados
ndmeros reais = > y, existe sempre um ndmero irracional z entre x e y.
Sugestao: Comegar por considerar um ndmero racional entre z + \/5 e

v+ 2.

% Ex 1.1.15 Lembrando que, como se viu na alinea b) do exercicio 1.1.12, \/5 e
\/8 s&o ambos irracionais, mostrar que /8 + /5 também & irracional.
Sugestdo: Reparar que ndo se pode garantir, em geral, que a soma de
nUmeros irracionais tenha que ser irracional. Neste caso, considerar o
produto de /8 + /5 por \/8 — /5 para deduzir que, se o primeiro fosse
racional, 0 mesmo sucedia com o segundo, deduzindo dai que /8 seria
racional, 0 que sabemos ndo acontecer.

Ex 1.1.16 Seja a um ndmero real maior ou igual a 0. Dado x € R justificar as
equivaléncias
2’ <a & |z) <V/a,
2 <a & |z <ya
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1.1.17 Exprimir cada um dos seguintes conjuntos como intervalo ou como
unido de intervalos:

a){reR |2z +1]| <1};

b){zeR ||z -5 <|z+1|};

o{reR||z?-2| <1}

d) {z eR|(2z+3)%(z —2) > 0}.

*xe){xeR||r—2|+ |z + 3| <8}

1.1.18 a) Mostrar que, dados nimeros reais a € b, 0 seu produto é sempre
menor ou igual que a média aritmética dos seus quadrados:
2 2
a”+b
b < ,
W=7

e descobrir quais 0s numeros reais para os quais é valida a igualdade entre os
dois membros. Sugestdo: Reparar que (a —b)?>>0 e considerar o
desenvolvimento do quadrado no primeiro membro.

b) Deduzir de a) que, quaisquer que sejam 0s ndmeros reais x,y, a, COmM
a > 0, tem-se

1 5 a4

e reparar que a desigualdade em a) correponde ao caso particular em que
a=2.
¢) Deduzir de a) que, dados nimeros reais ¢ > 0 e d > 0, tem-se sempre

\/Egcgd,

descobrindo também quais os ndmeros reais para os quais é valida a
igualdade entre os dois membros. Nota: Costuma-se chamar a v/cd a média
geométrica dos nimeros ¢ e d pelo que o que concluimos nesta alinea foi
uma desiguladade envolvendo as médias geométrica e aritmética de dois
ndmeros maiores ou iguais a 0.

d) Deduzir de a) que, sempre que 22 + y2 < 1, tem-se |z + y| < /2.

82. O método de inducdo matematica e aplicagoes.

1 O método de indugdo matematica, ou simplesmente método de inducao,
que alguns estudantes ja estudaram no ensino secundario, ndo sendo um
método especifico da Analise Matematica, tem muitas aplicagdes no estudo
desta. Trata-se de um método para mostrar que uma afirmacgdo que depende
de um nGmero natural arbitrario n é valida para todos os valores de n. O
método consiste em dois passos:

Passo 1: Verifica-se que a afirmacgdo que se obtém quando se da a n o valor
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1 é verdadeira.

Passo 2: Verifica-se que sempre que a afirmacéo fica verdadeira quando se
substitui » por um certo nimero natural, ela fica também verdadeira quando
se faz a substituicdo de n pelo nimero natural seguinte. Na préatica, para
efetuar este passo, o que se faz € supor que a afirmacéo é verdadeira quando
se substitui n por um certo natural p (hipotese de induc&o32) e demonstrar,
usando essa hipotese, que a afirmacdo € verdadeira quando se substitui n
pelo natural p + 1.

Uma vez efetuados estes dois passos, conclui-se que a afirmacdo é valida
para todos os valores de n.

E fécil compreender a raz&o por que o método de indugéo se pode aplicar.
Com efeito, pelo passo 1, sabemos que a afirmagédo é valida para n = 1.
Mas entdo. pelo passo 2, a afirmagdo € valida para n = 2, por ser valida
para n = 1. Seguidamente, de novo pelo passo 2, ela é valida paran = 3,
uma vez que ja sabemos que ela é valida para n = 2. Prosseguindo deste
modo, constatamos que podemos chegar a provar a validade da afirmacédo
para qualquer valor particular de n que nos seja dado o que, evitando
questdes ligadas aos Fundamentos da Matematica que, embora impor-
tantes, ndo parece oportuno estudar neste momento, é essencialmente o
mesmo que afirmar a validade da afirmag&o para todos os valores de n.
Note-se que ndo pretendemos ter “demonstrado” a validade do método de
inducdo matematica, apenas tentamos ajudar a compreender o que se esta
a passar quando o aplicamos (dai termos feito estas observagdes utili-
zando um “envergonhado” tipo de letra mais pequeno). Com efeito,
voltdamos a utilizar o ndo muito satisfatorio “Prosseguindo deste
modo...”33 que ja apareceu, por exemplo quando em 1.1.6, tentamos
justificar o facto de todo o conjunto finito e ndo vazio ter maximo e
minimo. Alis, uma das vantagens do método de indugdo matematica (ndo
a Unica) é permitir dispensar este tipo de raciocinios menos satisfatorios.
Examinamos a seguir, a titulo de exemplo, uma justificagdo mais concisa
do facto que acabamos de referir.

1.2.2 (De novo a existéncia de maximo e minimo para os conjuntos finitos

ndo vazios) A existéncia de maximo e minimo para os conjuntos finitos ndo
vazios, referida em 1.1.6, pode ser enunciada do seguinte modo,
especialmente adaptado a aplicagdo do método de indugdo: Se n é um
nimero natural, entdo todo o conjunto A com n elementos tem maximo e
minimo. Provemos entdo esta afirmacgéo por inducdo, reparando que a ideia é

32Quem ndo compreendeu ainda bem a estutura do método de inducéo fica por vezes
chocado com esta hipotese de inducdo uma vez que a hipdtese que se estd a fazer
parece-se singularmente com aquilo que se quer demonstrar. No entanto ndo é isso que se
passa: O que se quer demonstrar € a validade da afirmagéo para todos os valores de n e a
hipotese de inducdo é que ela é valida para um valor particular de n.

33Um raciocinio logico deve consistir num nimero determinado de passos e a frase entre
aspas aponta para um raciocinio que ndo é deste tipo.
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a mesma que foi utilizada em 1.1.6, embora o argumento fique mais conciso.

Dem: Como anteriormente vamos examinar apenas a existéncia de maximo,
uma vez que o caso do minimo pode ser tratado com uma adaptagdo
evidente. No caso em que n = 1, o resultado é evidente, uma vez que o Unico
elemento do conjunto A é automaticamente 0 maximo deste conjunto.
Suponhamos (hipdtese de indugéo) que p € um ndmero natural tal que todos
0s conjuntos com p elementos tenham méximo. Provemos entdo que, se A é
um conjunto com p + 1 elementos, entdo A tem maximo, o que terminara a
demonstra¢do por indugdo. Ora, podemos escolher um elemento a € A e
considerar entéo o conjunto A \ {a}, que se obtém retirando de A o elemento
escolhido, conjunto esse que tem p elementos. Pela hipotese de inducéo, o
conjunto A\ {a} tem um méaximo b. Se b > a, entdo b é um elemento de A
maior que todos os outros, portanto 0 maximo de A. Se b < a, entdo a é um
elemento de A maior que todos 0s outros, portanto o maximo de A. Em
qualquer caso, o0 conjunto A tem maximo. O

1.2.3 (De novo o facto de todos os nUmeros naturais serem positivos) Em
1.1.3, depois de termos referido que 1 > 0 e de sabermos que a soma de dois
nimeros maiores que 0 é maior que 0, concluimos que qualquer nimero
natural € maior que 0, por ser soma de um numero finito de parcelas iguais a
1. Este argumento, apesar de intuitivo, ndo era muito correto, uma vez que
apenas tinhamos examinado o que se passava com a soma de dois nimeros
positivos e aqui tinhamos uma soma de mais parcelas. Mais uma vez o
método de inducdo matematica permite dar uma justificagdo alternativa mais
convincente e concisa.

Dem: Vamos provar, por indugdo que, para cada nimero natural n, tem-se
n > 0. Em primeiro lugar, para n = 1 temos a afirmacdo 1 > 0, que vimos
ser verdadeira. Suponhamos (hipGtese de inducdo) que, para um certo
nimero natural p, tem-se p > 0. De se ter p > 0 e 1 > 0 podemos entdo
deduzir que p+1 > 0+ 0 = 0, e portanto a afirmacgdo é também verdadeira
paran =p+ 1. O

Apresentamos a seguida mais um exemplo de como o método de indugdo
pode ser utilizado para demonstrar a validade uma férmula que o estu-
dante ja encontrou anteriormente. O resultado correspondente para as
progressOes aritméticas sera proposto como exercicio no fim da seccéo
(exercicio 1.2.1).

1.2.4 (Soma de = termos de uma progressao geométrica) Lembremos que uma
progressdo geométrica de razdo r com n termos é uma sequéncia de n
numeros tal que cada um, a partir do segundo, se obtenha a partir do anterior
multiplicando-o pela razdo . Sendo a o primeiro termo da progressao
geomeétrica, 0s termos desta progressao sao assim

a,ar,ar®,..., ar" L.
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Vamos justificar por inducédo a férmula, que o estudante j& encontrou, para a
soma dos termos de uma tal progresséo, valida apenas no caso em que r # 1:

a(l—1r")
1—r

Dem: Para n =1 obtemos a igualdade a = "(11:7,”), que é claramente

verdadeira.34 Suponhamos que a igualdade é verdadeira quando n toma um
certo valor particular p, isto é, que

atar+ar’+ - far"t =

1— P
a+ar+ar2+~-~+arp*1:_a(1 " )
-7

Examinando entdo o caso em quen = p + 1, verificamos que

a+ar+ar’+--4ar’=(a+ar+ar®+--Fart ) +ar? =
a(l—7r?) ar’(l—7r)  a—ar?+ar? + ar’t!

1—r 1—7r 1—r
~a(l =Pt
1=y
0 que mostra que a igualdade é também verdadeira paran = p + 1. O

E talvez oportuno fazer a observacdo de que o método de indugio é um
método de demonstracdo e ndo um método de descoberta. Basta, por
exemplo, reparar no que aconteceria se ndo conhecéssemos a formula que
acabamos de justificar e alguém nos propusesse: “Tente encontrar por
inducdo uma férmula para a soma dos termos de uma progressdao geomé-
trica”... Na préatica o que se costuma passar é que se chega a uma
conjetura (afirmacdo que ndo se tem a certeza que seja verdadeira)
utilizando experiéncias ou raciocinios de validade duvidosa e posterior-
mente tenta-se provar que a conjetura é verdadeira utilizado o método de
inducédo. Apresentamos a seguir mais um exemplo de aplicagdo do método
de inducéo, para justificar uma desigualdade que sera aplicada mais que
uma vez mais adiante.

1.2.5 (Desigualdade de Bernouilli) Sejam n um nimero natural e x um nimero
real tal que = > —1. 3% Tem-se entéo

(1+2)" > 1+ nz.

Dem: Para n =1, a desigualdade toma a forma 1+x > 1+, que é
verdadeira como igualdade. Suponhamos agora (hip6tese de indugdo) que a

34para n = 0 a formula também ¢ vélida se interpretarmos uma soma de zero parcelas
como sendo 0.

350 numero real pode assim ser estritamente positivo, nulo ou estritamente negativo,
mas, neste Ultimo caso, sem “descer” abaixo de —1.
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desigualdade é verdadeira quando n toma um valor particular p natural, isto
é, que se tem

(I1+z)’ > 1+ pz.
Podemos entéo escrever, reparando que 1 + x > 0 por ser x > —1,

A+ =04z x(1+2z)>A4+pz)x (1+2z)=
=l+ax+pr+pr?>1+(p+1)z,

em que, na Ultima desigualdade, se atendeu ao facto de um quadrado de um
nimero real ser sempre maior ou igual a 0. Concluimos assim que a
desigualdade é também verdadeira quando n toma o valor p+ 1, 0 que
termina a demonstragdo por inducéo. O

1.2.6 (Variante do método de inducdo matematica) O método de indugdo
matematica, que estuddmos nesta seccao, é utilizado para justificar que certas
afirmagdes que dependem de um nimero natural n sdo validas para todos 0s
valores naturais de n. Por vezes é comodo utilizar uma pequena variante
deste método em que o que se pretende é mostrar que, dado um inteiro n,
(positivo ou ndo) uma propriedade é valida para todos os inteiros n tais que
n > ny. Para isso, como primeiro passo, mostra-se que a propriedade é valida
quando n toma o valor n, e, como segundo passo, mostra-se que, sempre que
a propriedade é valida quando n toma um certo valor p > ng, entdo ela é
também vélida quando n toma o valor p + 1. A diferenga relativamente a
formulagdo original é apenas que agora se “comeca” em n, em vez de
“comecar” em 1. A justificacdo intuitiva desta variante é totalmente andloga
a da formulacéo original (que corresponde, alids ao caso ny = 1 da variante).

Apresentamos a seguir trés exemplos de utilizagdo desta variante do
método de inducéo.

1.2.7 (Desigualdade de Bernouilli estrita) Sejam n > 2 um ndmero natural e
x # 0 um ntmero real tal que = > —1. Tem-se entdo

(1+2)" > 1+ nz.

Dem: Para n = 2, a desigualdade toma a forma (1 + z)? > 1 + 2x e resulta
de se ter (1 +x)? = 1+ 2z + 2%, onde 2? > 0, por estarmos a supor x # 0.
Suponhamos agora (hip6tese de inducdo) que a desigualdade é verdadeira
quando n toma um valor particular p > 2, isto é, que se tem

(1+2z)" > 1+ pz.

Podemos entdo escrever, reparando que 1 + x > 0 por ser z > —1,
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A+ =0+2)x (14+z)>1+pr)x(1+2x)=
=l1+ax+pr+pz?>1+(p+1)z,

em que, na Ultima desigualdade, se atendeu ao facto de um quadrado de um
nimero real = # 0 ser sempre maior que 0. Concluimos assim que a desi-
gualdade é também verdadeira quando n toma o valor p + 1, 0 que termina a
demonstracdo por inducéo. O

1.2.8 Lembremos que o fatorial n! de um ndmero natural »n é o produto de todos
0s ndmeros naturais desde 1 até n, tendo-se, em particular, 1! = 1 e fazen-
do-se também a convencdo 0! = 1. Vamos mostrar que, para cada inteiro
n > 3, é valida a desigualdade

RO

Dem: Como primeiro passo, reparamos que, para n = 3, tem-se

3% 3x3x3 9 9 (3)3*3

— = = —_=_-X
3! 1x2x3 2 2

4

pelo que a desigualdade ¢ valida, como igualdade. Suponhamos agora que a
desigualdade enunciada € valida quando se substitui n» por um certo p > 3.
Podemos entdo escrever

= — < =X
(p+1)!  p p+1 2

4 2

4

Rian) _3P 3 9 (3)1)73 3 9 (3>(p+1)73
4

0 que mostra que a desigualdade é também valida quando se substitui n por
p + 1. Ficou assim demonstrado por indugdo que a desigualdade é verdadeira
paratodoon > 4. O

1.2.9 A propriedade envolvendo o mddulo do produto e da soma de dois
numeros reais referida em 1.1.19, pode ser estendida para o caso em que
temos n > 2 nUmeros 1, T, ..., Tp:

|Z1 X g X - X Ty | = |@1| X |T2| X o0 X |2,
T+ @2+ o+ 2| < o]+ @] o [l

Dem: O caso em que n. = 2 é a propriedade referida. Supondo a propriedade
verdadeira no caso em que n = p>2, vemos gue, N0 caso em que
n=p+1,
|T1 X &g X -+ X Tpy1| = |21 X To X -+ X Xp| X |@py1| =
= [y X faa] X - x| X |apa ],
|z + o+ -+ xpr| < |xr +xo+ - F 2p| + |zpa] <
< ] + oo + oo+ [ + @] .
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Exercicios

Ex 1.2.1 (Soma de n termos de uma progressao aritmética) Lembremos que
uma progressao aritmética de razdo » com n termos é uma sequéncia de n
nameros tal que cada um, a partir do segundo, se obtenha a partir do anterior
somando-lhe a razdo r. Sendo a 0 primeiro termo da progressdo aritmética,
0s termos desta progressao sdo assim

a,a+r,a+2r,...,a+ (n—1r.

Mostrar por inducéo a seguinte formula para a soma dos termos de uma tal
progresséo:

a+(a+r)+(a+2r)+ -+ (a+ (n—1)r) zna—l—wr.%

% Ex 1.2.2 Recorddmos em 1.1.2 a nogdo de poténcia de expoente natural assim
como as propriedades bésicas das poténcias. Demonstrar por indugdo cada
uma das trés primeiras propriedades enunciadas, verificando, em particular,
onde intervieram as propriedades associativa e comutativa da multiplicac&o,
e aproveitar para provar, a partir destas, as outras duas propriedades que
foram enunciadas a seguir (esta Gltima parte j& ndo utiliza 0 método de
inducdo). Sugestdo: Nas propriedades em que intervém dois naturais m e n,
considerar m fixado e aplicar o método de inducéo a variavel n.

Ex 1.2.3 Mostrar que, para cada nimero natural n,
2n® +3n2+n

P4+22 440’ = ;

Ex 1.2.4 Mostrar que, se n > 0 é inteiro, entdo 2" > n + 1.

Ex 1.2.5 Mostrar que, se > 0 e n € um nimero natural, entdo

-1
(1+2)" > 1+nm+%x2.

36Reparar que a expressdo no segundo membro é igual & soma do primeiro com o ltimo
termo, multiplicada por metade do nimero de termos. A caracterizagdo da soma deste
Gltimo modo ¢ atribuida a Gauss que, com 7 anos de idade, a teria utilizado na escola para
calcular a soma dos nimeros naturais de 1 a 100.
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Ex 1.2.6 Mostrar que, para cada ndmero natural n,

L SR SO
12 22 n? — n

e deduzir que se tem também

1 1 1 <

§+2—2+"'+ﬁ_2.

Serd que se consegue demonstrar diretamente, por inducdo, esta Gltima desi-
gualdade?

% Ex 1.2.7 (Bindmio de Newton) Sendo x e y nimeros reais, demonstrar por
inducdo que, para cada natural n,

(1‘ 4 y>n _ nCU InyO 4 ncl 1'"_1y1 + 7102 xn—QyQ N nCan nyn—Z +
4 1 xlynfl + nCn x()yn’

onde "C, denota o nimero de combinacdes de n elementos tomados p a p,

n!

no—
" pl(n—p)!

83. Os reais estendidos. Ordenagéo e nogdes topologicas.

O estudante ja encontrou no ensino secundario, embora de forma super-
ficial, a nogdo de limite de uma fungdo num ponto e tera possivelmente
reparado que, de facto, essa nocdo engloba uma enumeragdo de nove
casos diferentes, conforme o limite seja um ndmero real, +0co ou —oo €
conforme o ponto relativamente ao qual se considera o limite seja um
nimero real, +00 ou —oo. Para evitarmos perder tempo a examinar sepa-
radamente todos esses casos e para descobrirmos o que ha de comum a
todos eles, convira considerar um conjunto que contenha, além dos
nimeros reais, mais dois elementos designados por +oco e —oco €
examinar quais as nocdes que estamos habituados a considerar no
contexto dos numeros reais que podem ser tratadas de modo analogo neste
contexto mais estendido.

1.3.1 Vamos notar R um conjunto cujos elementos s&o 0s nimeros reais e mais
dois, que notamos +oco e —oo e chamamos respetivamente mais infinito e
menos infinito. Aos elementos de R chamamos niimeros reais estendidos e a
R é frequente dar o nome de reta estendida. A relacio de ordem > pode ser



83. Os reais estendidos. Ordenag&o e nogdes topoldgicas 33

naturalmente prolongada ao contexto dos ndmeros reais estendidos pondo,
por definicdo +o0o > —oo €, para cada nimero real x, +00 >z € x > —0
como Unicas relagdes envolvendo os infinitos. E muito facil constatar que as
propriedades transitiva e tricotomica (cf. 1.1.3) continuam a ser validas no
contexto dos nameros reis estendidos. Tendo em conta a validade destas
propriedades, faz todo o sentido adaptar trivialmente ao contexto de R os
conceitos ligados a ordenagdo que examindmos em 1.1.6, 1.1.7 e 1.1.8 no
contexto de R, nomeadamente:

a) Os conceitos de maximo e de minimo para um conjunto A C R, méaximos
e minimos que podem em cada caso existir ou ndo mas, quando existirem,
sd0 anicos. E claro que, quando A C R, tem-se também A C R e ser maximo
ou minimo de A no contexto de R é exatamente 0 mesmo que ser maximo ou
minimo de A no contexto de R. Repare-se que o conjunto total R tem 400
€Omo MAximo e —oo como minimo.

b) Os conceitos de majorante e de minorante de um conjunto. E claro que,
para um conjunto A C R e um nimero real a, dizer que a € um majorante ou
um minorante de A no contexto de R é o mesmo que dizer que 0 é no
contexto de R. Como no contexto dos nimeros reais, todo o real estendido
maior que um majorante de A é também majorante de A e todo o real
estendido menor que um minorante de A é ainda minorante de A. Note-se
que, apesar de fazerem sentido, as nog¢Bes de conjunto majorado e de
conjunto minorado no contexto de R sdo totalmente indteis ja que, para
qualquer conjunto A C R, 400 € um majorante de A e —oo é um minorante
de A, em particular A é majorado e minorado no contexto de R. Por este
motivo, quando nos referirmos a um conjunto como sendo majorado,
minorado ou limitado, esse conjunto estard sempre contido em R e serd no
contexto de R que essa referéncia serd implicitamente considerada.

¢) Os conceitos de supremo e de infimo de um conjunto A C R continuam a
fazer sentido, sendo, como antes, respetivamente 0 menor dos majorantes € o
maior dos minorantes. Relativamente a estes conceitos poderiamos ser
levados a pensar na necessidade de sermos mais cuidadosos, no caso dos
subconjuntos de R, quanto as relagdes com a correspondentes nogdes no
contexto de R, ja que, no contexto de R, temos 0 elemento +oco como novo
majorante e o elemento —oo como novo minorante. Vamos ver imedia-
tamente a seguir que, ndo s6 ndo aparece nenhuma confusdo, como se
constata que o contexto de R torna a situagdo muito mais simples de
descrever.

1.3.2 (O supremo e o infimo no contexto de R) Lembremos que, no contexto
de R, os conjuntos que tém supremo sdo aqueles que sdo majorados e ndo
vazios e 0s que tém infimo sdo aqueles que sdo minorados e ndo vazios.
Vamos verificar que, quando nos colocamos no contexto de R, ndo ha
necessidade de admitir excecBes e todos os subconjuntos de R véo ter
supremo e infimo, que poderdo naturalmente ser infinitos.

a) Comecemos por examinar o caso do conjunto vazio (. Analogamente ao
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que referimos em 1.1.9, todos os reais estendidos vdo ser majorantes do
conjunto vazio, mas agora ja é possivel considerar o menor dos majorantes
que é —oo. Podemos assim dizer que o supremo do conjunto vazio é —oo.
Do mesmo modo se verifica que o infimo do conjunto vazio é 4+oo, ja que
todos os reais estendidos sdo minorantes do conjunto vazio, e portanto o
maior deles é 400.37

b) Se A c R é um conjunto que nio admita nenhum majorante finito (em
particular, se A C R é um conjunto ndo majorado), entdo +oo € o Unico
majorante de A e portanto o seu supremo. Do mesmo modo, se A C R é um
conjunto que ndo admita nenhum minorante real (em particular, se A C R é
um conjunto ndo minorado), entdo —oo € 0 Unico minorante de A e portanto
0 seu infimo.

¢) Suponhamos agora que A C R é um conjunto majorado e nao vazio,
portanto que A admite um supremo, notado sup(A) no contexto dos nimeros
reais estendidos. Uma vez que os majorantes de A no contexto de R sdo 0s
majorantes de A no contexto de R e mais 0 +oo, concluimos que sup(A) é
também o menor dos majorantes de A no contexto de R, ou seja sup(A) é
também supremo de A no contexto de R. Analogamente, se A C R é
minorado e ndo vazio, o infimo inf(A) de A no contexto de R é também
infimo de A no contexto de R.

d) Relativamente ao supremo, os (nicos conjuntos A contidos em R para 0s
quais ainda ndo verificamos a sua existéncia sdo aqueles que, admitindo um
majorante finito, ndo estdo contidos em R, em particular contém —oo mas
ndo contém +oco. Ora, para um tal conjunto A, podemos considerar o
conjunto A \ {—oo}, que se obtém retirando-lhe 0 —oo, que ja estd contido
em R e majorado. Uma vez que A e A\ {—oo} t&m claramente 0s mesmos
majorantes, vemos que o supremo de A\ {—co} no contexto de R, que ja
sabemos existir, é também supremo de A. Analogamente, para um conjunto
A C R que ndo esta contido em R mas admite um minorante finito, em
particular conttm 4oo mas ndo contém —oo, 0 conjunto A também tem
infimo, no contexto de IR, o qual coincide com o infimo de A \ {+oco}.
Tendo em conta o que referimos anteriormente, todos os subconjuntos A de
R admitem um supremo e um infimo, que tal como referimos em 1.1.8, serdo
notados sup(A) e inf(A) respetivamente. Repare-se que ndo ha lugar a
confusdo ligada a utilizagdo da mesma notacdo nos dois contextos uma vez
que, como foi referido, quando o supremo ou o infimo existem no contexto
de R, eles coincidem com o supremo e o infimo no contexto de R.

37TA primeira vista pode parecer um pouco chocante que o infimo do conjunto vazio seja
maior que o respetivo supremo, quando a nossa intuicdo nos aponta para o supremo dum
conjunto A ser necessariamente maior ou igual ao seu infimo. No entanto, se pensarmos
um pouco, realizamos que o Unico modo que temos para justificar este Gltimo facto passa
por fixar um elemento a em A e reparar que esse elemento tem que ser maior ou igual ao
infimo e menor ou igual ao supremo. Este raciocinio ndo é evidentemente possivel no
caso do conjunto vazio.
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1.3.3 Sejam A C B C R. Tem-se entdo:
sup(A) < sup(B), inf(A) > inf(B).

Dem: Como sup(B) é um majorante de B, sup(B) é também um majorante
de A. Tem-se assim sup(A4) <sup(B), por sup(A) ser o menor dos
majorantes de A. A segunda desigualdade tem uma justificacdo analoga. O

1.3.4 O significado da expressio “estar entre” no contexto de R é uma adptacio
evidente do significado desta expressdo no contexto de R, referido em 1.1.4.
Repare-se que continua a ser verdade que, se = € y sdo reais estendidos
diferentes, entdo existe um numero real z que estd entre z e y. Com efeito,
isso ja foi verificado em 1.1.4 no caso em que x e y sdo finitos (através da
consideracdo da média aritmética de = e y) e para completar a validade da
afirmacdo nos restantes casos basta reparar que 0 esta entre —oo € +o0o € que,
dado x finito, o real = 4 1 estd entre z e +oo e o real x — 1 estd entre x e
—0Q.

Para além da importancia que vao ter na unificacdo dos diferentes casos
em que se pode considerar a nocgéo de limite, a consideracdo do contexto
dos reais estendidos permite simplificar o estudo dos intervalos, cuja
definicdo na alinea €) de 1.1.5 obrigava a considerar nove tipos distintos
de intervalos.

1.3.5 Chamam-se intervalos de R aos conjuntos de um dos tipos

[a,b) ={z e R |a <z < b},
[a,b]={z €eR|a <z <b},
la,b)={z € R |a <z < b},
la,b[={z €R |a <z < b},

onde a e b sdo reais estendidos (as extremidades esquerda e direita).
Observe-se que, um intervalo do primeiro tipo é vazio se, € S0 se, a > b e
gue um intervalo dos outros trés tipos sdo vazios se, e SO se, a > b. Obser-
ve-se também que os intervalos de R, defnidos em 1.1.5, sdo exatamente 0s
intervalos de R que estdo contidos em R. Como antes, um intervalo diz-se
ndo trivial quando a < b, isto é, quando tem mais que um elemento.

1.3.6 (Propriedade de convexidade dos intervalos) Se um conjunto A C R for
um intervalo de qualquer dos quatro tipos, entdo A tem claramente a seguinte
propriedade de convexidade, que decorre da propriedade transitiva da
relacdo de ordem:

Se o0s reais estendidos = # y pertencem a A, entdo todos os reais que estdo
entre x e y também pertencem a A.

1.3.7 Para um intervalo de R que no seja vazio € muito facil identificar os seus
supremo e infimo que vdo ser respetivamente as extremidades direita e
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esquerda. Mais precisamente:

a) Se a < b, o intervalo [a, b] tem claramente m&ximo b e minimo a que so,
em particular, respetivamente o seu supremo e o seu infimo.

b) Se a < b, o intervalo [a, b[ tem claramente minimo a, que é também, em
particular, o seu infimo, e tem supremo b (que ndo é méaximo). Com efeito, b
€ um majorante e o facto de b ser o menor dos majorantes resulta de que, se
b < btem-se max{a,b'} < b e portanto sabemos existir = entre max{a, b’} e
b, real esse que vai ser assim um elemento de A maior que &', 0 que nos per-
mite concluir que b’ ndo é majorante de A.

c) De modo analogo, vemos que, se a < b, 0 intervalo |a, b] tem maximo b,
gue é também, em particular, o seu supremo, e tem infimo a (que ndo é
minimo).

d) Ainda de modo anéalogo, vemos que, se a < b, 0 intervalo |a, b[ ndo tem
maximo nem minimo mas tem b como supremo e a como infimo.

1.3.8 (A propriedade de convexidade caracteriza os intervalos) Suponhamos
que um conjunto A C R possui a propriedade de convexidade referida em
1.3.6, isto é que, sempre que x # y em A, todos 0s nimeros reais entre = € y
estdo também em A. O conjunto A é entdo necessariamente um intervalo.
Dem: Sejam b€ R e a € R respetivamente o supremo e o infimo do
conjunto A. Uma vez que, para cada = € A, tam-se x <b e a <z,
concluimos que A C [a,b]. Vamos agora verificar que se tem necessaria-
mente Ja,b[ C A. Para isso consideramos y € ]a, b[ arbitrario. Uma vez que
y < b, y ndo pode ser majorante de A e portanto existe z € A tal que y < z.
Do mesmo modo, uma vez que y > a, y ndo pode ser minorante de A e
portanto existe = € A tal que = < y. Verificimos assim que y esta entre 0s
elementos = e z de A pelo que, pela propriedade de convexidade, y € A.
Ficou assim provado que ]a,b] C A. E agora imediato constatar que, por
termos as inclusdes

la,b] C A C [a,b],

0s Unicos reais estendidos que ndo sabemos se pertencem ou ndo a A sdo a €
b e, conforme cada um deles pertenca ou ndo, A é necessariamente um dos
intervalos [a, b], [a, b], ]a, b] ou ]a, b]. O

Vamos agora examinar no contexto de R a primeira nogio topoldgica que
sera estudada neste curso, a de ponto aderente a um conjunto. Esta nogéo
vai ser muito importante em varias situacGes, por exemplo quando estu-
darmos a nogdo de limite de uma funcdo ou de uma sucessao (esta Ultima
também uma nocdo topoldgica). A palavra “topoldgica” possui a raiz
“topo” de origem grega que esta ligada a ideia de lugar e é utilizada em
Matemética em situacBes em que intervém a nogdo de proximidade.
Comegamos por examinar a nogdo de proximidade de um namero real e
definimos em seguida o que significa estar proximo de +oc ou de —oo.
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1.3.9 Consideremos um ndmero real § > 0. Diz-se que um numero real z esta
6-proximo de um namero real a (ou que esta préximo de a com 6 como
critério de proximidade) se a distancia d(x, a), definida em 1.1.21, for menor
que 6. Tendo em conta o que vimos em 1.1.23, dizer que x é 6-préximo de a
€ 0 mesmo que dizer que

z € Vs(a) =]a—6,a+ 6],

onde Vs(a) € o que chamamos a vizinhanga-é de a.

Devemos reparar que “estar proximo de” ndo é um conceito absoluto, mas
que sd faz sentido se se estiver a considerar um “critério de proximidade”,
isto € um ntmero real 56 > 0. Por exemplo, por mais que apeteca dizer que

1
1 1=14—r—
, 000 + 10000

esta proximo de 1, isso ndo serd verdade se o critério de proximidade
considerado corresponder a 6 = 1/20000, mas j& ser4 verdade se a
escolha corresponder a 6 = 1/100. Analogamente, por mais que iSs0 nos
pareca falso, 7 estd préximo de 1 se a escolha do critério de proximidade
corresponder a 6 = 20.

1.3.10 (Propriedades elementares da proximidade de um ndmero real)
a) Quanto menor for o real § > 0, mais exigente é o correspondente critério
de proximidade de a, por outras palavras, se 0 < ¢ < 6, todo 0 nimero real
e-proximo de a também é §-préximo de a, ou ainda Vz(a) C Vs(a).
b) Por mais exigentes que sejamos, isto €, por menor que sejao real 6 > 0, 0
proprio a estd sempre proximo de a. Ou seja, para cada é > 0, a € Vs(a).
¢) Nenhum numero real z diferente de a esta arbitrariamente préximo de a.
Ou seja, se x # a, podemos considerar um critério de proximidade para o
qual = néo esteja proximo de a, ou ainda, existe § > 0 tal que = ¢ Vs(a).
Para o constatarmos, basta reparar que, se = > a, podemos tomar 6 = x — a
e que, se x < a, podemos tomar 6 = a — x Visto que, no primeiro caso,

Vs(a) =]la—6,a+6[=]a—6,z]
€, no Segundo caso,
Vs(a) =]a—6,a+ 6] =]x,a+ 4]

1.3.11 (As vizinhangas-6 de +oo e de —oo) O facto de ndo sabermos que
significado dar & distancia de um numero real a +oco ou a —oo impede-nos de
definir o conceito de proximidade dos pontos infinitos em termos de distan-
cia. Fazemo-lo assim definindo diretamente as vizinhangas-6, tendo como
objetivo que as propriedades andlogas as enunciadas nas alineas a), b) e c) de
1.3.10 continuem a ser verificadas.

Consideremos um ndmero real 6 > 0. Definem-se entdo as vizinhancas-6 de
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~+00 e de —oo como sendo respetivamente os intervalos

1 1
V(+oo) =] 5, +0od],  Ve(—00) =[~00, — 5],
Vy(2)
0 1 2
_ o Ve
0 1 2
Vy(+0o3)
0 1
Vjal+00)
0 1
V(- 00)
0 1

e dizemos que = € R esta 6-proximo de +oo (respetivamente, de —oco), ou
gue x esta proximo de +oo (respetivamente de —oo) com 6 como critério de
proximidade quando se tem z € V;(4o00) (respetivamente x € Vs(—00)).

Reparemos que, ao contrario do que sucede com a proximidade de um
ntmero real, situacdo em que dizer que x esta 6-proximo de a é 0 mesmo
que dizer que a estd 4-proximo de = (em ambos 0s casos estamos a
afirmar que a distancia dos dois nimeros reais € menor que ¢), dizer que
um ndmero real x esta §-préximo de +o0o ou de —co ndo é 0 mesmo que
dizer que +oo ou —oo esta §-proximo de x, situacdo esta que alids nunca
se verifica. Esta falta de simetria resulta de as vizinhancas dos pontos
infinitos ndo terem sido definidas a partir da nocéo de distancia.

1.3.12 (Propriedades elementares da proximidade dos infinitos)

a) Quanto menor for o nimero real § > 0, mais exigente sdo 0s correspon-
dentes critérios de proximidade de de +occ e de —oo, por outras palavras, se
0 < e < 6, todo o real estendido e-préximo de +oo (respetivamente de —oo)
é também é 5-proximo de +oo (respetivamente de —oo), ou ainda

V(+00) C Vs(+00), Vi(—00) C Vi(—00).

Basta, com efeito, repararmos que, sendo ¢ < 6, vem l > % e —% < —%.

b) Por mais exigentes que sejamos, isto &, por menor que seja o real 6 > 0,
~+00 esta proximo de +oo e —oo esta proximo de —oo. Por outras palavras,
para cada 6 > 0, +00 € Vs(+00) € —oo € Vs(—00).

¢) Nenhum real estendido x diferente de +oo (respetivamente diferente de
—o0) estd arbitrariamente proximo de +oo (respetivamente de —oo). Por
outras palavras, sempre que x # +oo (respetivamente z # —oco), podemos
considerar um critério de proximidade para o qual 2 ndo esteja proximo de
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+oo (respetivamente de —oo), ou ainda, existe 6 > 0 tal que = ¢ Vs(+00)
(respetivamente = ¢ Vs(—00)).

Para o constatarmos, reparamos que, por um lado, —oo € 0s reais menores ou
iguais a 0 ndo pertencem a nenhuma vizinhanca de +oco € +oco e 0s nimeros
reais maiores ou iguais a 0 ndo pertencem a nenhuma vizinhanga de —oo e,
por outro lado, que para cada real x > 0 podemos considerar 6 = 71 > 0,
para o qual

z & |z, +00] = Vs(+00),
e que para cada x < 0 podemos considerar § = —f > 0, para o qual

@ ¢ [—o0,z[ = V5(—00).

1.3.13 (Propriedade de Hausdorff das vizinhangas) Sejam a < b dois reais
estendidos, cada um deles finito ou infinito. Pode entdo fixar-se um critério
de proximidade, isto é um real 6 > 0, tal que se tenha = < y, para cada
x € Vs(a) e y € Vs(b), em particular tal que ndo exista nenhum real esten-
dido simultaneamente §-préximo de a e de b, ou seja tal que as vizinhangas
Vs(a) e Vs(b) ndo tenham nenhum elemento comum.

Dem: Tendo em conta o que foi referido em 1.3.4, podemos considerar um
numero real ¢ tal que a < ¢ < b. Pelo que vimos nas alineas c) de 1.3.10 ou
1.3.12 (conforme 0 ponto seja finito ou infinito) podemos considerar critérios
de proximidade &' e 6" tais que ¢ ¢ Vy(a) e ¢ ¢ Vs (b). Uma vez que as
vizinhangas sdo sempre intervalos, a propriedade de convexidade dos
intervalos referida em 1.3.6 garante que todos os elementos = de Vi (a) sdo
menores que ¢ (sendo c estaria entre a e x e portanto pertenceria a Vy (a)) e
que todos os elementos y de Vs (b) sdo maiores que ¢ (sendo c estaria entre y
e b e portanto pertenceria a Vs (b)). Concluimos daqui que = < y, para cada
x € Vs(a) e y € Vs(b), em particular que Vi (a) e Vs (b) ndo podem ter
elementos comuns. Uma vez que no enunciado referimos o mesmo critério de
proximidade para a € para b, para terminar a demonstracao basta reparar que,
se chamarmos 6 ao menor dos dois ndmeros &' e ¢”, tem-se 6 >0 e as
vizinhangas V;(a) e V;s(b) verificam trivialmente as propriedades pedidas,
por estarem contidas nas vizinhangas Vi (a) e Vs/(b) (uma delas é mesmo
igual). O

1.3.14 (Pontos aderentes a um conjunto) Consideremos um conjunto A C R e
um real estendido ¢ € R. Diz-se que a é um ponto aderente a A (ou
simplesmente que « € aderente a A) se 0 conjunto A tiver elementos tdo
préximos quanto se queira de a, isto &, se, qualquer que seja o critério de
proximidade 6 > 0, existe pelo menos um ponto = € A que esteja 5-proximo
de a, por outras palavras, tal que z € Vs(a).38

38Repare-se que, em geral, 0 ponto = € A que conseguimos encontrar §-proximo de a vai
depender da exigéncia de proximidade §. Ndo estamos, de modo nenhum, a exigir que
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A nogdo de ponto aderente, como outras nogdes topoldgicas que serdo
estudadas adiante, pode ser olhada intuitivamente no contexto de um jogo:
O primeiro jogador faz a sua jogada escolhendo um ndmero real 6 > 0 e 0
segundo jogador responde escolhendo um elemento = € A, ganhando o
jogo se x estiver §-préximo de a e perdendo-o caso contrario3®. O ponto a
€ assim aderente a A no caso em que o segundo jogador tem uma
estratégia que Ihe permita ganhar seja qual for a jogada que o primeiro
jogador tenha feito e ndo é aderente no caso em que o primeiro jogador
tem uma possibilidade de jogar que ndo deixa 0 segundo jogador ganhar.

1.3.15 (Propriedades elementares da no¢éo de ponto aderente)

a) O conjunto vazio () ndo tem pontos aderentes.

b)Se AC Raa € A, entdo a € aderente a A.

c)Se AC BC Rea € Réaderente a A, entdo a é também aderente a B.

d) Dados dois conjuntos A C R e B C R, um ponto a € R é aderente a
unido AU B se, e sO se, a for aderente a pelo menos um daqueles dois
conjuntos.

Dem: A conclusdo de a) resulta de que o conjunto vazio, ndo tem elementos,
em particular ndo pode ter elementos em nenhum vizinhanca Vs(a). A
conclusdo de b) resulta de que, se a € A, para cada vizinhanga V;(a) pode-se
escolher o préprio a como ponto da vizinhanca que pertence a A.40 Quanto a
c), sendo a aderente a A, entdo a é também aderente a B uma vez que, para
cada 6 > 0, um elemento de A em V;(a) é, em particular, um elemento de B
nesta vizinhanga. Debrucemo-nos enfim sobre o que é afirmado em d). Em
primeiro lugar, e uma vez que A U B contém qualquer dos conjuntos A e B,
resulta de c) que se a for aderente a algum destes dois conjuntos entéo a é
também aderente a A U B. Resta-nos mostrar que, se a é aderente a AU B,
entdo a tem que ser aderente a A ou aderente a B, 0 que € 0 mesmo que dizer
que, se a ndo for aderente nem a A nem a B, entdo a também néo é aderente
a AU B.41 Ora, se a ndo é aderente nem a A nem a B, quer dizer que se
pode considerar critérios de proximidade & >0 e ¢§” >0 (que a priori
podem ser distintos) tais que em Vy(a) ndo existam elementos de A e em
Vs (a) ndo existam elementos de B. Se chamarmos 6 ao menor dos dois
ndmeros &’ e 6”, nimero que é maior que 0 e menor ou igual tanto a 6’ como

exista um elemento de A que esteja simultaneamente 6-préximo de a para todo 0 6§ > 0
(Ilembrando o que se referiu nas alineas b) e c) de 1.3.10 e de 1.3.12, essa exigéncia s sera
possivel no caso em que a € A, caso em que podemos escolher para z 0 préprio a).

39A jogada do primeiro jogador é assim tanto melhor quanto menor for o 6 > 0 que ele
escolhe mas o problema para ele é que ndo existe uma jogada que seja melhor que todas
as outras.

40Na linguagem do jogo, referida atras, este ¢ um caso em que o segundo jogador conse-
gue ganhar sem precisar sequer de conhecer a jogada do primeiro jogador.

41E 0 método de reciocinio a que se da o nome de “passagem ao contrarreciproco” que
diz que, para mostrar que, se um proposicao é verdadeira entdo uma segunda também o é,
basta provar que, se a segunda é falsa, entdo a primeira é também falsa.
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a 6", o facto de a vizinhanga Vj(a) estar contida tanto em Vj(a) como em
Vs (a) mostra que esta vizinhanga ndo pode ter elementos de A nem de B, e
portanto ndo pode ter elementos de A U B. Provdmos assim que a ndo é
aderentea AU B. O

1.3.16 (Corolario) Dado um ndmero finito de conjuntos A;, A, ..., A, contidos
emRR, onde n € N, esendo A =A; UA,U---U A, 0 conjunto dos pontos
x € R que pertencem a pelo menos um daqueles conjuntos, um ponto a € R
é aderente a A se, e s0 se a for aderente a pelo menos um daqueles conjuntos.
Dem: Como antes, o facto de cada um dos conjuntos estar contido na unido
A implica que se a é aderente a pelo menos um dos conjuntos, entdo a é
aderente a A. Justificamos a reciproca por indu¢do em n, comecando por
reparar que, para n = 1 a afirmacéo resulta de se ter A = A;. Suponhamos a
afirmacéo verdadeira quando n = p e vejamos 0 que se pode dizer quando
n=p+1, isto é quando tivermos A=A, U---UA,UA,; e a for
aderente a A. Ora, uma vez que se tem também

A=A U---UA,)UA,,

deduzimos da alinea d) de 1.3.15 que a é aderente a A, ou a é aderente a
Ay U---UA, e neste dltimo caso, pela hipdtese de indugdo, a é aderente a
pelo menos um dos conjuntos A, ..., A,. O

1.3.17 (Corolario) Se A C R é um conjunto finito, entdo os Ginicos pontos ade-
rentes a A séo os elementos pertencentes a A.
Dem: Comegamos por reparar que o resultado é verdadeiro no caso em que
A tem um UGnico elemento, portanto A = {b}.42 Ora, se a ¢ {b}, isto &,
a # b, ja verifichmos nas alineas c¢) de 1.3.10 e de 1.3.12 a existéncia de
6 > 0 tal que b ndo pertenca a Vs(a), e portanto Vs(a) ndo tenha elementos
de {b}, 0 que mostra que a ndo ¢ aderente a {b}.43 No caso em que A tem
um namero n > 2 de elementos, podemos escrever

A={ay,a9,...,a,} ={a1} U{a} U---{a,}

pelo que, se a é aderente a A, entdo a é aderente a um destes n conjuntos
unitérios, e portanto a € um dos elementos aq, as, ..., a,. O

Pelo contrario, para um conjunto infinito ja pode acontecer que existam
pontos aderentes que ndo lhe pertengam. O préximo resultado mostra que
se, por exemplo, ele ndo tiver maximo o supremo € um ponto nessas
condigdes.

42Reparemos que 0 caso em que A é vazio ja é conhecido da alinea a) de 1.3.15.
43Utilizamos, mais uma vez, 0 método de passagem ao contrarreciproco.
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1.3.18 Seja A C R um conjunto ndo vazio. Tem-se entdo que o supremo sup(A)
e o infimo inf(A) sdo pontos aderentes a A.44
Dem: VVamos provar apenas que sup(A) é aderente a A, uma vez que a prova
de que o mesmo acontece com inf(A) é uma adaptagdo evidente da que
vamos apresentar. Vamos dividir a prova em trés partes, conforme o tipo de
elemento de R que o supremo é.
1) Se sup(A) = —oo, entdo A ndo pode ter nenhum elemento maior que —oo
e portanto, por A ndo ser vazio, tem-se —oo € A, 0 que implica que —co é
aderente a A.
2) Suponhamos que sup(A) = +oo. Seja > 0 um critério de proximidade

arbitrario. Uma vez que 1 é menor que o supremo de A, % ndo pode ser

6
majorante de A e portanto existe x € A tal que = > % ou seja tal que
z € |3, 400] = Vj(400). Ficou assim provado que +oc é aderente a A.

3) Suponhamos enfim que sup(A) = b é finito. Seja 6 > 0 um critério de
proximidade arbitrario. Uma vez que b — § é menor que 0 supremo de A,
b— 6 ndo pode ser majorante de A e portanto existe z € A tal que
x > b — 6; uma vez que b é majorante de A vemos que, por outro lado, tem
que ser x<b<b+6, donde x€l]b—6,b+ 6] =Vs(b). Ficou assim
provado que b é aderente a A. O

Apesar de um conjunto ndo vazio A ter, em geral, outros pontos aderentes
além do supremo e do infimo, vamos ver que estes tém uma propriedade
especial: S&o respetivamente o maior e 0 menor dos pontos aderentes.

1.3.19 Seja A c R um conjunto no vazio. Para cada c aderente a A, tem-se
entdo

inf(A) < ¢ <sup(A).

Dem: Para provar o resultado bastard mostrarmos que se b > sup(A) entéo b
ndo é aderente a A e que se a < inf(A) entéo a ndo é aderente a A. Como em
casos anteriores, provaremos apenas a primeira afirmacdo, ja que a prova da
segunda pode ser obtida por uma adaptacdo simples da da primeira.
Suponhamos entdo que b > sup(A). Pelo que vimos nas alineas c) de 1.3.10
ou 1.3.12 (conforme o ponto b seja finito ou infinito) podemos considerar um
critério de proximidade 6 > 0 tal que sup(A) ¢ Vs(b) e, uma vez que as
vizinhangas sdo intervalos, a propriedade de convexidade dos intervalos
referida em 1.3.6 garante que, para cada z € Vs(b), « > sup(A) (sendo
sup(A) estaria entre = e b) e portanto = ¢ A. Provdmos assim que V;(b) ndo
tem nenhum elemento de A, o que mostra que efetivamente b ndo é aderente
ao conjunto A. O

44E claro que o supremo e o infimo do conjunto vazio ndo podem ser aderentes a este
conjunto, uma vez que o conjunto vazio ndo tem pontos aderentes. lembrar que o supremo
e o infimo do conjunto vazio existem e sdo respetivamente —oo € +oo.
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1.3.20 (Pontos aderentes a um intervalo) Seja a < b em R e seja A um dos
intervalos [a, ], [a, b], ]a, b] ou ]a, b]. Tem-se entdo que os pontos aderentes a
A sdo exatamente os elementos do intervalo fechado [a, b]. 4°
Dem: Que os elementos de [a,b] sdo todos aderentes a A resulta de a
extremidades a e b serem respetivamente o infimo e o supremo de A e de os
restantes elementos de [a, b] pertencerem a A. O facto de ndo existirem mais
pontos aderentes resulta de qualquer elemento de R que no pertenga a [a, b]
ser maior que b = sup(A) ou menor que a = inf(A), em qualquer caso néo
ser aderente a A. O

1.3.21 (Os infinitos como pontos aderentes) Seja A C R um conjunto. Tem-se
entdo que:
a) Dizer que 0o ndo é aderente a A € equivalente a dizer que A admite um
majorante finito.
b) Dizer que —oo ndo é aderente a A € equivalente a dizer que A admite um
minorante finito.
c) Dizer que nem +o00 nem —oo s80 aderentes a A é equivalente a dizer que
A é um subconjunto limitado de R.
Dem: a) Suponhamos que +oo ndo é aderente a A. Existe assim ¢ > 0 tal
que a vizinhanga Vs(+o0) = ], +00] ndo tenha nenhum elemento de A.
Ora, dizer que nenhum elemento de A é maior que % é 0 mesmo que dizer
que todos os elementos de A sdo menores ou iguais a % e portanto A admite
0 majorante finito % Suponhamaos, reciprocamente, que o conjunto A admite
um majorante finito. Uma vez que qualquer nimero real maior que um
majorante de A é também majorante de A, concluimos que A admite um
majorante b finito e maior que 0. Sendo 6 = % > 0 vem assim, para cada
v€A, z<b=1 pelo que a vizinhanga Vs(+oo) =]%,+o0] ndo tem
nenhum elemento de A, 0 que mostra que +oo ndo é aderente a A.
b) A demonstracdo de b) é uma adaptacdo evidente da demonstracdo que
apresentamos para a) pelo que ndo a explicitamos.46
c) Se AC R é um conjunto limitado, entdo admite um majorante e um
minorante finitos e portanto, como vimos em a) e b), nem +oc nem —oo sao
aderentes a A. Reciprocamente se nem +oo nem —oo sd0 aderentes a A
entdo estes elementos também ndo pertencem a A, ou seja A C R e, pelo que
vimos em a) e b), A é majorado e minorado ou seja é limitado. O

1.3.22 (Pontos de acumulagéo e pontos isolados) Seja A C R um conjunto.
Diz-se que a € R é um ponto de acumulagédo de A se a for aderente ao
conjunto A \ {a} dos elementos de A diferentes de a, por outras palavras, se

45No caso em que a =b, 0 conjunto dos pontos aderentes a [a,a] = {a} € ainda
{a} = [a, a] mas os restantes intervalos com ambas as extremidades iguais a a séo vazios,
e portanto o conjunto dos respetivos pontos aderentes ndo € [a, a] = {a}.

46pode ser interessante o estudante adaptar explicitamente a demonstracdo que fizémos
para a) de forma a fazer a prova de b).
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em qualquer vizinhancga Vs (a) existir pelo menos um elemento de A diferente
de a. Diz-se que a é um ponto isolado de A se a € A mas a ndo é ponto de
acumulagdo de A.

Como propriedades elementares destas nogdes, temos:

a) Se a € ponto de acumulacdo de A, entdo a é aderente a A (uma vez que
A\ {a} C A).

b) Se a ¢ A, entdo a é ponto de acumulagdo de A se, e s se, é ponto
aderente a A (umavez que A\ {a} = A).

c) Se A é um conjunto finito, entdo A ndo tem nenhum ponto de acumulagéo,
em particular qualquer a € A é um ponto isolado de A (se a € R, a ndo
pertence a A \ {a} que € finito, portanto a ndo pode ser aderente a A \ {a},
pelo que referimos em 1.3.17).

1.3.23 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Seja A C R um conjunto infinito.
Existe entdo pelo menos um ponto de acumulagio a € R de A.
Dem: Consideremos um conjunto auxiliar B cujos elementos sdo 0s reais
estendidos b € R tais que o conjunto A tem infinitos elementos maiores ou
iguais a b (por exemplo, —oo pertence a B mas +oo ndo pertence a B). Seja
a € R o supremo do conjunto B. Vamos verificar que a é um ponto de
acumulagdo de A para o que serd comodo separar trés casos, consoante o tipo
do real estendido a.
1) Suponhamos que a € R. Seja § > 0 arbitrario. Uma vez que a € 0 menor
dos majorantes de B, a — 6 ndo pode ser um majorante de B e portanto
existe b€ B com b>a— 6. Pela definicdo de B, existem infinitos
elementos de A maiores ou iguais a b, e portanto também infinitos elementos
de A maiores que a — 6. Mas estes infinitos elementos de A maiores que
a — 6 podem dividir-se em duas classes, a daqueles que sdo maiores ou
iguais a a+ 6 e a daqueles que pertencem a Vs(a) =]a—é8,a+6[ e a
primeira dessas classes é necessariamente finita, sendo, por definicdo, vinha
a + 6 € B, contrariando o facto de a ser um majorante de B. Podemos assim
concluir que a classe dos elementos de A em Vi(a) =]a—6,a+ 6] €
necessariamente infinita, em particular esta vizinhanca tem elementos
distintos de a, 0 que prova que a é um ponto de acumulagdo de A.
2) Suponhamos que a = —oo. Seja 6 > 0 arbitrario. Uma vez que —oo é um
majorante de B, —; ¢ B e portanto s6 existe um ntimero finito de elementos
de A maiores ou iguais a —3. Como A € infinito, existem infinitos elementos
de A menores que —, em particular a vizinhanga Vs (—oo) = [—oo, —§[ tem
elementos de A diferentes de —oco, 0 que prova que —oo € um ponto de
acumulagdo de A.
3) Suponhamos que a = +oc. Seja ¢ > 0 arbitrario. Uma vez que +co é 0
menor dos majorantes de B, % ndo pode ser um majorante de B e portanto
existe b € B com b > % Pela definicdo de B, existem infinitos elementos de
A maiores ou iguais a b, e portanto também infinitos elementos de A maiores
que +. Em particular, concluimos que a vizinhanga Vi(+00) = |3, +oc] tem
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elementos de A diferentes de +o00, 0 que prova que +oo € um ponto de
acumulagdo de A. O

Apesar de a no¢do de ponto aderente a um conjunto ter sido apresentada
para elementos de R que podem ser finitos ou infinitos e para conjuntos
que podem conter ou ndo algum dos pontos infinitos, as defini¢des que
vamos apresentar a seguir serdo, por uma questdo de simplicidade, consi-
deradas apenas no contexto dos subconjuntos de R e tendo em conta
apenas os pontos aderentes que sdo finitos. Esta simplificacdo revela-se
suficiente para a aplicacdo mais adiante das nog¢des que vamos introduzir.

1.3.24 Seja A C R um conjunto. Vamos notar A ou ad(A) o conjunto dos
nimeros reais que sdo aderentes a A, conjunto a que damos o nome de
aderéncia de A.

Repare-se que o que referimos na alinea b) de 1.3.15 implica que, para
qualquer conjunto A C R, tem-se sempre A C A. Chamam-se fechados os
conjuntos A C IR para 0s quais se tem mesmo A = A, por outras palavras, 0s
conjuntos A C R tais que todo o nimero real aderente a A seja um elemento
de A 47,

Diz-se que um conjunto A C R é denso se todo o nimero real for aderente a
A, isto é,se A =R.

1.3.25 (Propriedades dos conjuntos fechados) a) Todo o conjunto finito
A C R é fechado, em particular o conjunto vazio () é fechado.
b) O préprio R é um subconjunto fechado de R.
c) Se A e B sdo subconjuntos fechados de R, entdo os conjuntos AU B e
AN B séo fechados.*8
Dem: O facto de um conjunto finito ser fechado ndo é mais do que uma
reformulacdo de 1.3.17.
O facto de R ser um conjunto fechado resulta de todos os nimeros reais,
independentemente de serem ou ndo aderentes a R, pertencerem a R.
Suponhamos agora que A e B sao dois conjuntos fechados. Se « for aderente
a AN B, o facto de esta interseccdo estar contida tanto em A como em B
implica que x é aderente a A e a B, portanto que = € A e x € B, por outras
palavras, = € AN B. Ficou assim provado que ANDB ¢é fechado.
Suponhamos agora que x é aderente a AU B. Tendo em conta o que
verificAmos na alinea d) de 1.3.15, = é aderente a A ou é aderente a B, pelo
que, no primeiro caso, x € A e, no segundo caso, x € B. Em qualquer dos
casos z € AU B, 0 que mostra que A U B é fechado. O

47Nao excluimos assim que +oo 0u —oo possa ser aderente a A, apesar de, por hipotese,
ndo pertencerem a A. Por outras palavras, ndo exigimos que A seja um conjunto limitado.
48Relativamente 4 intersecdo vale mesmo uma propriedade mais forte, que envolve inter-
secOes de “muitos” conjuntos. Ver o exercicio 1.3.6 no fim de secgao.
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1.3.26 (Exemplos) a) Tendo em conta o que foi referido em 1.3.20, sendo a < b
em RR, os intervalos

[avb]! ]—OO,b], [a,—l—oo[, ]—OO,+OO[:R,
sdo conjuntos fechados mas ja ndo o sédo os intervalos
[a,b[, ]avb]! ]a,b[, ]_Oovb[v ]aa+oo[1

uma vez que os trés primeiros tém [a, b] como aderéncia e os dois ultimos
tém respetivamente |—oo, b] € [a, +o00[ como aderéncia.
Note-se que os trés dltimos exemplos,

la,b], ]—o0,b], Ja,+o0],

tém complementares que ja sdo conjuntos fechados, respetivamente iguais a
}—OO, CL] U [b7 -I—OO[, [b7 +OO[ € ]—OO, a]'

b) O conjunto Q dos nimeros racionais € um subconjunto denso de R (com
efeito, se x € R, = é aderente a Q, uma vez que em qualquer vizinhanga
Vs(z) = Jx — 6,z + &] existem sempre numeros racionais de acordo com o
referido 1.1.14). Com um pouco mais de cuidado verificamos mesmo que
qualquer = € R é um ponto de acumulacdo de Q (para cada 6 > 0, considerar
um namero racional entre x e x + 6).

¢) O conjunto Z dos nimeros inteiros é um conjunto fechado.

Dem: Dizer que todos 0s pontos aderentes a Z pertencem a Z € equivalente a
dizer que, se a ¢ Z, entdo a ndo é aderente a Z. Ora, considerando p € Z tal
que a € [p,p + 1], e portanto a € |p, p + 1] (cf. 1.1.13), o facto de {p, p + 1}
ser fechado (é finito) e portanto a ndo ser aderente a {p,p + 1} garante a
existéncia de 6 > 0 tal que Vs(a) ndo contenha nem p nem p + 1 e portanto,
pela propriedade de convexidade dos intervalos, Vs(a) também ndo contém
ndmeros menor que p nem ndmeros maiores que p + 1, em particular ndo
contém nenhum ndmero inteiro. Ficou assim provado que a ndo é aderente
ao conjunto Z. O
d) Embora, em geral, um subconjunto de um conjunto fechado néo tenha que
ser fechado, no caso de Z é verdade que qualquer subconjunto A C Z ¢é
fechado.

Dem: Suponhamos que a ¢ A. Se a ¢ Z, 0 que Vimos em ¢) mostra que a
ndo é aderente a Z e portanto também ndo é aderente a A (cf. a alinea c) de
1.3.15). Se a € Z, entdo qualquer outro inteiro é maior ou igual a a + 1 ou
menor ou igual a a — 1 e portanto a vizinhanca V;(a) =]a — 1,a + 1[ ndo
contém qualquer elemento de A pelo que, mais uma vez, a ndo é aderente ao
conjunto A. O
e) Se A C Z, entdo qualquer elemento p € A é um ponto isolado de A (com
efeito, como A \ {p} é fechado, p ndo pode ser aderente a este conjunto).

1.3.27 (A aderéncia ¢ um conjunto fechado) Seja A C R um conjunto arbitra-
rio. Entdo: B
a) A aderéncia A é um conjunto fechado.
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b) Se 400 (respetivamente —oo) é aderente a A, entdio +oco (respetivamente
—00) é aderente a A.

Dem: a) Temos que mostrar se = € R ¢ aderente A entdo = € A, 0 que é
equivalente a mostrar que se « ¢ A entdo x ndo é aderente a A. Suponhamos
entdo que = ¢ A, isto é, que = ndo é aderente a A. Podemos assim considerar
6 > 0 tal que a vizinhanga Vs(z) = |z — ¢,z + 6[ ndo tenha elementos de A,
0 que implica que A esta contido no conjunto fechado

|—00, 2 — 6] U [z + 6, +00]

(unido de dois intervalos que vimos na alinea a) de 1.3.26 serem conjuntos
fechados). Deduzimos daqui que a aderéncia A esta4 contida na aderéncia
desta unido de intervalos, que coincide com esta unido, o que implica que
Vs(x) = |z — 6,2 + 6] ndo tem elementos de A, e portanto = ndo é aderente
ao conjunto A.

b) Examinemos apenas o0 que se passa com +oo, Uma vez que 0 que Se passa
com —oo é analogo. Passando ao contrarreciproco, suponhamos entdo que
+00 ndo € aderente a A. Existe assim uma vizinhanga Vj(+00) = |3, +o0]
que ndo tenha elementos de A, o que implica que A esta contido no conjunto
fechado ]—oo, %]. Deduzimos daqui que a aderéncia A estd contida na
aderéncia deste intervalo, coincidente com o préprio intervalo, o que implica
que Vs(+o00) =]%,+o0] ndo tem elementos de A, e portanto +oo nio é
aderente ao conjunto A. O

Exercicios

1.3.1 Justificar o facto de, para um conjunto ndo vazio A C R, ser sempre
inf(A) <sup(A). Quais 0s conjuntos ndo vazios A para 0sS quais se tem
inf(A) = sup(A)?

1.3.2 Verificar que a conclusdo do exercicio 1.1.8 continua a valer no contex-
to de R, sem que seja necessario explicitar nenhuma hipotese sobre a exis-
téncia de supremo e de infimo (no contexto de R eles existem sempre).

1.3.3 Verificar que qualquer intervalo aberto Ja,b[, com a < b em R, é uma
vizinhancga V;(c¢), determinando quais os valores de ¢ € Re de § > 0.

1.3.4 Dados A C R e a € R, mostrar que a € ponto de acumulagio de A se, e
s6 se, em qualquer vizinhanga Vs(a) existir uma infinidade de elementos de
A. Sugestdo: Comegar por supor que a € finito. Se nalguma vizinhanga
Vs(a) houvesse s6 um ndmero finito de elementos de A, considerar o minimo
6’ das distancias de a aos elementos de A dessa vizinhanga que séo diferentes
de a (se existirem) e reparar no que sucedia com a vizinhanga Vy(a).
Adapatar entdo esta ideia aos casos em que a = 400 0U a = —0o0.
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* Ex 1.3.5 (Intersecdes e unides de familias de conjuntos) As nog¢bes bem
conhecidas de unido e de intersecdo de dois conjuntos admitem uma
generalizacdo simples ao caso em que, em vez de dois, podemos ter mais
conjuntos, possivelmente até uma infinidade. Uma forma de enunciar essa
generalizacdo é considerar um conjunto ndo vazio arbitrario de indices J e
supor que a cada indice j € J esta associado um conjunto A; (dizemos entéo
que os A; constituem uma familia de conjuntos indexada em .J); Define-se
entdo a intersecdo e a unido da familia dos A; (ou, abreviadamente, dos A;)
como sendo 0s conjuntos, notados respetivamente

N4 UAas

JjeJ J€J

cujos elementos sdo, no primeiro caso, aqueles que pertencem a todos 0s
conjuntos A; e, no segundo caso, aqueles que pertencem a pelo menos um
dos conjuntos A;. Determinar, na forma de intervalo, cada uma das seguintes
interseccBes e unibes, todas elas indexadas no conjunto N dos ndmeros
naturais.

AN L] o) [,

neN neN
0) () [, n + 1 d) | J n,n+1[
neN neN

e)ﬂ[l+%,3+%} f)U[1+%,3+%]

neN neN

% Ex 1.3.6 Seja J um conjunto ndo vazio de indices e, para cada j € .J, conside-
remos um conjunto fechado A; C R.
a) Verificar que a intersegéo [ A; é também um conjunto fechado.
jeJ
b) Mostrar, por inducéo, que, no caso em que o conjunto de indices J é
finito, a unido [ J A; é também um conjunto fechado. Sugestéo: Reparar que,
jeJ

se jo € J eseJ \ {jo} ndo for vazio, entdo

Ja=4,0( U 4)

jeJ JjeI\{do}

¢) Mostar, com um contrexemplo, que, no caso em que o conjunto de indices
J € infinito, a unido |J A; néo € necessariamente um conjunto fechado.
jeJ
Ex 1.3.7 Encontrar um subconjunto de Q, diferente de @, que ainda seja denso.

Ex 1.3.8 Verificar que um conjunto A C R é denso se, e SO se, quaisquer que
sejam a # b em R, existe um elemento de A entre a e b (este facto explica a
utilizacdo da palavra “densidade” em 1.1.14 e no exercicio 1.1.14).
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% Ex1.3.9 Dados A C Re B C R, mostrar que

AUB=AUB, ANBCANB,

e encontrar um contraexemplo que mostre que ndo se tem necessariamente
ANB=ANB.

Ex 1.3.10 Verificar que, se b € R é um majorante de um conjunto A C R, entdo
b é também um majorante da aderéncia A. Enunciar e justificar o resultado
correspondente para 0s minorantes. Sugestdo: Reparar que, como se viu, 0s
intervalos ] —oo, b] e [a, +o0o[ séo conjuntos fechados.

% Ex 1.3.11 Se A C R, chama-se conjunto derivado de A ao conjunto A’ dos
nimeros reais que sdo pontos de acumulacdo de A. Mostrar que, qualquer
gue seja A C R, o conjunto derivado A’ C R é sempre fechado.

Ex 1.3.12 Determinar os pontos aderentes, de acumulagdo e isolados dos
seguintes subconjuntos de R e indicar quais os que séo fechados:

a) N; b) Q; OR\Q;
O{ ) ; OzeR|F >4 D{zeR|l—1> )

84. Generalidades sobre funcdes e sucessoes.

1.4.1 Tal como os conjuntos de ndmeros reais, as fungdes reais de varivel real
jogam um papel muito importante no estudo da Analise Matematica. Sem
entrar em formalizages mais rigorosas, que o estudante terd ocasido de
encontrar noutras disciplinas, uma funcéo real de variavel real (ou simples-
mente funcgdo, se ndo houver risco de confusdo) consiste num modo de
transformar cada ndmero real pertencente a um certo conjunto (chamado
dominio da fungdo) num ndmero real que se obtém a partir daquele por
aplicacdo de uma certa regra (por vezes da-se 0 nome de objeto ao nlimero
real que vai ser transformado e ao resultado obtido costuma-se dar o nome da
valor ou imagem da fungdo no objeto). As regras que sdo permitidas podem
ser muito variadas: Pode, por exemplo, ser uma expressdo numa variavel
destinada a ser substituida pelo nimero real a ser transformado, mas também
pode ser um conjunto de expressdes com uma indicagdo de qual aquela que
se aplica, dependendo do valor a ser transformado (s&o as chamadas funcdes
definidas por ramos, que o estudante ja encontrou no ensino secundario) e
pode ainda ser uma regra de qualquer outro tipo. O que é importante € que a
regra determine perfeitamente qual o nimero que se obtém quando se consi-
dera um dado valor a ser transformado.

E frequente utilizar-se uma letra, por exemplo f, para designar uma fungéo e
entdo f(x) designa o valor da funcdo no ndimero real = do dominio. Para
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referir que f é uma funcdo de dominio X, € usual escrever-se
f: X —R.

Uma observagdo importante é a de que, do mesmo modo que um conjunto
fica perfeitamente definido se soubermos quais sdo exatamente os ndmeros
reais que lher pertencem (0 mesmo conjunto pode ser frequentemente
definido por regras diferentes), uma funcéo fica perfeitamente definida pelo
seu dominio e pelo resultado que ela da quando transforma um elemento
arbitréario desse dominio (uma mesma funcdo pode, por exemplo, ser definida
por expressdes diferentes).

Por vezes ndo se revela necessario utilizar uma letra para nomear uma funcao
e referimo-nos a ela por uma expressdo que determine a regra de transfor-
macao envolvida. Na auséncia de informacéo explicita sobre o dominio esta
entdo implicito que este é constituido por todos os nimeros reais para 0s
quais a expressao faz sentido (¢ o que se chama o dominio maximo de
definicdo da expressdo). Por exemplo, quando se referir a fungdo —*5 esta-se
a pensar na fungdo de dominio R\ {1} que a cada x associa —*; e se
quisermos identificar uma fun¢do definida pela mesma regra de transforma-
¢do mas com um dominio mais pequeno, podemos referi-la como a funcéo
—£5,comx € |1, +ool.

Em muitos casos, e como o estudante ja constatou no ensino secundario,
pode ser de grande utilidade para compreender intuitivamente o compor-
tamento de uma funcdo f, desenhar uma parte signifitiva do seu gréfico,
conjunto dos pontos de um plano que, relativamente a um certo referen-
cial, ttm coordenadas da forma (x, f(x)), com x no dominio de £. E claro
que, como ja sublinhamos em situagdes analogas, o esbogo do grafico des-
tina-se apenas a apoiar a nogdo intui¢do e qualquer justificagdo que seja
apresentada devera poder, do ponto de vista l6gico, dispensar esse eshoco.
Repare-se que o grafico de uma fungdo nunca pode ter pontos distintos
com a mesma abcissa (cada reta paralela ao eixo das ordenadas ndo pode
ter mias que um ponto do gréafico).

1.4.2 (Exemplos) a) Pode-se definir uma fungdo f: R — R escrevendo

B VT, sex >0
f) = Vi—z, sexz <0

(fungdo definida por ramos).
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Com efeito, estamos a considerar uma regra que nos permite determinar sem
ambiguidade qual o transformado que consideramos para cada valor real de
x.

b) Podemos considerar fungdes f: R — R e g: [0, 1] — R definidas por

flay=1—2, glx)=1-=z.

Apesar de se tratar de funcbes definidas pela mesma expressdo, sdo funcdes
diferentes por terem dominios diferentes.

—
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Outra observacdo que é oportuno fazer é que a letra x utilizada acima néo é
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especialmente importante (é uma variavel muda): A funcdo f referida pode
ser também definida por f(y) = 1 — y ou mesmo, sem usar nenhum simbolo,
podemos definir f como a funcdo que transforma qualquer nimero no
resultado de subtrair esse nimero de 1.

¢) Podemos considerar fungdes f, g, h: R — R definidas por

t t t t t t t ¥
2.0 -1.5 -1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

e podemos escrever f = g = h uma vez que, apesar de se tratar de definicdes
dadas por regras diferentes, todas conduzem ao mesmo resultado qualquer
que seja o valor dado a x.

d) Se X CR é um conjunto e a é um numero real fixado, podemos
considerar uma fungdo f: X — R definida por f(x) = a, para cada = € X.
A uma funcdo deste tipo d&-se o nome de fungédo constante.

08T

06T

0.4+

0.2
-1.0 -08 -06 04 02 02 04 06 08 1.0 12 14 16 18 20
-0z
x

044

1.4.3 (Codominios e o contradominio) Sejam X € R um conjuntoe f: X — R
uma funcéo. Diz-se que um conjunto Y C R é um codominio (ou um espago
de chegada) da funcéo f se se tiver f(x) € Y, para qualquer z € X. Para se
exprimir que o conjunto Y é um codominio da fun¢éo f: X — R, também se
diz que f é uma funcdo de X para Y e escreve-se
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X ->Y.

E claro que o préprio R é sempre um codominio de qualquer fungéo e que,
em geral, se Y C R é um codominio da fungdo f e Y C Y’ C R, entdo Y’ é
também um codominio da fungdo f. De entre todos os codominios de uma
dada funcdo f: X — R existe sempre um que esta contido em todos os
outros: Trata-se do conjunto dos nimeros reais que se podem escrever na
forma f(z), para algum z € X, conjunto a que se dd o nome de
contradominio da funcéo f e que se nota f(X).

Mais geralmente, se f: X — R é uma funcdo e se A € X é um subconjunto
do dominio, nota-se f(A) o conjunto dos nimeros reais que se podem
escrever na forma f(x), para algum = € A, conjunto a que se da o nome de
imagem direta do conjunto A pela fungéo f.

Uma imagem que pode porventura ajudar a compreender intuitivamente a
ideia de fungdo é encara-la como uma espécie de maquina que possui uma
entrada por onde se introduzem ndmeros e uma saida por onde sai um
nimero cada vez que algum foi introduzido na entrada. A entrada da
maquina pode ndo aceitar qualquer nimero e o dominio da funcdo é o
conjunto dos ndmeros que a maquina aceita. O que nos interessa da
maquina nédo é a forma como ela esta construida por dentro mas apenas o
que resulta de seu funcionamento, isto é quais os nimeros que ela faz sair
em resposta a cada entrada possivel. Os codominios da funcdo que, ao
contrario do respetivo dominio, ndo fazem parte desta, sdo os tabuleiros
que podemos colocar a saida e que ndo deixam cair nenhum dos niimeros
que podem sair.

1.4.4 (Restricdo de uma funcéo) Seja f: X — R uma funcéo e seja A C X um
suconjunto do seu dominio. Pode entdo considerar-se uma nova funcéo,
agora de dominio A, que em cada ponto de A toma o mesmo valor que a
fungdo f nesse ponto. Diz-se que essa funcdo, que se nota f, 4, € a restricdo
de f a A e que f é um prolongamento da funcéao f/A.49 Pode assim
escrever-se que f,4: A — R esta definida por

fra(z) = f(x).50

E claro que, se o conjunto Y é um codominio da fungdo f, este conjunto é
também um codominio da restricdo de f: Se f: X — Y, entdo f/4: A — Y.

49Em geral, uma funcdo definida em A podera ter varios prolongamentos a X, isto &,
pode ser restrigdo de varias funcoes definidas em X.

50Tendo em conta esta igualdade, é muito raro utilizar na pratica a notagdo f,4(z):
Utiliza-se f,4 para designar a restricdo mas escreve-se f(x) para designar o valor da
restrigdo num ponto = € A.
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No contexto da imagem intuitiva da fungdo como uma maquina, fazer
uma restricdo a um subconjunto do dominio corresponde a colocar um
filtro a entrada da maquina que deixa entrar menos ndmeros, sem alterar
nada do que esta dentro da maquina.

1.4.5 (A funcdo composta) Sejam f: X — Y e g: Y — R duas fun¢des, em que,

conforme o indicado, o dominio da segunda € um dos codominios da
primeira. Pode entdo definir-se uma nova funcdo go f: X — R, dita
composta de g com f (ou g ap6s f), cujo dominio coincide com o dominio
de f, por

go fz) = g(f(x)).

E claro que, se Z for um codominio da funcdo g, entdo Z é também um
codominio da funcdo composta g o f, por outras palavras, se temos fungdes
f:X—=YegqgY — Z entdotem-se go f: Z — Z.51

Repare-se que, mais uma vez no contexto da imagem intuitiva das fungdes
como maquinas, a fungdo composta é a maquina que se obtém ligando a
saida da primeira maquina diretamente a entrada da segunda.

1.4.6 (Exemplo) Sejam f,¢g:R — R as fungdes definidas por f(z) =z +1 e

g(z) = 2?. Tem-se entdo que as fungbes compostas go f:R — R e
f o g:R — Restdo definidas por

gof(z)=(x+1)° =2’ +2z+1, fog(z)=2a"+1,

em particular trata-se de fungfes distintas (a composi¢éo de fun¢Bes ndo goza
da propriedade comutativa).

1.4.7 (A fun¢do identidade) Seja X C R. Pode entfo definir-se uma fungéo

Ix: X — R, a que se da o nome de funcgéo identidade do conjunto X, pela
igualdade Ix(z) = x, para cada = € X. O contradominio desta funcéo é o
préprio X e portanto ela admite como codominios todos 0s conjuntos que
contém X, em particular podemos também escrever Ix: X — X. As funcdes
identidade tém um comportamento interessante no contexto das funcles
compostas que resumimos em trés propriedades, das quais as duas primeiras
Ihes atribuem um caréater semelhante ao dos elementos neutros das operagdes:
a) Se f: X — Y é uma fungdo, entdo

51por vezes define-se mais geralmente a composta de duas fungbes sem exigir que o
dominio da segunda seja um codominio da primeira mas paga-se um prego por isso, uma
vez que o dominio da composta passa a ser em geral mais pequeno que o dominio da
primeira. Preferimos ndo trabalhar nessa situacdo mais geral (que o estudante podera ter
encontrado no ensino secundario) por questfes de simplicidade e porque, em caso de
necessidade, pode sempre substituir-se a primeira fungdo por uma restricdo conveniente
para ficarmos nas hipéteses com que estamos a trabalhar.
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folx=fX—=Y.
b) Se f: X — Y é uma funcéo, entdo
Iyof=fX->Y.

c) Se f:X —Y € uma fungdo e A C X, entdo, considerando a fungdo
identidade I4: A — X, tem-se

fO[A:f/ASAHY.

1.4.8 (Associatvidade da composi¢ao) Consideremos trés funcdes
[ X=Y, ¢gY—=2, hZ7Z->R,

em que o codominio de cada uma coincide com o dominio da seguinte.
Tem-se entéo

(hog)of=ho(gof):X —R,

uma vez que ambos 0s membros transformam cada x € X em h(g(f(z))). A
funcdo igual a ambos os membros da igualdade anterior é com frequéncia
notada smplesmente h o go f: X — R.

1.4.9 (Fungdes injetivas) Diz-se que uma funcdo f: X — R € injetiva se ndo

existirem elementos diferentes do dominio que tenham a mesma imagem, ou
seja, se quaisquer que sejam = # a em X, tem-se f(x) # f(a). Repare-se
que, tendo em conta 0 método habitual de passagem ao contrarreciproco,
dizer que uma funcdo f: X — R € injetiva é equivalente a dizer que, sempre
que f(x) = f(a), tem-se necessariamente = = a.
Repare-se que é facil intuir no grafico duma funcéo se ela € injetiva: 1sso
corresponde a verificar que ndo ha pontos distintos do grafico com a mesma
ordenada, ou seja, que as retas paralelas ao eixo das abcissas nunca
intersetam o grafico em mais que um ponto.

O facto de uma funcdo f: X — R ser injetiva pode ser descrito simbolica-
mente pela implicacdo f(z) = f(a) = x = a. Ocasionalmente uma
pessoa menos atenta usa, em vez daquela, a implicacdo contraria
z=a= f(z)= f(a). Repare-se que isso ndo faz qualquer sentido: Esta
Gltima implicacdo é valida para qualquer funcéo, seja ela injetiva ou nao,
uma vez que um mesmo objeto ndo tem mais que uma imagem.

1.4.10 (Exemplo) A funcdo f:R — R definida por f(z) = 2 ndo é injetiva,
como se reconhece recorrendo a um contraexemplo: Tem-se f(—1) = f(1)
apesar de se ter —1 # 1. No entanto, a restri¢cdo desta funcdo ao subconjunto
[0, +-00[ do dominio, f/(g+[: [0, +00[ — R, ja € injetival
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Com efeito, dados = < a em [0, +o0[ (reparar que, dados reais distintos, um
deles € menor que o outro), tem-se, pelas relagbes bem conhecidas entre a
multiplicacdo e a relacdo de ordem,

flz)=zxz<axa= f(a),

em particular f(z) # f(a).

1.4.11 (A funcéo inversa) Seja f: X — R uma funcdo injetiva e consideremos o

respetivo contradominio f(X). Podemos definir, a partir de f, uma nova
fungdo f~1: f(X) — X, a que se da o nome de fungdo inversa da fungéo f,
cujo dominio é o contradominio de f e cujo contradominio é o dominio de f,
do seguinte modo: Para cada y € f(X), o valor f~!(y) é o Unico elemento
x € X tal que f(z) = y.

Repare-se que, dado y € f(X), a existéncia de pelo menos um z nestas
condigdes resulta da defini¢do de contradominio e o facto de ndo haver mais
do que um é uma consequéncia de estarmos a supor que f € injetiva.

Uma observagdo simples, mas importante, é que, se f: X — R é injetiva,
entdo a sua inversa f~': f(X) — X é também injetiva e tem como inversa a
propria fungdo f: Podemos escrever (f~1)~! = f.

1.4.12 (Exemplos) a) Como vimos no exemplo 1.4.10, podemos considerar uma

funcdo injetiva g: [0,4+-oo[ — R, definida por g(z) = 2. Uma vez que o
quadrado de qualquer nimero real é sempre maior ou igual a 0, o
contradominio da fungéo g estd contido em [0,+oo[ e, de facto, como
verificAmos em 1.1.15, o contradominio é mesmo igual a [0, +-oco|. A fungdo
inversa de g é a fungdo g~ ': [0, +-00[ — [0, +oc[ definida pela condigio de,
para cada y € [0, 400, g !(y) ser o Unico = > 0 tal que z*> =y pelo que,
lembrando a definigdo da raiz quadrada, tem-se g~1(y) = VY-

b) Seja f:R — R a fungdo definida por f(z) =1 — z. O nosso objetivo é
determinar o contradominio de f, verificar se f é injetiva e, em caso
afirmativo, clacular a fungdo inversa. O método que vamos seguir, e que se
aplica com frequéncia na pratica, permite-nos fazer isto tudo de uma so vez.
Comecemos por considerar y € R arbitrario e determinar em que condices é
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que y pertence ao contradominio f(R), isto é, quando é que a equacdo
y = f(x) admite solugdo. Ora esta equagdo é equivalente a y =1 —uz, e
portanto também equivalente a —y =z —1 e a =1 —y. Concluimos
assim que existe sempre solucdo, ou seja, que o contradominio de f é R, mas
também que essa solugdo é sempre Unica, o que quer dizer que a fungdo f é
injetiva, e, por fim, ficAmos a saber calcular o valor de x tal que f(z) = v,
que ¢ a solucdo encontrada x = 1 — . Podemos assim dizer que a fungdo
inversa f~1: R — R esta definida por f~'(y) =1 — .

Repare-se que, o que é de certo modo exececional, podemos dizer neste caso
que se tem f~! = f (na definigdo duma fungio ndo é importante qual a letra
que utilizamos como variavel).

c) Seja agora f: R — R a funcdo definida por f(z) = 2 — x. Dado y € R,
investiguemos as solugdes de f(x) =y, isto é, de x> — z = g, ou ainda, de
forma equivalente de x> — z — y = 0. Mas esta condicdo é uma equagio do
segundo grau em x, que sabemos ter duas solu¢Bes, nomeadamente

1+/1+4y

r = —2 )
se 144y >0, uma unica solu¢do se 1+ 4y =0 e nenhuma solugdo se
1 +4y < 0.52 Podemos assm concluir que o contradominio de f € o
conjunto dos y € R tais que 1+ 4y > 0, portanto o intervalo [—i, +oo], €
que a funcdo f ndo é injetiva, e portanto ndo tem funcdo inversa, por haver
valores de y no contradominio para 0s quais a equacgdo tem mais que uma
solucdo.

1.4.13 (Exemplo elucidativo, embora mais delicado) Consideremos agora a
fungdo f: R — R definida por

fl@)=z++Va2+1

e tentemos determinar o contradominio, averiguar a injetividade e, eventual-
mente, determinar a fungdo inversa. Como anteriormente, dado y € R
tentamos resolver a equacdo y = f(x), isto é,

Q) y=z+Vaz2+1,

gue é sucessivamente equivalente as condi¢Ges (reparar no cuidado neces-
sério, quando elevamos ambos os membros ao quadrado, para evitar introdu-
zir falsas solugdes)

(2) y—x=+vVaz+1,

52Se o estudante tiver ocasifo de rever o modo como se obtiveram no ensino secundario
as solucdes de uma equacdo do segundo grau constatara que nesse processo apenas foram
necessarias as propriedades dos nimeros reais revistas no inicio, para além da existéncia
de raizes quadradas dos nimeros reais maiores ou iguais a 0, que ja justificamos atras.
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2
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2y

Desta ultima condicéo deduzimos que existe solucéo se, e sé se, y > 0 e que,
nesse caso, a solucdo € Unica e dada a partir da Ultima igualdade. Em
concluséo, a funcéo é injetiva, o contradominio é o intervalo ]0, +oo[ € a

fungdo inversa é
y' -1

ol SR f ) = P

Note-se que este exemplo permite ilustrar um erro que aparece frequente-
mente em solucdes obtidas de forma apressada: Partindo da afirmacéo
(verdadeira) de que o contradominio da fungdo f é o dominio da fungéo
inversa f~! parte-se da expressdo obtida para f~! para afirmar erroneamente
que o contradominio de f seria R \ {0}, o dominio maximo de defini¢do da
expressdo que caracteriza !, esquecendo que o dominio de uma funcgdo nio
€ necessariamente o dominio maximo de definicdo da expressdo que a
caracteriza.

1.4.14 Repare-se que, uma vez que, fixado um referencial, os pontos (z,y) e

(y,x) sdo simétricos relativamente a bissetriz dos quadrantes impares,
podemos concluir que os gréficos de uma funcéo injetiva e da sua inversa
obtém-se um do outro por uma simetria relativamente a essa bissetriz. Na
figura a seguir esbogcamos os graficos da funcdo f examinada no exemplo
1.4.13 e da sua inversa (este Gltimo em cinzento), representando também a
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bissetriz referida.

y A

-+

24

1.4.15 (Funcdes sobrejetivas e funcles bijetivas) Ao contrario da nogdo de
fungdo injetiva, que tem apenas a ver com as propriedades da propria funcao,
as nogdes que vamos agora definir dependem ndo sé da funcdo envolvida
mas do codominio desta que estamos a considerar. Dizemos que uma funcéao
f: X — Y é sobrejetiva (ou que a fungdo f de dominio X € sobrejetiva
quando se considera Y como codominio) se f(X)=Y, isto é se o
codominio considerado coincide com o contradominio da fungdo (em geral o
contradominio s6 tem que estar contido no codominio que se considera).
Quando se esta a trabalhar com uma fungéo f: X — Y/, para verificar que ela
€ sobrejetiva, 0 que é preciso € constatar que, para cada elemento y € Y,
existe pelo menos um z € X tal que f(z) = v.

Diz-se que uma funcéo f: X — Y ¢é bijetiva se for simultaneamente injetiva
e sobrejetiva. A importancia de uma funcgéo ser bijetiva é que ela tem inversa
daforma f~1:Y — X.

1.4.16 Seja f: X — Y uma funcdo bijetiva, com inversa f~1:Y — X. Tem-se
entdo, como decorre diretamente da definicéo,

flof=Ix:X—X, fofl=L:Y Y.

1.4.17 Suponhamos, reciprocamente, que temos duas fungdes f: X — Y e
g:Y — X, tais que go f = Ix: X — X. Tem-se entdo que f é injetiva e a
sua inversa € a restri¢do de g ao contradominio de f:

=900 f(X) = X.

Se, além disso, for também fog=Iy:Y — Y,entdo f: X — Y é bijetivae
fl=¢gY - X.

Dem: Para verificar que f € injetiva, basta reparar que, se x,a € X sdo tais
que f(z) = f(a), podemos concluir que
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z=Ix(r) = g(f(2)) = g(f(a)) = Ix(a) = a.

Uma vez que f ¢ injetiva, podemos considerar a sua inversa f~1: f(X) — X
e, para cada y € f(X), f~!(y) é, por definicdo, um elemento de X que
verifica f(f~!(y)) = y e daqui deduzimos que

9() = g(f(f W) = (go N W) =Ix(f () = F ' (),

0 que mostra que se tem efetivamente f~!= 9/1x): F(X) — X.
Suponhamos agora que se tem também fog=1I1y:Y — Y. Para cada
y €Y, tem-se entdo y = Iy (y) = f(g(y)), pelo que y é a imagem por f de
um elemento de X, nomeadamente o elemento ¢(y). Conclui-se assim que o
contradominio de f coincide com o codominio Y pelo que a funcdo inversa
f~1 éigual a funcio g. O

1.4.18 (Propriedades de monotonia) Sejam X C Re f: X — R uma funcdo.
a) Diz-se que f é crescente se, quaisquer que sejam x < a em X, tem-se
f(x) < f(a). Diz-se que f é estritamente crescente se, quaisquer que sejam
x < aemX,tem-se f(z) < f(a).
Repare-se que afirmar que f é estritamente crescente é equivalente a afirmar
que f é crescente e injetiva. Repare-se também que a condigdo de f ser
crescente pode ser enunciada, de modo equivalente, afirmando que, sempre
que z < aem X, tem-se f(x) < f(a) (j& que, quando = = a, tem-Se sempre
f(x) = f(a), e portanto também f(z) < f(a)).
b) Diz-se que f € decrescente se, quaisquer que sejam = < a em X, tem-se
f(x) > f(a). Diz-se que f é estritamente decrescente se, quaisquer que
sejam z < a em X, tem-se f(x) > f(a).
Repare-se que afirmar que f é estritamente decrescente é equivalente a
afirmar que f é decrescente e injetiva. Repare-se também que a condigdo de
f ser decrescente pode ser enunciada, de modo equivalente, afirmando que,
sempre que x < a em X, tem-se f(z) > f(a) (j& que, quando = = a, tem-se
sempre f(z) = f(a), e portanto também f(z) > f(a)).
c) Diz-se que f € mondtona se f for crescente ou decrescente e que f €
estritamente monotona se f for estritamente crescente ou estritamente
decrescente.
Repare-se que as propriedades de monotonia sdo facilmente intuidas a partir
do gréfico da funcdo. Por exemplo, quando uma fungdo é estritamente
crescente o gréfico sobe e quando a funcéo é estritamente decrescente o gra-
fico desce (ou, o que é o mesmo, a secante definida por dois pontos
arbitrarios do grafico sobre ou desce, respetivamente).

1.4.19 (Exemplos) a) Se X C R, a funcéo identidade Ix: X — R, definida por
Ix(z) = x é estritamente crescente e a fungdo —Ix: X — R, que a cada
x € X associa —z, € estritamente decrescente (se z < a, entdo —z > —a).
b) Se b € R é um real fixado e X C R, entdo a funcdo constante f: X — R.
definida por f(x)=1b, é simultaneamente crescente e decrescente. No
entanto, afastadas as situagdes triviais em que X tem um Unico elemento ou €
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vazio, a funcdo constante ndo € estritamente crescente nem estritamente
decrescente.
¢) Consideremos a fungdo f: IR — R definida por f(z) = 2.

v A

-1.4-12-1.0-08-06-04-0200020406081.01.214
X

Esta funcéo tem restricdo estritamente crescente ao intervalo [0, +oo[, uma
vez que, se 0 < z < a, tem-se

x2=xxx§xxa<axa=a2.

No entanto, esta fungdo ndo é mondtona, uma vez que a sua restricdo ao
intervalo |—o0, 0] é estritamente decrescente, jA que, se = < a <0, vem
0 < —a < —z, portanto

2? = (—2)* > (—a)? = d®.
d) A funcdo f:R\{0} — R definida por f(z)==2"'=1 tem uma

restricdo estritamente decrescente ao intervalo ]0,4+oo[ uma vez que, se
0<z<a,temse: > 1

AT

2L

Esta funcdo tem também uma restri¢do estritamente descrescente ao intervalo
|—00,0[, um vez que, se x < a < 0, tem-se —x > —a > 0, donde
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xT —X —a a

e portanto f > % No entanto, a funcdo f ndo € estritamente decrescente,
uma vez que, por exemplo, —2 < 1e f(-2) = —1 < 1= f(1).
e) A funcdo f: R — R definida por

1, sexeQ
f(x)_{o, sex ¢ Q

(conhecida como fungdo de Dirichlet) ndo s6 ndo é mondtona como ndo tem
restricdio mondtona a nenhum intervalo [a,b] com a < b. Repare-se, a
proposito, que o contradominio desta fungdo é o conjunto {0, 1}, com dois
elementos, e que ndo é possivel esbocar um gréfico para ela (apesar de o
gréafico ser um conjunto bem definido de pontos do plano).

1.4.20 (Composicio e monotonia) Sejam f: X — Y e g: Y — R duas funges e

consideremos a respetiva composta g o f: X — R. Tem-se entéo:

a) Se f é crescente (respetivamente estritamente crescente) e g é crescente
(respetivamente estritamente crescente), entdo go f é crescente (respetiva-
mente estritamente crescente).

b) Se f é crescente (respetivamente estritamente crescente) e g é decrescente
(respetivamente estritamente decrescente), entdo g o f é decrescente (respe-
tivamente estritamente decrescente).

c) Se f é decrescente (respetivamente estritamente decrescente) e g € cres-
cente (respetivamente estritamente crescente), entdo g o f € decrescente (res-
petivamente estritamente decrescente).

d) Se f é decrescente (respetivamente estritamente decrescente) e g € decres-
cente (respetivamente estritamente decrescente), entdo g o f é crescente (res-
petivamente estritamente crescente).

Dem: Todas as alineas tém uma justificacdo semelhante pelo justificaremos
apenas a alinea d). Ora, supondo que f e g sdo ambas decrescentes, vemos
que, sempre que = < a em X, vem, em primeiro lugar, f(z) > f(a) e
portanto g(f(x)) < g(f(a)), 0 que mostra que go f é crescente. Analoga-
mente, supondo que f e g s8o ambas estritamente decrescentes, vemos que,
sempre que = < a em X, vem, em primeiro lugar, f(z) > f(a) e portanto
g(f(z)) < g(f(a)), 0 que mostra que g o f é estritamente crescente. O

1.4.21 (Exemplos) a) Se f: X — R é uma funcéo crescente, entdo a fungdo

g=—f:X — R, definida por g(z) =—f(x), é decrescente, por ser a
composta da funcdo f: X — R seguida da funcéo decrescente —Ig: R — R.
b) Se f:R — R é uma fungdo estritamente decrescente, entdo a funcdo
¢g:R — R, definida por g(z) = — f(—x), é também estritamente decrescente,
por ser a composta de trés funcfes estritamente decrescentes, —Ig: R — R,
seguida da funcdo f: R — R e seguida de novo da fun¢do —Ig: R — R.

c) Se f:X —10,+00[ € uma funglo estritamente crescente, entdo é
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estritamente decrescente a funcdo de X para |0, +oo[ que a = associa ﬁ

(frequentemente descrita como x — ﬁ) uma vez se trata da composta da
func&o estritamente decrescente de ]0, +oo[ para 0, +-oo[, y — %/ com f.

1.4.22 (Inversa de fungdo mondtona) Seja f: X — Y uma funcdo bijetiva

crescente (respetivamente decrescente). Tem-se entdo que a funcdo inversa
f~1Y — X é também crescente (respetivamente decrescente).
Dem: Examinemos apenas 0 caso em que f é crescente, ou seja, estritamente
crescente, uma vez que a demonstracdo do caso em que a funcéo de partida é
decrescente é analogo. Sejam entdo y < b em Y. Temos que provar que se
tem f~!(y) < f71(b) e isso resulta de que ndo pode ser f~1(y) > f1(b),
sendo tinha-se

y=r(f""w) > f(fHb) =0,

nem pode ser f~!(y) = f~'(b), sendo tinha-se
y=f(f"w) = f(f(b) =b. O

1.4.23 (Exemplo) A fungdo h: [0, +oo[ — [0, +oc] definida por h(y) = |/y €
estritamente crescente, uma vez que, como referido nos exemplos na alinea
a) de 1.4.12 e na alinea c) de 1.4.19, ela é a inversa da funcédo estritamente
crescente g: [0, +oo[ — R definida por g(z) = 2°.

O resultado a seguir tem um enunciado longo para examinar todas as
hipoteses de aplicagdo. Para o estudante que possa ficar atemorizado, ou
para aquele que queira simplesmente ficar com uma mnemonica das prin-
cipais conclusfes que vao ser enunciadas, podemos resumir dizendo que a
soma de fungBes com o mesmo tipo de monotonia tem 0 mesmo tipo de
monotonia, que o produto de uma fun¢do com um certo tipo de monotonia
por uma constante ¢ > 0 tem 0 mesmo tipo de monotonia e que o produto
de uma fungdo com um certo tipo de monotonia por uma constante ¢ < 0
tem o tipo de monotonia oposto.

1.4.24 (Soma de fungBes mondtonas) Sejam X C R um conjunto, f,g: X — R
duas funcBes e c € R uma constante e consideremos a funcdo soma
f+gX—Reafuncdocf: X — R, definidas por

(f+9)(x) = f(@) +9(z), (cf)(x) =cf(x).

Tem-se entdo:

a) Se f e g sdo crescentes, entdo f + g é também crescente, sendo mesmo
estritamente crescente no caso em que pelo menos uma das fungdes f e g
seja mesmo estritamente crescente.

b) Se f e g séo decrescentes, entdo f + g é também decrescente, sendo
mesmo estritamente decrescente no caso em que pelo menos uma das funcGes
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f € g seja mesmo estritamente decrescente.

) Se f é crescente e ¢ > 0, entdo cf é crescente, sendo mesmo estritamente
crescente no caso em que ¢ > 0 e f seja estritamente crescente.

d) Se f é crescente e ¢ < 0, entdo cf é decrescente, sendo mesmo estrita-
mente decrescente no caso em que ¢ < 0 e f seja estritamente crescente.

e) Se f é decrescente e ¢ > 0, entdo c¢f é decrescente, sendo mesmo estrita-
mente decrescente no caso em que ¢ > 0 e f seja estritamente decrescente.

f) Se f é decrescente e ¢ < 0, entdo cf é crescente, sendo mesmo estrita-
mente crescente no caso em que ¢ < 0 e f seja estritamente decrescente.
Dem: A conclusdo de cada uma das alineas resulta facilmente das proprie-
dades de R como corpo ordenado que foram recordadas em 1.1.3. A titulo de
exemplo, justifiquemos a) no caso em que f é crescente e g € estritamente
crescente. Podemos entdo dizer que, sempre que x <a em X, vem

f(z) < f(a) & g(x) < g(a), portanto
(f +9)(@) = f(z) + 9(x) < f(a) + g(z) < fla) +g(a) = (f + 9)(a),

0 que mostra que f + g é estritamente crescente. O

Para termos um resultado analogo para o produto de fun¢fes mondtonas,
temos que ser um pouco mais cuidadosos uma vez que, como sabemos, a
multiplicacdo de ambos os membros de uma desigualdade por um real
negativo inverte o sentido da desigualdade. Para obtermos um enunciado
simples e uma vez que isso se revela suficiente para a maioria das aplica-
¢Oes, vamos restringir a nossa atengdo ao caso das fungdes com [0, +oo]
como codominio. Com essa hipdtese, o resultado a seguir vai-nos dizer
que o produto de fungdes com o mesmo tipo de monotonia vai ter ainda
esse tipo de monotonia.

1.4.25 (Produto de fungdes mondétonas positivas) Em geral, se X C R e se
f,9: X — R sdo duas funcGes, define-se a funcdo produto f x g: X — R
pela condicdo de se ter

(f x g)(x) = f(x) x g().

Tem-se entdo:

a) Se f,g: X — [0,4o00[ sdo crescentes (respetivamente estritamente cres-
centes) entdo f x ¢g: X — [0, +oo[ é crescente (respetivamente estritamente
crescente).

b) Se f,9: X — [0,400[ sdo decrescentes (respetivamente estritamente
decrescentes) entdo f x g: X — [0, +oc[ é decrescente (respetivamente estri-
tamente decrescente).

Dem: Como no resultado precedente, temos conclusdes diretas das proprie-
dades de R como corpo ordenado que foram recordadas em 1.1.3. O

1.4.26 (Coroléario) Para cada natural k£ > 1, tem lugar uma funcdo estritamente
crescente  f: [0, +oo[ — [0, +oo[ definida por f.(z) =z* (a fungdo
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poténcia de expoente k).
Dem: Trata-se de uma consequéncia de 1.4.25, por inducdo em k, uma vez
que f; é a funcdo identidade e que fi.1(x) = fr(x) X . O

1.4.27 Existem ainda no¢des que sdo conhecidas no contexto dos conjuntos de
nimeros reais e que se aplicam as funcbes, através dos respetivos
contradominios. Nomeadamente:

a) Uma funcdo f: X — R diz-se majorada, minorada ou limitada quando o
contradominio f(X) for majorado, minorado ou limitado, respetivamente.

b) Chamam-se supremo e infimo da funcéo f: X — R aos supremo e infimo
do contradominio f(X), que podem ser finitos ou infinitos. O supremo de f
é notado

sup(f) ou supf(x)
reX
e diz-se maximo da fungdo no caso em que pertencer ao contradominio e o
infimo de f € notado

inf(f) ou inf f(z)

e diz-se minimo da funcdo no caso em que pertencer ao contradominio.
Quando A C X € um subconjunto do dominio, o supremo sup(f,4) € 0
infimo inf(f,,) da restricdo de f a A séo também notados supf(x) e inl‘lf(x)

€A z€
respetivamente.

1.4.28 (Observagdo sobre as fungdes trigonométricas) As funcdes trigono-
métricas, que o estudante ja conhece do ensino secundério, tém um carater
diferente das outras que temos encontrado neste curso, uma vez que a sua
definicdo ndo se baseia apenas na Analise Matematica mas entronca profun-
damente nas relagdes dos nimeros reais com a Geometria, nomeadamente na
possibilidade de associar, fixado um referencial ortogonal e monométrico, a
cada numero real uma posi¢do de uma semirreta partindo da origem, que é
determinada pela rotacdo do semieixo positivo das abcissas, no “sentido
direto” e medida em radianos, associada a esse nimero real. Conhecida essa
semirreta, os valores das fungdes trigonométricas estdo determinados pelas
coordenadas do ponto desta que pertence ao circulo trigopnométrico, cos(x) é

a abcissa, sen(z) é a ordenada e tan(z) = zzzg:; Tendo em conta as conside-

racOes anteriores, as funcBes trigonométricas, enquanto estiverem depen-
dentes da sua definicdo geométrica®3, serdo apenas utilizadas, por um lado
como apoio a exemplos, por outro como instrumento para a resolucdo de
problemas no contexto da aplicacdo da Andlise Matematica a Geometria ou a

53Existem definices puramente do dmbito da Analise Matematica de funcbes “gémeas”
das fungbes trigonométricas que se prova, por métodos que recorrem a Geometria,
coincidirem com estas. Na sec¢do V.3 adiante daremos o exemplo de um método de
construgdo dessas fungdes “gémas”.
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outras Ciéncias. As observacdes que fizémos relativamente as func@es trigo-
nométricas aplicam-se do mesmo modo ao nimero «, cuja definicdo nos é
dada neste momento apenas por métodos geométricos (area do circulo de raio
1 ou semiperimetro deste).

1.4.29 (SucessBes) Chama-se sucessdo a uma funcdo f:N — R, cujo dominio é

o conjunto dos nimeros naturais. As sucessdes pode assim aplicar-se tudo
gue estudamos sobre fungdes em geral. Ha, no entanto algumas particulari-
dades das sucessdes relativamente as restantes funcdes:
Quando uma funcdo é uma sucessdo, os valores da funcdo costumam ser
chamados termos da sucessdo e ter uma interpretacdo ordinal: f(1) é o
primeiro termo (ou termo de ordem 1), f(2) é o segundo termo (ou termo de
ordem 2) e assim sucessivamente. Também dizemos que f(n + 1) é o termo
seguinte ao termo f(n). Esta interpretacdo ordinal das sucessdes conduz
também a imagem intuitiva de uma sucessdo como uma “fila infinita” de
nUmeros escritos uns a seguir aos outros

f£2), f3), - f(n), fn+ 1), ...

Outra particularidade é a notagdo: Para nos referirmos ao termo de ordem n
de uma sucessdo, ou seja a imagem de n € N pela fun¢do correspondente,
costuma-se por o valor n em indice e escrever u,, no lugar de u(n) (também
¢ tradicional utilizar letras diferentes para as funcGes gerais e para as
sucessdes, embora isso ndo seja obrigatério: f, g, h,... costumam designar
fungdes enquanto que para o0s termos das sucessdes costuma escrever-se u,,
Un, Zn, ... ). Ainda outra caracteristica da notacdo das sucessdes é a de que
ndo é costume (embora néo seja proibido) chamar « a sucessao cujo termo de
ordem n é wu,, descrevendo, em vez disso, esta sucessdo como sendo a
sucessdo (un)nen, OU, ainda mais simplesmente, a sucessdo (u,) (0S
parénteses, neste Gltimo caso, destinam-se a distinguir a sucessdo de um
termo particular desta).

1.4.30 (Caracterizaco alternativa da monotonia de uma sucessao) Seja (u,,)
uma sucessdo. Os diferentes tipos de monotonia podem ser caracterizados
por comparagdo de cada termo com o seguinte:

a) A sucessdo é crescente (respetivamente estritamente crescente) se, e s0 se,
paracadan € N, u,, < u,1 (respetivamente w,, < u,41).

b) A sucessao é decrescente (respetivamente estritamente decrescente) se, e
sO se, paracadan € N, u,, > u,1 (respetivamente u,, > w,1).

Dem: Como ja fizémos anteriormente justificamos apenas uma das quatro
afirmagdes, por exemplo a da alinea a) relativa as sucessdes crescentes, uma
vez que as outras justificacdes séo totalmente andlogas. Uma das implicacGes
é evidente: Se a sucessdo € crescente, entdo, para cada n € N, u,, < 1,
uma vez que n < n+ 1. Suponhamos, reciprocamente, que, para cada
n € N, tem-se u,, < u,,1. TEMOS que provar que, sempre que n < m, tem-se
u, < u,. Para isso, e tendo em visto uma tentativa de aplicar o método de
inducdo matematica, comeg¢amos por reparar que 0s numeros naturais m tais
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que n < m Sd0 exatamente 0s que se podem escrever na forma n + k£ com
k € N pelo que ficamos reduzidos a mostrar que, fixado n € N, tem-se, para
cada k € N, u,, < u,,1.°* Ora, para k = 1 esta afirmacéo é verdadeira, por
corresponder a hipotese que estamos a fazer e, supondo (hipétese de inducao)
que ela é verdadeira para k = p, vemos que, quando k£ = p+ 1, podemos
escrever, tendo em conta a hipdtese de inducdo e, mais uma vez, a hipdtese
de cada termo ser menor ou igual ao seguinte,

Up < Un+p < U(ntp)+1 = Un+(p+1)
0 que mostra que a afirmacdo é verdadeira para k = p + 1. O

1.4.31 (Construcdo de sucessdes pelo método recursivo) Para além dos
métodos usuais que se utilizam para construir fungdes gerais, existe ainda um
que é exclusivo das sucessBes, 0 método recursivo. Este método tem alguma
coisa a ver como o0 método de demonstracdo por inducdo matematica mas
nio se deve confundir com este.>> O método consiste em definir qual vai ser
o0 valor do primeiro termo u; e dar uma regra que diga o que deve ser o termo
de ordem n + 1, wu,1, para quem conhec¢a o termo u,, de ordem n (0 passo
recursivo). A justificacdo intuitiva do método é que podemos determinar us,
uma vez que ja conhecemos wj, seguidamente podemos determinar uz a
partir de us, depois u4 a partir de ug e assim sucessivamente, com tanto mais
trabalho quanto maior for o valor de n, podemos chegar a determinacdo de
u,, para qualquer valor particular de n, 0 que nos leva a considerar a sucessdo
como definida.

Tal como referimos nas observagfes a propdsito do método de inducéo
que fizémos a seguir a 1.2.1, a consideracfes anteriores para justificar a
validade do método recursivo devem ser encaradas como justificagcdes
meramente intuitivas e ndo como verdadeiras justificagdes. Num curso
mais avancado de fundamentos da Matematica seria possivel apresentar
uma justificacéo correta da validade do método recursivo, baseada numa
afirmacdo que se demonstra pelo método de indugdo matemdtica, mas
apresenta-la aqui seria na nossa opinido demasiado abstrato.

1.4.32 (Exemplos) a) O fatorial n! de um nimero natural »n foi definido como o
produto de todos 0s ndmeros naturais desde 1 até n. Uma forma alternativa, e
de certa forma mais correta, de apresentar esta definicdo é dar uma definicdo
recursiva da funcéo de N para N que a n associa n! pondo

S4Alternativamente podiamos substituir o “truque” de escrever m na forma n + k, por
uma indugdo matematica na versdo alternativa examinada em 1.2.6.

55Trata-se de um método para definir uma sucessdo e ndo de um método para justificar
uma afirmacéo.
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1 =1,
(n+D)'=(Mn+1)xn!

(a primeira igualdade diz-nos qual é a imagem do natural 1 e a segunda qual
é a imagem de n + 1 desde que se conheca a imagem de n). Lembramos de
novo que, apesar de 0 ndo ser um numero natural, também se define 0! = 1, 0
gue é compativel com o passo rescursivo, umavez que 1! =1 =1 x 0!,

b) Seja (u)neny UMa sucessdo de ndmeros reais. A partir desta pode-se
construir recursivamente uma nova sucessdo (S,)nen, dita sucessdo das
somas parciais da primeira, por

S1 = u,
Sn,+1 = Sn, + Upt1-

Tem-se assim Sy = uy + us, S3 = u; + ug + ug €, em geral,
Sp =1 +ug + -+ uy

(férmula que, desde que devidamente compreendida, pode ser facilmente
demonstrada por indugdo matematica®6). Esta sucessdo das somas parciais
vai ser importante quando examinarmos adiante as séries de nimeros reais.

1.4.33 (Uma variante do método recursivo) Ha situacGes em que, sem entrar
diretamente dentro do que foi explicado em 1.4.31, se pode considerar
construcles de sucessdes por métodos que se podem considerar recursivos.
Sem tentar examinar a maxima generalidade, citamos apenas mais uma
situagdo que aparece com frequéncia: Pode definir-se recursivamente uma
sucessdo definindo arbitrariamente quais os valores dos dois primeiros
termos u; € uy e dando em seguida uma regra que defina o que deve ser o
termo wu,, o para quem conheca os termos u,, € u,; (ficamos a conhecer us,
por j& conhecermos u; € wug, em seguida wuy fica determinado por ja
conhecermos wus e ug e assim sucessivamente). Um exemplo bem conhecido
desta variante do método recursivo € a defini¢do da sucessdo de Fibonacci,
definida por

uy = 1
U9 = 1
Up4+2 = Up + Upt1
€ cujos primeiros termos sdo assim
1,1,2,3,5,8,13,21,... .

56Naturalmente 0 método de indugio matemético é o método mais indicado para justificar
afirmacoes envolvendo uma sucesséo definida recursivamente.
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Exercicios

Ex 1.4.1 Determinar os dominios maximos onde se podem definir fun¢Ges pelas
expressdes seguintes:

1

T
r—1

b) fle) = =

”f@*vaf%E%ﬁ-

Ex 1.4.2 Determinar os contradominios das seguintes fungdes:
a) f:]0,+oo[ — R, definida por f(z) =z + 1.
b) f: X — R, definida por f(z) = \/x(4 — x), onde X é o maior dominio
de definicdo desta expressdo.
) f: X — R, definida por

a) f(z) =

2242 —2

fla) = 2 —z+1"°

onde X é o maior dominio de definicdo desta expressao.

d) f:R — R, definida por f(z) = = — int(z), onde int(x) é a parte inteira de
x, definida em 1.1.13.

e) f:R — R, definida por f(z) = = + int(z).

Ex 1.4.3 a) Sejam f, g: R — R as fungdes definidas por

r sex >0 _JO sex >0
r@={t wr20. so={%

¢ sex <0’
Determinar as compostas go f:R — Re fog: R — R.
b) Mostrar que a fungdo f:[—1,1] — R definida por f(z)=+/1— a?
admite [—1, 1] como codominio e determinar a fungéo composta

fof:[-1,1] — [-1,1].

c) Seja agora f:[0,1] — R a funcdo definida por f(z)=+'1—a?
(restricdo da fungdo considerada na alinea anterior). Mostrar que esta funcao
admite [0, 1] como codominio e caracterizar em seguida a fungdo composta
fof:[0,1] — [0,1]. O que poderad concluir sobre a funcdo f a partir do
resultado obtido?
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Ex 1.4.4 Determinar quais 0s nimeros reais a € b para 0s quais a funcdo
f:R — R definida por f(z) = ax + b é invertivel e tem inversa f~! = f.

Ex 1.4.5 a) Determinar uma fungéo f: R — R tal que, para cada = # 0,
1
f(;) =22+ 1.
b) Mostrar que ndo existe nenhuma fungéo f: R — R tal que, para cada = no
dominio,
fz®) =1+uz,
mas que ja existe uma fungéo f: [0, +oco[ — R nestas condi¢des.

Ex 1.4.6 Para cada uma das fun¢des seguintes, verificar se é invertivel e, em caso
afirmativo, determinar a respetiva inversa.

a) f:0,+00[ = R, f(z) = 14 /=
b) f:[-1,1] = R, f(z) =v1— a2
¢) f:R\{-1} - R,

f(x) - r+1
* d) f:]-1,1[ = R,
flz) = —=

V1—a?

Ex 1.4.7 Sejam f: X — Y e ¢:Y — Z duas fung¢bes em que, como indicado, o
codominio considerado para a primeira coincide com o dominio da segunda.
Mostrar que:

a) Se f e g sdo injetivas, também go f: X — Z é injetiva.

b) Se go f: X — Z for injetiva, entdo f é injetiva. Encontrar um exemplo
emque go f: X — Z sejainjetiva, sem que g seja injetiva.

c) Se [: X —>Y e goY — Z sdo sobrejetivas, também go f: X — Z ¢
sobrejetiva.

d) Se go f: X — Z for sobrejetiva, entdo g: Y — Z é sobrejetiva. Encontrar
um exemplo em que go f: X — Z seja sobrejetiva, sem que f: X — Y seja
sobrejetiva.

Ex 1.4.8 Mostrar que para cada numero impar p a funcdo f,: R — R, definida
por f,(x) = xP, é estritamente crescente. Sugestdo: Utilizar o facto, ja
verificado em 1.4.26 de a restricdo de f, a [0,+oo[ ser estritamente cres-
cente).

Ex 1.4.9 Generalizar uma parte do raciocinio feito na resolucéo do exercicio 1.4.8
para provar o seguinte facto geral.
Sejam X C R e a € X um elemento fixado e notemos X-, e X, 0S
subconjuntos de X constituidos respetivamente pelos elementos de X que
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s80 menores ou iguais a a e por aqueles que sdo maiores ou iguais a a. Se
f: X — R é uma funcdo com restri¢do estritamente crescente (repetivamente,
crescente, estritamente decrescente ou decrescente) a cada um dos conjuntos
X<, € X5, entdo f é uma funglo estritamente crescente (respetivamente,
crescente, estritamente decrescente ou decrescente).

Por contraste, reparar no que sucedia no exemplo que examindmos na alinea
d) de 1.4.19, em que se tem uma decomposicdo do dominio analoga a anterior
mas determinada por um ponto que ndo pertence ao dominio.

Ex 1.4.10 Sejam X C Re f: X — R uma funcdo. Mostrar que
inf —f(x) = —sup f(z), sup—f(z)=—inf f(x).
reX zeX zeX reX

Ex 1.4.11 a) Sejam X C Re f,¢g: X — R duas fun¢des, cada uma com supremo
finito. Mostrar que a fungdo soma f + ¢g: X — R também tem supremo finito
e que

sup(f + g) < sup(f) + sup(g).

Dar um exemplo de fungdes f e g em que os dois membos séo iguais e outro
em que a desigualdade seja estrita.

b) Enunciar e justificar um resultado analogo ao da alinea a) mas com o
infimo no lugar do supremo.

Ex 1.4.12 a) Sejam X C R, f: X — R uma func¢éo com supremo finito e ¢ > 0
um real fixado. Mostrar que

sup cf(x) = esup f(z).

zeX zeX

b) Enunciar e justificar um resultado andlogo ao da alinea a) mas com o
infimo no lugar do supremo.

* Ex 1.4.13 Sejam X C R e f: X — [0, +oo[ uma fungdo com supremo finito.
Mostrar que

sup f ()" = (jgg f (m))z-

Ex 1.4.14 Seja b > 0 um real fixado. Mostrar que a sucesséo (u,,) definida por
u, = b" é estritamente crescente se b > 1 e estritamente decrescente se
b<1.

Ex 1.4.15 Considerar a sucessdo (x,,) de nimeros reais definida recursivamente
por

1 =1, Tpp =1+ /z,.

Mostrar que esta sucessdo € estritamente crescente e majorada. Sugestao:
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Provar por indugdo matematica que se tem, para cada n € N, z, <z, €
Ty < 4.

Ex 1.4.16 Considerar a sucesséo (x,,) de nimeros reais definida recursivamente
por

2
T1 =9, Tpy1= gxn"‘l-

Mostrar que esta sucessao é estritamente decrescente e minorada.
Ex 1.4.17 Considerar a sucessdo (u, ),en definida recursivamente por

Up + Un+1

u =0, uy=1, uUp2= 5

(a partir do terceiro, cada termo é a média dos dois anteriores).
a) Mostrar que esta sucessdo nao é crescente nem decrescente.
b) Mostrar que esta sucessao é limitada.

%% Ex 1.4.18 (Uma caracterizacdo das fungdes estritamente mondtonas) E
uma consequéncia direta das definicGes que, se X CRe f: X — R é uma
fungdo estritamente monaétona (cf. 1.4.18) entdo, sempre que x,y,z € X e y
estd entre z e z (cf. 1.1.4), f(y) estd entre f(x) e f(z). O objetivo deste
exercicio € provar um reciproco, afastado o caso em que o dominio X tenha
dois elementos ou menos.

Seja X C R um conjunto com pelo menos trés elementos e seja f: X — R
uma funcéo tal que, sempre que z,y,z € X e x <y < z, f(y) esta entre
f(z) e f(z). Mostrar que f é estritamente mondtona, seguindo o seguinte
caminho:

a) Mostrar que f é uma fungdo injetiva.>” Sugestdo: Dados trés reais
distintos ha sempre um que esta entre os outros dois.

b) Sejam a < b em X tais que f(a) < f(b) (respetivamente f(a) > f(b)).
Mostrar que a restri¢do de f a [a,b] N X é estritamente crescente (respetiva-
mente estritamente decrescente).

c) Sejam a < b em X tais que f(a) < f(b) (respetivamente f(a) > f(b)).
Mostrar que a funcéo f € estritamente crescente (respetivamente estritamente
decrescente). Sugestdo: Dados x < y em X, para provar que f(z) < f(y)
(respetivamente f(z) > f(y)) aplicar duas vezes a conclusdo de b), com o
menor dos quatro ndmeros a, b, z, y no lugar de a e 0 maior desses nimeros
no lugar de b.

STE para esta alinea que precisamos que X tenha pelo menos trés elementos. Repare-se
que, se X tivesse dois elementos, uma fungéo constante ndo é estritamente mondtona e
verifica a condigdo referida.
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85. Limites de fungdes e de sucessdes.

A nogdo de limite de uma fungdo f num ponto a joga um papel central em
toda a Analise Matematica intervindo, por exemplo, na defini¢do da conti-
nuidade e da derivada. Intuitivamente, a funcéo f tem limite b no ponto a
(ou quando a variavel tende para a) se, sempre que x € um elemento do
dominio proximo de a, f(x) esta prdximo de b. Por uma questdo técnica,
ligada & unicidade do limite, convird que o ponto a esteja proximo do
dominio da fungdo, isto é, que seja aderente a esse dominio. No entanto,
como ja referimos a propdsito da nogdo de ponto aderente a um conjunto,
a nocdo de proximidade ndo é uma nocdo absoluta mas estd sempre
dependente de um critério de proximidade, que corresponde a fixar um
nGmero maior que 0. Para além disso, constata-se que, para obtermos uma
definicdo Util, é necessario admitir que os critérios de proximidade para os
pontos a e b ndo sejam necessariamente 0S MesSMOS e que O Primeiro
possa depender do segundo. Somos assim conduzidos a seguinte defini¢do
que, apesar de ndo coincidir com a utilizada habitualmente no ensino
secundario, veremos mais tarde ser equivalente a esta.

1.5.1 Sejam X C R, f: X — R uma func¢do de dominio X e a um real estendido
aderente ao dominio X.58 Dado b € R, diz-se que b é limite de f no ponto a
(ou que b é limite de f(z) quando x tende para a) e escreve-se simbolica-
mente

f(x) —b,
se, qualquer que seja o critério de proximidade 6 > 0 para b, é possivel
considerar um critério de proximidade £ > 0 para a (em geral dependente de
6) tal que, para todos os pontos x € X que estdo e-préximos de a (i. e.
pertencem a V(a)), as correspondentes imagens f(x) estdo 6-proximas de b
(i. e. pertencem a Vj(b)).59

Tal como acontecia com a nogdo de ponto aderente a um conjunto, a
nocao de limite pode ser olhada intuitivamente no contexto de um jogo, s6
que agora com trés jogadas e ndo duas, como acontecia entdo. O primeiro
jogador faz o seu lance escolhendo § > 0. Em seguida, o segundo jogador
escolhe € > 0. Por fim, vota a jogar o primeiro jogador escolhendo =z € X
na vizinhanca V.(a) (a garantia que ele pode jogar resulta de supormos
que a ¢é aderente ao dominio X). Se nesta jogada o primeiro jogador con-
seguir que f(z) ndo pertenca a Vs(b) ele ganha; caso contrario ganha o

58Reparar que a pode ser finito, +oco ou —oo.
59Repare-se que, tal como acontecia com a, o limite b pode ser finito, +co ou —oo.
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segundo jogador.50 Dizer que b € limite de f no ponto a € dizer que o
segundo jogador tem uma estratégia que Ihe permita ganhar qualquer que
seja a jogada inicial do primeiro e dizer que b néo é limite é dizer que é 0
primeiro jogador que tem uma estratégia ganhadora.

Refira-se a propdsito que ndo devemos confundir a existéncia de limite
para uma fungdo num ponto com a nogdo de fungdo limitada (referida na
alinea a) de 1.4.27): A semelhanca das raizes das duas palavras “limitada”
e “limite” é um “acidente” da lingua portuguesa, que ndo aparece, por
exemplo, no inglés (“bounded” e “limit”) nem no francés (“borné” e
“limite”).

1.5.2 (Consequéncia de uma desigualdade estrita entre limites e unicidade
do limite) Sejam f, g: X — R duas fungdes, a um real estendido aderente a
X e suponhamos que se tem

f(m)mbeﬁ, g(x)mceﬁ,

com b < c. Existe entdo ¢ > 0 tal que, para cada x € X na vizinhanga V.(a),
fz) < g(x).

Em particular, dados uma funcdo f: X — R e um real estendido « aderente a
X, ndo pode haver mais que um real estendido b que seja limite de f(x)
quando x tende para a.

Por esse motivo, quando existe limite, podemos referir-nos a ele como sendo
o limite de f no ponto a (ou o limite de f(x) quando x tende para a) e usar,
para o designar, a notagédo

lim f(z)

Tr—a
Tém assim o mesmo significado as expressdes f(z) — b e lim f(z) = b.61
r—a Tr—a

Dem: Tendo em conta a propriedade de Hausdorff das vizinhancgas, que
examinamos em 1.3.13, podemos considerar 6 > 0 tal que y < z, para cada
y € Vs(b) e z € Vs(c). Por definicdo, podemos considerar ¢’ >0 e &’ > 0
tais que, para cada x € A que esteja &' -préximo (respetivamente £”-préximo)
de a, f(x)e€ Vs(b) (respetivamente g¢g(x) € Vs(c)), em particular
f(z) < g(z). Sendo £ > 0 o0 menor dos dois nimeros ¢’ e ¢”, o facto de os
elementos z € X NV.(a) estarem simultaneamente &'-préximos e &”-pré-
ximos de a implica que para esses elementos tem-se f(x) < g(x).

Para concluir que uma dada funcdo f: X — R ndo pode ter mais que um
limite quando x tende para a basta agora repararmos que se fosse simultanea-

60Como no “jogo do ponto aderente” a primeira jogada é tanto melhor quanto menor for o
6 e a segunda jogada tambhém é tanto melhor quanto menor for o .

61Tal como ja aconteceu noutras situacdes a letra = pode ser substituida por outra (é uma
variavel muda): E indiferente escrever f(z) — bou f(y) P b assim como escrever

lim () ou lim f(y)
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mente f(z) — b e f(z) — ¢, com b < ¢, podiamos aplicar 0 que aca-
r—a Tr—a

badmos de mostrar, tomando para g a propria funcdo f, para deduzir a existén-
cia de £ > 0 tal que, para cada = € X na vizinhanca V.(a) (e existe = nestas
condigdes por a ser aderente a X), f(z) < f(x), 0 que era absurdo. O

1.5.3 (Corolario — Passagem ao limite das desigualdades latas) Sejam
f,9: X — R duas fungdes com f(z) < g(x) para cada x € X e a um real
estendido aderente a X e suponhamos que se tem

f(x):a)bER g(x)mceﬁ.

Tem-se entdo b < c. 62

Dem: Supondo, por absurdo, que ndo era b < ¢, portanto que b > c,
podiamos concluir de 1.5.2 a existéncia de £ > 0 tal que, para cada z € X na
vizinhanga V(a) (pontos cuja existéncia resulta de « ser aderente a X) vinha
f(z) < g(z), 0 que contradizia a hipdtese. O

1.5.4 (Dois casos triviais de existéncia de limite) Seja a um real estendido

aderente a um conjunto X C R. Tem-se ent&o:
a) A funcdo identidade 7x: X — R, definida por Ix(z) = x tem limite a no
ponto a, 0 que pode ser expresso simbolicamente por

limz=a ou r—a.
b) Dado b € R, a funcdo f: X — R de valor constante b tem limite b no
ponto a, 0 que pode ser expresso simbolicamente por

limb=1b ou bmb.
Dem: a) Dado ¢ > 0, podemos tomar para 0 proprio 6, uma vez que, se
x € X pertencer a Vs(a), Ix(z) = x € Vs(a).
b) Dado & > 0, podemos escolher ¢ > 0 arbitrariamente®3. Com efeito,
qualquer que seja x € X na vizinhanga-c de a (ou ndo...), constata-se que
flx) =b e Vs(b). -

1.5.5 (Sublimites) Sejam X C R, a um real estendido aderentea X e f: X — R
uma funcdo. Diz-se que um real estendido b € um sublimite de f no ponto a
(ou um sublimite de f(x) quando x tende para a) quando b for limite no
ponto a de alguma restricdo de f isto é, se existir algum subconjunto A C X
tal que a ainda seja aderente a A e que b = 1@1 fra(z). Diz-se entdo, mais

62Um erro que é cometido com alguma frequéncia consiste em aplicar o analogo deste
resultado com as desigualdades < substituidas pelas correspondentes desigualdades
estritas < . Para constatar a falsidade do enunciado assim obtido ver o exercicio 1.5.2 no
fim da seccéo.

63Na linguagem do jogo, o segundo jogador nem precisa de tomar conhecimento de qual
foi a jogada do primeiro para ter a certeza de ganhar.
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precisamente, que b € o sublimite de f no ponto a determinado pelo
subconjunto A. Como alternativa as notagdes lim f/4(z) ou f/a(z) — b
r—a r—a

também se escreve respetivamente
lim f(z), f(z) —b,

r—a Tr—a
€A €A

assim como, nalguns casos particulares, notacdes alternativas evidentes como
lim f(z), f(z) —b,
r—a

r—a

r#a r#a

quando se considera A = {z € X |  # a} (supondo-se neste caso que a &
aderente a este conjunto A, ou seja, que a € um ponto de acumulagdo de
X).64

Por vezes também utilizamos a notagdo lim f(z), ou as alternativas que

T—a
€A

referimos, sem estarmos em presenca do limite de uma restri¢cdo, como forma
de explicitar o dominio que se esta a considerar para a fungéo, quando esta é
dada a partir de uma expressao analitica.

1.5.6 (Dos limites para os sublimites) Sejam X C R, f: X — R umafuncioe a
aderente a X tal que exista o limite b = lim f(z). Para cada subconjunto

A C X tal que a seja ainda aderente a A, tem-se entdo também b = !m f(z).
€A

Em particular b é o Gnico sublimite de f no ponto a.

Dem: Seja 6 > 0 arbitrario. Sabemos entdo que existe € > 0 tal que, para
cada z € X na vizinhanca V.(a) venha f(x) € Vs(b). Isto vai acontecer, em
particular, para cada = € A na vizinhanga V.(a), 0 que mostra que b também
€ o limite no ponto a da restricdo f,4. O facto de b, além de limite, ser
também um sublimite de f no ponto a resulta de que podemos sempre tomar
para A o proprio X. Por fim, o facto de b ser o Gnico sublimite de f no ponto
a resulta da unicidade do limite, referida em 1.5.2, que garante que nenhuma
restricdo de f pode ter um limite diferente de b no ponto a. O

64para alguns autores, a nocéo de limite de uma funcdo f: X — R num ponto a é apre-
sentada de uma forma, nao equivalente a que utilizamos em 1.5.1, que ignora o valor que
a funcdo f possa ter no ponto a e que s6 faz sentido no caso em que a é ponto de
acumulacio de X (foi essa a no¢do que o estudante encontrou no ensino secundario). E
claro que as duas formulacdes sdo equivalentes no caso em que a ¢ X. A escolha que
fizémos parece-nos apresentar algumas vantagens e, de qualquer modo, se quisermos
significar a nocéo alternativa, podemos sempre escrever

lim f(2),

Tr—a

T#a

nas notagdes que estamos a utilizar.
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1.5.7 (Exemplo) Seja f: R — R a funcéo definida por

o) =

2, sex <1,
x, sex > 1.

v A

EES

Tendo em conta 1.5.6, podemos concluir que f ndo tem limite no ponto 1, j&
que ela admite os sublimites distintos 2 e 1 nesse ponto, determinados
respetivamente pelos subconjuntos |—oo, 1] e |1, +o0[ (a primeira restrigdo é
uma fungdo constante e a segunda é a fun¢do identidade).

Vamos agora examinar uma situagcdo em que a existéncia de sublimites
convenientes garante a existéncia de limite. Trata-se do caso em que o
dominio X da funcdo é unido de dois subconjuntos A e B. O ponto a
onde se considera o limite tem que ser aderente a X e portanto, como
referimos na alinea d) de 1.3.15, tem que ser aderente a pelo menos um
dos conjuntos A e B. Duas situacdes sdo assim possiveis, ou a é aderente
a ambos os conjuntos, e entéo faz sentido considerar os sublimites corres-
pondentes, ou a é aderente a apenas um dos dois conjuntos, e apenas esse
determina um sublimite.

1.5.8 (Limites quando o dominio & uma unido) Sejam X C R, f: X — R uma
funcdo, a um ponto aderente a X e b € R. Sejam A C X e B C X dois
subconjuntos tais que A U B = X. Tem-se entdo que a a aderente a A ou a
Be:

a) Se a for aderente tanto a A como a B e se tiver

lim f(z) =b, lim f(z) =b,

€A z€EB

entdo também lim f(z) = b.
r—a
b) Se a for aderente a A e ndo for aderente a B e se se tiver lim f(z) =b
r€A
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entdo também lim f(x) = b.8°

Dem: a) Seja 6 > 0 arbitrario. Tendo em conta a existéncia de limite b no
ponto @ para a restricdo f,4, podemos considerar ¢ > 0 tal que, para cada
x € A na vizinhanga V. (a), f(x) € Vs(b). Analogamente, considerando a
restricdo f,5, podemos também considerar <" > 0 tal que, para cada = € B
na vizinhanga V.(a), f(x) € Vs(b). Sendo € > 0 0 menor dos dois nimeros
¢’ e ¢, vemos agora que, para cada = € X na vizinhanga V.(a), tem-se
também = € V. (a) e x € V.r(a) pelo que, quer no caso em que x € A quer
naquele em que = € B (e uma destas condi¢bes tem que acontecer por ser
X = AU B) vem f(z) € Vs(b). Ficou assim provado que MZ flx)=0b.

b) Seja 6 > 0 arbitrario. Tendo em conta a existéncia de limite b no ponto a
para a restricdo f,4, podemos considerar ¢ > 0 tal que, para cada = € A na
vizinhanca V. (a), f(x) € Vs(b). Apesar de agora ndo estarmos a fazer
nenhuma hipdtese sobre a restri¢do f,z, 0 facto de a ndo ser aderente a B
permite-nos considerar ¢” > 0 tal que na vizinhanga V..(a) ndo exista
nenhum elemento de B. Sendo € > 0 o menor dos dois nimeros &' e £”,
vemos agora que, para cada x € X na vizinhanca V.(a), tem-se também
x € Vo(a) e x € Vou(a) e portanto, pela segunda condicéo, = ¢ B; o facto de
se ter X =AUB implica entdo que z € A e portanto f(x) € Vs(b).
Provamos assim que qlm flx)=0b. O

1.5.9 (Exemplos) a) Seja f: R — R a fungéo definida por
1, sexz <1,
flz)= {a: sex > 1.
Tendo em conta 1.5.8, podemos concluir que Iim1 f(x) =1, j& que se tem

R =]—00,1]U]1,4+oc0[, com 1 aderente a ambos 0s conjuntos no segundo
membro, e que cada uma das restricdes de f a]—oo, 1] e ]1,4+oc[ tem limite
1 no ponto 1 (a primeira restricdo € uma funcdo constante e a segunda é a
funcéo identidade).

b) Considerando de novo a fungdo f que examindmos em a), vemos que

65Portanto, se a ndo é aderente a B, s6 os valores de f nos pontos de A sdo importantes
para a existéncia de limite b.
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Iin% f(z) = 2. Com efeito, como antes, R = |—o0, 1] U]1, +-00[, mas agora 2
xr—

ndo é aderente a |—oo, 1] pelo que a nossa conclusdo resulta de a restri¢do de
f a]l,+oo] ter limite 2 no ponto 2 (trata-se da fungio identidade).
¢) Consideremos agora a funcéo g: R — R definida por

1, sex <1
g(z) =< =, sel<z<2

V3z, se2< .

Tem-se Iim1 g(z) =1, como se pode concluir aplicando duas vezes 1.5.8, a
T—

primeira para concluir que a restri¢do de g a |—oo, 2[ tem limite 1 no ponto 1,
por isso acontecer as suas restri¢des a |—oo, 1] € a |1, 2, dois conjuntos com
1 como ponto aderente, e a segunda para obter o limite referido, por se ter
R =]—00,2[ U [2,+00[, onde 1 é aderente ao primeiro conjunto mas ndo ao
segundo.

1.5.10 (Os limites tém um carater local) Sejam X C R, f: X — R uma fungdo,
a um ponto aderente a X e b € R. Dado r > 0, 0 ponto a também é aderente
aXNV.(a)etem-se

limf(z)=0 < lim f(x)=0.

r—a r—a

zeXNV,(a)

Dem: Trata-se de consequéncias diretas de 1.3.15, 1.5.6 e 1.5.8, uma vez que
se pode escrever

X = (XNVi(a) U(X\Vi(a)),

em que 0 ponto a ndo é aderente a X \ V,(a), por a vizinhanga V,(a) ndo
intersetar este conjunto. O

1.5.11 (Propriedades especiais dos limites num ponto pertencente ao domi-
nio) Sejam X C R, f: X — Rumafuncdoea € X.
a) A funcdo f pode ter ou ndo limite no ponto a mas, se tiver, esse limite s6
pode ser f(a).56

66Por este motivo, a procura do valor de um limite num ponto a sé faz sentido no caso em
que esse ponto ndo pertence ao dominio da fungéo f, embora sendo evidentemente ade-
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b) Se a é ponto isolado de X, entéo f(a) € limite de f no ponto a.
¢) Se a é ponto de acumulagdo de X, entdo

lim £(@) = f(a) & lim f(x) = f(a).
rF#a

d) O real f(a) é sublimite de f no ponto a.

Dem: a) Suponhamos que f tem limite b no ponto a. Tendo em conta 1.5.6, a
restricdo f/(q: {a} — R também tem limite b no ponto a. Mas essa restrigéo
é constante, e portanto com limite f(a) no ponto a. Pela unicidade do limite,
tem-se assimb = f(a).

b) Sendo « ponto isolado de X, podemos escrever X = {a} U (X \ {a})
onde a ndo é aderente a X \ {a} pelo que, pela alinea b) de 1.5.8, o facto de
f(a) ser limite da fungdo constante f/;,; no ponto a, implica que f tem
limite f(a) no ponto a.

c) Sendo a ponto de acumulagéo de X, vem X = {a} U (X \ {a}) onde a &
aderente a {a} e a X \ {a} pelo que, uma vez que a fungdo constante f,;,;
tem limite f(a) no ponto «, resulta de 1.5.6 e da alinea b) de 1.5.8 que f tem
limite f(a) no ponto a se, e SO se, isso acontece a sua restricdo a X \ {a}.

d) A restricdo de f ao conjunto {a} é constante, e portanto tem f(a) como
limite no ponto a. O

1.5.12 (Limites laterais) Um exemplo de sublimites, muito utilizado na prética,

€ o constituido pelos limites laterais. Sejam X C R e a € R e notemos X_,
e X-, 0s subconjuntos de X definidos por

Xap={reX|z<a}, Xoog={zeX|z>al.

Dizemos que a é um ponto de acumulagdo a esquerda de X se a € aderente a
X, e que a é um ponto de acumulacdo a direita de X se a € aderente a
X-q. Se repararmos que X \ {a} é a unido dos subconjuntos X, e X.,,
podemos dizer que a é ponto de acumulacéo de X se, e sO se, a € ponto de
acumulagdo a esquerda ou a direita de X (cf. 1.3.15).

Suponhamos agora que f: X — R é uma funcdo. Quando a € ponto de acu-
mulacdo a esquerda de X ao limite, se existir,

lim f(),

r—a

zeXo,

que se nota também lim f(x), d&-se 0 nome de limite a esquerda de f(z)
r—a-
quando z tende para a, usando-se também a notacdo f(x) — b para expri-

mir o facto de aquele limite ter o valor b. Analogamente, quando a é ponto de
acumulacdo a direita de X ao limite, se existir,

rente a este. Quando o ponto a pertence ao dominio a Unica questéo é saber se f(a) é ou
ndo limite.
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lim (),

Tr—a
reX.,

que se nota também lim f(z), da-se o nome de limite & direita de f(x)
quando x tende para a, usando-se também a notacdo f(xz) — b para expri-
r—at

mir o facto de aquele limite ter o valor b. Repare-se que, como consequéncia
de 1.5.6 e 1.5.8, valem as seguintes relacdes entre limites e limites laterais:
a) Se a é ponto de acumulagdo a esquerda e a direita de a, entdo

Im flx)=10 @(]iﬁryff(x) =be lim f(z) =b.
r#a o

b) Se a é ponto de acumulagdo a esquerda de X mas ndo é ponto de
acumulagdo a direita deste conjunto, entdo
limf(z)=b < lim f(x)=b.

r—a -

r—a

r#a

¢) Se a é ponto de acumulacdo a direita de X mas ndo é ponto de acumulagéo
a esquerda deste conjunto, entdo

lim f(2) = b < lim f(z)=".
r#a

1.5.13 (Exemplo) Considerando o conjunto @ C R dos ndmeros racionais, que
ja referimos em 1.3.26 ser denso, podemos mesmo dizer que qualquer
namero real z € simultaneamente ponto de acumulacdo a esquerda e a direita
de Q. Com efeito, com 0 mesmo argumento entdo utilizado, dada uma vizi-
nhanca arbitraria Vs(z) = |z — 6,z + é[ de x, existem nlmeros racionais
entre  — 6 e x, que sdo assim elementos de Vi(z) NQ.,, e numeros
racionais entre x e x + 6, que sdo assim elementos de Vs(z) N Q.

1.5.14 (Os limites sdo aderentes ao contradominio) Sejam X C R um
conjunto, f: X — Y C R uma funcao a a um real estendido aderente a X tal
que exista o limite lim f(x) = b € R. Tem-se entdo que b é aderente a Y, em

Tr—a

particular b é aderente ao contradominio f(X).

Dem: Seja 6 > 0 arbitrario. Podemos considerar £ > 0 tal que, para cada
x € X na vizinhanga V.(a), f(z) € Vs(b). Escolhendo um z € X nestas
condic0es, o que é possivel por a ser aderente a X, vemos que f(x) pertence
a Y N V;s(b), em particular esta intersecdo néo é vazia. Fica assim provado
que b é aderente a Y. A afirmacdo envolvendo o contradominio resulta de
que se pode sempre considerar f como funcdo de X para f(X). O

1.5.15 (Limites de sucessfes) Uma vez que uma sucessao (u, ),en Nd0 € mais do
que uma funcdo de dominio N, ndo necessitamos apresentar uma definicdo
auténoma de limite de uma sucessdo. Observe-se, no entanto, que os reais
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estendidos aderentes a N sdo exatamente 0s nimeros naturais € +oo (N é um
subconjunto fechado de R minorado e ndo majorado) e que 0S ndmeros
naturais sdo pontos isolados de N, e portanto pontos onde o limite existe
sempre e ¢ igual ao termo correspondente da sucessdo. Por esse motivo o
Unico limite que € interessante considerar é o limite quando n tende para +oco
e notamos simplemente Ii7an u, ou limuw, o limite lim w,, quando existir,

n—-+o00

referindo-o simplemente como sendo o limite da sucessdo. Refira-se a
proposito que uma sucessdo diz-se convergente quando tiver limite finito.

O limite de uma sucessdo (u,),en € habitualmente caracterizado de uma
forma diferente, embora, naturalmente, equivalente a definicdo de limite de
uma funcdo, neste caso em +oco. Nomeadamente, um real estendido b é limite
de uma sucessdo (u,)nen S€, € SO se, qualquer que seja § > 0, existe uma
ordem a partir da qual os temos da sucesséo pertencem a Vs (b), isto é, existe
ng € N tal que, paracadan > ng emN, w,, € Vis(b).

Dem: Num dos sentidos temos uma implicacéo evidente: Se, para cada 6 > 0
existe ng € N nas condic¢des referidas, entdo, tomando ¢ = 7}7 > 0, vemos

que para cada n € N na vizinhanga V.(+00), tem-se n > l =1y, € portanto
u, € Vs(b), 0 que mostra que Iir+n u, = b. A implicacdo contraria é seme-
n—-+00

lhante mas temos que resolver um pequeno contratempo. Suponhamaos, com
efeito, que lim w, = b e seja § > 0 arbitrario. Podemos entdo considerar

n—+00
e > 0 tal que, para cada n € N na vizinhanca V.(+o0), isto é, para cada
n > 1 em N, x, € Vs(b). Seriamos assim, tentados a escolher para ng 0
ndmero % mas isso apresenta duas dificuldades: por um lado % nao tem que
ser um ndmero natural, por outro, mesmo que o fosse ficariamos a saber o
que sucede para n > ny mas ndo para n = ny. Para tornear estas dificuldades
basta, no entanto, notar que, pela propriedade arquimediana referida em
1.1.11, podemos considerar um numero natural ny > l e entdo, para cada
ndmero natural n > ny tem-se n > l e portanto u,, € Vs(b). O

1.5.16 (Sucessdes parciais) Para além das sucessOes, € Gtil em certas situagdes
considerar também sucessfes parcialmente definidas, ou sucessdes parciais.
Daremos esse nome a fungdes cujo dominio € um subconjunto J de N que
seja infinito, tendo ainda assim +oo como ponto aderente. Tal como
acontece com as sucessoes, é usual utilizar uma notagdo do tipo (uy,),es, OU
outra com um significado equivalente para designar uma sucessdo parcial.
Por exemplo, a expressdo — ndo define uma sucessdo mas ja faz sentido
pensar na sucessdo parcial ( )n>7
Tal como acontece com as sucessfes, quando se fala de limite de uma
sucessao parcial esta subentendido que se trata do limite quando n — +oo €
para este limites vale uma caracterizacdo analoga a referida em 1.5.15 para as
sucessoes.
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Até agora, apesar de tudo o que ja estudamos sobre limites, estamos muito
limitados quanto aos limites que sabemos calcular: Para além de algumas
variac0es triviais, sdo essencialmente apenas os limites das fung¢des cons-
tantes e das fungles identidade. Para aumentar o leque desses limites
vamos agora estabelecer as chamadas propriedades algébricas dos limi-
tes, que permitem determinar limites de funcbes obtidas por soma,
produto ou outras operagdes algébricas a partir de outras cujos limites
sejam conhecidos. Repare-se que, ao contrario do que acontecia nos
resultados que estabelecemos atras, em que apenas as propriedades gerais
das vizinhangas, comuns as dos diferentes tipos de pontos de R, eram
usadas, vamos agora ter necessidade de utilizar as caracterizacfes
explicitas das vizinhangas dos pontos finitos. Lembremos que, em geral,
se b € R, a vizinhanga Vs(b) = ]b — 6,b + 6] é 0 conjunto dos y € R tais
que d(y,b) < 6,onde d(y,b) = |y — b|.

1.5.17 (Limites da soma, do modulo e do produto) Sejam X C R, a € R ade-
rentea X e f, g: X — R duas fungdes tais que

lim f(z) =b, lim g(z) = ¢,
com b, ¢ finitos. Tem-se entdo:
a) lim (f(z) + g(x)) =b+c
b)  lim |f(z)| = |8
0 lim (f(x) x g(x)) =b x .

Dem: a) Seja 6 > 0 arbitréario. Aplicando a definicdo do limite das funcdes f
e g, com o nimero % > 0 como dado a partida®’, podemos considerar dois
ndmeros &’ > 0 e ¢” > 0 tais que, para cada « € X na vizinhanca V- (a), se
tenha f(z) € Vs2(b), isto &, |f(z) —b] < £, e que, para cada z € X na
vizinhanga V.»(a), se tenha g(z) € Vs(c), isto &, |g(z) — c| < 4. Escolha-
mos agora para € > 0 0 menor dos dois nimeros €' e ” e vejamos 0 que
sucede com cada = € X na vizinhanga V.(a). Ora, uma vez que se tem
simultaneamente z € Vo(a) e z € Vw(a), vem a0 mesmo tempo
|F(2) = bl < e |g(x) — c| < 3, pelo que

67A razdo por que escolhemos aplicar a definigio com o nimero 6/2 dado & partida, e néo
outro, ndo serd naturalmente clara para quem esteja a acompanhar a demonstragéo pela
ordem pela qual ela é apresentada. Qualquer nimero maior que 0 podia ter sido conside-
rado e 0 que se passa € que se verificou, eventualmente depois de alguma tentativa nao
totalmente conseguida, que, com esta escolha, no fim as “contas davam” o que neces-
sitivamos. Uma questdo analoga levanta-se, com ainda maior evidéncia, na demonstragdo
da alinea c) que apresentaremos adiante.
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(f(2) +g(x) — (b + )| = |(f(x) = b) + (g(x) — )| <
<|(f(2) = b)| +|(9(z) — 0)] <
6 6
<3tg=é

ou seja f(x)+ g(x) € Vs(b + ¢). Ficou assim provado que b + ¢ é efeti-
vamente o limite de f(z) + g(=) quando « tende para a.

b) A justificacdo é agora bastante mais direta que a dada em a). Seja, com
efeito, 6 > 0 arbitrario. Consideremos ¢ > 0 tal que, para cada x € X na
vizinhanca V(a) se tenha f(z) € Vis(b), ou seja d(f(x),b) < é. Tendo em
conta 1.1.22, vemos que, para cada = € X nessa mesma vizinhanca V(a),

d(|f ()], [b]) < d(f(z),b) <,
ou seja, | f(«)| € Vs(|b|). Concluimos assim que | f ()] — [b].
c) Seja 6 > 0 arbitrario. Uma vez que |f(z)] p— |b], podemos considerar

¢’ > 0 tal que, para cada = € X na vizinhanca V. (a), |f(z)| € Vi(]b]), em
particular

[f (@) < [b] + 1.
Considerando o numero m > 0 na definicdo do limite de f(xz) e 0

ndmero m >0 na do limite de g(x), podemos considerar ¢’ >0 e
g > 0 tais que, paracada z € X N V. (a),

|f(z) —b] < e+ 1)
e, paracadax € X N V.n(a),

_s
2(]pl +1)°

Seja € > 0 0 menor dos trés nimeros &', ¢” e . Para cada © € X N V.(a)
tem-se entéo

l9(x) —cf <

[f(@)g(x) = be| = [f(z)(g(z) — c) + (f(z) —b)c| <
< [f(@)[[(g(z) = )+ |(f(x) = b)]]e] <
< (]9 +1)2(|b6+ 0 + 2(|C|6+ 1)(|c| +1) =6,

isto &, f(x)g(x) € Vs(be). Ficou assim provado que f(z)g(x) — be quando
T — a. O

1.5.18 (Corolario) De 1.5.17 podemos concluir, sem precisar de novas demons-
tracles, que, sendo X C R, a € R aderente a X e f, g: X — R duas funcdes
tais que
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lim f(z) =0, limg(z) =c,

r—a r—a
com b, ¢ finitos, entdo
lim—g(z) = —¢, lim(f(z)—g(z))=b—c

Basta, com efeito, reparar que —g(x) = (—1) x g(x) e que f(x) — g(z) =
f(x) + (—g(z)).

1.5.19 (Coroléario) Das propriedades envolvendo os limites da soma e do pro-
duto de duas funcgdes estabelecidas em 1.5.17 resultam facilmente por indu-
¢cdo matematica propriedades analogas para as somas e o0s produtos de um
numero finito de fun¢des, nomeadamente:

Sejam X C R, a € R aderente a X e fi, fs,..., fr: X — R funcdes admi-
tindo limites finitos
lim fi(z) = by, lim fo(z) =ba, ... lim fi(z) = by

r—a
Tem-se entdo

lim (fy(x) + folw) + - + fila)) = by + by + -+ by,

r—a

lim (fi(z) x fo(z) x -« x fe(x)) = by X by X -+« X by.

Tr—a

Em particular, considerando k vezes a mesma fungdo, vemos que, se
f: X — R tem limite finito b quando x tende para a, entdo, para cada inteiro
k>0,

lim f(z)* = b*

r—a
(o caso k = 0 é trivialmente verdadeiro).

1.5.20 (Exemplo) Utilizando os resultados precedentes, j& ficamos com um leque
mais alargado de fungdes cujo limite sabemos determinar. Por exemplo

lim (' +2c+3)= (D' +2x (1) +3=2.

1.5.21 (Limite do inversof8) Sejam X C R, f: X — R\ {0} uma fungdo e
a € R aderente a X tal que lim f(x) =b € R\ {0}. Tem-se entdo

lim L _1
2L F@ b
68N3z0 confundir o inverso da funcio f, que é a funcdo que a x associa o inverso +1- de

f(@)
f(z), com a fungéo inversa da fungdo f, que definimos em 1.4.11, no caso em que f é

injetiva.
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Dem: Seja ¢ >0 arbitrario. Uma vez que |f(z)| — |b| > 0, podemos
considerar ¢’ > 0 tal que, para cada « € X na vizinhanga V- (a),

£ € Vil =112, 220

em particular | f(z)| > |b|/2. Considerando o nimero

8 |b]*

622

>0

podemos considerar ¢” > 0 tal que, para cada = € X na vizinhan¢a V.»(a),
f(z) € Vg(b), isto é | f(x) — b| < &'. Sendo € > 0 0 menor dos dois nimeros
¢’ e ¢”, vemos agora que, para cada = € X N V.(a),

1 1 |b — f(z)] 28
— — - < = =0,
fl)y bl @Il P
isto é 775 € Vi (3). O
1.5.22 (Corolério) Sejam X C R, f: X - Re ¢g: X — R\ {0} duas funcdes e
ac R aderente a X tal que lim f(z)=beRe limg(z)=ceR\{0}.
Tem-se entdo

f(z)

lim —— = b
a=a g(z) o

f@) _ L
o = F@) x5

O estudo, neste momento, da propriedade que apresentamos em seguida
pode ser considerado, de certo modo, um “luxo”, uma vez que o resultado
poderé ser obtido com muito menos trabalho depois de estudarmos, como
faremos numa seccdo adiante, as propriedades das inversas de funcBes
continuas. O mesmo se pode dizer alias do resultado 1.1.15 que garante a
existéncia de raizes quadradas. Fazemo-lo com o objetivo de podermos
resolver no fim deste seccdo alguns exercicios sobre a determinacdo de
limites envolvendo raizes quadradas e também porque a demonstragdo
que apresentaremos ilustra uma ideia (multiplicacdo pelo “conjugado”)
que € utilizada com frequéncia nalguns levantamentos de indeterminagéo.

1.5.23 (Limite da raiz quadrada) Sejam X C R, f: X — [0, +oo[ uma funcdo
e a € R aderente a X tal que f(x) — beR.Tem-seentdob > 0e

lim /f(z) = V/b.

r—a

Dem: O facto de se ter b > 0 é uma consequéncia de 1.5.3 (ou, alternativa-
mente, de 1.5.14 e do facto de [0, +oo] ser um conjunto fechado). Vamos
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tratar separadamente os casos em que b = 0 e em que b > 0.

1) Suponhamos que b = 0. Dado ¢ > 0 arbitrario, podemos, partindo do
namero 62 > 0, considerar ¢ >0 tal que, para cada = € X NV.(0),
f(x) € Vg(0), portanto 0 < f(z) < §2. Tendo em conta a monotonia da raiz
quadrada (cf. 1.4.23) tem-se, para cada x nessas condiges 0 < +/ f(x) < 6,
em particular y/ f(z) € Vs(0), 0 que mostra que se tem efetivamente

V@) — 0= V.

2) Suponhamos que b > 0. Dado § > 0 arbitrario, podemos, partindo do
nimero §1/b > 0, considerar ¢ >0 tal que, para cada z € X N V.(0),
f(x) € Vs s (b), isto & |f(x) —b] < §+/b. Para cada z nessas condicdes
tem-se entéo

|M—ﬁ\ﬁ¢£§+\/\_
@b _ovh
SV

ou seja, /f(z) € Vs(1/b), 0 que mostra que se tem efetivamente

V@ — Vi 0

r—a

Faltam-nos neste momento resultados que permitam estabelecer a existén-
cia de limites quando se consideram também limites infinitos. Esses resul-
tados costumam ser enunciados na forma de mnemonicas que o estudante
decerto ja encontrou.

1.5.24 (As mnemdnicas
—(400) = —o0, —(—00) =
|[+o00| =400,  |—oo| =+o0 )
Sejam a um real estendido aderente a um conjunto X C Re f: X — R uma
funcdo.
a) Se f(x) — +oo, entdo — f(x) — —ooe |f(x)] — oo
b) Se f(x) —> —oo, entdo —f(z) — +oo e |f(z)| — +o0.
Dem: Trata-se de consequéncias diretas das defini¢ces, se repararmos que,
dado 6 > 0, tem-se

f(x) € Vs(+00) = —f(x) € Vs(—o0) e |f(z)| = f(z) € Vs(+00),
f(@) € Vs(—o0) = —f(z) € Vs(+o0) & |f(z)| = —f(x) € V5(+00). T
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1.5.25 (Caracterizacdo alternativa dos limites infinitos) Sejam a um real
estendido aderente a um conjunto X C R e f: X — R uma funcdo. Tem-se
entdo:

a) llm f(z) = +o0 se, e s6 se, qualquer que seja M € R, existe e > 0 tal

que, para cada x € X navizinhanga V. (a), f(z) > M.
b) lim f(z) = —co se, e s6 se, qualquer que seja M € R, existe ¢ > 0 tal

que, para cada « € X navizinhanga Vz(a), f(z) < M.

Dem: Vamos justificar apenas a), uma vez que a conclusdo de b) resulta de
aplicar a) a funcdo que a z associa —f(z) (z — —f(x)). Comecemos por
supor que, qualquer que seja M € R, existe ¢ > 0 tal que, para cada x € X
na vizinhanga V(a), f(z) > M. Dado 6 > 0 arbitrario, podemos aplicar a
nossa hipotese tomando M = % considerando ¢ > 0 tal que, para cada
€ XNV.(a), f(z) > %, ou seja, f(z) € Vs(+o0). Ficou assim provado
que Jl_rg f(x) = +o00. Suponhamos reciprocamente que chl_>n(1l f(z) = +oc.
Seja M € R arbitrario. Nado podemos aplicar diretamente a definicdo
tomando 6 = % uma vez que ndo estamos a supor M > 0. No entanto
podemos considerar, por exemplo M’ =max{M,1} e, considerando
§ = 47 > 0, podemos considerar £ > 0 tal que, para cada = € X N V.(a),

f(x) € Vs(+o0), portanto f(z) >+ = M’ > M. O
1.5.26 (As mnemonicas

(+00) + (+00) = +00, (+00) +b = +oo,

(—00) + (—00) = — o0, (—00) +b=—00)
Sejam a um real estendido aderente a um conjunto X CRe f,¢: X — R
duas funcoes.
a)Se limf(z) = +ooe Ilmg(m) = 400, entéo |Im(f(x) + g(z)) = 4o0.
b) Se limf(z) = g(z) =b € R, entdo I|m(f(x) +g(z)) = +o0.
c)Se limf(zr) = —oce Ilmg(a:) —o0, entdo ,Ilm(f( x) + g(x)) = —oc.
b) Se limf(z) =
Dem: a) Seja 6 > 0 arbitrario. Consideremos ¢’ > 0 e ¢” > 0 tais que, para
cada z € XNVu(a), f(x) € Vs(+o0) e que, para cada = € X N V.(a),

g(z) € Vs(4+00). Sendo € > 0 0 menor dos dois nimeros ¢’ e £”, vemos que,
paracada z € X N V.(a), tem-se f(z) > 1 e g(z) > %, donde

1 1 1
f(x)+g(:c)> g-i-g > 3
ou seja, f(x) + g(x) € Vs(+00). Tem-se assim f(x) + g(x) — +o0.
b) Seja 6 > 0 arbitrario. Consideremos &” > 0 tal que, para cada z € X em

Vor(a), g(z) € Vi(b), em particular g(x) > b — 1. Aplicando 1.5.25 com

M = % — (b —1), podemos considerar &’ > 0 tal que, para cada = € X em

=+ooe I|m

=—o00e lmg(w) =b € R, entéo liﬂl(f(x) +g(z)) = —o0.
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Vo(a), f(z) > § — (b—1). Sendo € > 0 0 menor dos dois niimeros £’ e £”,
vemos que, para cada xz € X N V.(a), tem-se

F@) +gfa) > 5 — (b= 1)+ (b 1) =

SN

ou seja, f(x) + g(x) € Vs(+00). Tem-se assim f(x) + g(x) — +o0.

¢) Em vez de fazer uma demonstracdo analoga a de a), € mais facil aplicar
1.5.24 e 0 que se viu em a), reparando que se tem entdo lim—f(z) = +oco €

r—a

lim—g(x) = +o0 e portanto

—(f(x) + g(x)) = (= f(2)) + (=g(2)) — +o0,

r—a

donde, para o seu simétrico, f(z) + g(x) — —oo.

d) Analogamente ao que se fez em c), aplicamos 1.5.24 e o que se viu em b),
reparando que se tem entdo lim—f(z) =4oco e lim—g(z)=-becR e
T—a r—a

portanto

—(f(@) + 9(x)) = (= f(2)) + (=9(2)) — +o0,

T—a

donde, para o seu simétrico, f(x) + g(x) — —o. |

T—a

1.5.27 (As mnemdnicas
(+00) X (+00) = +00, (400) X pos = +o0)

Sejam a um real estendido aderente a um conjunto X CRe f,¢: X — R
duas func0es.
a) Se f(x) — tooe g(zx) — oo, entdo f(z) x g(x) — +oo.

b) Se f(x) — +ooeg(x) — b €]0,+oo[entdo f(z) x g(z) — +oc.

Dem: a) Seja 6 > 0 arbitrario. Consideremos ¢’ > 0 e &” > 0 tais que, para
cada z € X NVu(a), f(x) € Vs(+o0) e que, para cada = € X NV.(a),
g(x) € V1(+00). Sendo € > 0 0 menor dos dois nimeros &' e £, vemos que,
paracada z € X N V.(a), tem-se f(z) > { e g(z) > 1, donde

f@) % glw) > 5 x 1= 5,

ou seja, f(x) + g(z) € Vs(+00). Tem-se assim f(x) + g(x) — +o0.

b) Seja § > 0 arbitrario. Consideremos os nimeros §' > 0 e §” > 0 definidos
por &'=% e §" =% e, a partir destes, ¢’ >0 e £” > 0 tais que, para cada
z€XNVa(a), f(z)€ Vy(+00), isto & f(z)> 5, e que, para cada
€ XNVala), g(z) € Ver(b) =15, 2, em particular g(z) > 2. Sendo
€>0 o menor dos dois nimeros & e &”, vemos que, para cada

z € X NV.(a), tem-se f(z) > 2 e g(z) > &, donde
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@) x g@) > 2 x 2 =1

ou seja, f(x) x g(x) € Vs(+00). Tem-se assim f(x) x g(x) — +o0. O

1.5.28 (Nota) Ao contrario do que fizémos em 1.5.26, e com o objetivo de ndo
tornar o texto desnecessariamente pesado, abstivémo-nos de enunciar em
1.5.27 as conclusdes que se deduzem diretamente das enunciadas em a) e b)
por utilizacdo da propriedade 1.5.24. Como exemplo, se f(x) —too e

g(x) — —o0, entdo f(x) x g(x) — —oo, UMa vez que se tem
Tr—a T—a

—(f(z) x g(x)) = f(x) x (=g(x)) = +o0,

r—a

por ser também —g(x) — +oo. Como outro exemplo, se f(z) o ooe
g(z) — b € ]—00,0][, entdo f(x) x g(z) —> 00, UMa vez que se tem

f(@) x g(z) = (= f(x)) x (=g(x)) — +o0,

Tr—a
por ser —f(x) — +oo & —g(x) — —b € ]0, +-o0[. Limitamo-nos assim a

destacar, juntamente com aquelas, as mnemanicas que se somam as referidas
em 1.5.27 e onde pos e neg significam respetivamente um ndmero real maior
que 0 e um ndmero real menor que 0:

(+00) X (+00) = +o00, (400) X pos = —+o0,
(+00) X (—o0) = —00, (400) X neg= —oo,
(—o0) X (+00) = —00, (—o0) X pos = —o0,
(—o0) X (—o0) = +o00, (—o0) X neg= +oo.

Note-se também que no contexto de 1.5.26 e 1.5.27 ha “candidatos a mnemo-
nicas” que ndo conduzem a resultado e que constituem o que se costuma
designar por indeterminag¢des, nomeadamente

(+00) + (—o0), oo x 0.

Classificar a primeira como uma indeterminagdo corresponde a afirmar que,
de se saber que lim f(z) =400 e limg(z) = —oc, ndo se pode concluir,
r—a r—a

por si s8, a existéncia ou ndo de limite quando x tende para a de f(x) + g(x)

nem, em caso de existéncia, o valor desse limite. Quanto a segunda, 0 que

queremos significar é que, de se saber que lim f(x) é igual a +co oua —oco e
Tr—a

que lim g(z) = 0 ndo se pode concluir nada sobre a existéncia ou o valor do
r—a

limite quando z tende para a de f(z) x g(z). Existem técnicas, algumas das
quais o0 estudante ja conhece do ensino secundario, para levantar
indeterminacdes, isto é, para determinar os limites de fun¢des nalguns casos
em que a aplicacédo direta das regras algébricas dos limites e das mnemonicas
gue examinamos conduzia a uma das indeterminagdes referidas.
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1.5.29 (Exemplo) Suponhamos que se pretende calcular o limite lim z? — z. Se

r—+400
repararmos que, pelas mnemoénicas do produto, 2> e —z tém respetivamente
limites +00 e —oo quando z tende para +oo, verificamos que estamos na
presenca de uma indeterminacéo do tipo (4+-c0) 4+ (—o0). No entanto, conse-
guimos levantar a indeterminagdo substituindo a expressio x> — = noutra
equivalente. Tem-se assim, uma vez que

lim z—1=(400) 4+ (—1) = 400,

r—+00

lim 22—z = lim z(z — 1) = (+00) x (+00) = +00.

T—+00 T—+00

1.5.30 (As mneménicas (+o00)* = +oo e (—oo)¥ = %00, com k natural)
Sejam a um real estendido aderente a um conjunto X C R, f: X — R uma
funcoe k € N.

a) Se lim f(zx) = 400, entdo lim f(z)* = +c0.
r—a
b) Se lim f(x) = —oo, entdo I|m f(x)¥ = 400 se k pare lim f(z)" = —oco

se k impar.
Dem: Estas conclusdes resultam facilmente por inducdo em k a partir da
propriedade na alinea a) de 1.5.27 e das respetivas variantes referidas na nota
1.5.28, se repararmos que se pode escrever f(z)"™! = f(z)? x f(z). O
1.5.31 (As mnemdnicas
1 _, L _. 1 |
+oo o 0F T o T

Sejam a um real estendido aderente a um conjunto X C Re f: X — R\ {0}
uma funcdo.

a) Se lim f(x) = 4+ocoou lim f(x) = —oo, entdo lim ﬁ —0.
b) Se lim f(z) = 0e f(X) C |0, +ocf, entdo lim ( 5 = Fo0.
¢) Se lim f(z) = 0e f(X) C]—o0,0[, entdo I|m f(lJD) = —oo0.

Dem: a) Comecemos por supor que lim f(x ) +00. Seja 6 > 0 arbitrario.

Escolhamos > 0 tal que, para cada z € XﬂV( ), f(z) € Vls(+oo)

Sendo z € X na vizinhanca V.(a) tem-se f(x) > a’ donde 0 < ( <be

portanto (1) € V5(0). Provamos assim que lim f(w) =0. O caso em que
r—a

lim f(z) = —oo reduz-se ao ja examinado pelo método habitual de utilizar

r—a

1.5.24: Tem-se lim — f(x) = 400 donde, como ja vimos

Tr—a
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0 que implica que lim ﬁ =-0=0.

b) Seja 6 > 0 arbitrario. Podemos escolher £ > 0 tal que, para cada = € X na
vizinhanga V.(a), f(z) € V5(0) e portanto, como f(z) e ]O +oo[ tem-se

0 < f(x) < é. Paraum tal x tem-se assim (1) > 5* isto é, & € Vs(400),

0 que mostra que I|m f(L) = +o0.
c) Uma vez que —f( );Ha —0 =0, agora com —f(z ) 10, +o0], 0 que
vimos em b) garante que —f(1/> 7f( 5 o o0 donde :) — —%. O

1.5.32 (Mnemoénicas envolvendo o quociente) Analogamente ao que fizémos
em 1.5.22 para obter uma propriedade algéebrica do limite do quociente a
partir das propriedades sobre o limite dum produto e o limite do inverso,
também agora podemos obter mnemonicas envolvendo limites infinitos a
tendo em conta as mnemonicas referidas em 1.5.28 e 1.5.31.

Por exemplo, a mnemonica

b
+o0

significa que, dadas fungdes f: X — R e ¢X — R\ {0} e um real
estendido a aderente a X e tal que lim f(z) =be R e limg(zx) = £oo,
T—a r—a

entio lim L2 =pe pode ser simplesmente explicada com a observacdo que
glx

z—a 9(7)

an f(@) _ 1
se tem entdo 75 = fx) x q(L onde ](L)

outras mnemonicas do mesmo tipo, cujos significados e demonstracfes sdo
analogos e onde os simbolos pos e neg se referirdo, como atrds a nimeros
reais maiores que 0 e menores que 0 respetivamente:

— 0. Destacamos em seguida
r—a

too = +o00, oo = 00, P = —+o0,
o+ pos o+
oo, Feo_  omeg_
—Ooo ﬁig z?os
ot~ pos . 2 o= T %@
—oco —oco neg
0 Foo neg Foo 0 oo

Costuma-se também classificar, com significado anédlogo ao referido em
1.5.28, 0s quocientes

como indeterminagoes.

1.5.33 (Exemplo) Vamos apresentar mais um exemplo de levantamento de
indeterminacdo. Apesar de se tratar de um tipo de indeterminagdo com que



85. Limites de funcdes e de sucessdes 93

certamente o estudante ja trabalhava no ensino secundario, apresentamo-lo
com o convite para que seja examinado 0 modo como algumas das proprie-
dades atrés sistematizadas sdo aplicadas. Trata-se de determinar o limite

. 3zt —1
lim —.
a—+oo 2zt + 22 + 5

Se calcularmos separadamente os limites do numerador e do denominador
constatamos que sdo ambos iguais a +oo, e portanto estamos em presenca de
uma indeterminagdo do tipo 2. No entanto, transformando a expressdo nou-
tra equivalente, depois de reparar que R = {0} U (R \ {0}), onde +oc0 ndo é
aderente a {0}, para aplicar a alinea b) de 1.5.8, vemos que

. 3zt —1 . 3zt —1
Iim —— = 1i —_— =
z—too 2t + 22 +5  a—too 22t 42245
x#0
_ 3- 4 3
:Ilm ﬁ:—.
T=t00 24 5 4 5 2
270 T T

1.5.34 (A mnemonica 4/ +o0o = +o00) Sejam a um real estendido aderente a
XCRe f: X —[0,400] uma funcéo tal que lim f(x) = +oc0. Tem-se
r—a

entdo lim /f(z) = +oo0.

Dem: Seja ¢ > 0 arbitrario. Partindo do nimero 62 > 0, podemos considerar
e > 0 tal que, para cada = € X N V.(a), f(z) € Vi(+00), isto é f(z) > .
Para z € X NV.(a), vem entdo \/f(z) > 3, isto é, \/f(z) € Vs(+o0), 0
que mostra que \/ f(x) — +oo. O

1.5.35 (Exemplo) Tentemos determinar o limite da sucessdo (z,),en definida
por z, = \/n+1—/n. Uma vez que \/n+1— +oo e /n — +o0,
uma tentativa direta de determinar o limite conduzia a uma indeterminacéo
do tipo (4o00) + (—o0). No entanto, utilizando uma ideia que o estudante
possivelmente ja encontrou, conseguimos levantar a indeterminacéo:

: ey i YR —Vn)(Vn+1+,/n)
lim(v/n+1—+/n) = lim Jaiii =

Cim 2t 1

vVn+l+y/n +0

1.5.36 (Limite da fun¢do composta) Sejam X C R e Y C R dois conjuntos e
f:X =Y e g¢Y — R duas funcbes e consideremos a fun¢do composta
go f: X — R. Sejam a, b, c € R, com a aderente a X e b aderente a Y/, tais




94 Cap. I. Nameros reais e limites

que lim f(z)="be Iin} g(y) = ¢.89 Tem-se entdo que go f tem limite c
r—a y—0
quando x tende para qa, isto é, lim g(f(z)) = c.
r—a
Com uma nota¢do porventura mais sugestiva, podemos assim escrever

Se f(z) ;= begly) ——; c.entdo g(f(z)) — c.

Dem: Seja p > 0 arbitrdrio. Tendo em conta a existéncia de limite para a
funcdo g, podemos considerar 6 > 0 tal que, para cada y € Y na vizinhanca
Vs(b), g(y) € V,(c). Tendo em conta agora a existéncia de limite para a
funcéo f, consideramos e > 0 tal que, para cada « € X na vizinhanca V.(a),
f(z) € Vs(b) donde, por ser f(x) €Y, podemos tomar y= f(z) na
concluséo acima para concluir que g(f(x)) € V,(c). Ficou assim provado
que go f: X — R tem limite ¢ quando z tende para a. O

1.5.37 (Exemplo) Uma nocdo que seré estudada adiante mas que o estudante ja
encontrou no ensino secundario é a de derivada de uma fungdo f:R — R
num ponto a € R. 70 Trata-se do limite, se existir

ota

Considerando a fungdo ¢:R\ {0} — R\ {a}, definida por ¢(h) = a + h,
para a qual se tem ¢(h) = @, VEMOS que, no caso em que f tem derivada

h—0

no ponto a, tem-se também

f’(a) :}IIILTE] f(a+h})L_f(a)_
h#0

Repare-se que por um processo analogo, que o estudante é convidado a
explicitar, pode-se verificar que, reciprocamente, a existéncia deste dltimo
limite implica a existéncia do limite que define a derivada de f no ponto a.

1.5.38 (Limites laterais de fun¢Bes mondétonas) Sejam X CcRe f: X — R
uma funcdo crescente (respetivamente decrescente). Tem-se entdo:
a) Se +oo € aderente a X, entdo existe o limite “T f(z), que é igual ao

supremo (respetivamente infimo) do contradominio f(X).
b) Se —co é aderente a X, entdo existe o limite lim f(z), que é igual ao

T——00

infimo (respetivamente supremo) do contradominio f(X).

69A utilizagio da variavel y na fungdo g, distinta da variavel 2 utilizada para a funcio f,
ndo é evidentemente obrigatdria, podendo utilizar-se a mesma variavel nos dois contex-
tos. E, no entanto, comummente considerado que o uso de duas variaveis diferentes no
contexto de uma fungéo composta (tal como no duma fungdo inversa) facilita a intuicéo.
"Opara simplificar a apresentagio do exemplo estamos a supor que o dominio é a
totalidade de IR, o que nédo é evidentemente necessario).
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c) Se a € R é um ponto de acumulacdo & esquerda de X, entdo existe o
limite & esquerda lim f(x), que é igual ao supremo (respetivamente infimo)
r—a”

do conjunto f(X.,) dos f(z)comz € Xex < a.
d) Se a € R é um ponto de acumulacdo a direita de X, entdo existe o limite a
direita .Iim+f(x), que € igual ao infimo (respetivamente supremo) do

conjunto f(X,) dos f(z)comz € Xex > a.

¥ v i

Dem: a) Seja b € R o supremo (respetivamente infimo) de f(X). Sejaé > 0
arbitrario. Tendo em conta 1.3.18, b é aderente a f(X) pelo que existe c € X
tal que f(c) € Vs(b). Sejae > 0 tal que ¢ ¢ V.(400). Como V(+oc) é um
intervalo, para cada x € X em V.(4+c0), tem-se entdo z > ¢ donde
b> f(x) > f(c) (respetivamente b < f(z) < f(c)) e portanto, por Vs(b)
ser um intervalo, f(z) € V5(b). Provdmos assim que f(z) w:wb.

b) Seja b € R o infimo (respetivamente supremo) de f(X). Seja 6 >0
arbitrario. Tendo em conta 1.3.18, b é aderente a f(X) pelo que existe c € X
tal que f(c) € Vs(b). Sejae > 0 tal que ¢ ¢ V.(—o0). Como V.(—o0) é um
intervalo, para cada =z € X em V.(—o0), tem-se entdo z < ¢ donde
b < f(z) < f(e) (respetivamente b > f(x) > f(c)) e portanto, por Vs(b)
ser um intervalo, f(x) € Vs(b). Provdmos assim que f(x) b

c) Seja b € R o supremo (respetivamente infimo) de f(X_,). Seja 6 > 0
arbitrario. Tendo em conta 1.3.18, b é aderente a f(X.,) pelo que existe
c € X, tal que f(c) € Vs(b). Seja e > 0 tal que ¢ ¢ V.(a). Como V.(a) é
um intervalo, para cada = € X, em V.(a), tem-se entdo x > ¢ donde
b> f(x) > f(e) (respetivamente b < f(x) < f(c¢)) e portanto, por Vs(b)
ser um intervalo, f(x) € Vs(b). Provdmos assim que f(x) H—aib'

d) Seja b € R o infimo (respetivamente supremo) de f(X-,). Seja 6 > 0
arbitrario. Tendo em conta 1.3.18, b é aderente a f(X-,) pelo que existe
c € X, tal que f(c) € Vs(b). Seja e > 0 tal que ¢ ¢ V.(a). Como V.(a) é
um intervalo, para cada = € X., em V.(a), tem-se entdo z < ¢ donde
b < f(z) < f(c) (respetivamente b > f(x) > f(c)) e portanto, por Vs(b)
ser um intervalo, f(z) € V5s(b). Provdmos assim que f(z) == b. O
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1.5.39 (Corolario) Sejam X C R, f: X — R uma funcéo crescente (respetiva-
mente decrescente). Tem-se entao:
a) Se a € R é um ponto de acumulagéo & esquerda de X, entdo, para cada
yeX comy>a, limf(z) < f(y) (respetivamente lim f(z) > f(y)),

em particular, se a ndo for méaximo de X, lim f(z) é finito.
r—a~

b) Se a € R é um ponto de acumulacdo & direita de X, entdo, para cada
y€ Xcomy <a, f(y) < lim f(x) (respetivamente f(y) > lim f(z)), em
r—at r—at

particular, se a ndo for minimo de X, lim f(z) € finito.
T—a

c) Se a € R é simultaneamente ponto de acumulagéo & esquerda e a direita de
X, entdo lim f(z) < lim f(y) (respetivamente lim f(z) > lim f(y)),
T—a~ y—at r—a~ y—at

onde ambos os limites laterais séo finitos.

Dem: A alinea a) resulta de f(y) ser entdo um majorante (respetivamente
minorante) do conjunto f(X.,) e portanto ser necessariamente maior ou
igual (respetivamente menor ou igual) ao seu supremo (respetivamente infi-
mo). A alinea b) tem uma justificagdo analoga. A alinea c) resulta de a) uma
vez que, por esta, Lllﬁr(r} f(x) é um minorante (respetivamente majorante) do

conjunto f(X-,) e portanto menor ou igual (respetivamente menor ou igual)
ao seu infimo (respetivamente supremo). O

1.5.40 (Limites por enquadramento) Sejam X C R, a € R aderente a X e
f: X — R uma funcéo.
a) Se existirem fungdes g,h: X — R com limg(z) = limh(z) =b € R e,

Tr—a Tr—a

paracada z € X,
g(x) < f(z) < h(x)ouh(z) < f(z) < g(z),
entdo também !m f(z) =0.

b) Se existir uma fungdo ¢g: X — R com limg(x) = +oco e, para cada

r—a

z € X, g(x) < f(z), entdo também lim f(z) = +oc.
c) Se existir uma fungdo h: X — R com limh(z) = —oco e, para cada

T—a
z € X, f(z) < h(z), entdo também l'”l flx) = —c0.
Dem: a) Seja 6 > 0 arbitrario. Podemos entdo considerar ¢’ > 0 e ¢’ > 0 tais
que, para cada z € X N V. (a), g(z) € Vs(b) e, para cada =z € X N V. (a),
h(z) € Vs(b). Sendo € > 0 0 menor dos dois nimeros ¢’ e £, vemos agora
que, para cada x € X NV.(a), g(x) e h(x) pertencem simultaneamente a
Vs(b) e portanto, por esta vizinhanga ser um intervalo, também f(z), que é
um daqueles dois reais ou estd entre eles, pertence a Vj(b). Ficou assim
provado que f(x) — b.

b) Seja 6 >0 arbitrario. Existe entdo >0 tal que, para cada
z € XN V.(a), g(x) € Vs(+00) =]}, +00] e portanto, por ser g(z) < f(z),



85. Limites de funcdes e de sucessdes 97

também f(z) € ]%, +oo] = Vs(400). Provadmos assim que f(x) — +oo.

¢) Podiamos dar uma justificacdo andloga a dada em b), mas também
podemos reduzir-nos & conclusdo ja obtida reparando que —h(z) < —f(z) e
que —h(x) — +0o0, donde — f(x) — tooe f(z) — —o.

1.5.41 (Exemplos) a) Seja f:]0, +oo[ — R a fungdo definida por f(z) = %
Sabemos que Iirp % = +1OO = 0, mas ndo sabemos nada sobre o limite da

funcdo sen(x) pelo que ndo podemos aplicar nenhuma das propriedades
algébricas dos limites para determinar o limite da funcdo. No entanto, como
um seno esta sempre entre —1 e 1, podemos escrever —% < flz) < % onde
—% —0 e % — 0. Podemos assim concluir, por enquadramento, que
f@) — 0.

b) Consideremos a fungdo int: R — Z, onde int(z) é a parte inteira de z,
definida em 1.1.13, portanto int(z) = p, para x € [p, p + 1[, com p € Z. Uma

vez que, paracada z € R, int(z) < z < int(z) + 1, vem
z—1<int(z) <,
0 que nos permite concluir, por enquadramento, que

lim int(z) = —oo, lim int(z) = +oo.
T——00 r—+00

Vamos agora examinar outros exemplos de aplicacdo da determinacéo de
limites por enquadramento que tém um carater mais geral e que serdo
utilizados frequentemente.

1.5.42 (Caracterizagdo alternativa dos limites finitos) Sejam X C R, a € R
aderente a X e f: X — R uma fun¢éo. Tem-se entdo:
a) lim f(x) =0se,esose, lim|f(x)] =0.
r—a r—a

b) Mais geralmente, para cadab € R, lim f(xz) = b se, e s6 se,

Tr—a

lim d(f(z),b) = lim|f(z) — b| = 0.

Dem: a) J& vimos na alinea b) de 1.5.17 que, se lim f(z) = 0 entdo também
lim|f(z)| = 0. Supondo, reciprocamente, que lim|f(x)| =0, tem-se
também lim—| f(z)| = 0 e portanto, pelo enquadramento

—|f(@)] < flx) <[f ()],

concluimos que limf(z) = 0.
b) Como consequéncia da alinea a) de 1.5.17, vemos que, se lim f(z) = b,

Tr—a
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entao

lim (f(z) — b) = lim f(z) + (—b) = 0,

r—a r—a
e portanto lim|f(z) — b| = 0. Reciprocamente, se lim|f(x) — b| = 0, vem
Tr—a r—a
lim(f(z) —b) = 0 e portanto
Tr—a

lim f(z) = lim((f(z) —b) +b) =0+ b = b. O

r—a r—a

1.5.43 (Mneménica limitado x 0) Sejam X C R, a € R aderente a X e
f,9: X — R duas fungBes. Se f é uma funcéo limitada e lim g(x) =0,

entdo lim f(z) x g(z) = 0.

Dem: Tendo em conta 1.1.20, seja M > 0 tal que |f(z)| < M, para cada
x € X. Tem-se ento, para cada x € X,

0 < |f(x) x g(z)| = |f(2)] x |g(x)| < M|g(z)],
onde lim M|g(x)| = M x 0 =0 pelo que deduzimos, por enquadramento,
que lim |f(x) x g(z)| = 0, donde, por 1.5.42, lim f(z) x g(z) = 0. |

Nos préximos resultados os limites envolvidos serdo limites de sucessoes.
O importancia do primeiro acaba por ser maior do que o enunciado talvez
fizesse prever.

1.5.44 (O limite de =) Sejam (z,,)necn UMa sucessdo de numeros reais e a € R
um real estendido tal que x,,,1 — . Tem-se entdo
n—-1+00o
R X
lim =% =a.
n—-+oo M
Dem: Vamos tratar separadamente 0s casos em que a € R, a = 4o €
a = —oo, comegando, no primeiro caso, por examinar o caso em que a = 0.
1) Suponhamos que x,+1 — x, — 0. Seja 6 > 0 arbitrario. Comecemos por
considerar ny € N tal que, para cadan > ng, T,11 — z, € Vs2(0), OuU seja
)
|mn+1 - mn,| < 5
Uma vez que a sucessdo n +— ﬂ também tem limite 0, podemos, do mesmo
modo, considerar n; € N tal que para cada n > nq,

=

Sendo ny 0 maior dos dois nimeros naturais n, e ny, vemos agora que, para
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cada n > no, vem, em particular, n > ng e n > n; donde

|ﬂ| _ |xnn + (xng-&-l - xng) + (xng-&-Z - xng-&-l) + -+ (xn - xn—l) | <
n n -
< |%| + |-'17n0+1 - -'L'n0| + ‘xnngQ - ’::nng1| + -+ |-75n - xn71|
5 (n—mgp) g 5 6
<2 iy,
2 2 + 2

2) Suponhamos agora, mais geralmente, que x,,1 — z, — a € R. Conside-
remos uma nova sucessdo (y,).en definida por y,, = =, — an e reparemos
que se tem

Yn+1 — Yn = ('TTL+1 - a(n + 1)) - (xn - an) =
=(xp1 —apn) —a—a—a=0.

Aplicando a concluséo de a) a esta nova sucessao, concluimos que lim £ = 0
e portanto tem-se

x an
lzﬁz%—l—a—»(ﬂ—a:a.
n n n

3) Suponhamos que x,.1 — x, — +oco. Seja 6 > 0 arbitrario. Comecemos
por considerar ny € N tal que, para cada n > ng, Z,41 — 2, € Vi 2(400), ou
seja

2

5

Uma vez que a sucesséo n — I—no tem limite 0, podemos considerar n; € N
tal que, para cadan > ny, =2 € V;5(0) = ]—1, +[, em particular,

Tpyl — Ty >

Ty 1

n §
Sendo ny 0 maior dos dois nimeros naturais n, e ny, vemos agora que, para
cada n > no, Vvem, em particular, n > ng e n > n; donde

ﬂ _ Ty + (1‘71()+1 - xng) + (1‘71()+2 - ITZ(H’l) + -+ (x'n - xnfl)

>
n n
> _1 + ($n0+1 — Tp,) + ($n0+2 —$n0+1) + oo+ (T — xp1)
6 n
- 1+(n—n0)x%> 1+2_1
6 n 6 6 6
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ou seja = € Vs(+00), 0 que mostra que

. Tn
lim — = 4o0.
n—-+oo M,
4) Suponhamos enfim que x,,1 — z, — —oo. Consideremos uma nova
sucessao (yn)nen definida por y,, = —x,, e reparemos que se tem

Yn+l — Yn = _(xn+1 - xn) — +00.

Aplicando a concluséo de a) a esta nova sucesséo, vemos que lim - = +oo e
portanto tem-se

Iy Yn
n n

1.5.45 (Sucessdo exponencial de base maior que 1) Seja b > 1 um real fixado e
consideremos a sucessdao de nimeros reais que a n € N associa b", a que se
dé o nome de sucessdo exponencial de base b. 71 Tem-se entdo:

a) A sucessdo b™ é estritamente crescente e tem limite +o0o. Em particular
b" > 1.
b) De facto pode-se afirmar mais: Para cada nimero inteiro k > 0, tem-se

— — 400, 72

nk
Dem: a) Temos uma sucessdo de nimeros maiores que 0 e o facto de ela ser
estritamente crescente resulta de se ter

bn+1:bnxb>bn,xlzbn_

O facto de se ter " > 1 resulta de termos uma sucessdo estritamente
crescente com b! = b > 1. Para provarmos que ela tem limite +o0o vamos
utilizar a desigualdade de Bernouilli (cf. 1.2.5), pondo b =1+ x, onde
x =0b—1>0. Entdo, pela desigualdade referida, b” > 1 + nx e portanto,
uma vez que 1 + nz — +o0, Segue-se, por enquadramento, que ™ — +oo.

b) Vamos provar a afirmacéo de b) por inducdo em k, comegando por reparar
que o caso em que k = 0 é simplesmente a concluséo de a). Suponhamos a
conclusdo de b) verdadeira para um certo valor p > 0 de k (e para toda a

base maior que 1) e tentemos prové-lo quando & = p + 1. Como \/5 > 1,

podemos, como antes, escrever \/5=1+y, com y >0 e vem, pela
desigualdade de Bernouilli,

7IN&o confundir a sucessdo exponencial com a fungdo poténcia: Na primeira o expoente
estd fixo e 0 que varia é a base; na segunda é a base que estd fixa e 0 que varia é 0
expoente (de momento apenas em N, dai 0 nome “sucessdo exponencial” e ndo “funcéo
exponencial”, uma vez que, apesar de o estudante trabalhar informalmente com elas no
ensino secundario, ndo definimos ainda poténcias de expoente ndo natural).

72Repare-se que, para k > 1, este quociente conduzia a uma indeterminagéo do tipo 2.
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Vor _ ity l+ny

n n n

e portanto, por ser

RO G N
np+l n np np

(pela hipétese de indugdo com a base \/5), concluimos por enquadramento
gue se tem também

n

= +400. D

lim——
n n;n+1

1.5.46 (Sucessd@o exponencial de base menor que 1) Seja 0 < b < 1 um real
fixado e consideremos a sucessdo exponencial de base b, N — R, n — b".
a) A sucessdo b™ é estritamente decrescente e tem limite 0. Em particular
" < 1.
b) De facto pode-se afirmar mais: Para cada nimero inteiro k > 0, tem-se

b x nf —0.73
n

Dem: Notando ¢ = % > 1, tem-se que a sucessdo n — c" é estritamente

crescente, com os termos maiores que 1 e com limite +oo e, para cada

natural k, < — +o00. Uma vez que b = 1, e portanto b" = <, concluimos
. ,

nk c
que a sucessdo n — b" é estritamente decrescente, com 0s termos menores
que 1 e com limite - = 0 e que

P 1 1

" xn' = — — =0. O

As conclusdes nas alineas b) de 1.5.45 e de 1.5.46 podem ser traduzidas
intuitivamente pelas afirmacdes que, se b > 1, b" tende para +oco “com
mais forga” que qualquer poténcia n* e que, se b < 1, b” tende para 0
“com mais forca” do que qualquer poténcia n* tende para +oco. O resul-
tado a seguir, que tera aplicacBes adiante, vai exibir, dentro do mesmo
ponto de vista, uma sucessdo que tende para +oco “ainda com mais for¢a”
que b". Recordemos que, se n € N, o fatorial de n, n! € o produto de
todos os nimeros naturais de 1 até n:

nl=1x2x--x(n—1)xn.

73Note-se que, para k > 1, este produto conduzia a uma indeterminag&o do tipo co x 0.
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1.5.47 Se b > 0, tem-se

| n!
I7rln b7 = 400,
e portanto também
b
lim— =0
n n!

Dem: A segunda afirmacéo resulta da primeira uma vez que se tem
o1

PR
Fixemos um natural & tal que & > b. Tendo em conta 1.5.10, para verificar
gue a funcdo N — R, n — g’—' tem limite 400 quando n tende para +oo,
basta verificar que isso sucede a sua restri¢éo a

NAVi(+o00) =Nsp ={neN|n >k}

Ora, sendo n > k, tem-se

E_ﬂxw>ﬁ!x(@)n—k
br bk pn—k =Bk 5

onde, por ser % >len—k — +00, deduzimos de 1.5.45 e do resultado
1.5.36 sobre o limite da fun¢do composta que

k! k\n—k
b_’f X (5) T +00.

O facto de a funcdo No;, — R, n — l’j—' ter limite +0co em +oo resulta agora
por enquadramento. O

Vamos agora examinar o modo como os limites de sucessfes permitem
apresentar caracterizac@es alternativas dos pontos aderentes a um subcon-
junto de R e dos limites de fungbes em pontos aderentes ao dominio, a
segunda das quais foi possivelmente a que estudante encontrou no ensino
secundario como definicdo. Comecamos com um lema que permite
unificar uma parte comum das demonstrac6es dos dois resultados.

1.5.48 (Lema) Sejam a € R e (x,,),cy Uma sucessdo tal que, para cada n € N,
z, € Vi/,(a). Tem-se entéo z, — a.
Dem: No caso em que « € finito, o facto de se ter
1 1

S Vi/n("’) = }a_ Eaa"_ E[,
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eportanto a — L <z, <a+ 1 coma—1—aea+i— q implica por
enquadramento, que x,, — a. NO caso em que a = +o0, 0 facto de se ter
x, € Vi/p(+00) = |n, 4+0o0], € portanto n < x,,, cOM n — +-oo, implica, por
enquadramento, que x,, — +o00. No caso em que a = —oo, 0 facto de se ter
z, € Vijp(—00) = [-o0,—n[, e portanto x, < —n, cCOM —n — —oo0,

implica, por enquadramento, que x,, — —oo. O

1.5.49 (Caracterizagdo segundo Heine dos pontos aderentes) Sejam A C R
um conjunto e a € R. Tem-se entdo que a € aderente a A se, e sO se, existe
uma sucessdo (z, ),en de elementos de A tal que a = lim z,,.

Dem: Lembrando que uma sucessdo nao é mais do que uma funcdo de
dominio N, ja sabemos, por 1.5.14, que, se existir uma sucessao de elementos
de A com limite a, entdo a é aderente a A. Suponhamos, reciprocamente, que
a € aderente a A. Para cada natural n existem entdo elementos de A na
vizinhanga V;,(a) pelo que, escolhendo =, € ANV, (a), obtemos uma
sucessdo (z,)nen de elementos de A, que, pelo lema 1.5.48 tem limite a. O

1.5.50 (Caracterizagéo segundo Heine dos limites das fung¢des) Sejam X C R
um conjunto, f: X — R uma funcdo e a um real estendido aderente a X. A
funcdo f tem limite b € R no ponto a se, e sO se, qualquer que seja a
sucessdo (z,)nen de elementos de X tal que =, — a, tem-se f(z,) — b.
Dem: Lembrando que uma sucessdo ndo é mais do que uma fungdo de
dominio N, ja sabemos, por 1.5.36, que, se lm flx)=0¢e x, — a, com

r, € X, entdo f(z,) — b.7 Provemos agora, pelo método do contrarreci-

proco, que, se para toda a sucessdo (x,) de elementos de X, com z,, — a,

f(z,) — b, entdo lim f(z) = b. Para isso, vamos supor que b ndo é limite
r—a

de f(z) no ponto a e tentamos mostrar a existéncia de uma sucesséo (z,,) de
elementos de X com z,, — a tal que a sucessao (f(z,)).en N0 tenha limite
b. Ora, negando a condicdo de b ser limite da funcdo, concluimos que existe
6 > 0 tal que, qualquer que seja e > 0, ndo é verdade que todos os elementos
f(z) comz € X NV.(a) pertencam a Vs(b). Fixado um tal 6, podemos, para
cada natural n, aplicar a afirmagdo precedente com ¢ = % para deduzir a
existéncia de algum z, € X NV;/,(a) tal que f(z,) ¢ Vs(b). Pelo lema
1.5.48, a sucesséo (z,)ncn de elementos de X assim considerada tem limite a
e, no entanto, a correspondente sucessdo (f(x,))nen NE0 tem certamente
limite b, por ter todos os elementos fora da vizinhanca V;(b) de b. O

74Reparar que a fungio que a n associa f(x,) € a composta da fungio f com a fungéo
que a n associa x,.
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Exercicios

Ex 1.5.1 Provar diretamente, isto é, sem recorrer a nenhum dos teoremas sobre
limites que examindmos, que, se X CRR, a é aderentea X e f: X - R é
uma fungdo para a qual exista lim f(z) = b € R, entéo, para cada constante

r—a

c € R, tem-se limcf(z) = cb.
r—a

Ex 1.5.2 Sejam f,g:]0,4+00[ — R as fungbes definidas por f(z)= % e
g(z) = 2. Verificar que f(z) < g(x), para cada = no dominio, que ambas
tém limite quando x tende para +oc € que, no entanto n&o se tem

(os dois limites sdo iguais). Notar que este exemplo mostra que o corolario
1.5.3 deixa de ser valido se substituirmos as desigualdades latas < pelas
correspondentes desigualdades estritas < .

Ex 1.5.3 Utilizar diretamente a definigdo de limite para mostrar que a sucessdo

cujo termo de ordem n é z,, = 2= tem limite 2.

Ex 1.5.4 Sendo f:R — R a fungéo definida por f(z) = sen(x), mostrar que 0s
sublimites de f(x) quando z tende para +oco Sd0 exatamente 0s nUmeros
reais do intervalo [—1,1] e deduzir, em particular, que a funcéo ndo tem
limite quando x tende para +oo.

Ex 1.5.5 Para cada uma das sucessdes com os termos de ordem n a seguir
indicados, averiguar a existéncia de limite e, em caso afirmativo, determi-
na-lo.

1
a)r,=—Vn2-1;
n
n+1
b =(=1)" :
) Yn = ( )n+2
142

C) z, = [(—1)” + ;] )
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Ex 1.5.6 Determinar os limites
a) lim ( T+2—/z)x Vo +1;
T—+00
—v1-z
xXr

c) limvz2+va2+z—u.

T——+00

1+ =z

o) I

Ex 1.5.7 Dar exemplos de funcdes f,g: R — R\ {0} tais que

e que:
o f@)
) m @ = b
o f@)
2wy T
(@)
O Nm @ =~
f@)
Vg "
e) lim M n&o existe;
a—+oo g(x)

Ex 1.5.8 Dar exemplo de duas sucessdes (x,,)nen € (¥n)nen, NENhuma das quais
admitindo 0 como limite, mas tais que lim(z,, x y,,) = 0.

Ex 1.5.9 Sejam x,, 0 termo de ordem n de uma sucessdo monétona e y,, 0 termo
de ordem n de uma sucessdo limitada e suponhamos verificada a condicdo
1
|:En - yn| <-
n

para cada n € N. Provar, em primeiro lugar, que (x,,) é limitada e depois que
as duas sucessdes tém um mesmo limite e que este € real.

Ex 1.5.10 (Tender para infinito sem sinal determinado) Sejam X C R, a um
real estendido aderente a X e f: X — R uma funcdo. Diz-se que f tende
para oo no ponto a (ou quando x tende para a) se se tem |f(z)| — tooe

escreve-se entdo f(x) — 0.

a) Verificar que, quer no caso em que f(x) — +0o0 como naquele em que
f(z) —> —oo, tem-se também f(z) — .

b) Mostrar que, se existe b € R tal que f(x) — b, entdo f nédo tende para



106 Cap. I. Nameros reais e limites

00 No ponto a.
c) Considerando a funcéo f:R\ {0} — R definida por f(z) = 1, verificar
que se tem f(x) % embora ndo se tenha nem f(x) ——; oo nem
f(x) —; —o©

% Ex 1.5.11 Sejam X C R, f: X — R e a € R aderente a X. Diz-se que f &
localmente limitada em « se existir » > 0 tal que a restricdo de f a
X NV,(a) seja uma funcdo limitada, isto é, tal que f(X NV.(a)) seja um
subconjunto limitado de R.
a) Verificar que se f é uma funcédo limitada, entdo f é localmente limitada
em qualquer ponto aderente ao dominio.
b) Verificar que, se existe b € R tal que f(x) p— b, entdo f é localmente

limitada em a.
c) Verificar que, se f(z) — 00 (cf. o exercicio 1.5.10), entdo f ndo é

localmente limitada em a.

d) Mostrar que, se uma sucessdo (z;,).en tem limite b € R, entdo ela é
limitada (e n&o s6 localmente limitada em +o0). Sugestdo: Lembrar que uma
sucessdao € uma funcdo de dominio N e reparar que, para cada r > 0,
N\ V;(40c0) é necessariamente um conjunto finito.

Ex 1.5.12 Sejam X C R, f, g: X — R duas fungdes e a € R aderente a X,
a) Mostrar, por enquadramento, que, se f(x) — -0 ey ¢ uma funcao
majorada, entdo f(z) + g(z) — —00.
b) Mostrar, por enquadramento, que, se f(x) ey é uma funcéo
minorada, entdo f(x) + g(z) — +oo.

Ex 1.5.13 Determinar, por enquadramento, os limites das sucessdes cujos termos
de ordem n sd0 0s seguintes:
n!

(n+4)!"

LS S B

n?  (n+1)2 (2n)2’

n —cos(n)

n +cos(n)’

|
d)
nn

()

a)

b)
c)

€)
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Ex 1.5.14 Seja f: R — R a funcéo definida por

a2 sexcQ
f(x)_{m, sex ¢ Q.

Verificar quais os elementos a € R nos quais a fungdo f tem limite em R.
Ex 1.5.15 Determinar os limites em 4+-oco e em —oo da fungéo f: R — R definida

por

flx)=xz+ gsen(x).

Ex 1.5.16 Determinar o limite em 0 da fun¢éo f: R \ {0} — R definida por

flz) = xsen(l).

X

Ex 1.5.17 Verificamos no exercicio 1.4.15 que se pode definir recursivamente
uma sucessdo (x,, )nen POr

=1, xp1 =1+ vV Tn

€ que esta sucessao € estritamente crescente e majorada. Mostrar que a suces-
sdo tem limite finito = e determinar o valor desse limite. Sugestéo: Utilizar
o0s teoremas sobre limites para mostrar que x = 1 + \/E

Ex 1.5.18 VerificAmos no exercicio 1.4.16 que se pode definir recursivamente
uma sucessdo (x,, )nen por
2
Ty =015, Ty = gxn—i—l
e que esta sucessdo é estritamente decrescente e minorada. Mostrar que a
sucessdo tem limite finito « e determinar o valor desse limite.
% Ex 1.5.19 Dado ¢ € [0, 1], consideremos uma sucessdo de nimeros reais f,(t)
definida pelas condi¢des
1
RO =0, funa(t) = Fuld) + 5t = Fu0)).

a) Verificar, por inducéo, que, para cada natural n > 1,

0< fult) <Vt

Sugestéo Supondo a desigualdade verdadeira para n = p, reparar que
t— fp(t) \/+ p(t) \/ f»(t)), onde o segundo factor € maior ou
igual a 0 e o primeiro é menor ou igual a 2.

b) Verificar que a sucessdo (f,,(t)) é crescente e deduzir, primeiro, que ela é
convergente e, seguidamente, que f,(t) — /t.
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c) Reparar que, para cada n € N, ficou definida uma funcéo f,:[0,1] — R.
Verificar, por inducdo, que se n > 2 a funcdo f,, € uma funcdo polinomial de
grau 2”2,
d) Seja agora a > 0 fixado. Encontrar fungbes polinomiais g,:[0,a] — R
tais que, para cada s € [0, a], a sucessdo (g,(s))nen S€ja crescente e tenha
limite /s. Sugestdo: Reparar que para cada s € [0,a] tem-se £ € [0,1] e
considerar a sucessao dos nimeros reais f;, ().

% Ex 1.5.20 Seja A C R um conjunto.
a) Mostrar que, se a € R & um ponto de acumulagcdo a esquerda
(respetivamente & direita) de A, entdo existe uma sucessdo estritamente
crescente (respetivamente estritamente decrescente) (z,).en de elementos
de A com limite a. Sugestdo: Examinando, para fixar ideias o caso em que a
é ponto de acumulagdo a esquerda, construir recursivamente a sucessdo ()
de elementos de A.,, tomando z; € A.,NVi(a) e, supondo =z, ja
escolhido, verificar que se pode escolher z,.1 € A, NV,11(a) com
Tny1 > T
b) Mostrar que, se A ndo é majorado (isto é, se +oco é aderente a A), entdo
existe uma sucessdo estritamente crescente (x,,),cn de elementos de A com
Ty — +00.
¢) Mostrar que, se A ndo é minorado (isto é, se —oo é aderente a A), entdo
existe uma sucessdo estritamente decrescente (x,),eny de elementos de A
com x,, — —oo.
d) Concluir das alineas anteriores que, se 0 conjunto A é ndo vazio e ndo tem
méaximo (respetivamente ndo tem minimo) entdo sup(A) (respetivamente
inf(A)) é limite de uma sucessdo estritamente crescente (respetivamente
estritamente decrescente) de elementos de A.

§6. Sublimites e aplicagdes.

1.6.1 Recordemos a defini¢do dos sublimites de uma fun¢do num ponto, apresen-
tada em 1.5.5: Se X C R, a é aderente a X e f: X — R é uma funcdo, o0s
sublimites de f no ponto a sdo os reais estendidos b € R que s&o limite de
alguma restri¢do f,4: A — R, com A C X e a aderente a A.

Recordemos também que, como referido em 1.5.6, se b € limite de f: X — R
no ponto a, entdo b também é sublimite de f no ponto «a, sendo, de facto o
Unico sublimite de f nesse ponto.

Recordemos ainda que, como referido na alinea d) de 1.5.13, no caso em que
a € X, f(a) é um dos sublimites de f: X — R no ponto a, que pode ser
obtido a partir do subconjunto A = {a}.

1.6.2 (Caracterizacdo alternativa dos sublimites) Sejam X C R, a aderente a
X e f: X — R uma fungdo. Tem-se entdo que um real estendido b € R é um
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sublimite de f no ponto a se, e sO se, quaisquer que sejam 6 >0 e ¢ > 0,
existe z € X navizinhanca V.(a) tal que f(z) € Vs(b).”

Dem: Comecemos por supor que b € sublimite de f no ponto q, isto €, que
existe A C X, com a ainda aderente a A tal que a restricdo f,4: A — R
tenha limite b quando x tende para a. Dado ¢ > 0 arbitrario, sabemos que a
ainda é aderente a A N V-(a) e que b é também limite no ponto « da restricdo
de f a AnV.(a) (cf. 1.5.10) pelo que b é aderente ao respetivo contrado-
minio f(ANV.(a)) (cf. 1.5.14) e portanto, dado também ¢ > 0, existe um
ponto deste contradominio em V;(b) ou seja existe x € A C X em V_(a) tal
que f(z) € Vs(b).

Suponhamos agora, reciprocamente, que, quaisquer que sejam 6 > 0 e e > 0,
existe z € X na vizinhanca V.(a) tal que f(z) € Vs(b). Queremos provar
que b é sublimite de f: X — R no ponto a e, para isso, podemos ja afastar o
casoemque a € X eb = f(a), caso em que a concluséo ja é conhecida.

Para cada natural n, escolhamos xz, € XNV, (a), com z,#a e
f(z,) € Vi (b): Se a ¢ X a possibilidade de escolher um tal z,, resulta de
aplicar a hipétese que estamos a fazer com § = ¢ = 7% Se a € X, e portanto
b # f(a), temos que ser mais cuidadosos mas comegamos por considerar
&' >0 tal que f(a) ¢ Vi (b) e aplicamos entdo a hip6tese com ¢ =1 e §
igual ao minimo entre ¢’ e % Consideremos agora o conjunto A C X cujos
elementos sdo os x,, que foram escolhidos. Uma vez que, pelo lema 1.5.48,
x, — a, resulta de 1.5.14 que a é aderente a A. Mostremos agora que a
restricdo f/4: A — IR tem limite b no ponto a, com o que ficara atingido o
obetivo de mostrar que b é sublimite de f no ponto a. Seja entdo 6 > 0
arbitrario. Fixemos um natural ny tal que nio < 6. Uma vez que o subcon-

junto de R
{.1'17.’172, .. a‘r’rm}

é finito, e portanto fechado, e ndo contém a, podemos considerar £ > 0 tal
que a vizinhanga VZ(a) ndo contenha nenhum dos seus elementos. Para cada
x € A navizinhanca Vz(a), tem-se x = x,, para um certo n > ny donde, por
ser . < - <6, f(x) € Viyu(b) C Vis(b). O

1.6.3 (Reformulacdo da caracterizacdo dos sublimites) Sejam X C R, a ade-
rente a X e f: X — R uma funcdo. Tem-se entdo que um real estendido
b € R é um sublimite de f no ponto a se, e s se, qualquer que seja e > 0, b
é aderente ao conjunto f(X NV.(a)). Em particular, se b é sublimite de
f: X =Y CR no ponto a, entdo b é aderente ao contradominio f(X), e
portanto também aderente a Y.
Dem: Basta reparar que afirmar que b é aderente a f(X NV.(a)) é equiva-

75Na linguagem da proximidade, esta condicdo afirma que, quaisquer que sejam as exi-
géncias de proximidade que se considerem, para a € para b, existe x € X proximo de a
tal que f(x) esteja proximo de b.
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lente a afirmar que, para cada 6 > 0, Vs(b) tem algum elemento deste
conjunto, isto é, que existe z € X N V.(a) com f(z) € Vs(b). O

1.6.4 (Corolario — os sublimites infinitos) Sejam X C R, a aderente a X e
f: X — R uma funcdo. Tem-se entéo:
a) +oo é sublimite de f no ponto a se, e s se, qualquer que seja € > 0, 0
conjunto f(X N V.(a)) ndo é majorado.
b) —co é sublimite de f no ponto a se, e s se, qualquer que seja ¢ > 0, 0
conjunto f(X N V.(a)) ndo é minorado.
Dem: Trata-se de um caso particular de 1.6.3, lembrando a condi¢cdo em
1.3.21 para o0 ou —oo ser aderente a um conjunto. O

1.6.5 (Sublimites duma restri¢do) Sejam X C R, a aderentea X e f: X — R
uma funcdo. Seja A C X tal que « ainda seja aderente a A e que a restricao
fra:A— R admita b € R como sublimite no ponto a. Entdo b é também
sublimite de f: X — R no ponto a (comparar com 1.5.6, reparando que a
“passagem” se faz agora em sentido contrario).

Dem: Basta reparar que, se B C A € tal que a ainda seja aderente a B e que
f/p: B — R tenha limite b no ponto a, entdo B também é um subconjunto de
X. O

1.6.6 (Sublimites quando o dominio é uma uni&o) Sejam X C R, f: X — R
uma fung&o, a um ponto aderente a X e b € R. Sejam A C X e B C X dois
subconjuntos tais que AU B = X. Tem-se entdo (comparar com 1.5.8,
reparando que a “passagem” se faz agora em sentido contréario):

a) Se a for aderente tanto a A como a B, entdo todo o sublimite b € R de
f:X — R no ponto a é sublimite de pelo menos uma das restricdes f,4 e
f/B nesse ponto.

b) Se a for aderente a A e néo for aderente a B, entdo todo o sublimite b € R
de f: X — R no ponto a € também sublimite de f,4: A — R nesse ponto.
Dem: a) Seja C' C X, com a aderente a C, tal que f,-: C — R tenha limite
b no ponto a. Tem-se entdo C' = (C N A)U(C'N B) e, tendo em conta
1.3.15, a é aderente a pelo menos um dos conjuntos CNAe CNB.Seaé
aderente a C'N A, entdo a restrigdo de f a C'N A, sendo uma restri¢cdo de
f/c tem limite b no ponto a o que, por ser C N A C A, implica que f,4 tem
b como sublimite no ponto a. Analogamente se verifica que, se a é aderente a
C N B, entdo f,p tem b como sublimite no ponto a.

b) Seja C' C X, com a aderente a C, tal que f,-: C' — R tenha limite b no
ponto a. Tem-se entdo C' = (C' N A) U (C N B), onde, por ser CN B C B,
a ndo € aderente a C' N B. Podemos entdo concluir por 1.3.15 que a é
aderente a C' N A. Como a restricdo de f a C' N A, sendo uma restricdo de
fc, tem limite b no ponto a, o facto de se ter C'N A C A, implica que f/4
tem b como sublimite no ponto a. O

1.6.7 (Os sublimites tém um carécter local) Sejam X C R, o aderente a X e
f:X — R uma funclo. Dado r >0, a é ainda aderente ao conjunto
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X NV,(a) e os sublimites de f no ponto a coincidem com os sublimites no
ponto a da restricdo de f a X NV, (a).

Dem: Trata-se de uma consequéncia dos resultados precedentes uma vez que
se pode escrever

X = (XNVi(a)U(X\Vi(a)),
em que o ponto a ndo é aderente a X \ V,(a), por a vizinhan¢a V;.(a) ndo
intersetar este conjunto. O

1.6.8 (Exemplos) a) Reexaminemos o exemplo em 1.5.7, constituido pela fungéo
f:R — R definida por

2, sex <1,

f(x):{x, sex > 1.

Concluimos entdo que f ndo tem limite no ponto 1, j& que esta funcdo admite
0s sublimites distintos 2 e 1 nesse ponto, determinados respetivamente pelos
subconjuntos |—oo, 1] e |1, +oo]. Utilizando 1.6.6, podemos agora concluir
que 2 e 1 sdo os Unicos sublimites de f no ponto 1, uma vez que as restricdes
aos subconjuntos referidos tendo 2 e 1 como limites no ponto 1, tém estes
como Unicos sublimites nesse ponto.
b) Consideremos a sucesséo (z;, ),en definida por

Ty = 25en(2n—7r),

3

cujo gréfico sugerimos a seguir (lembrar que uma sucesséo é uma fungéo de
dominio N).
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Tal como acontecia com a nocédo de limite, quando falamos simplesmente de
sublimite de uma sucessdo esta implicito que é +oco 0 ponto em que se
considera esse sublimite. Aplicando 1.6.5 e duas vezes 1.6.6 podemos con-
cluir que esta sucessdo tem como sublimites exatamente os ndmeros reais
—v/3, 0 e /3 como sublimites. Com efeito, N é a unido de trés subcon-
juntos, que notaremos N, N” e N, cujos elementos sdo respetivamente 0s
mdltiplos de 3, os multiplos de 3 somados com 1 e os multiplos de 3 somados
com 2, e as restri¢des da sucessdo aqueles trés subconjuntos sdo fungdes
constantes com os valores 0, \/§ e —\/5, respetivamente; Uma primeira
aplicagdo de 1.6.6 garante-nos que a restricdo a N’ UN” tem 0 e /3 como
Unicos sublimites e uma segunda identifica-nos por fim os sublimites da
sucessao original.

1.6.9 (Teorema de Bolzano-Weierstrass’) Sejam X C R, a € R aderente a X
e f: X — R uma fungdo. Tem-se entdo que f admite pelo menos um
sublimite b € R no ponto a. Mais precisamente:

a) De entre os sublimites de f no ponto a, existe um que é maior que todos
0s outros e que serd notado limsup f(x) ou Ef(x). Este limite, a que se da

0 nome de sublimite méximo’” de f no ponto a, pode ser obtido do seguinte
modo: Notando, para cada € > 0, d. € |—o0,+0c] 0 supremo do conjunto
ndo vazio f(X NV.(a)), limsup f(x) é o infimo do conjunto dos d..

r—a

b) De entre os sublimites de f no ponto a, existe um que é menor que todos
0s outros e que serd notado liminf f(x) ou lim f(z). Este limite, a que se d&
r—a r—a

0 nome de sublimite minimo’® de f no ponto a, pode ser obtido do seguinte
modo: Notando, para cada ¢ > 0, c. € [—o0, +00[ 0 infimo do conjunto ndo
vazio f(X N Vz(a)), liminf f(x) é o supremo do conjunto dos c.

r—a

Dem: Provaremos apenas as afirmacdes em a), uma vez que a prova de b)
pode ser obtida como uma adaptacdo simples da de a), que o estudante

"6Este teorema é associado aos mesmos dois matematicos que o teorema referido em
1.3.23, sobre a existéncia de pontos de acumulagdo para os conjuntos infinitos, com o qual
ndo parece ter nada em comum. A razéo desta coincidéncia é que o resultado tratado atras
foi o instrumento fundamental para a prova da primeira versao do resultado sobre a exis-
téncia de sublimites, nessa altura apenas no contexto das sucessdes.

7T0u, em caldo frequentemente utilizado, embora n&o assumido, limessupe.

780u, no caldo correspondente, liminfe.
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facilmente encontrara’®. Para o fazermos procederemos do seguinte modo:
Chamamos d ao real estendido que é infimo do conjunto dos reais estendidos
d. referidos no enunciado. Provaremos entdo, primeiro que d é um sublimite
de f no ponto a, depois que, qualquer que seja o sublimite b de f no ponto «,
tem-se b < d.

1) Vamos utilizar 1.6.2 para mostrar que d é sublimite de f no ponto a.
Sejam 6 >0 e &> 0 arbitrarios. Temos que mostrar a existéncia de
x € XNV.(a) tal que f(x) € Vs(d). Separamos essa verificacdo em trés
casos, conforme d seja finito, —oo ou +o0:

1.1) Suponhamos que d € R, e portanto Vs(d) = ]d — 6,d + 6[. Tendo
em conta o facto de d ser definido como um infimo, seja ¢’ > 0 tal que
do < d+ 6. Seja e’ > 0 o menor dos dois nimeros ¢ e ' e reparemos que
XNVa(a)cXNV(a)e f(XNVa(a)) C f(XNV(a)) e que a segunda
inclusdo implica que d.» < d. <d+6. Uma vez que d —6 <d < d., a
definicdo de d.» como um supremo garante a existéncia de

x€XNVa(a) C XNV(a)

tal que f(z)>d—6 e como, por outro lado, f(z) <d. <d+5,
concluimos que se tem f(x) € |d — é,d + o[ = Vs(d).

1.2) Suponhamos que d = —oo, € portanto Vs(d) = [~oco, —3[. Tendo
em conta o facto de d ser definido como um infimo, seja ¢/ > 0 tal que
de < —%. Seja ” > 0 o menor dos dois nimeros ¢ e & e reparemos que
XNVa(a) c XNV(a) e f(XNV(a)) C f(XNVa(a)) e que a segunda
inclusdo implica que d.» < do < —%. Escolhendo entéo

x € XNVa(a) C XNV(a),

a caracterizaco de d.» como um supremo garante que f(z) < do» < —%, ou
seja, f(z) € [~00, —[ = Vi(d).

1.3) Suponhamos que d = +oo, € portanto Vs(d) =]}, +oo]. Tem-se
entdo d. = +oo e portanto pela definicdo de d. como supremo, existe
z € X NV.(a)tal que f(z) > ;, ouseja, tal que f(z) € Vs(d).

2) Seja agora b € R um sublimite arbitrario de f no ponto a. Tendo em conta
a caracterizacdo dos sublimites em 1.6.3, para cada € > 0, b é aderente ao
conjunto f(X NV.(a)) e portanto, como referido em 1.3.19, b é menor ou
igual ao supremo d. deste conjunto. Verificamos assim que b é um minorante
do conjunto dos d. e portanto, por d ser o infimo deste conjunto, b < d. O

1.6.10 (O caso particular das sucessdes) Tal como acontecia com os limites, no
caso de uma sucessdo (uy,)nen, iSto é, de uma funcdo de dominio N, quando
falamos simplesmente de sublimites estd implicito que +oco € 0 ponto onde
estes sdo considerados e, do mesmo modo, as designacbes liminfu, e

"9Alternativamente, também se poderia provar b) por aplicagdo das conclusGes de a) a
fungdo  — — f(z). E 0 que propomos no exercicio 1.6.3 no fim da seccéo.
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limsupu, referem-se aos sublimites minimo e maximo em +oo. As
caracterizagdes dos sublimites méximo e minimo referidas em 1.6.9 podem,
no caso das sucessoes, ser dadas de um modo equivalente:

a) Sendo, para cadan € N, w,, € R definido por

Wy = SUP{Up}pzn = SUP{Um Unp+1, Un+2, }l

tem-se w,, > w,,1 para cada n e limsup u, é o infimo do conjunto dos w,,.

b) Sendo, para cadan € N, v, € R definido por
Up = inf{up}pZn = inf{um Un+1, Un+2, }1

tem-se v, < v, para cadan e liminfuw, é o supremo do conjunto dos v,,.
Dem: Como anteriormente, examinamos apenas 0 caso do sublimite maximo
uma vez que a prova do outro caso é analoga. O facto de se ter w,, > w1
resulta de o conjunto cujo supremo define o segundo membro estar contido
no conjunto cujo supremo define o primeiro. O sublimite méaximo limsup u,,
foi caracterizado em 1.6.9 como o infimo do conjunto dos reais estendidos d.,
cada um dos quais definido como o supremo do conjunto dos u, com
p € NN V.(4+00), conjunto esse que também pode ser caracterizado como o
conjunto dos u, com peNe p> 1 OuU Seja p > n com n 0 menor dos
naturais maiores que l Por outras palavras, tem-se d. = w, para o natural n

acima referido e como qualquer w,, é da forma d. para um e > 0 conveniente

(tomar, por exemplo, e =2 se n=1 e ¢ = -5 se n > 2) vemos que 0
conjunto dos d. coincide com o conjunto dos w, e portanto limsupu, €
efetivamente o infimo do conjunto dos w,,. O

Aproveitamos para definir os conjuntos compactos que, apesar de pode-
rem ter sido definidos em secg¢des anteriores, admitem uma caracterizagdo
equivalente que utiliza os sublimites das sucessdes.

1.6.11 (Subconjuntos compactos de R) Um subconjunto Y C R diz-se
compacto se for simultaneamente fechado e limitado. Um conjunto Y C R é
compacto se, e s se, qualquer sucessdo (z,),en de elementos de Y, admite
pelo menos um sublimite b € Y.

Dem: 1) Comecemos por supor que Y é compacto. Sendo (z,)neny UMa
sucessdo arbitraria de elementos de Y, podemos considerar um sublimite b
desta sucessdo o qual, como referido em 1.6.3, é aderente a Y, O facto de Y
ser limitado, ou seja, ndo ter +o0o nem —oo como ponto aderentes (cf. 1.3.21)
implica que b € R e portanto, por Y ser fechado, b € Y.

2) Suponhamos agora que Y ndo é compacto. Tem-se entdo que ou Y ndo é
fechado, e portanto existe b € R aderente a Y com b¢ Y, ou Y ndo é
limitado e portanto um dos reais estendidos —oo e +oo € aderente a Y; em
qualquer caso, existe b € R aderente a Y com b ¢ Y. Tendo em conta 1.5.49,
podemos entéo considerar uma sucessao (xz,).ey de elementos de Y com
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x, — b e entdo o facto de b ser o Unico sublimite desta sucessdo implica que
ela ndo tem nenhum sublimite pertencente a Y. O

1.6.12 (Maximos e minimos dos compactos) Seja Y C R um conjunto com-
pacto e ndo vazio. Tem-se entdo que Y tem um elemento méaximo e um
elemento minimo.80
Dem: O facto de Y ser limitado e ndo vazio implica que sup(A) e inf(A) sdo
finitos. Uma vez que o supremo e o infimo de A séo aderentes a A, o facto de
A ser fechado implica que o supremo e o infimo pertencem a A e portanto
sdo respetivamente 0 maximo e o0 minimo de A. O

Voltemos de novo ao estudo dos sublimites das fungdes num ponto, em
particular dos respetivos sublimites minimo e maximo.

1.6.13 (Os sublimites Gnicos s&o limites) Sejam X C R, a € R aderente a X e
f: X — R uma funcfo. Ja sabemos que, se b € R € limite de f no ponto a,
entdo b é o Unico sublimite de f nesse ponto. Vamos agora mostrar que,
reciprocamente, se b for o Unico sublimite de f no ponto a, entdo
f(x) —b.

Dem: Vamos mostrar que, se b ndo fosse limite de f no ponto a, entdo f
admitia no ponto « algum sublimite ¢ # b. Ora, negando a condi¢do de b ser
limite de f no ponto a, concluimos que se pode fixar 6 > 0 tal que, qualquer
que seja e > 0 existe algum =z € X N V.(a) com f(z) ¢ V5(b). Resulta daqui
que, sendo

A={z e X | f(z) ¢ Vs(b)},

0 ponto a € aderente a A. Podemos assim considerar, tendo em conta 1.6.9,
um sublimite c de f,4: A — R no ponto a e este sublimite ndo pode ser igual
a b por b ndo ser aderente ao contradominio f(A) desta restricdo (a
vizinhanca V;(b) ndo tem nenhum ponto em f(A)). Mas ¢, sendo sublimite
de f/4, € também sublimite de f: X — R, pelo que chegamos a concluséo
pretendida. O

1.6.14 (Corolario) Sejam X C R, a € R aderente a X e f: X — R uma funcéo.
Tem-se entdo que f tem limite no ponto a se, e SO se

Iigligff(x) = limsup f(x)

€, Nesse caso

80Lembrar que ha subconjuntos ndo vazios de R que nio tém maximo ou ndo tém
minimo, como, por exemplo, o intervalo [0,1[ (¢ limitado mas ndo é fechado) ou o
intervalo |—oo, 0] (é fechado mas n&o é limitado).
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lim f(z) = liminf f(x) = limsup f(x).

r—a r—a r—a
Dem: Se f tem limite no ponto a, entdo esse limite é o Unico sublimite nesse
ponto, e portanto coincide tanto com o sublimite maximo como com o
sublimite minimo, que, em particular, tém que ser iguais. Reciprocamente, se
0s sublimites maximo e minimo coincidem, qualquer sublimite, que sabemos
estar entre eles, tem que coincidir com ambos e portanto, havendo um Unico
sublimite, esse sublimite € limite de f no ponto a. O

1.6.15 (Condicao de Cauchy para a existéncia de limite finito) Sejam X C R,
a um real estendido aderente a X e f: X — R uma funcdo. Diz-se que f
verifica a condi¢do de Cauchy no ponto a se, qualquer que seja 6 > 0, existe
¢ > 0 tal que, quaisquer que sejam x e ' em X N V.(a),

d(f(x), f(z") = |f(x) = f(a")] < 6.8

Tem-se entdo que a funcéo f tem limite finito no ponto a se, e SO se, verifica
a condigo de Cauchy nesse ponto.82
Dem: Comecemos por supor que existe b € R tal que f(xz) — b. Dado

6 > 0, podemos aplicar a definicdo de limite, partindo do ndmero % > 0,
para considerar ¢ > 0 tal que, para cada x € X N V.(a), f(z) € Vj/2(b). Em
consequéncia, dados x,2’ € X N V.(a), tem-se que f(x) e f(z') pertencem
ambos a V; »(b) donde, pela desigualdade triangular (cf. 1.1.21),

, , 5 6
d(f (), f(a')) < d(f(x),b) +d(b, f(a') < 5+ 5 =6,
0 que mostra que f verifica a condi¢do de Cauchy.
Suponhamos, reciprocamente, que f verifica a condicdo de Cauchy. Seja b
um sublimite de f no ponto a, cuja existéncia decorre do teorema de Bolza-
no-Weierstrass. Vamos provar que b é finito e que f(z) — b, 0 que termi-

nard a demonstracdo. Seja ¢ > 0 arbitrario. Pela condicdo de Cauchy,
considerando o nimero % > 0, podemos considerar > 0 tal que, quaisquer
que sejam z, 2’ € X NV.(a), d(f(z), f(z')) < &. Em particular, tomando
para =’ um elemento z, fixado em X NV.(a), vemos que, para cada
z € XNV(a),d(f(z), f(z0)) < &, ouseja

f(z) G}f(wo)—gyf(xo)—i-g -

Em particular f(X NV.(a)) é majorado e minorado pelo que, tendo em

81ntuitivamente, os valores de f em dois pontos do dominio X suficientemente préximos
de a estdo préximos um do outro.

82A razdo da importancia deste resultado é que ele permite garantir a existéncia de limite
finito mesmo em casos em que ndo se sabe qual é o valor desse limite.
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conta 1.6.4, nem —oco nem +oo sdo sublimites de f no ponto a, e portanto b é
efetivamente finito. Seja agora € X N V.(a) arbitrario. Pela caracterizagéo
dos sublimites em 1.6.2, podemos considerar z' € X NV.(a) tal que
f(@') € Vyjo(b), isto €, d(f(2'),b) < $. Uma vez que, como referimos
acima, tem-se necessariamente d(f(x), f(z')) < g obtemos, pela desigual-
dade triangular,

65 6
d(f(x),b) < d(f(2), f(z)) + d(f(a'),0) < 5 + 5 =6,
ou seja f(x) € V(b). Ficou assim provado que b é efetivamente limite de
f:X — Rno ponto a. O

1.6.16 (Sucessdes de Cauchy) Lembremos que uma Sucessdo (z,)nen N0 é
mais do que uma fungdo de dominio N e que, no que diz respeito a limites
sd0 os limites em 4oo da sucessdo que sdo implicitamente considerados.
Chamam-se sucessBes de Cauchy as sucessfes que verificam a condi¢do de
Cauchy em +o0. O que vimos em 1.6.15 mostra-nos que uma sucessao
(z,,)nen € convergente (isto é, tem limite finito) se, e s se, for uma sucessdo
de Cauchy.

Analogamente ao que foi referido em 1.5.15, a condi¢éo de Cauchy para uma
sucessdo (x,)neny € habitualmente enunciada de uma forma diferente,
embora, naturalmente, equivalente a definigcdo geral da condicdo de Cauchy
duma funcao, neste caso em +oco. Nomeadamente, a sucessao é de Cauchy
se, e sO se, qualquer que seja 6 > 0, existe uma ordem n, € N tal que, para
cadan,n’ > ngemN, d(x,,x,) < 6.

Dem: Num dos sentidos temos uma implicagéo evidente: Se, para cada 6 > 0
existe ng € N nas condicOes referidas, entdo, tomando ¢ = nio > 0, vemos
que para n,n’ € N na vizinhanga V.(400), tem-se n,n’ > é =ng, €
portanto d(z,, z,y) < 8, 0 que mostra que temos uma sucessdo de Cauchy. A
implicacdo contraria é semelhante mas temos que resolver um pequeno
contratempo. Suponhamos, com efeito, que temos uma sucessdo de Cauchy e
seja & > 0 arbitrario. Podemos entdo considerar € > 0 tal que, sempre que
n,n’ € N estdo na vizinhanga V.(+o0), isto é, quando n,n' > % em N,
d(zp, x,y) < 6. Seriamos assim, tentados a escolher para ny 0 nimero % mas
isso apresenta duas dificuldades: por um lado % ndo tem que ser um ndmero
natural, por outro, mesmo que o fosse ficariamos a saber o que sucede para
n,n’ > ny mas ndo se algum deles for n,. Para tornear estas dificuldades
basta notar, no entanto, que podemos considerar um nimero natural ny > l e
entdo, para n,n’ € N com n,n’ >ny tem-se n,n > l e portanto
d(Tp, Ty) < 6. O

Vamos agora estabelecer algumas propriedades simples dos sublimites
méaximo e minimo usando nas suas demonstracfes as caracterizagdes
destes como méaximo e minimo do conjunto dos sublimites e tirando par-
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tido do facto de existir sempre sublimite em qualquer ponto aderente ao
dominio.

1.6.17 (Simétrica duma funcio) Sejam X C R, a € R aderente a X e
f: X — R uma fungdo. Tem-se entdo (com as convengdes —(+oo) = —co €
—(—00) = 400):

a) Se b € R é um sublimite de f no ponto a, entdo —b é um sublimite no
ponto a da fungdo —f: X — R, z — —f(x).
b) Em consequéncia,

limsup —f(z) = —liminf f(z),

T—a r—a

liminf—f(x) = —limsup f(z).

T—a T—a

Dem: a) Basta atender a que, sendo A C X, com a aderente a A, tal que
lim f(z) = b, tem-se, aplicando 1.5.17 e 1.5.24, que lim —f(x) = —b.
€A €A
b) Notando b = liminf f(z) e ¢ = limsup f(z), b e ¢ sdo sublimites de f no
ponto a donde, por a), —b e —c sdo sublimites no ponto a de —f 0 que
implica que

—liminf f(x) = —b < limsup — f (),

T—a z—a

liminf—f(x) < —c = —limsup f(x).

T—a z—a

@

Aplicando estas desigualdades com a fungdo — f no lugar de f, obtemos
—liminf—f(z) < limsup f(z),

liminf f(z) < —limsup —f(z),

r—a T—a

e portanto
liminf—f(x) > —limsup f(x),

T—a T—a

—liminf f(x) > limsup — f(x).

Tr—a T—a

2

Combinando as desigualdades em (1) e (2), obtemos as igualdades enun-
ciadas. O

1.6.18 (Restricio de uma funcdo) Sejam X C R, a € R aderente a X e
f: X — R uma funcdo. Sendo A C X tal que a seja aderente a A, tem-se
entdo

liminf f,4(x) > liminf f(x), limsup f,4(x) < limsup f(z).

T=a T—=a T—a z—a
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Dem: Uma vez que liminf f,4(z) € um sublimite de f,4 no ponto a, €

também um sublimite de f nesse ponto e portanto, por definigdo, é maior ou
igual que o sublimite minimo liminf f(x). A justificacdo da segunda
r—a

desigualdade ¢ analoga. O

1.6.19 (Monotonia) Sejam X C R, a € R aderente a X e f,g: X — R duas
funcdes tais que, para cada z € X, f(z) < g(x). Tem-se entéo:

Iigligff(x) < Ii]r[ligfg(:c), limsup f(x) < limsup g(z).

r—a r—a

Dem: Seja ¢ = liminf g(z) e consideremos A C X, com a aderente a A tal
r—a
que g 4(x) — c. Se considerarmos a restricdo f,4: A — R, ela vai admitir
Tr—a

um sublimite b, existindo assim B C A, com a aderente a B tal que
f/B(x) P b. Uma vez que se tem também g,5(z) —ca propriedade de

monotonia dos limites garante que b < ¢ e portanto, por b ser também um
sublimite de f: X — R no ponto a,

liminf f(z) <b <c¢=Iliminfg(z).

A demonstracdo da segunda desigualdade, envolvendo os sublimites maxi-
mos, pode ser feita de modo analogo ou, alternativamente,, tendo em conta a
primeira desigualdade para as fungbes —f e —g, que verificam
—g(x) < —f(x), paracada x € X: Tem-se

—limsup g(z) = liminf —g(z) < liminf —f(z) = —limsup f(x),
0 que implica a segunda desigualdade no enunciado. O

1.6.20 (Soma de fungdes) Sejam X C R, a € R aderente a X e f,g: X — R
duas funcBes. Tem-se entdo, com as convengdes correspondentes as
mnemonicas em 1.5.26 e supondo, em cada caso, que 0 segundo membro ndo
é (+00) + (—o0) nem (—oco) + (+00):

a) Ii/rli(pf( () + g(x)) > Iignﬁipff(x) + Ii;nj{nfg(x);

) +9()
b) Iign_)inf( () +g(x)) < Iiminff(x) + Iimsupg(az);
(

c) limsup (f(z) + g(x)) < limsup f(x) + limsup g(z);
)=

Tr—a r—a Tr—a

d) limsup (f(x) + g(z)) > limsup f(x) + Iigljgfg(x).

r—a r—a

Em particular, no caso em que existe lim g(x),
Tr—a

e) liminf (f(z) + g(x)) = liminf f(x) + lim g(z);
f) limsup (f(z) + g(=)) = limsup f(z) + lim g(z).

r—a T—a
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Dem: a) Podemos ja supor que as duas parcelas do segundo membro sdo
diferentes de —oo, sem o que a desigualdade era trivial. Seja A C X, com a
aderente a A, tal que

Him (4(2) + g(2)) = liminf (£(z) + g(x))

Tr—a

Considerando a restricdo f/4: A — R, vai existir B C A, com a aderente a
B, tal que

lim f/5(x) = liminf f,4(x) > liminf f (z).

r—a

Considerando a restri¢do g,5: B — R, vai existir C' C B, com a aderente a
C, tal que

lim g,c(z) = liminfg,z(z) > liminf g(z).

T—a
Em particular limg,c(z) > —oo e lim f/o(z) = lim f/p(z) > —occ pelo
que, aplicando 1.5.17 e 1.5.26, obtemos

liminf (1 () + g(x)) = im (f/a(2) + ga(2)) =
= lim (f/c(x) + gjc(2) =
=lim f/c(x) +lim g,c(x) >
> Iin fr(@) +1;r1iinfg(x) >
> Timinf £(x) + Ifgninf g(z).

r—a

b) Podemos ja supor que as duas parcelas do segundo membro sdo diferentes

de +o00, sem 0 que a desigualdade era trivial. Seja A C X, com a aderente a

A, tal que lim f,4(z) = liminf f(z). Considerando a restricdo g,4: A — R,
r—a r—a

vai existir B C A, com ¢ aderente a B, tal que

lim g/p(x) = limsup g/ 4(x) < limsup g(z).

Em particular limg,p(z) < +oo e lim f/p(z) = lim f,4(z) < +oo pelo
que, aplicando ib.g.aﬂ e 1.5.26, obtemosﬁa o
liminf (f(z) + g(x)) < lim (f/5(2) + g/5(x)) =
= lim fyp(x) + lim g/ () <
< lim f,4(x) + limsup g(x) =

r—a

= liminf f(x) + limsup g(z).

T—a T—a

¢) e d) As demonstracdes destas desigualdades podem ser obtidas por adapta-
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¢do natural das apresentadas para a) e b).83
e) e f) Temos consequéncias diretas de a) e b), no primeiro caso, e de c) e d),
no segundo, uma vez que, g: X — R tendo limite no ponto a, tem-se

lim g(x) = liminf g(z) = limsup g(=). O

T—a

1.6.21 (Inverso duma fungéo positiva) Sejam X C R, a € R aderente a X e
f: X —]0,+oo[ uma funcéo. Tem-se entdo (com as convencoes J%OC =0e
% = +00):
a) Se b € [0, +oo] é um sublimite de f no ponto a, entéo % é um sublimite no
ponto a da fungéo +: X — 0, +oof, @ = 5.
b) Em consequéncia,

. 1 1
"M F ) = Timinf ()
liminf 1 1

Dem: a) Basta atender a que, sendo A C X, com « aderente a A, tal que

lim f(x) = b, tem-se, aplicando 1.5.21 € 1.5.31, lim -1~ = 1.

T—a T—a f(z) b

€A €A

b) Notando b = liminf f(x) e ¢ = limsup f(x), b e ¢ sdo sublimites de f no
Tr—a r—a

ponto a donde, por a), ; e 1 séo sublimites no ponto a de % o0 que implica
que

% = l < Iimsup L

liminff(z) b~ .oa f(z)
@ S 1

"R = ¢ msup )

Tr—a

Aplicando estas desigualdades com a fungéo % no lugar de f, obtemos

— < limsup f(z),

||gl;]l|(£1fm T—a

.. 1

liminf f(z) < ——,

a—a limsup @)
T—a )

e portanto

830, alternativamente, aplicando as conclusdes de a) e b) as fungbes — f e —g.
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liminf —— > —

" F(@) = Timsup f(z)’

(2) 1 -I*}{l 1
iminf 7))~ e )

T—a

Combinando as desigualdades em (1) e (2), obtemos as igualdades. O

1.6.22 (Produto de fungdes positivas) Sejam X C R, a € R aderente a X e
f,9: X — [0,400] duas fungbes. Tem-se entdo, com as convengdes corres-
pondentes as mnemonicas em 1.5.27 e supondo, em cada caso, que o segundo
membro néo é (+o00) x 0 nem 0 x (+0o0):

a) Iignj(?f(f(m) X g
b) liminf (f(z) x

r—a

() > liminf f () x liminf g(x);
()) < liminf f(z) x limsup g(x);

r—a

r—a r—a r—a

)
d) limsup (f(z) x g(x)) > limsup f(x) x Iign_)i(pfg(x).

T—a Tr—a

g
c) limsup (f(x) x g(x)) < limsup f(x) x limsup g(z);
g

Em particular, no caso em que existe lim g(x),
r—a

e) liminf (f(x) x g(x)) = liminf f(z) x lim g(x);
f) limsup () x g(x)) = limsup f ()  lim g(z).

r—a r—a
Repare-se que todos os sublimites envolvidos pertencem a [0, +o0].
Dem: Comecemos por observar que, tendo em conta 1.6.3 e o facto de
[0, 400 ser um conjunto fechado ao qual —co ndo é aderente, todos os
sublimites envolvidos no enunciado pertencem a [0, +oc].
a) Podemos ja supor que as duas parcelas do segundo membro ndo sdo 0,
sem o que a desigualdade era trivial. Seja A C X, com a aderentea A e

1im (f14(x) x g/4(x)) = iminf (f(z) x g(z)).
Considerando a restricdo f,4: A — R, vai existir B C A, com a aderente a
B, tal que

lim f/p(x) = liminf f, 4 (x) > liminf f(z).

r—a Tr—a r—a
Considerando a restri¢do g,5: B — R, vai existir C' C B, com a aderente a
C, tal que

lim g,c(z) = liminfg,p(z) > liminfg(z).

r—a

Em particular lim g,c(z) >0 e lim f,o(x) = lim f,z(x) > 0 pelo que,
r—a r—a r—a
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aplicando 1.5.17 e 1.5.27, obtemos
liminf (f(2) x g(x)) = im (fa(2) x g/a(x)) =
= Iim (fye(x) x gc(x)) =
= lim fyc(z) x lim g, () >
> 1@ fr8(x)
> Timii(pff(x) X |i£nj{flfg(x).

x liminfg(x) >

b) Podemos ja supor que as duas parcelas do segundo membro sdo diferentes
de +o00, sem 0 que a desigualdade era trivial. Seja A C X, com a aderente a
A, tal que lim f/4(z) = liminf f(z). Considerando a restricdo g/ 4: A — R,

vai existir B C A, com « aderente a B, tal que
lim g/ () = limsup g/4(z) < limsup g(z).
Em particular l‘ﬂlg/B("””) <400 e chm f/B(x) :lm fra(z) < +oo pelo
que, aplicando 1.5.17 e 1.5.27, obtemos
liminf (f(z) x g(x)) < lim (f5(2) x g5(x)) =
= lim fyp(x) x lim g/p(x) <

< lim f/4(z) x limsup g(x) =

r—a
= liminf f(z) x limsup g(x).
c) e d) As demonstracdes destas desigualdades podem ser obtidas por adapta-
¢do natural das apresentadas para a) e b).
e) e f) Temos consequéncias diretas de a) e b), no primeiro caso, e de c) e d),
no segundo, uma vez que, g: X — R tendo limite no ponto a, tem-se
lim g(z) = liminfg(z) = limsup g(x). O

r—a

Exercicios

% Ex 1.6.1 (Caracterizagdo dos sublimites segundo Heine) Sejam X C R,
a € R aderente a X e f: X — R uma fungdo. Mostrar que um real estendido
b € R é sublimite de f no ponto a se, e sO se, existir uma sucessao (z,,),en
de elementos de X tal que =, — a e f(x,) — b. Sugestdo: Para uma das
implicacOes utilizar as caracterizagdes dos pontos aderentes e dos limites
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através de sucessOes (cf. 1.5.49 e 1.5.50) e para a outra a caracterizacdo dos
sublimites em 1.6.2.

% Ex 1.6.2 (Sublimites e funcdes compostas) Sejam X C R, a € R aderente a

*

X e f: X — R uma fungio. Suponhamos que existe Y C R, b € R aderente
aY e gY — X uma funcdo tal que Iingg(y) =a € que a composta
Yy—

fogY — R admita ¢ € R como sublimite no ponto b. Mostrar que ¢ é
sublimite de f: X — R no ponto a. Sugestdo: Utilizar a caracteriza¢do dos
sublimites em 1.6.2.

Ex 1.6.3 Verificar que a conclusdo da alinea b) de 1.6.9, pode ser obtida a
partir da conclusdo da respetiva alinea a), aplicada a funcéo = — —f(x).
Podera ser conveniente lembrar a conclusdo do exercicio 1.1.9.

% Ex 1.6.4 Sejam X C R, a € R aderente a X e f: X — R uma fung&o. Sendo

S, 0 conjuntos dos sublimites finitos de f no ponto a, mostrar que:

a) S, € um subconjunto fechado de R. Sugestdo: Utilizar a caracterizagéo
dos sublimites em 1.6.3 e lembrar que a aderéncia de um subconjunto
arbitrario de R é sempre fechada (cf. 1.3.27) e que uma intersec¢do de uma
familia arbitraria de conjuntos fechados é fechada (cf. o exercicio 1.3.6).

b) Se +o0o (respetivamente —oco) é aderente a S, entdo +oo (respetivamente
—o0) é sublimite de f no ponto a. Sugestdo: Lembrar 1.6.4 para verificar o
que sucede se +oo ou —oo ndo for sublimite de f no ponto a.

%% Ex 1.6.5 Seja (z,)nen Uma sucessdo, seja A o conjunto dos seus termos e

seja S 0 conjunto dos seus sublimites finitos.

a) Mostrar que A U S coincide com a aderéncia do conjunto A e concluir que
AU S é um conjunto fechado. Sugestédo: Lembrar a alinea d) de 1.3.15e o
facto de os pontos aderentes a um conjunto finito pertencerem a este (cf.
1.3.17).

b) Mostrar que +oo (respetivamente —oo) é sublimite da sucessédo se, e s6
se, +oo (respetivamente —oo) é aderente a A. Sugestdo: A mesma que para
a alinea precedente.

¢) Concluir que, se nem 400 nem —oo forem sublimites da sucessdo, entdo
AU S é um conjunto compacto (isto é, fechado e limitado), em particular a
sucessdo é limitada.

d) Deduzir, em particular, que, se z,, — b € R, entdo A U {b} é um conjunto
compacto, em particular a sucessao é limitada.

% Ex 1.6.6 (Teorema do encaixe) a) Seja, para cadan € N, A,, um subconjunto

compacto e ndo vazio de R e suponhamos que, para cada n, 4, D A, 1
(temos uma sucessdo decrescente de conjuntos). Mostrar que existe x € R
gue pertence simultaneamente a todos os conjuntos A,,.

Sugestdo: Escolher, para cada n € N, x,, € A,, e tomar para x um sublimite,
necessariamente finito, da sucessdo (x;, ) en-

b) Verificar que, sendo B,, =0, %], tem-se B, D B,,1 com B, limitado e
ndo vazio (mas ndo fechado) mas néo existe nenhum nimero real pertencente
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simultaneamente a todos o0s B,,.

c) Verificar que, sendo C,, = [n, +oc[, tem-se C,, D C,11 com C,, fechado e
ndo vazio (mas ndo limitado) mas ndo existe nenhum nGmero real
pertencente simultaneamente a todos os C,,.

Ex 1.6.7 Determinar os sublimites maximo e minimo da fungdo f: R\ {0} — R
definida por f(z) = sen(2) no ponto 0.

Ex 1.6.8 Determinar os sublimites méximo e minimo das sucessdes (z,)nen
definidas por:

a)x, = cos(%);
(—1)"+2
n

b) z, = -/,

) n 2n3 4+ n+1

Q) zn =+/n+(=1)"\/n—1.

% Ex 1.6.9 (Exemplo de utilizacdo da condicdo de Cauchy) a) Seja (x,,)nen
uma sucessao de nimeros reais verificando a seguinte condi¢do: Para cada
n > 1, x,, estaentre z,, e z,, 11 (cada termo a partir do terceiro esta entre os
dois anteriores). Verificar que a sucessdo tem limite finito se, e s se,
ZTpy1 — X, tem limite 0. Sugestao: Uma das implicagdes resulta dos teoremas
algébricos sobre os limites. Para a outra, comegar por mostrar que, para cada
p>n+2, x, esta entre x, e x,.; e deduzir daqui que a sucessdo é de
Cauchy.84
b) Utilizar a concluséo de a) para mostrar que a sucesséo (u, ),cn referida no
exercicio 1.4.17 é convergente. Sugestdo: Reparar que

1

Up4+2 — Up+1 = _§(un+l - un)-

c) Repare-se que, como é caracteristico da utilizagdo da condigdo de Cauchy
para provar a existéncia de limite, a conclusdo de b) ndo nos diz nada sobre o
valor do limite da sucessdo. Mostrar, independentemente de b), que a suces-
sdo tem limite % verificando, por indugdo matematica, que se tem
2 1 2
Up+1 — 3773 -
% Ex 1.6.10 Paracadan € N, sejaz, =14+ § +---+ L.
a) Verificar que z, 1 — x, — 0 mas que (x,)nen NE0 € uma sucessdo de
Cauchy, uma vez que, para cada n, xq, — x,, > %

84Note-se que, sem a hipétese feita no inicio, a condigo de se ter x, ., — =, — 0 ndo é
suficiente para garantir que temos uma sucessdo de Cauchy (ver o exercicio 1.6.10
adiante).
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b) Reparando que a sucessdo (z,).cny € crescente, o que se podera dizer
sobre o seu limite, tendo em conta a conclusdo de a)?

Ex 1.6.11 Sejam f,:N —R as fungbes (sucessdes) definidas por
f(n) = (=1)"eg(n) = (—=1)""1. Verificar que:
a) Uma soma de um sublimite de f em +oo com um sublimite de g em 400
ndo é necessariamente um sublimite de f + g em +oc.
b) Tem-se

limsup (f(n) + g(n)) < limsup f(n) + limsup g(n),
liminf (f(n) 4+ g(n)) > liminf f(n) + liminf g(n).

* Ex 1.6.12 (Caracterizacao alternativa dos sublimites minimo e méximo)
Sejam X C R, a € R aderente a X e f: X — R uma funcio. Diz-se que
c € R é um majorante local (respetivamente minorante local) de f no ponto
a se existir e > 0 tal que ¢ seja um majorante (respetivamente minorante) de
f(XNV(a)). _
a) Verificar que, se ¢ € R é um majorante local, entdo limsup f(z) <c e
r—a

que, se limsup f(z) < ¢ € R, entdo ¢ é um majorante local. Concluir que

T—a

limsup f(x) é o infimo do conjunto dos majorantes locais de f no ponto a.

Tr—a

b) Verificar que, se ¢ € R é um minorante local, entdo liminf f(z) > c e
Tr—a
que, se liminf f(x) > c € R, entdo ¢ é minorante local. Concluir que
r—a
limsup f(x) é o supremo do conjunto dos minorantes locais de f no ponto a.

* Ex 1.6.13 Sejam f, g: X — R duas fungdes, a um real estendido aderente a X
e suponhamos que se tem
limsup f(z) < liminf g(z).
r—a €A
Mostrar que existe entdo ¢ > 0 tal que, para cada x € X na vizinhanga
Vz(a), f(x) < g(x) (comparar com 1.5.2). Sugestdo: Aplicar a conclusdo do
exercicio 1.6.12, depois de escolher ¢,d € R com
limsup f(x) < ¢ <d < liminf g(z).
€A

r—a



CAPITULO 1I
Funcdes continuas e aplicacdes

81. Definicdes e propriedades basicas.

I1.L1.1 Sejam X C R e f: X — R uma fun¢do. Diz-se que f é continua num
ponto a € X se lim f(z) = f(a) ou, 0 que é 0 mesmo, se f tem limite no
r—a

ponto a (cf. 1.5.11). Diz-se que f é uma funcdo continua se f for continua
em todos os pontos do dominio X.

Para além de resultados importantes sobre fungdes continuas que estuda-
remos mais adiante, muitas propriedades destas sdo meras reformulagdes
de propriedades dos limites ja estudadas na sec¢do 1.5. Podera ser (til,
mesmo assim, explicitar essas reformulagBes mas substituiremos a sua
demonstragdo por uma referéncia, sem mais comentérios, as propriedades
que estdo na sua origem.

11.1.2 (Exemplos basicos de fungbes continuas) Se X C R, sdo continuas a
funcéo identidade 7x: X — R, definida por Ix(z) = x, e, paracada b € R, a
fungdo X — R de valor constante b (cf. 1.5.4).

11.1.3 (Restricdo de fungdo continua) Se f: X — R é continua num ponto
a€Xeseac€ ACX,entdo arestricdo f,4: A — R também € continua no
ponto a. Em consequéncia, se A C X e f: X — R é continua em todos 0s
pontos de A, entdo f,4: A — R € continua, em particular, se f: X — R ¢
continua, também f,4: A — R € continua (cf. 1.5.6).

11.1.4 (Continuidade e pontos isolados) Se a € um ponto isolado de um con-
junto X C R, entdo qualquer funcdo f: X — R é continua em «a (cf. a alinea
b) de 1.5.11). Se a € X ndo é ponto isolado de X (ou seja, é ponto de
acumulagdo de X) entdo uma fungéo f: X — R é continua em a se, e SO se,

lim f(x) = f(a)
r#a
(cf. aalineac) de 1.5.11).

11.1.5 (Nota) Se f: X — R é uma fungdo e A C X é um subconjunto tal que
fra: A — R seja continua num certo ponto a € A, ndo podemos concluir que
f seja continua no ponto a. Como exemplo tipico podemos pensar no
referido em 1.5.7 em que a fungdo f: R — R ndo é continua no ponto 1 mas a
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sua restrigdo ao subconjunto |—oo, 1] j& € continua nesse ponto.
v

3+

Afirmar que uma funcdo f: X — R é continua em todos os pontos de
A C X € assim “mais forte” do que afirmar que a restricdo f,4: A — R €
continua.O melhor que conseguimos para tirar conclusdes sobre a conti-
nuidade num ponto de uma fungdo a partir da continuidade nesse ponto de
uma ou mais restrigoes é:

11.1.6 (Das restricdes para as fungdes) Sejam f: X — R uma funcdoe a € X.
a)Seac AC X étal que f/4: A — R seja continua no ponto a € a ndo €
aderente a X \ A, entdo f: X — R é continua em a (cf. a alinea b) de 1.5.8,
com B = X\ A).

b) Se X = AU B, coma € AN B e com ambas as restricbes f,4: A — Re
f/p: B — R continuas em a, entdo f: X — R € continua em a (cf. a alinea a)
de 1.5.8).

11.1.7 (Exemplos) a) Como aplicagdo da alinea a) de 11.1.6, podemos concluir
que a fungdo f:R — R que serviu de exemplo na nota 11.1.5 j& é continua
em todos os pontos do dominio distintos de 1: Nos pontos de |—oo, 1[ por se
tratar de pontos ndo aderentes a [1, +oo[ onde a restricdo de f a |—oo,1[ &
continua; Nos pontos de ]1,+oo[ por se tratar de pontos ndo aderentes a
|—00, 1] onde a restrigdo de f a1, +oo[ é continua.

b) Consideremos a fungdo f: R — R referida no exemplo 1.5.9

v

st
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Como aplicacdo da alinea b) de 11.1.6, podemos concluir que esta funcéo é
continua no ponto 1, por isso acontecer &s suas restricdes a cada um dos
conjuntos |—oo, 1] e [1,4+o00[. Que ela é continua nos restantes pontos do
dominio pode ser concluido por aplicacdo da alinea a) de 11.1.6, como na
alinea a).

11.1.8 (Somas produtos e médulos de funcbes continuas) Sejam f,g: X — R
duas fungdes continuas num ponto a € X. Sdo entdo também continuas em a
asfungbes f + ¢: X — R, f x ¢: X — Re|f|: X — R definidas por

(f +9)(x) = f(z) + g(x),
(f x g)(z) = f(z) x g(z),
|fl(z) = [ f(=)]

(cf. 15.17) e, consquentemente, também —g=(-1)xgX —>R e
f—9g=f+(-9): X —R sdo continuas em a. Mais geralmente, por
inducdo em k, se fi,..., fr: X — R sdo continuas no ponto a, 0 mesmo
acontecea fi + -+ fr: X = Rea fi x --- x fr: X — R,

Em particular, para cada inteiro p > 0, é continua a funcdo poténcia de
expoente p, f,:R — R, definida por f,(z) =" (0 caso p =0 resulta de
termos uma funcédo constante).

11.1.9 (Quociente de fungdes continuas) Sejam f: X — R e ¢: X — R\ {0}
fungbes continuas num ponto a € X. S&o0 entdo continuas em a a fungdo
%:X — R definida por ;(x) = ﬁ (cf. 1.5.21), e, consequentemente,

também a fungdo £ = f x 1. X - R.

11.1.10 (Composta de funcdes continuas) Sejam X C R, Y CRe f: X - Y e
¢g: Y — R duas fungdes.
a) Se f for continua num ponto a € X e g for continua no ponto f(a), entéo
a composta g o f: X — R €é continua no ponto a. Em particular, se f e g sdo
fungdes continuas, também g o f é uma funcéo continua (cf. 1.5.36).
b) Se a é aderente a X, se f tem limite no ponto a, comb =lim f(z) e Y e

r—a
se g é continua no ponto b, entao

lim g(f(x)) = g(b)

Tr—a

(cf. 1.5.36).

Passamos agora a examinar alguns resultados, de utilizacdo frequente, que
tém como hipétese a continuidade em todos os pontos do dominio.

11.1.11 (Teorema de Weierstrass) Sejam X C R um conjunto fechado e
limitado e f: X — R uma fungdo continua. Tem-se entdo que f(X) C R é
também fechado e limitado e portanto, se X # (), a funcdo f tem maximo e
minimo.
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Dem: Lembremos que os conjuntos fechados e limitados, também chamados
compactos, podem ser caracterizados pela propriedade de qualquer sucessao
de reais a eles pertencentes ter pelo menos um sublimite a eles pertencente
(cf. 1.6.11). Seja entdo (y,)nen UmMa sucessdo arbitrdria de elementos de
f(X) eseja, paracadan € N, z, € X tal que f(z,) = y,. O facto de X ser
compacto implica a existéncia de um sublimite a € X da sucessdo (x;,)nen,
portanto de um conjunto J C N tendo +oo como ponto aderente8® tal que

Iirp] x, = a. Tendo em conta a continuidade de f no ponto a, deduzimos
ne

entdo que

!llen} Yn = Jllen} f(xn) = f(CL) € f(X)’

0 que mostra que a sucessdo (y,)neny admite o sublimite f(a) € f(X).
Provamos assim que f(X) é compacto e portanto, no caso em que X # 0, e
portanto f(X) # @), tem maximo e minimo (cf. 1.6.12) os quais s&o, por
definicdo, 0 méaximo e o minimo da funcéo.

11.1.12 (Corolario) Sejam X Cc R e f: X — R uma funcédo continua. Se A ¢ X
€ um conjunto fechado e limitado, entdo f(A) é também um conjunto
fechado e limitado e portanto, no caso em que A # (3, tem maximo e minimo.
Dem: Basta aplicar o teorema de Wesierstrass a restricdo f,4: A — R, que €
ainda continua e tem f(A) como contradominio. O

11.1.13 (Nota) Acabamos de verificar que a imagem por uma funcéo continua de
um conjunto simultaneamente fechado e limitado é um conjunto simulta-
neamente fechado e limitado. Poderiamos conjeturar se a imagem de um
conjunto fechado terd que ser um conjunto fechado e se a imagem de um
conjunto limitado terd que ser um conjunto limitado. Tal ndo é o caso:
Pensando, por exemplo, na fungdo continua f:]0,+oco[ — R definida por
flz) = % constatamos que a imagem do conjunto fechado [1, +oco] (que ndo
é limitado) é o conjunto ]0,1], que ndo é fechado, e que a imagem do
conjunto limitado ]0, 1] (que n&o é fechado) é o conjunto [1, +oo], que ndo &
limitado.

[1.1.14 (Imagem reciproca dum fechado) Sejam X CR e Y CR dois
conjuntos fechados e f: X — R uma fungdo continua. E entdo fechado o
conjunto

A={ze X | f(z) €Y},

a que se costuma dar o nome de imagem reciproca de Y por meio de f.

Dem: Seja a € R aderente a A. Em particular, por ser A C X, a é também
aderente a X donde, por X ser fechado, a € X. Tendo em conta 1.5.49,
podemos considerar uma sucessdo (z,),en de elementos de A, em particular
de X, com x, — a. Pela continuidade de f no ponto a, vem f(z,) — f(a),

850u seja, neste caso, um subconjunto infinito.
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onde, pela definicdo de A, f(x,) € Y. Podemos assim concluir que f(a) é
aderente a Y, donde, por Y ser fechado, f(a) € Y, 0 que mostra que a € A.
Provamos assim que A é um conjunto fechado. O

11.1.15 (Teorema de Cauchy-Bolzano8%) Sejam a <b em R e f:[a,b] — R
uma funcdo continua. Se d € R esta entre f(a) e f(b) (cf. 1.1.4), entdo existe
¢ €la,b[ tal que f(c)=4d (a funcdo continua f toma todos os valores
intermédios).

Dem: Se d estd entre f(a) e f(b), duas situacbes sdo possiveis: Ou
fla) <d < f(b)ou f(b) <d < f(a).

Vamos comecar por examinar o caso em que f(a) <d < f(b). Seja
A C a,b],

A={zela,b]] f(x) <d}=A{z€la,b]| f(z) €]-o0,d]},

conjunto que, tendo em conta 11.1.14, é fechado e, naturalmente, limitado,
portanto compacto. Uma vez que a € A e b ¢ A, por ser f(a) < d < f(b),
em particular A ndo é vazio, podemos aplicar 1.6.12 para garantir que o
conjunto A admite um elemento maximo ¢ € [a, b[. Provemos que f(c) = d,
com o que ficard atingido 0 nosso objetivo, ja que entdo ¢ # a. Suponhamos,
por absurdo, que isso ndo acontecia, e portanto que f(c) < d (c € A). Uma
vez que l'ﬂ) f(z) = f(c), podemos aplicar 1.5.2, com a constante d como

segunda funcéo, para garantir a existéncia de € > 0 tal que, para cada
x € [a,b] na vizinhanga V.(c) =]c —e,c+¢|, f(z) <d, em particular
x € A. Mas isto conduz-nos a um absurdo, visto que, escolhendo z entre ¢ e
0 menor dos dois nimeros b e ¢ + &, maiores que ¢, obtinhamos um elemento
de A maior que ¢, contrariando o facto de ¢ ser um majorante de A.

O caso em que f(b) <d < f(a) admite uma justificacdo analoga, mas
também se pode reduzir ao que ja demonstramos, considerando a funcédo
continua —f:[a,b] — R, para a qual se tem —f(a) < —d < —f(b), e
deduzindo a existéncia de ¢ € |a, b[ tal que —f(c) = —d, portanto tal que
fle)=d. O

11.1.16 (Corolério) Sejam X C R um intervalo e f: X — R uma fungdo
continua. Tem-se entdo que o contradominio f(X) é também um intervalo.
Dem: Vamos utilizar a caracterizacdo dos intervalos em 1.3.8. Consideremos
entdo y # z em f(X) e seja d entre y e z. Existem assim a # b em X tais
que y = f(a) e z= f(b), podendo ja supor-se, para fixar ideias, que a < b
(sendo trocava-se 0s papéis de y e z). Aplicando 11.1.15 a restricdo de f ao
intervalo [a,b] C X, que é ainda uma funcdo continua, deduzimos a
existéncia de ¢ € Ja,b[ C X tal que f(c) = d, o que implica que se tem tam-
bémd € f(X). O

11.1.17 (Nota) Repare-se que, para a validade do teorema de Cauchy-Bolzano,
tal como do seu corolério, é essencial tanto a continuidade da funcdo f como

86Que o estudante ja encontrou, embora sem justificagdo, no ensino secundario)
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o facto de o dominio ser um intervalo: Para o constarmos, podemos pensar
na fungdo g: [1, 3] — R definida por

() = r—1, sex <2
9\ = z, sex >2'

a qual estd definida num intervalo mas ndo é continua no ponto 2 e nunca
toma o valor 2, que estd entre 0 = g(1) e 3 = g(3), assim como na fungao
continua h:[—1,0] U [1,2] — R definida por h(x) = x, a qual ndo tem um
intervalo como dominio, que nunca toma o valor % que estd entre
—1=h(-1)e2=h(2).

veh /

v A

Como primeira aplicacdo do teorema de Cauchy-Bolzano ou, mais preci-
samente, do seu corolario, temos a possibilidade de definir as raizes de
indice k dos reais maiores ou iguais a 0, generalizando o que foi feito em
1.1.15 para as raizes quadradas. De facto, se examinarmos a demonstracéo
entdo feita, constatamos que ela seguia um caminho anélogo ao utilizado
na demonstragdo do teorema de Cauchy-Bolzano, a demonstracdo deste
Gltimo acabando por ser mais simples por ja dispormos de instrumentos
gue entdo ndo estavam ao nosso alcance.

11.1.18 (A funcéo raiz de indice k) Seja £ > 1 um nUmero natural. Para cada
namero real y > 0 existe entdo um, e um so, numero real x > 0 tal que
x* =y, nimero real esse que é notado \*/ﬂ e a que se da o nome de raiz de
indice k de v.

Repare-se que \2/§ ndo é mais do que a raiz quadrada \/gj de y, definida em
1.1.15e que Vy = y.

Dem: Tendo em conta 1.4.26 e 11.1.8, sabemos que tem lugar uma funcéo
continua e estritamente crescente fj: [0, 4+o0o[ — [0, +oo], definida por
fr(x) = x*, a qual vai, em particular, ser injetiva. Para justificar a afirmag&o
no enunciado resta mostrar que a funcdo fy:[0,+oo[ — [0, +oo[ € sobre-
jetiva. Pelo corolério 11.1.16 do teorema de Cauchy-Bolzano, f;.([0, +oo[) é
um intervalo e o facto de f ser crescente implica que 0 = f;(0) é o minimo
desse intervalo e, tendo em conta 1.5.30 e a alinea a) de 1.5.38, que o
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supremo do intervalo é igual a IiT x* = 4+00. Concluimos assim que o
T—1+00
contradominio é efetivamente [0, +oc]. O

11.1.19 Para cada natural k&> 1, ficou definida uma funcdo estritamente
crescente [0, +oo[ — [0, +o00], que a y associa y/y, que ndo € mais do que a
funcdo inversa da funcdo bijetiva fi:[0,+o00[ — [0,+oc] definida por
fr(x) = 2 (lembrar que, como referido em 1.4.22, a fungdo inversa de uma
funcéo estritamente crescente é estritamente crescente).

O préximo resultado, que é muitas vezes comodo para provar a conti-
nuidade de uma funcéo, diz-nos que uma fun¢do mondétona cujo contrado-
minio seja um intervalo é necessariamente continua.

11.1.20 (Condigéo suficiente de continuidade) Sejam X Cc Re f: X — R uma

fun¢do mondtona cujo contradominio f(X) seja um intervalo. Tem-se entéo
que a funcdo f é continua.
Dem: Vamos comecar por supor que a funcdo f é crescente. Provemos a
continuidade de f num ponto a« € X. Lembrando 11.1.4, essa continuidade é
sempre verificada quando « é um ponto isolado e, caso contrério, € equiva-
lente ao facto de se ter

lim f(z) = f(a).

r—a
r#a
Tendo em conta o que foi referido em 1.5.12, para mostrarmos que f é

continua em a, bastard mostrar que, se a é ponto de acumulagdo a esquerda
de X, entdo lim f(z) = f(a) e que, se a é ponto de acumulagdo a direita de
Tr—a-

X, entdo Iim+f(x) = f(a). No caso em que a é ponto de acumulagdo a
T—a

esquerda de X, vimos na alinea c) de 1.5.38 que o limite a esquerda existe e é

0 supremo do conjunto f(X.,), dos f(z) com z € X e = < a, pelo que,

supondo, por absurdo, que ndo se tinha lim f(z) = f(a), concluiamos que
r—a”

lim f(z) < f(a) e portanto, escolhendo y € R entre lim f(z) e f(a),

obtinhamos um real ndo pertencente a f(X) (menor que os f(x) comz > a
e maior que os f(r) com x < a) e que, no entanto, estava entre dois
elementos de f(X) (f(a) e qualquer elemento f(x) com z < a), contra-
riando a hipétese de f(X) ser um intervalo. Analogamente, no caso em que a
€ ponto de acumulacdo a direita de X, o limite a direita existe e é o infimo do
conjunto f(Xs,), dos f(x) com z € X e x > a, pelo que, supondo, por
absurdo, que ndo se tinha zlin2+f(x) = f(a), vinha Tli%r(r;f(a:) > f(a) e

portanto, escolhendo y € R entre lim f(z) e f(a), obtinhamos um real ndo

pertencente a f(X) (maior que os f(x) com z < a e menor que 0s f(x) com
x > a) € que, no entanto, estava entre dois elementos de f(X) (f(a) e



134 Cap. Il. Fungdes continuas e aplicacbes

qualquer elemento f(z) com x > a), contrariando, mais uma vez, a hipotese
de f(X) ser um intervalo.

Resta-nos examinar o caso em que a funcdo f € decrescente. Nesse caso
poderiamos fazer uma demonstracdo andloga mas é mais simples reduzir-
mOo-Nnos ao caso anterior, considerando o conjunto —X dos reais —x, com
x € X, e a funcdo crescente g: — X — R definida por g(z) = f(—x), cujo
contradominio coincide com o de f e é portanto um intervalo. Podemos
assim concluir do que j& provamos que g é continua e portanto, pela
igualdade f(x) = g(—=), a fungdo f é também continua. O

11.1.21 (Nota) Repare-se que a hipétese de monotonia é essencial para podermos
concluir a continuidade de f. Por exemplo, a fungdo f:[0,2] — R definida
por

f(x):{l_x’ sex <1

z, sex>1

néo é continua no ponto 1 e, no entanto, f([0, 2]) é o intervalo [0, 2].

11.1.22 (Continuidade da fungéo raiz de indice k) Para cada natural £ > 1 é
continua a fung&o estritamente crescente g;: [0, +o00[ — [0, +oo] definida por

gi(y) = \/y e tem-se

lim /y = +o00.87
y——+00

Dem: Ja referimos em 11.1.19 que esta funcdo é estritamente crescente € € a
inversa da fungdo bijetiva f.: [0, +oo[ — [0, +oo[ definida por fi(z) = z*.
Como tal, o seu contradominio é o intervalo [0, +oo[ 0 que, por 11.1.20,
implica a continuidade de g;. Quanto ao limite da fun¢do quando y — +oo,
temos uma consequéncia direta da alinea a) de 1.5.38 que nos garante que

esse limite é o supremo do contradominio [0, +-oco[ de g;. O

87Repare-se que as conclusdes no caso em que k = 2 podiam ser obtidas a partir de 1.5.23
e 1.5.34 e que, reciprocamente esses resultados podiam ter sido obtidos como conse-
quéncias do que agora enunciamos, se isso ja fosse conhecido na altura.
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11.1.23 (Continuidade das funcdes trigonométricas8®) As funcdes seno e cos-
seno,

sen:R — [-1,1] C R, cos:R — [-1,1] C R,

sdo continuas.

Dem: Tendo em conta o resultado 11.1.10, sobre a composi¢do de funces
continuas, e a relagdo sen(x) = cos(§ — x), valida para todo o z € R, €
suficiente mostrar que a funcéo cos: R — R é continua num ponto arbitrério
a € R. Aplicando 1.1.13 ao real 5-, vemos que existe p € Z tal que 5~ per-
tenca ao intervalo [p,p+ 1], ou seja a € [2pm, 2pr+27[. Vamos provar a
continuidade no ponto « distinguindo quatro situacdes:

1) Suponhamos que a € |2pm, 2pm + «[. Neste caso, reparamos que a restri-
¢do do cosseno a este intervalo é decrescente e tem como contradominio o
intervalo |1, 1[ 8 e portanto, por aplicacdo de 11.1.20, é continua. Deduzi-
mos entdo da alinea a) de 11.1.6 que cos: R — R é continua no ponto a, ja
que a ndo é aderente ao conjunto fechado

R\ 2pm, 2pm + 7| = |—o0, 2p7] U [2p1 + 7, +00].
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2) Suponhamos que a € |2pr + 7, 2pm + 27[. Neste caso, reparamos que a
restricdo do cosseno a este intervalo é crescente e tem como contradominio o
intervalo |—1, 1] e portanto, por aplicacéo de 11.1.20, é continua. Deduzimos

88_embrar que, como referido em 1.4.28, as fungbes trigonométricas tém um carater
diferente das outras que temos encontrados, uma vez que a sua defini¢do tem raizes na
Geometria e ndo se baseia apenas nas propriedades dos nameros reais. Por essa razéo, é
legitimo usar argumentos geométricos para justificar propriedades destas funcdes.
89Cuidado! Ao contrério do que fizémos para mostrar a existéncia de raizes de indice p
dos nimeros em [0, +oc], ndo é por aplicagdo de 11.1.16 que concluimos que o contrado-
minio é este intervalo, uma vez que ainda ndo conhecemos a continuidade das funcdes
trigonométricas. A explicagdo é um argumento geométrico, envolvendo o circulo trigono-
métrico que mostra que, para cada valor entre —1 e 1, é possivel encontrar um angulo no
intervalo considerado que tem esse valor como cosseno.
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entdo da alinea a) de 11.1.6 que cos: R — R é continua no ponto a, ja que a
nao é aderente ao conjunto fechado

R\ |2pm + 7, 2pm + 27[ = |—00, 2pm + 7| U [2pm + 27, +00].

3) Suponhamos que a = 2pw. Neste caso, por aplicacdo de 11.1.20, conclui-
mos que sdo continuas as restricdes do cosseno aos intervalos |2pr — m, 2p7]
e [2pm, 2pm + w[ (a primeira crescente, a segunda decrescente e ambas com o
intervalo ]—1, 1] como contradominio) e portanto, pela alinea b) de 11.1.6, a
restricdo do cosseno a |2pm — , 2pw + [ é continua em a. Daqui dedu-
zimos, pela alinea a) de 11.1.6, que cos: R — R é continua no ponto a, ja que
a ndo é aderente ao conjunto fechado

R\ |2pm — 7, 2pm + 7| = |—00, 2pm — 7| U [2p7 + 7, +00].
Y
f t t f f t a—t { f t } —+H-—
g i 12 3_/ 5 6 7 8\ 9 10 1 12

A X

4) Suponhamos que a = 2pm + 7. Neste caso, por aplicacdo de 11.1.20,
concluimos que sdo continuas as restricbes do cosseno aos intervalos
12pm, 2pm + 7] e [2pm + w, 2pm + 27| (a primeira decrescente, a segunda
crescente e ambas com o intervalo [—1, 1] como contradominio) e portanto,
pela alinea b) de 11.1.6, a restricdo do cosseno a |2pm, 2pr + 27| € continua
em a. Daqui deduzimos, pela alinea a) de 11.1.6, que cos: R — R é continua
no ponto a, ja que a ndo é aderente ao conjunto fechado

R\ |2pm, 2pm + 27 = |—o0, 2p7| U [2pm + 27, +00.

11.1.24 A outra funcéo trigonométrica cuja utilizacdo é mais frequente é a fungéo
tangente que, como sabemos ja ndo tem como dominio R mas sim o comple-



81. Defini¢des e propriedades basicas 137

mentar do conjunto

m m
X=2+2zr= {7 +pr}
2 TETTT T
dos zeros da funcdo cosseno. A fungdo tan: R\ X — R, que admite a caracte-
rizacdo

sen(z)

tan(z) = cos(z)’

vai também ser continua, enquanto quociente de funcBes continuas.
Recordemos que o estudo geométrico desta fungdo diz-nos que ela ndo é
mondtona, mas tem restricdo estritamente crescente a cada um dos intervalos
do tipo

g+p7r,g+(p+1)7r

e que o contradominio de cada uma destas restricdes é R. Em particular, por
aplicacdo das alineas c) e d) de 1.5.38 (e, mais uma vez, da alinea a) de 11.1.6)
concluimos que nos pontos a = § + pm que ndo pertencem ao dominio,
tem-se

lim tan(z) = 400, lim tan(z) = —oc.

T—a~ z—at

11.1.25 (As funcdes trigonométricas inversas) Apesar de as fungdes trigonomé-
tricas sen:R — [~1,1], cos:R — [~1,1] e tan:R\ (§ + Z7) — R ndo
serem injetivas, e portanto ndo terem fungdes inversas, € possivel restringir
cada uma delas a um intervalo conveniente de forma a obter uma fun¢do
injetiva e com o mesmo contradominio. S&o as inversas dessas restricdes que
sdo conhecidas como fungdes trigonométricas inversas e que sdo implemen-
tadas (através de valores aproximados) em muitas calculadoras com as teclas
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[sin™t | [cos™'] [tan!].

E claro que, tal como as fungdes trigonométricas, estas funcdes inversas tém
também um caracter geométrico, e ndo estritamente do dmbito da Analise
Matematica. Concretizando:

a) A restricdo da fungéo seno ao intervalo [—7, 7] € estritamente crescente,
em particular injetiva, e tem [—1, 1] como contradominio. Notamos

T T
arcsen: [—1,1 - =
1,1 =[5, 5]
(ou sen~1)%0 a funcdo inversa desta restricdo, que é assim bijetiva e
estritamente crescente e portanto continua (cf. 11.1.20).
b) A restricdo da fungdo cosseno ao intervalo [0, ] é estritamente decres-
cente, em particular injetiva, e tem [—1, 1] como contradominio. Notamos

arccos: [—1,1] — [0, 7]

(ou cos™!) a funcdo inversa desta restricdo, que é assim bijetiva e estrita-
mente decrescente e portanto continua.

1.4

arcsen arccos

¢) A restricdo da fungdo tangente ao intervalo |—7, 7[ € estritamente cres-

cente, em particular injetiva, e tem R como contradominio. Notamos
m™ T
arctan: R -, =
(ou tan~1) a fungdo inversa desta restrigdo, que € assim bijetiva e estrita-
mente crescente e portanto continua. Note-se que, por aplicacdo das alineas
a) e b) de 1.5.38, tem-se

90Mas linguas francesa e inglesa as traducBes de “seno” sdo respetivamente “sinus” e

“sine” e essa € a razio para que se utilize frequentemente “sin”, “arcsin” e “sin—!” em vez
de “sen”, “arcsen” e “sen~1”.
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lim arctan(z) = —g, lim arctan(z) = g
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No contexto dos limites de fungdes (ou, em particular, de sucessdes) a
palavra “uniforme” faz sentido sempre que estejamos a considerar varios
limites ao mesmo tempo. Nessa situagdo, quando € dado § > 0, destinado
a definir as vizinhancas no espaco de chegada, podemos, para cada um
dos limites considerados, considerar £ > 0, destinado a definir as vizi-
nhangas do ponto onde esse limite é considerado, de modo que se veri-
fique a condicéo na defini¢do do limite. Em geral, o valor de ¢ que se
consegue determinar depende, além do valor de 6, também do limite que
se considera. Quando, para cada 6 > 0, for possivel determinar ¢ > 0 que
sirva, a0 mesmo tempo, para todos os limites considerados, falamos de
limite uniforme. Repare-se que, quando os limites considerados forem em
ntmero finito, temos sempre um limite uniforme, uma vez que, conside-
rando ¢; > 0, &5 > 0,...,&, > 0 que sirvam para cada um dos limites, o
nimero ¢ > 0 igual a0 minimo daqueles n ndmeros serve ao mesmo
tempo para todos. A definicdo a seguir ilustra uma das situaces em que a
questdo da uniformidade se coloca.

11.1.26 (Continuidade uniforme) Sejam X C R e f: X — R uma fungdo. Dado
A C X, dizemos que f é uniformemente continua nos pontos de A se,
qualquer que seja 6 > 0, existe € > 0 tal que, paracadaa € Ae x € X com
x € Ve(a), tem-se f(x) € Vs(f(a)). Dizemos que f € uniformemente
continua se for uniformemente continua nos pontos de X.

Repare-se que, se f é uniformemente continua nos pontos de A, entdo, em
particular, para cada a € A, ql@) f(x) = f(a), isto é, f é continua em todos

0s pontos de A. Em particular, considerando A =X, se f: X - R ¢
uniformemente continua, entdo também é continua.

11.1.27 (Exemplos) 1) Como ressalta das observacdes feitas para justificar 1.5.4,
dados X C R e b € R, séo uniformemente continuas a funcdo identidade
Ix: X — R e afuncdo X — R de valor constante b (Dado 6 > 0, escolher
€ = 6, no primeiro caso, e € > 0 arbitrario, no segundo caso).

2) A fungdo f:R — R definida por f(z) = x2, apesar de continua, ndo é
uniformemente continua. Para o mostrarmos vamos verificar que, por
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exemplo, para 6 =1, ndo ¢ possivel escolher € > 0 nas condicdo da
defini¢do. O caminho resulta de considerar a sucessdo que a cada n associa

C(Wntl-ymWn+it+ ) 1
Vitlois Vntl+/n VST

cujo limite sabemos ser 0. Qualquer que fosse o candidato € > 0 para
verificar a condi¢do de continuidade uniforme, podiamos entdo escolher um

natural n tal que \/n+1— y/n<e e entdo, tomando a=,/n e
x = y/n + 1, constatavamos que x € V.(a) e, no entanto, por ser f(a) =ne
f@)=n+1, f(x) ¢ Vi(f(a)) ou seja, o candidato ndo servia.

I1.1.28 (Teorema de Heine-Cantor) Sejam X C R, A C X um conjunto
compacto (isto é, fechado e limitado) e f: X — R uma fungdo continua em
todos os pontos de A. A fungdo f ¢ entdo uniformemente continua nos
pontos de A.

Dem: Suponhamos, por absurdo, que f ndo era uniformemente continua nos
pontos de A, isto é, que se podia considerar § > 0 para o qual ndo havia
nenhuma escolha possivel de € > 0 nas condi¢des da definicdo. Em
particular, se escolhéssemos € = %, ndo teriamos €xito, ou seja, existiam dois
pontos a, € A e x, € X tais que z, € Vi/,(ay,), ou seja d(a,, v,) < %, e,
no entanto, f(z,) ¢ Vs(f(ay)), ou seja d(f(an), f(z,)) > 6. Reparemos
que, uma vez que % — 0, as desigualdades 0 < d(a,, z,) < % implicam que

d(ay, z,) — 0. Pensando agora na sucessdo (a,),en de elementos de A, o

facto de A ser compacto (cf. I1.1.11) implica que existe um sublimite a € A

para esta sucessdo, portanto que existe uma parte infinita J C N (isto ¢, com

400 como ponto aderente) tal que a, —7a,0u seja d(a,ay) 7 0 (cf. a

alinea b) de 1.5.42). De se ter
0 S d(avmn> S d(a)an) + d(amxn):
com o membro da direita a tender para 0, para n € J, resulta por enquadra-

mento que d(a, ;) — 0, portanto x,, —a. Tendo em conta agora a conti-
ne. ne.

nuidade de f no ponto a, tem-se f(a,) — f(a)e f(zn) — f(a), donde

d(f(an)7 f(a)) — 0, d(f(a), f(xﬂ)) — 0.

neJ neJ

Das desigualdades
0< d(f(an)v f(xﬂ)) < d(f(an)7 f(a)) + d(f(a)v f(xn))a

com o membro da direita a tender para 0, para n € J, resulta por enquadra-
mento que d(f(ay), f(z,)) — 0. Mas isto ¢ absurdo, uma vez que, por
n
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construgéo, para todo o n € N, em particular, paratodoon € J,

A(f (@), f () > 6. O

Exercicios

Ex 11.1.1 Lembrar que, para cada = € R, define-se a sua parte inteira int(x) € Z
como sendo o Unico inteiro p tal que x € [p,p + 1] (cf. 1.1.13). Determinar
quais os pontos a € R onde a funcdo int: R — Z é continua.

Ex I11.1.2 Sejam X C R um intervalo e f: X — Q C R uma funcdo continua,
gue sé toma valores racionais. Mostrar que f é necessariamente uma fungéo
constante.

Ex 11.1.3 Sejam f,¢:]0,1] — R duas fun¢Bes continuas tais que f(1) = ¢(0).
Mostrar que é continua a funcéo A: [0, 1] — R definida por

h(x):{f@x) SeOSxS%

. :
g2r—1) sez<z<1

Ex I1.1.4 Mostrar que a equagao
(x—1)"+2(z—-2)=0
tem pelo menos uma solugdo no intervalo ]0, 2.

Ex 11.1.5 Seja f : [a,b] — [a,b] uma funcdo continua, cujo dominio e espaco de
chegada s&o ambos o intervalo limitado e fechado [a,b] C R, com a < b.
Mostrar que f tem pelo menos um ponto fixo, isto é existe pelo menos um
¢ € [a,b] tal que f(c) = c. Sugestdo: Aplicar o terema de Cauchy-Bolzano a
fungdo f(x) — x.

Ex I11.1.6 a) Seja f:[0,27] — R uma funcéo continua tal que f(0) = f(2m).
Mostrar que existe algum ¢ € [0, w[ para o qual f(c) = f(c + 7).
Sugestéo: Considerar a fungéo g definida em [0, 7] por

g(x) = f(z) = fz +m).

b) Com base na concluséo de a), concluir que num dado meridiano terrestre
existem, em cada momento, dois pontos antipodas cuja temperatura é exacta-
mente igual.

% Ex 11.1.7 Seja P: R — R um polinémio de grau n impar,
Plz)=ar+az+... +az",

onde a,, > 0.
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a) Mostrar que existe « € R tal que P(z) = 0. Sugest&o: Utilizar o teorema
de Bolzano e ter em conta os limites de P(x) quando x tende para +oo e
para —oo.

b) Utilizar a conclusdo de a) para determinar o contradominio P(R).

% Ex 11.1.8 Seja P: R — R um polinémio de grau n par,
P(x)=ay+ a1z + ... +ayz”,

onde a,, > 0. Mostrar que P tem um minimo em R, isto &, existe z;, € R tal
que P(xy) < P(x), para cada = € R. Sugestdo: Reparar quais os limites de
P(z) quando x — 400 € quando z — —oo, deduzindo que existem a < 0 e
b > 0 tais que, para z no complementar de [a,b], P(z) > P(0). Aplicar o
teorema de Weierstrass a restricdo de P ao intervalo [a, b].

* Ex 11.1.9 (Continuidade da funcéo inversa) Sejam X C R um intervalo e
f: X — R uma funcéo continua e injetiva.
a) Mostrar que f € estritamente mondtona.
Sugestdo: Tendo em conta o exercicio 1.4.18, basta mostrar que, para
a<b<cemX, f(b) estdentre f(a) e f(c). Reparando que, de f(a), f(b)
e f(c), um esté entre os outros dois, aplicar o teorema de Bolzano-Cauchy
para contradizer a injetividade, tanto no caso em que f(a) esta entre f(b) e
f(e) (existe x entre b e c tal que f(x) = f(a)) como naquele em que f(c)
estd entre f(a) e f(b) (argumento analogo).
b) Como aplicagdo de 11.1.20, deduzir que a fungdo inversa f~': f(X) — X
é também continua.

Ex 11.1.10 (Contraexemplo quando o dominio néo é um intervalo) Seja

T, sex € [0,1]
z—1, sexe[2,3]

£:00,1[U[2,3] = R, f(z) = {

a) Mostrar que a fungdo f é continua e estritamente crescente, em particular
injetiva.
b) Mostrar que f([0,1[U [2,3]) = [0, 2] e que a funcéo inversa
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00,2 = [0,1[U [2,3]
nado é continua.

% Ex 11.1.11 (Outro caso de continuidade da funcéo inversa) Seja X C R um
conjunto compacto, ou seja, fechado e limitado (ndo necessariamente um
intervalo), e seja f: X — R uma funcédo continua e injetiva. Mostrar que a
fungo inversa f~!: f(X) — X é também continua.%! Sugestdo: Tendo em
conta a caracterizacdo dos limites segundo Heine em 1.5.50, basta mostrar
que, para cada b € f(X) e cada sucessdo de elementos y, € f(X) com
yn — b, tem-se f~1(y,) — f1(b). Para isso utilizar 1.6.13, mostrando que a
sucessdo (f'(yn))nen, Que tem necessariamente sublimite, ndo admite
nenhum sublimite distinto de f~1(b).

* Ex 11.1.12 a) Reexaminando a demonstracdo da alinea a) de 1.5.17, mostrar
que, se ACX CR e se f,g: X — R sdo duas fungdes uniformemente
continuas nos pontos de A, entdfo a soma f+¢g: X — R é também
uniformemente continua nos pontos de A.

b) Arranjar o contrexemplo que mostre que o analogo da alinea a), com a
soma substituida pela multiplicacéo, ja ndo é verdadeiro. Sugestdo: Pensar
no exemplo na alinea 2) de 11.1.27.

¢) Reexaminando a demonstracdo da alinea c) de 1.5.17, encontrar hip6teses
suplementares sobre duas fungdes f, g: X — R uniformemente continuas nos
pontos de um certo A C X, que permitam garantir que f x g: X — R é
também uniformemente continua.

* Ex 11.1.13 Verificar que a fungdo f:]0,1] — R, definida por f(z) =1,
apesar de continua, ndo é uniformemente continua. reparar que este exemplo,
juntamente com o examinado na alinea 2) de 11.1.27, mostra que para a
validade do teorema de Heine-Cantor (cf. 11.1.28), é essencial tanto o facto
de o conjunto A ser fechado como o de ser limitado.

% Ex 11.1.14 a) Sejam X C R, f: X — Rumafuncdo e A C X e B C X dois
subconjuntos tais que f seja uniformemente continua nos pontos de A e
uniformemente continua nos pontos de B. Mostrar que f é uniformemente
continua nos pontos de A U B.

b) Utilizar a concluséo de a), com a decomposicao

[0, +-00[ = [0, 1] U [1, 4-09]

para mostrar que é uniformemente continua a fungéo f: [0, +oo] — R defi-
nida por f(x) = \/E Sugestéo: Para a continuidade uniforme nos pontos de
[0, 1] utilizar o teorema de Heine-Cantor e para a continuidade uniforme nos

9INaturalmente, no contraexemplo do exercicio 11.1.10 o dominio da fungio £, apesar de
limitado, ndo é fechado.
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pontos de [1, +ool reparar que, se a pertence aeste intervalo e z € [0, +o0],

Ve Val= 2= <o —al

82. As exponenciais de variavel real e os logaritmos.

Lembremos as propriedades das poténcias de base real e expoente inteiro
maior ou igual a 0 que referimos em 1.1.2, nomeadamente que se tem

m-+n

(I X y)'fl — Z" X yn’ x — Z"L X xnl meﬂ, — (xm)n’

e, consequentemente, se y # 0 e m > n,

P ) n " o ym
- = Y =
(y y" y"

O nosso objetivo nesta secgao €, limitando agora a nossa aten¢éo ao caso
em que a base da poténcia é um real maior que 0, caso em que as potén-
cias sdo ainda reais maiores que 0, extender sucessivamente a defini¢do de
poténcia de modo a permitir que o expoente seja primeiro um inteiro arbi-
trario, depois um namero racional e, por fim, um nimero real, tendo como
linha orientadora o objetivo de as propriedades atras referidas continua-
rem a ser vélidas depois de cada extensdo. Para a primeira extensdo basta
exigir que a base seja diferente de 0.

11.2.1 (Poténcias de expoente inteiro) Vamos definir as poténcias de base b # 0
e expoente inteiro arbitrario, partindo da observacdo trivial que qualquer
inteiro p pode ser sempre representado, embora ndo de maneira Unica, como
diferenca de dois inteiros maiores ou iguais a 0. Nomeadamente, se p > 0
podemos escrever p=p—0 (ou p=(p+1)—1,0up=(p+2)—2, 0u

..)esep< 0podemosescreverp=0— (—p) (cup=1— (1 —p)ou...).
Seja b # 0 um numero real. Para cada p € Z pode entdo definir-se um real
b? £ 0 pela condicdo de se ter, quaisquer que sejam 0s inteiros m e n
maiores ou iguais a 0 com p = m — n,

bTIL
bp - ﬁ,
vindo b” > 0, sempre que b > 0. Para p > 0, esta definigdo conduz ao
mesmo resultado que a definicdo original de poténcia referida em 1.1.292 ¢
tem-se

92Sem isso a notagdo que estamos a utilizar seria ambigua.
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1

_ 93
P

b*P
Em particular, ndo ha incompatibilidade com a notagdo usual b~!, para
designar o inverso de um ndmero real b # 0.
Dem: A possibilidade de definir b pelo método indicado resume-se a
verificar que, se um mesmo inteiro admitir duas decomposi¢des

p=m-n=m —n

como diferencas de inteiros maiores ou iguais a 0, entdo tem-se

by

T
0 que é equivalente a b™ x b =b™ x b" ou seja, pelas propriedades
conhecidas das poténcias de expoentemaior ou igual a 0, a b+ = p™'+n,
Mas esta ultima igualdade é uma consequéncia de se ter m +n' = m/ +n,
como consequéncia de m —n = m’ — n/. No caso em que p > 0, o facto de
esta definicdo conduzir ao mesmo resultado que a conhecida anteriormente é
uma consequéncia direta da propriedade das poténcias de expoente natural

que afirma que, sendo p = m — n, em particular m > n, tem-se
bTVL
= bT'

bm*n

Por outro lado, reparando que se p > 0 se pode escrever —p=0—1p
concluimos que entdo

0
pro 1
b»  bp’
e esta igualdade também vale se p < 0 por ser uma consequéncia de
pp—p(p) — L 0
b—>

11.2.2 (Manutengdo das propriedades algébricas das poténcias) Quando as
bases sdo reais diferentes de 0 e os expentes sdo inteiros arbitrarios,
continuam a ser vélidas as propriedades

(bx c)? =bP x cP, bPHI =P x bY, BPX9 = (bP)I,

e, consequentemente

93pPor vezes utiliza-se esta igualdade como definigio, aparentemente mais simples, das
poténcias de expoente inteiro negativo, mas a defini¢éo, aparentemente menos direta, que
estamos a utilizar vai-nos permitir simplificar as demonstragcBes das propriedades das
poténcias de expoente inteiro.
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Dem: Para provar as trés primeiras igualdades, ponhamos p=m —n e

g =m' —n’ (diferengas de inteiros maiores ou iguais a 0). Tem-se entéo,

comop+qg=(m+m')—(n+n')epg=(mm +nn)— (mn +nm'),
b m b?n m b?n m

:(xc) _ X c :—xc—:bpxap,
(bxe)r  brxer b cn

bm+m’ b % bm’ pm bm/

(bxc)

pHq __ — hHP q

b - bn+n’ - bn x bn’ - bn X bn’ =07 xb ’
! (bm)m’

pi — bmm/Jrnn/ B bmm’ % bnn’ B %nﬁ B o B

- pmn'+nm/ - pmn’ 5 pnm’ oy T by -
b’ (b )n’

ﬂ 7”’ m
_ (bn) _ b_ q:(bp)q 94
pm n' bn '
()
Tal como ja acontecia no casos das poténcias de expoente natural, as trés
Ultimas igualdades resultam das primeiras, que permitem escrever

() <o (o) -w

Pl o1 = plP—a)+a — c?,
e do facto de se ter, em particular,

cl=c1=2 = =, O

11.2.3 (Poténcias de expoente racional) Para definir em geral as poténcias de
expoente racional, suporemos sempre que temos uma base b > 0. Partimos
da observagdo trivial de que qualquer inteiro r pode ser sempre representado,
embora ndo de maneira Unica, como quociente £ de un namero inteiro p por
um nimero natural n. Porexemplo, 0 = 9 = 2, -1 = 5l = 3, 3 =2,
Seja b > 0 um namero real. Para cada r € Q pode entdo definir-se um real
b" > 0 pela condicdo de se ter, quaisquer que sejam p € Z e m € N com

r=2,
m

94Seria instrutivo o estudante tentar demonstrar estas trés propriedades no caso em que se
tivesse optado por dar a defini¢do alternativa mais simples das poténcias de expoente
negativo referida na nota de pé de pagina 93. Cedo verificard que, principalmente na
segunda propriedade, a simplificacdo se “paga bem caro” com a necessidade de tratar
separadamente 0s casos em que cada expoente é positivo ou negativo e, no caso em que
sdo de sinais diferentes, se sdo do mesmo valor absoluto ou, sendo, qual dos dois é maior
em valor absoluto.
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b= /v = (V/b)".

Para r € Z, esta definicdo conduz ao mesmo resultado que a definicdo em
11.2.1.

Dem: Comecemos por mostrar que, para cada p€Z e m € N, tem-se
{/br = (\/5)" Ora, tendo em conta a definicdo da raiz de indice m e o facto
de 0 segundo membro ser maior que 0, isso resulta de se ter

(W) = oy = (/o)) =
A possibilidade de definir " pelo método indicado resume-se a verificar que,

se um mesmo racional admitir duas decomposicdes

p q
7":—:—,
m n

comp,q € Z e m,n € N, entdo tem-se

Ora, tendo em conta o facto de, por 1.4.26, a fungdo |0, +oco[ — ]0, +o0],
x — x™" ser estritamente crescente, e portanto injetiva, isso resulta de se ter
pn = qm, € portanto

(W)mn _ ((m bp)m>n _ (bp)n — P — pam
_ (bq)m — ((W)Vl) m _ ( n bq)mn.

No caso em que r € Z, o facto de esta definicdo conduzir a0 mesmo
resultado que a definicdo em 11.2.1 resulta de que se pode escrever r = | e

de se ter (v/b)" = b". O

11.2.4 (Manutencao das propriedades algébricas das poténcias) Quando as
bases sdo reais maiores que 0 e 0s expoentes sdo racionais arbitrarios,
continuam a ser validas as propriedades

(b X C)T _ br % CT, br+s — br % bs, brxs — (br)s’

e, consequentemente

b\ b" b" 1
C) =% vo=p g
e, paran € N,
b = /b.
Dem: Para provar as trés primeiras igualdades, ponhamos r = = e s =

q
e
n
lembremos que, por 1.4.26, para cada natural k, é estritamente crescente, e
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portanto injetiva, a funcdo |0, +-0o[ — [0, +-c0[, z — x*. Assim, a primeira
igualdade resulta de se ter
(bxe))" = ({/(bxc)p)" =(bxec) =bP xcl =
_ (m bp)m « (W)m _ (W < Cp)m _
(br X CY)WL

pnt+qgm
mn

(b,urs)mn _ (mn/banrqm)mn _ banrqm = pP ¢ pIMm —

= (B x (6" = (Vo))" = (/o))" =
— (b’f’)””lr X (bs)mn — (bT X bS)’VTLn’

asegundadeseterr+s= , € portanto

e aterceira de se ter v x s = £Z, e portanto
b1><5 mn _ (IW)”W _ Z)><q _ (bp)q _ ((m bp)m)q _
m n\™ s\ mn
= ()" = ()" = (V") = ("))

Como no caso das poténcias de expoente inteiro, as trés igualdades seguintes
resultam das primeiras, que permitem escrever

() - () -
b x b = b = g

e do facto de se ter, em particular,

1
b= b()fr _ 2
bt b
e a Ultima igualdade vem de que, por definigéo, b = /bl = \/5 O

Como instrumentos auxiliares para definir as poténcias de base maior que
0 e expoente real arbitrario e estudar as suas propriedades, vamos agora
examinar dois lemas envolvendo as fungdes poténcia de expoente racional
e as fungdes exponenciais de variavel racional. Tratando-se de resultados
auxiliares, que serdo implicados por resultados mais fortes a ser estudados
posteriormente, enunciamos apenas as propriedades que teremos necessi-
dade de utilizar, em particular examinamos, no primeiro caso, apenas as
fungdes poténcia de expoente racional » > 0 e, no segundo, apenas as
funcBes exponenciais de base b > 1.

11.2.5 (Lema sobre a poténcia de expoente » >0 em Q) Seja » > 0 um
racional fixado. Tem-se entdo que a fungéo ]0, +oo[ — ]0, +o0[, que a =
associa x” é continua e estritamente crescente e verifica 1" = 1.
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Dem: Podemos escrever r = °*, com m,n € N, e sabemos que se tem entdo

n

"= /xm,

em parrticular 1" = ﬁ =1, pelo que as conclusdes do enunciado resultam
de a fungdo ]0,+oo[ — ]0,+oco[, = — z™, ser continua e estritamente
crescente (cf. 11.1.8 e 1.4.26) e de a funcéo |0, +-oo[ — ]0, +oo[, y +— ¢/y, ser

continua e estritamente crescente (cf. 11.1.22 e 11.1.19). O

11.2.6 (Lema sobre a exponencial de base b > 1) Seja b > 1 um real fixado.
Tem-se entdo que a fungdo Q — |0, +oo[, que a r associa b" é continua e
estritamente crescente.9°
Dem: Vamos dividir a prova em varias partes:

1) Mostremos que a funcdo é estritamente crescente, isto €, que se r» < s em
Q, tem-se b” < b°.

Subdem: Tem-se s —r >0, donde, por 11.25, »*">1°"=1 0 que
implica que

BT < b x b =07,
2) Vamos mostrar que Iir[7)1+ b= 1.

Subdem: Tendo em conta 1.5.38, sabemos que existe este limite lateral e é
igual ao infimo ¢ dos b", com » € Q e » > 0. Uma vez que, para cada r € Q
com r >0, b" > b’ =1, tem-se ¢ > 1. Suponhamos, por absurdo, que se
tinha ¢ > 1. Para cada natural n tinha-se ¢ < bu, donde ¢" < (b")" = b e
isto é absurdo, uma vez que a sucessdo c¢" tem limite +oo (cf. 1.5.45), que
ndo é aderente ao conjunto majorado |—oo, b].

3) Vamos mostrar que se tem também lim " = 1.

r—0~
Subdem: Vamos aplicar o resultado 1.5.36 sobre o limite da fungéo
composta, considerando a funcdo Q.o — Q-, que a r associa —r, a qual
tem limite 0 quando » — 0. Tem-se entéo

o1 . .
lim — = limb" = limb° =1,
r—0- b" r—0- s—0F
donde
. , 1 1
limo" = lim - =-=1.
r—0- r—0- v 1

4) Vamos demonstrar a continuidade da fun¢do num ponto a € Q arbitrério.
Subdem: Tendo em conta o que vimos em 1.5.11 e 1.5.12 e o facto de se ter
b = 1, tem-se mesmo lim " = 1. O facto de se ter »r — a — 0 implica, pelo

r—0

95Repare-se que, enquanto nos limitavamos & varidvel natural ou inteira, ndo referimos a
continuidade uma vez que, sendo o dominio constituido apenas por pontos isolados, a
continuidade era trivial.
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resultado sobre o limite da funcéo composta, que

limd' ¢ = Iingbs =1

e portanto
limb™ = lim (b x b*) = 1 x b* = b". O

r—a r—a

11.2.7 (Poténcias de expoente real) Seja b > 0 um ndmero real. Pode entdo
definir-se, para cada « € R, b” € ]0, +-o0[ pela condi¢ao de se ter
b" = limp" 96

r—x

reQ

€, no caso em que = € Q, esta definicdo conduz a0 mesmo resultado que a
definicdo em 11.2.3. Além disso:

a) No caso em que b > 1, b* é também o infimo dos b", com r > x e r € Q,
eosupremodos b”,comr < zer € Q.

b) No caso em que b = 1, tem-se 1* = 1, para cada = € R.

¢) No caso em que 0 < b < 1, e portanto % > 1, tem-se

1
(3)
Dem: Vamos dividir a demonstracdo em trés partes, conforme se tenha
b>1,b=1ou0<b<1.
1) Suponhamos que b > 1. Uma vez que a fungdo Q — ]0, 4+oo], r — b", é
crescente, e que cada z € R é simultaneamente ponto de acumulagdo a

esquerda e a direita de Q, resulta de 1.5.38 e de 1.5.39 que os limites laterais
lim " e lim b" existem, séo respetivamente o infimo dos b", com r > z e

r—zt r—x

r € Q, eosupremo dos b”, comr < xer € Q, e verificam

b =

0< limd" < limb" < +oo.
r—TT r—axt

No caso em que = € Q o que vimos em 11.2.6 mostra-nos que b*, no sentido
da definicdo em 11.2.3, é o limite de " quando r — z, r € Q e portanto é
também igual a cada um dos limites laterais referidos. Resta-nos assim
mostrar que, no caso em que z ¢ Q, os dois limites laterais referidos séo
iguais, visto que isso implicard que o valor comum é o limite desejado.
Consideremos entdo duas sucessdes de elementos r,, € Q.. € s, € Q-, com
T, — X € 8, — X € reparemos que 0s s, — r, constituem uma sucesséo de
racionais com limite x — x = 0, e portanto, mais uma vez por 11.2.6, que

98A restrigdo r € Q € feita naturalmente s6 para sublinhar o que se esta a considerar, uma
vez que, antes desta definicdo, b” so esta definido parar € Q.
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plsn=ra) _, p0 — 1.
Vemos agora que

lim b" .
— T lim b5» . b . )
7“';: br = limbr = lim b = lim b(snﬂn) -1

r—r-

pelo que, como tinhamos que justificar,
lim b" = lim b" €0, +o0].

r—x= r—xt
2) Suponhamos que b = 1. Neste caso a afirmagao do enunciado é trivial, por
se reduzir ao facto de o limite da funcdo constante de valor 1 em cada ponto
aderente ao dominio existir e ser igual a 1.
3) Suponhamos que 0 < b < 1. Neste caso, tem-se % > 1 pelo que, pelo caso
ja estudado em 1), existe o limite

1

im (3)" = ()

r—z b
e daqui concluimos a existéncia do limite
. . 1 . 1 1
||mb,:||mT:||m?: T
assim como o facto de, no caso em que z € Q, vir (3)“ = & (no sentido da
definicdo em 11.2.3) e portanto o limite referido ser igual a b (no sentido
dessa definicéo). O

=

11.2.8 (Monotonia e continuidade da funcéo exponencial) Para cada b > 0, a
funcdo exponencial exp,: R — |0, +oo|, definida por exp,(z) = b € conti-
nua®’. Além disso:

a) Se b > 1, esta fungdo é estritamente crescente e verifica

v 4

97A continuidade desta funcdo ndo resulta trivialmente da definigéo de * como limite de
b" quando r — x, uma vez que ai o limite considerado € um limite em que r € Q,
enquanto que, para a continuidade, no limite que intervém deve-se considerar r € R.
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lim b = 400, lim " =0.

T—+00 T——00

b) Se 0 < b < 1, esta fungdo é estritamente decrescente e verifica

lim =0, lim " = 4o0.
T—+00 T——00
Dem: Examinemos separadamente os casosemque b > 1,b=1eb < 1:
1) Suponhamos que b > 1. Se = < y em R, podemos escolher racionais r, s
comz < r < s < y e entdo a caracterizacdo de b* como um infimo e a de bY
como um supremo implicam que b* < b" < b® < bY. Provdmos assim que a
funcdo exp,: R — ]0, +oo] é estritamente crescente. Tendo em conta 1.5.38,
podemos concluir a existéncia dos limites lim &* e lim " assim como,

r—+00 xr——00

para cada a € R, dos limites laterais lim 5* e lim b e 0 que nos resta

r—a~ r—at
provar é que os dois primeiros sao respetivamente iguais a +oco e a 0 e que 0s
dois ultimos sdo ambos iguais a b® e para isso vamos ter em conta 1.5.6 e
1.5.36. Em primeiro lugar, lembrando 1.5.45,

lim 5* = lim b" = 400,
T—+00 n—-+400
neN
em segundo lugar
. . . _ . 1 1
lim = lim "= Ilim —=—=0
T——00 n—-+o0o n—-—+oo h" 400
neN neN

e, quanto aos limites laterais,

lim 5% = lim " = limb" = b,

r—a - r—a- r—a

reQ reQ
lim * = lim " = limb" = b“.
r—at r—at r—a

reQ reQ

2) O caso em que b =1 & trivial visto que entdo a fungdo exp, € a funcdo
constante de valor 1.
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3) Suponhamos que 0 < b < 1. Tem-se entdo % > 1 pelo que, por ser, pela

alinea c) de 11.2.7,
1 1

expp(z) = b" = — = R
PO =0 =0 s

a continuidade da fungdo exp, resulta da continuidade de expy;, 0 facto de
expy, ser estritamente crescente implica que exp;, € estritamente decrescente
e

lim bI:L:O, lim bw:i:—i—oo. O

T—-+00 —+00 T——00 0t

11.2.9 (Corolario) Para cada b # 1 em ]0, +o0], a fungdo expy: R — |0, +oo] é
bijetiva.
Dem: Suponhamos que b > 1. A funcdo ¢ injetiva, por ser estritamente
crescente, e, tendo em conta I1.1.16, o contradominio exp,(IR) é um intervalo
contido em ]0, +00[. Uma vez que a extremidades desse intervalo sdo iguais
aos respetivos infimo e supremo, isto ¢, ao infimo e ao supremo dos b* com
x € R, constatamos que esse infimo e esse supremo, iguais aos limites da
fungdo em —oo e em +o0 respetivamente (cf. 1.5.38), sdo 0 e +o0. O contra-
dominio ¢ assim o intervalo ]0, +o0|.
O caso em que 0 < b < 1 admite uma justificagdo andloga, mas também
pode resultar de se ter entdo % > 1 e da formula

1

expy(z) = 7@(101/1;(56) s

que mostra que exp; é a composta da bijegdo exp;/,: R — ]0, +oco[ com a

bijecgdo |0, +oo[ — 10, +o0[, y — %/ O

I1.2.10 (Manutenc¢ao das propriedades algébricas das poténcias) Quando as
bases s@o reais maiores que 0 e 0s expoentes sdo numeros reais arbitrarios,
continuam a ser validas as propriedades

(bxc) =b" x ¢, bV =bT xbY, bV = (b)Y,

e, consequentemente

(9)T=E =2 e L

c c®’ Tk be

Dem: As duas primeiras propriedades t€ém justificagdes naturais, a partir das
propriedades correspondentes em 11.2.4: Considerando sucessdes de niimeros
racionais r, — = € s, — ¥, tem-se b™ — b” e ¢™ — ¢*, donde

(b x )" =1im (b x ¢)" = lim (b x ") = b x ¢*

e, porserr, +S, — T+,
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b = lim " = Tim (b™ x b*) = b* x bV

Como no caso das poténcias de expoente racional, as trés ultimas igualdades
resultam das duas primeiras, que permitem escrever

(2 xer= (Exe) =b

T % pY = plE—y)+y — b,

e do facto de se ter, em particular,

—x 0—z bo 1

Relativamente a terceira de entre as primeiras, j4 temos que ser um pouco
mais cuidadosos?S.

Vamos comegar por provar o caso particular em que o segundo expoente é
racional, ou seja, que, se ¢ € Re s € Q, tem-se b*** = (b”)°. Esta igualdade
¢ trivial no caso em que s = 0, por ambos 0s membros serem iguais a 1, ¢, no
caso em que s > 0, ela resulta do lema em I1.2.5, visto que, considerando
uma sucessao de racionais r, — x, vem b™ — b¥ er, X s — x X s, donde

(6*)* = lim (b™)* = lim b"™** = b,
Enfim, o caso em que s < 0 reduz-se ao que acabamos de tratar, visto que,
por ser —s > (, vem
1 1

b.T/ S — — — b,’L‘XS.
( ) (b,qj)—s b*,?jXS

Provado este caso particular, podemos passar ao caso geral em que z € R e
y € R. Consideramos entdo uma sucessao de racionais s, — ¥ e, aplicando o
caso particular ja examinado, vemos que, por ser £ X s, — T X y,

b7V = limb™* = lim (b%)* = (b7)". O

I1.2.11 (A fungiio logaritmo) Para cada b # 1 em |0, +o0], define-se a fungéo
logaritmo de base b, logy:]0,+00] — R como sendo a inversa da fungio
bijetiva expy: R — |0, +00[ (cf. o corolario I1.2.9).

Tem-se entéo que log: ]0, +0o[ — R ¢é bijetiva e continua e, além disso:
a) Se b > 1, a fungdo ¢ estritamente crescente e verifica

limlogy(y) = —o0, lim logy(y) = +oc.
y—0 y—+00

980 problema é que nos falta uma propriedade que garanta que, se b, — b e r, — x,
entdo tenha que ser b;" — b". Esta propriedade, apesar de verdadeira, so serd justificada
adiante em 11.2.15.
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-1 1 2 3 4
X
EES

a) Se 0 < b < 1, afuncdo ¢ estritamente decrescente e verifica

limlog,(y) = oo, lim log,(y) = —oc.
y—0 y—+00

Dem: A funclo é bijetiva, por ser a inversa de uma funcdo bijetiva e é
estritamente crescente ou estritamente decrescente, conforme b > 1 ou
0 < b < 1, por se tratar da inversa de um fungdo com a mesma propriedade.
O facto de a fungéo ser continua é uma consequéncia de ser monotona e ter
um intervalo como contradominio (cf. 11.1.20). No caso em que b > 1 (respe-
tivamente, 0 < b < 1) o facto de termos uma funcéo crescente (respetiva-
mente, decrescente) implica que os limites em 0 e em +o0 sd0 0 infimo —co
(respetivamente, 0 supremo +o00) € 0 supremo +oo (respetivamente, o infi-
mo —oo) do contradominio (cf. 1.5.38). O

11.2.12 (Propriedades algébricas dos logaritmos) Seja b # 1 em ]0,+ool.
Tem-se entéo

logy(1) =0, log,(b) =1,
e, parax,y € ]0,+o0[e z € R,
logy(z x y) = logy(z) + logs(y), logs(x*) = z x logy(z),
e, consequentemente,

l0g,() = log(x) ~ Iog (1), Iogb%) — “log,(y).



156 Cap. Il. Fungdes continuas e aplicacbes

Dem: As duas primeira igualdades resultam de se ter ° =1 e b' = 0.
Notando que z = b'°%(*) ¢ ¢ = pl°®:() vem, pelas propriedades algébricas
das poténcias em 11.2.10,

TXy= blog,,(:v) ~ blog,,(y) _ blog,,(z)+log,,(y),

donde
logy(x x y) = logy(x) + logy(y),
e
= (blogb(m))z — blogb(m)xz’
donde

logy (%) = z x logy(z).

Por Gltimo, o terceiro par de igualdades resulta de se ter

T

logs () = logb<§ X y) = logi() + logy(y)
e portanto

1
|09b(§) = logy(1) — log,(y) = 0 — logy(y). o
11.2.13 (Mudanca de base nos logaritmos) Sejam b # 1 e ¢ # 1 em |0, +oo.
Tem-se entéo
_ 1
log,(c)

log.(b)

e, para cada x € ]0, +oo],
log.(z) = log.(b) x log,(x).
Dem: Uma vez que se pode escrever
2 = plos(@) — (Clog(.(b))bgb(ﬂ?) _ Clog(.(b)xlog,,(w),

concluimos que log.(x) = log.(b) x log,(x). Em particular, tomando = = ¢,
vem

1 =log.(c) = log.(b) x logy(c),
0 que implica a primeira igualdade. O

11.2.14 (A funcéo poténcia de expoente real) Seja d € R e consideremos a
funcdo poténcia de expoente d, f;:]0,4+00[ — ]0,+0c0[, definida por
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fa(z) = . Tem-se entdo que esta funcdo é continua® e:
a) Se d > 0, a fungdo é estritamente crescente e verifica

limz?=0, lim 2¢
z—0 T—+00

= +o00.

b) Se d = 0, a fungdo € constante de valor 1.
c) Se d < 0, a funcdo é estritamente decrescente e verifica

limz? = +00, lim z%¢ = 0.

x—0 T—-+00
Dem: Fixermos uma base b > 1. Tem-se entao

fa(x) = expy(logy(z)) = exp,(d log, (z))

pelo que as conclusdes resultam de as fungdes exp,:R — ]0,+oo[ €
logy: )0, +00[ — R serem continuas e estritamente crescentes e do
conhecimento dos limites destas funges nas extremidades dos seus domi-
nios. O

11.2.15 (Limite da poténcia) Sejam X C R, a € R aderente a X e ¢: X — R
f: X — 0, +00[ duas fungdes tais que

lim f(z) =c, JT(]J g(z) =d,

r—a

com ¢ € ]0, +oo[ e d € R. Tem-se entdol00

lim f(x)?@) = 2,

T—a

Dem: Fixemos uma base auxiliar b € |0, +oo[, com b # 1. Tendo em conta a
continuidade da funcéo logy: |0, +00[ — R, tem-se

!m logy(f(x)) = log,(c)

e portanto
lim log, (f()"”) = lim (g(x) x logs(f(x))) = d x logs(c).

Daqui resulta, tendo em conta a continuidade da funcéo exp;: R — 10, +o0],

lim f(m)g(z) = lim blog,,(f(z)-"(“’)) — bd><|0g;,(c) _ (b|09h(0))d _ Cd. O

r—a Tr—a

99 embrar que, no caso em que o expoente d é um inteiro com d > 0 sabemos mais que
isto: Vimos em 11.1.8 que a funcéo é restricdo de um fungdo continua definida pela
mesma formula em R.

100Ccomparar com 1.5.17.
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11.2.16 (Nota) Repare-se que, para a validade do resultado precedente, foi essen-
cial supor que ¢ > 0. Se se tivesse Iim f(z) =0, ndo podiamos aplicar 0

resultado para concluir a existéncia ou 0 valor do limite para f(z)9*), até
porque 0¢ ndo esta em geral definido. De certo modo, pode-se pensar que 0
0, relativamente a base de uma poténcia, joga um papel analogo ao dos infi-
nitos, relativamente a multiplicacio, e que, conforme o valor de d, 0? pode
ser encarado seja como uma mnemonica (analoga as consideradas, para a
multiplicacdo em 1.5.27 e 1.5.28), seja como uma indeterminacéo (analoga ao
oo x 0 no contexto da multiplicagdo). Mais do que listar todas as mnemo-
nicas e indeterminacgdes que se podem considerar no contexto das poténcias,
0 que ¢ talvez mais importante é notar que, em cada caso, para investigar o
que se pode dizer sobre o limite de uma poténcia f(z)?*), quando se
conhecem os limites, finitos ou infinitos de f(z) e de g(«), 0 melhor método
¢ utilizar a mesma ideia que apareceu na demonstracdo do resultado
precedente, tirando partido do conhecimento da continuidade e dos limites
nas extremidades dos dominios das funcgdes log, e exp,. Para explicar o que
queremos dizer, apresentamos 0s proximos exemplos, deixando como
exercicios propostos no fim da seccdo o convite ao exame de resultados
analogos (que, insistimos, ndo parece importante conhecer de corl01),

11.2.17 (Exemplos: A mnemdnica 0P°°* =0 e as indeterminagdes 0° e
1+°°)102 Sgjam X C R, a € R aderente a X e ¢: X — R f: X — ]0, +00]
duas funcdes. Tem-se entdo:
a)Se lim f(z) =0e limg(x) =d > 0, entdo Ilmf( )9 =0,

r—a T—a
b) De se ter lim f(x)=0¢e I|m g(x ) =0 nada se pode concluir sobre a

existéncia ou o valor do limite de f(

)
c) Deseter lim f(z)=1e limg(z) = +oo nada se pode concluir sobre a
r—a r—a
existéncia ou o valor do limite de f(z)9*)
Dem: Fixemos uma base auxiliar b > 1 em R

a) Tendo em conta o conhecimento do limite lem log,(y) = —co e o resul-
tado sobre o limite da fungdo composta, sabemos que

lim log, (f () = —oo
e daqui deduzimos que

lim log, (f(x)*) = lim (g(x) x log, (f(x))) = pos x (~00) = —co.

101Empora néo seja proibido...
102As mneménicas das indetermingBes que encontramos até aqui correspondiam a opera-
¢des, como % que ndo faziam sentido. N&o é o caso desta: Tem-se, algébricamente,

0° = 1 no contexto das poténcias de base real e expoente inteiro maior ou igual a 0.
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Tendo em conta o conhecimento do limite lim exp,(y) = 0 e o resultado
Yy——00

sobre o limite da funcdo composta, concluimos agora que

lim f'(x)g(z) = lim blogb(f(x)q(r)) -0

r—a r—a
b) Como em a), tem-se

lim logy (f(z)) = —oo

r—a

pelo que, por ser

logs, (f(l“)”(x)) = g(x) x logy(f(x)),

estamos em presenca de uma indeterminagdo do tipo 0 x (—oc) e portanto
nada sabemos afirmar sobre o limite de Iog,,(f(:c)f’(]’)) 0 mesmo acontecendo
com o limite de f(x)9®),
¢) Como anteriormente, tem-se

lim log, (f (=) =0

Tr—a

pelo que, por ser

logy (f(2)7")) = g(x) x logs(f(z)),

estamos em presenca de uma indeterminagdo do tipo (+o00) x 0 e portanto
nada sabemos afirmar sobre o limite de |Ogb(f(a:)9<z)) 0 mesmo acontecendo
com o limite de f(x)9), O

11.2.18 (Um limite notdvel) Sejam b > 1 em R e k > 0 em Z fixados. Tem-se
entéo

T

r—+00 I
z€]0,+00[

Dem: Lembremos que, como se verificou em 1.5.45, tem-se

Uma vez que, como foi referido no exemplo na alinea b) de 1.5.41, a funcao
in:R — Z tem limite +co em +oo, tem-se, como limite da funcéo
composta,
pint(z)+1
lim — =
e (int() £ F 0
2€]0,400[

e entéo de se ter b* > b"@) e zF < (int(z) + 1)*, concluimos que
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b bint(z) 1 bint(m)+1

- > - @@ _Z -
2 = (ntl@) + DF b (int(z) + 1)F
donde, por enquadramento, também

T

lim — = +4o0. O
r—+00 I
z€]0,+00[

11.2.19 (O limite de y/z,) Sejam (z,),eny Uma sucessdo de nimeros reais em
]0,+0c[ e a € [0, +o0] um real estendido tal que “= —, a- Tem-se entdo
*n n— o0

lim ¢/z, = a.103

n—+00

Dem: Consideremos uma base auxiliar b > 1. Tem-se entdo que a sucessdo

n 100y (1) — logy (z,,) = log, (ZL)

Tn

tem limite log,(a) se a € ]0,+oo[, —o0o se a = 0 € +o0 se a = +oo. Tendo
em conta 1.5.44 assim como a continuidade e os limites nas extremidades do
dominio da funcéo log,, concluimos que a sucessdo

lo "
> % = logy({/z)

tem limite log,(a) se a €]0,4+o00[, —o0 se a=0 e 400 Se a=+o0 €
portanto, tendo em conta a continuidade e os limites nas extremidades do
dominio da funcéo exp, a sucessdo

n— /x, = eXpb(|09b(\’/5U7n))

tem limite exp; (log,(a)) = a se a € |0, +oo[, 0 se a = 0 € +00 se a = +o0,
em qualquer dos casos tem limite a. O

Exercicios

Ex I11.2.1 Completar e justificar os segundos membros das seguintes mnemoé-
nicas, envolvendo limites de poténcias (a quarta ja apareceu como exemplo

103Reparar na analogia com 1.5.44, resultado que vai, alis, ser utilizado na justificagio
deste.
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em 11.2.17):
0> = 0ned = | 0> =, 0" =
(too) ™=, (+00)" =, (+00)”" =, (+00)™™,
(>D)™, (> =, (<™=, (<)"*=.

Ex 11.2.2 Encontrar outras indeterminacfes envolvendo poténcias, para além das
referidas nas alineas b) e c) de 11.2.17.

Ex 11.2.3 Determinar o limite da sucessio (z,,),ey definida por z,, = /%L,

n
Ex 11.2.4 Determinar o limite

.27 -1
lim .
z—+o0 3T 4 2

Ex 11.2.5 Deduzir da conclusdo do limite notdvel em 11.2.18 que, dados
0<b<lemRek > 0emZfixados, tem-se

lim z* x b* = 0.

T—+00

Ex 11.2.6 Utilizar o limite notavel em 11.2.18 para determinar o limite

o+ 41
lim =——

T—+00 27

Ex 11.2.7 a) Deduzir da concluséo do limite notavel em 11.2.18 que, dados b > 1
emR e k € N fixados, tem-se

lim L

y—+oo logy (y)*
y>1

= +00.

b) Utilizar a conclusdo de a) para mostrar que lim \/ﬁ =1
neN

Ex 11.2.8 Utilizar 11.2.19 para:
a) Obter de novo o limite "”1\]1 Vn=1
ne

b) Verificar que Iirg v n! = +o0.
ne
83. A exponencial e o logaritmo neperianos.

11.3.1 (A constante de Neper) Consideremos as sucessdes (z,)nen € (Yn)nen de
ndmeros reais em |1, +oo[ definidas por
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1n 1nl 1
xn:(l—kﬁ) C o= (1) :xnx(l—kﬁ).

Tem-se entdo que a primeira € estritamente crescente, a segunda € estrita-
mente decrescente e ambas tém um mesmo limite real, a que se da o0 nome de
constante de Neper, que é notada com o simbolo e e que verifica as desigual-
dades

2<e<3.104

Dem: Vamos comegar por mostrar que a primeira sucessdo é crescente e que
a segunda é decrescente, para 0 que bastara verificar que, para cada n € N,
Ty < Tpi1 € Yn > Yna1 OU, O que é equivalente,
Yn
Ty Yn+1

Tn+1 >1

> 1.

Para o fazermos vamos utilizar duas vezes a desigualdade de Bernouilli
estrita em 1.2.7, no primeiro caso com z = ——=-; € no segundo caso com

Com efeito,

(n+1)

T = n(n+2

()G sy
(n+

Tn (t+3)" (=) 1)* n
1 ntl n—l— 1 n+1
_(1_(71—1—1)2) > (1- n+1) n =1
v _ (143" (%)”“ (4122
= 2 2 ( ) x -
it (14 75) (50) n(n+2) ntl
1 n+2 n 1 n
:(1+n(n—|—2)) Xn—|—1>(1+ﬁ)xn+1:1’

como queriamos. Da igualdade y, =z, x (1+ 1) deduzimos que, para
cadan € N, z, <y, <y, pelo que a sucessdo (z,), além de crescente, é
majorada, tendo assim um limite finito e, igual ao supremo do conjunto dos
seus termos. Mais uma vez a igualdade y,, = z,, x (1+ 1), com1+2 — 1,
implica que a sucessdo decrescente (y,,) tem também limite e, que é assim
também igual ao infimo do conjunto dos seus termos. O facto de se ter 2 < e
resulta de se ter

104 claro que é possivel encontrar intervalos mais reduzidos onde se encontra e, mas
citamos este neste momento apenas a titulo de exemplo que pode ser Util. O estudante ja
encontrou este ndmero anteriormente, embora sem preocupacoes de rigor e viu referida
uma aproximagao decimal do tipo e = 2, 718281828459..., a qual ndo é mais do que uma
afirmacéo ndo justificada (embora justificavel...) de que e pertence a um certo intervalo
muito mais pequeno.
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2 9
> =(14+=)"=->2
e > x9 (—|—2) 4>
e o facto de se ter e < 3 resulta de se ter
1 46656
<ys=(14 )= — <3.105
esw =142 = 565

11.3.2 A constante de Neper e joga um papel fundamental em toda a Analise
Matematica, em particular, e por razdes que serdo mais claras em breve (cf.
11.3.4), constituem uma base privilegiada para a exponencial e o logaritmo.
Por esse motivo, € usual em Matematica notar simplesmente

exp: R — 10, +o0[, lo0g:]0,+o0[ — R,

as funcdes exp. e log. respetivamente. No entanto, € uma vez que nas
maquinas de calcular é comum utilizar o simbolo log com o sentido de log;,
usaremos a notacao alternativa, ja encontrada no ensino secundario,

In:10, +o00[ — R, In(z) = log.(x)

para designar o logaritmo na base e (também chamado logaritmo nepe-
riano).106

Apesar de o0 nimero e ter sido definido como o limite de uma sucesséo, é
atil verificar que ele pode ser também obtido como limite em +oo e em
—oo de um prolongamento natural dessa sucessdo como fungdo definida
numa unido de intervalos de R. O método de obter este resultado mais
forte, no caso do limite em +oo é semelhante ao utilizado em 11.2.18 para

obter o limite em 400 de z — & a partir do correspondente resultado
para as sucessoes.

xr

11.3.3 (A constante de Neper como limite de uma fungdo) Reparemos que,
para y € R\ {0}, tem-se 1 + % >0 se esose ye]—oco,—1[U]0,+o0[ €
consideremos a fungéo

]—o0, —1[U]0, +00[ — ]0, +oo[, y+— (1+ 5)“

Tem-se entdo:

105 fragio podera ser feia mas este calculo tem a vantagem de, pelo menos em principio,
ndo estarmos dependentes de uma calculadora para obter o resultado.

106Antes da generalizagdo do uso das calculadoras, os logaritmos de base 10 eram utili-
zados como auxiliares para efetuar aproximadamente multiplicages de nimeros. Por esse
motivo, a nota¢do log era utilizada no lugar de log,, e usava-se, como faremos, In no
lugar de log,.. Hoje, no entanto, a importancia dos logaritmos de base 10 é muito limitada.
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. 1 . 1

lim (14+=)"=e, lim (14+-)"=e.
Yy—+00 Yy Y——00 Yy

Dem: Vamos comecar por justificar o primeiro dos dois limites referidos,

comecando por notar que, uma vez que +oo ndo é aderente ao complementar

]—o00,—1[U]0, 1] de [1, +oo[ no dominio, ser4 suficiente provar que

1
1 lim (1+=-)"=e.
@ Jim 1y =
y€[1,+o00]

Em primeiro lugar, pelo resultado sobre o limite da funcdo composta, e tendo
em conta o limite em +oo da fungdo int: R — Z (cf. a alinea b) de 1.5.41),
vem

lim (14 ——)™ —,

y—+0o0 int(y)
y€[l,+o0]

. 1 int(y)+1
y—+00 (1+ int(y) + 1) ©
y€E[l,4+00]

. 1 o H 1 -1 _
e portanto, por ser leToo (1 + int(y)) =1le yl!Toc (1 + W) =1,

y€([1,+00] y€[1,+o00]
também, por multiplicacéo,

1 )int(y)Jrl

lim (1+ nt(y)

y——+00
y€[1,400]

- 1 int(y)

lim (1+—7— =
y—+00 (1+ Int(y)+1) ¢
y€(L,+o00]

:6'

)

Reparemos agora que, de se ter int(y) <y < int(y) + 1, deduzimos que,
para caday € [1,+o0],

1y y L int(y)+1
()= ) = O )
1

1.y y 1 int(y)
(1+ Q) > (1+ int(y) +1) > (1+ int(y) + 1) ’

e destas duas desigualdades e dos limites em (2) resulta, como queriamos, o
limite em (1).

Passemos agora ao segundo dos limites no enunciado. Ora, considerando a
composta com a funcgdo

]—00,—1[U]0, +00[ — |—00, =1[U]0, 40|, y+— —y —1,
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Vemaos que
. ]. y . 7271_ - —z 7271_
yﬂ[ﬂoo(l-i-g) 7zEToo(1+ —z—l) 722!1100(—2—1) o
T z4+1 211 o 1 z l _
— H 1 Z_
_ZETOO(lJr;) =e. a

11.3.4 (Dois limites notaveis) Considerando as fungBes In:]0,+oco] — R e
exp: R — ]0, +o0[, ambas de base e, tem-se

. In et —1

lim In(z) —1, lim& = —q.107
r—1 x—1 z—0 xT

r#1 x#0

Dem: Tendo em conta a continuidade da func¢éo In, deduzimos de 11.3.3 que,
comy € |—oo, —1[ U ]0, +-00], tem-se

Iim 1 yin(1+ 5) = lim In(1+ 21/) =1In(e) =1,

Y—+00

lim yin(1+ )— lim In(1+ ) =In(e) = 1.

y——00 y——0
Por composicdo com as funcgdes

]L +OO[ - }—OO, _1[ U ]Oa +OO[,
10, 1[ — ]—00, —1[U]0, +o0],

ambas definidas por x — ——, cujos limites em 1 sdo respetivamente +oco e
—00, Vemos que
. In 1 . 1
lim ﬂ_lm In(l—i——):hm yIn(14+-) =1,
r—1t T — 1 r—1t T — 1 Yy——+00 Yy
z—1
In(x)

lim = lim
r—1- r — 1 rx—1- r —

. 1
In(l + —) =lim yIn(1+-) =1,

T—1 Y=o Yy
e portanto, os limites laterais sendo iguais, tem-se I.in} % =1.

r#1
A partir do limite que acabdmos de estabelecer, e por composi¢cdo com a
restricdo a R\ {0} da funcdo exp: R — ]0,+oc[, que toma valores em
10,400\ {1} e tem limite 1 no ponto 0, obtemos

107Reparar que estes dois limites correspondem a indeterminagdes do tipo 2.
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. In(e? .
1:I|m£=hm Y ,
y—0e¥ —1 y—0e¥ —1

y#0 y#0
donde finalmente
.oev—1 . 1 1
lim =|ImT=ﬁ=1. O
y—0 Yy y—0 o1 lim o1
y#0 y#0 y—0 "
y#0

A funcdo exponencial de base e intervém na definicdo de duas fungdes
importantes, o seno e o cosseno hiperbdlicos, que jogam um papel de
certo modo paralelo ao do seno e do cosseno trigonométricos. Esse parale-
lismo podera ndo ser muito evidente de inicio mas tornar-se-a progressi-
vamente mais claro ao estabelecermos algumas das suas propriedades.

11.3.5 (As funcbes hiperbdlicas) Da-se o0 nome de seno hiperbdlico e de cosseno
hiperbolico as fun¢des senh: R — R e cosh: R — R definidas por

e.’L’ _ e—;l? el‘ + e—LL’

senh(x) = , cosh(z) = 5

11.3.6 (Primeiras propriedadades das funcdes hiperbdlicas) As fungdes
senh:R — R e cosh: R — R sdo continuas e tém os seguintes limites em
+00 € em —oo:

Iir+n senh(z) = 400, lim senh(z) = —o0,
1 I*j oo Z*:*OO
@ lim cosh(z) = +o00, lim cosh(z) = +o0.
r—+00 T——00

Tem-se além disso, para cada = € R,
2 cosh?(z) — senh?(z) = 1 108

e cosh(z) > 0 e portanto

(3) cosh(z) = /1 + senh?(z).

Tem-se ainda que a fungio senh é impar e a fungéo cosh é parl%9, isto é, para
cada z € R,

108comparar com a identidade conhecida para as fungdes trigonométricas
cos?(z) + sen’(z) = 1.

109Mais uma semelhanga com as fungdes trigonométricas usuais.
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4) senh(—x) = —senh(x), cosh(—z) = cosh(z)
e que, para cada x € R,
(5) senh(z) + cosh(z) = e”.

Dem: A continuidade das funcgdes hiperbolicas e os limites referidos
resultam trivialmente da continuidade e dos limites em +o0o € em —co da
exponencial de base e e a desigualdade cosh(z) > 0 resulta de a exponencial
sO tomar valores estritamente positivos. Reparamos enfim que

cosh?(z) — senh?(z) =
B (em)Q + (ef.r,)Q + 2¢ete " (em)Q + (ef:r,)Z — 2e%e "

4 4
_62,7?_’_6721,_’_2 6237_"_672:1?_2_1
4 4 -
que
senh(—z) = < 2_6 =S 7°% _ senh(a),
—T Z T —T
cosh(—z) = ¢ ;e _— = cosh(z)
e que
T __ T T —T
senh(z) + cosh(x) = < 26 + £ J;e =e". O

11.3.7 (Monotonia e contradominio das fungdes hiperbdlicas) a) A fungdo
senh: R — R é estritamente crescente e bijetiva e verifica senh(0) = 0.
b) A funcdo cosh: R — R tem restricBes estritamente decrescente a |—oo, 0]
e estritamente crescente a [0, +oo] e verifica cosh(0) = 1. Consequentemente
o contradominio desta fungdo é [1,+ocf, igual ao contradominio de cada
uma das restricoes referidas.
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L—

[ HU R R | T R
Lo e e e =
-14-12-10-08-05-04-02\ 020408608101214

b

05

Dem: a) Sabemos que a fungdo x — e* é estritamente crescente e daqui
resulta que é também estritamente crescente a fun¢do x — —e~* (composta
daquela a esquerda e a direita com duas fungdes estritamente decrescentes),
de onde deduzimos que é estritamente crescente a funcdo

x —T

— €

x +— senh(z) = ¢ 5

Em particular esta fungdo € injetiva e o contradominio é um intervalo tendo
0s limites +o0o e —oo como supremo e infimo, respetivamente, por outras

0_,0

palavras o contradominio € R. Enfim, tem-se senh(0) = “5= = 0.

b) Tem-se cosh(0) = # = 1. Uma vez que senh(z) < senh(0) = 0 para
x <0 e senh(x) > senh(0) = 0 para « > 0, as propriedades de monotonia
da funcdo y — y? (cf. o exemplo ¢) em 1.4.19) garantem que a funcio
x — senh?(x) tem restricBes estritamente decrescente a ]—oo,0] € estrita-
mente crescente a [0, +oo] e deduzimos daqui e da igualdade

cosh(z) = +/1 + senh?(x)

gue o mesmo acontece a funcdo cosh: R — R. Concluimos daqui, tendo em
conta 0 conhecimentos dos limites desta funcdo, que o contradominio da
restricdo de cosh ao intervalo ]—oo, 0] € um intervalo com 1 = cosh(0) como
minimo e +oco como supremo, portanto é [1,+oo| e, analogamente, que o
contradominio da restri¢do de cosh ao intervalo [0, +o0c[ é um intervalo com
1 = cosh(0) como minimo e +oo como supremo, portanto é também
[1,4+o00[. O facto de estas duas restricBes terem ambas o contradominio
[1, +oo[ implica trivialmente que cosh: R — R também tem esse contrado-
minio. O

11.3.8 (As funcoes hiperbolicas inversas) Tendo em conta o referido em 11.3.7,
a funcdo senh: R — R é bijetiva e estritamente crescente e, embora a fungéo
cosh: R — R ndo o seja, a sua restricdo ja é uma funcdo bijetiva e estrita-
mente crescente [0, +oo[ — [1,4+o00[. As inversas destas funcdes bijetivas
sdo notadas
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arcsenh: R — R, arccosh: [1, +oo[ — [0, 00|

e sdo assim também bijetivas e estritamente crescentes.110 Estas funcGes
admitem as seguintes caracteriza¢@es alternativas, que constituem também
justificagdes alternativas da sua continuidade:

arcsenh(y) = In(y + /32 + 1
arccosh(y n(y +vy* —

Dem: Dado y € R, seja = € R tal que y =senh(x). Tendo em conta a
relacdo (3) em 11.3.6, tem-se cosh(z) = /4% + 1 e portanto

e’ =senh(x) + cosh(z) =y + /y? + 1
donde
arcsenh(y) =z =In(y + Vy> + 1).

Seja agora y > 1 e consideremos z > 0 tal que y = cosh(z). Da relagdo (2)
em 11.3.6. e uma vez que senh(x) > 0, vem

senh(z) = \/cosh?(z) — 1= /32 — 1

donde

arccosh(y) = = = arcsenh(y/32 — 1) =
=in(ViP =1+ (/P =17 +1)
=In(y+Vy* - 1). O

11.3.9 (Funcdes hiperbdlicas no argumento duplo!!l) Para cada = € R, tem-se
senh(2x) = 2 senh(x)cosh(z),
cosh(2x) = senh?(z) + cosh?(z) =
=2senh?(z) +1 =
= 2cosh?(z) — 1.

Dem: Das definicdes senh(z) = = e cosh(z) = <, obtemos, por um

lado,

T\2 _ —x\2
senh(z)cosh(z) = ()" = () =
e, por outro lado,

110Reparar no paralelo com as fung@es trigonométricas inversas examinadas em 11.1.25.
111Reparar no paralelismo com as férmulas conhecidas para o seno e o cosseno do argu-
mento duplo.
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2z —2x __ 2 2z —2x 2
senh?(z) + cosh®(z) = < te e s

4 4
= M = cosh(2z).
As duas restantes caracterizagdes de cosh(2z) resultam desta e das férmulas
cosh?(z) = senh?(z) + 1, senh?(x) = cosh?(x) — 1. O
Exercicios

Ex 11.3.1 Utilizar 11.3.3 para determinar os limites das sucessdes (z,)nen
definidas por:
a) Ty = (1 + i)n’
2n
n

b) Tp = (

n
n+ 1) '
Ex 11.3.2 a) Mostrar que para cada z > 0

. l'n_m
I|m(1+g) = e%.

neN

b) Mostrar que para cada = < 0 tem-se também

. g n_ x
RUER) =

Ex 11.3.3 Seja b # 1 em ]0,+oo[ uma base fixada. Verificar que os limites
notaveis analogos aos de 11.3.4 tém uns valores menos naturais, nomeada-
mente:

1 1 bt —1

lim 0% _ L )
=1 —1 In(b)" 20 =

r#1 x#0

Ex 11.3.4 Justificar as formulas para as funcdes hiperbdlicas aplicadas a uma
soma de dois argumentos:

senh(z + y) = senh(z)cosh(y) + cosh(x)senh(y),
cosh(z + y) = cosh(z)cosh(y) + senh(z)senh(y).

Reparar no paralelo com as formulas do mesmo tipo para as fungdes trigono-
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métricas e no facto de estas férmulas implicarem trivialmente as referidas em
11.3.9.



CAPITULO 1l
Derivadas e aplicactes

81. Definicdes e propriedades basicas.

I11.1.1 Sejam X C R, f: X — R uma funcéo e a € X ponto de acumulagdo de
X. Retomando a definicdo que o estudante ja encontrou decerto no ensino
secundariol12, dizemos que f € derivavel (ou diferenciavel) em a se existir e
for finito o limite

i 1) = I @)
r—a Tr—a
r#a

limite esse que é notado f’(a) e a que se d& o nome de derivada de f no
ponto a. Se o limite referido existir mas for +00 ou —oo, definimos ainda
f'(a) = +o00u f'(a) = —o0, respetivamente, dando a este valor o nome de
derivada de f no ponto a, embora ndo consideremos f derivavel em a.

111.1.2 (Nota) A razdo por que se exigiu que a seja ponto de acumulagdo do
dominio X de f é o facto de o limite referido ser o de uma fungdo cujo
dominio é X \ {a}, sendo assim necessario que a seja aderente a X \ {a},
que é precisamente a condicdo para a ser ponto de acumulacdo de X.
Frequentemente, ao referir o limite que define a derivada escrevemos sim-

plesmente lim W considerando assim que a condicdo x # a esta
T—a

implicita pelo facto de = — a aparecer em denominador.

Apesar de o estudante ja ter encontrado essa interpretacdo anteriormente, ndo
deixamos de sublinhar o significado geométrico do quociente W cujo
limite define a derivada: Trata-se do declive da secante ao grafico da funcéao

12gventualmente com restricdes desnecessarias sobre o dominio, por exemplo a exigén-
cia de se tratar de um intervalo.
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f determinada pelos pontos deste de abcissas a e z. Definindo a tangente ao
grafico de f no ponto de abcissa a como sendo a reta limite (se existir) das
retas secantes ao grafico determinadas pelos pontos de abcissa a ¢ x, quando
x tende para a, isto ¢, a reta passando pelo ponto de abcissa a e cujo declive
¢ o limite dos declives daquelas secantes, vemos que a derivada vai ser o
declive da reta tangente.

II1.1.3 (Nota) Repare-se que nas considera¢des precedentes, como noutras que
vao seguir, temos utilizado a letra a para o ponto em que se considera a
derivada ¢ a letra = para a variavel que intervém no limite que define a
derivada. No entanto, uma vez que estas letras sdo variaveis mudas, nada nos
impede, depois dos calculos efetuados, passar a utilizar a letra = para desig-
nar o ponto em que se considera a derivada. Por exemplo, veremos adiante
que, sendo f(x) = 2", tem-se f'(a) =na" !. Poderemos entdo também
dizer que se tem f'(z) = na" L.

I11.1.4 Dizemos que f: X — R ¢ derivavel quando, para cada x € X, x é ponto
de acumulagdo de X e f ¢ derivavel em z. Quando isso acontecer, fica
definida uma nova fungdo f’: X — R, que a cada x € X associa a derivada
f'(z) no ponto z, fun¢io a que se d4 o nome de funcéo derivada.

I1.1.5 (Continuidade das funcdes derivaveis) Se a fungdo f: X — R ¢
derivavel no ponto a € X, ponto de acumulagio de X, entdo f é continua no
ponto a.

Dem: Tendo em conta 1.5.17, vemos que, por f’(a) ser finito,

tim (£(z) — f(a)) = lim (LT )y = a0 =0,
T#a r#a
pelo que
lim f(z) = lim ((f(2) = f(a)) + f(a)) = 0+ f(a) = f(a),
r#a r#a

o que implica que f é continua em a (cf. I1.1.4). O
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Tal como acontecia com a determinacéo dos limites, serd excepcional em
casos concretos que se tenha que recorrer a definicdo de derivada para
determinar estas. Como naquele caso, o que se faz é determinar a derivada
de certas fungdes basicas e depois aplicar regras de derivacdo que permi-
tem determinar as derivadas de certas func¢Oes a partir das de outras que
entram na respetiva definicao.

111.1.6 (Dois casos triviais de existéncia de derivada) Sejam X C R e a € X,
ponto de acumulacdo de X. Tem-se entdo:
a) A funcdo identidade Ix: X — R, definida por Ix(z) = x, é derivavel em
a e com derivada igual a 1.
b) Para cada b € R, a fungdo f: X — R constante de valor b, definida por
f(z) = b, é derivavel em a e com derivada 0.
Dem: Basta atender a que o limite de uma fungdo constante é igual a essa
constante e a que, no primeiro caso, tem-se

Ix(x) —Ix(a) x-—a

= :1
r—a r—a

€, No segundo caso,

f(@)—fla) _b—b _

r—a r—a

0. O

I11.1.7 (Derivadas da soma e do produto) Sejam X C R, a € X ponto de
acumulacgdo de X, f,¢g: X — R duas funcBes derivaveis em a e ¢ € R uma
constante. Tem-se entéo:

a) Asoma f+¢g: X — R e o produto cf: X — R, que a cada x associam
respetivamente f(xz) + g(x) e cf(x), sdo derivaveisem a e

(f +9)(a) = f'(a) + g(a), (cf)(a)=cf(a).

b) O produto f x g: X — R, que a cada x associa f(x)g(z), é derivavel em
ae

(f x 9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)d (a).
Dem: Relativamente a a), vem, pelas propriedades algébricas dos limites,

(f+9)x) = (f+9)(a) _ f(x)+9(x) = fla) —g(a) _

- f(x; — i:(a) + g(x:z — z(a) — f'(a) + 4'(a),
(cf)(@) = (cf)la) _ cf() —cfla) _ flz)~fla) cf'(a).

Relativamente a b) usamos também a continuidade em « das funces
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derivaveis nesse ponto e obtemos

(f x9)(@) = (f xg)(a) _ f(z)g(x) - fla)g(a) _

_ [(@)g(x) ~ F(o)g(a) + Fl@)g(a) — Fla)gla) _
@@ 0y 4 p @ 0PI prayga) + fla)g(a). O

r—a r—a T—a

111.1.8 (Corolério — derivada da diferenca) Nas hipdteses anteriores, a
diferenca f — g: X — R, definida por (f — g)(z) = f(z) — g(«) é derivavel
em a e com derivada f’(a) — ¢'(a) nesse ponto.

Dem: basta reparar que f — ¢ é a soma da funcéo f com o produto da funcéao
g pela constante —1. O

111.1.9 (Corolario — derivada da poténcia de expoente natural) Sejam
X C R, a € X ponto de acumulagéo de X, f: X — R uma funcdo derivavel
em a e n um natural. A fungdo f": X — R, definida por (f*)(x) = f(x)", é
entdo também derivavel em a e com

(f")(a) = nf'(a)f(a)"".

Em particular, considrando f(x) = x, vemos que a fungdo g, (x) = =" tem
derivada ¢/,(a) = na""! (ou, alternativamente, uma vez que a € arbitrério,
() = na").

Dem: Fazemos a demonstragdo por inducdo matematica. Para n=1 a
afirmagdo é trivialmente verdadeira (recordar que f(a)” = 1). Supondo
(hip6tese de indugdo) que o resultado vale para n = p, vemos que, para
n=p+1,tem-se fP*! = f? x f, donde

(f71)'(a) = (7Y (a) f(a) + f7(a) f'(a) =
= pf'(a)f""!(a) f(a) + f7(a) f'(a) =
= (p+1)f'(a)f"(a). O

111.1.10 (Derivada do inverso e do quociente) Sejam X C R, a € X ponto de
acumulagdo de X, f: X — Re g: X — R\ {0} duas fungdes derivaveis em
a. Tem-se entdo que:
a) A funcio é:X—HR, que a x associa

derivada

_1
g(x)’

¢ derivavel em a e com

b) A funcéo 5: X — R, que a x associa ’;g; é derivavel em ¢ e com
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c¢) Em particular, para cada n € N, a fungo que a x associa g(z) ™" =
tem derivada no ponto a igual a

—ng(a)
g(a)n+1

Dem: Utilizando as propriedades algébricas dos limites, vem, tendo em conta
a continuidade de g no ponto a,

@ -G d5-gg  gla)—g@)
(

9
r—a r—a  g(x)g

—n—1

= —ng'(a)g(a)

0 que justifica o valor da derivada em a). A conclusdo de b) resulta da de a) e
da regra de derivagdo do produto, por se ter § =fx %:
' oy L —g'(a) _ f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
=) (a) = a)— + fla = - .
()@ = fla) s+ F@ 0 o
Quanto a c), aplicando o que vimos em a) com a fungéo = — g(x)" no lugar
de g e tendo em conta I11.1.9, obtemos para derivada

n—1

—ng'(a)g(a)"" _ —ng(a)

g(a)Qn - g(a)n+1 :_ng,(a’)g(a’)inil D

111.1.11 (Derivadas de restri¢cGes e derivadas laterais) Analogamente ao que
sucedia com a nocédo de limite, e como consequéncia disso (cf. 1.5.6 e 1.5.8),
podemos dizer que:

a) Sejam f: X — R uma fungdo, « € X um ponto de acumulagéo de X,
onde f tenha derivada f'(a) e a € Y C X tal que a ainda seja ponto de acu-
mulacdo de Y. Entdo a restricdo f/y: Y — R € também derivavel em a e com
derivada (fy)'(a) = f'(a).
b) Sejam f: X — R uma fungéo, a € X um ponto de acumulacéo de X e
A C X e B C X dois subconjuntos com X = AU B: Tem-se entdo que a é
ponto de acumulacdo de A ou de B e:

bl) Se a € AN B, a for ponto de acumulagdo de A e de B e ambas as
restricoes f,4: A — R e f/p: B — R tiverem iguais derivadas em a, entdo f
tem derivada em a, com

f'(a) = (f14) (a) = (f/5)'(a).

b2) Se a € A for ponto de acumulacdo de A, mas ndo de B e se a
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restricdo f,4: A — R tiver derivada em a, entdo f tem derivada em a e
f'(a) = (f/4) (a).

Analogamente aos limites laterais, definidos em 1.5.12, um caso particular
importante das observagdes precedentes é aquele em que consideramos
X = X<, U X>,, onde, naturalmente,

Xco={zeX|z<a}, Xso={ze€eX|z>a}:

Quando « for ponto de acumulagéo de X, (respetivamente de X-,), isto €
(cf. 1.5.12), for ponto de acumulagdo a esquerda (respetivamente a direita) de
X, aderivada no ponto a, se existir, da restricdo de f a esse conjunto da-se o
nome de derivada a esquerda (respetivamente a direita) de f no ponto a,
notada f’(a~) (respetivamente f’(a™)). Dizemos que f é derivavel a
esquerda (respetivamente a direita) no ponto a quando existir e for finita a
derivada a esquerda (respetivamente a direita) nesse ponto.

Tenha-se presente que as derivadas laterais, esquerda e direita, sdo derivadas,
no sentido usual, de restricdes da fungdo pelo que a elas se aplica automa-
ticamente tudo o que for estabelecido no contexto geral das derivadas de
funcoes.

111.1.12 (Exemplo) Consideremos a fun¢éo f: R — R definida por

1z -1 sex <0
flx) =< 3 %, se0<zx<1
122, sel<uz

A

: : : : : : -
20 -1.5 -1.0 0.5 0.5 1.0 15 20
X

1) Suponhamos que a < 0. Considerando R = ]—o0, 0[ U [0, +0oc[, cOMo a
ndo é ponto de acumulacdo de [0,+4oco[, a derivabilidade de f em a é
equivalente & derivabilidade da sua restri¢éo a |—oo, 0] e, tendo em conta que

113pgr “derivabilidade” estamos a entender o facto de existir ou ndo derivada e, em caso
de existéncia, o valor desta.
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2

nesse intervalo f(z) = sz* —

derivavel em a e com

1 1 - ~ .
3 3, resulta das regras de derivagdo que f €

f/(a):%XQa—O:a.

2) Suponhamos que a = 0. Como em 1), o facto de a ndo ser ponto de
acumulagdo de |1, +oo[ mostra que a derivabilidade de f em a é equivalente
a derivabilidade em a da sua restrigdo a ]—oo,1]. Ora como
]—00,1] =]—00,0] U [0, 1] onde, para = € ]—00,0], f(x ) 12> — 1 (para
x = 0 também, uma vez que a expressao no segundo membro toma ai o valor
—3=f(0)) e, para z € [0,1], f(z) =a*—1, constatamos que em 0 a
restricdo referida tem derivadas a esquerda e a direita iguais aos valores em 0
de %x 2z —0 e de 3z% -0, isto é, ambas iguais a 0. Podemos assim
concluir que f é derivavel em 0, e com f/(0) = 0.

3) Suponhamos que 0 < a < 1. Como R = (]—o0,0[U]1,4+oc[) U [0,1] e a
néo é ponto de acumulagdo de |—oco, 0[ U]1, +oo], a derivabilidade de f em
a é equivalente & derivabilidade em « da sua restri¢do a [0, 1] a qual, por se
terai f(z) = 2® — % resulta das regras de derivagdo: A funcéo f é derivavel
ema e com

f'(a) = 3a* — 0 = 3a”.

4) Suponhamos que a = 1. Neste caso podemos garantir que f ndo é
derivavel em a, uma vez que a pertence aos conjuntos [0 1] e [1, 400, sendo
ponto de acumulagdo de ambos, e que f(z) = z°— —, para z € [0,1], e
flz)= %xg, para x € [1,+o0[, 0 que implica que estas duas restri¢des tém
derivadas diferentes em 1, a primeira igual a 3 x 12 — 0 =3 e a segunda
igual a § x 2 x 1 =1. A fungdo €, no entanto derivavel tanto a esquerda
como & direita nesse ponto.

5) Suponhamos que a > 1. Como em 1), tem-se R = ]—o0, 1] U]1,
onde a ndo é ponto de acumulagdo de |—oo, 1] donde, por ser f(x) =
para z € ]1, +oo[ concluimos que f é derivavel em a e com

+o0,
1
2

f(a) = % X 2a = a.

111.1.13 (Derivadas da exponencial e do logaritmo neperianos) As fun¢des

exp:R — 10, +oo[, In:]0,+o00[ — R,

(cf. 11.3.2) séo derivaveis e com

exp'(z) = exp(x), In'(y) = "

Dem: Seja a € R arbitrario. Tendo em conta as propriedades algébricas da
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exponencial, o resultado sobre o limite da fungdo composta e o limite notavel
em11.3.4, vem

exp(z) — exp(a) —lim exp(a + (x — a)) — exp(a)

lim =
r—a T —a T—a r—a
lim exp(a) (exp(z — a) — 1) _
T—a r—a
= exp(a) x lim expy) =1 _ exp(a).
y—0 Y

Seja agora b € ]0, +o0[ arbitrdrio. Tendo em conta as propriedades algé-
bricas do logaritmo, o resultado sobre o limite da fungdo composta e o limite
notavel em 11.3.4, vem

lim M) =In®) _ L G 1 e _ 2
y—b y—b y%bb %—1 b z—1x — 1 b

111.1.14 (A derivada da funcdo composta) Sejam X C R, Y C R, f: X — Y e
g:Y — R duas funcles e a € X, ponto de acumulacdo de X tal que f seja
derivavel em a, que f(a) seja ponto de acumulagdo de Y e que g seja
derivavel em f(a). Tem-se entdo que a composta go f: X — R é derivavel
emae

(go f)(a) =g (f(a)) x f'(a).
Dem: Tem-se X \ {a} = AU B, onde
A={ze X\{a}| f(x) # f(a)}, B={zeX\{a}|[f(x)=f(a)}

Sabemos que f € continua em a, por ser derivavel nesse ponto e vemos que,
se a for aderente a A, vem

g(f(2) ~g(f(@) _ . 9(f(@) ~g(f@)  fl@) - fla)y _
"ij r—a "ﬁj( f@)—fl@  w-a )=
i g@; - ?u;(a)) lim f(w; - (J:(a) _ J(@) x @)

y#f(a) ved

Por outro lado, se a for aderente a B, tem-se

9(f(x)) — 9(f(a))

lim =Ilim0=0.
T—a Tr—a T—a
r€B reB

No caso em que f’(a) =0, e portanto 0 = ¢/(f(a)) x f'(a), podemos assim
concluir de 1.5.8 que
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(go £)(a) = lim 9(f(z)) — g(f(a))
S e

=g(f(a)) x f'(a).

Suponhamos agora que f'(a) # 0. Tem-se entéo que a ndo é aderente a B
visto que, se o fosse, viria

Fla) = lim 2B = 1@y F@ = @) 6
T—a T —a r—a xx—a r—a
r#a reB reB

Podemos assim concluir, mais uma vez por 1.5.8 que a € aderente a A e que,
como antes,

(go £)(a) = lim 9(f(z)) — g(f(a))

T—a r—a
€A

=g(f(a)) x f'(a). O

111.1.15 (Exemplo) Seja f:R\ {0} — R a funcdo definida por f(z)= e,
tem-se f(z) = exp(g(x)), com g(x) = L. Tendo em conta 111.1.10 e 111.1.13,
g:R\ {0} — R € derivavel em cada = e com ¢(z) = = e exp:R — R é
derivavel em cada y e com exp’(y) = exp(y). Aplicando o resultado sobre a
derivada da fungdo composta, concluimos assim que f é derivavel em cada

xz € R\ {0} ecom

f(z) = exp(i) x— = _% "y

&l

111.1.16 (Derivada da poténcia de expoente real) Seja d € R e consideremos a
funcdo poténcia de expoente d, f4:]0,4o00[ — 0,400, definida por
fa(z) = 2. Tem-se entdo que f, € derivavel em cada = € |0, +oo| e com

Jia) = dat. 134
Dem: Podemos considerar a caracterizacdo alternativa
fa(z) = exp(In(z?)) = exp(d In(x))

pelo que, tendo em conta o teorema de derivagdo da fungdo composta e as
derivadas da exponencial e do logaritmo em 111.1.13,
d 4 d

X

fi(z) = exp(dIn(z)) x CEatx o= dzit. O

114Ccomparar com o caso do expoente natural, examinado em 111.1.9, lembrando que, se
f(z) =z, tem-se f’(x) = 1. Reparar que, em geral, a derivada de uma funcéo do tipo
x — f(z)?, onde f(z) > 0, se pode obter, a partir do resultado agora enunciado, pelo
teorema de derivacéo da fungdo composta.
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111.1.17 (Derivada da funcéo raiz de indice k) Seja k € N e consideremos a
funcdo continua g;: [0, +oo[ — [0, +oo[, definida por g(z)= /= (cf.
11.1.22). Tem-se entdo que g; é derivavel em cada = > 0, e com

’()_;
gkx _kma

e,se k > 2, g,.(0) = +oo (em particular, g, ndo é derivavel em 0).115

Dem: Se a > 0, entdo a ndo é aderente a {0} pelo que a derivabilidade de g
em a é equivalente a da sua restricdo a ]0,+oco[. Uma vez que se tem
gr(x) = 7, para cada = € ]0, +oo[, obtemos

’(a)—la%’l—la g1
W= TR T

Quanto a derivada em 0, ela decorre imediatamente da defini¢do, uma vez
que, para z # 0 em [0, +o0],

1_
=zt — 400,
z—0

gr(@) — ge(0) _ at
z—0 T

por ser ¢ — 1 < 0 (cf. 11.2.14). O

111.1.18 (Derivada da funcéo inversa) Sejam X C R, Y C Re f: X — Y uma
funcdo bijetiva. Seja a € X, ponto de acumulacdo de X, tal que f seja
derivavel em a e com f'(a) # 0 e que a fungdo inversa f~1:Y — X seja
continua em b = f(a).116 Tem-se entéo que b é ponto de acumulagio de Y e
f~1 é derivavel em b e com

Dem: A funcéo f é continua em a, por ser derivavel, e consequentemente,
uma vez que a injetividade de f garante que f(X \ {a}) C Y \ {b}, o facto
de b também ser o limite em a da restricdo de f a X \ {a} implica, por
1.5.14, que b é aderente a Y \ {b}, ou seja que b é ponto de acumulagdo de
Y. Tendo em conta o resultado sobre o limite da fungdo composta vemos
agora que

“10,\ _ -1
y—b y—>b y—b L @)~ f(a) lim £@)=f(a) f'(a)
'y r—a T—a
0 que mostra que ﬁ é a derivada de f~! no ponto b. O

1158e k = 1, gy () = z, donde ¢},(0) = 1.
118Em muitos casos concretos utiliza-se 11.1.20 para garantir a continuidade de f~!.
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111.1.19 (O caso f'(a) =0) Sejam X C R, Y CR e f: X — Y uma funcéo

bijetiva. Seja a € X, ponto de acumulacdo de X, tal que f seja derivavel em
a e com f'(a) = 0. Tem-se entdo que, apesar de b = f(a) € Y ser, como no
resultado precedente, um ponto de acumulacdo de Y, a fungdo inversa
Ff~11Y — X nfo é derivavel no ponto b, embora possa ter derivada infinita
nesse ponto.

Dem: Suponhamos, por absurdo, que f~! era derivavel no ponto b = f(a).
Aplicando o teorema da fungio composta & fungio Iy = f~' o f, conclui-
mos que

1= (Ix)'(a) = (f7)(b) x f'(a) =0,

0 que era absurdo. O

.1.20 (Exemplos) a) Consideremos a fungdo g: [0, +oo[ — [0, 4+o0[ definida

por g(y) = ,/y, cuja continuidade em todos os pontos & um caso particular
do que foi verificado em 11.1.22. Uma vez que se trata da fungéo inversa da
fungdo £: [0, +oo[ — [0, +oo] definida por f(x) = z?, a qual é derivavel em
todos os pontos e com f'(x) = 2x, em particular f’'(z) # 0 para cada = # 0,
concluimos do teorema de derivagdo da funcdo inversa que, para cada
y €0, +ool, portanto y = z2, para um certo x # 0, g é derivavel em y e
com ¢'(y) = % No entanto este ndo é o resultado que se espera, 0 que se
quer é conhecer ¢'(y) como funcdo de y. Para isso s6 ha que reparar que se
temax = \/§ pelo que chegamos a conclusao que

Jy) = 2\1/§

que é evidentemente 0 mesmo resultado que ja obtivéramos, por outro
caminho e numa situagdo mais geral, em 111.1.17.

b) Consideremos a fungdo In: ]0, +oco[ — R, cuja continuidade em todos o0s
pontos ja foi provada em 11.2.11. Uma vez que se trata da inversa da fungéo
exp: R — ]0, +o00], que ja verificAmos em 111.1.13 ser derivavel em todos o0s
pontos e com derivada exp’(z) = exp(z) # 0, podemos concluir do teorema
de derivacdo da funcho inversa que, para cada y € ]0,+oo[, portanto
y =exp(x), para um certo z € R, In é derivdvel em y e com derivada

IN'(y) = gy OU seja, em fungéo de y,

que é evidentemente 0 mesmo resultado que ja obtivéramos diretamente em
111.1.13.

Vamos agora examinar o que se pode dizer sobre as derivadas das fun¢bes
trigonométricas. Uma vez que, como j& observdmos anteriormente, estas
funcdes ndo sdo do ambito estrito da Analise Matematica, sendo definidas
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num contexto de Geometria, ndo ¢ de espantar que seja mais uma vez um
argumento geomético que permite estabelecer o resultado fundamental
que conduz a determinagdo das derivadas que procuramos. Repare-se
também no facto de ser essencial que a unidade de medicdo de angulos

utilizada seja o radiano.

m

111.1.21 (Dois limites notaveis) Para cada = # 0 em | -3, I [, tem-se

e, consequentemente,

Tem-se também

cos(z) < M <1
x

fim 52®) _ .
z—0 x
x#0

tim @ =L

r—0 X

x#0

Dem: Comecemos por supor que 0 <z < 7. Nas trés figuras seguintes
consideramos no circulo trigonométrico um sector circular de angulo x e dois
triangulos, o primeiro contido e o segundo contendo esse sector.

A éarea do sector circular ¢ igual a % 118; O primeiro tridngulo tem um base
igual a 1 e a correspondente altura igual a sen(x) pelo que a sua area ¢ igual

1

a gsen(z); O segundo tridngulo tem uma base igual a 1 e a correspondente
altura igual a tan(z) pelo a sua érea ¢ igual a jtan(xz). Comparando as 4reas,

vemos assim que

17Reparar que estes dois limites correspondem a indeterminacdes do tipo %
118A 4rea do circulo todo, correspondente a 27 radianos, é 7.
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1 T 1
—sen(z) < = < —tan
5e (z) < 5 < 2ta (z),
portanto
sen
sen(z) <z < (x),
cos(z)
e destas duas desigualdades decorre respetivamente que Senz(r) <1 e que

cos(z) < %(” Ficam assim provadas as duas desigualdades do enunciado
no caso em que x > 0 em ]—g, g[ e 0 caso em que = < 0 neste intervalo
resulta de se ter entdo —z > 0, cos(z) = cos(—z) e £ — 2] ymg

x —T

vez que, pela continuidade da fungéo cos: R — [—1, 1], tem-se
,I,in?) cos(z) = cos(0) = 1,
2#0

concluimos agora, por enquadramento, que

.. sen

lim sen(x) =1
z—0 X

x7#0

Relativamente ao ultimo limite, vem, tendo em conta a continuidade das
fungdes trigonométricas,

. cos(z)—1 .. cosi(z)—1 . sen —sen
lim (z) =| (z) = lim () X (z) =
2—0 x =0 z(cos(z) +1) a0 = cos(z) + 1
x#0 x#0 x#0
—sen
_px =0 O
cos(0) + 1

111.1.22 (Derivadas do seno e do cosseno) As funcbes trigonométricas
sen: R — [—1,1] ecos: R — [—1, 1] sdo derivaveis em cada « € R e com

sen’(z) = cos(z), cos'(x) = —sen(x).
Dem: Dado a € R, podemos escrever, para cada x # a,

sen(x) —sen(a)  sen(a+ (z —a)) —sen(a)

e _ sen(a)cos(xm:cclz) + cos(a)sen(z — a) — sen(a) _
_ sen(a)—cos(”; __‘;) —! ; cos(a)4ser;(x_ _a“>

pelo que, uma vez que, pelos limites notaveis em 111.1.21,
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| cos(x —a)—1 | cos(y) —1 0

r—a r—a y—0 Yy -
sen(x — . sen

li (z—a) =lim () =1,

r—a r—a y—0 Yy

obtemos
. sen(z) — sen
sen’(a) = lim sen(z) — sen(a) =sen(a) x 04 cos(a) x 1 = cos(a).

z—a Tr—a

Lembrando agora a identidade cos(x) = sen(f — x), valida para todo o
x € R, vemos agora, pelo teorema da derivagdo da funcdo composta, que

sen’(z) = cos(g —x) x (=1) = —sen(z). O

111.1.23 (Derivada da tangente) Lembremos que, sendo

Vi Vi
i
g TET=\Q TPy,

o0 conjunto dos zeros da funcdo cos:R — [—1,1], a fungdo tan: R\ X — R
esta definida por tan(z) = z@zg; Tem-se entdo que esta fungdo € derivavel
emcadaz € R\ X e com

1
tan’ =
(CL‘) C

0s2(x)

Dem: Tendo em conta a regra de derivacdo do quociente, vem

=1+ tan?*(z).

_ sen’(z)cos(x) — sen(z)cos'(x) _ cos?(x) + sen?(z)

tan'(z) cos?(x) cos?(x)
tendo-se, por um lado,
cos’(z) +sen*(z) 1
cos?(x) cos?(x)
e, por outro lado,
2 2 2
M) LM _ Dt 0

111.1.24 (Derivadas das inversas das fungdes trigonométricas) Recordemos as
fungdes inversas de restricbes das funcbes trigonométicas, definidas em
11.1.25:

m™ T

arcsen: [—1,1] — [—g, g], arccos: [—1,1] — [0, 7], arctan:R — ]—5, 5[,
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que se verificou nesse resultado serem fungdes continuas. Tem-se entdo que
as duas primeiras sdo derivaveis em todos os pontos de ]—1,1[, e com
derivadas

1 -1
/1 — y2 ! /1 — y2 !
e a Ultima é derivavel em todos os pontos de R e com derivada

1
14+y%

arcsen’(y) = arccos'(y) =

arctan’(y) =

Dem: Uma vez que a funcdo arcsen:[—1,1] — [, 5] € continua e € a

inversa da restricdo [—7, 7] — [—1,1] da fungdo sen, funcdo essa que €
derivavel em cada = € [—7, 7] e com derivada cos(z), que é diferente de 0
se z € |7, 5[, concluimos do teorema de derivagdo da fungdo inversa em
111.1.18 que, para cada y € |—1, 1], com y =sen(z), a funcdo arcsen é
derivavel em y e com arcsen’(y) = COS . Mas uma vez que cos(z) > 0 para

x € ]-Z,Z], darelacdo sen?(z) + cosQ( ) = 1 resulta que

cos(z) = /1 —sen?(z) = /1 — 42,

0 que nos permite concluir que

2’2

1 1
cos(z) /1—y2

Analogamente, uma vez que, para cada z € ]0, [, cos'(z) = —sen(z), com
sen(z) > 0, concluimos que, para cada y € ]—1,1[, com y =cos(x), a
funcéo arccos é derivavel em y e com

arcsen’(y) =

arccos’(y) = L _ ! S
Y —sen(z) —y/1—cos?(z) +/1—1¢>
Do mesmo modo, uma vez que a fungdo arctan: R — |—7, 7[ € continua e é a
inversa da restrigdo | -7, 7[ — R da funcéo tan, que tem derivada em cada x

tan’(x) = 1 + tan?(z) # 0,
concluimos esta funcéo é derivavel em cada y € R e que, sendo y = tan(z),

1 1
/ _ —
arctan'(y) = 7 +tan2(z) 142 =

111.1.25 (Derivadas das funcfes hiperbdlicas e suas inversas) As fungdes
hiperbolicas senh: R — R e cosh: R — R (cf. 11.3.5) sdo derivaveis em cada
xz € Recom
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senh’(x) = cosh(z), cosh’(z) = senh(x).
Quanto as funcgoes hiperbdlicas inversas
arcsenh: R — R,  arccosh: [1, +o0o[ — [0, +00|

(cf. 11.3.8), a primeira é derivavel em cada y € R e com

1
NSt
e a segunda é derivavel em cada y € |1, +o0o[ e com

1

Dem: Os valores das derivadas das fungdes hiperbdlicas resulta das
identidades que as definem

arcsenh’(y) =

arccosh’(y) =

senh(z) = %, cosh(z) = %

e da caracterizacdo da derivada da funcdo exponencial. Reparemos agora
que, dado y € R, com y = senh(z), o facto de se ter senh’(z) = cosh(z) # 0
implica, pelo teorema de derivacao da funcéo inversa que arcsenh é derivavel
em y e com
I 1 1
cosh(z) — y/senh(z) +1 /y2+1
Analogamente, dado y > 1, com y = cosh(z) e = > 0, o facto de se ter
cosh’(z) = senh(x) # 0 implica que arccosh é derivavel em y e
1 1 1
senh(z) — Jeosh®(z) —1 /2 — 1

arcsenh’(y) =

arccosh’(y) = O

Exercicios

Ex I11.1.1 Mostrar que, se f:R — R é uma funcdo derivivel num certo ponto
a € R, entdo existe limite para a sucessao que a n associa

n(f(a—I—%) —f(a)).

Encontrar um exemplo que mostre que a reciproca desta afirmacdo nédo é
verdadeira.
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Ex 111.1.2 Sejam f:R — R uma fungéo e a € R fixadol1°.
a) Mostrar que f é derivavel em a se, e SO se, existir o limite

lim f(a+hf)L—f(a)

e que, quando isso acontecer, esse limite é igual a derivada f”(a).
b) Mostrar que, se f é derivavel em a entéo

IR0 (R N

e dar um exemplo em que o limite no primeiro membro exista e seja finito,
sem que f seja derivavel em a.

Ex 111.1.3 Utilizar um dos limites notaveis examinados nesta seccdo para

determinar o limite lim %

T—T

Ex 111.1.4 Determinar os nimeros naturais p para os quais a funcio f:R — R
definida por

zPsen(1), sex #0,

x

f(x):{o, sex=0"

a) E derivavel em todos os pontos z € R;
b) E derivavel em todos os pontos e a fungdo derivada f': R — R é continua.

Ex I11.1.5 Seja f: R — R a funco definida por f(z) = |z + ).
a) Determinar os pontos onde f é diferenciavel.
b) Determinar os pontos do grafico de f em que a recta tangente é horizontal.

Ex I11.1.6 Examinando o contraexemplo no exercicio 11.1.10, verificar que ndo
se pode garantir a conclusdo do teorema de derivagdo da funcéo inversa (cf.
111.1.18) sem fazer a exigéncia de continuidade desta.

Ex H1.1.7 Na determinagdo das derivadas da exponencial e do logaritmo em
111.1.13 foi essencial que a base considerada fosse a constante de Neper.
Dado, em geral, b# 1 em ]0,+o0[, determinar, mais geralmente, as
derivadas das funcdes exponencial e logaritmo de base b,

expy: R — ]0, +o0], 10g;:]0, +o00[ — R.
Ex 111.1.8 Encontrar uma relagdo entre as funcGes arcsen: [—1,1] — [-7, 7] e
arccos: [—1,1] — [0, 7] que dé uma explicagdo para a relagdo evidente entre
as respetivas derivadas, referidas em 111.1.22.

1190 facto de considerarmos R como dominio tem como Gnico objetivo permitir um
enunciado mais conciso.
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Ex I11.1.9 Verificar que as funcbes

mwmﬂ_Lu—q—ggm arccos: [—1,1] — [0, 7,
ndo sdo derivaveis em —1 e em 1, mas tém derivadas (infinitas) nesses
pontos.

Ex 111.1.10 Encontrar os pontos em que sdo derivaveis e as derivadas nesses
pontos das funcBes definidas pelas expressdes seguintes e tendo como
dominios os dominios maximos de defini¢do dessas expressdes:

a) f(z) = rcsen(l —x);
b) f(z) = \/ -1

¢) f(x) = In(l (m)),

d) f(z) = (2")";

e) f(z) = (1 +2%)7;

f) f(z) = /z x sen(x);

9) flw) = (1 iegs()x))

Ex I11.1.11 Seja f: R\ {0} — R a funcéo definida por f(z) = In(|x|). Verificar
que se tem f'(z) = 1, paracadaz € R\ {0}.

% Ex 111.1.12 Diz-se que um conjunto X C R é simétrico se, para cada = € X,
tem-se também —z € X. Sejam X C R um conjunto simétrico e f: X — R.
Diz-se que f € uma funcéo par (respetivamente impar) se, para cada = € X,
f(=z) = f(z) (respetivamente f(—xz) = —f(x)).

a) Verificar que, se f é uma fungdo par (respetivamente impar) e a € X é um
ponto de acumulacdo de X onde f seja derivavel, entdo —a é também um
ponto de acumulacio de X onde f é derivavel e f'(—a)=—f'(a)
(respetivamente f'(—a) = f'(a)).

b) Deduzir de a) que, se f é uma funcdo par (respetivamente impar) e se
Y C X é o conjunto dos pontos de X que sdo pontos de acumulagéo de X e
onde f é derivavel, entdo Y é um conjunto simétrico e a funcdof":Y — R é
impar (respetivamente par).

Ex I11.1.13 Seja f:]—1, 1] — R a funcéo definida por f(z) = \/sen(z?).
a) Verificar que f é derivavel em cada = # 0 e determinar a sua derivada
nesses pontos.
b) Verificar que f ndo é derivavel em 0, embora seja derivavel a esquerda e &
direita nesse ponto.

Ex 111.1.14 (A tangente hiperbodlica e a sua inversa) Para cada = € R,
define-se naturalmente a sua tangente hiperbolica tanh(x) por
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_senh(z) e —e™”

cosh(z) et 4 e’

tanh(x)

a) Verificar que a funcdo tanh: R — ]—1, 1] é impar e que, para cada = € R,

1

h(z) =1—- ———
tanh®(z) cosh?(z)’

em particular tanh(z) € |—1, 1. Concluir que tanh:R — |—1,1] é estrita-
mente crescente e, determinando os respetivos limites em +oco e em —oo,
mostrar que ela é bijetiva.

b) Verificar que a fungéo tanh: R — |—1, 1] é derivivel em cada x e com

1

tanh’(x) = m

=1 — tanh?(z).

c) Seja arctanh:]—1,1[ — R a fung¢o inversa da fungfo tanh: R — |—1,1].
Mostrar que, para cada y € ]—1, 1], tem-se

arctanh’(y) =

1
arctanh(y) = 3 In(

82. Aplicagdes das derivadas ao estudo das fungoes.

Vamos estudar nesta seccdo resultados que relacionam propriedades duma
funcéo, em particular propriedades de monotonia, com propriedades da
sua derivada. Pode-se dividir esses resultados em duas classes: Nos da
primeira, que tém uma justificacdo mais direta, deduzimos propriedades
da derivada a partir de propriedades da fungdo; nos da segunda partimos
de propriedades da derivada para deduzir propriedades da fungdo. Os
resultados da primeira classe véo ser consequéncia simples da seguinte
propriedade elementar.
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111.2.1 (Resultado basico elementar) Sejam X C R, f: X — R uma funcéo e
a € X. Tem-se entdo:
a) Suponhamos que f tem méaximo em a, isto &, que f(a) é méximo de f ou,
equivalentemente, que f(z) < f(a), para cada = € X. Se a for ponto de
acumulagdo a direita de X e f tiver derivada a direita em a, entdo
f'(a™) <0. Se a for ponto de acumulacdo a esquerda de X e f tiver
derivada & esquerda em a, entdo f'(a~) > 0. Em particular (teorema de
Fermat), se a for ponto de acumulagéo a esquerda e a direita de X e f for
derivavel em a, entéo f’'(a) = 0.

|

Y 1.0!
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b) Suponhamos que f tem minimo em a, isto €, que f(a) € minimo de f ou,
equivalentemente, que f(x) > f(a), para cada = € X. Se a for ponto de
acumulacdo & direita de X e f tiver derivada a direita em a, entdo
f'(a™) > 0. Se a for ponto de acumulacdo a esquerda de X e f tiver
derivada a esquerda em a, entdo f’(a~) < 0. Em particular (teorema de
Fermat), se a for ponto de acumulacéo a esquerda e a direita de X e f for
derivavel em a, entéo f'(a) = 0.

Dem: a) Por hipdtese, tem-se f(x) < f(a), para cada x € X e portanto,
sendo X, (respetivamente X_.,) o conjunto dos elementos de X maiores

(respetivamente menores) que a, tem-se f@-f@) <0,paracadax € X-,, €

r—a
f@)=fla) > 0, para cada x € X,. Podemos assim concluir de 1.5.3 que, se a

T—a

for ponto de acumulacgdo a direita de X e f tiver derivada a direita em a,

ooy e f(@) = f(a)
f(a+)f£?ﬁ§0

e que, se a for ponto de acumulacdo a esquerda de X e f tiver derivada a
esquerda em a,

fla) —tim F@O 1@
o, e

No caso em que f é derivdvel em a, simultaneamente ponto de acumulagéo a



82. Aplicagdes das derivadas ao estudo das funcdes 193

esquerda e a direita de X, vai-se ter f'(a) = f'(a™) = f'(a”) e portanto,
pelo que vimos atrés, f'(a) < 0e f'(a) > 0, donde f'(a) =

b) Por hipétese, tem-se f(x) > f(a), para cada x € X e portanto tem-se
Hel T > ), para cada = € X-.,, e {91 <0, para cada = € X,. Como
em a) podemos assim concluir que, se a for ponto de acumulacdo a direita de
X e f tiver derivada a direita em a,

Pl = lim L@ =@
vea. T4

e que, se a for ponto de acumulacéo a esquerda de X e f tiver derivada a
esquerda em a,

Fa) —tim 1@ = 1@
vear,

Como em a), no caso em que f é derivavel em a, simultaneamente ponto de
acumulagdo a esquerda e a direita de X, vai-se ter, pelo que vimos atras,
f'(a) > 0e f'(a) <0,donde f'(a) = 0. O

.2.2 (Notas) 1) Com frequéncia, o dominio X da funcdo que estamos a consi-

derar é um intervalo ndo trivial. Nesses casos, a extremidade esquerda é
ponto de acumulagdo a direita de X, a extremidade direita é ponto de acumu-
lacdo a esquerda de X e os pontos de X que ndo sdo extremidades (pontos
interiores do intervalo) sdo simultaneamente pontos de acumulacdo a
esquerda e a direita de X.

2) E frequente aplicar-se o resultado precedente ndo diretamente a fungo
que estamos a estudar mas a sua restricdo a um subconjunto conveniente do
dominio, lembrando que a existéncia de derivada num certo ponto para a
fungdo original implica a existéncia de derivada, com igual valor, da sua
restricdo, desde que ainda tenhamos um ponto de acumulagdo do dominio da
restrigdo. Por exemplo, o estudante ja tera tido ocasido de aplicar a conclusao
do teorema de Fermat (derivada nula) a pontos em que a funcdo ndo tem
maximo nem minimo, mas apenas maximo ou minimo relativos.
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O enunciado que referimos pode ainda ser aplicado nestes casos, reparando
gue a restricdo da funcéo a um subconjunto conveniente ja atinge maximo ou
minimo nos pontos em questao.

111.2.3 (Monotonia e derivadas) Sejam X C R, f: X — R uma fungdo e

a € X. Tem-se entdo:

a) Suponhamos que a funcdo f é crescente. Se a for ponto de acumulacéo a
direita de X e f tiver derivada a direita em a, entdo f'(a*) > 0. Se a for
ponto de acumulagdo a esquerda de X e f tiver derivada & esquerda em a,
entdo f'(a~) > 0. Em particular, se o for ponto de acumulagéo de X e f for
derivavel em a, entdo f’'(a) > 0.

b) Suponhamos que a funcéo f é decrescente. Se « for ponto de acumulagéo
a direita de X e f tiver derivada a direita em «a, entdo f'(a™) < 0. Se a for
ponto de acumulagdo a esquerda de X e f tiver derivada a esquerda em a,
entdo f'(a~) < 0. Em particular, se a for ponto de acumulagéo de X e f for
derivavel em a, entéo f'(a) < 0.

Dem: Notemos, como temos feito, X-, e X<, 0 subconjuntos de X, com
unido X constituidos pelos x € X que verificam x > a e = < a, respetiva-
mente e lembremos que a é ponto de acumulacdo de X se, e sé se, for ponto
de acumulacéo de pelo menos um dos conjuntos X, e X<, € que entdo a
existéncia de derivada no ponto a arrasta a das correspondentes derivadas
laterais e com o mesmo valor. As conclusdes do enunciado séo entdo uma
consequéncia direta de 111.2.1 e da observacéo que se f € crescente entdo as
restricbes de f a X>, e X<, tém respetivamente um minimo e um méaximo
em a e que se f é decrescente entdo as restrices de f a X>, e X<, tém
respetivamente um maximo e um minimo em a. O

.2.4 (Nota) Poderia talvez pensar-se que, no caso em que a fungdo f: X — R

é, por exemplo, mesmo estritamente crescente, pudesse concluir-se que
necessariamente f’(a) > 0. Tal ndo é o caso, como 0 mostra o exemplo da
funcdo estritamente crescente f: R — R, f(x) = x> + 1, para a qual se tem

£1(0) = 0.

Vamos agora examinar o que se pode dizer “no sentido contrario”, isto &,
que conclusBes se poderdo tirar sobre a monotonia de f a partir das
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propriedades das suas derivadas. Para isso vamos trabalhar no contexto
das funcdes definidas num intervalo que sejam continuas em todo o domi-
nio e derivaveis nos pontos interiores do intervalo. As conclusfes sobre a
monotonia vao resultar de dois teoremas que demonstramos primeiro e
que serdo aplicados também noutras ocasifes.

I11.2.5 (Teorema de Rolle) Sejam a <b em R e f:[a,b] — R uma fungéo
continua, derivavel em todos os pontos z € Ja,b[ e tal que f(a)= f(b).
Existe entdo ¢ € ]a, b[ tal que f'(c) = 0.120
Dem: Uma vez que [a,b] é fechado, limitado e ndo vazio, o teorema de
Weierstrass (cf. 11.1.11) garante que existem pelo menos um ponto de [a, b]
onde f atinge um valor médximo e um ponto de [a, b] ondef atinge um valor
minimo. Se esses valores maximo e minimo coincidirem, a funcdo é
constante e portanto tem derivada nula ndo sé6 num como em todos os pontos
de ]a,b]. Supondo agora que eles ndo coincidem, o facto de se ter
f(a) = f(b) implica que ou 0 m&ximo ou 0 minimo é atingido num ponto
c € ]a, b] e entéo, pelo teorema de Fermatem 111.2.1, tem-se f'(¢) =0. O

111.2.6 (Exemplos) Vamos examinar trés exemplos que mostram como as
diferentes hipdteses do teorema de Rolle sdo necessérias para se poder tirar a
concluséo.

1) A fungdo f:[0,1] — R, f(z) = =, é derivavel, em particular continua em
todo 0 z € [0,1] e com f’(x) =1, ndo existindo assim nenhum ponto de
10, 1] onde a derivada seja igual a 0. A hip6tese que falha aqui é o facto de
ndo seterf(0) = f(1).

2) A funcdo f:[—1,1] — R definida por f(x) = |z|, ou, equivalentemente,
por

x, se0<z<1
f(m)—{_% se—1<z<0,

é continua e verifica f(—1) = f(1) e, no entanto, nos pontos em que &
derivavel (todos com a excecdo de 0), a sua derivada é iguala —1ouale
portanto nunca é 0. A hip6tese que falha agora resulta de no ponto 0, interior
ao intervalo dominio, a funcdo ndo ser derivavel.

3) A funcéo f: [0, 1] — R definida por

120 claro que, uma vez que uma fungio derivavel num ponto é sempre continua nesse
ponto, se tivéssemos exigido que a funcdo fose também derivavel nos pontos a e b ndo
teria sido necessario explicitar a condigdo de continuidade. Pode parecer & primeira vista
que nao exigir a derivabilidade nas extremidades do dominio seja um pormenor de menor
interesse mas, como veremos adiante aplicaces do teorema de Lagrange, que é uma
consequéncia do de Rolle, onde é importante ndo exigir a derivabilidade nas extremi-
dades.
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z, se0<zr<l1
f(m){o, sex =1

verifica f(0) = f(1), é derivavel em cada = € ]0,1[ e com f/(z) =1, em
particular ndo existe nenhum ponto em que a derivada seja 0. A hipotese que
falha neste caso é a continuidade, uma vez que a funcdo néo é continua no
ponto 1.

111.2.7 (Teorema de Lagrange) Sejam a <bem R e f:[a,b] — R uma fungéo
continua e derivavel em todos os pontos « € |a, b]. Existe entdo ¢ € ]a, b| tal
que

/ _ f(b) - f(a')
f (c) — - J121
Dem: Considere-se m € R definido por
_ () — f(a)
 b—a

Consideremos uma funcéo auxiliar g: [a, b] — R definida por
g(x) = f(z) —m(z —a)
que, tal como f, é continua e derivavel em cada = € |a, b, tendo-se
g (@) =f'(z) = m.

O interesse de considerar esta funcdo ¢ estd em que, tendo em conta a
defini¢do da constante m,

g(a) = f(a) —m(a —a) = f(a),
g9(b) = f(b) —=m(b—a) = f(b) -
= f(b) = (f(b) = f(a)) = f(a),

e portanto g(a) = g(b). Podemos assim aplicar o teorema de Rolle a funcéo g
para concluir a existéncia de ¢ € ]a, b[ tal que

0=4g(c)=f'(c) —m,

ou seja, f'(¢) =m, o que, lembrando a definicdo de m, é precisamente a
concluséo pretendida. O

b—a

121Relativamente ao teorema de Rolle, dispensamos a hipétese de se ter f(a) = f(b) mas
a concluséo deixou de ser a existéncia de um ponto interior com derivada igual a 0.
Repare-se que, no caso em que f(a) = f(b), a conclusdo do teorema de Lagrange
traduz-se por f’(c¢) = 0, pelo que o teorema de Rolle acaba por ser um caso particular do
de Lagrange que s6 foi necessario, como vamos ver, para demonstrar este (podiamos
ter-lhe dado o0 nome de Lema de Rolle).



82. Aplicagdes das derivadas ao estudo das funcdes 197

111.2.8 (Nota) A conclusdo do teorema de Lagrange tem uma interpretacdo
geométrica interessante: Uma vez que que o0 quociente W ¢ o declive
da secante ao grafico de f que passa pelos pontos de abcissas a e b € que
f'(c) é o declive da tangente ao gréafico no ponto de abcissa ¢, 0 que o
teorema de Lagrange afirma é a existéncia de um ponto interior onde a
tangente ao grafico é paralela a secante que une as extremidades do gréfico.

a4

Existe ainda uma outra interpretacdo do teorema de Lagrange que porventura
alguns considerardo menos interessante: Lembrando que a derivada instan-
tanea de um veiculo pode ser interpretada como sendo a derivada da funcéo
“distancia precorrida”, se um veiculo passar em dois identificadores de Via
Verde que distam 100 Km um do outro com um intervalo de meia hora, a
policia podera deduzir que nalgum momento a velocidade foi 200 Km/h e
passar o correspondente auto de contravengiol22,

111.2.9 (Corolério do teorema de Lagrange) Sejam X C R um intervalo e
f: X — R uma funcdo continua e derivdvel nos pontos interiores do
intervalo. Dados a # b em X, existe c entre a e b tal que

f(b) = f(a)

(O}

Dem: No caso em que a < b a conclusdo resulta de aplicar o teorema de
Lagrange & restri¢do de f ao intervalo [a,b] C X, cujos pontos interiores sdo
também pontos interiores de X. O caso em que a > b reduz-se ao anterior, se

122Foj referido na comunicagio social que o teorema de Lagrange ja chegou ao conhe-
cimento das autoridades e que estas estdo a considerar a hipotese de o utilizar da forma
descrita.
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reparamos que

f6) = fla) _ f(a) = f(b) a

b—a a—>b

111.2.10 (Limite de derivada é ainda derivada) Sejam X C R um intervalo ndo

trivial, a € X e f: X — R uma funglo continua, derivavel em todos os
pontos x # a em X e tal que exista o limite
lim f'(z) = £ € R.

r—a

rF#a

Entdo f tem derivada no ponto a e f’(a) = ¢, portanto f é derivavel em a se,
esose e€R.

Dem: No caso em que a ndo é extremidade direita de X, podemos aplicar
111.2.9 & restricdo de f ao intervalo X, para deduzir a existéncia para cada
x > aem X deumreal ¢(z) coma < ¢(x) < z tal que

f(z) = f(a)

= f'(c(x));

Por enquadramento, tem-se |im+c(x) = a e daqui resulta, tendo em conta a
Tr—a

hipotese e o teorema sobre o limite da fun¢do composta, que existe a
derivada a direita

F(a®) = lim f(z) ~ f(a) =lim f'(c(z)) = .
r—at Tr—a r—at
Analogamente, no caso em que a hdo é extremidade esquerda de X,
podemos aplicar 111.2.9 a restricdo de f ao intervalo X, para deduzir a
existéncia para cada x < a em X de umreal ¢(z) com z < ¢(x) < a tal que

f(z) = f(a)

= f'(c(@));

Por enquadramento, tem-se lim ¢(x) = a e daqui resulta, tendo em conta a
r—a~

hipotese e o teorema sobre o limite da funcdo composta, que existe a
derivada a esquerda

f'(a™) =lim J@) = Ja) g, fle(x)) = L.
r—a~ xr—a r—a~
No caso em que a ndo é extremidade de X, o facto de f ter derivadas a
direita e a esquerda no ponto a, ambas iguais a ¢, implica que f tem derivada
£ nesse ponto. O

.2.11 (Derivadas e monotonia) Sejam X C R um intervalo e f: X — R uma

funcéo continua. Tem-se entdo:
a) Se para cada ponto interior x do intervalo X a funcdo f é derivavel em z e
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f'(z) > 0 entdo a funglo f é crescente;

b) Se para cada ponto interior = do intervalo X a funcdo f é derivavel em z
e f'(x) > 0 entdo a fungdo f é estritamente crescente;

¢) Se para cada ponto interior = do intervalo X a funcdo f é derivavel em x e
f'(x) < 0entdo afungdo f é decrescente;

d) Se para cada ponto interior  do intervalo X a funcdo f € derivavel em x
e f'(x) < 0 entdo a funcdo f é estritamente decrescente.

Dem: Sejam a < b arbitrarios em X. Do corolario do teorema de Lagrange
concluimos a existéncia de ¢ € ]a,b[ tal que w = f’(e), por outras
palavras, tal que

f) = fa) = f'(e)(b - a).

Sob as hipoteses de a) tem-se f’(c¢) > 0, donde f(b) — f(a) > 0, ou seja,
f(a) < f(b) 0 que, tendo em conta a arbitrariedade de a e b, implica que f é
crescente. Sob as hip6teses de b) tem-se f'(c¢) > 0, donde f(b) — f(a) > 0,
ou seja, f(a) < f(b) o0 que implica que f é estritamente crescente. Sob as
hipdteses de c) tem-se f'(¢) <0, donde f(b)— f(a) <0, ou seja,
f(a) > f(b) o que implica que f é decrescente. Sob as hipoteses de d)
tem-se f'(c) <0, donde f(b)— f(a) <O, ou seja, f(a)> f(b) 0 que
implica que f é estritamente decrescente. O

111.2.12 (Fungbes com derivada 0) Sejam X C R um intervalo e f: X — R
uma fungdo continua tal que, para cada = € X, f'(z) = 0. Tem-se entdo que
f é uma funcéo constante.123
Dem: Podiamos apresentar uma justificagdo andloga as da demonstracdo
precedente, mas também se pode observar que temos uma aplicacdo direta
das alineas a) e c) deste, uma vez que por ser simultaneamente f/(x) >0 e
f'(z) <0, podemos concluir que f é simultaneamente crescente e decres-
cente, portanto constante. O

O resultado precedente vai ter uma importancia fundamental em vaérias
situacdes da Andlise Matematica, como por exemplo em relagdo com a
nog¢do de primitiva de uma fungéo, que serd abordada na proxima secgéo.
Examinamos a seguir dois exemplos interessantes de aplicacdo deste
resultado. O primeiro parte da observacdo de que a fungdo f:R — R
definida por f(z) = e* goza de uma propriedade impar, a de que se tem
f'(z) = f(x), para cada = € R. Poderiamos ser levados a conjeturar se
esta serd a Unica fungio R — R com esta propriedadel?4 mas facilmente

123 reciproca deste resultado ja era conhecida, mesmo sem a hipétese de o dominio ser
um intervalo: Uma fungéo constante tem derivada 0 em todos os pontos do dominio que
sdo pontos de acumulagéo deste.

124 jgualdade f'(z) = f(x), uma relagio que se requer entre uma fungio e a sua
derivada, é um exemplo daquilo a que se da o nome de uma equagdo diferencial. O
estudo geral das equagdes diferenciais, um assunto de grande interesse na Matematica e
nas suas aplicacdes sera encontrado mais adiante no decorrer da licenciatura.
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constatamos que a funcéo de valor constante 0 também a tem e que isso
também acontece, para cada constante real a, com a funcdo definida por
f(z) = ae®. O que é interessante é que, como verificamos a seguir, ndo
ha mais exemplos de fungbes nestas condi¢bes para além dos que
acabamos de referir. No segundo exemplo verificamos que, se um par de
fungbes S, C:R — R tem um comportanto semelhante ao do seno e do
€0SSeno no que respeita a derivagdo, entdo elas tém que ter uma certa
forma, envolvendo o seno e o cosseno, que referiremos a seguir.

111.2.13 (FuncBes que coincidem com a sua derivada) Seja f:R — R uma
funcéo derivavel em cada ponto z € R e com f'(x) = f(x). Existe entdo
uma constante a € R tal que f(z) = ae”, para cada x € R.

Dem: Consideremos uma nova fungdo g: R — R definida por g(z) = f(ff) e
reparemos que, pela regra de derivacéo do quociente, para cada = € R,

f'(@)e” — f(x)e”

/ = j—
g(z) = L = 0.
A fungéo ¢ tem assim um valor constante a e a identidade a = g(z) = <%
diz-nos precisamente que f(z) = ae”. O

111.2.14 (Fungdes com um comportamento semelhante ao do seno e do cos-
seno) Sejam S:R — R e C:R — R duas funges!?> derivaveis em cada
x € Recom

(1) S'(z) =C(z), C'(z)=-S(z).126
Existem entdo duas constantes a, b € R tais que

S(x) = asen(x) + bcos(x),

2 C(x) = acos(x) — bsen(z),

em particular se for S(0)=0 e C(0)=1 tem-se necessariamente
S(x) =sen(x) e C(x) = cos(x).

Observe-se a propdésito que, dadas duas constantes a, b € R, as fungdes S e
C definidas por (2) verificam efetivamente as condices (1).

Dem: Consideremos duas fungdes auxiliares f, g: R — R definidas por

f(x) =sen(z)S(x) + cos(x)C(x),
g(x) = cos(x)S(z) — sen(z)C(x).

Por derivacéo, obtemos

125Reparar que as letras que estamos a utilizar para designar estas fung@es destinam-se a
sublinhar a semelhanca que estas tém com o seno e o cosseno que conhecemos.

126Estas igualdades constituem um exemplo do que se costuma chamar um sistema de
equacdes diferenciais.
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f'(z) = cos(z)S(z) + sen(z)C(x) — sen(x)C(z) — cos(z)S(x) = 0,
d(z) = —sen(x)S(x) + cos(x)C(z) — cos(z)C(x) + sen(z)S(x) = 0,

pelo que, como antes, temos duas funcbes constantes ou seja, existem
a,b € R tais que para cada xz € R

sen(x)S(z) + cos(x)C(z) = a,
cos(z)S(z) —sen(x)C(z) = b.

Multiplicando ambos os membros da primeira igualdade por sen(x), ambos
0s membros da segunda por cos(x) e somando os resultados, obtemos

sen®(x)S(x) + sen(x)cos(z)C (z) + cos?(x)S(z) — sen(z)cos(z)C(x) =
= asen(x) + bcos(z),

ou seja, S(z) = asen(z) + bcos(z). A segunda igualdade em (2), resulta
desta ultima por derivagdo. Por fim, se for S(0) = 0 e C(0) = 1, deduzimos
de (2) que

0 = S(0) = asen(0) + bcos(0) = b,
1 = C(0) = acos(0) — bsen(0) = a,

e portanto, mais uma vez por (2), S(z) = sen(z) e C(x) = cos(x). O

Vamos agora examinar uma generalizagdo do teorema de Lagrange que
sera Util em varias situacdes, em particular para explicar o funcionamento
de um método expedito de levantar indeterminagdes.

111.2.15 (Teorema de Cauchy) Sejam a <b em R e f,¢:[a,b] — R duas
fungdes continuas e derivaveis em cada = € ]a, b[ e com ¢'(x) # 0. Tem-se
entdo p(a) # ¢(b) e existe ¢ € Ja, b| tal que

f'(c) _ f(b) — f(a) 127
¢'(c)  p(b) —p(a)
Dem: Comecemos por reparar que o facto de se ter p(a) # p(b) € uma

consequéncia do teorema de Lagrange, que nos garante que existe d € |a, b|
tal que

p(b) = p(a)

. =P (D #0.

Tal como na demonstracdo do teorema de Lagrange, defina-se m € R por

127Repare-se que, se tomarmos para ¢ a fungdo definida por (z) = z, para a qual se tem
¢'(x) = 1, a concluséo do teorema de Cauchy é precisamente a do teorema de Lagrange.
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_f(b) - f(a)
() — »(a)

e consideremos uma fung&o auxiliar g: [a, b] — R definida por
9(x) = f(x) = m(p(z) — p(a))
que, tal como f e ¢, é continua e derivavel em cada z € ]a, b[, tendo-se
g(x) = f'(x) —m' ().

O interesse de considerar esta funcdo g esta em que, tendo em conta a
definicdo da constante m,

g(a) = f(a) —m(p(a) - ¢(a)) = f(a),
g9(b) = f(b) = m(p(b) — p(a)) = f(b) - S ()
= f() = (f(b) = f(a)) = f(a),

)-

e portanto g(a) = g(b). Podemos assim aplicar o teorema de Rolle a funcéo g
para concluir a existéncia de ¢ € ]a, b[ tal que

0=4g(c) = f'(c) —m¢'(c),
ou seja, % = m, 0 que, lembrando a definicdo de m, é precisamente a
conclusdo pretendida. O
111.2.16 (Corolario do teorema de Cauchy) Sejam X C R um intervalo e
f,¢: X — R duas fungdes continuas e derivaveis nos pontos x interiores do

intervalo e com ¢'(z) # 0. Dados a # b em X, tem-se ¢(a) # ¢(b) e existe
centre a e b tal que

Dem: No caso em que a < b a concluséo resulta de aplicar o teorema de
Cauchy as restri¢des de f e ¢ ao intervalo [a, b] C X, cujos pontos interiores
sdo também pontos interiores de X. O caso em que a > b reduz-se ao
anterior, se reparamos que

f) = fla) _ fla) - f(b) 0
() — p(a)  p(a) — @)

111.2.17 (Regra de Cauchy para levantar indeterminagdes em limites a
direita) Sejam a <bem R e f,p:]a,b[ — R duas funcdes derivaveis, com
p(x) #0 e ¢'(x) #0 para cada x € ]a,b[, verificando uma das duas
hipoteses (H1) ou (H2)
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(H1) limf(z) =0 e limp(z) =018
(H2) lim [p(z)| = oo 129

r—a

e tais que exista o limite

(H3) im?®) _ g
v=a @' ()

Tem-se entdo também

lim £ _ 130
v=a o(z)

Dem: Vamos comegar por supor que se verifica a hipotese (H1). Comecemos
por prolongar as fungbes f e ¢ ao intervalo [a,b] dando a ambos o0s
prolongamentos (que notamos também f e ) o valor 0 no ponto a e repa-
rando que se obtém assim fungfes com as mesmas derivadas nos pontos de
Ja,b[ e continuas em a (embora ndo necessariamente derivaveis)13l. Para
cada x € ]a, b] podemos entdo aplicar o teorema de Cauchy as restri¢des a
[a, z] das funcBes prolongadas f e ¢ para garantir a existéncia de um ponto
intermédio, que notaremos ¢(z) € Ja, x|, tal que

fl@) _ fl@) = fla) _ f(c(2))
p(x)  plx)—pla)  ¢(c(x))

De se ter a < ¢(z) < «x resulta, por enquadramento, que lim ¢(z) = a pelo
r—a

que da hipotese (H3) resulta, como limite da funcdo composta, que %

também tem limite ¢ quando = — a.

Vamos, por fim, tratar o caso menos direto em que é a hipotese (H2) que

supomos verificada. Comecemos por estabelecer uma férmula que teremos

ocasido de aplicar duas vezes. Dados z < y em ]a, b[, vem

128Estas hipoteses sdo verificadas nos casos em que tentamos levantar indeterminagdes do
tipo 2.

129Repare-se que, neste caso, ndo fazermos nenhuma exigéncia sobre o limite de f(z).
No entanto, nos caso mais frequente de utilizacdo, estamos a tentar levantar um indeter-
minagdo do tipo 22, e portanto f também tem limite infinito.

130Note-se que, apesar de, para fixar ideias, termos suposto um dominio do tipo Ja, b],
este resultado pode ser aplicado ao caso de outros dominios que contenham um intervalo
deste tipo, através da consideracgdo de restri¢des para as fungdes.

131E aqui que intervém as hipGteses (H1).
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f@)-fw) _ f@)  fw)

(@) —ely) @) —ely) el@)—el)

_f@ 1 ) 1

ple) 1- 24 p(z) 1 - 28
de onde deduzimos que

fl@) o ey f@) - fly)  fly)

g o =T @ o) e
Vamos agora separar a demonstracdo em varios casos, conforme o valor do

limite 2.

A) Comecemos por examinar 0 caso em que ¢ = 0. Seja 6 > 0 arbitrério.
Pela condigdo (H3), podemos considerar £; > 0 tal que, para cada z € Ja, b]
em V., (a), |£:8| < &. Fixemos agora y € Ja,b[ em V., (a) e reparemos que,
para cada a < x < y, 0 teorema de Cauchy garante que, para um certo c
entre = e y, em particular em V;, (a),

f@)—f@), _ o), _ 6
2 = < -.
@ | —Mw||w0| 3
Reparemos agora que, pela hipotese (H2), tem-se I|m ‘ = (0, e portanto
também
|.m|$0 =0 |.m|f =0
r—a (p r—a (p

0 gue nos permite considerar e, > 0 e g3 > 0 tais que, para cada z € |a, b]

em V., (a |*9 )|<1 donde 1<'*9(<') "”Ey§<2 e, para

cada z € ]a,b[ em V., (a |f 7| < 8. Seja enfim ¢ >0 o menor dos
nUmeros ez, e3 €y — a € examlnemos 0 que se passa para cada = € |a,b[ em
V.(a). Ora, tem-se, em particular, x < y pelo que, tendo em conta (1) e (2),

5 6

flz) e fl@) = fy), f) 6. 6
L8l n-24) +1L81 <25 +5 =

Ficou assim provado que se tem efetivamente lim % =0.

B) Vamos agora examinar, mais geralmente, o caso em que ¢ € R é arbitra-
rio. Para isso, consideramos uma nova funcdo derivavel g¢:la,b] — R
definida por g(x) = f(x) — £p(x), para a qual se tem

@) P@- @) @)
o T o ) 9 =0

pelo que, tendo em conta o caso particular estudado em A), tem-se
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lim 708 _ i 9@+ lo@) 9@ gy

Pap@) e p(@) e (@)

C) Vamos agora examinar 0 caso em que ¢ = +oo. Seja § > 0 arbitrario.
Pela condigdo (H3), considerando a vizinhanga V§(+oo) podemos consi-

derar &1 > 0 tal que, para cada z € |a,b[ em V,(a), |f . Fixemos

agora y € Ja,b[ em V., (a) e reparemos que, para cada a < x < y, 0 teorema
de Cauchy garante que, para um certo ¢ entre x e y, em particular em V;, (a),
fl@) = fly) _ f'(c) _3

®) o@) —oly) @) 5

Reparemos agora que, pela hipdtese (H2), tem-se I|m = =0, e portanto

\w
também

I|m\<p =0, “m’fy‘
r—»a(p T—a (px

0 gue nos permite considerar 52 >0 e g3 > 0 tais que, para cada = € |a, b]
em V,( ‘” ) E;>— e, paracada x € |a, b|
em V:3 1 donde :; > —5- Seja enfim £ >0 o menor dos
nUmeros &s, 53 e Yy — a € examinemos o que se passa para cada « € ]a, b[ em
V.(a). Ora, tem-se, em particular, z < y pelo que, tendo em conta (1) e (3),

flo) 2 3 1 1

f

> o T ¢ —
o) 3 68 & 6
ou seja, Lj; € Vs(+00). Ficou assim provado que se tem efetivamente

o(

5 _
lim 265 = oo,

D) Examinemos enfim o caso em que ¢ = —oo. Embora se pudesse fazer
uma demonstracao andloga a de C) vamos, em vez disso, aplicar o que se viu
em C) com a fungéo f substituida pela funcdo derivavel g:]a,b] — R

definida por g(z) = — f(«x), reparando que
g . —f(z)
= lim = +o0.
a=a ' (x)  a=a @' (z)
Pelo provado em C) tem-se assim
tim L) _ i 99 m

w—a () e ()

.2.18 (Nota) Note-se que, para aplicar a regra, supde-se que existe limite para

0 quociente das derivadas e concluimos dai a existéncia e valor do limite para
0 quociente das func¢Bes. Pode perfeitamente acontecer que o quociente das
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funcbes tenha limite e que, no entanto o quociente das derivadas ndo o tenha
(para um exemplo, ver a alinea f) do exercicio 111.2.19 adiante).

Note-se também que o facto de so termos referido no resultado precedente
limites a direita em pontos finitos se destinou a ndo multiplicar ainda mais o
comprimento do enunciado e o nimero de variantes do raciocinio para obter
o resultado mais geral. Veremos em breve, por raciocinios triviais de redugdo
ao caso dos limites a direita em pontos finitos, que o resultado anterior vale,
com adaptacGes evidentes, para limites a esquerda em pontos finitos e para
limites em —oo e em +o0.

.2.19 (Exemplos) 1) Tentemos determinar o limite

. 27 -1
lim ———.
=1+ 2% — 2 + 1

Uma vez que o numerador e o denominador tém ambos limite 0 quando
x — 1%, podemos aplicar a regra de Cauchy (tomando, por exemplo o
dominio |1,2[, j& que 1 ndo é aderente a [2,+oc]) para garantir que, se 0
limite no segundo membro existir,

. 27 —1 . 1716
im —— = lim ——.
s—1tx® — 2z 4+ 1 z—-1t5xt —2

Ora, por aplicacdo das regras usuais sobre os limites, vemos que o limite do
segundo membro existe e é igual a 177 pelo que este é o limite procurado.

2) Calculemos o limite

. Cos -1
lim #
r—0* X

Com antes, o numerador e o denominador tém ambos limites 0 e
considerando, por exemplo, como dominio |0, 7[, vemos que, se o limite do
segundo membro existir,

cos(z) — 1 _lim —sen(x).

lim 5
r—0t 2x

x—0F T
Este Gltimo limite existe e pode ser calculado a partir de um dos limites
notaveis conhecidos (cf. 111.1.21) ou, alternativamente, a partir de uma
segunda aplicacdo da regra de Cauchy:
. cos(z)—1 . —sen . —CO0S 1
lim SO 7L iy SON(@) _ e, eOS@) L
x—0F 2 —0* 2z r—0F 2 2
3) Alguém com demasiado entusiasmo pela regra de Cauchy determinou
erradamente o seguinte limite:
. COos . —sen 0
lim (w):llm &:7:0.
z—0+t x z—07" 1 1
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O erro veio da aplicacdo da regra de Cauchy num caso em que ndo se verifica
nenhuma das hipoteses (H1) e (H2) (o denominador tem limite 0 mas o
numerador ndo). O limite correto é simplesmente

. cos(x) 1

lim — = — = .

x—0F T 0+ oo
4) Examinemos uma aplicagdo da regra de Cauchy para determinar o limite
Iir(r]1+xln(x), gue corresponde a uma indeterminagdo do tipo 0 x oco. Uma
xTr—

primeira ideia é transforma-la numa indeterminagéo do tipo % reparando que

zln(z) = ——,
In(z)

onde o numerador e o denominador principais tém ambos limite 0. Sé que,
por aplicagdo da regra de Cauchy ficamos reduzidos ao calculo do limite
quando z — 0% de

que se vé claramente ter ainda “pior aspeto” que o de partida, sendo também
claro que continuar a aplicar a regra de Cauchy néo vai melhorar as coisas. A
solucdo é neste caso transformar a expressdo original ndo numa
indeterminacdo do tipo % mas numa do tipo 2. Obtemos assim, por
aplicacdo da regra de Cauchy com a hipétese (H2),

lim ain(z) = tim "™ _fim = —jim o =0,

r—0F z—0+ L =0t — = x—0F
x T

1
T

Como anunciamos atrds, vamos agora enunciar versfes da regra de
Cauchy para os limites a esquerda e para os limites em 400 e em —co,
constatando-se que elas se podem obter por aplicacdo do resultado ja
estabelecido para os limites a direita. Lembrando a relacdo entre limites
num ponto e limites laterais nesse pontos, é claro que a regra de Cauchy
também podera ser utilizada para a determinacéo de limites ndo laterais
num ponto.

111.2.20 (Regra de Cauchy para levantar indeterminacfes em limites a
esquerda) Sejam o < b em R e f,:]a,b[ — R duas funcbes derivaveis,
com ¢'(x) # 0 para cada = € ]a, b[, verificando uma das duas hipéteses (H1)
ou (H2)

(H1) ||nlf(zc) =0 e limp(z)=0

x—b
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(H2) lim f ()] = o

e tais que exista o limite

. fx) =
(H3) iL"L F@) {eR.
Tem-se entdo também
lim f(x) _y 132
r—b (,D(!,E)

Dem: Sejam g,v:]—b,—a] — R as funcdes derivaveis definidas por
9(y) = f(—y) e ¥(y) = p(—y), para as quais ¢ (y) = —f'(—y) e P'(y) =
—¢'(—y) # 0 e que se constata, pelo resultado sobre o limite da fungéo
composta, que verificam uma das hipéteses (H1) ou (H2), para y — —b.
Uma vez que

IO i W) F@)

i = =
b P (y)  yemb =Y (—y)  asb @ (@)
podemos aplicar 111.2.17 para concluir que

tim 7 _jim L) i 9 O

z—b CP(SC) _,U—’—b 90(—3/) y——b (y)

111.2.21 (Regra de Cauchy para levantar indeterminacgdes em limites em
+o00) Sejama > 0emR e f, p:]a, +oo[ — R duas fungBes derivaveis, com
¢'(x) # 0 para cada = € ]a, +oo[, verificando uma das duas hipéteses (H1)
ou (H2)

(H1) im f(z)=0 e lim p(z)=0
(H2) lim_fp(x)] = o0

e tais que exista o limite

(H3) lim

Tem-se entdo também

132Note-se que, apesar de, para fixar ideias, termos suposto um dominio do tipo Ja, b],
este resultado pode ser aplicado ao caso de outros dominios que contenham um intervalo
deste tipo, através da consideracgdo de restri¢des para as fungdes.



82. Aplicagdes das derivadas ao estudo das funcdes 209

tim L&) _ g 133
T—+00 (p(l’

Dem: Sejam g¢,¢:]0,2[ — R as fungbes definidas por g(y):f(i) e

¥(y) = ¢(;), que séo derivaveis, com

) 1,1 , 1,1
= —— — ), = —— — 0
J () /2 (y) Y'(y) ym(y)#
e verificam uma das hipoteses (H1) ou (H2), paray — 0. Uma vez que

Jdy) f,(%) e fim)
DY) g () e @)

podemos aplicar 111.2.17 para concluir que

@ Q) g(y)
A o) o o(d) o o) " i}

y

111.2.22 (Regra de Cauchy para levantar indeterminacfes em limites em
—oo) Sejamb < 0emR e f,p:]—o0,b[ — R duas funcdes derivaveis, com
¢'(x) # 0 para cada x € |—o0, b, verificando uma das duas hipdteses (H1)
ou (H2)

(H1) lim f(z)=0 e lim p() =0
(H2) lim_Jio(a)] = oo

e tais que exista o limite

(H3) im L&) _ser
z——00 ' (x)

Tem-se entdo também

im L) _ ;13
J‘HTOO cp(:c) g

Dem: Sejam g,:]—b,4+00o[ — R as funcdes derivaveis definidas por

133Note-se que, apesar de, para fixar ideias, termos suposto um dominio do tipo ]a, +oo],
com a > 0, este resultado pode ser aplicado ao caso de outros dominios que contenham
um intervalo deste tipo, através da consideracéo de restri¢cdes para as funcdes.
134Note-se que, apesar de, para fixar ideias, termos suposto um dominio do tipo |—oo, b],
com b < 0, este resultado pode ser aplicado ao caso de outros dominios que contenham
um intervalo deste tipo, através da consideracéo de restri¢cdes para as funcoes.
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9(y) = f(=y) e ¥(y) = ¢(—y), para as quais ¢ (y) = —f'(—y) e ¥'(y) =
—¢'(—y) #0 e que verificam uma das hip6teses (H1) ou (H2), para
y — +o00. Uma vez que

g e =y _
P () e () e g(a)

podemos aplicar 111.2.21 para concluir que
im £ i Y W), .
e=o0 o) y=too p(—y) vt P(y)

Exercicios

* Ex 111.2.1 (Versdo incrementada do teorema de Lagrange) Sejam a < b
em R e f:[a,b] — R uma funcéo continua e derivavel & esquerda e a direita
em todos o0s pontos x € ]a,b[. Mostrar que existe entdo c € ]a,b[ tal que
m’,ﬂ%{f“) seja igual a uma das derivadas laterais f'(c¢™) e f/(c™) ou esteja
entre estas duas. Sugestéo: Proceder como na demonstracdo do teorema de
Lagrange, depois de enunciar e demonstrar uma versdo incrementada do
teorema de Rolle.

Ex I11.2.2 Sejam X C R um intervalo, f: X — R uma func¢éo continuae M >0
tal que, para cada ponto interior = do intervalo X, f seja derivavel em z e
com |f'(x)| < M.

a) Utilizar o teorema de Lagrange para mostrar que, quaisquer que sejam
a,be X,

1f(b) = fla)]l < M [b—al.

b) Sejam a € X fixado e 6 > 0. A continuidade de f no ponto a garante a
existéncia de ¢ > 0 tal que, para cada x € X na vizinhanga V.(a), f(x)
pertence & vizinhanga Vs(f(a)), mas ndo nos diz nada sobre a forma como
podemos explicitar um tal €. Mostrar que, com as hip6teses que estamos a
fazer, pode-se tomar ¢ = % (se M > 0, sendo qualquer ¢ serve) e deduzir,
em particular, que a funcéo f € uniformemente continua.

Ex 111.2.3 Mostrar que equagio x* 4+ 3z — 1 = 0 tem uma Unica solugdo e que
esta pertence ao intervalo |0, 1].

Ex 111.2.4 Utilizar o teorema de Lagrange para mostrar que dados nimeros reais
a,b,com0 < a < b, tem-se

b—a b b—a
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Ex I11.2.5 Utilizar o teorema de Lagrange para mostrar que:
a) Para cada = > 0,

T
14+

<In(1+2) <.

b) Quaisquer que sejam x,y € R,

[sen(z) —sen(y)| < [z —y.

Ex 111.2.6 (Método alternativo de examinar o exemplo em 1.4.13) Mostrar que
a funcdo f:R — R definida por f(x)=xz+ 22+ 1 é estritamente
crescente e determinar o seu contradominio utilizando os seus limites em
—00 € em +oo. Determinar em seguida a funcéo inversa f~*, reparando na
razdo por que os cuidados tidos no exemplo referido ndo sdo agora
NEeCcessarios.

* Ex I11.2.7 (Verséo de 111.2.11 com pontos excecionais) Sejam X C R um
intervalo, X, um conjunto finito de pontos interiores do intervalo X (pontos
excecionais) e f: X — R uma funcéo continua. Mostrar que:

a) Se para cada ponto interior x do intervalo X ndo pertencente a X, a
funcdo f é derivavel em x e com f’(x) > 0 entdo a funcdo f é crescente;

b) Se para cada ponto interior = do intervalo X ndo pertencente a X, a
funcdo f é derivavel em = e com f/(z) > 0 entdo a funglo f é estritamente
crescente;

c) Se para cada ponto interior = do intervalo X ndo pertencente a X, a
funcdo f é derivavel em x e com f’(z) < 0 entdo a funcdo f é decrescente;
d) Se para cada ponto interior = do intervalo X ndo pertencente a X, a
funcdo f é derivavel em = e com f/(z) < 0 entdo a fungdo f é estritamente
decrescente.

Sugestdo: Fazer a demonstragdo por indugdo no ndmero n de pontos
excecionais, reparando que o caso n = 0 é o resultado 111.2.11 ja conhecido.
Sendo a¢ 0 menor ponto excecional, considerar a decomposi¢do
X =X, U X>,, aplicando a conclusdo do exercicio 1.4.9 e a hipdtese de
inducéo a restricdo de f a X>,.

Ex 111.2.8 Seja f:R — R a fungdo definida por f(z) = z* — 32% + 3z + 1.
Verificar que esta funcéo é estritamente crescente, apesar de existir um ponto
do dominio em que a sua derivada é igual a 0.

Ex I11.2.9 Seja f: R — R a funcéo definida por f(x) = 2z + cos(z).
a) Mostrar que f é estritamente crescente e sobrejetiva.
b) Determinar a derivada da fungéo inversa f~! no ponto 3, assim como 0s
pontos em que essa fungdo inversa tem derivada igual a 1.

Ex I11.2.10 Seja f:]0,+o0[ — ]0,+oo[ a funcho definida por f(z)= z".
Determinar o contradominio desta fungdo a partir do estudo da sua mono-
tonia e dos limites em 0 e em +oo.
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Ex I11.2.11 Verificar para que valores de b > 0 a equagdo b = x admite pelo
menos uma solucdo e, dentre estes quais aqueles para os quais essa solucéo é
Unica.

Ex 111.2.12 Estudar a monotonia e os limites em 0 e em +oco da funcdo f
definida por

e concluir, sem utilizar a calculadora, qual dos dois nimeros e™ e 7 é 0
maior. Justificar também que existem dois, e s dois, valores de = € ]0, +00]
tais que e*~! = z°.

% Ex 111.2.13 a) Mostrar que a funcéo f:]0, +o0[ — R definida por
1
fl@)==zin(l+ )

é estritamente crescente. Sugestao: Apesar de ndo ser talvez muito simples
verificar que f’(x) >0, concluir esse facto provando que a fungdo
f':10,400[ — R € estritamente decrescente e calculando o seu limite em
+00.

b) Deduzir de a) que a fungéo g: ]0, +oo[ — ]0, +-o0o[ definida por

glz) = (1+ i)l

¢ estritamente crescente e verificar que esta afirmacdo é mais forte do que a
que afirma que a sucessdo n +— (1 + %)" é estritamente crescente (referimos
em 11.3.1 que ela é crescente).

Ex 111.2.14 (Generalizacao de 111.2.13) Dada uma constante k£ € R, é imediato
constatar que, para cada a € R, a fungdo f: R — R definida por f(z) = ae*®
verifica a “equacdo diferencial” f'(x) = kf(z). Verificar que estas sdo as
Gnicas solucdes desta equacio diferencial.135

% Ex 111.2.15 (Formulagdo alternativa de 111.2.14) Sejam S:R — R e
C:R — R duas fungdes derivaveis em cada z € R e com

(1) §'(x) =C(x), C'(x)=-5(x).

a) Utilizando a conclusdo de 111.2.14, concluir a existéncia de z, € [0, 2n( tal

135Esta conclusdo tem importantes aplicacdes, por exemplo, nas ciéncias da natureza. E
frequente sermos levados a admitir que certas grandezas, como a massa de um corpo
formado por uma substancia radiativa, ttm uma taxa de variacdo instantanea que deve ser
proporcional ao valor da grandeza. O que acabamos de concluir diz-nos que essa gran-
deza é caracterizada por uma lei de variacdo do tipo ¢t — ae*’, onde a constante & é
determinada pela constante de proporcionalidade envolvida e a constante a é o valor da
grandeza no instante ¢ = 0.
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que S(xg) =0 e C(xy) > 0. Sugestdo: Aplicar o teorema de Cauchy-Bol-
zano ao intervalo [0,7] para deduzir a existéncia de x; € [0, 7] tal que
S(x1) = 0 e escolher entdo para xy um dos dois elementos 1 € x1 + .
b) Aplicando de novo II1.2.14, mas agora a fungdes S e C definidas por

S(t) = S(zo+1), C(t)=C(zo+1),
concluir a existéncia de ¢ > 0 tal que

S(z) = esen(z — xg), C(x) = ccos(z — xp).

111.2.16 (Um resultado do mesmo tipo que II1.2.14) a) Verificar que, dados
nimeros reais a, b, as fungdes C', S: R — R definidas por

6)) C(x) =ae” +be ™, S(z)=ae”—be ™,
verificam o “sistema de equagdes diferenciais”
?) S'(z) =C(x), C'(z)=S(z).

b) Suponhamos agora que C,S:R — R sdo duas fungdes derivaveis que
verifiquem o sistema de equagdes diferenciais (2). Mostrar que existem
nimeros reais a, b tais que as fungdes C' e S sejam definidas por (1).
Sugestao: Derivar as fungdes que a = associam respetivamente

S(z)cosh(z) — C(z)senh(z),
S(z)senh(z) — C(x)cosh(z),

para concluir que estas fun¢des tomam valores constantes c,d respetiva-
mente. Multiplicando a primeira por cosh(z), a segunda por senh(z) e
subtraindo, concluir que S(z) = ccosh(x) — dsenh(x).

II1.2.17 (Uma demonstragio incorreta do teorema de Cauchy) Apresen-
tamos em seguida uma ideia para demonstrar o teorema de Cauchy a partir do
de Lagrange que s6 tem o “pequeno problema” de ndo estar correta. O que se
pede neste exercicio é que se encontre onde esta o erro:

Aplicando o teorema de Lagrange separadamente as fungdes f e ¢ concluimos a
existéncia de um ponto ¢ € ]a, b[ tal que

f(b) = fla)
b—a ’

w(b) — p(a)

1) = —

@) =

e daqui concluimos que

flle) 1 re) - s
' (c) w(bg:f(a) ’

I11.2.18 (Pergunta aparecida em prova de avaliacio) Para um certo a € R,
a fungdo f:R — R, definida por
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)= { T seat

a, Ssex =1

é continua em R.

a) Determinar o valor de a.

b) Calcular f'(n).

c) Sendo ¢: R — R uma funcdo diferenciavel tal que g(1) =0 e ¢ (1) = 2,
determinar (f o g)'(1).

Ex 111.2.19 Determinar os seguintes limites:

.3 =2
a) lim :

z—0 x

. (1=-2)1=In(1-2x))
b) fim In(z) !

. tan(x) —x
O I —sen(o) ’

In(1+ 1)

DM e

. 1
e) lim z=;
r—0t

f lim x +sen(z)
T——400 x + 1
g) lim sen(z)*e"(®) |

Ex I11.2.20 Determinar o limite da sucessdo (u,).en definida por
un = n (/3 - /2),
por aplicacdo do limite calculado na alinea a) do exercicio 111.2.19.
% Ex 111.2.21 Determinar o limite

lim ({‘Vx3+x2— \/xQ—I—x).

r——+00

Sugestdo: “Tirar = para fora” de cada uma das raizes e transformar a
expressdo obtida numa indeterminacédo do tipo %

Ex I11.2.22 Seja f: [—1, 1] — R a funcéo definida por

f(z) =arcsen(z) + 2V 1 — x2.

Utilizar a conclusdo de 111.2.10 para verificar que se tem

fl(z)=2v1— a2,
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para cada = € [—1, 1], apesar de por utilizagdo das regras de derivagdo s
conseguirmos garantir este resultado para « € |—1, 1].

* Ex 111.2.23 (Incursdo pela possibilidade de definir a exponencial de um
namero complexo) Sejam a,b dois nimeros reais (que, para a alinea c),
serdo a parte real e o coeficiente da parte imaginaria de um nimero complexo
z = a + bi.

a) Verificar que a sucesséo (r,,) definida por

o= (a2 e tp)”

tem limite igual a e“. Sugestao: Utilizar a regra de Cauchy para determinar o

limite da funcéo de varidvel real, definida numa vizinhanga conveniente de

+OO!

. b

lim ((1 + 2)2 + (=
x

)2) 7 136

T—+00 X

b) Verificar que a sucessdo (u,,) (sucessdo parcialmente definida no caso em
gue a é um inteiro menor que 0) definida por

b

u, = narctan (lJ’r—L") = narctan

)

tem limite igual a b. 137 Sugest&o: Utilizar a regra de Cauchy para deter-
minar o limite da funcéo de variavel real, definida numa vizinhanga conve-
niente de +oo,

n-+a

lim zarctan(
T—+00 r+a

).

c) Para efeitos desta alinea, vamos dizer que uma sucessdo (possivelmente
parcialmente definida) de nimeros complexos u,, + v,¢ tem como limite um
nimero complexo u + vi se as correspondentes sucessfes de ndmeros reais
(u,) e (v,) tiverem como limites u e v, respetivamente.138 Verificar que,
considerando o ndmero complexo z = a+ bi, a sucessdo de numeros
complexos

z
Zn = (1 + g)n

admite como limite 0 nimero complexo e*(cos(b) + sen(b)i) facto que, por
comparacdo com a conclusdo do exercicio 11.3.2, leva a que se defina a

136E claro que ndo faz sentido aplicar a regra de Cauchy para determinar diretamente o
limite de uma sucesséo.

137veremos na alinea c) que esta sucessdo, tal como a considerada na alinea a), ndo “cai
propriamente do céu”.

138Esta definicdo é equivalente & que serd encontrada mais tarde nos estudos.
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exponencial do nimero complexo z por
exp(z) = e* = e = e%(cos(b) + sen(b)i).
Sugestéo: Verificar que, pondo

b
a b =
n=1/ 1+ =)2+(-)2, n:arctan(—")
s ( +n) +(n) “ 144

n

(no caso em que a € inteiro menor que 0, apenas para n # —a), 0 complexo
1 + Z pode ser escrito na forma trigonometrica como

z
1+ — =80 % (cos(av,) + sen(a,)i)

e aplicar entdo a formula de Moivre e as conclusdes das alineas a) e b).139
Nota: Reparar que, no caso em que se toma z = bi se obtém a férmula de
Euler

e’ = cos(b) + sen(b)i,

onde o segundo membro é o0 que no ensino secundario é usualmente notado
cis(b), formula que tem como caso particular a igualdade

e = —1.

d) Verificar que as exponenciais dos nimeros complexos verificam ainda a
propriedade habitual exp(z + w) = exp(z) x exp(w), e portanto também

exp(—z) = ex;(z>. Sugest&o: Utilizar as férmulas conhecidas para o cosseno

e 0 seno da soma de dois angulos ou, alternativamente, a igualdade, ja
encontrada no ensino secundario, cis(a + ) = cis(a) x cis(8) que, ela
mesma, resulta das formulas referidas.

% Ex 111.2.24 (Teorema de Darboux) Sejam a < bem R e f:[a,b] — R uma
fungdo derivavel em cada ponto do dominio. Se d € R esta entre f'(a) e
f'(b) entdo existe ¢ € ]a,b[ tal que f'(c) = d. Sugestdo: No caso em que
f(a) < d < f'(b) considerar a fun¢do g:[a,b] — R definida por g(z) =
f(z) — dz, verificar que ¢'(a) < 0 e ¢’(b) > 0 e deduzir de I11.2.1 que um
ponto ¢ € [a,b] onde g atinja o valor minimo tem que pertencer a Ja, b] e
portanto tem que verificar ¢'(c) = d. No caso em que f'(a) > d > f'(b)
fazer um raciocinio analogo ou aplicar o caso anterior considerando a fungéo

139podera parecer estranho, embora ndo seja a primeira vez que encontremos esse facto
que para calcular o limite de uma sucesséo que se pode considerar puramente do d&mbito
da Anélise Matemética tenhamos que passar pelas fungdes trigonométricas que, como ja
sublinhdmos, séo de natureza geométrica e, pior que isso, o proprio resultado dependa
destas. Este facto ndo nos deve espantar muito, uma vez que quando se trabalhou com
nimeros complexos no ensino secundario, a forma trigonométrica de representagao destes
foi essencial para o estudo de muitas propriedades, como as que envolvem o célculo de
poténcias e de raizes.
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Nota: Comparar este resultado com o teorema de Cauchy-Bolzano em
11.1.15, resultado que implicaria alias a nossa conclusdo se estivéssemos a
supor que f': [a,b] — R é continua, o0 que ndo estamos.

83. Primitivas e aplicagdes geometricas.

111.3.1 Sejam X C R um intervalo ndo trivial e f: X — R uma funcdo. Diz-se
gue uma funcdo F: X — R é uma primitiva da funcdo f se, para cada
x € X, F é derivavel em z e com F'(z) = f(z).
Repare-se na utilizacdo do artigo indefinido “uma”: N&o estamos, de modo
nenhum, a afirmar que uma dada fungdo ndo possa ter mais que uma
primitiva. O enunciado a seguir aclara completamente essa questao.

111.3.2 Sejam X C R um intervalo ndo trivial e f: X — R uma funcdo,

admitindo F: X — R como primitiva. Tem-se entdo que as primitivas da
fungo f séo exatamente as fungdes G: X — R da forma G(z) = F(z) + ¢,
com ¢ € R constante.
Dem: Tendo em conta o facto de as constantes terem derivada 0 e de a
derivada da soma ser a soma das derivadas, vemos que, se G(x) = F(z) + ¢,
entdo G'(x) = F'(z) + 0= f(z), 0o que mostra que G também é uma
primitiva de f. Reciprocamente, se G é outra primitiva de f, tem-se, para
cadax € X,

(G = F)(z)=G'(x) - F'(z) = f(z) - f(z) =0,

donde, tendo em conta 111.2.12,140 existe uma constante ¢ € R tal que, para
cadaz € R, G(z) — F(z) = ¢, ou seja, G(z) = F(z) + c. O

O conhecimento da primitiva duma funcdo é muitas vezes importante,
como veremos, para a modelacdo de certos problemas, por exemplo
geométricos. No entanto, a determinagdo de uma primitiva para uma
funcdo é muitas vezes um problema menos simples que o da determinagdo
de uma derivada uma vez que, para estas Gltimas, possuimos regras de
derivacdo que nos permitem derivar quase todas as fun¢Bes que nos apa-
recem na pratica.

Apesar do que referimos sobre o défice de regras de primitivagdo, ha duas
regras de derivagdo (cf. 111.1.7) que implicam trivialmente regras corres-
pondentes de primitivagdo muito utilizadas.

111.3.3 (Primitivagédo por decomposi¢do) Sejam X C R um intervalo ndo trivial
e f,9: X — R duas fungdes, admitindo F',G: X — R como primitivas,

140por isso a importancia de exigirmos que o dominio seja um intervalo.
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respetivamente. Tem-se entéo que a funcdo f + g: X — R admite a funcéo
F+ G: X — R como primitiva e, para cada constante ¢ € R, a funcéo
cf: X — R admite cF: X — R como primitiva.

Apresentamos em seguida uma tabela com algumas primitivas, ditas
imediatas, por terem sido obtidas simplesmente pelo método “Acho que
me lembro de uma fungdo que tinha esta derivada”, combinado eventual-
mente com uma das propriedades referidas em 111.3.3.

111.3.4 (Tabela com algumas primitivas “imediatas™)

Funcdo | Dominio Primitiva | Notas
c reR cx c€eR
" z€R n%l " I neN
z? z €0, 4o | Ay | deR,d# -1
xP x € ]—00,0[ ﬁm"“ pEZ, p#—1
1 x €]0,+00[ | In(z)
e’ reR e’
sen(z) |zeR —cos(z)
cos(z) |z €R sen(x)
cos%(x) zel-3,5[ | tan(z)
ﬁ r€]-1,1] | arcsen(x)
o zeR arctan(x)
senh(z) | z € R cosh(zx)
cosh(z) | z € R senh(x)
Il,zﬂ r€R arcsenh(z)
1
5 | T€ J1,4+o00[ | arccosh(x)

Repare-se que as primitivas de \/11—2 e de - tém uma caracteristica
—XT

singular: Apesar de estarmos a primitivar fungdes que sdo puramente do
ambito da Analise Matematica, as primitivas que encontrdmos estdo depen-
dentes de uma definicdo geométrica que sai assim do contexto estrito da
Andlise Matematica. A afirmacdo de que cada uma destas fungdes admite
uma primitiva ndo é assim uma afirmacdo que possamos considerar neste
momento como demonstrada dentro do contexto puro da Anélise Mate-
matica. Uma tal demonstracdo pode efetivamente ser feita (cf. I1V.3.28 e
1V.3.31 adiante) mas apenas com instrumentos de que ndo dispomos de
momento.

Note-se que a dificuldade com as primitivas é encontrar uma e que, se
alguém nos aponta uma primitiva para uma funcéo, serd em geral muito
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simples saber se o resultado é ou néo correto, bastando derivar a primitiva
proposta para verificar se o resultado é ou ndo a fungdo que queriamos
primitivar. Trata-se de um fendmeno semelhante ao da determinacgéo de
uma solucdo de uma equacgdo: O estudante possivelmente ndo conseguira
encontrar uma solucédo da equagdo

2t =6+ TP+ 62 —-2=0

mas se alguém Ihe disser que 2 — /3 é uma solugio da equagdo, sera
bastante simples verificar que isso é verdade.

111.3.5 (Exemplo de primitiva que ainda se pode classificar de imediata)

Pretendemos determinar uma primitiva da fun¢do f:]0,4oco[ — R definida
por f(z) = 22?4+ \/z — 3. Uma vez que temos uma soma de trés fungdes
mais simples (aparecendo na tabela precedente), a primeira das quais
multiplicada por uma constante, concluimos, por utilizagdo de 111.3.3, que
sera suficiente encontrar uma primitiva para cada uma dessas fungdes mais
simples. Ora: @) Uma vez que a fungdo = admite a primitiva %:c3, a funcéo
22° admite a primitiva 22%; b) A fungdo /z = z!'/? admite a primitiva
3}—2:c3/2 = %@ c) A funcdo de valor constante —3 admite como primitiva
a fungdo —3z. Podemos assim concluir que a fungdo F:1]0,+oco] — R
definida por F(z) = 2° + %@ — 3z € uma primitiva da funcdo f. Se
pretendermos outra primitiva, basta somar uma constante a fungdo que
obtivémos, obtendo, por exemplo, a funcao F definida por

~ 2 5 2 -
F(z) = §x3 + g\/ a3 — 3z — e

111.3.6 (Primitivacdo por partes) O método de primitivacdo por partes é um

método de primitivar que se baseia na regra de derivagcdo dum produto em
I11.1.7. S80 dados um intervalo ndo trivial X C R e duas fungdes
f,9: X — R, da primeira das quais se conhece uma primitiva F: X — Rea
segunda das quais admite uma derivada ¢': X — R. A funcéo que se pretende
primitivar é a fungéo f¢g: X — R, z — f(x)g(z). O método diz-nos que, se
conseguirmos encontrar uma primitiva H: X — R da fungdo « — F(x)¢ (x)
entdo a funcdo X — R, =z — F(x)g(x) — H(x) é uma primitiva da funcéo
fg

Dem: Tendo em conta a regra de derivacdo do produto, vemos que a
derivada da fungdo F'(x)g(x) — H(x) esté definida por

z = F(z)g(z) + F(x)g () — H'(z) = f(x)g(x). O

3.7 (Exemplos) Repare-se que uma primitivacdo por partes de uma dada

funcdo ndo é um mero processo algoritmico: E preciso decompor a fungédo
dada como um produto de duas funcBes f e g, a primeira das quais saibamos
primitivar, de modo que o produto da primitiva da primeira pela derivada da
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segunda seja mais fécil de primitivar. Vejamos o que se passa nalguns
exemplos:

a) Tentemos encontrar por partes uma primitiva para a funcdo R — R,
x — xsen(x). Numa primeira tentativa tomemos, nas notagdes de 111.3.6,
f(z) =z, que tem uma primitiva F'(x) = %2 e g(x) = sen(x), para a qual
¢ (z) = cos(x). Ficamos entdo com a necessidade de determinar uma
primitiva da fun¢do = — F(z)d (z) = %cos(x), 0 que parece ser uma tarefa
ainda menos simples que a que tinhamos a partida. Fagamos agora uma
segunda tentativa, tomando f(x)=sen(z), que tem uma primitiva
F(x) = —cos(x), e g(x) ==z, para a qual ¢'(z)=1. Ficamos assim
conduzidos a procurar uma primitiva da fungéo = — F(x)d (z) = —cos(z),
0 que ndo apresenta dificuldade. Obtemos assim como primitiva da funcéo
dada a funcéo

x+— F(z)g(z) — (—sen(z)) = —zcos(x) + sen(z).

E claro que é muito simples confirmar o resultado: Derivando o resultado
obtido obtém-se efetivamente a funcdo dada a partida.

b) Para procurar uma primitiva para a funcéo In: |0, +oco[ — R, utilizamos a
decomposi¢do In(z) =1 x In(z), tomando assim f(z)=1, com uma
primitiva F(z) =z, e g(z) =In(z), portanto ¢(z) =1. Tem-se assim
F(z)d'(z) = 1, com primitiva x, pelo que obtemos como primitiva de In a
funcéo

x — zin(z) — .

Mais uma vez, podemos facilmente confirmar que ndo nos enganamos
derivando esta Ultima funcéo e constatando que obtemos a fun¢do cuja primi-
tiva procuravamos.
¢) O nosso objetivo é determinar uma primitiva H para a fungdo R — R,
x — e®cos(x). Tentamos, para isso, utilizar o método de primitivagdo por
partes, com f(z) = e, com primitiva F'(z) = e”, e com g(z) = cos(z), para
a qual ¢(x)= —sen(x), concluindo que, se tivermos uma primitiva
K:R — R da fungdo = — F(x)d () = —e”sen(x), bastara tomar para H a
funcéo

(1) H(z) = F(x)g(x) — K(x) = e*cos(x) — K(x).
Para procurarmos uma primitiva K da fungdo x +— —e®sen(z) utilizamos
mais uma vez o método de primitivacdo por partes, agora com f(z) = e”,
com primitiva F'(z) = e*, e com g(x) = —sen(x), e concluimos que, se
tivermos uma primitiva 7: R — R da fungdo = — F(z)¢ (z) = —e“cos(z),
bastara tomarmos para K a fungéo

2 K(z) = F(x)g(z) — K(x) = —e"sen(z) — H(z).

Supondo agora que existe uma tal primitiva A, vemos que, uma vez que
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ambas as fungbes H e —H sdo primitivas de x — —e”cos(z), existe uma
constante ¢ € R tal que H(z) = —H (z) + c e, tendo em conta esta relagéo e
substituindo (2) em (1), obtemos

H(z) = e“cos(x) — (—e“sen(x) + H(x) — ¢)
donde
2H (z) = e®cos(x) + e“sen(z) + ¢,
H(z)= %(e*”cos(x) + e“sen(z)) + g

Examinando o raciocinio feito, e uma vez que somando uma constante a uma
primitiva se obtém outra primitiva, ficamos a saber que, se existir uma
primitiva da funcdo - — —e”cos(x), 0 que é equivalente a existéncia de uma
primitiva da funcdo x — e*cos(x), obtemos como primitiva desta Ultima
funcdo a funcdo definida por z +— % (e"cos(z) + e”sen(z)). Em rigor, o
nosso problema ainda ndo estd resolvido porque, para concluir que esta
funcdo € uma primitiva precisémos da hipdtese de existir uma primitiva,
facto que neste momento ndo temos ainda instrumentos para garantir
diretamente. No entanto temos uma solugdo muito simples para 0 nosso
problema: Uma vez que temos um candidato a primitiva, para confirmarmos
0 resultado basta derivarmos esse candidato e verificar que obtemos
efetivamente a funcéo que queriamos primitivar, o que é uma tarefa que nédo
oferece qualquer dificuldade.141

111.3.8 (Primitivacao por substituicdo) Do mesmo modo que a primitivagéo por
partes se baseia na regra de derivacdo de um produto a primitivacdo por
substituicdo tem a sua raiz no teorema de derivacdo da fungdo composta (cf.
111.1.14). Sejam X C R e Y C R dois intervalos ndo triviais e ¢: Y — X
uma fungdo derivavel. Sejam f: X — Re F: X — R duas fungoes.

a) Se F' é uma primitiva de f, entdo a fungdo Fop:Y — R, y — F(¢(y)),
é uma primitivada fungdo X — R, y — f(o(v))¢'(y).

b) Suponhamos agora que ¢: Y — X é mon6tona e bijetiva e que ¢'(y) # 0,
para cada y €Y. Se Fop:Y — R é uma primitiva da funcdo X — R,
y— f(e(y))¢'(y), entdo F' € uma primitiva de f.

Dem: a) Temos uma consequéncia direta do teorema de derivacao da funcédo
composta: Uma vez que F'(x) = f(x), para cada = € X, tem-se, para cada
yevy,

(Fop)(y)=Fe)¢'(y) = fle)e (y).

b) Comecemos por reparar que, por 11.1.20 e 1.4.22, a funcdo mondtona

141Esta dltima observacdo pode ser generalizada a outras situagBes: N&o temos que ser
muito cuidadosos com a validade dos raciocinios que fazemos quando procuramos
encontrar uma primitiva, desde que, depois de obtido um resultado, derivemos este para
confirmar que se obtém a funcdo que queriamos primitivar.
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¢ 1: X — Y é continua, e portanto, tendo em conta 111.1.18, é derivavel.
Uma vez que, por hipbtese, F' o ¢: Y — R é derivavel, podemos concluir que

F=(Fop)op X =R

é também derivéavel. Tendo em conta a hip6tese e o teorema de derivacdo da
funcdo composta, vemos agora que, paracada y € Y,

F'(p(y)¢'(y) = (F o) (y) = fle(y)e'(y)

e portanto, por ser ¢'(y) #0, F'(p(y)) = f(p(y)). Enfim, por ¢ ser
bijetiva, podemos, para cada = € X, considerar y = ¢~ !(z) na igualdade
precedente para obter F'(x) = f(x), 0 que mostra que F' é uma primitiva da
fungdo f. O

111.3.9 (Exemplos que aplicam a alinea a) de 111.3.8)
a) Tentemos encontrar uma primitiva da funcdo ¢g:R — R definida por
g(y) = ysen(y?). A fungdo sen é uma das que conhecemos uma primitiva
imediata mas neste caso temos a expressao sen(y*) que poderia complicar a
procura de uma primitiva. No entanto, como a derivada da funcéo ¢: R — R,
o(y) = y* € ¢'(y) = 2y e que a expressdo sen(y?) aparece multiplicada por
y, somos levados a utilizar o método de primitivacdo por substituicdo (como
se costuma dizer, fazemos x =y?). Reparamos assim que se tem
9(y) = fle(y)¢'(y), onde f:R — R estd definida por f(z) = isen(z) e
tem assim uma primitiva F:R — R, F(z) = —cos(z), pelo que g admite a
primitiva G = F o ¢: R — R, que esta definida por G (y) = —1cos(y?).
b) Pretendemos uma primitiva da fungdo g¢:]1,+o0o[ — R definida por
oy) = o L
de dominio ]0, +oo], pelo que “fazemos x = 2y — 2" isto é, consideramos a
fungéo ¢:]1, +o0[ — 10, +o0[, ¢(y) = 2y — 2, com derivada ¢'(y) = 2, e,
escrevendo g(y) =2 x (3 x ﬁ) obtemos como primitiva de g a fungdo
G:]1, +oo| — R definida por G(y) = 1In(2y — 2).

c) Para determinar uma prlmltlva da funcdo tangente tan:]—Z%,Z[ — R,

272
reparamos que tan(y) = zf)r;( onde cos(y) > 0 no intervalo referido, pelo

que, “fazendo = = cos(y)” e reparando que a derivada de cos(y) é —sen(y),
concluimos que aquela funcdo tem uma primitiva F:]—Z, Z[ — R definida

272
por

!

F(y) = —In(cos(y)).

Antes de examinarmos alguns exemplos de primitivas que aplicam o
referido na alinea b) de 111.3.8, vamos debrugar-nos, ainda com a ajuda da
alinea a) desse resultado, sobre métodos de obter algumas primitivas de
funcdes que aparecem com frequéncia na pratica, as fragbes racionais e as
poténcias de fungbes trigonométricas. Fa-lo-emos apenas através de
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alguns exemplos mais simples, remetendo o estudante por exemplo para
[4] ou [7] para um exame mais sistematizado destas primitivas.

111.3.10 (Exemplos de primitivas de fun¢des racionais) Uma fun¢do definida
num intervalo diz-se racional se puder ser obtida como quociente de duas
fungdes polinomiais, em que o denominador, naturalmente, ndo se anula
nesse intervalo.

a) Procuremos uma primitiva da fun¢do f: R — R definida por

1
o) = g

Com o objetivo de nos aproximarmos de uma funglo cuja primitiva
conhecemos, escrevemos

RS SN SRS
1 (V2 V2 1+ (V20)?

e entdo, como em 111.3.9, com a substituicdo y = /2, obtemos a primitiva
F:R — R definida por

f(x)

F(z) = % arctan(\/ix).

b) Tentemos primitivar a funcdo f: R — R definida por

42
r)=—F-—"7""".
f(@) 2+az+1
Reparando que a derivada do denominador é 2x + 1, reescrevemos entdo f
como soma de uma fungdo que primitivaremos facilmente com outra funcéo
racional cujo numerador é constante:
1 2r +4 2¢ 4+ 1

f(z) X 1>< +1><
Xr) — — _— = — IR — _
2 x2+z+1 2 224+ax+1 2

3
2+ x+1

Notando f(z) e fo(x) a primeira e a segunda parcelas a direita, respetiva-
mente, constatamos, tomando y = z? 4+ x + 1 (expressdo que s6 toma
valores maiores que 0), que f; admite a primitiva £ definida por
1
Fi(z) = 5 In(z? + x + 1).

Quanto a f», reparamos que

) +1

=~ w

’ l 3
2 2

— Z R
Tzt +x+1 (x_|_ ) +

2 1
X (%JJ—F%

pelo que podemos pdr esta funcdo “a jeito™:
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2

1 V3
=92 x = V3 x .
fo(2) 1_’_(%1_’_%)2 1—1—(%%—1—%)2

Obtemos assim uma primitiva F; de f, definida por

2 1
Fy(z) =3 x arctan(—=z + —=
donde, finalmente, uma primitiva F' de f definida por

1 2
F(z) =5 In(z* + z 4+ 1) + /3 x arctan(—=

;2 )

X — ).

V3 /3

c) Consideremos agora a fungéo f:]2, +oco[ — R definida por
4+

10 = 5o rs

onde o denominador
2 —3r+2=(r—1)(z—2)

toma valores maiores que 0 no dominio. Uma boa ideia é fazer a divisdo com
resto do polindmio no numerador pelo polindmio no denominador, de modo
a obter f como soma de uma funcdo polinomial com um quociente de
polinémios com o grau do numerador mais pequeno que o do denominador.
Isso pode ser feito pelo algoritmo que o estudante possivelmente conhece
(andlogo ao algoritmo da divisdo inteira de nimeros) ou, alternativamente,
pelo método de “ir acertando as contas”142:

=z -32+2)+32° —x =

=z(2® — 3z +2) + 3(2* — 3z + 2) + 8z — 6.
Podemos assim escrever
8r —6
= I4+ — -
flz)=z+ +x2—3x+2

e, reparando que a derivada do denominador é 22 — 3 sera (til143 ainda
escrever

2 — 3 n 6
22 —3z+2 22-3x+2

fl)=z+3+4x
Notemos f;(x) a soma das trés primeiras parcelas e f>(x) a Gltima. Fazendo

142Que, na realidade, corresponde ao algoritmo sem a sua apresentacio grafica.
1437 estratégia passa por diminuir o grau do numerador na expressdo que ndo sabemos
primitivar.
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y = 2% — 3z + 2, ja sabemos como obter uma primitiva F; de f;, nomea-
damente,

2
z 2

2
- %+3m+4|n(x—1)+4ln(a:—2)-

Fl(l')

Quanto a f,, comegamos por reparar que 2> —3r +2 = (r —1)(z —2) e a
estratégia aconselhada é tentar encontrar uma decomposicao
1 a b

(x—l)(x—2):m—1+m—2’

com a e b constantes reais a determinar. Reparando que esta identidade é
equivalenteal = a(z — 2) + b(x — 1), ou ainda a

1=(a+b)x—2a-09,

sendo assim verificadase a + b = 0 e —2a — b = 1, sistema de equacdes que
admite a solugio b = 1 e @ = —1.144 Tem-se assim que

6 —6 6
+

fQ(x):x2—3x+2:x—1 z—2

admite uma primitiva F5 definida por
Fy(z) = —6In(z — 1) + 6In(x — 2)

pelo que obtemos finalmente uma primitiva F' de f definida por

2
F(x) = % 32— 2In(z — 1) + 10In(z — 2). 145

144pode provar-se, embora ndo o fagamos neste curso, que a possibilidade de encontrar
uma decomposi¢do do tipo procurado ndo foi uma questdo de sorte. Em geral, utilizando
um teorema de Bézout, que o0 estudante encontrard mais tarde no curso, seguido de um
argumento simples utilizando a divisdo com resto de polinémios, pode provar-se que,
dados dois polinémios P(z) e Q(x) de graus maiores que 0 (no caso em anélise com grau
1) que sejam primos entre si, no sentido de ndo serem divisiveis por um mesmo polind-
mio de grau maior que 0, existem necessariamente polinémios A(z) e B(z) com graus
inferiores aos de P(z) e Q(x), respetivamente, (no caso em analise com grau 0) tais que
A(z)Q(z) + B(z)P(x) = 1.

145Um caminho alternativo para chegarmos a uma primitiva consistiria em comegar por
tirar partido da decomposi¢ao

1 -1 1

(z—1)(x—2) :x71+x72

para decompor a funcdo dada como soma de duas fun¢des racionais com os denomi-
nadores x — 1 e = — 2 e sO entdo efetuar duas divisdes para obter um polinémio somado
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d) Consideremos agora a fungdo f:]—1, +oco[ — R definida por

1=y

Como nos exemplos anteriores, tentamos decompor o denominador como
produto de polindmios de grau inferior, reparando que podemos tomar para
um deles o polindmio z + 1, j& que o denominador se anula para x = —1.

Usando o método de “ir acertando as contas”, que ja utilizamos para o
exemplo em c), vem
B l=a(z4+1) -2’ +1=
=2 (z4+1)—z(@+1)+z+1=
=@ —z+1)(z+1).

Seguidamente vamos tentar escrever

1
(@2 —x+1)(z+1)

fz) =

como soma de duas funcBes racionais com denominadores 2% —z +1 e
x + 1, respetivamente, e com numeradores com grau inferior aos denomina-
dores, ou seja, procuramos constantes a, b, ¢ tais que se tenha

1 a br +c

(2—z+1)(z+1) a:—|—1+ac2—x+1

ou, 0 que é equivalente,
l=a(x®>—z+1)+ (bz+c)(z+1),
ou seja
l=(a+b)z*+(b+c—a)z+ (a+c). 146

Esta identidade serd verificada se se tiver a+b=0, b+c—a=0 e
a+c =1 e, resolvendo este sistema de trés equagGes com trés incognitas,
obtemos a solugdo a = §, b = —% e ¢ = 2. Temos assim, como era nosso

3
objetivo, a decomposicao
1 1 1 r—2
— X ——.
3 z+1 3 x22-x+1

com duas fungdes racionais com numeradores constantes. S6 com alguma experiéncia se
consegue decidir qual o caminho menos trabalhoso.

148para uma explicagdo (sem justificacdo) da razdo por que fazemos esta tentativa e nio
outra, ver o que referimos atras, na nota de pé de pagina 144. De qualquer modo, do
ponto de vista I6gico, essa explicagdo ndo é necessaria e a certeza de existir uma decom-
posicéo do tipo procurado resulta de que vamos determinar explicitamente uma.
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Tal como fizémos no exemplo em b), reparando que a derivada do segundo
denominador é 2z — 1 e que esse denominador se pode decompor na forma
(x — %)2 + } podemos “ajeitar” ainda mais a expressao de f escrevendo

PURYEE E B SO Tk S
VT3 e 1 6 21
1 1 1 2 —1 1 1
=_x X 4 X =
3 z4+1 6 x2—-z+1 2 zx22-—x+1
1,1 1 2wl 2 1 B
37 z+1 6 22-z+1 3 +(\%x—ﬁ)2_
2
11 1 21 1 7
=-x — X e} =X .
37 x4+1 6 2P-z+1 /3 1+(%m—\%)2

E agora simples obter como primitiva a fungdo F:]—1,+oo[ — R definida
por

1 1 1
F(z) = 3 In(x +1) — G In(z* — 2 + 1) + —= arctan(

V3 f f

111.3.11 (Exemplos de primitivas de poténcias de fungdes trigonométricas)
a) Consideremos a fungdo f: R — R definida por f(z) = sen?(z). O método
mais simples de encontrar uma primitiva para a funcdo f é lembrar uma das
formulas para o cosseno do angulo duplo,

cos(2x) = 2cos’(x) — 1 = 1 — 2sen’(x).
A segunda permite-nos escrever a fungdo a primitivar na forma

Fz) = % - %cos(2x)

e, “tomando y = 22", obtemos uma primitiva F: R — R definida por

Fa)=1 - isen(%),

ou, alternativamente, lembrando a férmula do seno do angulo duplo,

F(x) = g — %sen(x)cos(x).

b) Procuremos agora uma primitiva da fungdo f:R — R definida por
f(x) = sen3(x). Neste caso podemos reescrever f na forma

f(x) =sen(z) (1 — cos?(z)) = sen(z) — sen(x)cos?(x).

A primeira parcela tem a primitiva imediata —cos(x) e, quanto a segunda,
reparando que —sen(z) € a derivada de cos(z), podemos “tomar y = cos(z)”
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de modo a obter uma primitiva % ou seja, % cos? (). Obtemos assim para f
uma primitiva £: R — R definida por

F(z) = —cos(z) + %0053@:).

c) Seja f:R — R a funcdo definida por f(z) = cos’(x). Para obter uma
primitiva podemos proceder duas vezes como em a):

flx) = (%(1 +cos(2z))” = i + %cos(%:) + ic052(2x) =
1
T4

1 1
+ 5005(21:) + g(l + cos(4x)).

Obtemos entdo a primitiva F: R — R definida por

3 1 1
F(z) = P Zsen(29c) + 3—25en(4x).

d) Seja agora f:]0,7[ — R a funcdo definda por f(z) = % Um método
de encontrar uma primitiva, usando ideias semelhantes as das alineas prece-
dentes € escrever f na forma

_osen(z)  sen(x)
f@) = sen?(z) 1 — cos?(x)

e entdo, “tomando y = cos(x)” (cuja derivada é —sen(z)), somos conduzidos
a procurar uma primitiva para a fungdo ¢:]-1,1[ = R, ¢(y) = 1:31/
Procedendo como nos exemplos em 111.3.10, escrevemos g na forma

1 1 1
g(y) = 3 (m + ﬂ)

5.

0 que nos permite identificar uma primitiva G:]—1, 1] — R de ¢ definida por
Gly) = — (In(1 +y) ~ In(1 ).
A partir daqui, obtemos uma primitiva £: 10, 7[ — R de f, definida por
F(r) = —% (In(1 + cos(z)) — In(1 — cos(z))) =

_ In( 1 —cos(x)).

1+ cos(x)

Reparemos que a expressdo anterior ainda pode ser simplificada: Tendo em
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conta o facto de se se ter sen(x) > 0 no dominio, vem também

Flz) = In(\/(l —cos(z))(1+ cos(x))) _

(14 cos(z))?

_ In( (1 — cos?(x) ) _ In( sen(x) )

1+ cos(x))? 1+ cos(z)

111.3.12 (Exemplos de primitivas com o auxilio da alinea b) de 111.3.8)
a) Procuremos uma primitiva da fun¢do f: R — R definida por

flz)= Va2 +1.

Um dos caminhos que ocorre utilizar é procurar uma substituicdo que “faca
desaparecer” a raiz quadrada e, para isso, podemos considerar a funcéo
¢: R — R definida por ¢(y) = senh(y) (cf. 11.3.5) que é crescente, bijetiva e
com derivada cosh(y) # 0.147 Somos assim conduzidos a procurar uma
primitiva para a funcdo R — R

y — ¢ (y) f(p(y)) = cosh(y)/senh?(y) + 1 = cosh®(y) =
= % + %cosh(Qy)

(lembrar 11.3.9), sendo facil de obter uma tal primitiva, nomeadamente a
fungéo

1 1
- —senh(2y).
y = 5y + 7 senh(2y)

Para podermos aplicar a alinea referida, conviria apresentar esta primitiva na
forma y — F(¢(y)), para uma funcdo F:R — R conveniente. Para isso,
reparamos que, considerando a funcdo hiperbodlica inversa arcsenh: R — R,
(cf. 11.3.8) tem-se

1 1 1 1
3 Y + 1 senh(2y) = 3V + 3 senh(y)cosh(y) =

- %arcsenh(go(y)) - % oY) Vely)? +1

pelo que podemos tomar para F', que vai ser a primitiva procurada, a funcéo
definida por

1 1
F(z)= 3 arcsenh(z) + 3 zvz?+ 1.
Quem preferir ndo utilizar explicitamente no resultado a funcédo hiperbélica

1470utro caminho possivel, mas que se revela mais trabalhoso, considera ¢(y) = tan(y),
y € ]—5, 5[, e tira partido da identidade 1 + tan?(y) =

1
cos(y) -
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inversa arcsenh pode substituir esta pela sua caracterizacdo em 11.3.8 e
escrever

1 1
F(m):§|n(x+ m2+1)+§m\/x2+1.

b) Procuremos agora, dado r > 0, uma primitiva da fungdo f:[—r,r] = R
definida por

flx) =vVr?2— 22

Como no caso da alinea a), procuramos uma substituicdo que “faca desa-
parecer” a raiz quadrada e, para isso, sera cdmodo comegar por substituir f
pela sua restricdo ao intervalo aberto |—r, r[. Consideremos entdo a fungdo
@:]=%, 5[ — ]—r,r[ definida por x(y) = rsen(y) que é crescente, bijetiva e
com derivada rcos(y) # 0.148 Somos assim conduzidos a procurar uma
primitiva da fungéo | -7, 5[ — R,

y— ¢ () f(e(y)) = reos(y)y/r? — r2sen?(y) = r’cos’(y) =
2 2
=3 + 7écos(Qy),

sendo facil obter uma tal primitiva, nomeadamente a fungéo | -7, 7[ — R,
2 7,2 7“2 7“2
—y+ —sen(2y) = —y + —sen(y)cos(y) =
yr 5yt psen(2y) = Sy + sen(y)cos(y)

= Z—Qarcsen(w) + L o(y)

2 _ 2
. )13 2 —¢(y)*

Obtemos assim como primitiva da restrigdo de f a ]—1, 1] a restricdo a este
intervalo da fun¢do F': [—r, r] — R definida por
r? T 1
F(x) = —arcsen(—) + = 2 — a2,
(z) 5 arcse (r)—|—2:c 2 —x

Reparamos enfim que, de facto, a propria funcdo F é uma primitiva de f
visto que nos pontos —r e r que falta examinar podemos, tendo em conta a
continuidade de f e F aplicar 111.2.10 para deduzir que se tem ainda

Fl(x) = f(x).

Vamos agora examinar aplicaces geométricas da determinacgdo de primi-
tivas, por exemplo no calculo da area de certas figuras planas e do volume
de certos solidos ou na determinacdo do baricentro de certas figuras
planas. Repare-se que os célculos que vamos fazer devem ser encarados
no contexto de aplicagdes da Analise Matematica, neste caso a Geometria
e ndo no contexto puro da Analise Matematica, ja que se vai trabalhar
com um conceito de area que supomos conhecido e cujas propriedades

148F para termos esta Gltima condigéo que retiramos os pontos —r e r ao dominio de f.
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intuitivas habituais serdo admitidas sem preocupagdes. Trata-se de uma
observacdo analoga a que ja fizémos a proposito das func¢des trigonomé-
tricas.

111.3.13 A primeira situacdo em que vamos determinar uma area situa-se no
contexto em que se fixa um referencial ortogonal e monométrico no plano e
se considera como unidade de area a correspondente a unidade de compri-
mento utilizada nos eixos. Consideramos um intervalo fechado e limitado
[a,b] com a <b e uma funcdo continua f:[a,b] — [0,+oc0[. A &rea que
gueremos determinar é a da regido do plano limitada pelo gréfico de f, pelo
eixo das abcissas e pelas rectas verticais de abcissas a e b ou, dito de outro
modo, do conjunto dos pontos (z,y) taisquea <z <be0 <y < f(z).

E claro que, no caso trivial em que a = b a drea em questdo ¢ igual a 0 pelo
gue 0 caso que apresenta interesse € aquele em que a < b. Serd no entanto
atil ndo afastar a priori o caso trivial.

Uma propriedade simples, mas muito Gtil adiante, é que, nas condigdes
descritas, existe um ponto ¢ € [a,b] tal que a area considerada é igual a
f(e)(b—a).

Dem: Tendo em conta o teorema de Weierstrass (11.1.11), podemos consi-
derar pontos a’,b’ € [a,b] tais que f(a’) e f(b') sejam respetivamente o
méaximo e 0 minimo da funcdo f e entdo a regido considerada esta contida
num retangulo de base b — a e altura f(a’) e contém um retangulo com a
mesma base e altura f(?’).

Resulta daqui que a area A da regido considerada verifica as desigualdades
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fO)b—a) <A< f(d)(b~a)

Aplicando o teorema de Cauchy-Bolzano (11.1.15) a fun¢do continua
x +— f(z)(b — a), concluimos a existéncia de c entre o' e b’ ou igual a um
destes dois, em qualquer caso em [a, b], tal que A = f(c)(b — a). O

.3.14 (A funcéo area parcial) No contexto de 111.3.13, suponhamos a < b e

notemos, para cada = € [a,b], A(x) a &rea da regido que se obtém quando se
substitui f pela sua restricdo ao intervalo [a, z].

a X b

A funcéo A:[a,b] — R assim definida é entdo uma primitiva de f que veri-
fica a condicdo A(a) = 0.

Dem: O facto de se ter A(a) = 0 resulta de que, quando = = a, a regido
reduz-se a um segmento de reta. Resta-nos verificar que em cada z, € [a,b] a
funcdo A: [a,b] — R tem derivada igual a f(x). Ora, dado = # z, em [a, b],
A(x) — A(z) vai ser a area da regido assinalada na primeira das figuras
abaixo, no caso em que x > x, € 0 simétrico da area da regido assinalada na
segunda dessas figuras, no caso em que z < .

a Xo X b a X Xp b

Tendo em conta o que verificamos em 111.3.13, em qualquer dos dois casos
podemos associar a cada « # xy um elemento c(x) de [a, b], entre = e xy ou
igual a um destes, tal que A(z) — A(xy) = f(c(z))(x — xp). Por enquadra-
mento tem-se entdo limc(z) = xy e portanto, pela continuidade de f

T—1

concluimos que
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Afag) = tim A=A iy f(c(a)) = (),
T—xT) r — Xy T—To
pelo que temos o valor da derivada que pretendiamos. O

111.3.15 (O caso mais geral de regido entre dois graficos) Suponhamos, mais
geralmente, que a < b e que temos duas fungdes continuas f, g: [a,b] — R
tais que g(x) < f(x) para cada = € [a,b] e que a &rea que pretendemos
calcular é a da regido do plano limitada pelos gréaficos de f e g e pela retas
verticais de abcissas a e b, isto é, do conjunto dos pares (x,y) tais que
€ [a,bleg(z) <y < f(x) 149

a b

Como anteriormente, seja, para cada x € [a, b], A(x) a &rea da regido que se
obtém quando se consideram as restricBes de f e g ao intervalo [a,z]. A
fungdio A:[a,b] — R assim definida é entdo uma primitiva da funcéo
x — f(x) — g(x) que verifica A(a) = 0.

Dem: Vamos comecar por tratar o caso particular em que, ao contrario do
caso sugerido na figura no enunciado, a fungdo g, e portanto também a
funcéo f admite [0, +-oo[ como codominio.

Neste caso tem-se, para cada = € [a,b], A(z) = Af(x) — Ay(x), onde Ay e
A, sdo as fungdes associadas em 111.3.14 a f e a g, respetivamente. Tendo
em conta esse resultado, vemos assim que A(a) = 0 e para cada x € [a, b]

Al(z) = Af(x) — Ay(x) = f(x) — g(x),

0 que é precisamente 0 que estamos a afirmar. O caso geral pode agora ser

1494 situagio descrita anteriormente corresponde assim ao caso em que g(z) = 0, para
cada z.
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reduzido ao caso particular ja estudado se reparamos que podemos sempre
fixar uma constante ¢ € R tal que as fungdes f(z)= f(z)+c e
9(z) = g(z) + ¢ ja admitam [0, +oco[ como codominio (tendo em conta o
teorema de Weierstrass, 11.1.11, podemos tomar para ¢ o simétrico do valor
minimo de g) e que entdo, sendo E(:c) as areas associadas as funcées f e g,
tem-se A(z) = A(z) e f(x) = 9(=) = f(x) — g(x). U

.3.16 (Calculo da area da regido em estudo) No contexto de 111.3.15 supo-

nhamos que se encontrou uma primitiva H: [a,b] — R da fun¢do [a, b] — R,
x +— f(x) — g(x). A érea desta regido é entdo igual a H(b) — H(a).

Dem: Considerando a fungdo A:[a,b] — R definida em 111.3.15, a &rea que
estamos a procurar determinar é, por defini¢do, A(b). Uma vez que A e H
sdo duas primitivas da mesma fungdo f — g sabemos que existe uma
constante k£ € R tal que A(z) = H(x) + k para todo 0 z € [a,b]. Tem-se
entéo

0=A(a) =H(a) +k,
de onde deduzimos que k = —H (a) e obtemos enfim
Ab)=H((b)+k=H(b)— H(a). O

.3.17 (Exemplos) a) Determinemos a area da regido constituida pelos pontos

(z,y) taisque 2> —2 < y < .

Estudando a fungdo = — (x? — 2), constatamos que se tem 2> — 2 < z se, e
sO se, x € [—1,2]. Somos assim conduzidos a considerar as funcdes f e g
definidas nesse intervalo por f(x) = z e g(x) = x> — 2. Uma vez a fungio
f(z) — g(z) =z — (* — 2) admite uma primitiva H:[—1,2] — R definida
por H(z) = %2 - g + 2z, obtemos como &rea da regido considerada
8 1 1 9
H2)-H(-1)=2—--4+4) —(z+-—-2)=—.
@-HD=@-3+49)-(G+5-2=3
b) Procuremos agora determinar a area de um semicirculo de raio r, que
realizamos como a regido determinada pela funcéo f:[—r,r] — R, definida

por f(x)=+/r?2 — 22 (Lembrando que x> +y? =r> é uma equagdo da
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circunferéncia de raio r e centro na origem, constata-se que esta regido é
efetivamente o semicirculo — na figura a seguir tomamos r = 1).

Jé determindmos, no exemplo na alinea b) de 111.3.12, uma primitiva desta
funcdo, nomeadamente a fungéo F: [—r, r] — R definida por
2
1
F(x) = % arcsen(%) + 3% r2 — 22,
Obtemos assim para a area do semicirculo

F(r)—F(-r)= %Qarcsen(l) - gjarcsen(—l) = —2 - (——2) = —2

Note-se que ndo devemos ficar exuberantes com o resultado obtido: Limita-
mo-nos a confirmar um facto que ja conheciamos e que foi utilizado
inimeras vez no caminho que conduziu aos calculos precedentes. Com efeito
0 numero 7 apareceu, por definicdo, como a é&rea do circulo de raio 1 e esse
facto foi utilizado para a definicdo do radiano como unidade de angulo e,
através disso, para o calculo das derivadas das funcGes trigonométricas e
portanto das suas inversas. O que era perturbador era se tivéssemos chegado
a um resultado diferente para a area do semicirculo...

Vamos agora utilizar uma ideia analoga para aplicar as primitivas ao
estudo de outro problema geométrico, o do calculo do volume dum sélido
de revolugéo.

111.3.18 Voltemos a considerar um intervalo fechado e limitado [a,b] coma < b
e uma fungdo continua f:[a,b] — [0, +oo]. Rodemos agora no espago o
grafico desta funcdo em torno do eixo das abcissas, obtendo o que se chama
uma superficie de revolugdo, um processo que nos faz lembrar o modo como
0 moleiro faz por exemplo uma jarra de barro. Pretendemos agora determinar
0 volume do s6lido de revolugdo limitado por essa superficie e pelos planos
perpendiculares ao eixo nos pontos de abcissa a e b, isto é o solido
esquematizado a seguir, primeiro em perspetiva e sem as “tampas” e depois
no estilo da representacdo da figura humana pelos antigos egipcios, isto é
numa visdo lateral ignorando o efeito de perspetiva, visdo essa que, para uma
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maior clareza, serd a que utilizaremos adiante.

Tal como em 111.3.13, existe sempre um ponto ¢ € [a, b] tal que o volume do
solido de revolugdo seja igual a wf(c)?(b — a).

Dem: O caso em que a=>5b € trivial, bastando tomar c¢=a =0b.
Suponhamos entdo que a < b. Tendo em conta o teorema de Weierstrass
(11.1.11), podemos considerar pontos a’,b’ € [a,b] tais que f(a') e f(b)
sejam respetivamente 0 maximo e 0 minimo da funcéo f e entdo o sélido de
revolucdo considerado estd contido num cilindro “deitado” de alturab — a e
raio da base f(a’) e contém um cilindro com a mesma altura e raio da base

G

Resulta daqui que o volume V' do sélido de revolugdo verifica as desigual-
dades

Tf(0)*(b—a) <V < 7f(a)*(b - a).

Aplicando o teorema de Cauchy-Bolzano (I11.1.15) a funcdo continua
x— 7f(z)%(b — a), concluimos a existéncia de c entre a’ e b’ ou igual a um
destes dois, em qualquer caso em [a, b], tal que V = 7 f(c)?(b — a). |

111.3.19 (A fungéo volume parcial) No contexto de 111.3.18 notemos, para cada
x € [a,b], V(z) o volume do solido de revolugdo que se obtém quando se
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substitui f pela sua restricdo ao intervalo [a, z].

Supondo a < b, a fungdo V: [a, b] — R assim definida é entdo uma primitiva
da fungdo = — 7 f(z)? que verifica a condi¢do V (a) = 0.

Dem: O facto de se ter V(a) = 0 resulta de que, quando = = a, 0 s6lido de
revolugdo reduz-se a um circulo num plano. Resta-nos verificar que em cada
xo € [a,b] a fungdo V:[a,b] — R tem derivada igual a 7 f(z,)?. Ora, dado
x # xo em [a,b], V(z) — V() vai ser o volume do solido assinalado na
primeira das figuras abaixo, no caso em que x > x, e 0 simétrico do volume
do solido assinalado na segunda dessas figuras, no caso em que x < xy.

Tendo em conta o que verificamos em 111.3.18, em qualquer dos dois casos
podemos associar a cada « # xy um elemento c(x) de [a, b], entre = e xy ou
igual a um destes, tal que V(x)—V(zy)=rf(c(z))*(x —x0). Por
enquadramento tem-se entdo lim ¢(x) = x( e portanto, pela continuidade de

T—x)

f concluimos que
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pelo que temos o valor da derivada que pretendiamos. O

111.3.20 (O caso mais geral da regido entre dois graficos) Suponhamos, mais
geralmente, que a <b e que temos duas fungbes f,g:[a,b] — [0, +o0],
continuas e tais que g(x) < f(x) para cada z € [a,b], e que 0 volume que
pretendemos calcular é o do s6lido de revolugdo obtido por rotacdo da regido
do plano limitada pelos gréaficos de f e g e pela retas verticais de abcissas a e
b, isto é, do conjunto dos pares (z,y) tais que x € [a,b] e g(z) <y < f(x)
(uma boéia “com forma original”).150

Como anteriormente, seja, para cada = € [a,b], V() o volume do sélido de
revolugdo gerado regido que se obtém quando se consideram as restricdes de
f e gaointervalo [a, x]. A fun¢do V: [a,b] — R assim definida é entdo uma
primitiva da funcdo x — mf(z)? — mg(z)? que verifica V(a) = 0.

Dem: Como em 111.3.15, para cada = € [a,b], V(z) = V() — V,(z), onde
Vy e V, séo as fungOes associadas em 111.3.19 a f e a g, respetivamente.
Tendo em conta esse resultado, vemos assim que V(a) =0 e para cada
x € [a,b]

V'(z) = Vi(z) = V;(x) = nf(2)* — mg(x)?,
0 que é precisamente 0 que estamos a afirmar. O

111.3.21 (Caélculo do volume do solido de revolugdo) No contexto de 111.3.20,

suponhamos que se encontrou uma primitiva H:[a,b] — R da funcédo
h:[a,b] — R definida por h(z) = 7 f(x)? — 7wg(z)?. O volume do sélido de
revolucéo é entdo igual a H(b) — H(a).
Dem: Considerando a fungdo V:[a,b] — R definida em 111.3.20, o volume
que estamos a determinar é, por defini¢do, V' (b). Uma vez que V e H séo
duas primitivas da mesma fungédo x — wf(x)? — wg(z)? sabemos que existe
uma constante k£ € R tal que V(z) = H(z)+ k para todo o x € [a,b].
Tem-se entdo

150A situagio descrita anteriormente corresponde assim ao caso em que g(z) = 0, para
cada z.
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0=V(a) =H(a)+k,
de onde deduzimos que k = —H (a) e obtemos enfim
V(b) = H(b) + k= H(b) — H(a). O

111.3.22 (Exemplos) a) Procuremos confirmar a validade da férmula que ha
muito utilizamos para o volume de um cone de revolucdo com raio da base r
e altura h. Para isso reparamos que um tal cone pode ser obtido como o
solido de revolugéo definido pela fungdo f(x) = 7, com o intervalo [0, h]
como dominio.

admite a primitiva H:[0,h] — R definida por H(x) :w%yf’, obtemos
como volume do cone o valor

2
s 1 2
(um terco da &rea da base vezes a altura).
b) Determinemos agora o volume de uma esfera de raio 1. Para isso
reparamos que esta pode ser obtida como o sélido de revolucdo determinado

pelo gréafico da funcdo f:[—1,1] — R definida por f(z) = v/1 — a2.
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Uma vez que a fungéo h: [—1, 1] — R definida por
h(z) = 7f(x)* = 7(1 — 2?)

admite a primitiva H: [—1, 1] — R definida por H(z) = 7(z — %") obtemos
como volume da esfera o valor

1 1 4
H1) —H(-1)=n(1-2)—na(-1+2)= -,
()= H(-D)=n(1-3)-n(-1+3)=gm
0 que estd de acordo com a féormula para o volume de uma esfera que o
estudante j& encontrou anteriormente, possivelmente sem justificagéo.

111.3.23 (Algumas observacbes sobre a nogdo fisica de baricentro de uma
regido plana) Consideremos uma regido limitada e de area maior que 0 do
plano e pensemos nela como uma simplificagdo de um corpo de espessura
desprezivel constante, constituido por um material homogéneo (por exemplo
um tampo de uma mesa). Suponhamos que pretendemos equilibrar esse
corpo em cima de uma haste. O ponto onde devemos colocar a haste é o que
se chama o baricentro (ou centro de figura, ou centréide) da regido plana.
llustramos a seguir dois exemplos de regifes planas com o0s respetivos
baricentros assinalados com a letra B.

Observe-se que no segundo exemplo o centréide ndo pertence a regido pelo
que, para podermos colocar a haste, temos que imaginar que prolongamos o
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corpo com um material de peso que se possa considerar insignificante.
Consideragdes fisicas, que ndo cabe aqui explicitar mas que ndo deixam de
ser plausiveis, levam a concluir que a nocao de baricentro goza, entre outras,
das seguintes propriedades:

a) (baricentro e transformacgdes geométricas) Se movermos uma regido
(usando translacdes e rotacOes), o baricentro move-se do mesmo modo, por
outras palavras, fica na mesma posicdo relativamente a regido. Se substi-
tuirmos uma figura pela sua simétrica relativamente a uma reta, o baricentro
é transformado no seu simétrico. Como consequéncia, se a regido admite um
eixo de simetria, o baricentro esta necessariamente sobre esse eixo (examinar
o primeiro dos exemplos atras) e se admitir dois eixos de simetria concor-
rentes, 0 baricentro estd no ponto de interse¢do dos eixos (examinar o
segundo dos exemplos atras). Em particular o baricentro de uma regido poli-
gonal regular é o respetivo centro e o baricentro de uma regido retangular € a
intersecdo das perpendiculares ao meio de dois lados concorrentes.

b) (baricentro e semiplanos) Se uma regido esta contida num dado semi-
plano (aberto ou fechado), entdo o seu baricentro também esta contido nesse
semiplano (ndo se pode equilibrar o corpo num ponto se ele esta todo “para o
outro lado™). Em consequéncia, se uma regido estd contida no interior de um
poligono convexo entdo o seu baricentro também estd no interior desse
poligono (reparar que o interior de um poligono convexo é a interse¢do de
semiplanos limitados pelas retas definidas pelos seus lados).

c) (baricentro e subdivisdes) Fixemos um sistema de eixos ortogonal e
monométrico no plano. Suponhamos que a regido, com &rea A # 0 estd
subdividida em duas partes com areas A’ e A” (portanto A = A’ + A”). Se
uma das partes tiver area nula, o baricentro da regido coincide com o da outra
parte; caso contrério, sendo (x,y) as coordenadas do baricentro B da regido
total e («',4') e («”,y") as coordenadas dos baricentros B’ e B” das duas
partes, = e y Sdo respetivamente as médias pesadas de =’ e z” e de ¢/ e ", em
anbos 0s casos com 0S pesos %’ e AI” (cf. 1.1.4). Em particular, neste Gltimo
caso, 0 ponto B estd no segmento de reta que une B’ e B” (ou é igual a
ambos se estes coincidirem).

Como exemplo, considere-se a figura abaixo, onde a regido foi subdividida
num triangulo equildtero e um quadrado, cujos baricentros foram deter-
minados por inters¢do de eixos de simetria.

7

P
o

b,
2 Y
)
25
55
Sode%s,
foledet

!
552
e
S
1%

<

&
o
o

< 0}_
ST,
i
35
2505
fatels
i

Yo
AT TS

&

%

et

ot

54

el
SRS

LAt eInss

ool
....
-

e,
S
Yide!
ook
fatatalats
I

35
50

5
o

;
fele

ot

.- o H{H
podTllod SR
...’.""A.
folote e

£
L

Sateieielel
%
<

<
Lo

o

Repare-se que, como a area do quadrado é maior que a do triangulo, o
baricentro da regido total estd no segmento que une os dois baricentros mas
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mais préximo do baricentro do quadrado.

d) (Propriedade de aditividade associada a uma subdivisdo) As relacdes
gue enunciamos em c) entre as coordenadas do baricentro da regido total e as
dos baricentros das duas partes podem ser escritas explicitamente na forma

Al AH A A/l

/l
r=—2'+ Y= Ay—i—A

A i
ou, de forma equivalente, se notarmos
T=Azx, Y= Ay

(a abcissa reescalada e a ordenada reescalada associadas a regido) e
analogamente, ' = A’a’/, 2" = A"2", ' = A'y e 3§’ = A"y’ as coorde-
nadas reescaladas associadas a cada uma das partes,

@\:&\/4_%//, y_y +/g//

Note-se que, apesar de o baricentro de uma regido de area 0 nao estar
definido, podemos ainda definir para uma tal regido as suas coordenadas
reescaladas Z e 3 como sendo 0 e entdo as igualdades precedentes continuam
a ser validas quando alguma das partes, ou ambas, tenha area 0.

A propriedade de aditividade das coordenadas reescaladas que acabamos de
referir, andloga a propriedade de aditividade das areas, faz com que, como
veremos, seja por vezes mais simples determinar o baricentro de uma regido
comecando por determinar a abcissa e a ordenada reescaladas obtendo a
partir dai as coordenadas do baricentro pelas formulas =z = ey = &

d) (Propriedade de monotonia para regides no primeiro quadrante) Para
regides contidas no primeiro quadrante fechado, a propriedade de aditividade
referida em c) arrasta uma propriedade de monotonia: Se uma regido esta
contida noutra cada uma das coordenadas reescaladas associadas a primeira é
menor ou igual a correspondente coordenada reescalada associada a segunda.
Para o concluirmos basta considerar a regido complementar da primeira na
segunda que, de acordo com o referido na alinea b) de 111.3.23 tem as
coordenadas do baricentro maiores ou iguais a 0, 0 mesmo acontecendo
portanto as coordenadas reescaladas.

111.3.24 Analogamente ao que foi feito em 111.3.13, fixemos um referencial orto-
gonal e monométrico no plano e consideremos um intervalo fechado e
limitado [a, b] com 0 < a < b 151 e uma fung&o continua f: [a, b] — [0, +o0].
Consideremos a regido do plano limitada pelo grafico de f, pelo eixo das
abcissas e pelas rectas verticais de abcissas a e b ou, dito de outro modo, ao
conjunto dos pontos (z,y) taisquea < x <be0 <y < f(x).

151A condicdo @ > 0 tem uma natureza técnica e é destinada a simplificar o que faremos
a seguir. Ela ndo diminui a generalidade das regides cujo baricentro saberemos determi-
nar, uma vez que podemos sempre fixar os eixos de modo que ela se verifique.
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- S b

Com o objetivo de encontrar um método para determinar o baricentro desta
regido, naturalmente quando a sua &rea nao for 0, comegamos por um
resultado auxiliar no mesmo espirito que os obtidos em 111.3.13 e em 111.3.18.
Esse resultado afirma que, nas condigBes referidas, existem pontos

¢,d € [a,b] tais que a abcissa reescalada Z e a ordenada reescalada %
associadas a regido sejam dadas por

a+b
2

= L2 HO0 - a), =5 F(@ 0~ a)

Dem: Tendo em conta o teorema de Weierstrass (11.1.11), podemos consi-
derar pontos a',b’ € [a,b] tais que f(a’) e f(b') sejam respetivamente o
méaximo e o minimo da funcéo f e entdo a regido considerada esta contida
num retangulo de base b — a e altura f(a’) e contém um retangulo com a
mesma base e altura f(b'). Pelas propriedades de simetria do baricentro,
sabemos que estes dois retdngulos tém baricentros respetivamente com as
coordenadas (%2, %‘1/)) e (42, %b')) e portanto com coordenadas reesca-
ladas, no primeiro caso, 2 f(a’)(b —a) e 1f(a')*(b— a) e, no segundo
caso, L f(b)(b—a) e $f(b)*(b—a). Pela propriedade de monotonia
referida na alinea d) de 111.3.23, tem-se assim
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Aplicando o teorema de Cauchy-Bolzano (11.1.15), no primeiro caso, a
funcéo continua = — %t f(z)(b — a) e, no segundo caso, a fungao continua
z — 1 f(2)?(b — a), concluimos a existéncia de ¢ e d entre a’ e b ou igual a
um destes dois, em qualquer caso em [a, b], tal que se verifiquem as igual-
dades no enunciado. O

111.3.25 (As funcbes associadas as regibes parciais) No contexto de 111.3.24
notemos, para cada x € [a,b], X(z) e Y (z) as coordenadas reescaladas
associadas a regido que se obtém quando se substitui f pela sua restri¢do ao
intervalo [a, z].

a X b

Supondo @ < b, as fungbes X,Y:[a,b] — R assim definidas sdo entdo
primitivas das fungdes

v af@), e 3l @

respetivamente, e verificam as condigdes X (a) = 0 e Y (a) = 0.

Dem: O facto de se ter X(a) =0 e Y(a) = 0 resulta de que, quando = = a,
a regido reduz-se a um segmento de reta, portanto com é&rea igual a 0.
Resta-nos verificar que em cada z € [a, ] as fungbes X,Y:[a,b] — R tém
respetivamente derivadas iguais a xo f () € %f(a:o)2. Ora, dado = # xy em
[a,b], X(x)— X(x) e Y(x)— Y (x) véo ser as coordenadas reescaladas
associadas a regido assinalada na primeira das figuras abaixo, no caso em que
x > xo, € 0S simétricos das coordenadas reescaladas associadas a regido
assinalada na segunda destas, no caso em que z < xy.

a Xo X b a X Xo b

Tendo em conta o que verificamos em 111.3.24, em qualquer dos dois casos
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podemos associar a cada x # x dois elementos ¢(x) e d(x) de [a, b], entre x
e x( ou igual a um destes, tais que

T+ X9

0 f(elw)) @ — o),

() = ¥ (w0) = 5/ (d@)(w — 20)

X(l“) - X(mo) =

~)

Por enquadramento tem-se entdo lim ¢(x) = zg e lim d(x) = x e portanto,

T—T0 T—Tg
pela continuidade de f concluimos que

~

% (20) = lim w — 29 x lim f(e(z)) = zof(x0),
T—T0 — Xy T—Tg
o T ?(x)_y(%)_} ; 2_} 2
Y () —,"l?oim_% = 5 > lim f(d(x))” = 5 f(x0)",
pelo que temos os valores das derivadas que pretendiamos. O

111.3.26 (Calculo das coordenadas reescaladas da regido em estudo) No
contexto de 111.3.24:
a) Suponhamos que se encontrou uma primitiva G:[a,b] — R da funcéo
[a,b] = R, z — xf(z). A abcissa reescalada da regido em estudo é entéo
igual a G(b) — G(a).
b) Suponhamos que se encontrou uma primitiva H:[a,b] — R da fungéo
[a,b] = R, z — 1 f(z)*. A ordenada reescalada da regido em estudo é entéo
igual a H(b) — H(a).
Dem: a) Considerando a funcéo X: [a, b] — R definida em 111.3.25, a abcissa
reescalada que estamos a determinar é, por definigdo X (b). Uma vez que X e
G séo duas primitivas da mesma funcéo = — « f(x) sabemos que existe uma
constante k € R tal que X(z) = G(z) + k para todo 0 z € [a,b]. Tem-se
entéo

0= X(a) = G(a) +k,
de onde deduzimos que k = —G(a) e obtemos enfim
X(b)=G((b) +k=Gb) - Gla).

b) Considerando a fungdo Y:[a,b] — R definida em 111.3.25, a ordenada
reescalada que estamos a determinar &, por definicdo ¥ (b). Uma vez que Y e
H sao duas primitivas da mesma funcéo x — %f(m)Q sabemos que existe
uma constante k € R tal que Y(z) = H(z) + k para todo 0 z € [a, b].
Tem-se entéo

0=Y(a) = H(a) +k,
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de onde deduzimos que k = —H (a) e obtemos enfim

Y(b) = H(b) + k = H(b) — H(a). O

111.3.27 (Exemplo) Consideremos uma regido constituida por um quarto de
circulo de raio 1, que colocamos com centro na origem e contida no primeiro
quadrante (cf. a figura a seguir onde ja representdmos o baricentro que
vamos determinar).

1

Esta regido é a determinada, no contexto que estudamos anteriormente, pela

fungo f:[0,1] — [0, +oo[ definida por f(z) = V1 — x2.
A fungéo [0,1] — [0, +oo],

x—zf(z)=2V1—2%2= —% x (—2z)(1 —mQ)%.

admite uma primitiva G definida por

Gla) = —5 (1 -2’

e portanto a abcissa reescalada associada a regido é
z2=G(1)-G(0) = -.

Uma vez que a regido tem area A =
baricentro ¢ Z = L.

Uma vez que a regido é simétrica relativamente a bissectriz dos quadrantes
impares, ja podemos concluir que a ordenada do barticentro é também igual a
% Confimemos este resultado calculando essa ordenada pelos métodos

estudados atras: A fungdo [0, 1] — [0, +o0]

7, podemos concluir que a abcissa do

.1'2

2

v o f(a) =

admite uma primitiva H definida por
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e portanto a ordenada reescalada associada a regido é

§=H(1) - H(0) =

1 —
2 6 3

= 5, de acordo com o

k)

e daqui deduzimos que a ordenada do baricentro é
previsto.

111.3.28 (O baricentro duma regido triangular) O baricentro de uma regido
triangular pode ser obtido do seguinte modo: Para cada vértice do triangulo
considera-se a reta paralela ao lado oposto (base do tridngulo) cuja distancia
ao vértice é 2/3 da distancia da base ao Vértice; as trés retas assim obtidas
intersetam-se num mesmo pontol®2 que vai ser o baricentro.

Dem: O que temos que mostrar é que o baricentro pertence a cada uma das
trés retas referidas. Vamos comecar por examinar o caso particular em que o
tridngulo é retdngulo e em que a base correspondente ao vértice € um dos
catetos. “Coloquemos” o triangulo num sistema de eixos da forma descrita na
figura abaixo, em que a base considerada é a contida no eixo das abcissas.

b

Temos neste caso a regido associada a funcéo f:[0,a] — [0, +oo] definida
por f(z)=Y2. Uma vez que a fungio z — 1f(z)*= 21’—:2# admite a

T a

primitiva H: [0, a] — [0, +oo[ definida por

152N3o seria a priori evidente que as trés retas passassem por um mesmo ponto, aliés se,
em vez de 2/3 tivéssemos usado outra proporgdo, a intersecdo de cada par de retas ndo
pertenceria a terceira. O facto de as trés retas passarem por um mesmo ponto (que é com-
partilhado por outras situacdes da geometria do tridngulo que o estudante decerto conhe-
ce) é parte da conclusdo que estamos a enunciar.
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v: o,

H(ﬁﬂ)zwﬁﬂ,

concluimos que a ordenada reescalada 3 € dada por
b2 5 _ab?

§=H(a) - H(0) = ;50 =~

e portanto, como a area A do tridngulo é igual a %ab, a ordenada do
baricentro é

¥ b

A 3
0 que quer precisamente dizer que o baricentro pertence a reta horizontal de
ordenada g que é paralela a base e a uma distancia do vértice igual a %b, com
b distancia do vértice a base.
Passemos agora ao caso em que ndo estamos na situacdo descrita
anteriormente. Podemos considerar entdo a perpendicular a base que passa
pelo vértice considerado, a qual determina dois triangulos retangulos com o
mesmo vértice e com 0s catetos opostos contidos na mesma reta que contém
a base (as figuras a seguir ilustram as duas situa¢@es possiveis, conforme os
angulos adjacentes a base sejam ambos agudos ou um deles seja obtuso). Em
qualquer caso a reta paralela a base sobre a qual afirmamos que se situa o
baricentro é a mesma para o triangulo dado e para os dois tridngulos
retdngulos pelo que, como para estes ja sabemos que o baricentro se encontra
efetivamente nela, resulta da propriedade dos baricentros referida na alinea c)
de 111.3.23 que 0 mesmo acontece com o tridngulo dado.

/ 2\ )% R

111.3.29 (Nota) Em Geometria costuma definir-se o baricentro dum triangulo
como sendo o ponto de intersecdo das trés medianas, isto é das trés retas que
unem os Vértices aos pontos médios dos lados opostos (prova-se que essas
trés retas passam por um mesmo ponto). Um exercicio simples de Geometria
Analitica, que ndo parece oportuno abordar aqui, mostra que esse ponto de
intersecdo tem uma distancia a cada vértice igual a % da distancia deste ao
ponto médio do lado oposto o que, lembrando o teorema de Tales, implica
que ele pertence a cada uma das paralelas referidas no enunciado de 111.3.28,
e portanto coincide com o baricentro da regido triangular que determinamos.
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Exercicios

Ex 111.3.1 Determinar primitivas das fun¢des definidas por cada uma das
expressOes seguintes nos dominios indicados.

a) f(z) = V2 = € [0, +oo;
1

b) f(z) = \/ﬁ_m,xe 1, +o0f;
c) flx)=(x+1Va+1,ze]-1,4+;
d) f(z) = xsen(z? + 1):

) f(x) = arcsen(z), x € |1, 1]
f flx) = ﬁ,xe]—ﬁ,ﬁ[;
g)f(ﬂ?)zﬁlmﬂ,xe]l%;
hy f(z) = m z €11, ool
) (@) = Zs oo € JLkocl
) /() = @ €1, +ool

}
K) f(z) = 2(3&)COS2(x), z €R;

0) f(z)=+Vz2—1,2€[l,+o0|.

Ex 111.3.2 Determinar uma primitiva da fun¢do f:]—oo,0[ — R definida por
flz)= 1.

Ex 111.3.3 Determinar uma primitiva da funcdo f:R — R definida por
f(@) = |xl.

Ex 111.3.4 Determinar a area da regido determinada pelo eixo das abcissas e 0
gréfico da fungéo seno restrita ao intervalo [0, 7].

Y 10
08
06
04
02
f/i 02 04 08 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 3.0 3%

x
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Ex 111.3.5 Determinar a area limitada pelos graficos das fungdes
f(z) =sen(a?) — 2(y/7 - 2), g(x) = sen(a?),
definidas no intervalo [0, \/7].

Ex 111.3.6 Mostrar que o volume do toro de revolugdo (bdia com a forma usual),
obtido por rotagdo de um circulo de raio » em torno de um eixo do seu plano
a uma distancia R > r do centro, ¢ igual a 27’ R.

% Ex 111.3.7 Dada uma esfera macica de raio R fez-se um furo segundo a
direccdo de um didmetro com uma broca de raio r e obteve-se assim um
s6lido do tipo “pérola” de colar. Verificou-se que a altura do sélido, quando
pousado com uma das aberturas para baixo, era igual a 2 (cf. a figura abaixo,
onde, para simplificar, se colocaram as aberturas para os lados)
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Determinar o volume do sélido, reparando que o resultado ndo depende de R
e r. Sugestdo: Reparar que o valor da altura implica uma relagéo entre R e .

% Ex 111.3.8 (Generalizagéo de 111.3.25 e 111.3.26) Sejam f, g: [a, b] — R duas
fungdes continuas, onde a < b mas ndo necessariamente a > 0, tais que, para
cada x € [a,b], f(z) < g(z). Pretendemos determinar a abcissa reescalada z
e a ordenada reescalada 3 da regido limitada pelos graficos de f e de g e
pelas retas verticais de abcissas a e b 0 que nos permitira, se conhecermos a
drea da regido, suposta diferente de 0 (cf. 111.3.16), determinar as coorde-
nadas do baricentro da regido.

Analogamente ao que tem vindo a ser feito, notamos, para cada = € [a, b],
X(z) e Y(x) as coordenadas reescaladas associadas a regido que se obtém
quando se substitui f e g pelas suas restricdes ao intervalo [a, x]. Os valores
procurados sdo assim X (b) e Y (b) e tem-se naturalmente X (a) = Y (a) = 0.
a) Suponhamos provisoriamente as condi¢Oes suplementares de se ter a > 0
e de f e g admitirem [0, +o0o[ como codominio (a regifo esta contida no
primeiro quadrante fechado). Utilizar 111.3.25 para deduzir que as func¢des
X,Y:[a,b] — R séo derivaveis e com derivadas

b) Verificar que as conclusdes de a) continuam a ser validas mesmo sem
supor as condicBes suplementares referidas nessa alinea. Deduzir que, se
G, H: [a,b] — R forem primitivas das fun¢des

z - a(g(a) - f(2), - 5 (9(x)’ - f(2)?)

respetivamente, entdo a abcissa e a ordenada reescaladas da regido sdo iguais
aG(b) — G(a) e H(b) — H(a) respetivamente.

Sugestdo: Considerar uma constante ¢ tal que f(z) + ¢ > 0, para cada z, e
novas fungdes f1, g1: [0,b — a] — [0, +oo[ definidas por

h@)=fz+a)+e gi(z)=gx+a)+e,

as quais ja podemos aplicar as conclusdes obtidas em a). Reparar que a
regido associada a f e g pode ser obtida a partir da associada a f; e g; por
uma translacéo de coordenadas (a,—c) e, notando A(x) e A;(x) as areas
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parciais associadas a f ea g e a f; e a g; assim como, em geral, utilizando o
indice 1 para distinguir as quantidades associadas a f; e g1, reparar que
X(z)=X\(z —a)+ad(z), Yi(z)=Yi(z—a)—cAz),

onde A'(x) = g(z) — f(z).

b-a

Ex 111.3.9 a) Utilizar o exercicio 111.3.8 para determinar o baricentro da regido
limitada pelos graficos das funcfes sen,cos:R — R, entre os pontos de
intersecdo destes graficos com abcissas 7 e 57”

D,

— SR

b) Mostrar que uma rotacdo de 180° em torno do baricentro que foi
determinado transforma a regido considerada nela mesma. Que propriedade
dos baricentros nos teria permitido prever o resultado que foi obtido?

Ex 111.3.10 (Areas de regides definidas em coordenadas polares) Sejam a < b
no intervalo [0, 27] e f: [a, b] — [0, +oo[ uma fungdo continua.

Y3

Esta funcdo, no caso em que a < b, vai definir uma “curva”, constituida
pelos pontos com coordenadas da forma

(f(t)cos(t), f(t)sen(t)),

comt € ]a, b[, pontos cuja distancia & origem é f(¢). O que se pretende neste
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exercicio é justificar um método para determinar a area da regido abertal®3
limitada pela curva e pelos segmentos de reta que unem as extremidades
desta a origem, mais precisamente, da regido cujos elementos sdo 0s pontos
distintos da origem com argumento ¢ € ]a, b[ e com distancia & origem menor

que f(1).15¢

x

a) Mostrar que existe ¢ € [a, b] tal que a area A da regido seja dada por
1
A= §f(c)2(b —a).
b) Seja, para cada = € [a,b], A(x) a &rea da regido andloga que se obtém

quando se substitui f pela sua restricdo ao intervalo [a,x]. Verificar que
A(a) = 0eque A'(z) = 5 f(z)2

b

c) Deduzir de b) que, se G:[a,b] — R for uma primitiva da funcdo que a x
associa 1 f(z)?, entdo a rea da regido que estamos a considerar é dada por

G(b) — G(a).
Ex I11.3.11 Utilizar a concluséo do exercicio 111.3.10 para determinar a area da
cardioide, regido constituidas pelos pontos do plano distintos da origem que

1530 facto de considerarmos a regido aberta ou a regido fechada € irrelevante para efeito
do célculo da &rea mas evita alguns problemas técnicos no que faremos a seguir.
154Repare-se que, no caso em que a = b ndo ha curva mas esta regifo é o conjunto vazio.
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tém um argumento ¢ € |0, 27| e distancia & origem menor que 1 — sen(t).

Ex 111.3.12 (Todas as fungdes continuas tém primitiva?) Um teorema impor-
tante da Anélise Matemética, cuja demonstracdo sera estudada na disciplina
de Analise do segundo semestre, afirma que qualquer funcdo continua
f:[a,b] — R, cujo dominio é um intervalo fechado e limitado néo trivial
[a, b], admite uma primitiva F: [a, b] — R. 195
Uma tentativa de explicacdo deste resultado seria fazer notar que, no caso em
que f admite [0,4o0o[ como codominio, a funcdo “area parcial”
A:[a,b] — R referida em 111.3.14 é uma tal primitiva e que, no caso geral,
pode-se encontrar, pelo teorema de Weierstrass, uma constante ¢ tal que
f(z)+ ¢ >0, para cada z, e entdo, partindo de uma primitiva desta funcéo e
subtraindo cx, obtém-se uma primitiva de f.

Por que razdo este argumento ndo pode ser considerado como uma
demonstracdo no contexto da Analise Matematica?

155De facto, deduz-se daqui facilmente que a mesma conclusio € vélida no caso em que o
dominio é um intervalo ndo trivial de qualquer tipo.
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84. Derivadas de ordem superior e formula de Taylor.

111.4.1 (Derivadas de ordem 2 e 3) Seja X C R um conjunto cujos elementos
sdo todos pontos de acumulagdo, por exemplo um intervalo ndo trivial, e seja
f: X — R uma funcéo.

1) Embora sem relacdo com a derivabilidade serd comodo dizer que f é 0
vezes derivavel num ponto a € X se f for continua no ponto a €, nesse caso,
definir a sua derivada de ordem 0, f(%)(a), no ponto a como sendo sinénimo
de f(a). Dizemos que f é 0 vezes derivavel, ou que é de classe C?, se f for
0 vezes derivavel em todos os pontos de X, isto €, se f for continua.

2) Dizemos que f € 1 vez derivavel num ponto a € X se for derivavel nesse
ponto e, nesse caso, definimos a sua derivada de ordem 1, f")(a), no ponto
a como sendo sinénima de f’(a). A fungo f diz-se 1 vez derivéavel se for 1
vez derivavel em todos os pontos de X, ou seja, como foi definido em 111.1.4,
se for derivavel, ficando entdo definida uma nova fun¢do f@) = f": X — R,
a que se da o nome de funcdo derivada, ou fungdo derivada de ordem 1.
Dizemos que a fungdo f: X — R é de classe C'! se for derivavel e a fungdo
derivada f’: X — R for continua (ou seja, de classe C?...). Lembrar também
que sabemos que uma funcdo derivavel é sempre continua, ou seja, de classe
C’.

3) Diz-se que f: X — R é 2 vezes derivavel num ponto a € X se a fungdo
for derivavel (ou seja 1 vez derivavel) e a funcéo derivada f' = f(V: X — R
for derivavel no ponto a. A derivada de f’ no ponto a é entdo notada f”(a)
ou f@(a) e chamada de segunda derivada de f no ponto a, ou derivada de
ordem 2 de f nesse ponto. A funcio diz-se 2 vezes derivavel se tiver
derivada de segunda ordem em todos os pontos (ou seja, se for derivavel e a
funcéo derivada f’: X — R também for derivavel) e ficamos entdo com uma
funcdo f” = f®: X — R a que se d4 o nome de segunda derivada de f, ou
derivada de ordem 2 de f, dizendo-se, neste caso, que a funcdo f é de classe
C? quando a fungdo f”: X — R for continua (ou seja, quando f’ for de
classe C'). Repare-se que, uma vez que uma fungdo derivavel é continua,
concluimos que uma fungdo 2 vezes derivavel é sempre de classe C!, e
portanto também de classe C°.

4) O que vamos referir nesta alinea vai ser um caso particular da defini¢do
recursiva que explicaremos adiante mas, mesmo assim, talvez valha a pena
examinar explicitamente mais um passo. Diz-se que f: X — R é 3 vezes
derivavel num ponto a € X se a fungdo for 2 vezes derivavel e a fungdo
derivada de segunda ordem f” = f: X — R for derivavel no ponto a. A
derivada de f” no ponto a é entdo notada f”(a) ou £ (a) e chamada de
terceira derivada de f no ponto a, ou derivada de ordem 3 de f nesse ponto.
A fungdo diz-se 3 vezes derivavel se tiver derivada de terceira ordem em
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todos os pontos (ou seja, se for 2 vezes derivavel e a funcdo segunda
derivada f”: X — R for derivavel) e ficamos entdo com uma funcao
f"=f3:X >R a que se dd 0o nome de terceira derivada de f, ou
derivada de ordem 3 de f. Neste caso dizemos que a fungdo f é de classe C*
quando a fungdo f”’: X — R for continua (ou seja, quando f” for de classe
C'). Analogamente ao que foi dito nas alineas precedentes, uma fungdo 3
vezes derivavel é sempre de classe C2, e portanto também de classe C' e C°.

111.4.2 (Exemplo de aplicagdo — maximos e minimos relativos) Sejam X um
intervalo, a um ponto interior a X e f: X — R uma fung&o derivavel em a e
atingindo nesse ponto um maximo ou um minimo (ou, mais geralmente, um
méaximo ou um minimo relativos). Sabemos entdo (teorema de Fermat, cf.
111.2.1 e 111.2.2) que se tem f’(a) = 0. J& observdmos, no entanto que o facto
de se ter f/(a) = 0 ndo garante por si s6 que a fungdo tenha que ter em a um
méaximo ou minimo relativo. Vamos agora verificar que o facto de ser ter
f'(a) =0, complementado pelo conhecimento da derivada de segunda
ordem no ponto a pode ser suficiente para tirarmos conclusdes sobre a
existéncia de maximo ou minimo relativos. Mais precisamente:

Sejam X um intervalo e f: X — R uma fung¢éo 2 vezes derivavel num ponto
a interior a X e tal que f'(a) =0 e f"(a) > 0 (respetivamente f”(a) < 0).
Existe entdo € > 0 tal que, para cada z € V.(a) N X, f(x) > f(a) (respeti-
vamente f(z) < f(a)), por outras palavras, f atinge em ¢ um minimo estrito
(respetivamente maximo estrito) relativo.156

Dem: Examinaremos apenas o caso em que f”(a) > 0 uma vez que aquele
em que f”(a) < 0 pode ser demonstrado de modo analogo ou, alternativa-
mente, por aplicacdo do caso que vamos examinar a fungdo — f. Ora, tendo
em conta o facto de se ter

lim f/(fE) = lim f/((E) _f/(a’) _ f//((l) >0
wra 0 g

implica, pela propriedade dos limites referida em 1.5.2, que existe € > 0 tal
que para cada = € V.(a) N X se tenha % > 0, portanto f'(x) >0sex > a
e f'(x) < 0sex < a. Concluimos daqui, por 111.2.11, que a funcéo f é estri-
tamente crescente no intervalo V.(a) N X, e estritamente decrescente no
intervalo V.(a) N X<, em particular se « # a em X N V.(a), quer no caso
em que z < a como naquele em que = > a, tem-se f(x) > f(a). O

111.4.3 (Derivadas de ordem superior) Ndo ha nenhuma razdo para pararmos
nas derivadas de ordem 3 e podemos também definir derivadas de ordem
superior. Utilizamos para isso uma definigdo recursiva, que define o que sdo
as derivadas de ordem p + 1 a partir das derivadas de ordem p, generalizando
0 que se fez nas alineas 3) e 4) de Il1.4.1 para passar das derivadas de

156pelo contrario, se for também f”(a) = 0, ndo poderemos dizer nada sobre a existéncia
ou ndo de extremo relativo em a, sem fazer um estudo mais completo.
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primeira ordem para as de segunda e das derivadas de segunda ordem para as
de terceira. Para ndo multiplicarmos o nimero de plicas na notacdo das
derivadas, sera usual utilizar nas derivadas de ordem superior a 3, ou nas de
ordem indeterminada, as notagdes sem plicas.

A definicdo recursiva consiste em admitir que ja sabemos os que sdo, para
um certo p > 1, as fungbes p vezes derivaveis e 0 que sdo as respetivas
derivadas de ordem p, notadas f(»), em particular, 0 que s&o as funcdes de
classe C?. Diz-se entdo que uma fungdo f: X — R é p + 1 vezes derivavel
num ponto a € X se for p vezes derivavel e a funcdo derivada de ordem p,
f®: X — R for derivavel no ponto a e, nesse caso, a derivada desta fungéo
no ponto a toma o nome de derivada de ordem p+ 1 de f no ponto a e é
notada f**V(a). A fungo f: X — R diz-se p + 1 vezes derivavel se o for
em todos os pontos de X (caso em que ela é automaticamente de qualquer
das classes C°,C1,C?, ..., CP) e diz-se de classe CP*! quando, além disso,
a funcdo f(»*1): X — R assim obtida for continua.157

Referimos enfim que a fungdo f: X — R diz-se de classe C*°, ou indefini-
damente derivavel, se for de classe C? para todo o natural p.

4.4 (Resultado elementar de uso frequente) Seja X € R um conjunto cujos

elementos sdo todos pontos de acumulacdo, por exemplo um intervalo néo
trivial, e seja f: X — R uma funcdo. Dados p > 1e ¢ > 1,afuncdo é p+ ¢
vezes derivdvel num ponto a € X se, e sO se, ela é p vezes derivavel e a
derivada de ordem p, f?): X — R, é ¢ vezes derivavel no ponto a e, nesse
caso, a derivada f("*9(a) coincide com a derivada de ordem ¢, (f)(@, da
funcdo f»: X — R no ponto a. Em consequéncia, f: X — R é p + ¢ vezes
derivavel (respetivamente, é de classe C?"9) se, e s6 se, é p vezes derivavel e
f®): X — R é ¢ vezes derivavel (respetivamente de classe C'9).

Dem: Trata-se de um resultado que porventura seremos levados a aceitar
como muito intuitivo mas do qual se pode explicitar uma prova por indugéo
matematica no nimero natural ¢: Para ¢ = 1, temos simplesmente a definigdo
recursiva da derivada de ordem superior. Suponhamos entéo que a afirmacéo
¢ verdadeira para um certo ¢ > 1. Pela definicdo recursiva, f ¢
p+(g+1) = (p+q)+ 1 vezes derivivel em a se, e s6 se for p + ¢ vezes
derivéavel e a derivada de ordem p+ ¢, f**9: X — R for derivavel em a,
tendo-se entdo f(P+9+1)(q) = (fP+9) (a). Mas, pela hipotese de indugdo, f
é p + ¢ vezes derivavel se, e so se for p vezes derivavel e com f?): X — R ¢
vezes derivavel, caso em que f+9) = (f()(@, Concluimos assim que f é

157Deve ter-se em atencdo uma particularidade do caso p = 0 que implicou que comegas-
semos a nossa definicdo recursiva com a passagem de 1 para 2: De acordo com as
convencoes que estamos a fazer, embora uma fungdo p + 1 vezes derivavel num ponto
(onde p > 1) seja p vezes derivavel em todos os pontos, uma fungdo 1 vez derivavel em
todos os pontos ndo tem que ser 0 vezes derivavel (isto é, continua) em todos os pontos,
embora 0 seja evidentemente no ponto em questdo. E claro que, quando a fungdo for 1
vez derivavel em todos os pontos a particularidade deixa de existir: A fungdo tem também
derivada de ordem 0 em todos os pontos e portanto é de classe C°.
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p+ (g+ 1) vezes derivavel em a se, e s6 se f for p vezes derivavel, a
fungio f®): X — R for ¢ vezes derivavel e a fungdo (f)@: X — R for
derivavel em a 0 que, mais uma vez pela defini¢do recursiva, é equivalente a
fungdo f¥) ser ¢ + 1 vezes derivavel em a, tendo-se nesse caso

frra () = (fPr)Y(a) = ((f(p))(q)) (a) = (fPHH(q),

0 que termina a prova por inducéo. O

/

Vamos agora verificar que um nimero muito importante de funcdes que
encontramos na préatica sdo de classe C*°. Fazemo-lo verificando esse
facto para algumas fungdes e mostrando em seguida que as operagdes
usuais que permitem construir novas fungBes a partir de outras mais
simples conduzem a fungdes de classe C'? quando partem de fungBes de
classe C?. As justificagBes destes ultimos factos serdo feitas em geral por
inducdo, aplicando o caso p = 1 da propriedade estabelecida em 111.4.4.
Observe-se a propdsito que, apesar de para os exemplos basicos que refe-
rimos a seguir conseguirmos encontrar caracterizagdes explicitas das deri-
vadas de ordem p, isso pode ser considerado, de certo modo, excecional.
Para muitas funcdes de classe C* definidas por expressdes mais compli-
cadas, conseguimos determinar para cada p uma expressdo para a sua
derivada de ordem p (calculando sucessivamente as derivadas de ordens
inferiores) mas néo é fécil explicitar uma formula que dé diretamente para
cada p a derivada de ordem p.

111.4.5 (As fungdes constantes) Se ¢ € R, a fungdo constante f: R — R de valor
c é de classe C*° e com f)(x) = 0, para cada p > 1.
Dem: A demonstracdo, por inducdo em p, € uma consequéncia do facto de
uma fun¢do constante ser continua e ter derivada 0. O

111.4.6 (As funcbes poténcia de expoente natural) Se » € um nimero natural,
entdo a fungdo f:R — R definida por f(z) = z™ é de classe C* tendo-se
f®(x) =0parap>ne, para0 < p<n,

!
P () = " np 158
fP(x) =)

em particular ) (z) = n!. Repare-se que, em particular, tem-se f*)(0) =0
para cada p # n e, é claro, £ (0) = n!.

Dem: O caso em que p = 0 é trivialmente verdadeiro. Para p = 1, sabemos
que se tem

n!

f(l)(x) = f’(m) = nzv ! = m‘r”_l-

Supondo que a afirmacdo do enunciado é verdadeira para um certo p > 1

158De facto, esta formula também vale trivialmente para p = 0.
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verifiqguemo-la para o natural seguinte p + 1. Se p = n estamos a supor que
f®(z) = n! (constante) e portanto f(P“)(x) = 0. Se p > n estamos a supor
que f®)(z) =0, e portanto também f#*1)(z)=0. Por fim, se p<n
estamos a supor que f?)(z) = (n”'p),a:” ? ¢ daqui deduzimos que

n!

n!
f(p+1)($) _ (n _ p)(E"_p_l — ‘,En—(p-&-l).
(n—p)! (n—(p+1)
Em qualquer dos casos, justificAmos a afirmacdo do enunciado com p + 1 no
lugar de p, 0 que prova o resultado por inducéo em p. O

111.4.7 (A fungdo exponencial) Ainda com uma justificacdo mais simples que a
dada para o caso da funcdo poténcia de expoente natural, verificamos
imediatamente que a funcéo exponencial de base e, exp: R — R, definida por
exp(z) = e, é de classe C*, e com exp'?) (x) = exp(z), para cada p > 0.

111.4.8 (As funcgdes seno e cosseno) As fungées cos R —Resen:R — R sdo
de classe C'* e as suas derivadas cos'? e sen(?), de ordem ¢, estdo definidas
pelas seguintes formulas, onde p > 0 é um |nte|ro

cos?)(z) = cos(z), sen?) (1) = sen(x),
cosV(z) = —sen(x), sen”*)(x) = cos(x),
cos "2 (z) = —cos(z), sen”*?(x) = —sen(x),
cos"*3)(z) = sen(x),  sen"*)(z) = —cos(x).

Dem: Derivando sucessivamente obtemos cos'(z) = —sen(x), cos”(z) =
—cos(z), cos” (x) = sen(z), cos¥ (x) = cos(z). Daqui resulta, por indugio
em p, que cos*) () = cos(z) e portanto

cos V) (z) = (cos*?) V()
cos2) (z) = (cos*?)? ()

cos ) (z) = (cos?) V()

cos'(x) = —sen(x),

2).13

(z) = —COS( );
0s'¥)(x) = sen(x).

As férmulas para as derivada do seno tém uma justificacdo anédloga ou,
alternativamente, resultam das anteriores se repararmos que a igualdade
sen’(x) = cos(x) implica que

sen@) (z) = (sen’)” (a) = cos'? (). O

11.4.9 (A fungdo 1) A fungio f:R\ {0} — R definida por f(z)=1 ¢ de
classe C'™ e as suas derivadas de ordem p > 0 estdo definidas por

(=1)7p!
s '

[7(w) =

Dem: O caso p = 0 é trivialmente verdadeiro. Provamos, por inducéo em p,
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que f é de classe C? para cada p € N e com a derivada de ordem p definida
do modo indicado. Isso vai resultar por aplicacdo da regra de derivagdo do
inverso de uma funcéo (cf. 111.1.10). Vem assim f'(z) = = e, supondo que,

para um certo p > 1, f@(z) = S obtemos

P )

Fo () = 0 (gy = —CDPR D2 ()P e DL

r2p+2 P2

111.4.10 (A funcdo z?) Seja d € R e consideremos a fungdo f:]0, +oo[ — R

definida por f(x) = z¢. Esta fungdo é de classe C* e as derivadas de ordem
p > 1 estdo definidas por

1) = d(d — 1)(d — 2)--+(d — (p— )27,

Dem: Provamos, por inducéo em p, que f é de classe C? para cada p e com a
derivada de ordem p definida do modo indicado. O caso em que p=1
resume-se a igualdade f’(z) = dx?"!, que ja encontrdmos em II1.1.16.
Supondo que, para um certo p > 1,

FP(z) =d(d—1)(d—2)--(d — (p—1))z"?,
obtemos entéo, pelo mesmo resultado

FP (@) = F0 (@) = d(d = 1)(d — 2)-(d — (p— 1))(d — p)a® 7! =
=d(d—1)(d—2)---(d— (p+1— 1))z, O

4.11 (Restrigdes) Sejam Y C X dois subconjuntos de R cujos elementos séo

todos pontos de acumulagdo. Se f: X — R é uma fungdo p vezes derivavel
num ponto a € Y, entdo a restricdo fy: Y — R é também p vezes derivavel
no ponto a a com a mesma derivada de ordem p no ponto a que f. Em conse-
quéncia, se f € p vezes derivavel (respetivamente de classe C*) entdo f/y €
também p vezes derivavel (respetivamente de classe C?).

Dem: Trata-se de uma propriedade que decorre naturalmente, por indugéo
em p, da propriedade sobre a derivada de uma restricdo e daquela que afirma
que a restricdo de uma fungao continua num ponto é continua nesse ponto. [

111.4.12 (Linearidade) Sejam X C R um conjunto cujos elementos séo todos

pontos de acumulagdo, f, g: X — R duas funcfes e ¢ € R.
a) Se f e g sdo p vezes derivaveis num ponto a € X entdo as fungdes
f+gX—Recf: X — R sdo também p vezes derivaveis em x e com

(f +9)"(a) = fP(a) + g7 (a), (cf)P(a) = cfP(a).

b) Se f e g forem p vezes derivaveis (respetivamente de classe C?) entdo as
funcbes f + g e cf sdo também p vezes derivaveis (respetivamente de classe
c@),

Dem: Trata-se, como antes, de uma propriedade que decorre naturalmente,
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por inducdo em p, da propriedade sobre a derivada de uma soma e do
produto por uma constante (cf. a alinea a) de 111.1.7), tendo em conta a
continuidade num ponto da soma de duas func¢des continuas nesse ponto e do
produto de uma constante por uma fungéo continua nesse ponto. O

111.4.13 (Corolario) Uma vez que uma soma finita de funcfes pode ser sempre
obtida por aplicacdo repetida da operacdo de somar duas fun¢des, decorre do
resultado precedente que uma soma finita de fungdes p vezes derivaveis num
ponto a € ainda uma funcdo p vezes derivavel no ponto a e com derivada de
ordem p em q igual & soma das derivadas de ordem p no ponto a das fun¢des
de partida (se se quiser ser mais claro pode sempre fazer-se um raciocinio por
inducdo no numero de parcelas). Consequentemente, a soma finita de
funcbes p vezes derivaveis (respetivamente de classe C?) é ainda p vezes
derivavel (respetivamente de classe C?).

Como exempo de aplicacdo do que acabamos de referir, e tendo em conta
111.4.6, concluimos que, se f: R — R é uma funcdo polinomial de graun > 1
da forma

f(@) =apz" + a2 ' + apx™ F + -+ a1 + ay,
com ag, ai, ..., a, eM R e ag # 0, entdo f ¢ de classe C*>, f*)(z) = 0 para

cada p > n, f™(z) =nlay e fP(0) = pla,_, para cada 0 < p < n. Esta
conclusdo permite-nos, em particular, escrever a igualdade
), 20 , F00) s

J@) = JO)+ e+ T5=a e oy a

gue ndo é mais do que um caso particular da formula de Maclaurin que
estudaremos mais adiante nesta secc¢éo.

111.4.14 (Produto de fun¢fes) Sejam X C R um conjunto cujos elementos sdo
todos pontos de acumulagdo e f, g: X — R duas funcdes.
a) Se f e g sdo p vezes derivaveis num ponto a € X entdo f x g: X - R é
também p vezes derivavel no ponto a.
b) Se f e g sdo p vezes derivaveis (respetivamente de classe C?) entdo f x g
é também p vezes derivavel (respetivamente de classe C*).159
Dem: O caso em que p = 0 resulta de o produto de fungdes continuas num
ponto ser continuo nesse ponto. O caso em que p = 1 resulta imediatamente
da férmula para a derivada de um produto

(f x 9) (@) = f'(2)g(x) + f(2)g ().

O caso geral demonstra-se por inducdo em p, reparando que a derivada de

159Repare-se que, ao contrario do que fizémos em 111.4.12, ndo exibimos aqui uma
formula explicita para a derivada de ordem p de f x g no ponto a. Ver o exercicio 111.4.3
adiante para uma tal formula.
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ordem p + 1 de f x g num certo ponto ¢ a derivada de ordem p nesse ponto
da fungdo (f x g)'. 160 O

I11.4.15 (Corolario) Analogamente ao que sucedia no caso da soma, decorre do
resultado precedente que um produto finito de funcdes p vezes derivaveis
num ponto a ¢ ainda uma funcdo p vezes derivavel no ponto a (se se quiser
ser mais claro pode sempre fazer-se um raciocinio por indugdo no numero de
factores). Consequentemente, o produto finito de fungdes p vezes derivaveis
(respetivamente de classe C?) é ainda p vezes derivavel (respetivamente de
classe C?).

I11.4.16 (Quociente de fungdes) Sejam X C R um conjunto cujos elementos sdo
todos pontos de acumulagdo ¢ f,g: X — R duas fungdes, com g(z) # 0,
para cada z € X.

a) Se f e g sdo p vezes derivaveis num ponto a € X entdo a funcdo
5: X — R é também p vezes derivavel no ponto a.

b) Se f e g sdo p vezes derivaveis (respetivamente de classe C?) entdo g é

também p vezes derivavel (respetivamente de classe C?). 161

Dem: O caso em que p = 0 resulta de o quociente de fungdes continuas num
ponto ser continuo nesse ponto. O caso em que p = 1 resulta imediatamente
da férmula para a derivada de um quociente

Iy = F(@)g(@) - f(2)g ()
(g)( ) @) :

O caso geral demonstra-se por indu¢do em p, reparando que a derivada de

ordem p + 1 de 5 num certo ponto ¢ a derivada de ordem p nesse ponto da

fungio ((—};)’ 162 O
[11.4.17 (Composta de fungdes) Sejam X C R e Y C R dois conjuntos cujos

elementos sejam todos pontos de acumulagdo e f: X — Y e g:Y — R duas

fungodes.

a) Se f: X — Y é p vezes derivavel num ponto a € X e g: Y — R é p vezes

derivavel no ponto f(a), entéo a fungéo composta go f: X — R é também p

vezes derivavel no ponto a.

b) Se f e g sfio p vezes derivaveis (respetivamente de classe C?) entdo go f

é também p vezes derivavel (respetivamente de classe C?).

Dem: O caso em que p = 0 resulta da propriedade bem conhecida sobre a

160Repare-se que no passo de inducdo tivémos que utilizar ndo sé a hipétese de inducio
mas também a conclusdo de 111.4.12.

161Mais uma vez neste resultado, apesar de afirmarmos que um certa fungdo é p vezes
derivavel, ndo exibimos nenhuma foérmula para a sua derivada de ordem p. O mesmo vai
acontecer nos dois resultados a seguir.

162Repare-se que no passo de inducdo tivémos que utilizar ndo sé a hipétese de inducio
mas também as conclusdes de 111.4.12 e 111.4.14.
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composta de fungdes continuas em pontos convenientes. O caso em que
p = 1 resulta imediatamente da férmula para a derivada da fun¢do composta
(go f)(z) =g (f(x))f (x). O caso geral demonstra-se por inducdo em p,
reparando que a derivada de ordem p+ 1 de go f num certo ponto é a
derivada de ordem p nesse ponto da fungéo (go f). 163 O

111.4.18 (Caso particular, frequente nas aplicagdes, em que se pode ser mais
detalhado) Nas hip6teses de 111.4.17, suponhamos que existem constantes
¢,d € R tais que, para cada = € X, f(z) =cx+d (em particular, f €
mesmo de classe C*°). Se ¢: Y — R é p vezes derivavel num ponto a, onde
p > 0, entdo

(g0 /)P (a) = "¢ (f(a)).

Dem: O caso p =0 é trivialmente verdadeiro. Reparando que, para cada
x€eX, f'l(xr)=c¢, 0 caso p=1 do enunciado reduz-se ao teorema de
derivagdo da fungdo composta: Em cada « tal que g seja derivavel em f(x),

(go f)(x) =g(f(2)) x f'(x) = cg (f ().

O caso geral resulta entdo, mostrando, por inducdo em p, que em cada z tal
que g seja p vezes derivavel em z, (g o f)P)(z) = cPg\?) (f(x)). O

111.4.19 (A fungdo inversa) Sejam X C R, Y C R conjuntos cujos elementos
sdo todos pontos de acumulacéo e f: X — Y uma funcdo bijetiva derivavel,
com f’(x) # 0 para cada z, e com inversa f~': Y — X continual®64.

a) Se f: X — Y é p vezes derivavel num ponto a € X, entdo f~1:Y — X é
p vezes derivavel no ponto f(a).

b) Se f: X — Y é p vezes derivavel (respetivamente de classe C?) entdo
f711Y — X é também p vezes derivavel (respetivamente de classe C”).
Dem: O caso em que p = 0 é trivial. O caso em que p = 1 resulta de que,
como se verificou em 111.1.18, tem-se, para caday € Y,

vy 1 165
P = mrgy

O caso geral demonstra-se por indugdo em p, a partir da férmula precedente,
reparando que a derivada de ordem p+1 de f~! num certo ponto é a
derivada de ordem p nesse ponto da fungdo (f~!)’. 166 O

163Repare-se que no passo de indugdo tivémos que utilizar ndo s6 a hipotese de indugéo
mas também a conclusdo de 111.4.14.

164Em muitos casos concretos utiliza-se 11.1.20 para garantir a continuidade de f~!.
165De facto, a concluséo de a) para p = 1 resume-se a 111.1.18, sendo assim vélida com
hipdteses menos exigentes que as que estamos a fazer.

166Repare-se que no passo de indugdo tivémos que utilizar ndo s6 a hipotese de indugéo
mas também as conclusdes de 111.4.17 e de 111.4.16.
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Vamos agora utilizar as derivadas de ordem superior para estudar a
formula de Maclaurin (e posteriormente a formula de Taylor que é uma
generalizagdo simples desta) que permite aproximar fun¢bes admitindo
derivadas de ordem superior por polinémios, nomeadamente os chamados
polinémios de Maclaurin. Como motivagdo para a definicdo destes,
relembramos 0 modo de caracterizar os coeficientes dum polinémio
referido em 111.4.13. O estudo destas formulas sera feito exclusivamente
no contexto de fungdes cujos dominios sdo intervalos néo triviais.

111.4.20 (Férmula de Maclaurin) Sejam X C R um intervalo ndo trivial com
0eX e f: X—R uma funcdo p vezes derivavel em 0, onde p > 1.
Define-se entdo a aproximacdo de Maclaurin (ou polindmio de Maclaurin)
de ordem p de f como sendo o polinémio

F20) 5 f9(0)

Py(x) = f(0) + f'(0)x + TR e SN .

f(P)(O) )

T

e 0 resto de Maclaurin de ordem p de f como sendo a fungdo r,: X — R
definida por r,(z) = f(z) — P,(x). Pode entdo escrever-se a férmula de
Maclaurin de ordem de p da funcéo f,

@0 @) (0
F0) oy, 170

Lzl +ry(x).

f@) = F0) + F(O)z+ I g

Por extensdo, se f: X — R é uma func&o arbitraria, encaramos o valor f(0
como sendo a aproximacdo de Maclaurin de ordem 0 de f e define-se o
resto de Maclaurin de ordem 0, ro: X — R por ro(x) = f(x) — £(0),
obtendo-se assim a formula de Maclaurin de ordem 0 da fungdo f

f(x) = f(0) + ro().

111.4.21 (Férmula de Taylor) Sejam, mais geralmente, X C R um intervalo ndo
trivial e f: X — R uma funcdo p vezes derivadvel num ponto a € X, onde
p > 1. Definimos entdo a aproximacgéo de Taylor de ordem p de f centrada
em a como sendo a fungdo®®” P,: X — R definida por

f(a)

2! (x_a)2+...+—

Py(z) = f(a) + f'(a)(z — a) +

e o0 resto de Taylor de ordem p de f centrado em a como sendo a funcéo
rp: X — R definida por r,(z) = f(z) — Py(z). Pode entdo escrever-se a
formula de Taylor de ordem p da fungdo f centrada em a,

167De facto, tal como no caso particular da aproximagdo de Maclaurin, trata-se de um
polinémio de grau menor ou igual a p (como se reconhece desenvolvendo cada uma das
poténcias de 2 — a) mas o importante é a sua decomposicéo em poténcias de z — a.
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@ (a)
P!

f®(a)
2!

f(@) = f(a) + f'(a)(z —a) + (€ —a)’ +-+ (z —a)’ +ry(2).

Como antes, por extensdo, se f: X — R é uma funcdo arbitraria, encaramos
o valor f(a) como sendo, a aproximagéo de Taylor de ordem 0 de f centrada
em a e o resto de Taylor de ordem 0, ro: X — R por ro(z) = f(z) — f(a),

obtendo-se assim a formula de Taylor de ordem 0 da funcéo f,
f(x) = fla) + ro().

Repare-se que se tem trivialmente r,(a) = 0.

E claro que a aproximagao, o resto e a formula de Maclaurin n&o s&o mais do
gue a aproximacao, o resto e a formula de Taylor no caso em que 0 € X e se
considera a = 0 pelo que todas as propriedades que se estabelecerem no
“contexto Taylor” aplicam-se, em particular no “contexto Maclaurin”.
Repare-se que a férmula de Taylor, tal como a de Maclaurin, ndo necessita
de demonstracdo, uma vez que é um consequéncia direta da defini¢do do
resto r,(x) de ordem p. O que sera importante é, como faremos adiante,
estabelecer propriedades do resto, por exemplo majora¢des deste, em valor
absoluto, que permitam encarar a aproximagéo de Taylor P,(x) como consti-
tuindo uma aproximagéo de f(z) e 0 resto r,(x) COMO O erro que se comete
com essa aproximacao.

111.4.22 No caso em que a funcdo f: X — R é p + 1 vezes derivavel no ponto a

(p > 0), comparando as formulas de Taylor de ordens p e p + 1, concluimos
que, paracada x € X,

17 (0)

BT~ @ )

rp(z) =

.4.23 Tendo em conta a defini¢do r,(x) = f(z) — P,(x), onde a aproximagao

de Taylor P, ¢ uma funcéo de classe C'*°, podemos dizer que o resto de
Taylor r,: X — R tem as mesmas propriedades de derivabilidade que a
fungéo f, mais precisamente, para cada k > 0, r, é k vezes derivavel num
ponto = € X se, e s6 se, f for k vezes derivavel em z e 7, é de classe C* se,
e so se, f é de classe C*.

.4.24 (Exemplo) Seja f:]—o0, 1] — R a funcéo de classe C* definida por

1
fo) =1
Tendo em conta o calculo, feito em 111.4.9, da derivada de ordem p da funcédo
Y= %/ e o corolario 111.4.18, vemos que para cada p > 0

p!
(1 —z)ptl’

f7(w) =
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A formula de Maclaurin de ordem p de f vai ser assim, neste caso

1
1—2z

=1+z+a’+- +a2 +r,(2).

Repare-se que, 0 que é de certo modo excecional, é possivel neste caso dar
uma férmula explicita para o resto r,:]—oo,1[ — R. Com efeito, pela
férmula da soma dos termos de uma progressao geométrica (cf. 1.2.4), tem-se
1 — Pt
l4tao+a+ o tal="—""
11—z
(férmula valida trivialmente também para p = 0) e daqui deduzimos que

1 1 — gPtl Pt

Tp(x)zl—x l—z 1-—2a

111.4.25 (Lemal®8) Sejam X C R um intervalo ndo trivial e f: X — R uma

funcdo derivavel, que seja p+ 1 vezes derivdvel em a € X, onde p > 0.
Sejam r,.1: X — R o resto de Taylor de ordem p + 1 de f centrado em a e
Tp: X — R o resto de Taylor de ordem p centrado em « da fungdo
f* X — R, que, no caso em que p > 1, é p vezes derivavel em a. Tem-se
entdo, paracada x € X, 7,1 (z) =7,(7).

Dem: Basta reparar que, no caso em que p = 0, de se ter

ri(z) = f(z) = f(a) - f'(a)(z — a)

obtém-se, por derivacdo, r|(z) = f'(x) — f'(a) =To(x) e que, no caso em
que p > 1, de se ter

®(q
rpa(e) = 1)~ f(@) ~ F(@)a— @)~ T D~ a)?
f(p+1>(a) o
T Gy Y :
obtém-se, por derivagdo,
@ (q ®) (g
@) = 7)) - L @m0y - D
IS P
(p+1)! B
1\(2) a
= F@) ~ Fa) - (Y (@) —a) - LD @y
N (g
(f )p! ( )(x a)’ =7,(z) O

168Este lema sera frequentemente utilizado em demonstrag@es por indugéo.



84. Derivadas de ordem superior e formula de Taylor 267

111.4.26 (Exemplo) Seja g:|—o0, 1] — R a funcéo de classe C'* definida por
g(x) = —In(1 - )

para a qual se tem ¢'(z) = f(z), onde f(z) = ﬁ ¢ a funcdo que estudamos
no exemplo 111.4.24. Tem-se assim g"*!(z) = f)(x), para cada p > 0,
pelo que a formula de Maclaurin de ordem p > 1 de g vai ser

2 2P zP

—-nNl-z)=c+ —+—+ -+ — +7,(x),
(1-a) 7t S+ Tu(@)
onde ndo temos uma expressdo téo precisa sobre o resto 7,:]—oco,1[ — R
como acontecia no exemplo referido. Tendo em conta o lema 111.4.25,
ficamos no entanto a saber que, no caso em que p > 1, sendo r,_; 0 resto de
Maclaurin de ordem p — 1 de f, tem-se

P
1—=x

-~/

(@) =1y ()

0 que, em conjunto com o facto geral de se ter 7,(0) = 0, permite deduzir
informagdes sobre 7,(z) como por exemplo, pelo teorema de Lagrange, para
cada x # 0,

cP
1—c¢

Tplz) =2 ,
para um certo ¢ entre 0 e z. Estudaremos adiante um método mais geral de
obter informacdes sobre o resto (o resto na forma de Lagrange).

111.4.27 (Propriedade fundamental do resto) Sejam X C R um intervalo ndo
trivial e f: X — R uma funcdo p vezes derivadvel num ponto a € X, onde
p > 0. O resto de Taylor de ordem p de f centrado em a, ,: X — R verifica
entdo a propriedade

lim 217 _ ¢
T—a — p
i (x —a)

Dem: O caso p =0 resulta trivialmente de se ter ro(z) = f(z) — f(a),
lembrando que um fungéo 0 vezes derivavel em a €, por defini¢do, continua
nesse ponto. Para p > 1, fazemos a demonstracdo por indugdo em p. No caso
em que p=1 temos uma consequéncia direta da definicdo de derivada:
Supomos que f € derivavel em a €, uma vez que

ri(z) = f(z) = f(a) - f'(a)(z — a),

tem-se, para cada = # a,

71 () _ f(z) — f(a) — f'(a)— f'(a) — f'(a) = 0.

r—a r—a r—a
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Suponhamos agora que o resultado é valido para um certo p > 1 e vejamos o
gue se pode afirmar quando f: X — R é uma fun¢do p 4 1 vezes derivavel
em a, em particular derivavel. Ora, aplicando a regra de Cauchy para o
levantamento de indeterminages (cf. 111.2.17 e 111.2.20) vemos que, no caso
em que o segundo limite existe,

im (@) Ty (%)
M —apt i pr D —ap
T#a rF#a

Mas, como verificamos em 111.4.25, tem-se 7, ,(x) =7,(z), onde 7, é 0
resto de Taylor de ordem p centrado em « da fungdo f": X — R, que é p
vezes derivavel, pelo que, tendo em conta a hipdtese de inducéo, o limite no

segundo membro é efetivamente igual a 0. O

111.4.28 (Propriedade de unicidade da aproximacao de Taylor) Sejam X C R
um intervalo ndo trivial e f: X — R uma funcdo p vezes derivavel num
ponto a € X, onde p > 0. Sejam by, by, ..., b, em R tais que, sendo

P(z) =by +bi(x —a) + -+ by(x — a)’

e definindo 7#: X — R por 7(z) = f(x) — P(x), ou seja, pela condigdo de se
ter, paracada z € X,

fl@)=0bo+bi(x—a)+ - +by(xr —a)’+ F(z),

se tenha
z—a (T — a
r#a

Tem-se entdo que P ¢é a aproximacdo de Taylor de ordem p centrada em a de
f,ouseja,

bo = fla), b= f'(a), b=

e portanto 7(z) = r,(x).

Dem: Vamos demonstrar o resultado por inducdo em p. No caso em que
p = 0, estamos a supor que f é continua em a e que se tem f(z) = by + 7(x)
com #(x) — 0 quando x — a, x # a e daqui resulta que

f(a) = lim f(x) = bo.
r#a
Suponhamos que o resultado é valido para um certo p > 0 e provemo-lo para

fungdes f: X — R que sejam p + 1 derivdveis em « e para as quais se possa
escrever
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D) fl@)=bo+bie—a)+ -+ by —a) +7(2),

F(x)
(;L-fa)ﬁ+l

com — 0 quando x — a, z # a. Pondo entdo

R(z) = by (v — a)"*! + (),
tem-se, para cada = # a,

R(x)
(x —a)?

i(z)

W)HO

= (z = a)(bp1 +

quandox — a e
f@)=by+bi(x—a)+ - +by(xr—a)’+ R(x)

0 que nos permite concluir, pela hipotese de inducgéo, que

@) (p)
= fla), b=, =10, f;(a)
A igualdade (1) pode assim ser reescrita na forma
2
f@) = @)+ @) -0+ LD+

f(p) (a)
p!

+o (= a)? + bya(z — a)*! 4 7(x)

e, comparando-a com a férmula de Taylor em 111.4.21,

f(a)

f(@) = f(a) + fi(a)(z = a) + == (2 —a)’ +
£ (a) 7 (a)
+oet ol (z—a)’ + (I?Tl)!(x — a1y (),
onde, por 111.4.27, se tem também é”j;()fll — 0 quando z — a, = # a,
obtemos
. (P (g
bpoa(e = @+ 7(0) = £ - P )
e portanto, para = # a,
() f7 (@) rpn()

et T T o) T @ ot

donde finalmente, considerando os limites de ambos os membros quando
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B f<p+1)(a)
bp+1 — W I:I

111.4.29 (Exemplo) Seja g: R — R a funcéo de classe C*° definida por

1

9(y) = TyQ

Apesar de podermos calcular, desde que tenhamos tempo suficiente,
sucessivamente as derivadas ¢ (y), ¢"(y), ¢® (y)..., ndo é facil obter uma
formula geral para a derivada ¢'”)(y) de ordem p num ponto y arbitrario.
Vamos ver no entanto que, por aplicacdo do resultado de unicidade 111.4.28,
podemos obter a formula de Maclaurin de g de ordem par arbitraria e, a partir
dai, estabelecer formulas explicitas para as derivadas de todas as ordens de g
no ponto 0. Para isso, partimos da formula de Maclaurin de ordem p da
fungdo f:]—oo,1[ — R, f(z) = L, que obtivémos em 111.4.24,

1

1 =l+z+z’+-+al+r,(z),
—x

onde r,(z) = 9{% e, substituindo = por —y?, obtemos

D gy =1—y" 4y =+ (=17 + r(—y).

Tty

Reparamos entéo que, por se ter Iin?) # = 0, obtemos

= 0.

—q2 a2
lim 7Y (g 28
y—0 Yy P y—0 (—y )1)

Podemos assim concluir que (1) é a formula de Maclaurin de ordem 2p da
fungdo g, com as parcelas identicamente nulas omitidas, em particular que o
resto de Maclaurin 72, de ordem 2p, de g esta definido por

2p+2

~ Y
Tap(y) = Tp(—yQ) = (‘Upﬂﬁyg-

Tendo em conta a arbitrariedade de p, vemos que as derivadas de ordem
impar de g no ponto 0 sdo iguais a 0 e as derivadas de ordem par no ponto 0
sdo dadas por

g#)(0) = (=1)” x (2p)\.

O facto de as derivadas de ordem impar no ponto a serem 0 implica também,
por 111.4.22, que os restos de Maclaurin de ordem impar 72, estdo definidos
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por

2p+2

—~ ~ Yy
Tops1(y) =Top(y) = (_1)p+1ry2'

Vamos agora estabelecer uma nova caracterizacdo do resto de Taylor de
ordem p, que permite controlar melhor o comportamento deste.

111.4.30 (O resto na forma de Lagrange) Sejam X C R um intervalo néo tri-
vial, a € X e f: X — R uma funcdo p+ 1 vezes derivavel, onde p > 0.
Sendo r,: X — IR o resto de Taylor de ordem p de f centrado em a, entdo,
para cada x # a em X, existe ¢ entre a e x tal que

f(p+1)(c)

) = e oy
(forma de Lagrange do resto), isto é, tal que
2
Fla) = F(@) + £a)a —a) + LD o a2
f(a) Fri(e)
+ -+ p!a (x—a)p—&-(pTl)c!(x—a)p“.

Dem: Vamos demonstrar a conclusdo por inducdo em p. O caso em que
p = 0 resulta diretamente do corolério do teorema de Lagrange em 111.2.9
que, por f: X — R ser derivavel, garante a existéncia de c entre a € x tal que

f(z) = f(a)

r—a

ouseja, f(z) = f(a) + f'(c)(z —a).

Suponhamos o resultado verdadeiro para um certo p > 0 e estudemos o que
se pode dizer no caso em que f € p+ 2 vezes derivavel. Notemos r,,; 0
resto de Taylor de ordem p + 1 de f centrado em a e 7, 0 resto de ordem p
da funcéo p + 1 vezes derivavel f: X — R centrado no mesmo ponto, lem-
brando que, pelo lema 111.4.25, tem-se 7, () =7,(x). Aplicando o
corolario do teorema de Cauchy as fungdes derivaveis X — R que a =
associam r,,.1(z) e (z — a)?*?, ambas com o valor 0 para z = a € a segunda
com derivada diferente de 0 para = # a, concluimos a existéncia de y entre a
e x tal que

= f'(c),

Tpi1(2) o (Y) 1 p(y)

(z—a)*?  (p+2)(y—a)*'  p+2 (y—a)yt!

e, aplicando agora a hipétese de indugdo a funcédo f’, concluimos a existéncia
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de c entre a e y, e portanto também entre a € x, tal que

rpa(@) 1 ) S0 -

(z—a)*  p+2 (p+1)!  (p+2)!

111.4.31 (Exemplo) Seja f:R — R a funcdo de classe C* definida por
f(z) = e®. Como referimos em 111.4.7, tem-se f)(x) = e”, para todo o
x € Repe N, pelo que a formula de Maclaurin de ordem p é, neste caso,
2 l‘3 P
e =1+x+ 5+ 5+---+H + rp(x).

Usando a propriedade fundamental do resto referida em 111.4.27, sabemos
que I|m @ —0o que, apesar de nos apontar para uma tendéncia de |r,(x)

LP
se tornar ‘bastante pequeno” desde que x esteja “suficientemente préximo”
de 0, ndo nos da nenhuma informacdo efetiva mais objetiva que nos permita
majorar o valor absoluto do erro para um dado valor de . J& utilizando o
resto na forma de Lagrange sabemos que se tem r,(x) = (p+1) P+ para um

certo ¢ entre 0 e x, 0 que permite majorar de forma muito mais efetiva o
valor absoluto do erro r,(x). Por exemplo, se quisermos determinar uma boa
aproximacéo de e = e!, podemos usar o valor aproximado

1

1 1
emltltot gt
3! p!

tendo a certeza que a diferenca entre o valor exato e a aproximagéo sendo
igual a p+1 Ty Para um certo c entre Oel,estdentre0e p+1 = (lembrar que,

como vimos em 11.3.1, tem-se e < 3...). Uma vez que o fatorial cresce com
uma certa rapidez, ndo é em geral necessario tomar um valor grande de p
para obter uma boa aproximacdo de e ou mais geralmente de e”. Refira-se a
proposito que as calculadoras conhecem a partida o modo de efetuar as
quatro operagdes bésicas e que, quando calculam valores da exponencial, do
seno, do cosseno, etc..., € com a ajuda de aproximacdes do tipo da anterior
que o fazem.

Com o objetivo de tirar mais consequéncias da formula de Taylor, com o
resto na forma de Lagrange, vamos agora abordar muito resumidamente a
nocdo de soma duma série, nogdo essa que serd estudada com mais pro-
fundidade no segundo semestre.

111.4.32 (Séries) Seja (uy,)neny Uma sucessdo de ndmeros reais. Podemos entéo
associar-lhe uma nova sucesséo (.S, ),¢n, dita sucessdo das somas parciais da
primeira, pondo

Si=u, So=wu+uy Sy=uit+ustus ... Sp=ur+us+--+u,
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(comparar com o que referimos em 1.4.32), ou, utilizando a notagdo de soma-
torio,

n
Sn: E Uk
k=1

Quando nos referirmos a uma sucessdo (u,),en COMO sendo uma série
estaremos a indicar que certas propriedades que vamos referir dizem respeito
ndo a esta sucessdo mas a sucessdo das somas parciais. Por exemplo,
chamamos soma da série ao limite, se existir, da sucessdo das somas parciais
(a soma da série pode ser um nimero real, 0o ou —oo), limite esse que é
notado

[o.¢]
> u
k=1
ou, de forma mais sugestiva mas menos precisa,
Uq _|_u2 +u3+...+un+...

e dizemos que a série é convergente se tiver soma finita e que é divergente
caso contrario, isto é, se ndo tiver soma ou esta for +oo ou —oo.

Quando nos quisermos referir a propria sucessao (u,)ncn, € usual dizer que
consideramos a sucessdo dos termos da sériel6°,

o0
E comum cometer-se 0 abuso de utilizar a notagéo > u;, ou
k=1

u1+U2+u3+...+un+...

para designar a série definida pelos termos w,,, em vez da soma dessa série
(que pode ou ndo existir). Em geral este abuso ndo apresenta perigo, uma vez
que seré claro a partir do contexto em que a notacéo é utilizada qual dos dois
significados estamos a considerar. Por exemplo se afirmamos que
uy + ug + ug + -+ u, + --- € convergente estamos a pensar na série e se
escrevemos u; + us + ug + -+ + u, + --- < 1 estamos a pensar na soma da
série (suposta, naturalmente, convergente).

111.4.33 (Condigcdo necessaria para a convergéncia) Se uma série &
convergente, entdo a sucessdo (u, ),en dos seus termos tem limite 0.
Dem: Sendo s € R a soma da série, sabemos, por definigdo, que a sucessdo
(Sn)neny das somas parciais tem limite s. Reparando que, para n > 2,
u, =S, —S,-1 € que, tendo em conta o limite da funcdo composta, a
funcdo N>y — R, n +— S,_; também tem limite s, concluimos que a fungéo
Nso = R, n+—u, =5, — 5,1 tem limite s —s = 0. Uma vez que +oo

169Seria mais natural falarmos antes de “parcelas da série” mas a designacio “termos da
série” é a mais utilizada.
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ndo é aderente ao subconjunto {1} de N, a afirmac@o anterior implica que a
sucessao (uy, )nen tem limite 0. O

111.4.34 (O exemplo da série harmonica) E usual dar o nome de série harmo-

nica a série

1+1+1+ +1+
2 3 n

isto € & série cuja sucessdo (u,)neny dos termos esta definida por u, = %

Apesar de esta sucessao ter limite 0, a série é divergente.
Dem: Mostremos, por inducdo em p, que se tem sempre Sy > £, 0 que
implicard, por enquadramento, que Sy — +oc. Isso implicara a divergéncia
da série visto que, se esta fosse convergente aquela sucessdo deveria ter a
soma da série por limite. Ora, 0 caso em que p = 1 é claro, uma vez que
11
Sor =8 =14+—-> =
S 272
e, supondo que, para um certo p, Sy > &, reparamos que Sy Se obtém a
partir de So» somando-lhe 2P parcelas todas maiores ou iguais 2,% donde
1_p 1 p+1

=Sy o>t 4o

S‘PH > Sp 2p X — —
2t 2 Ow op+1 2=2 "9 2

0 que termina a justificacdo por indugdo. O

.4.35 (O exemplo das séries geométricas) Dado x € R, consideremos a série

l+z+a”+a°+- 42"+

a que se d& o nome de série geométrica de razdo x e seja S,(x) a respetiva
soma parcial de ordem n. Vejamos o0 que se passa para cada valor de x.

Se x = 1 todos os termos sdo iguais a 1 pelo que S,, = n e portanto a série,
apesar de ndo ser convergente, tem 4o COmMo soma.

Suponhamos, a partir de agora, que x # 1, caso em que S, € a soma de n
termos de uma progressdo geométrica de razdo diferente de 1 e portanto, pelo
que vimos em 1.2.4, temos a caracterizacdo explicital?0

1— "

11—z

1) Sy=1+z4+2>4+ - +2" 1=
No caso em que |z| < 1, tem-se |z"| = |z|* — 0, portanto também z" — 0
pelo que S, — -, ou seja,

1
1—z’

l+z+a® 42>+ +a" 4 =

1700 que €, de certo modo excecional. Para muitas séries, ndo se consegue arranjar uma
formula explicita para as somas parciais.
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No caso em que x = —1, resulta de (1) que S, = 1 se n é impare S,, = 0 se
n € par pelo que a sucessdo das somas parciais ndo tem limite. A série néo
tem assim soma, em particular é divergente.
No caso em que z > 1, tem-se z" — 4oo donde, por ser 1 —z >0,
S, — +o0; A série é assim divergente mas admite +oo como soma.
Por fim, no caso em que =z < —1, tem-se 1 — x > 0 e |x|" — 400 € portanto
para n impar ou n par tem-se respetivamente

_ Ll Lt

S, = — 400, S =——F > —00,
1—2 1—2z

0 que implica que a série ndo tem soma, em particular é divergente.

4.36 (Séries de termos positivosl’l) Chamam-se séries de termos positivos

as séries cuja sucessdo (u,)nen dos termos verifica u, > 0, para cada n.
Uma tal série tem sempre soma, pertencente a [0, +oo[ ou igual a +o0, que é
igual ao supremo de todas as somas parciais, uma vez que a sucessdo destas é

crescente e com termos positivos.

o0
.4.37 (Propriedades de “linearidade™) a) Se Y uy, é convergente e a € R,

k=1

o0
entdo Y auy é também convergente e
k=1

o0 o0 o0

b) Se > uy e > 1y, sdo convergentes, entdo > (uy + Uy) é também conver-
k=1 k=1 k=1

gente e

g; (up +Ty) = (guk> + (kzo:ak)

Dem: Temos uma consequéncia de que, para as sucessdes das somas parciais
associadas, vem

n n
E aup = a E U,

k=1 k=1

n n 7

Z(uk + ) = (Zuk) + ( ﬂk),

k=1 k=1 k=1

171 Apesar de frequentemente se considerarem positivos apenas 0s nlimeros que si0 maio-
res que 0, vamos neste texto utilizar sempre o adjetivo “positvo” no sentido de maior ou
igual a 0. Quando quisermos falar de nimeros maiores que 0 poderemos chama-los de
estritamente positivos.
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tendo em conta as propriedades dos limites de sucessdes (e, mais geralmente,
fungdes) em 1.5.17. O

111.4.38 (As séries de Taylor e de Maclaurin) Sejam X C R um intervalo ndo
trivial, a € X e f: X — R uma fungdo de classe C'°. Para cada =z € R
define-se entdo a série de Taylor de f centrada no ponto a no ponto 2 como
sendo a série

()

n!

f@)+ F@—a)+ D@ a4t

(x_a)”_|_...

ou seja, a série cuja sucessdo (u,(z)),en de termos estd definida por
ui(z) = f(a) e, paracadan > 2,

f(n_l)(a‘) (ZL’ o a)nfl 172.

(@) = )

No caso particular em que 0 € X e a = 0, também se d& o nome de série de
Maclaurin de f no ponto x a série
f"(0)

f(0)+f/(0)$+—x2+...+wxn

91 TR

ou seja, & série da Taylor de f centrada em 0 no ponto z. Uma vez que as
séries de Maclaurin sdo simplesmente um caso particular das de Taylor, tudo
0 que se disser sobre estas Ultimas aplica-se também as primeiras.

111.4.39 Repare-se que, nas condicfes de 111.4.38, dado = € X, paracadan > 1
a soma parcial S, (x) é igual a aproximagdo de Taylor de ordem n — 1 da
fungdo f centrada em a no ponto x,

f"(a)
2!

(1) (g
(:v — a)2 + -+ fi()(x _ a)nil,

Su(@) = f(a) + (@)@ — ) + (= 1)1

pelo que a formula de Taylor diz-nos que se tem f(z) = S, () + rn_1(z),
onde r,_1: X — R é o resto de Taylor de ordem n — 1 centrado em a.

Sdo especialmente interessantes 0s pontos x € X tais que a série de Taylor
no ponto = seja convergente e tenha soma igual a f(x), facto que acontece
trivialmente para = = «.173 Tendo em conta o facto de a soma de uma série
ser, por definicdo, o limite da sucessdo das suas somas parciais isso vai
suceder se, e sO se, a sucessao (r,(x)),en dos restos de Taylor de ordem n
calculados em  tiver limite 0.174

172F6irmula que € alids também valida para n = 1.

173Note-se que pode acontecer que a série de Taylor seja convergente para um dado
x € X e que a sua soma néo seja f(z). Para um exemplo, ver o exercicio 111.4.19 adiante.
174Se quisermos ser mais detalhados na explicacdo deste facto, o que talvez ja ndo seja
necessario nesta fase do curso, dizemos que a sucessdo n — f(z) — S,(z) = ry—1(z)
tem limite 0 se e so se, isso acontecer a sua restri¢do a N, ou seja, aplicando duas vezes
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111.4.40 (Exemplos) a) Sendo f:]—oo, 1] — R a funcéo de classe C*° definida
por

1

S 1-g

f(x)

0 que verificamos no exemplo 111.4.24 diz-nos que a sua série de Maclaurin
no ponto x é

1_|_$_|_$2+...+1-P_~_...’

ou seja, é a série geométrica de razdo x. Como vimos em 111.4.35, esta série é
convergente se, e s6 se, |x| < 1 e, nessse caso, a sua soma é precisamente

f(@).

b) Sendo g:|—o0, 1] — R a fungdo de classe C*° definida por

g(x) = —In(1 — z),
o que verificamos no exemplo 111.4.26 diz-nos que a sua série de Maclaurin
no ponto x é

2 g8 e

1) 0o+ o e p — e
2 3 p

e que, para p > 1, o resto de Maclaurin7,,: | —oco, 1{ — R de ordem p verifica
a condigéo

2 7y(r) =

Utilizando o teorema de Lagrange, vemos que, se p > 2, para cada x # 0
existe ¢ entre 0 e x tal que
To(x)  Ty(x) —7,(0) c?
) 2 po b (c)

-~/
= =7 :
T z—0 p 1-c

No caso em que 0 < z < 1, deduz-se de (3) que

xcP e

0<7)(x) =
»(@) 1—c 1—-=x

e portanto, por enquadramento, por ser f‘% — 0 quando p — +oo, tem-se

também 7,(z) — 0 quando p — +oo, por outras palavras, temos uma série

convergente e com

2 28 xP
4) 0+x+?+§+---+;+...:—In(l—m).

o limite da funcéo composta (uma vez com a bijecdo N — Nxo, n — n + 1 e outra a sua
inversa), se e s0 se, a sucessdo (r, ),y tiver limite 0.
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conclusdo que, como acontece sempre com uma série de Maclaurin, é
também trivialmente verdadeira para z = 0.
No caso em que —1 < = < 0, deduzimos de (3) que

[7p(2)

e portanto, por enquadramento, por ser |z|[’*! — 0, tem-se também
7,(z) — 0, pelo que, mais uma vez, temos uma série convergente e com

2 1‘3

oretr T 4T T In(1 — z)
x _— _— e _ s T — —zL’.
2 3 P

Note-se que, se |z| > 1, tem-se, peIo que vimos em 1.5.45,

pelo que a sucessdo dos termos da série em (1) ndo tem limite 0, o que
implica que essa série é divergente. Para 2 = 1, a série (1) tem soma parcial
de ordem n > 2 igual a soma parcial de ordem n — 1 da série harmdnica e
portanto, como esta, é divergente.175 Ficou apenas em aberto o que se passa
para x = —1. Para estudar o comportamento da sucessdo dos restos de
Maclaurin 7,(—1) é mais comodo utilizar a caracterizacdo na forma de
Lagrange desses restos que nos diz que se tem, para um certo centre 0 e —1,

(r+1) (¢
R(-D = Sy

Uma vez que, sendo f(z) = -, tem-se, como referimos em 111.4.24,
|
P () = £O) () = p:
g (m)_f (x)_ (1—,’1])p+1,
concluimos que

1 1
< .
P+ DL —e)ptt =~ p+1

(-1 =

Temos assim, mais uma vez, uma série convergente e com

1 1
5 0—1+=—=+-+(=1)P=+---=—In(2).
©) tymg e (2)
c) A série de Maclaurin destacada em (4) na alinea b) costuma ser “resu-
mida” omitindo o primeiro termo, por ser identicamente 0. Escrevemos
assim, para —1 < z < 1,

175Note-se que os valores de = > 1 ndo pertencem ao dominio da fungéo que estamos a
estudar, pelo que a série (1) ndo pode ser encarada como série de Maclaurin desta.
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22 2P P
(6) x+2+3+ +p+ = —In(1 — ),
igualdade que parece decorrer trivialmente de (4) mas que merece ser
examinada para entender a situacdo.l’6 O que se passa é que, como se
constata facilmente, a soma parcial de ordem rn da série no primeiro membro
de (6) coincide com a soma parcial de ordem n + 1 da série no primeiro
membro de (4) e portanto, pelo resultado sobre o limite da fungdo composta,
a sucessdo das somas parciais de (6) converge para 0 mesmo limite que a das
somas parciais de (4). De qualquer modo, do ponto de vista estrito, a série no
primeiro membro de (6) ndo é a série de Maclaurin. No caso particular em
que x = —1, é usual multiplicar ambos os membros de (5) por —1 e omitir o
primeiro termo igual a 0 de modo a obter a igualdade
_r el 177
1-5+3 +(-1) p+ =1In(2).

Apresentamos a seguir mais um exemplo de série de Maclaurin que é sufi-
cientemente importante para ndo o enunciarmos como um mero exemplo.

111.4.41 (A série exponencial) Consideremos a funcéo exponencial exp: R — R,
exp(z) = e”, que sabemos ser de classe C'™° e com derivadas de ordem p
exp®) (z) = exp(x) (cf. 111.4.7). Tem-se entfo que, para cada = € R, a série
de Maclaurin desta fungéo é convergente e com soma exp(x), nomeadamente

2 xS P

T T
1%-$'+'§T'+’§T'+"'+’EE‘+"'A—6

Dem: O facto de a série de Maclaurin ser a referida resulta do que
examinamos no exemplo 111.4.31. Nesse mesmo exemplo verificAmos que,
para cada p > 1, o resto de Maclaurin de ordem p desta fungéo r,: R — R
verificava a condicao de se ter, para cada = # 0,

mp+1

1) Tp(x) =e° m,

para um certo ¢ entre 0 e z. No caso em que x < 0 resulta de (1) que se tem

178Na seccdo 1V.4 adiante estudaremos as séries de func@es do tipo das anteriores (séries
de poténcias) de uma forma ligeiramente menos geral mas muito mais manejavel, que
permite, em particular, encarar esta omissdo de um termo de uma forma muito mais
simples.

177 série no primeiro membro é semelhante & série harménica, a Unica diferenca estando
na alternancia de sinal dos termos, e, por esse motivo, costuma-se dar-lhe o nome de série
harménica alternada.
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o |zt Jat

(p+1!  (p+1)

Irp(z)| < e
onde, como vimos em 1.5.47, (|;|TPS, — 0, pelo que concluimos por enquadra-
mento que 7,(x) — 0 quando p — +o0, facto que € trivialmente verdadeiro
também para z = 0. No caso em que = > 0 resulta analogamente de (1) que
se tem

Pl

0<rp(x) <e* T

1

onde, pelo resultado ja citado, (17%1)' — 0 e portanto, mais uma vez por

enquadramento, r,(z) — 0 quando p — +oo. O

Vamos examinar uma ultima forma para o resto de Taylor de ordem p que
se revela Gtil para algumas aplicagdes.

111.4.42 (O resto na forma de Peano) Sejam X C R um intervalo ndo trivial,
a€Xe f:X— R umafungdo p+ 1 vezes derivadvel em a, onde p >0, e
seja r,: X — R o resto de Taylor de ordem p de f centrado em «. Definimos
entdo uma nova fungéo s,: X — R por

7"1)(17)

Ty sex #a
Sl)(x) = F@(a)
CESV Sser =a

para a qual se tem trivialmente, para cada x € X,

rp(@) = sp(z)(z — a)?*!

(forma de Peano do resto) e portanto

! f<2)(a 2
F(@) = f(@) + f(@)(@ —a) + = (x —a)* +
() (q
_|_“._|_f ( )(x—a)p—ksp(l‘)(l‘—a)wl_

p!

Repare-se que, no caso particular em que p = 0, estamos a supor f derivavel
em a e a fungdo sy: X — R esta definida por

f@)—f(a)
so(:c :{ r—a ' Sea:;«éa
f(a), se x = a.

111.4.43 (Continuidade no resto na forma de Peano) Sejam X C R um inter-
valo ndo trivial, a € X e f: X — R uma funcdo p + 1 vezes derivavel em a,
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onde p > 0. Tem-se entdo:

a) A correspondente fungdo s,: X — R, que figura na forma de Peano do
resto, é continua no ponto a.178

b) A funcéo s,: X — R é continua em todos os pontos se, e s6 se, f: X — R
é continua em todos os pontos (0 que sucede necessariamente no caso em que
p=>1).

Dem: Tendo em conta 111.4.22 e 111.4.27, tem-se

f<p+1)(a)

G T @)

p(T) =

com lim ’”“()fll = 0. Podemos assim garantir que, quando = — a, x # a,

z—a (@

rp(z) _ feD (q) N Tpi1(2) - S (a) = s,(a),

Sp(l') = (z — a)rt! (p+1)! (x — a)pt! (p+1)!

0 que prova a continuidade de s, no ponto a. No caso em que f é continua, a
continuidade de s, nos pontos x # « resulta da continuidade desses pontos
da sua restricdo a X \ {a} (eles ndo sdo aderentes a {a}), continuidade essa
que resulta da continuidade do resto r, (cf. 111.4.23) e da igualdade

sp(x) = (:U?"_p(%_
Reciprocamente, se s,: X — R € continua, a igualdade
@) = Fla) + F@)a - )+ LD a4
ot f(P;!(a) (z = a)’ + sp(a) (@ — )"
mostra que f: X — R é continua. O

111.4.44 (Derivabilidade no resto na forma de Peano) Sejam X C R um inter-
valo ndo trivial, a € X e f: X — R uma funcdo p + 2 vezes derivavel em a,
onde p > 0. Notemos s,: X — R e s,;1: X — R as correspondentes funcgdes
que figuram nos restos na forma de Peano e 5,: X — R a fungdo analoga
associada a fungdo f': X — R, que é p+ 1 vezes derivavel em a. Tem-se
entdo:

a) A fungéo s, é derivavel em a e com

F+2)(a)
(p+2)°

s,(a) = spi1(a) =

178 para que isto suceda que se atribuiu & funcdo s, no ponto a o valor referido em
111.4.42.
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b) Mais geralmente, para cada x € X, a fun¢do s, ¢ derivavel em x e com
sp(x) =3p(x) = (p+ Dspi (2),

e portanto s;: X — R € continua em a.

¢) A fungdo s,: X — R é de classe C' se, e 56 se, f: X — R for de classe C'!
(o que sucede necessariamente no caso em que p > 1) .

Dem: A derivabilidade de s, e 5,1 nos pontos x # a resulta da derivabili-
dade nesses pontos da sua restrigdo a X \ {a} (eles néo sdo aderentes a {a}),
derivabilidade essa que resulta da derivabilidade dos restos 7, e 7,41 (cf.
111.4.23) e das igualdades

_ @) s () = rpr1(x)
Sp(x) - (CL‘ — a)p+19 p+1< ) (33 _ a)p+2'
Comparando as igualdades
_ / _ f(2>(a> _4)2
f@) = fla) + fa)(z —a) + =5~ (e —a)" +
@) @ (a) .
ot B e = a) 4y (w) (o - 0
®(a
fl@) = fla)+ fi(a)(x —a)+ -+ ! p;( )(x—a)“r
(2) f(p+1)(a) p+1 | p+2
+ W(iﬂ —a)"" 4 sp(@) (@ —a)’,
obtemos, para cada x # a,
_ S
sla) = oy o (@)@~ a)

e portanto, por derivagao,

3) sy (x) = s, (x)(x — a) + spp1(z).
Por outro lado, derivando (2), obtemos, para = # a,
7 (a)

fl@) = fl(a)+ f(a) (@ —a)+ - + o @oa)tt

+ 8y (@) (@ = a) + (p+ 2)sps (@) (@ — a)P T =

1P (g
~ @+ (@ -0+ e

+ 8y (@) (@ — a4 (p + 2)sp (@) (@ — a)

donde, comparando com a féormula de Taylor para a fung¢do f/, com o resto
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na forma de Peano,
“ 3p(7) = sy (2) (2 = a) + (p+ 2)sp41(2).

Combinando (3) e (4) vemos agora que, para cada = # a,

/

5) sp(x) =3p(x) — (p+ 2)sps1(2) + spsa(z) =
=%5p(x) = (P4 1)spi (7).
Tendo em conta 111.4.43, o segundo membro de (5) tem limite quando x — a

igual a§,(a) — (p+ 1)sp41(a) e deduzimos entdo de I11.2.10 que s, também
¢ derivavel em @ e com derivada

sh(a) =3,(a) — (p+ 1)spei(a) =

_ L ey~ PEL e, =
= oy (@) = g @) =

+2 p+2 +1 p+2 _
:(§+2)!f(p )(“)_(§+2)!f(+)(a)_
N (pi o/ ") (a) = spii(a).

em particular a formula (5) ¢ valida também paraz = a ¢ s;) ¢ continua em a.
No caso em que f: X — R é de classe C', e portanto f e f’ sdo continuas
em todos o0s pontos, resulta de 111.4.43 que as fungdes s, € 5,41 sdo continuas
em todos os pontos, e portanto, pela identidade em b), a fungdo s,: X — R ¢
continua em todos os pontos, ou seja s,: X — R é de classe C'. Recipro-
camente, se s,: X — R € de classe Cla igualdade

2)
Fa) = f(a) + F@—a)+ L D@y
ot f(l’;'(a) (z — a)? + sy(x)(x — a)’*!
mostra que f: X — R é de classe C'. O

111.4.45 (Derivadas de ordem superior no resto de Peano) Sejam X C R um
intervalo ndo trivial, a € X e f: X — R uma fungdo p+ ¢+ 1 vezes
derivavel em a, onde p > 0 e ¢ > 1. Sendo s,: X — R a fung¢do que figura
na forma de Peano do resto, tem-se entdo:

a) A funcdo s, é ¢ vezes derivdvel em a e com

et (q)

s](f)(a) = sprq(a) = g+l

b) A fungdo s,: X — R ¢ ¢ vezes derivavel em cada x € X e ¢ de classe C¢
se, € so se, f for de classe C'? (0 que acontece necessariamente no caso em
que p > 1).
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Dem: Se s, for de classe C? entdo f € de classe C”, como decorre da
igualdade

f?(a)
2!

As restantes afirmagdes resultam por inducéo em ¢, reparando que 0 caso em
gue ¢ = 1 é precisamente o que estabelecemos em 111.4.44 e que o passo de
inducdo resulta da igualdade na alinea b) do resultado citado, que nos diz
que, sendos,: X — R a funcéo que figura na forma de Peano do resto de f,

(@) = 3,(2) = (p+ sy (). O

Exercicios

Ex I11.4.1 a) Verificar que a fungdo f:R — R definida por f(z) = 2”sen(1) se
x #0e f(0) =0 é derivavel em todos os pontos do dominio mas néo é de
classe C*.

b) Verificar que a fungéo ¢g: R — R definida por g(z) = x4sen(%) sex#0e
g(0) = 0 é duas vezes derivavel mas ndo é de classe C>.

Ex I11.4.2 Sejam X C R um intervalo, f: X — R uma funcéo e a € X um ponto
interior de X (isto ¢, que ndo seja nenhuma das suas extremidades).
a) Verificar que existe € > 0 tal que a vizinhanga V.(a) esteja contida em X
e mostrar que, se f for derivavel em a, entéo

i Jath) — fa—n)
h—0 2h

|h|<e

= f'(a),

reparando que esta concluséo ja foi tirada no exercicio 111.1.2, com a hipétese
mais forte de se ter X = R, que ndo simplifica nada a demonstracéo.
% b) Supondo que f é 2 vezes derivavel em a, mostrar que
. h —h)—2
im J@E W fa=h) = 20(@) _ s
h—0 h?

|h|<e

Sugestdo: Utilizar a regra de Cauchy para levantar a indeterminacéo no pri-
meiro membro e aplicar em seguida a conclusédo de a) a fungdo f: X — R.
Y% C) Supondo que f é 3 vezes derivavel em a, mostrar que
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lim fla+2h) =2f(a+h)+2f(a—h)— f(a—2h)

h—0 2h3
|h|<e/2

= ()

% d) Tentar encontrar uma fungdo de A no mesmo espirito que as
anteriores que, no caso em que f é 4 vezes derivavel em a, tenha como limite
fW(a) quando h — 0, com |h| < £.

* Ex 111.4.3 (Formula de Leibnitz) Demonstrar por indugdo em p a seguinte
férmula de Leibnitz para a derivada de ordem p num ponto a de duas funcées
f e g que sdo p vezes derivaveis no ponto a:
(f x 9)"(a) = fP(a)g(a) + "C1 "V (a)gM (@) + "Co f " (a) g™ (a) +
+ o+ PC P (a) gD (@) + -+ PCpo1 fV (a) gV (a) +
+ f(a)g@) (a). 179

Sugestdo: Lembrar que (f;) designa o numero de combinagdes de p
elementos tomados ¢ a ¢ (nimero de subconjuntos de ¢ elementos de um

conjunto com p elementos) e a relagio (l’;rl) = (f;) + (qfl).

Ex 111.4.4 Qual o nimero maximo de zeros que pode ter uma fungdo 3 vezes
derivavel f:R — R com f”(z) > 0, para cada x € R?

Ex I11.4.5 Seja f: R — R a fun¢do definida por
flz)=2a® -2 —2® + 2% — .
Verificar se f atinge ou ndo um extremo relativo no ponto 1 e, em caso
afirmativo, se se trata de um maximo relativo ou de um minimo relativo.

Ex 111.4.6 (Exemplo de uma equacao diferencial de segunda ordem)
a) Dadas constantes a, b € R, verificar que a funcdo S: R — R definida por

S(z) = asen(x) + bcos(x)

é uma solucgdo da “equacdo diferencial de segunda ordem” S”(z) = —S(x).
b) Seja S: R — R uma funcgdo 2 vezes derivavel e tal que, para cada x € R,
S"(x) = —S(z). Verificar que existem constantes a,b € R tais que, para
cada x € R,

S(x) = asen(x) + bcos(x).

Sugestdo: Reparar que temos uma consequéncia direta de 111.2.14.
¢) Nas hipoteses de b), e lembrando a conclusdo do exercicio 111.2.15,

179Reparar na semelhanga com a férmula do binémio de Newton, para poténcia p de uma
soma de duas parcelas, jd encontrada no ensino secundario, para a qual também
propusemos como exercicio (1.2.7) uma demonstragdo por inducéo em p.
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concluir a existéncia de x € [0, 27| e ¢ > 0 tal que se tenha

S(z) = esen(x — xp).

Ex 111.4.7 (Porque é que as coisas oscilam) E comum uma grandeza fisica,
como o alongamento orientado de uma mola relativamente a sua posigéo de
equlibrio, ter uma variacdo ao longo do tempo traduzida por uma funcéo
f:R — R que verifica uma equacdo diferencial de segunda ordem do tipo
f"(t) = — Kk*f(t), com uma constante k> 0 convenientel80. Utilizar a
conclusdo da alinea c) do exercicio 111.4.6, para concluir a existéncia de
to € 0,%%[e c > 0 tal que, paracada ¢ € R,

f(t) =csen(k(ty +1)),
em particular que a grandeza varia periodicamente com o periodo %

Ex I11.4.8 Sendo f:]0, +o00[ — R a fungdo (cf. 111.4.10) definida por

f(z) = ﬁ =z
verificar que f'(z) = —1 z~2~! e, por inducdo que para cada p > 2
O (z) = (—1)?2% X3XBXTx - x(2p—1)a 27 =

Ex 111.4.9 a) Reparando que, para cada n > 1, a funcéo f:R — R definida por
f(x) = (1+ )™ é um polinémio de grau n, em particular, para cada p > n,
tem derivada de ordem p identicamente 0, utilizar a férmula de Taylor com o
resto na forma de Lagrange para obter a identidade

(1 4 x)n -1 4 nclx + TLCQCCQ R ncpxp R nCn_ll‘n71 4 xn,

e reparar que esta identidade é um caso particular da formula do binémio de
Newton, ja examinada no exercicio 1.2.7.

b) Utilizar a conclusdo de a) para obter a formula do binémio de Newton
sobre o desenvolvimento de (x + y)".

Ex 111.4.10 Se f: R — R é um polindmio de grau n, mostrar que, para a, z € R,

F) = fl@) + F@a - )+ DD @) g oy n(a)

n

(x —a)

180Comparar com o que se disse na nota de pé de pagina 135 na pégina 212. A razéo
deste comportamento, no caso da mola, deriva da existéncia de uma forga de sentido
contrario ao alongamento e com uma grandeza proporcional a este.
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% Ex I11.4.11 (Complementos sobre a série harmdénica) Consideremos a série
harmonica, associada a sucessdo (u,)peny COM w, = % e seja (Sp)nen @
sucessao das respetivas somas parciais.

a) Aplicando o teorema de Lagrange a fungéo In:]0, +oco[ — R, mostrar que,
paracadan € N,

1
n+1

<In(n+1)—In(n) <

3=

b) Aplicar a segunda das desigualdades em a) a cada uma das parcelas de
(@) S,L=1+%+%+---+%
para concluir que se tem
Sy > 1In(n+1)
e reparar que esta desigualdade permite dar uma demonstracdo alternativa do
facto de se ter
1

1
3 n

14+ 4+
2

c) Aplicar a primeira das desigualdades em a) a cada uma das parcelas de (1)
para concluir que se tem

S, < 1+ In(n)

e concluir desta desigualdade e da que foi estabelecida em b) que se tem

Sﬂ

n(n) ~

lim

(a sucesséo das somas parciais é “comparavel” a sucesséo n — In(n)).

Ex 111.4.12 (Convergéncia de uma série de Dirichlet) Tendo presente a
conclusdo do exercicio 1.2.6, concluir que é convergente a série de termos
positivos

1

11
14+ S =i — .
ittt

e que a sua soma é menor ou igual a 2.181

Ex 111.4.13 Verificar que as fungdes sen: R — R e cos: R — R tomam em cada
x € R um valor igual ao da soma das respetivas séries de Maclaurin, e
concluir que,

181pode provar-se, mas com métodos de que ndo dispomos neste momento, que a soma

so- oz s 2 ~ . . ,
desta série € igual a %, um valor que ndo deixa de ser inesperado. Esse resultado sera
obtido no exercicio 1V.3.12 adiante.
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£C3 0 2p+1
sen -+ = —1)? ,
@=e—gt gt VG5
x? ! x?P
cos(z) =1— =+ — 1 -, 182
() = TR (= )(2p>!+

Encontrar majoragdes para os restos de Maclaurin destas fun¢des com ordens
2p+ 1 e 2p respetivamente. Sugestdo: Tal como foi feito com a funcédo
exponencial em 111.4.41, lembrar a convergéncia para 0 da sucessdo estudada
em 1.5.47.

% Ex I11.4.14 (Série de Maclaurin para a funcdo arctan) Tenhamos presente
0 que foi examinado no exemplo 111.4.29 relativamente a fungdo g: R — R,
de classe C'*, definida por g(x) = ﬁ e lembremos que, sendo f:R — R a
funcdo definida por f(x) = arctan(z), f € derivdvel em cada = e com
f'(z) = g(x), em particular f é também de classe C*°. Notemos 7 0s restos
de Maclaurin de g e r os de f.
a) Lembrando as caracterizagdes das derivadas em 0 de g,

g®(0) = (-=1)" x (2p)!, ¢**(0) =0,
onde p > 0, e dos restos de Maclaurin de g,

2p+2

~ ~ , xT
Papia(2) = Top(e) = (1P T,

onde p > 0, assim como a igualdade r},(z) =7_1(z), k > 1, deduzir que
FEP0) = (<1 x 2p)h fO(0) =0,
e que, parax > 0,
0 < (=), (@) = (1) 1y (2) < 2772,

deduzindo daqui que

1 .
0< (<1 rapiaf@) = (1) rapis (@) € g 0

(a diferenca dos dois membros tem derivada maior ou igual a 0 e é nula em
0) e portanto

1 L
R

rapea(e)] = Iropa (0)] < 53

182Reparar que as séries de Maclaurin tém termos identicamente nulos intercalados entre
os das séries descritas (e, no caso do seno, no inicio desta) mas que o facto de os termos
omitido ndo altera nem a convergéncia nem o valor da série. Comparar com o que foi
referido no exemplo na alinea c) de 111.4.40.
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b) Deduzir de a) que, para cada 0 < = < 1, arctan(x) é a soma da sua série
de Maclaurin e portanto, omitindo, como no exercicio 111.4.13 e com a
mesma justificagdo, os termos identicamente nulos,

563 1,5 :L.Qp+1

1 t R G
@ arctan(z) = x 3+5+ +( )2p+1

-

Multiplicando ambos os membros por —1, verificar que a mesma conclusdo é
valida para —1 < 2 < 0. Concluir em particular a validade da soma da série

1

7r 11 1
— 1l 4 - 4 (=1)P
- Tt D gt

4 35 7

c) Verificar que, se |z| > 1, apesar de x pertencer ao dominio da funcéo
x +— arctan(z), a série no segundo membro de (1) néo é convergente, por a
sucessao dos seus termos ndo ter limite igual a 0.

% Ex I11.4.15 (Aplicagdo a um célculo aproximado de zr) A série de
Maclaurin para a fungdo arctan: R — |—7, 7[, obtida no exercicio 111.4.14,
aponta para a possibilidade de obter valores aproximados de =, por exemplo
a partir do facto de se ter § = arctan(1). De facto, a utilizagdo direta desta
formula ndo € muito eficiente, tendo em conta a lentiddo com que a sucessdo
das somas parciais da série cuja soma € 7 converge (por exemplo, somando
1000 termos da série, obtemos um valor aproximado de = igual a 3.14259...,
que soO tem as duas primeiras casas decimais exatas). Constata-se, no entanto,
que para valores positivos de x consideravelmente menores que 1 a
convergéncia da série de Maclaurin torna-se mais rapida e tanto mais rapida
quanto menor for z (pensar no comportamento de z?**! para valores
pequenos de x e grandes de p). O objetivo deste exercicio é examinar um
método, baseado também na utilizacdo da mesma série, que foi utlizado pelo
matematico inglés John Machin em 1706 para obter um valor aproximado de
7 com 100 decimais corretos.

a) Seja a € R tal que tan(a) = % por outras palavras, o = arctan(%).
Lembrando as formulas para a tangente de uma soma de dois angulos e, em
particular, para a tangente do dobro de um angulo,

tan(a) + tan(5)

_ 2tan(a)
1 —tan(a)tan(B)’ tan(2a)

tan(a + 5) = = m’

verificar sucessivamente os valores

5 120 1
tan(2a) = o tan(4a) = —, tan(da — ) 183

119’ 4’ = 239

Deduzir daqui a seguinte formula de Machin que permite calcular valores

1830 éxito deste método resulta assim de algumas coincidéncias felizes associadas ao
facto de termos partido do valor %
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aproximados de 7 e, a partir destes, de 7

)

T 1
— = 4arctan — arctan
4 (5) (239

b) Com o auxilio da calculadora, obter um valor aproximado de 7 a partir da
férmula de Machin, substituindo arctan(%) pela soma dos primeiros 7 termos
da sua série de Maclaurin e arctan(53;) pela soma dos primeiros dois termos
da sua série de Maclaurinl84, Dever-se-4 obter, dependendo do nimero de
algarismos exibidos pela calculadora, o resultado

™~ 3.14159 26535 88...,

onde sé o Gltimo algarismo n&o é o correto.

%% ¢) Havendo paciéncia e destreza no calculo feito a mao (a calculadora
ndo sera agora de grande utilidade...) fazer o mesmo que foi feito na alinea
b) mas somando 20 termos da primeira série e 7 termos da segunda e traba-
Ihando em cada calculo intermédio com 38 casas decimais. Ndo havendo
enganos nos calculos, dever-se-a obter o valor aproximado

7~ 3.14159 26535 89793 23846 26433 83279 81813...,
onde as 30 primeiras casas decimais estdo exatas!

Ex 111.4.16 (Pergunta aparecida em prova de avaliacdo) % a) Escrever a
formula de Taylor de ordem 2 centrada no ponto 4 para a funcédo
f(xz) = \/z, com o resto na forma de Lagrange.

b) Usar a alinea anterior para obter um valor aproximado de \/5 e verificar
que o erro obtido é inferior a 0,002.

Ex 111.4.17 (Pergunta aparecida em prova de avaliacdo) a) Determinar o
desenvolvimento de Maclaurin de segunda ordem (Taylor, centrado em 0) da
funcdo f:R — R definida por f(x) = e "sen(x), com o resto na forma de
Lagrange.

b) Deduzir de a) que, para cada x > 0,

) 2
le *sen(z) — x + 2% < 3 7’

% Ex 111.4.18 (Irracionalidade da constante de Neper e) a) Sendo n € N com
n > 2, considerar a férmula de Maclaurin de ordem n da funcéo f(z) = €7,
com o resto na forma de Lagrange, para deduzir que se tem

1 1 1
e=14+14+ = +3'+ ‘|‘ +T7L

3
com 0 < 7y < gy

184Tomamos menos termos no segundo caso por termos uma convergéncia mais rapida.
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b) Deduzir de a) que, para cadan > 2,

n!
n'e—n'+n'+—+§+ +—+n'rn

com 0 < n!r, < 1 e concluir que n!e ndo € um ndmero inteiro.

c) Deduzir de b) que o nimero e ndo é racional. Sugestdo: Se se tivesse

e = L, entdo n!e seria um nimero inteiro.

% Ex 111.4.19 (Uma funcao de classe C*° com propriedades singulares)

Ex

a) Verificar que, para cada k € N tem-se

lim ik e+ =0.

x—0T T
Sugestdo: Fazendo uma mudanga de varidveis, isto €, utilizando de forma
conveniente os resultado sobre o limite da funcdo composta, temos uma
consequéncia simples do limite notavel em 11.2.18.
b) Seja f: R — R a funcéo definida por

f(x):{e;’ sex >0

0, sex <0

Mostrar que a funcdo f é de classe C™° e com derivadas de ordem k&
verificando f*)(x) = 0 para cada = < 0.
Sugestao: Seja, paracada k € N, f;: R — R a fun¢éo definida por
1 -1
() — d FE sem>0.
fil=) {O, sex <0
Mostrar que f é derivvel em todos os pontos e com f'(z) = fo(x) e que
cada f} é derivavel em todos os pontos e com

fil@) = =kfr(z) + fero(z)

e deduzir, por inducdo em p, que a funcdo f e cada uma das fungdes f; sdo
de classe C? para todo 0 p. Sugestdo: Para a derivabilidade no ponto 0
podera ser atil ter em conta 111.2.10.

¢) Mostrar que a série de Maclaurin da funcdo f é convergente para todo o
x € R mas que a sua soma é igual a f(x) se, e s se x < 0.

111.4.20 (Aplicacdo do resto na forma de Peano a determinacgdo de
méaximos e minimos relativos) Sejam X um intervalo, ¢ um ponto interior a
X e f: X — R uma fungéo que, para simplificar o enunciado suporemos de
classe C'™. Suponhamos que f’(a) = 0. Viu-se em 111.4.2 que, se f”(a) > 0
(respetivamente f”(a) < 0), entdo f atinge em a um minimo estrito (respeti-
vamente maximo estrito) relativo mas se fosse f”(a) = 0 ndo sabiamos tirar
nenhuma conclusdo. Suponhamos agora que, para um certo p> 2,
f®(a) # 0 e que, paracada 1 < ¢ < p, f@(a) = 0 (a derivada de ordem p
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¢ a primeira que ndo se anula). Utilizar a férmula de Taylor com o resto na
forma de Peano e ter em conta 111.4.43 para mostrar que:

a) Se p é par entdo f atinge em a um extremo relativo estrito, que é minimo
se f(P)(a) > 0 e maximo se ) (a) < 0.

b) Se p é impar entdo f ndo atinge em a um extremo relativo.

Ex I111.4.21 (Derivadas de ordem superior e paridade de funcBes) Sejam
X C R um conjunto simétrico (ver o exercicio I11.1.12) cujos elementos séo
todos pontos de acumulagdo e f: X — R uma fungdo par (respetivamente
impar). Se f for p vezes derivavel, mostrar que a fungdo f®: X — R é par
(respetivamente impar) se p € par e é impar (respetivamente par) se p é
impar. Deduzir que, no caso em que 0 € X e f é p vezes derivavel em 0,
tem-se f(”)(0) = 0 se p é impar (respetivamente se p € par).

* Ex I11.4.22 (Fungbes impares de classe C*°) Seja X C R um intervalo
simétrico ndo trivial, portanto de um dos tipos |—oo,+oo], |—a,al ou
[—a,a],coma > 0.

a) Verificar que se g: X — R é uma funcdo par de classe C'* entdo tem lugar
uma fungdo impar de classe C* f: X — R definida por

f(z) = zg().

b) Verificar que se f: X — R é uma funcéo impar de classe C* entéo existe
uma Unica funcéo par de classe C* g: X — R tal que, paracada z € X,

f(z) = zg().

tendo-se entdo ¢(0) = f’(0). Sugestdo: Considerar a formula de Maclaurin
de ordem 0 para a fungdo f com o resto na forma de Peano e ter em conta
111.4.45.

* Ex 111.4.23 (FungBes pares de classe C*°) Seja X C R um intervalo
simétrico ndo trivial, portanto de um dos tlpos ] oo ,+oo[, ]—a,al ou
[—a,a], com a > 0 e notemos Y o intervalo | [0, /a[ ou [0,+/a]
respetivamente.

a) Verificar que se g: Y — R é um func¢do de classe C'* arbitraria entdo tem
lugar uma funcdo par de classe C* f: X — R definida por

f(a) = g(a?).

b) Verificar que se f: X — R é uma funcéo par de classe C* entdo existe
uma Unica fungdo de classe C*™ ¢: Y — R tal que, para cada z € X,

fz) = g(z?),

nomeadamente a definida por g(y) = f(\/g).

Sugestdo: Reparar que, para a fungdo g definida do modo referido, tem-se
que g é continua e, para cada y # 0,
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J(y) = 2\1/§f'(\/§)-

Ter em conta o exercicio 111.4.22 para concluir a existéncia de uma funcao
par de classe C* h: X — R com h(0) = f”(0) e, paraz # 0, h(z) = @ e
deduzir, por exemplo pela regra de Cauchy, que g é derivavel em 0 e com

1 1 1
/ L / L - _ - I
¢(0) =limg/(y) = lim Sh(/y) = 5 h(0) = 5 f(0).
Deduzir que a fungdo g: Y — R ¢ de classe C'! e seguidamente, por indugo
em p, que g é de classe C? para todo o p, e portanto de classe C*°.

Ex 111.4.24 a) Utilizar a conclusdo obtida no exercicio 111.4.23 para mostrar que
é de classe C* afuncéo f: [0, +oo[ — R definida por

f(x) = cos(y/2).

% b) Encontrar um prolongamento de classe C* a R da funcdo referida na
alinea a), prolongamento que poderemos notar também f. Mais precisa-
mente, pretende-se exprimir explicitamente os valores f(xz) com z <0
utilizando “func@es elementares” j& estudadas anteriormente. Sugestdo: Con-
siderar a série de Maclaurin da funcdo considerada em a) e procurar 0s
valores de f(x) para z < 0 de modo a obter uma fungéo de classe C*>° com a
mesma série de Maclaurin.

A

?, sex <0

fa) = {cos(\/E), sex >0

: : ' : N o
-10 10 20 30 40 50 80 ‘\-‘Tﬂ""——_.ﬁﬂ

X

85. Aplicagéo ao sentido da concavidade.

As propriedades de monotonia duma fungdo sdo propriedades que se
definem a partir da comparacdo dos valores da funcdo em dois pontos
distintos arbitrarios do seu dominio (cf. 1.4.18). A nog¢do de sentido da
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concavidade, que o estudante reconhece de forma mais ou menos
intuitiva, envolve o exame do que se passa em trés pontos distintos
arbitrarios do dominio. Para a definirmos de modo preciso serd comodo
estabelecer uma relagdo importante que envolve os valores de uma funcéo
em trés pontos distintos do seu dominio.

I11.5.1 Sejam X C R, f: X — R uma fungéo e a < b < ¢ trés pontos do domi-
nio. Os pontos do grafico de f com estes pontos como abcissas vao
determinar trés secantes ao grafico cujos declives nos interessa comparar.

f(c)
f(b)
f(a)

a b ¢

Chamaremos declive esquerdo ao da recta que passa por (a,f(a)) e
(b, f(b)), por outras palavras,

f) — f(a)
b—a '

declive direito ao da recta que passa por (b, f(b)) e (¢, f(c)), por outras
palavras,

declive esquerdo =

declive direito =

e declive total ao da recta que passa por (a, f(a)) e (c, f(c)), por outras
palavras,

fle) ~ f(@)

cC—a

declive total =

Uma relago importante entre estes trés declives é que o terceiro é a média
pesada dos dois primeiros associada aos pesos (maiores que 0 e de soma 1)
b—a c—b
t

S = y =
cC—a cC—a

(cf. 1.1.4) e consequentemente:

1) Se o declive esquerdo é igual ao declive direito entdo o declive total é
igual a estes.

2) Se o declive esquerdo é diferente do declive direito entdo o declive total
esta entre estes dois.

Dem: E imediato constatar-se que 0s pesos s e t definidos no enunciado s&o
efetivamente maiores que 0 e de soma igual a 1. O facto de ter lugar a média
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referida corresponde a igualdade

flo)=fla) _b—a fb) = fla)  c=b flc) = f(b)

c—a c—a b—a c—a c¢—b

cuja verificag@o ndo oferece dificuldade. O facto de o declive total estar entre
os declives esquerdo e direito, quando estes forem diferentes, ¢ ser igual a
ambos, quando estes forem iguais, ¢ uma consequéncia das propriedades das
médias pesadas referidas em 1.1.4. O

I11.5.2 (Comportamento de trés pontos do dominio no que respeita a conca-
vidade) Sejam X C R, f: X — R uma fungdo ¢ a < b < ¢ trés pontos do
dominio. Tendo em conta o que referimos em II1.5.1, verifica-se uma, ¢ uma
s0, das trés condigdes seguintes:

a b c [ a b c I a b G
caso 1 caso 2 caso 3

1) Os declives esquerdo, direito e total sdo todos iguais. Neste caso dizemos
que f ¢ retilinea nestes trés pontos.

2) O declive esquerdo ¢ menor que o declive total e este € menor que o decli-
ve direito. Neste caso dizemos que f curva para cima nestes trés pontos.

3) O declive esquerdo ¢ maior que o declive total e este é maior que o declive
direito. Neste caso dizemos que f curva para baixo nestes trés pontos.

As definigdes anteriores admitem uma interpretacdo geométrica que, nao
sendo essencial para o que faremos a seguir, pode ser importante para apoiar
a nossa intui¢do. Essa interpretagdo baseia-se no facto de um ponto do plano
se encontrar sobre uma reta obliqua, abaixo desta ou acima dela conforme a
sua ordenada seja igual, menor ou maior que a do ponto da reta com a mesma
abcissa. Tendo isso em conta, ¢ facil concluir que:

1’) Dizer que f é retilinea nos pontos a < b < ¢ é equivalente a fizer que os
trés pontos do grafico com abcissas a, b, ¢ estdo sobre uma mesma reta.

2") Dizer que f curva para cima nos pontos a < b < ¢ é equivalente a qual-
quer das seguintes afirmacdes: a) O ponto do grafico de abcissa b esta abaixo
da reta secante que passa pelos pontos do grafico de abcissas a ¢ c; b) O
ponto do grafico de abcissa ¢ esta acima da reta secante que passa pelos
pontos do grafico de abcissas a e b; ¢) O ponto do grafico de abcissa a esta
acima da reta secante que passa pelos pontos do grafico de abcissas b e c. 185
3’) Dizer que f curva para baixo nos pontos a < b < ¢ é equivalente a qual-

I185Nd0 é necessirio, nem talvez desejavel, conhecer de cor estas caracterizacdes; as
figuras atrds constituem mnemonicas simples para nos lembrarmos delas.
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quer das seguintes afirmacdes: a) O ponto do grafico de abcissa b esta acima
da reta secante que passa pelos pontos do grafico de abcissas a e ¢; b) O
ponto do grafico de abcissa c estd abaixo da reta secante que passa pelos
pontos do grafico de abcissas a e b; ¢) O ponto do grafico de abcissa a esta
abaixo da reta secante que passa pelos pontos do gréfico de abcissas b e c.

Estamos agora em condicfes de definir facilmente o sentido da
concavidade de uma fungdo. Tal como acontecia com a monotonia, ha
lugar para uma versdo estrita e uma versdo lata de cada uma das
definicoes.

111.5.3 (Sentido da concavidade) Sejam X C Re f: X — R uma funcéo.
a) Diz-se que f tem a concavidade estritamente voltada para cima, ou que é
estritamente convexa, se f curva para cima em quaisquer pontos a < b < ¢
de X.
b) Diz-se que f tem a concavidade voltada para cima, ou que é convexa,186
se em quaisquer pontos a < b < ¢ de X a fungdo f curva para cima ou é
retilinea.
¢) Diz-se que f tem a concavidade estritamente voltada para baixo, ou que é
estritamente cdncava, se f curva para baixo em quaisquer pontos a < b < ¢
de X.
d) Diz-se que f tem a concavidade voltada para baixo, ou que é céncava, se
em quaisquer pontos a < b < ¢ de X a funcdo f curva para baixo ou é
retilinea.
Repare-se que uma fungdo tem simultaneamente a concavidade voltada para
cima e para baixo se, e s6 se, em quaisquer pontos a < b < ¢ a fungdo é
retilinea ou seja, se, e s6 se, o grafico da fungo esta contido numa reta.187

111.5.4 (Exemplos) Nas duas figuras a seguir sugerimos duas fun¢des definidas
no intervalo [—1,3]. A primeira tem a concavidade voltada para cima, mas
ndo estritamente voltada para cima, e a sua restri¢do ao intervalo [1, 3] tem
mesmo a concavidade estritamente voltada para cima. A segunda tem a
concavidade estritamente voltada para baixo. Para reconhecermos
intuitivamente estes factos (o que é a Unica coisa que podemos fazer para
funcbes sugeridas por graficos) o mais simples € utilizarmos a interpretagéo

186As palavras “convexa” e “concava” costumam ser utilizadas apenas no caso em que o
dominio é um intervalo, hip6tese que ainda ndo estamos a fazer neste momento.

187Quem tenha algum treino l6gico constatara que, se o dominio X tiver menos que trés
elementos, qualquer fungéo é simultaneamente estritamente convexa e estritamente con-
cava mas que, afastada esta situacéo pouco interessante, uma funcéo estritamente convexa
ndo pode ser concava (nem, muito menos, estritamente concava) e uma funcéo estrita-
mente cOncava ndo pode ser convexa (nem, muito menos, estritamente convexa). Temos
aqui uma situagdo semelhante & que se podia observar sobre a monotonia: Quando o
dominio tem apenas um elemento, qualquer fungdo é ao mesmo tempo estritamente
crescente e estritamente decrescente.
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geométrica referida nas alineas 1) a 3') de 111.5.2: Por exemplo, no caso da
segunda funcéo, tudo o que temos que reparar é que, se considerarmos uma
secante ao grafico que passa por pontos de abcissas a < ¢ arbitrarias, a parte
do grafico correspondente as abcissas entre a € c estd estritamente acima
dessa secante.

Repare-se que ndo ha a priori nenhuma relacdo entre o sentido da conca-
vidade e o sentido de variagdo da funcdo: No primeiro exemplo a
concavidade estd voltada para cima e a funcdo é crescente mas no segundo
exemplo a concavidade esta voltada para baixo e a funcdo é estritamente
crescente num intervalo e estritamente decrescente noutrol88,

.5.5 (Efeito sobre o sentido da concavidade da substituicdo de uma fungdo

pela sua simétrica) Sejam X C R e f: X — R uma fun¢do e consideremos
também a fungdo —f: X — R, que a = associa — f (x). Tem-se entdo:

1) Se a fungdo f € retilinea nos pontos a < b < ¢ de X entdo o mesmo
acontece a funcdo —f.

2) Se a fungdo f curva para cima nos pontos a < b < ¢ de X entéo a funcéo
— f curva para baixo nesses pontos.

3) Se a fungdo f curva para baixo nos pontos a < b < ¢ de X entdo a fungdo
— f curva para cima nesses pontos.

Em consequéncia:

a) Se a funcdo f tem a concavidade voltada para cima (respetivamente, estri-
tamente voltada parta cima) entdo a funcdo —f tem a concavidade voltada
para baixo (respetivamente, estritamente voltada para baixo).

b) Se a fun¢do f tem a concavidade voltada para baixo (respetivamente,
estritamente voltada parta baixo) entdo a funcdo —f tem a concavidade
voltada para cima (respetivamente, estritamente voltada para cima).189

Dem: As conclusdes 1), 2) e 3) resultam de que, dados pontos a < b < ¢, 0S
declives esquerdo, direito e total da funcdo — f sdo simétricos dos declives

188Talvez ndo seja por acaso que o intervalo em que a funcdo é estritamente crescente
aparece antes daquele em que ela é estritamente decrescente. Sera capaz de encontrar uma
explicacéo para esse facto?

189Com frequéncia este resultado serd utilizado para deduzir resultados envolvendo um
dos sentidos da concavidade a partir de outros resultados ja estudados que envolvem o
sentido oposto da concavidade,
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esquerdo, direito e total da funcdo f e as conclusdes de a) e b) decorrem
imediatamente das primeiras. O

111.5.6 (Existéncia de derivadas laterais no caso da concavidade voltada para
cima) Sejam X C R, f: X — R uma fun¢do com a concavidade voltada para
cimae a € X. Tem-se entdo:

1) Afungdo X\ {a} = R, z — M é crescente, sendo mesmo estrita-
mente crescente no caso em que f tenha a concavidade estritamente voltada
para cima.

2) Se a for ponto de acumulacéo a direita de X entdo existe derivada a direita
f'(a™), finita ou igual a —oco, que é igual ao infimo dos % comz > a.
No caso em que a ndo é minimo de X, essa derivada a direita é necessa-
riamente finita (ou seja, f € derivavel a direita em a).

3) Se a for ponto de acumulacdo a esquerda de X entdo existe derivada a
esquerda f'(a"), finita ou igual a +o00, que é igual ao supremo dos [@)-/(@)

r—a
com x < a. No caso em que a ndo é maximo de X, essa derivada a esquerda
é necessariamente finita (ou seja, f é derivavel a esquerda em a).

4) Se o for simultaneamente ponto de acumulacdo a esquerda e a direita de
X, entdo f'(a”) < f'(a™), com ambos os membros finitos.
5) Se a ndo for maximo nem minimo de X, entdo f é continua em a.
Dem: Comecemos por justificar a afirmacdo em 1), ou seja que, sempre que
xz<yemX\ {a},

flx) = fla) _ fly) — f(a)

1) < ,
T—a y—a

tendo-se mesmo a correspondente desigualdade estrita no caso em que a
concavidade estd mesmo estritamente voltada para cima. Trés situacdes sdo
possiveis: a) Se x < y < a a desigualdade resulta de, na linguagem utilizada
em 111.5.1 e 111.5.2, o primeiro membro ser o declive total e o segundo ser o
declive direito; b) Se x < a <y a desigualdade resulta de, na mesma
linguagem, o primeiro membro ser o declive esquerdo e 0 segundo ser o
declive direito; ¢) Se a <z <y a desigualdade resulta de, na mesma
linguagem, o primeiro membro ser o declive esquerdo e o segundo ser o
declive total. Uma vez justificada a afirmagdo em 1), o que referimos em 2),
3) e 4) é uma mera reformulacdo das propriedades dos limites laterais de
funcbes crescentes examinadas em 1.5.38 e no seu corolario 1.5.39. A
conclusdo de 5) resulta de que, afastados os casos em que a € minimo ou
maximo de X, podemos concluir que, se a for ponto de acumulagao a direita,
resulta de 2) que a restricdo de f a X, é derivvel em a e portanto continua
nesse ponto, 0 que implica que Iimj(m) = f(a), e que, se a for ponto de
T—a

acumulagdo a esquerda, resulta de 3) que a restri¢do de f a X<, é derivavel
em a e portanto continua nesse ponto, o que implica que lim f(z) = f(a). O
r—a~
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111.5.7 (Exemplo) Sugerimos a seguir o grafico de uma fungdo com a concavi-
dade voltada para cima (mesmo estritamente voltada para cima), definida no
intervalo [0, 3], que apresenta alguns dos “maus comportamentos” que néo
sdo “proibidos” pela propriedade precedente: Ela € continua, mas tem
derivada & direita —oo na extremidade esquerda 0 do intervalo, ndo é
continua na extremidade direita 3 do intervalo e no ponto interior % tem

derivadas laterais distintas.

5/2

12 1 3

111.5.8 (Existéncia de derivadas laterais no caso da concavidade voltada para
baixo) Sejam X C R, f: X — R uma funcdo com a concavidade voltada
para baixo e a € X. Tem-se entdo:

1) Afungdo X\ {a} = R, z w é decrescente, sendo mesmo estri-
tamente decrescente no caso em que f tenha a concavidade estritamente
voltada para baixo.

2) Se a for ponto de acumulacéo a direita de X entéo existe derivada a direita
f'(a™), finita ou igual a +oo, que é igual ao supremo dos W com
x > a. No caso em que ¢ ndo é minimo de X, essa derivada a direita é
necessariamente finita (ou seja, f é derivavel a direita em a).

3) Se a for ponto de acumulagdo a esquerda de X entdo existe derivada a
esquerda f’'(a™), finita ou igual a —oo, que é igual ao infimo dos w
com z < a. No caso em que a ndo € maximo de X, essa derivada a esquerda
é necessariamente finita (ou seja, f é derivavel a esquerda em a).

4) Se o for simultaneamente ponto de acumulacdo a esquerda e a direita de
X, entdo f'(a”) > f'(a™), com ambos os membros finitos.

5) Se a ndo for madximo nem minimo de X, entdo f é continua em a.

Dem: Este resultado admite uma demonstracédo analoga a de 111.5.6 ou, alter-
nativamente, resulta de aplicar o resultado referido a funcdo — f, que, tendo
em conta I11.5.5, tem a concavidade voltada para cima. O

A partir de agora vamos restringir o nosso estudo ao caso em que a funcéo
tem como dominio um intervalo ndo trivial. Essa restricdo tem nalguns
casos como Unico objetivo a simplificacdo dos enunciados (ndo é neces-
sario explicitar que pontos do dominio sdo pontos de acumulagdo a
esquerda ou a direita deste) e é noutros casos essencial, por exemplo
quando tivermos que aplicar o teorema de Lagrange,
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111.5.9 (Propriedades das derivadas no caso da concavidade voltada para
cima) Sejam X C R um intervalo ndo trivial e f: X — R uma fungdo com a
concavidade voltada par cima (respetivamente, estritamente voltada para
cima). Tem-se entdo:
1)Sea < bem X, vem f'(a™) < f'(b7) (respetivamente, f'(a™) < f'(b7)).
2) Em particular, se a fungdo f for derivavel, entdo a funcdo f: X — R é
crescente (respetivamente, estritamente crescente).

3) Em particular, se f for 2 vezes derivavel num ponto a € X, entdo
f"(a) > 0.190

Dem: Para justificarmos a afirmagdo em 1) comegamos por notar que a
existéncia das derivadas laterais referidas decorre de I111.5.6, que nos
caracteriza mesmo essas derivadas laterais como um infimo e um supremo,
respetivamente. Fixando um ponto x entre a e b, a caracterizagdo referida
dessa derivadas laterais garante que

flaty < LD 1@ O = f@) _ @) = FO)

r—a b—u r—>b

onde a segunda desigualdade é estrita no caso em que a concavidade esta
estritamente voltada para cima. A conclusdo de 2) é uma consequéncia
imediata da de 1) e a de 3) resulta do fecto de uma funcdo crescente ter
derivada maior ou gual a 0 em qualquer ponto em que seja derivavel. O

111.5.10 (Propriedades das derivadas no caso da concavidade voltada para
baixo) Sejam X C R um intervalo ndo trivial e f: X — R uma fun¢do com a
concavidade voltada par baixo (respetivamente, estritamente voltada para
baixo). Tem-se entdo:
1)Sea < bem X, vem f'(a™) > f'(b™) (respetivamente, f'(a™) > f'(b7)).
2) Em particular, se a fungdo f for derivavel, entdo a fungdo f: X — R é
decrescente (respetivamente, estritamente decrescente).

3) Em particular, se f for 2 vezes derivavel num ponto a € X, entéo
f'(a) <0.

Dem: Este resultado admite uma demonstracdo analoga a de 111.5.9 ou, alter-
nativamente, resulta de aplicar esse resultado a funcdo — f, que tem a conca-
vidade voltada para cima (respetivamente, estritamente voltada para cima). [I

111.5.11 (Condic¢Bes que implicam a concavidade voltada para cima) Seja
X C R um intervalo ndo trivial e notemos int(X) o intervalo constituido
pelos pontos interiores19l, isto ¢, aquele que se obtém de X retirando-lhe as
extremidades.

190Note-se que, mesmo que f tenha a concavidade estritamente voltada para cima, nio se
pode concluir que f”(a) tenha que ser maior que 0. Trata-se de um fenémeno analogo
aquele que verifichmos com as fungdes estritamente crescentes, as quais podem ter
derivada nula nalguns pontos.

191Trata-se de um caso particular da nogio de interior de um conjunto arbitrario que no
examinamos neste curso.
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1) Se f: X — R é uma funcéo continua, derivavel nos pontos interiores de X
e tal que a funclo f’:int(X) — R seja crescente (respetivamente, estrita-
mente crescente), entdo a funcdo f tem a concavidade voltada para cima
(respetivamente, estritamente voltada para cima).

2) Se f: X — R € uma funcéo continua cuja restri¢do a int(X) seja 2 vezes
derivavel e tal que, para cada z € int(X), f”(x)> 0 (respetivamente,
f"(x) > 0)192 entdo a funcdo f tem a concavidade voltada para cima
(respetivamente, estritamente voltada para cima).

Dem: Suponhamos que f verifica a hipotese em 1). Sejama < b < c em X.
Tendo em conta o teorema de Lagrange (cf. 111.2.7) podemos considerar x
entre a e b e y entre b e ¢ tais que

f(®) — f(a)
b—a

fle) = f(b)

=W

~ (@),

Em particular, = e y sdo interiores a X e x < y e portanto, pela hipdtese
feita, tem-se

fb) = f(a) _ fle) = f(b)
b—a - c—b '’

a desigualdade sendo estrita no caso em que f’:int(X) — R é mesmo
estritamente crescente. Relativamente a 2), tudo o que temos que notar é que
o facto de a restri¢do de f a int(X) ter segunda derivada maior ou igual a 0
(respetivamente, maior que 0) em cada ponto impliva que a primeira derivada
desta restricdo é crescente (respetivamente, estritamente crescente). O

111.5.12 (Condi¢bes que implicam a concavidade voltada para baixo) Seja
X C R um intervalo ndo trivial e notemos int(X) o intervalo constituido
pelos pontos interiores, isto é, aquele que se obtém de X retirando-lhe as
extremidades.

1) Se f: X — R é uma funcdo continua, derivavel nos pontos interiores de X
e tal que a funcdo f’:int(X) — R seja decrescente (respetivamente, estrita-
mente decrescente), entdo a fungdo f tem a concavidade voltada para baixo
(respetivamente, estritamente voltada para baixo).

2) Se f: X — R é uma funcdo continua cuja restricdo a int(X) seja 2 vezes
derivavel e tal que, para cada z € int(X), f”(x) <0 (respetivamente,
f"(xz) < 0)193, entdo a fungdo f tem a concavidade voltada para baixo
(respetivamente, estritamente voltada para baixo).

Dem: Como em casos anteriores, a demonstracao deste resultado é analoga a

192Estamos a fazer o abuso de notar f”(x) a segunda derivada da restrigdo de f e ndo de
f, uma vez que esta Gltima poderd ndo estar definida de acordo com a definicdo que
estamos a utilizar.
193Estamos a fazer o abuso de notar f”(x) a segunda derivada da restrigio de f e néo de
f, uma vez que esta Gltima podera ndo estar definida de acordo com a defini¢cdo que
estamos a utilizar.



302 Cap. I1l. Derivadas e aplicacOes

de 111.5.11 ou, alternativamente, pode ser feita por aplicagdo do resultado
referido a funcéo — f. O

[115.13 (Exemplo) A fungdo f:[0,4+00[ — R definida por f(z)=/z, &
continua e, embora ndo seja derivavel em 0, é derivavel em cada
x €]0,+oco] e com f'(z) = L

2\/x"

Constatamos assim que a derivada é estritamente decrescente em ]0, +o0]
pelo que podemos concluir que a funcdo f tem a concavidade estritamente
voltada para baixo. Repare-se que, tal como € implicado por 111.5.8, a funcéo
f, apesar de ndo ser derivavel em 0 (isto é, ndo ter ai derivada finita) tem
derivada infinita nesse ponto: f'(0) = +oc.

Os resultados precedentes permitem-nos estabelecer o sentido da concavi-
dade de uma funcéo cujo dominio é um intervalo a partir do estudo das
suas derivadas nos pontos interiores, s6 sendo necessario admitir, relativa-
mente as extremidades, a sua continuidade nesses pontos. No entanto,
para uma fungdo como, por exemplo, a definida em R por

M sexr <
f(m)—{l.zf s

3 sexr >

1

[T I

em no ponto £ interior ao dominio as derivadas laterais sdo diferentes, ndo
temos ainda nenhum resultado que nos permita concluir que a concavi-
dade estd estritamente voltada para cima, como a nossa intuicdo nos
parece indicar. Apresentamos a seguir dois resultados que nos permitem
lidar com situagdes deste tipo, um para cada sentido da concavidade.
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111.5.14 (Convexidade por partes) Sejam X C R um intervalo e w um ponto
interior a X e consideremos os intervalos X<, e X, constituidos
respetivamente pelos x € X com = < w e por aqueles com z > w. Seja
f:+ X — R uma funcéo cuja restrices a X<, € a X>,, tenham a concavidade
voltada para cima (respetivamente, estritamente voltada para cima) e tal que
f(w™) < f'(w*).194 Podemos entdo concluir que f tem a concavidade
voltada para cima (respetivamente, estritamente voltada para cima).

Dem: Consideremos a < b < ¢ arbitrarios em X. Por hip6tese, se os trés
pontos pertencerem a um mesmo dos intervalos X<, e X-,,, sabemos que f
curva para cima ou € retilinea (respetivamente, curva para cima) nesses
pontos. Resta-nos assim examinar 0 que se passa quando isso ndo suceder,
isto é, quando a < w < c¢. Tratemos separadamente as diferentes hipoteses
possiveis sobre a relacdo entre w e b:

1) Examinemos o caso em que b = w. Tendo em conta a caraterizacdo das
derivadas laterais f'(w~) e f’(w') como um supremo e como um infimo,
respetivamente, vem

f(b) B f(a) — f(a) B f(b) < f/(b—) S f/(b+) S f(C) B f(b)

b—a a—b c—b '’
0 que mostra que f curva para cima ou é retilinia nos pontos a < b < ¢ (0
declive esquerdo é menor ou igual ao declive direito). No caso em que as
restricbes curvam estritamente para cima, as desiguladades anteriores nédo
chegam para afastar a possibilidade de f ser retilinea nos pontos considerada
mas ja o conseguimos fazer considerando um ponto auxiliar = com
a < x < b e reparando entdo que

fO) = fla) _ f(b) = f(z) _ fle) = F(b)
b—a b—=x - c—=b '

onde a primeira desigualdade é a desigualdade entre o declive total e o
declive direito relativa aos pontos a < z < b de X, e a segunda é a que ja
provamos com 0s pontos 2 < b < ¢ no lugar dos pontos a < b < c.

2) Examinemos 0 caso em que b < w. Vem

f) = fla) _ fw) = fla) _ flc) = f(a)

b—a - w—a - c—a

onde a primeira desigualdade resulta de f curvar para cima nos pontos
a < b < wde X<, (0 declive esquerdo é menor ou igual ao declive total) e a
segunda desigualdade resulta do caso estudado em 1), aplicado aos pontos
a < w < ¢ (o declive esquerdo é menor ou igual ao declive total) e podemos
garantir que a primeira desigualdade é mesmo estrita no caso em que a
restricdo de f a X<, tem mesmo a concavidade estritamente voltada para

194 existéncia destas derivadas laterais, a primeira finita ou 4-oo e a segunda finita ou
—00, encontra-se assegurada pelas propriedades estabelecidas em 111.5.6. A desigualdade
gue estamos a tomar como hipotese implica que elas sdo ambas finitas.
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cima. A relagdo estabelecida entre os declives esquerdo e total relativos aos
pontos a < b < ¢ mostra assim que f curva para cima (respetivamente,
estritamente para cima) nestes pontos.

3) Examinemos o caso em que w < b. Vem

fle) = fla) _ fle) = fw) _ f(c) = f(b)

c—a - c—w - c—b

onde a segunda desigualdade resulta de f curvar para cima nos pontos
w < b < cde X5, (0declive total € menor ou igual ao declive direito) e a
primeira desigualdade resulta do caso estudado em 1), aplicado aos pontos
a < w < ¢ (0 declive total é menor ou igual ao declive direito) e podemos
garantir que a segunda desigualdade ¢ mesmo estrita no caso em que a
restricdo de f a X, tem mesmo a concavidade estritamente voltada para
cima. A relaclo estabelecida entre os declives total e direito relativos aos
pontos a < b < ¢ mostra assim que f curva para cima (respetivamente,
estritamente para cima) nestes pontos. O

111.5.15 (Nota) Repare-se que para a validade do resultado precedente foi
essencial a condigdo de se ter f'(w™) < f'(w"), como alias é evidente pela
conclusdo da alinea 4) de 111.5.6. Por exemplo a fun¢do f:R — R definida
por

o) — 332—% sex <1

r—2)?—14, sex>1

ndo tem a concavidade voltada para cima, embora isso aconteca as suas
restri¢des aos intervalos |—oo, 1] e [1, +oo.

111.5.16 (Concavidade por partes) Sejam X C R um intervalo e w um ponto
interior a X e consideremos os intervalos X<, e X, constituidos
respetivamente pelos x € X com x < w e por aqueles com = > w. Seja
f: X — R uma fungéo cuja restrigdes a X, e a X, tenham a concavidade
voltada para baixo (respetivamente, estritamente voltada para baixo) e tal que
f(w™) > f'(w*).195 Podemos entdo concluir que f tem a concavidade
voltada para baixo (respetivamente, estritamente voltada para baixo).

195 existéncia destas derivadas laterais, a primeira finita ou —oo e a segunda finita ou
+00, encontra-se assegurada pelas propriedades estabelecidas em 111.5.8. A desigualdade
gue estamos a tomar como hipotese implica que elas sdo ambas finitas.
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Dem: Este resultado admite uma justificacdo anéloga a apresentada para
111.5.14 ou, alternativamente, resulta de aplicar esse resultado a funcéo
- X—>R O

111.5.17 (Pontos de inflexdo) Sejam X C R um intervalo, f: X — R uma
fungdo e w um ponto interior a X. Vamos dizer que f tem no ponto w um
ponto de inflexdo absoluto se a restricdo de f a um dos intervalos X<, e
X, tiver a concavidade estritamente voltada para cima e a restricdo de f ao
outro tiver a concavidade estritamente voltada para baixo.196

Mais geralmente, diz-se que f tem no ponto w um ponto de inflexao relativo,
ou simplesmente um ponto de inflexdo, se existir um intervalo Y C X, tendo
w como ponto interior, tal que a restricdo de f a Y tenha em w um ponto de
inflexdo absoluto.

Repare-se no paralelo com os extremos de uma funcdo f: X — R cujo

198pito de forma mais rapida, mas menos precisa, f deve mudar em w o sentido da
concavidade. Note-se que também se poderia ter apresentado uma versao lata desta con-
ceito (omitindo o advérbio “estritamente” na definicdo) mas ndo nos parece util aprofun-
dar mais esta questdo: A versdo estrita parece-nos ser a que esta mais de acordo com a
utilizagdo comum deste conceito.
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dominio ndo terd que ser um intervalo: Depois da definicdo global do que é
um ponto de X onde f atinge um maximo ou um minimo absoluto, diz-se,
mais geralmente, que f atinge num ponto um méximo ou minimo relativo se
a sua restricdo a uma subconjunto “conveniente” Y atinge nesse ponto um
maximo ou minimo absoluto. Neste caso, “conveniente” pode ser explicado
de varias maneiras equivalentes, por exemplo o ponto em questdo ndo deve
ser aderente ao conjunto X \'Y dos pontos do dominio que estdo a ser
ignorados. A diferenca mais marcante é que, quando se fala simplesmente de
maximo ou minimo é a nocao absoluta que estd implicita, ao contrario do que
acontece com os pontos de inflexdo em que é a situagdo relativa que se
considera implicita.

111.5.18 (Nota) A definicdo que demos de ponto de inflexdo absoluto (e,
consequentemente, também de ponto de inflexdo relativo) ndo é a Unica
possivel mas tem sobre a outra cuja utilizacdo é mais frequente (e que
corresponde a propriedade que examinaremos adiante na alinea c) de
111.5.20) a vantagem de néo exigir a derivabilidade da fungdo no ponto que se
esta a considerar. Por exemplo, a funcdo f: R — R definida por

f(x):{_x’ sex <

I NI

2’ -1 sex>

1o 15
X

tem um ponto de inflexdo absoluto no ponto % no sentido que estamos a

considerar, o que podera eventualmente chocar quem esteja habituado a uti-
lizar a outra definicdo (note-se que f ndo é derivavel no ponto %).

111.5.19 (Pontos de inflexdo e derivadas) Sejam X C R um intervalo ndo
trivial, f: X — R uma funcéo derivavel e w um ponto interior a X. Tendo
em conta o que foi referido em 111.5.9, 111.5.10, 111.5.11 e 111.5.12, podemos
dizer que f tem em w um ponto de inflexdo absoluto se, e s6 se, das
restricdes de f aos intervalos X<, e X>,, uma é estritamente crescente e
outra é estritamente decrescente. Em particular, podemos dizer que:

1) Se f é 2 vezes derivavel num ponto w e se w é um ponto de inflexdo
absoluto, entdo f”(w) = 0 (e portanto 0 mesmo acontece se w for um ponto
de inflexdo relativo).

2) Se f for 2 vezes derivavel e a segunda derivada f”: X — R for estrita-
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mente positiva num dos intervalos X., e X., e estritamente negativa no
outro, entdo w é um ponto de inflexdo absoluto de f.

Os dois resultados seguintes mostram que o sentido da concavidade, no
caso das fungGes derivaveis, pode ser também caracterizado pela analise
da posicéo relativa do grafico da funcéo e das retas tangentes a este.

111.5.20 (Sentido da concavidade e posi¢édo do grafico relativamente a reta
tangente) Sejam X C R um intervalo ndo trivial e f: X — R uma funcéo
derivavel num ponto w € X. Tem-se entdo:

a) Se f tem a concavidade voltada para cima (respetivamente estritamente
voltada para cima) entéo, para cada x # w em X,

f(z) > f(w) + f(w)(x —w) no caso geral,
f(x) > f(w) + f'(w)(z —w) no caso estrito,197
por outras palavras, geometricamente, a parte do gréfico de f correspondente

aos pontos de abcissa = # w fica acima (respetivamente estritamente acima)
da reta tangente ao grafico no ponto de abcissa w.

2 04 06 08 10 12 14
X

b) Se f tem a concavidade voltada para baixo (respetivamente estritamente
voltada para baixo) entdo, para cada = # w em X,

f(z) < f(w) + f'(w)(z —w) no caso geral,
f(x) < f(w) + f'(w)(z —w) no caso estrito,198
por outras palavras, geometricamente, a parte do gréafico de f correspondente

aos pontos de abcissa x # w fica abaixo (respetivamente estritamente
abaixo) da reta tangente ao grafico no ponto de abcissa w.

197Repare-se que no caso em que = = w 0s dois membros sdo sempre trivialmente iguais.
198Repare-se que no caso em que = = w 0s dois membros sdo sempre trivialmente iguais.
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0402 02 04 06 038 1 13\<
02 x
04

c) Se w é interior ao intervalo X e f tem um ponto de inflexdo absoluto em
w, entdo verifica-se um dos seguintes pares de condicGes

{f($)<f(w)+f'(w)(x—w), sex < w,
f(@) > f(w) + fl(w)(z —w), sez>w,
{f(l‘)>f(w)+f'(w)($—w)7 ser < w,

f(@) < f(w) + fl(w)(z —w), sex>w,

por outras palavras, geometricamente, a parte do grafico de f correspondente
aos pontos de abcissa = < w fica estritamente de um dos lados da reta
tangente ao grafico no ponto de abcissa w e a parte do grafico de f
correspondente aos pontos de abcissa x > w fica estritamente do outro lado
dessa reta.

v ok

08T

06T

04T

2T

-1.0 -0.8 06 -0.4 -0.2
02T

-04 71

-08 T

08T

-10-+

Dem: a) Comecemos por supor que = > w. Tendo em conta a caracterizagdo
de f'(w) = f'(w") naalinea 2) de 111.5.6, tem-se

fz) = f(w)

fl(w) <

e a alinea 1) do mesmo resultado mostra-nos que, no caso da concavidade
estritamente voltada para cima, tomando y em Jw, x[, tem-se mesmo
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< W= T@) _ J@) = fw)

Yy—w r—w
desigualdades que, por ser = —w > 0, implicam as desigualdades enun-
ciadas. Suponhamos agora que = < w. Tendo em conta a caracterizagéo de
f'(w) = f'(w™) naalinea 3) de 111.5.6, tem-se

f(z) — f(w)

Tr—w

< f'(w)

e a alinea 1) do mesmo resultado mostra-nos que, no caso da concavidade
estritamente voltada para cima, tomando y em ]z, w|, tem-se mesmo
J@) = fw) @) =S

T —w y—w

desigualdades que, por ser z —w < 0, implicam mais uma vez as desi-
gualdades enunciadas.

b) A concluséo desta alinea admite uma justificacdo analoga a dada para a
alinea a), aplicando agora 111.5.8 em vez de I11.5.6, ou alternativamente,
resulta de aplicar a concluséo de a) a fungdo — f: X — R.

¢) Tendo em conta a definicdo dos pontos de inflexdo absolutos, a conclusdo
desta alinea resulta diretamente das conclusées de a) e b). O

111.5.21 (Das tangentes para o sentido da concavidade) Sejam X C R um
intervalo ndo trivial e f: X — R uma funcéo continua e derivavel em todos
0s pontos interiores.

a) Se, para cada par de pontos w, = interiores a X,

f@) = fw) + f'(w)(z — w)
(respetivamente
f@) > f(w) + f'(w)(z —w)),

entdo f tem a concavidade voltada para cima (respetivamente, estritamente
voltada para cima).
b) Se, para cada par de pontos w, x interiores a X,

f@) < flw) + f'(w)(z — w)
(respetivamente,
fl@) < f(w) + fl(w)(z —w)),

entdo f tem a concavidade voltada para baixo (respetivamente, estritamente
voltada para baixo).

Dem: a) Vamos utilizar a condicdo que implica a convexidade
(respetivamente convexidade estrita) na alinea 1) de I11.5.11. Sejam entdo
w < z Nno interior de X e reparemos que, aplicando a nossa hipotese duas
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vezes, se obtém
f(z) = f(w) + f(w)(z — w),
fw) = f(z) + f(2)(w - 2),
e portanto, reparando que w — z < 0,

zZ—w w—z

onde as desigualdades sdo estritas no caso em que na hipétese a desigualdade
seja estrita. Fica assim provado que a derivada da restricdo de f ao interior
de X é crescente (respetivamente, estritamente crescente).
b) A demonstracdo de b) pode ser obtida por adaptacéo trivial da apresentada
para a) ou, alternativamente, resulta de aplicar a conclusdo de a) a funcéao
—f. O
111.5.22 (Nota) Pelo contrario, uma funcdo derivavel f que verifique, para um
certo w interior ao dominio, a condicdo na alinea c) de 111.5.20 ndo tem

necessariamente um ponto de inflexdo, nem sequer local, nesse ponto. Um
contraexemplo pode ser dado pela funcdo f: R — R definida por

fla) = {x|ac| (24sen(l), sex#0

0, sex =0

e pelo ponto w = 0 cujo grafico sugerimos a seguir

=010 -0.04 .04 04 -0.02 0.02 0.04 006 008 0.10 012 0.14 0.16 018 020 022 024 026 028 030
x
002

<0620 0.015  -0.010  -0.005 f 0.005 000 0015 0020 0.025 0.030 0035 0040  0.045 0.050 0055  0.060
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Exercicios

Ex I11.5.1 Para cada uma das funcbes seguintes, determinar intervalos
maximais99 onde elas tenham a concavidade voltada para cima ou voltada
para baixo e identificar os pontos de inflexao.

a) 2% +z,onde z € R;

b) 22° — 322, onde = € R;
c) sen(x), x € [0, 27];

d) 2%, z € 10, +o0f;

) ltan(x)|, z € -3, 7[;
f) |2* — 32|, 7 € R.

Ex 111.5.2 Verificar que a fungdo f:R — R definida por f(z) = |z| tem a
concavidade voltada para cima.

Ex 111.5.3 (Pergunta aparecida em prova de avaliacdo) Considerar a fungéo
f:R — R definida por

flz) = zel ™
a) Verificar que "T f(z)=0e lim f(z)=0.

b) Estudar f no que respeita a monotonia, extremos e sentido de concavi-
dade.
c) Determinar o contradominio C de f. Justificar que existem exactamente
duas solugdes da equagdo f(z) = 1.

Ex 111.5.4 (Pergunta aparecida em prova de avalia¢do) Determinar o sentido
da concavidade da funcdo f:[0,7] — R, f(x)=sen(z), e utilizar a
caracterizagdo do sentido da concavidade através dos declives das secantes

para deduzir que, se 0 < = < 7, entdo senz) - 2

Ex I11.5.5 Sejam X C R um intervalo, w um ponto interior de X e f: X — R

uma funcdo 3 vezes derivavel em w e tal que f"(w) =0 e f"(w) #0.
Mostrar que f tem no ponto w um ponto de inflexao relativo.

* Ex 111.5.6 Seja g: R — R uma func¢éo com a concavidade voltada para cima e
ndo constante. Justificar que, pelo menos um dos dois limites Iir+n g(x) e
Tr—+00

lim g(x) existe e é igual a +o0o. Dar um exemplo (se se quiser, apenas
Tr——00

199Um intervalo maximal com uma dada propriedade é um intervalo que nio esta
estritamente contido em nenhum outro com a mesma propriedade. Por exemplo, aquilo
que usualmente se designa por intervalos de monotonia de uma fungéo sdo os intervalos
maximais em que ela é crescente ou € decrescente.
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sugerido graficamente) em que apenas um daqueles limites é +oc.

Sugestdo: Considerar a < b com f(a) # f(b) e examinar separadamente o
que acontece em cada um dos casos f(a) < f(b) e f(a) > f(b), utilizando a
caracterizagdo do sentido da concavidade pelos declives das secantes ao
grafico.

% Ex 111.5.7 Sejam ]a, b C R um intervalo aberto, ndo vazio, com extremidades
finitas ou infinitas, e f:]a,b[ — R uma fun¢do com a concavidade voltada
para cima.

a) Mostrar que se a funcdo f ndo é decrescente entdo existe ¢ € R tal que a
restri¢do de f a [c, b[ seja crescente.
b) Deduzir de a) que existe necessariamente o limite ILm}) f(x), que pode ser

finito, 400 ou —oo. Mostrar que, no caso em que b < +oo, 0 limite ndo pode
ser —oo (embora possa ser +00).
¢) Supondo que b < +oo e que existe limite finito I'imb f(z) = B, mostrar

que f pode ser prolongada a Ja, b] como funcéo convexa e descobrir quais 0s
valores que se pode dar a f(b) para obter um tal prolongamento.

% Ex 111.5.8 (Comparar com a alinea 4) de 111.5.6 e a alinea 1) de 111.5.9)
Sejam X C R um intervalo ndo trivial e f: X — R uma fungéo continua tal
que:

1) Qualquer que seja a interior a X, f tem derivadas laterais em a €
fa™) < f'(a");

2) Quaisquer que sejam a < b no interior de X, f'(a™) < f'(b™) (respe-
tivamente, f'(a™) < f'(b7)).

Mostrar que f tem a concavidade voltada para cima (respetivamente, estrita-
mente voltada para cima). Enunciar condigBes analogas que impliquem o
sentido contrarios para a concavidade. Sugestdo: Dados a < b < ¢ em X,
utilizar a versdo incrementada do teorema de Lagrange no exercicio 111.2.1
para comparar os declives esquerdo e direito.

Ex 111.5.9 Sejam X C R um intervalo e f: X — R uma funcdo. Sejam a < c em
Xes, t>0coms-+t=1celembremos que a média pesada sa + tc verifica
as desigualdades

a<sa+tc<c

(cf. 1.1.4).
a) Mostrar que f é retilinea nos pontos a < sa + te < ¢ (cf. 111.5.2) se, e s6
se,

flsa+tc) =sf(a)+tf(c).
b) Mostrar que f curva para cima nos pontos a < sa + tc < c se, e S0 se,

flsa+tc) < sf(a) +tf(c).
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¢) Mostrar que f curva para baixo nos pontos a < sa + tc < ¢ se, € S0 Se,

flsa+tc) > sf(a)+tf(c).

111.5.10 (Médias pesadas e sentido da concavidade) Sejam X C R um
intervalo e f: X — R uma funcéo. Lembrando a conclusdo do exercicio
1.1.2, deduzir do exercicio 111.5.9 que:

a) A funcéo f tem a concavidade estritamente voltada para cima se, e s0 se,
quaisquer que sejama #Acem X es,t >0coms+t =1,

f(sa+tc) < sf(a)+tf(c).200

b) A funcdo f tem a concavidade voltada para cima se, e s se, quaisquer que
sejama #AcemXes,t >0coms+t =1,

f(sa+tc) < sf(a) +1f(c).

Reparar que se a = c esta desigualdade é sempre vélida, como igualdade.
c) A funcdo f tem a concavidade estritamente voltada para baixo se, e s0 se,
quaisquer que sejama # cem X e s, t >0coms+t =1,

flsa+tc) > sf(a)+tf(c).

d) A funcdo f tem a concavidade voltada para baixo se, e s6 se, quaisquer
quesejama #cem X es,t >0coms+t =1,

f(sa+tc) = sf(a) +tf(c).
Reparar que se a = c esta desigualdade é sempre valida, como igualdade.

Ex 111.5.11 (Médias pesadas de n reais) Dado um ndmero natural n > 2,
chamamos sequéncia de n pesos a uma sequéncia de n reais s, s, ..., Sy
maiores que 0 e tais que s; + so + --- + s, = 1. Dada uma tal sequéncia e
dados n reais xi,x9,...,x,, Chama-se média aritmética pesada, ou
simplesmente média pesada destes Gltimos, associada a sequéncia de pesos,
ao numero real

8121 + Saxa + -+ - + STy

(repare-se que, se m = 2, reencontramos a nogdo de média pesada de dois
reais examinada em 1.1.4).

a) Verificar que, no caso em que n > 3, a média pesada atras referida é igual
a média pesada, com os dois pesos s, € 1 — s, entre x,, e a média pesada
dos n — 1 reais x4, ..., x, 1, esta Gltima com os pesos lj‘lsn ey 1“;51

b) Utilizar a conclusdo de a) para mostrar, por inducdo, que, se X é um inter-
valo e os reais x1,xo,...,x, pertencem a X, entdo qualquer média pesada
destes reais pertence a X.

200Reparar que é indiferente examinar 0s pontos a, c COM a < ¢ OU COM @ # ¢, UMma vez
que a média de a e ¢ com 0s pesos s e ¢ coincide com a média de ¢ e a com 0S pesos ¢ € s.
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c¢) Generalizar a conclusdo do exercicio 111.5.10, mostrando que, se X é um
intervalo e f: X — R é uma funcdo com a concavidade voltada para cima,
entdo, dados elementos zi,...,x, e uma sequéncia de n pesos sy, ..., Sy,
tem-se

f(s1x1+ -+ spxn) < sif(x) + -+ spf(xn),
tendo-se mesmo
f(slxl + -+ Snl‘n) < Slf(xl) + -+ Snf(£n);

no caso em que f tem a concavidade estritamente voltada para cima e 0s
pontos x4, ..., x, ndo sdo todos iguais.

d) Enunciar e justificar a conclusdo correspondente a da alinea ¢) para o caso
de uma funcdo f: X — R com a concavidade voltada para baixo.

* Ex 111.5.12 (Médias geométricas pesadas de n reais positivos) Dada uma
sequéncia de n pesos si, S2,...,s, € dados n nlmeros reais yi,ys, ..., Y
maiores que 0, chama-se média geométrica pesada deste Ultimos ao nimero
real maior que 0

Yt X Ys' X Xy

(reparar que a média geométrica de dois reais positivos, definida no exercicio
1.1.18, é o caso particular em que temos dois ndmeros e dois pesos reais
iguais, portanto ambos iguais a %). Generalizando a conclusdo obtida no

exercicio referido, mostrar que se tem sempre

S1

Y1

Sn
n

Xy’ X e Xyt < s1y1 4 Soyp + 0+ Sl

(a média geométrica pesada € menor ou igual a correspondente média
aritmética pesada) e que os dois membros sdo iguais se, e s6 se, 0s nimeros
positivos y1, ys, - .., Yy, S0 todos iguais. Sugestdo: Utilizar a conclusdo do
exercicio 111.5.11, verificando que a fungdo exponencial exp:R — R,
exp(z) = e”, tem a concavidade estritamente voltada para cima e conside-
rando reais 1, zs, ..., T, tais que y; = e".
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CAPITULO IV
Somatarios finitos e infinitos

§1. Somatoérios finitos de nimeros reais.

J& encontramos anteriormente a notagdo de somatério para designar a
soma de uma sequéncia finita de nimeros reais. Por exemplo, se tivermos

4
nimeros reais u;, para cada natural j entre 1 e 4, 0 somatorio » u;

j=1
designa a soma

((ug + ug) + ug) + ug,

onde, ao contrario do que é habitual, utilizdmos parénteses para sublinhar
a ordem pela qual as operacoes foram feitas. Se, em vez de o indice j
variar entre 1 e 4, ele variar entre 1 e um nimero natural n, que ndo

n

explicitamos, o somatério ) u; tem um significado anélogo, mas néo é
=1

facil explicitar esse significado sem utilizar o simbolo “...”. Um modo de

contornar essa incomodidade parte da observagdo que, por exemplo no
4 3

caso concreto apresentado no inicio, tem-se Y u; = (3" u;) + uy. Pode
j=1 =1

n

entdo dar-se uma definigéo recursiva do significado de > u; quando para
J=1

cada natural j entre 1 e n temos um ndmero real u;: Comegamos por

1
explicitar que > w; significa naturalmente u; e, em seguida, supomos que
J=1

p
para um certo p < n ja sabemos o que é Z} u; e definimos entéo
iz

p+1

p
Zu]' = (Z U]‘) =+ up+1.
j=1 j=1

Em vérias situagBes é Gtil extender a notacdo de somatério de modo a
somar familias finitas de n(meros reais «; em que o indice j, em vez de
referir um nimero natural entre 1 e n, refere um elemento de um certo
conjunto finito J de indices que ndo tem que ser constituido por nimeros
nem ter uma ordenagdo preferencial e que, por comodidade, até admi-
timos que possa ser vazio. E o que faremos em seguida, sublinhando
desde ja que isso s6 é possivel porque a operagdo + que estd em jogo €
comutativa, associativa e tem elemento neutro (nomeadamente 0). Para
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um estudo mais aprofundado, e com muitos exemplos concretos, dos
somatdrios finitos, remetemos o leitor para o capitulo 2 de [1].

IV.1.1 Seja J um conjunto finito de indices com n elementos (que até pode ser
vazio) e seja «; um namero real para cada j € J (dizemos entéo que (z;) e
¢ uma familia de nimeros reais indexada em .J). Vamos definir o somatorio
(ou soma20) $"x; definindo simultaneamente para todos os subconjuntos

jed
finitos I C J as “somas parciais” ) ;. Para isso provaremos que h& uma
jel
Unica maneira de associar um nimero real a cada “soma parcial” ) xz; de

Jel
modo a que se verifiguem modo que se verifiquem as seguintes propriedades
“naturais” que para nds serdo essenciais:

1)) 2;=0;

e

2) Sempre que jjy € 1, Z:ﬂj = ( Z wj) + zjo.
jel Jel\{jo}

A “soma total” )" x; que pretendemos definir é entdo simplesmente uma das
jeJ
somas parciais determinadas pela condicéo referida.
Dem: A ideia é provar, por indugdo no inteiro p > 0, que ha uma Unica
maneira de associar a cada parte I de .J com um nimero de elementos menor
ou igual a p um ndimero real > z; de modo a que as propriedades 1) e 2)
jel
sejam verificadas. Para p = 0 isso é certamente verdade: A solugdo Unica é
definir ) "x; = 0, como determina a propriedade 1). Suponhamos entéo que,
€0
para um certo p < n a afirmacdo que referimos é verdadeira. O que temos
que provar é que existe uma Unica maneira de definir para cada parte I com
p+ 1 elementos a soma )z, de modo que, juntamente com as somas que ja
jel
estdo bem definidas pela hipotese de inducdo, as propriedades 1) e 2) conti-
nuem a ser verdadeiras. Ora, dado um tal I, podemos escolher j, € I, consi-
derar o conjunto I \ {jo} com p elementos e definir

Y oa= ( > %‘) + Zj,
Jel JeN{io}

(é a Unica escolha possivel se queremos que se verifique a propriedade 2)).
Para mostrarmos que as propriedades 1) e 2) continuam validas para o0s
conjuntos com um ndmero de elementos menor ou igual a p + 1, falta-nos

201A diferenca entre “soma” e “somatdrio” ¢ ténue: O somatorio é a expressao construida
com a ajuda do simbolo > e a soma é o valor que Ihe atribuimos.
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apenas verificar que, se considerassemos j; # jo em I, continuava a ter-se

Y= X xj> + ;. E para verificar esse facto que sdo importantes as
jel jen\{ii}
propriedades comutativa e associativa da soma: Vem

ij = ( Z 1‘1) +zj, = (( Z l‘z) +1‘.h> +zj =

jel Jen{io} JeN{jo.an}
= ( Z ‘Tj) + (I’jl + Z’jo) = ( Z mj) + (xj() + le) =
JeN{jo.gn} JEN{jo.1}
= (( > $1)+$jo>+le= ( > xj)+$jl- L
Je\{jo.n} Jen{in}

IV.1.2 (Nota) Repare-se que uma familia (z;);c; de nimeros reais é a mesma
coisa que uma fungéo de dominio J e codominio R e que x; € simplesmente
uma notagdo alternativa para x(j). A diferenca de notacBes é simplesmente
uma questdo de uso e ndo tem um caracter essencial. Comparar com o que foi
referido em 1.4.29 a propdsito das sucessfes. Observe-se também que na
notacdo ) x; a variavel j é o que se chama uma variavel muda, que pode

jedJ
assim ser substituida por outra, escrevendo por exemplo >z, sem alterar o
keJ

significado da expressdo (e, como veremos, ha por vezes conveniéncia em
fazé-lo).

Como ja referimos antes, o que estamos a fazer com os somatérios depende
apenas de a operacdo envolvida ser comutativa e associativa e ter elemento
neutro. Se substituissemos a soma pelo produto (onde o elemento neutro € 1)
obtinhamos uma nogdo andloga de “produtério”, em que o simbolo []
substitui o simbolo 3", e que goza de propriedades analogas as que vamos
obter em seguida para os somatdrios. Por exemplo, tem-se

n
H:Ej =1, nl= Hp.
j€n p=1

Nao teremos ocasido de explorar o estudo dos produtoérios neste texto.

IV.1.3 (Casos particulares) 1) No caso em que o conjunto J dos indices que
estamos a considerar é vazio (a soma ndo tem parcelas), o valor do somatorio
fica imediatamente determinado pela propriedade 1) referida em 1V.1.1:

Zl‘j =0.
j€b

2) No caso em que J tem um unico elemento, J = {j;}, tem-se
simplesmente
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§ : Lj= Tj

Jelin}

como resulta de aplicar a propriedade 2) referida em 1V.1.1, reparando que

J\{n}=0.
3) No caso em que o numero de elementos de .J é 2, J = {j1, j»} tem-se

E Tj = Tj + Tj,

jed

como resulta, mais uma vez, de aplicar a propriedade 2), reparando que
J\ {j2} = {41} Repare-se que, alternativamente, também podiamos partir
do facto de se ter J \ {j1} = {j2} e obter o valor do somatério na forma
xj, + x;,, 0 que é naturalmente o mesmo resultado (mais uma vez fica bem
patente a importancia de a adicdo ser comutativa).

4) No caso em que J ={1,2,...,n}, a soma )_ z; coincide com a que
jeJ
- 7 ~ - Yo n - - ~
designamos nas observag@es introdutérias por > z;, uma vez que a definicéo
=1

recursiva desta Ultima ndo é mais do que a defini¢do recursiva da primeira,
com a exigéncia suplementar de, em cada passo, o indice que se retira ter que
ser 0 maior (em vez de ser arbitrario).

IV.1.4 (Nota) O leitor podera ter ficado com a ideia de que os somatdrios finitos
definidos em 1V.1.1 sdo dificeis de calcular, em particular exigindo o célculo
prévio e sucessivo de todos os somatorios parciais. De facto isso ndo
acontece e 0s somatorios indexados em conjuntos finitos arbitrarios ddo o
mesmo trabalho a calcular que os somatdrios a que estavamos habituados e a
Unica diferenca é que ficamos com a liberdade de escolher a ordem que nos
for mais conveniente para os indices, tendo a certeza que o resultado obtido
ndo depende dessa ordem. Por exemplo, no caso em que J = {1,2,3,4}, um

4

somatorio do tipo ) wu; que também admite a notacdo )  w;, que era
= J=1
naturalmente calculado como

((Ul + UQ) + U3) + Uy,
pode também ser calculado, entre outros modos, como
((u?, + UQ) + U4) + uq.

Estudamos a seguir algumas propriedades mais ou menos familiares dos
somatérios que em muitos casos contribuem para simplificar o respetivo
calculo. Tendo em conta a defini¢do recursiva que foi dada para 0s soma-
torios, a justificacdo dessa propriedades serd em geral feita por inducdo no
nimero de indices envolvido e tirara partido da liberdade de escolha do
primeiro indice que temos referido.
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1V.1.5 (Mudanca no conjunto de indices) Sejam J e K dois conjuntos finitos e
¢: K — J uma funcéo bijetiva (em particular os conjuntos tém necessaria-
mente 0 mesmo ndmero de elementos). Dada uma familia (z;)c; de
ndmeros reais, indexada em .J, podemos associar-lhe uma familia indexada
em K, nomeadamente a familia (z,))rex . Tem-se entdo

DTi= D Tl

jes kek

Dem: A demonstracdo faz-se muito facilmente por indugdo no ndmero de
elementos dos conjuntos de indices e ilustra a vantagem de termos usado uma
definicdo dos somatdrios que é independente de qualquer ordenacgdo dos
indices: O resultado é certamente verdadeiro quando o nimero de indices é 0
uma vez que ambos os membros da igualdade sdo entdo iguais a 0; Supondo
o resultado verdadeiro quando os conjuntos de indices tém n elementos, para
provar a sua validade quando estes tém n + 1 elementos, escolhemos um
elemento k, de K e o correspondente jo = (ko) € J e, utilizando a
definicdo recursiva e a hipdtse de indugdo, obtemos

ij:( Z x]-) +zj; =

jed JeI\{jo}
= g > ) ) = D Tt =
ke K\{ko} keK
1V.1.6 (Exemplos) a) A igualdade
fi 1 i“z 1
~ n? p=i (101 — p)?

é verdadeira e resulta de aplicar o resultado precedente no caso em que J €
K sdo ambos iguais ao conjunto dos numeros naturais entre 1 e 100 e
¢: K — J é a funcdo bijetiva definida por ¢(p) = 101 — p. Apesar de neste
exemplo os dois conjuntos de indices envolvidos coincidirem, podemos
ainda dizer que estamos a fazer uma mudanga no conjunto de indices.

b) Seja J o conjunto dos nimeros impares menores que 50. Podemos
considerar uma funcéo bijetiva do conjunto dos nimeros naturais entre 1 e 25
para o conjunto .J, que a p associa 2p — 1 e, a partir dai, escrever, por
exemplo

25

> “cos(n) = > cos(2p - 1).

neJ p=1

IV.1.7 (O caso das parcelas todas iguais) Sejam J um conjunto finito de
indices com n elementos, x € R e (x;);c; a familia constante definida por
x; = x para cada j. Tem-se entdo
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E Tj = ne.

jeJ

Em particular, tem-se >~ x; = 0 no caso em que x; = 0 para cada j € .J.

jeJ
Dem: A demonstragdo faz-se, mais uma vez, por inducdo no nimero de ele-
mentos de J e ndo a explicitamos por poder ser muito facilmente obtida pelo
estudante. O

IV.1.8 (Somatérios e monotonia) Sejam J um conjunto finito de indices e
consideremos duas familias de numeros reais (z;)jc; € (y;)jes tais que
x; < y; para cada indice j. Tem-se entdo

Z%’S Zyj:

jeJ jeJ

e vem mesmo »_ x; < ) y; N0 caso em que existe pelo menos um indice j
jed jeJ

com z; < y;.

Dem: A demonstragdo faz-se, mais uma vez, por inducdo no nimero de ele-

mentos de J e ndo a explicitamos por poder ser muito facilmente encontrada

pelo estudante. O

IV.1.9 (Distributividade) Sejam J um conjunto finito de indices, a € R e
(x;)jes uma familia de nimeros reais. Tem-se entdo

amej:Z(axxj).
jer jel

Dem: A demonstragdo faz-se, mais uma vez, por inducdo no nimero de ele-
mentos de .J e ndo a explicitamos por poder ser muito facilmente encontrada
pelo estudante. O

1V.1.10 (Primeira versdo da associatividade) Sejam J um conjunto finito de
indices e (z;)jc; uma familia de nimeros reais. Suponhamos que o conjunto
de indices J é a unido de dois subconjuntos disjuntos292 .J'e .J”. Tem-se

Y= (5) + ()

jeJ’ jeJ”

Dem: Vamos fazer uma demonstracdo por inducdo no nimero de elementos
de J”. No caso em que este é igual a 0, ou seja J” = () e portanto J' = .J, a
formula resulta de se ter

202stp &, sem nenhum indice em comum.
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; ;= (Z x,) +0= (Z x,) + (Z :c])

jeg je jeg”

Supondo que a igualdade é verdadeira sempre que J” tem p elementos,
provemo-la no caso em que J” tem p + 1 elementos. Para isso, escolhemos
um elemento j, € J” e, reparando que o conjunto J \ {j,} é a unido dos
subconjuntos disjuntos J' e J”\ {jo}, 0 segundo dos quais com p
elementos, escrevemos, utilizando a hipétese de inducéo,

Sai=( > xj)+xj0:((;mj)+( 3 xj)>+xj0:

Jed JjeJ\{do} JjeJ"\{do}
= (ZIL']) + (( Z l’j) +£L’jn) = (ZI]) + (Z l’]’). O
jeg jeJ™\ o} jeg' Geg"

IV.1.11 (Exemplo) O conjunto dos nimeros naturais de 1 até 100 pode ser
decomposto como unido de dois subconjuntos disjuntos, o daqueles que sdo
pares e o daqueles que sdo impares. Aplicando 1V.1.10 e fazendo mudancas
nos conjuntos de indices (cf. 1V.1.5) podemos escrever, com notacdes que se
explicam por si,

100 1 100 1 100 1 50 1 50 1
IIEED SRS BRI AP et
n par n fmpar

IV.1.12 (Versdo mais geral da associatividade) Sejam JJ um conjunto finito de
indices e (z;)je; uma familia de nimeros reais. Sejam A outro conjunto
finito de indices e, para cada a € A, J, um subconjunto de .J e suponhamos
que estes conjuntos s&o disjuntos dois a dois e de unido .7.203 Tem-se ent&o

ij:Z(ij).

jeg a€A jed,

Dem: Fazemos a demonstracdo por inducdo no ndmero de elementos do
segundo conjunto de indices A. Se este for 0, isto é, A =, tem que ser
J = () e aigualdade a estabelecer é verdadeira por ambos os membros serem
iguais a 0. Suponhamos que a igualdade é verificada quando A tem p
elementos e provemo-la quando A tem p+1 elementos. Para isso,
escolhemos um indice ay € A e notamos J' C .J a unido dos .J, com a # ay.
Utilizando a hipotese de inducdo e a versdo particular da associatividade

203por outras palavras, cada indice em .J pertence a um dnico dos subconjuntos J,.
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estabelecida em 1V.1.10, obtemos entdo

o= (L) (Ta)=( X (Ta))+ (=) -

jeJ jeJ’ J€Juy acA\{ap} J€Ju J€Ju,

=> (> w). O

acA jeJ,

IV.1.13 (Propriedade de Fubini dos somatdrios) Sejam .J e K dois conjuntos
finitos de indices e, para cada j € J e k € K, z;;, € R (por outras palavras,
e a parte o facto de estarmos a omitir parénteses na notacdo, estamos a consi-
derar uma familia de nimeros reais indexada no conjunto finito J x K de
todos os pares (j,k) com j € J e k € K). Tem-se entdo

S (Se) = X (Sa)

jeJ keK keK jed

e 0 valor comum coincide com o somatdrio indexado em J x K

(j,k)eJxK

Dem: O conjunto J x K pode ser considerado como a unido para j € J dos
subconjuntos {j} x K, consituidos pelos pares cuja primeira coordenada é j,
conjuntos esses que sdo disjuntos dois a dois. Aplicando 1V.1.12 e mudancas
nos conjuntos de indices associadas as fungBes bijetivas K — {j} x K
definidas por k& — (5, k) (cf. IV.1.5) vem

Yoomp=Y wk=), ( > x]-,k) =Y (Z xj,k)- 204

(jk)eJ x K (k) eTx K jeJ (fk)E{jIxK jeJ keK

Analogamente, considerando agora J x K como a unido para k € K dos
subconjuntos J x {k}, consituidos pelos pares cuja segunda coordenada € k,
conjuntos esses que sdo disjuntos dois a dois, e fazendo também uma
mudanga conveniente nos conjuntos de indices, vemos que se tem também

>, wik=) (Z xm)

(j,k)eJxK keK jeJ

em particular os membros a direita das duas igualdades sao iguais. O

IV.1.14 (Corolario — soma de dois somatoérios) Sejam J um conjunto finito
de indices e () e € (y;)jes duas familias de ndmeros reais indexadas em
J. Tem-se entdo

204A primeira igualdade, que se resume & mudanga do indice mudo j para j/ torna-se
necessaria para que a terceira expressao tenha significado.
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Y (xity) = (Z 5“-7') + (Z y’)

jeg jeg jeg

Dem: Esta conclusdo resulta dum caso particular da propriedade de Fubini
em 1V.1.13 desde que se considere um novo conjunto de indices K = {1, 2}
e uma familia de elementos z;;, com j € J e k € K, definidapor z;; = z; e
252 = Yj- O

Como exemplo de aplicacdo do corolério precedente, reobtemos a seguir a
férmula para a soma dos termos de uma progressdo geométrica, ja estabe-
lecida, por indugdo, em 1.2.4.

IV.1.15 Sejam a,r nUmeros reais, com r # 1 e consideremos a progressdo
geométrica com n termos, primeiro termo a e razdo r, constituida pelos
ndmeros

a,ar,ar?,..., ar" L.

Tem-se entdo a seguinte caracterizacdo da soma S destes termos:

a(l —r"
S=a+ar+ar*+- +ar" ' = %
-7
Dem: Podemos escrever S na forma
n—1 n—1
S:Zar”:a—&—Zar"
p=0 p=1

e daqui deduzimos, efectuando mudancas apropriadas nos conjuntos de

indices, que
n—1 n
—rS = Z (—ar’™) = Z (—art) =
p=0 k=1
n—1 n—1
= (—ar®)) — ar" = (—ar?)) —ar”
(3 o) —ar = (3 (=)
e portanto, somando as igualdades obtidas,
n—1
1-rS=S—-rS=a+ (Z (arp—arp)) —ar" =a(l—-1"),
p=1
donde, como queriamos,
a(l —r")

5= 1—1r
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Exercicios

Ex 1V.1.1 Notemos P3; 0 conjunto de todos os subconjuntos do conjunto
{1,2,3} e, para cada A € Ps, seja s4 a soma dos nimeros pertencentes ao
conjunto A. Determinar a soma

s

AePs

e reparar que ndo parece haver nenhuma ordenacgéo preferencial do conjunto
dos oito indices deste somatdrio.

% Ex 1V.1.2 Mais geralmente, para cada inteiro n > 0, seja N,y o conjunto dos
ndmeros naturais entre 1 e n, por exemplo

Noy=0 Nu={1}, Ng={1,2}, N ={1,2,3},

seja P,y 0 conjunto de todos os subconjuntos de N,), que sabemos ter 2"
elementos,205 e notemos
STI = Z SAI

AGP(,,)

onde, como no exercicio precedente, s4 denota a soma dos elementos do
subconjunto A. Verificar que Sy, = 0 e que, para cada inteiro n > 0,

Spt1 =28, +2"(n+1).

Sugestao: Utilizar a propriedade associativa, para além de outras proprie-
dades dos somatdrios referidas atrds, reparando que os subconjuntos de
N(,+1) podem ser considerados de dois tipos, aqueles que ndo contém n + 1
e aqueles que contém n + 1.

Ex 1V.1.3 (Binémio de Newton) Consideremos niimeros reais z; e xo. Para
cada nimero natural n, consideremos o conjunto de indices {1,2}" de todas
as sequéncias (i1, 42, ..., i) de elementos de {1, 2}. Mostrar, por indugo em
n, que se tem

(X1 +x2)" = g Tiy X Tjy X -0 X Ty,
(i1, im e {12}

Utilizando a propriedade associativa, para além de outras propriedades dos

205podera ser interessante fazer esta contagem, por inducio em n, usando uma sugestio
analoga a que apresentaremos adiante.
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somatorios referidas atras, deduzir daqui a férmula do binémio de Newton
n
(T +x2)" = Z "Cpalxy .

p=0

Ex IV.1.4 (Revisdo sobre a soma dos termos de uma progressao aritmética)
Sejam a,r ndmeros reais e consideremos a progressdo aritmética com n
parcelas, primeira parcela a e razéo r, constituida pelos nimeros

a,a+r,a+2r,...,a+ (n-—1).

Justificar, pelo método que vamos sugerir206, a seguinte caracterizacdo da
soma S destas parcelas:

S=a+(a+7r)+--+(a+(n—1)r)=
Xa+(a+(n—1)r) n(n—1)

9 :na—i—Tr

(a média da primeira e Gltima parcela multiplicada pelo nimero de parcelas).
Sugestdo: Reparar que S é definido como o somatorio

—

S=)> (a+pr),

p

I
o

usando uma mudanga no conjunto de indices obter as caracterizacBes
alternativas

L
7
L

S:li (a+(n—1—-k)r)= (a+(n—1-=p)r)
0

b

fi
hi

fe=}

e deduzir daqui uma formula para 2.5 como soma de n parcelas todas iguais.

206Que costuma ser atribuido a Gauss quando tinha 7 anos de idade.
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82. Somatorios arbitrarios de numeros positivos.

Lembremos que, como ja referimos por ocasido do estudo elementar das
séries feito na seccdo Il1.4, estamos neste texto a utilizar a palavra
“positivo” com o significado de “maior ou igual a 0” e ndo, como é
frequente, com o sentido de “maior que 0”. O objetivo desta seccdo é
verificar que é possivel definir a soma de familias arbitarias (ndo necessa-
riamente finitas) de ndmeros positivos, somas essas que podem ser finitas
ou +oo mas que, para além disso, vdo ter propriedades analogas &s
estudadas na secgdo precedente no contexto das familias finitas, sendo,
por esse motivo, muito facilmente manipulaveis. Comegamos por fazer
uma observacao elementar sobre as somas finitas de parcelas positivas.

IV.2.1 (Propriedade de monotonia dos somatdrios finitos de parcelas
positivas) Seja (z;)je; uma familia finita de reais x; > 0. Tem-se entéo
>-x; > 0 e, para cada subconjunto I C J,

jelJ
ZI]‘ S Ziﬂj.

jel jeJ

Dem: A primeira afirmac&o resulta da propriedade de monotonia referida em
1V.1.8 e do facto de um somatdrio com as parcelas todas iguais a 0 ser igual
a 0. A segunda afirmacdo resulta da primeira, uma vez que se tem

;x,:(;x1)+(2%) O

jeINI

IV.2.2 (Definicdo dos somatorios arbitrarios de parcelas positivas) Seja J
um conjunto arbitrario de indices (finito ou infinito) e seja (z;);c; uma
familia de reais x; > 0. Define-se entdo

Z.TJ € [0, 400)

JjeJ

como sendo o supremo de todas as somas parciais finitas, isto é, de todas as
somas ), =; com I subconjunto finito de J.

jerI
Repare-se que no caso em que o conjunto de indices J é finito a soma assim
definida coincide com a ja conhecida (em particular € menor que +oco) uma
vez que, tendo em conta 1V.2.1, a conjunto das somas parciais finitas tem
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como maximo a correspondente a I = .J.207
Repare-se ainda que se existir um indice j, € J com z;, > 0, entdo tem-se

mesmo
Z l’j Z IE]'O > 0,
jeJ

uma vez que uma das somas finitas cujo supremo define o somatério é a
correspondente ao subconjunto {jo}.

IV.2.3 (Mudanga no conjunto de indices) Sejam J e K dois conjuntos de
indices e ¢: K — J uma funcdo bijetiva. Dada uma familia (z;);c; com

x; > 0, tem-se entéo
D T=D T
jeJ keK

Dem: Para cada subconjunto finito I de J, ¢~!(I) é um subconjunto finito
de K e a restrigdo de ¢ é uma fungéo bijetiva de ~!(I) para I pelo que,

como vimos em IV.1.5,
DTi=) . T,
jel kep=1(I)

Uma vez que todo o subconjunto finito de K é da forma ¢~*(I) com I
subconjunto finito de .J, concluimos que o conjunto das somas finitas cujo
supremo define )" x; coincide com o conjunto das somas finitas cujo
jeJ
supremo define ) ;) e portanto os dois somatdrios coincidem. O
keK

IV.2.4 (O caso das parcelas todas iguais) Sejam .J um conjunto infinito de
indices, « € R e (z;);cs a familia constante definida por z; = « para cada j.
Tem-se entéo

Z = 0, sex =0
Z ") | 400, sex>0"
jedJ

Dem: Temos uma consequéncia de 1V.1.7 uma vez que se z = 0 todas as

somas parciais finitas sdo 0 e que se = > 0 0 somatorio tem que ser maior ou

igual a nz para cada natural n por existirem somas parciais finitas com um
nimero de indices arbitrério. O

IV.2.5 (Propriedades de monotonia) Seja (x;);c; uma familia de numeros
reais x; > 0. Tem-se entéo:

207pelo contrério, sem a exigéncia de se ter x; > 0 para cada j, esta definigdo néo faria
sentido. Por exemplo, para a familia definida por z; = —1, o =2 e 3 = 3, asoma é 4
mas o supremo das somas parciais finitas é 5 = x5 + 3.
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a) Se, paracada j € J, 0 < y; < z;, entdo

Z yj < Z Zj,

jeg jed

em particular se o segundo membro é finito entdo o primeiro membro
também o é.
b) Se .J’ € J é um subconjunto, finito ou infinito, entdo

DTS PEN

je jeJ

em particular se o segundo membro é finito entdo o primeiro membro
também o é.

Dem: A conclusdo de a) resulta de 1V.1.8, uma vez que, para cada parte
finita I de J, podemos escrever

Yoy<y o<y w,

jel jeI jeJ

por outras palavras, ) x; € um majorante de todas as somas finitas cujo
jeJ
supremo define >" y;. A concluséo de b) resulta de que, para cada subcon-
jeJ
junto finito 7 de J', I é também um subconjunto de .J e portanto

DIETED DL

Jel JjeJ

por outras palavras ) x; € um majorante de todas as somas finitas cujo
jeJ
supremo define ZJ ;. O
j€

Embora ja o pudéssemos ter feito antes, vamos agora examinar uma

situacdo de que possivelmente o leitor ja se tera apercebido. Tata-se do

caso em que o conjunto de indices J é N e temos uma familia (z;,)nen

com z,, > 0, caso em que estuddmos na seccéo I11.4 o que se entende por
o0

soma da série > x,, soma essa que, como referimos em 111.4.36, est4
n=1

definida e é igual ao supremo, finito ou igual a +oo, das somas parciais

P
Sy, =>_x,. O que se passa é que neste contexto também faz sentido
n=1
considerar o somatério 3 z,,, encarado como caso particular dos que esta-
neN

mos a estudar nesta secgao, e seria de certo modo incomodo se os dois
somatorios néo tivessem o mesmo valor. Verificaremos a seguir, depois
de examinar um resultado auxiliar aplicavel noutras situagdes, que essa
incomodidade ndo se concretiza mas fazemos notar desde ja que o even-
tual problema poderia resultar de, embora ambos os somatérios apare-
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cerem como supremos de somas parciais finitas, essas somas parciais no
segundo caso sdo mais do que as consideradas no contexto das séries, por
incluirem também somas com n a variar em conjuntos finitos como

{2,5).

IV.2.6 (Primeiro teorema da convergéncia monétona) Seja (x;)jc; Uma
familia de nimeros reais x; > 0. Suponhamos que (J,,),en € Uma Sucesséo
crescente de subconjuntos de J (isto é, com J,, C J,.1 para cada n) tal que
J =J J,. Notando, para cada n, S,, € [0, +oc] a soma parcial

neN
Sp = § Zj,

J€JIn

tem-se entdo:
a) Se existir n tal que S,,, = +o0, entdo também > z; = +o0.
jed
b) Se S,, < +oo para cada n, entdo a sucessdo das somas parciais (S )nen é
crescente e tem a soma total >~ «; como limite (finito ou +00).208
=
Dem: A concluséo de a) resulta trivialmente da propriedade de monotonia na
alinea b) de 1V.2.5. Essa mesma propriedade garante que, com a hipotese em
b), temos uma sucessdo de ndmeros reais S,, que é crescente e com todos 0s
termos menores ou iguais & soma S = > x;. Esta sucessdo, sendo crescente,
jeJ
tem limite igual ao supremo do conjunto dos seus termos, em particular
verifica lim S, < S. Resta-nos provar a desigualdade oposta. Para isso

n—-+00
consideramos uma parte finita I C J arbitraria. Reparando que existe neces-
sariamente n, tal que I C .J,, (afastado o caso trivial em que I =0,
podemos escolher para cada j € I um natural n; tal que =; € J,,, € tomamos
para ny 0 maximo do conjunto finito dos n; assim escolhidos) podemos
concluir, mais uma vez pelas propriedades de monotonia dos somatorios que

ij < Zx]’ = Sm] < nﬂT@c Sn

jel J€Ing

donde, pela caracterizacdo da soma total como um supremo das somas
parciais finitas,

S=> z;< lim S, O

- n—-+00
JeJ

208/ necessidade de separar os dois casos resulta de na nogdo de limite duma sucessdo
termos sempre exigido que os termos da sucessdo sejam nimeros reais e ndo reais esten-
didos. Se tivéssemos adaptado trivialmente a nogdo de limite a este contexto mais geral
bastaria termos referido a afirmacéo em b).
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IV.2.7 (Séries e somas infinitas) Seja (z,),en UMa sucessdo de ndmeros reais
com z, > 0. Tem-se entdo que o valor do somatério > x,, no sentido de
neN

(o @]
IV.2.2, coincide com a soma da série Y x,,, no sentido de 111.4.32.

n=1
Dem: Trata-se de uma consequéncia do resultado precedente se reparamos
que N é a unifio da sucessdo crescente de subconjuntos N, = {1,2,...,n},

gue neste caso sdo finitos, e que as correspondentes somas parciais

SnZka

keN,
sdo as que intervém na definicdo de soma da série em 111.4.32. O

IV.2.8 (Propriedade associativa mais geral) Seja (z;) jc; uma familia arbitraria
de numeros reais x; > 0 e suponhamos que o conjunto de indices J € uma
unido, finita ou infinita, de subconjuntos .Jg disjuntos dois a dois, onde
0 € B. Tem-se entdo:

a) Se para algum (3 se tiver ) z; = 400, entdo ) z; = +oo.

Jje€Js jeJ
b) Se para todos os indices 3 se tiver )~ z; < +oo, entdo
Jj€JIs
2 m=2, 0 =)
jeJ BeB  jeds

(somas finitas ou +00).209

Dem: A conclusdo de a) resulta imediatamente da propriedade de monotonia
na alinea b) de 1V.2.5. Suponhamos agora que > x; < +oco para todos 0s

J€Js
indices 8 € B. Vamos dividir a prova da igualdade em b) em duas partes, em
cada uma das quais provamos uma das desigualdades entre os dois membros.
1) Vamos comegar por mostrar que Y- z; < > (3 ;). Para isso, e tendo
jeJ BeEB jeJs
em conta a definicdo do primeiro membro como um supremo, bastara
mostrar que para cada subconjunto finito 7 C J setem > z; < 3 (3 ;).
jel BEB jeJs

Fixemos entdo I C J finito. Seja A a parte finita de B constituida pelos g
tais que 7N Jz # O (no maximo um G para cada elemento de I). Tem-se
entdo que o conjunto finito 7 é a unido finita dos subconjuntos I N Jz, com
g€ A, que sdo disjuntos dois a dois, pelo que, tendo em conta a
associatividade finita estudada em 1V.1.12 e as propriedades de monotonia
dos somatérios, podemos escrever

209Analogamente ao que foi referido na nota de pé de pagina 208, se se fizesse a
convencdo de permitir parcelas iguais a +oo nos somatdrios, considerando a sua soma,
quando elas existam, igual a +oco, poder-se-ia dispensar a alinea a) e dizer que a formula
em b) é valida sem restrigdes.
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o=y (Do w) <y Qo)< O w)

jel BeEA je€INJ; BeA jeds BeEB jeJ;s

como queriamos.
2) Vamos mostrar agora a desigualdade oposta Y~ z; > > (3 ;). Para
jed BeEB jeJs

isso, e tendo em conta a definicdo do segundo membro como um supremo,

bastard provar que, fixado A C B finito, se tem > z; > > (3 ;).
jed BeA jeds

Suponhamos, por absurdo, que isso ndo acontecia, portanto que, para um

certo A finito com k elementos, >~ z; < > (3= ;). Sendo § > 0 tal que

jes BEA jET,
O z)+8<d (D =)
jes BEA jedg

podemos, para cada 5 € A, considerar I3 C J; finito tal que
)
dowiz (Y w) - &
JE€ls J€Js

e, sendo I o conjunto finito unido dos I3, com § € A, obtemos, tendo em
conta mais uma vez a associatividade finita em 1VV.1.12 e as propriedades de
monotonia dos somatorios,

6 6
S () < () + D) = () + () =
BeA jeds BeA  jely BeA jelp [3@4
=) z)+6< (Zx] +6<> O )
jel je peA jeds
0 que é o absurdo procurado. O

Tal como acontecia no caso das somas finitas, a propriedade associativa
tem algumas consequéncia triviais que € Gtil explicitar.

IV.2.9 (Propriedade de Fubini para somatérios) Sejam J e K dois conjuntos,
finitos ou infinitos, de indices € () (jk)esxx Uma familia de nameros reais
com z;; > 0. Tem-se entdo:
la) Se paraalgum j € J for ) x;;, = +ooentdo > x5 = +oo.

keK (Gk)eJx K

1b) Se paratodoo j € J for ) z;; < +oo entdo
keK

2 Q mu)= > a

jeJ kek (.k)eJ xK
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2a) Se paraalgum k € K for ) x;, = +ooentdo ), ;= +oo.

JjeJ (4,k)eJxK
2b) Se paratodo 0 k£ € K for ) x;; < +o0 entdo
jeJ
> (Qwin) = D wn?
keK jed (j,k)eJxK

Dem: Comecamos por reparar que, por mudanga no conjunto de indices,
podemos concluir que para cada j € J fixado tem-se

> Tik= Y, Tk

KK (FREUxK

Reparando que J x K é a unido disjunta dos subconjuntos {j} x K com
j€J e aplicando a propriedade associativa em 1V.2.8 podemos assim

concluir que se para algum j € J for >~ x;; = +oo vem
keK

D Tk=), Tpk=+oo

(Gk)eTxK  (fk)EJXK

€ que, caso contrério,

SO0z = O )= D = > wu

jeJ kekK JeJ (7. k)eljixk (7 k)Ex K (k)ET X I

A justificacdo das afirmacGes em 2a) e 2b) é analoga, utilizando agora o
facto de J x K ser a unido disjunta dos conjuntos J x {k} comk € K. [O

1V.2.10 (Corolario — soma de dois somatérios) Sejam J um conjunto, finito
ou infinito, de indices e (z;)jcs € (y;);es duas familias de nimeros reais
positivos. Tem-se entdo:
a)Se) x;=+oco0uy y; =-+oo,entdo > (z;+ y;) = +oo.

i€t jet et
b)Se>  z; < +ooe ) y; < +oo, entéo
= jeJ
S wtw=(Tn) + (Tu)
jeJ jeJ

Dem: Como no caso finito, temos uma consequéncia da propriedade de
Fubini em 1V.2.9. Com efeito, considerando um novo conjunto de indices
K = {1,2} e uma familia de elementos z;;, com (j, k) € J x K, definida
porz;1 =x;€ 22 = yj, tem-se

210Analogamente ao referido na nota de pé de pagina 209, se se fizesse a convencdo de
permitir parcelas iguais a +oo nos somatdrios, considerando a sua soma, quando elas
existam, igual a +oo, poder-se-ia dispensar as alineas 1a) e 2a) e dizer que as formulas
em 1b) e 2b) sdo validas sem restricoes.
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ij = sz-,h Zyj = ZZ]',2,

jes jes jes jes
Y@ty = Oz,
jes jeJ  kek

bastando entdo reparar que, no caso em que os dois somatérios dos segundo
membro da igualdade destacada no enunciado séo finitos, a propriedade de
Fubini implica que ambos os membros dessa igualdade sdo iguais a

Yoz L

(jk)eT XK

IV.2.11 (Corolario — diferenca de dois somatdrios) Sejam J um conjunto,
finito ou infinito, de indices e (z;);cs e (y;)jes duas familias de ndmeros

reais positivos tais que y; < z; para cada j e que > x; < 4+oco. Tem-se entdo
jeJ

também >y, < +oc e

D (xj—yy) = (;JUJ) - (Z%)

jeJ jeJ

Em consequéncia se existir j; tal que y;, < x;, tem-se mesmo

Zyj < Zx]-.

jed jeJ

Dem: Considerando também a familia de nimeros positivos (z; — y;)jcs, 0
facto de se ter, para cada j, z; = (x; —y;) + y; implica, pelo resultado
precedente, que

KZJ%’ = (Z (z; —y]-)) + (Z@/J)

jeJ =

com as parcelas no segundo membro ambas finitas, o que é equivalente a
igualdade destacada no enunciado. No caso em que existe j, tal que
yj, < xj,, donde x;, —y;, > 0, ja sabemos que > (z; —y;) > 0 e portanto
jeJ
tem-se mesmo > y; < > z;. O
JeJ jeJ

Outra consequéncia trivial da propriedade associativa permite-nos trans-
formar somas parciais correspondentes a partes do conjunto de indices em
somas totais de familias convenientemente modificadas.
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IV.2.12 (Somas parciais e a funcéo indicatriz) Sejam J um conjunto de
indices e (z;)jc; uma familia de reais z; > 0. Seja J' C .J e consideremos a
fungdo indicatriz I;: J — {0, 1}, definida por

. 1, sejeJ’
]IJ'(]) = {0 Se; ¢ J/'

Tem-se entdo

doxi= (a;x L))

jeJ’ jedJ
Dem: Reparando que J é a uni&o disjunta dos subconjuntos J’ e J \ .J’ onde

z;xIp(j)=x;paracada je€ J ex; x;(j)=0paracada je J\J, e
portanto > (z; x I5(j)) = 0, a igualdade enunciada resulta da alinea a) de

jeJ
1V.2.8 no caso em que o primeiro membro é +oo e da alinea b) do mesmo
resultado no caso em que este € finito. O

1V.2.13 (Distributividade) Sejam J um conjunto, finito ou infinito, de indices,

(x;)jes uma familia de nimeros reais positivos com ) z; < +ocoea > 0em
jeJ

axej:Z(axxj).

jeg jeg

R. Tem-se entdo:

Dem: Para cada parte finita / de J, tem-se, pela distributividade finita
referidaem IV.1.9,

g(aij)Zax (_XI:%') sax (Z;xj),

pelo que, tendo em conta a definicdo da soma indexada em J como um
supremo das somas parciais finitas, tem-se

Z(a x zj) < ax (Zx])
jeJ jeJ
Resta-nos mostrar que se tem também

a X (Zx]) SZ(GXI]'),

JjeJ JjeJ

desigualdade que é verdadeira, por o primeiro membro ser igual a 0, no caso
em que a = 0. Resta-nos verificar esta desigualdade no caso em que a > 0.
Ora, aplicando a desigualdade ja demonstrada com % no lugarde a e a X x;
no lugar de z;, obtemos
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SHES

Sa= 3 (G xaxa) < x (Y (axa)

jed jed jed
e multiplicando ambos os membros desta desigualdade por a, obtemos

ax (Y ) <Y (axay),
jeJ jeJ
como queriamos. O

IV.2.14 (Produto de dois somatorios) Sejam (x;)jcs € (yx)rex duas familias,

finitas ou infinitas, de elementos de reais positivos tais que > z; < +oo €
jeJ
> yr < 4o0. Tem-se entédo

(Z j) % (Z Yr) = Z (75 X Yr).

jeJ keK (4,k)eJxK

Dem: Tendo em conta 1V.2.9 e IV.2.13, vem

Qo) x QO w) =D (wix Y w)=>_ O (zjxwm) =

JjeJ keK JjeJ keK jeJ keK
= > (zixuw). O
(j,k)eJxK

O nosso proximo objetivo nesta seccdo é examinar o que se passa quando,
em vez de uma familia de reais positivos, tivermos uma familia de
fungbes com um mesmo dominio e com [0,+oco[ como codominio.
Podemos entdo somar para cada ponto do dominio o valores das fungdes
nesse ponto obtendo assim uma nova fungdo com o mesmo dominio e
com valores em [0, +o0] (a fungdo soma) e, no caso em que esta admita
[0,400[ como codominio, serd Gtil estudar os limites num ponto da
fungdo soma, relacionados com os limites no mesmo ponto das fungdes
parcelas, também supostos finitos. E o que faremos a partir de agora
limitando-nos nesta sec¢do ao caso particular em que o dominio é N e 0s
limites sdo considerados em +oco (as fungdes sdo sucessdes).

IV.2.15 (Limites de sucessfes crescentes e somatdrios telescdpicos) Seja
(vn)neny UMa sucessdo crescente de reais em [0,4o0o[. Pode entdo
considerar-se uma nova sucesséo (u, ),y de reais positivos definida por

Uy =1, Uy = Uy — Up_1 58N > 2,

e tem-se entdo
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[e 9]
lim v, = E U,
n—+00

n=1

costumando-se dizer que o segundo membro é o somatério telescopico
associado a sucessdo de partida.
Dem: A soma no segundo membro é o limite da sucesséo das somas parciais

n
S, = Y_u, pelo que tudo o que temos que reparar é que se tem S,, = v,, para
p=1

cada n o que se pode verificar muito facilmente por indugdo ou, alterna-
tivamente, de forma mais intuitiva mas menos precisa (e que explica a razdo
da palavra “telescopica211) escrevendo

Sp=v1+ (va —wv1) + (v3 —v2) + -+ + (v — V1), O

1V.2.16 (Segundo teorema da convergéncia mondtona) Sejam .J um conjunto,
finito ou infinito, de indices e, para cada je J, f;:N — [0,400[ uma
sucessdo crescente de reais positivos (para a qual, para melhor clareza,
estamos a utilizar uma notacdo funcional2!2). Suponhamos que, para cada
Jjed,
zj= lim fj(n) < +4oo

n—+00

e que, paracadan € N,

) =3 fi(n) < +oc.

jeJ

Tem-se entdo que a sucessdo f: N — [0, +oo[ assim definida é crescente e

nﬂrpoc f(?’L) - Z L

jeg

ou seja, € valida a “passagem ao limite”
Jm (32 him) =32 lim_£im).
jedJ jedJ

Dem: O facto de a sucessao f ser crescente € uma consequéncia direta da
propriedade de monotonia na alinea a) de 1V.2.5. Tendo em conta 1V.2.15,

211pe facto, a associagio aos telescOpios ndo é a mais correta. Devia melhor pensar-se
nas lunetas, aparelhos para auxiliar a visdo de objetos distantes que costumam ser
divididos em segmentos tubulares que, depois de utilizados, podem ser compactados por
insercdo de cada segmento no seguinte.

21205 primeiros termos da sucessdo f; sdo assim notados £;(1), £;(2), f;(3)... em vez de,
como € mais habitual para as sucessoes, f;1, fj2, fjs3... tentando evitar a confuséo que
poderia resultar dos duplos indices.
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cada z; também pode ser calculado pela soma telescopica

;=7 gi(n),

neN

onde as sucessdes g;: N — [0, +oo| estdo definidas por g;(1) = f;(1) e, para
cada n > 2, g;(n) = fj(n) — fj(n — 1) e daqui deduzimos, tendo em conta
1V.2.9, que

M o= (3 am)= Y g

jeJ jeJ neN (jyn)eJ xN

Por outro lado, podemos definir, para cadan € N, g(n) = 3 g;(n), vindo
jeJ

g(1) = g;(1) =) _f;(1) = f(1) < +o0

JeJ jeJ

e, tendo em conta IV.2.11, para cada n > 2,

o) =Y it = (X 4im) — (X fitn 1)) =

jed jeJ jed

=f(n)—f(n—1) < 400

e portanto, mais uma vez por 1IV.2.9 e IV.2.15,

@ Jim =g =Y (Y am)= > an)

neN neN jeJ (j,n)eJ xN
Comparando as igualdades (1) e (2) obtemos assim a igualdade

lim f(n) =Y, O

n—-+0o0
jeJ

O nosso proximo passo € tentar encontrar outra situagdo em que, sem a
exigéncia de partirmos de sucessdes crescentes f:N — [0, +oo[ seja
ainda vélida a passagem ao limite referida no resultado precedente.
Note-se que, tendo em conta o exercicio 1V.2.7 adiante, a hipotese de
monotonia ndo pode ser simplesmente abandonada, sendo necessério
encontrar outra que a possa substituir. E isso que faremos em seguida
comegando por estabelecer um lema que mostra que, na auséncia de uma
hipdtese que substitua a monotonia vale ainda “metade” da condigéo de
convergéncia.

IV.2.17 (Lema de Fatou) Sejam J um conjunto, finito ou infinito, de indices e,
para cada j € J, f;: N — [0,4+o00[ uma sucessdo de reais positivos. Supo-
nhamos que, para cada j € J, existe o limite
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Tj= lim fj(n) < +0o0

n—-+00

e seja, paracadan € N,

f(n) =" fi(n) €[0,400).
jeJ
Qualquer que seja o real £ < ) x; existe entdo ny € N tal que, para todo o
jeJ
n > ny, se tenha f(n) > £.
Dem: Seja, para cada j € J, g;: N — [0, +oc0[ a sucessdo de reais positivos
definida por

gi(n) = inf{fi(p)}p=n = INF{ f;(n), fi(n + 1), fi(n +2)...}.

Para cada j € J, a sucessdo g; € crescente (g;(n+ 1) € o infimo de um
conjunto contido naquele cujo infimo define g;(n)) e tem-se g;(n) < f;(n) e,
COMOo vamos ver, tem-se ainda
i (n). 213
:Ej TLLI'TOO gJ(n)
Ora, dado ¢ > 0 arbitrario, podemos considerar n; € N tal que, para cada
n 2> ny,
] o

fi(n) € Vi(z)) =lzj — 5,25+ 5
e entdo, lembrando que o infimo de um conjunto ndo vazio é aderente a esse
conjunto (cf. 1.3.18), concluimos que, para cada n > ny,

6

6
gj(n) < [CL‘J' — 5,1’]‘ + 5] - V:s(l’])

Reparemos agora que, se, para um certo ny € N, )" g;(ng) = 400, entdo,
=
para cada n > ng, por ser f;(n) > g;(ng), vem

f(n)= ij(n) > Zgj(n()) = +00 > /.

jedJ jeJ

Resta-nos examinar 0 caso em que Y g;(n) < +oo para todo 0 n, caso em
jeJ

gue podemos aplicar o segundo teorema da convergéncia monétona as suces-

sOes crescentes g;: N — [0, +oo[ para concluir que

213Quem tiver presente o estudo dos sublimites de func@es e sucesses, feito na seccio
1.6, podera dispensar a explicagdo que vamos dar, uma vez que, como se verificou em
1.6.10, o limite da sucessdo crescente g; € o sublimite minimo da sucesséo f; a qual, por
ter limite «;, tem este real como Unico sublimite.
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dim (S gim) =D a
jeJ

jeg

e portanto, considerando ¢ > 0 tal que a vizinhanca V(3" z;) tenha todos os
jeJ

elementos maiores que ¢ (cf. a propriedade de Haudorff em 1.3.13),
deduzimos a existéncia de n € N tal que para cada n > ny

> gin) € V(> xy)

JjeJ jeJ
e portanto, for ser f;(n) > g;(n),

f) =3 fin) = gin) > L. O

jed jeg

1V.2.18 (Teorema da convergéncia dominada) Sejam J um conjunto, finito ou
infinito, de indices e (y;) e, uma familia de reais positivos com 3 y; < +o0
jeJ
(a familia dominadora). Consideremos, para cada j € J, uma sucessao
[N — [0, +o00[ admitindo limite finito

e tal que, para cada n € N, f;j(n) < y; (a condi¢éo de dominagéo). Para cada
n € N tem-se entdo

f(n) =) fi(n) < +oo

jed
e tem-se

lim f(n) = x; < 4o,

n—-+00 =y
ou seja, € valida a “passagem ao limite”
S (3 Am) =32 m, fi) < oo

Dem: Comecemos por notar que as desigualdades f;(n) < y; permitem
definir sucessbes f;:N — [0,+o0o[ por f;(n)=y;— f;j(n) com limites
finitos

Zj= lim f;(n) =y, — =,

n—+00

tendo-se em particular z; < y; e Z; < y;, donde
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Zx]- < Zyj < 400, Z/x\j < Zyj < 400

jes jes jes jes

> E= (Zyj) - (Z%)

= jes jes

As desigualdades f;(n) < y; implicam que

Fn) =3 fi(n) <Yy < +oo

jeJ jedJ
e portanto
Ty =315 = (Xw) = (S 5m) = () = £

Seja 6 > 0 arbitrario. Aplicando o lema de Fatou as sucessdes f; e as suces-
soes f;, permite considerar ny,ny € N tais que para cada n > ny

fln) > (ij) -0
jeJ
e paracadan > no

(Zyj) — f(n) =F(n) > (Zfﬂ\]) —6= (Zyj) - (Zfﬂ]) -6,

jes jes jes jeg

e portanto

f(n) < (ij) +6.

jeJ
Sendo ny 0 Maximo entre n; e ng, concluimos que, para cada n > n, f(n)
pertence a vizinhanga Vs (ij) 0 que mostra que a sucessdo (f(n))en
jeJ

converge efetivamente para ) - ;. O
jeJ

Exercicios

Ex 1V.2.1 Lembremos a notagdo Ny = N U {0}, para o conjunto dos inteiros
positivos. Seja 0 < x < 1. Lembrando a férmula para a soma dos termos de
uma série geométrica (cf. 111.4.35), calcular de duas maneiras distintas o
somatorio
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E Z.PJFQ

(p,q)€NgxNg

para deduzir que

1
1—2x

S (12" = (—)"

neNy

Ex 1V.2.2 Determinar o valor do somat6rio

1
D g

ner

Ex 1V.2.3 (Convergéncia das séries de Dirichlet) Seja « > 1 um nimero real.
Verificar que se tem

S| 90
Zﬁgw—?

n=1

em particular que a série no primeiro membro (a série de Dirichlet associada
a «) € convergente. Note-se que para a soma desta série é usada a notagdo

((a):
(o)=Y L
=>
dizendo-se que a funcéo (:]0,+oo[ — ]0, +oo] assim definida é a fungéo

zeta de Riemann.214
Sugestdo: Reparar que, para cada k£ > 3, a soma parcial

|
Sk:;n—a

verifica

1 1
<1+ —8,+—35;.
= +2ﬂ k+2@ k

S
IN
—_
+
M~
Yl
S
+
M»

~ (2p+1)°

Ex IV.2.4 (Prova alternativa da divergéncia da série harmonica) Mostrar por

absurdo que se tem % = +o00 reparando que, se esta soma tivesse um
neN

214De facto trata-se de uma restricio da fungio zeta de Riemann, esta Gltima podendo ser
definida num dominio maior por um processo diferente.
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valor finito, viria

ZZZZ

1
+Z2p_1 >

neN n pal’ n |mpar pEN 2p peEN
nEN ILEN neN

Ex 1V.2.5 Seja (v,)nen @ Sucessdo crescente de reais positivos definida por

v, =1— n#“ Verificar que as parcelas u, do somatério telescopico
associado (cf. 1V.2.15) estdo definidas por
1 1 1
Up = — — =

n n+l nhn+l)

Deduzir que
nz:nn—i—l nzj n+1

e concluir uma majoragéo para a soma da série de Dirichlet Z que coin-
n=1

cide com a obtida no exercicio 1V.2.3.

Ex 1V.2.6 Verificar que a conclusdo da alinea b) do primeiro teorema da
convergéncia monotona 1V.2.6 (a parte menos trivial desse resultado) pode
ser obtida como consequéncia do segundo teorema da convergéncia
monotona 1V.2.16 por utilizacdo das func¢des indicatrizes dos subconjuntos
de indices envolvidos.

Ex IV.2.7 Consideremos N como conjunto de indices e, para cada p € N, seja
fp: N — [0, 4+00[ a sucessdo definida por

1, sen=p
ORE i

(a fungdo indicatriz do conjunto {p}). Verificar que, para cada indice p € N,
lim f,(n)=0

n—-+00

e que, para cadan € N,

Z fo(n) =

peN

e concluir, em particular que

Jim (30 fm) # 52 lim_fy(m).

peN peN
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Por que razdo ndo se pode aplicar neste caso o segundo teorema da conver-
géncia mondtona nem o teorema da convergéncia dominada?

Ex IV.2.8 (Para quem conheca a nogdo de conjunto numeravel e as proprie-
dades basicas desta) Seja (z;);c; uma familia de nameros reais z; > 0 tal
que > x; < 4oo. Sendo J' C J o conjunto dos indices j para os quais

jeJ
x; > 0, mostrar que J' é finito ou numeravel. SugestQO' Mostrar que, para
cadan € N, o conjunto J,, dos indices j tais que x; > e finito.

Ex IV.2.9 Seja, paracadan € N,

E
I
NgE
M@
= s

p=1

Verificar que se tem x,, < 400 € que a Sucessao (z,),cn é crescente e com
lim z, =1.
n—-+00
Ex IV.2.10 (Nova prova da divergéncia da série harmdnica) Para cada p € N,
seja A, C N o conjunto com 27 elementos,
A, ={neN|2° <n< 20t}

e consideremos a sua funcdo indicatriz I4:N — {0,1} (cf. 1V.2.12).
Verificar que

3

1 1
> L) "2

neN

e que, paracadan € N, “T }—L]IAp(n) = 0 e deduzir daqui, tendo em conta
p—+o0

o teorema da convergéncia dominada, que 3 + = +oc.
neN

Ex 1V.2.11 Tendo em conta o facto de se ter

Zl—1+1+1+1+ = +00
neN - 2 3 4 - ,

verificar que, para as seguintes somas parciais,

Slol i

n par

1 1 1
Y o=l g ot =t
nimparn

Sugestao: Reparar que a segunda soma € maior ou igual a primeira e que,
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multiplicando por 2 os termos da primeira, obtém-se os trmos da série
harmonica.

Ex IV.2.12 Para cada par (m,n) € N x N seja z,,,, € [0, +oo[ e suponhamos

que, para cadan, > x,, < +oo. Verificar que se tem entdo

m=1

m 00 00

S (Swm) = 2 (3 o).

n=1 m=1 m

oo
onde com a notagdo “tipo série” > z,,, estamos naturalmente a significar o

m=n
somatério com o indice m a variar no conjunto {n,n +1,n+2... }.
Sugestéo: Reparar na igualdade, envolvendo funces indicatrizes,

I[{1,2,...,771} (ﬂ) = ]I{n,nJrl,...} (m),

e aplicar o teorema de Fubini em IV.2.9 a familia indexada em N x N
constituida pelos z,, X Igi o my(n).

Ex 1V.2.13 Lembrar que, como se viu no exercicio 1V.2.3, a funcdo zeta de
Riemann ¢:]1, +oo[ — ]0, +-o0] esta definida por

)= -,
n=1

Verificar que esta fungdo € estritamente decrescente e utilizar o teorema da
convergéncia dominada para mostrar que
lim ¢(a) =1.

a—+00
Ex 1V.2.14 a) Verificar que, para cada p € N,

<1
e < foc.

n=1

S n Y
Sugestdo: Calcular a soma Y e », reparando que se trata de uma série
n=1
geomeétrica (cf. 111.4.35) multiplicada por uma constante.
b) Utilizar o segundo teorema da convergéncia monoétona para mostrar que se
tem
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83. Somatérios arbitrarios de nimeros reais.

IV.3.1 (Familias somaveis de ndmeros reais) Se J é um conjunto finito ou
infinito de indices dizemos que uma familia (z;);c; de nimeros reais é uma

familia somavel se se tiver ) |z;| < 4+o0. Para uma tal familia podemos
jeJ

entdo considerar familias associadas de n(imeros reais (=) e () com

1) 0<az] <l|zjl, 0<ay <zl zj=2] —aj,

definidas por

@) zt = {g;

seszo _ 0, SECIL‘J‘ZO
, T, = .
sex; <0 J —xj, sex; <0

Tem-se entdo

Zx;r < Z|x7\ < 400, Zx: < Z|x1| < 400,

jeg jed jeg jeg

0 que nos permite definir o somatério

SaeR Yoa=(Yer) - (Xa).

jed jeg jeg jeg

Repare-se que no caso em que o conjunto de indices J é finito esta soma
coincide com a que examindmos na seccao V.1, tendo em conta a terceira
igualdade em (1) e as propriedades basicas das somas finitas (cf. IV.1.9 e
IV.1.14).

Repare-se também que no caso em que o conjunto de indices é arbitrario mas
x; > 0 para cada j, esta soma coincide com a que definimos na secgédo V.2,
uma vez que para cada j vem z; = z;ex; = 0.

IV.3.2 (Condicéo necessaria para a somabilidade) Seja (z;);c; uma familia
somavel de numeros reais. Para cada 6 > 0 existe entdo uma parte finita
I C Jtalque |zj| < §paracadaje J\ I.215
Dem: Tendo em conta a defini¢do da soma ) |z;| < +o0o como um supre-
jed
mo, podemos considerar uma parte finita I  J tal que

D lail > gl - 6,

jel jeJ

215Comparar com o resultado 111.4.33, sobre as séries convergentes.
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e portanto, por ser > |z;| = > |z;| + > |z,
jeJ jel jeJ\I

Solail =Y fal = Y Jul < 6.

jeJ\I jedJ jeI
Para cada jo € J \ I tem-se entdo

i <D lojl < 6. O
JeJINI

IV.3.3 Se (x;)je; € uma familia somavel de nimeros reais, entdo

‘Z »’L‘j‘ <D lajl.

jeJ jeJ
Dem: Tem-se, uma vez que = < |z;,
>ow= () - (o) < ey < ol
jeJ jeJ jeJ jeJ jeJ
e, umavez que z; < |z,
= (S ) - (Seh) £ X < Yl
jeJ jed jed jed jed

pelo que, uma vez que

> x,‘ é um dos dois nimeros reais > x; e —) x;,
JjeJ jeJ jeJ
concluimos a desigualdade do enunciado. O

IV.3.4 (Mudanga no conjunto de indices) Sejam J e K dois conjuntos de
indices e ¢: K — J uma funcéo bijetiva. Dada uma familia somavel (z;)jcs
de reais, vem também 3 |z, = > |x;] < +oce

keK jedJ

DoTi= D Tl

jeJ keK

Dem: Temos uma consequéncia direta da definicdo e do correspondente
resultado 1V.2.3 sobre somatorios de nimeros positivos. O

O lema que examinamos em seguida vai servir para a demonstracdo da
propriedade de aditividade dos somatorios.

IV.3.5 (Lema) Seja (x;);c; uma familia somavel de numeros reais e sejam

(z})jes € (¢7) duas familia de reais positivos com z; = =z, — =/ para cada j e
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> al < 4ooe Yz < +oo. 216 Tem-se entéo

JjeJ jeJ
_ AT "
Soa= () - (X)),
jeJ jeJ jeJ

Dem: Considerando as familias (z; T)jes € (z7)jes utilizadas na definigdo da
soma, do facto de se ter

e —z; =z =a. — 2
J JT I T J

deduzimos que xj + o = 2+ z; e portanto, tendo em conta 1V.2.10,
(o) + () = Xty +a =
= jeJ jeJ
=Y (@ +a;) = (Zx;) + (Zx;)
jed jed jedJ

donde

Y= (D) - (55) = (59)-(5). o

jeg jed jeg jeg jed

IV.3.6 (Aditividade e distributividade) Sejam (z;);cs € (y;);cs duas familias
somaveis de nimeros reais e a € R. Sao entdo também somaveis as familias
(xj +y;)jes € (az;) e € tem-se

>t = () + ()

jeJ jeJ jeJ
E axj =a E (L‘j.
jeJ jeJ

Em particular concluimos também que é somavel a familia (z; — y;)cs €

que
Y (ai—y) = (Z%) - (Zy])
jeJ jeJ jeJ
Dem: O facto de termos familias somaveis resulta de que
|lzj +yi| <l + |yl laz;| = lal|2;],

donde

216Estas condigBes sdo verificadas pelos x;r e pelos z; utilizados na definicdo do
somatario.
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Stz +ul <0 Gl + Iy = (Plail) + (Xl ) < +ox,

jet jes jes jes
> lazil =" lalla| = [a]>_|z;| < +oc.
jed jeJ jed

Reparamos agora que, usando as nota¢des da definicdo em 1V.3.1, as igual-
dades ; = «; —a; ey; = y; —y; implicam que
zj+y = (z] +y)— (z; +y;),

+ + - -
comz; +y; zo,x]- +y; >0e

>ty = (Do) + (w) < oo

jeJ jed jed
>e 40 = () + () < o
JjeJ jeJ jeJ

pelo que, aplicando o lema 1V.3.5217,

> (wity) = (Z:(fﬂj+ +y;'r)> - (Z(x; +y]-’)> =

jes jes jes

((59) - (59)) - () - (50) -
(S)+ (5)

jeJ

Analogamente, no caso em que a >0, tem-se az; = az; —ax; COM
ax; >0,ax; >0e

Z(aa:j) = aZw}r < 400, Z(am;) = aZx; < +00

jeJ jeJ jeJ jeJ
donde

— +) _ -\ = +) _ -\) = .
S = (Yt ) — (Kuer) = o ((Ke7) ~ (X5)) =X,
jedJ jedJ jeJ jedJ jedJ jedJ
e, No caso em que a < 0, tem-se az; = —az; — (—aw;r) com —azx; >0,
—ax;r >0e

217 necessidade de aplicar o lema vem de que nada nos diz que x] + yjf tenha que ser a
“parte positiva” de z; + y; e analogamente para z; + y; . Isso certamente ndo acontece,
por exemplo, no caso em que z; > 0 e y; < 0.
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Z(_G,SC;) = —CLZ:U; < 400, Z(—axj) = —azx;,r < 400

jeJ jeJ jeJ jeJ
donde

Zam]— = (Z—ax;) — (Z—ax;) =

jes = jers

o ((Se) - (So1)) = e

Por fim, as conclusBes envolvendo a diferenca de duas familias somaveis
resultam do que ja estabelecemos se reparmos que a diferenca de dois
nUmeros € igual a soma do primeiro com o produto do segundo por —1. [

IV.3.7 (Propriedade de monotonia) Sejam (z;);c; € (y;)jes duas familias
somaveis de nimeros reais com y; < z; para cada j. Tem-se entéo

Zyj < Zl“j,

JjeJ JeJ

tendo-se mesmo )" y; < > z; no caso em que exista um indice j, com
jeJ jeJ

Yjo < Lo 218

Dem: Basta atender a que se tem x; = y; + (z; — y;) e portanto

;xj = (JEZ] yj) + (Z(acJ — yj)),

jeJ
onde z; — y; > 0 €, N0 caso em que y;, < ;,, Tj, — Yj, > 0. O

IV.3.8 (Somas totais e somas parciais) Seja (x;);c; uma familia somavel de
numeros reais. Tem-se entdo:
a) Para cada J' C J a familia (x;) ;e € também somavel.
b) Se (J,)nen € uma sucessdo crescente de subconjuntos de J (isto é, com

Jyn C Jny1 paracada n) tal que J = | J,, entdo
neN

D= fim (3 0w)

jedJ Jj€In

Dem: A concluséo de a) resulta de que, a familia (z;);c; sendo somavel,
tem-se

218Trata-se da propriedade que corresponde a enunciada na alinea a) de IV.2.5 no
contexto dos nimeros positivos. E claro que a propriedade correspondente a enunciada na
alinea b) desse resultado ndo tem paralelo no contexto dos nimeros reais arbitrarios.
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D lzl <7l < oo

jeJ’ jeJ
Quanto a b), nas notacdes da definicdo em 1V.3.1, tem-se
>oai=(2er) - ()
jeJ jeJ jeJ

onde, como vimos em 1V.2.6

Sar= tim (Yut), Yap= tim (Y a7)

JjeJ JEIn JjeJ JEIn
e portanto
L — i +) _ - — i .
o= lim (L) - (X)) = im (). ©
JeJ JEJn JEIn J€JIn

IV.3.9 (Séries e familias somaveis) Seja (z,)neny Uma familia somavel,
indexada no conjunto N dos ndmeros naturais. E entdo convergente a

o0
correspondente série Y x,, e tem-se

n=1

0
E Ly = E Ly

n=1 neN

Dem: Por defini¢do de soma da série (cf. 111.4.32), tem-se >z, = IiT Sp
n=1 Pt

onde os S, sdo as somas parciais

Uma vez que os subconjuntos {1,...,p} de N constituem uma sucessdo
crescente cuja unido é N, resulta de 1V.3.8 que o limite da sucesséo das

somas parciais S, é tambémigual a > z,,. O
neN

1VV.3.10 (Nota) Ao contrario do que sucedia no contexto dos reais positivos, ndo
estamos de modo nenhum a afirmar que, no contexto do ndmeros reais
arbitrarios e quando o conjunto dos indices é N, a nog¢éo de familia somavel
seja equivalente a de série convergente. O que o resultado precedente afirma
é que, quando a familia é somavel, a soma da familia coincide com a soma da
série mas pode perfeitamente acontecer que para uma série convergente a
correspondente familia de termos ndo seja somavel. Um exemplo tipico desta
situacéo é o da série harmonica alternada (cf. 111.4.40) que verifichmos ser
convergente e com soma
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- 1 1 1 1
Z P+1 =l— -4 - — (=)= =1In2);
p 2 3 P

No entanto a familia dos termos desta série ndo é somavel uma vez que a
soma dos valores absolutos dos seus termos é

=1 1 1 1
Z_:1+_+_+...+_+...:+Oo_
=4 2 3 p

As séries que correspondem a familias somaveis de numeros reais, isto €,
aquelas cuja soma dos valores absolutos dos termos ¢ finita, costuma-se dar o
nome de séries absolutamente convergentes.

O que estamos a fazer nesta seccdo € assim desistir provisoriamente de
considerar as séries que sdo convergentes mas ndo absolutamente conver-
gentes ganhando com isso a possibilidade de trabalhar no contexto mais
manejvel das familia somaveis onde, para além de termos mais liberdade no
conjunto de indices, podemos utilizar propriedades como a mudanca no
conjunto de indices que ndo sao vélidas em geral.

Antes de prosseguirmos o estudo das somas de familias somaveis, vamos
examinar ainda um resultado que aplica o que temos estudado no contexto
destas a construgdo de séries convergentes que ndo sdo necessariamente
absolutamente convergentes

IV.3.11 (Séries alternadas decrescentes) Seja (ay),>1 Uma sucesséo decres-
cente (no sentido lato) de reais maiores ou iguais a 0. Ent&o:
a) Para a familia de nimeros positivos a,, — a,1, cOm n impar, vem

0<a;—ay < Z (an — apy1) =

n impar

= (a1 —a2) + (a3 — aq) + (a5 — ag) + --- < ay < +o00.

b) No caso em que se tem, além das hipéteses acima, a,, — 0, vem conver-
gente a série

oo
E p a,,fal—a2+a3—a4+
p=1

(embora ndo necessariamente absolutamente convergente, como vimos no
exemplo referido na nota 1V.3.10), tendo-se

i v Z (an - an+1)l

n impar

e portanto
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o0
0<a —ay < Z (—l)pflap < qq.219

As séries deste tipo é usual dar o nome de séries alternadas decrescentes.
Dem: a) Considerando, para cada p > 1, o conjunto dos impares menores ou
iguais a 2p — 1, obtemos uma sucessao crescente de conjuntos cuja unido é o

conjunto dos impares pelo que, tendo em conta 1V.3.8, > (a, — a,+1) € 0
n impar

limite da sucess&o que a p associa

Sp = Z (an - anJrl)'

n impar
n<2p—1

A concluséo de a) resulta entdo de que, para cada p,

0<a;—as <8 :(al—a2)+---+(a2p_1—agp):
=a; — (ag —az) — -+ — (agp—2 — agy—1) — agy < ay.

b) Notemos S, a soma parcial de ordem n da série alternada decrescente,
portanto

-~

S,=a1—as+a3—as+ -+ (—l)nilan.
Nas notac@es utilizadas na prova de a), tem-se, para cada p > 1, f%p =5,¢e
Sgp 1 =S, + ag, pelo que, por ser, por mudanga de variaveis as, — 0,

vemos que as sucessdes que a p associam Sgp e 52p1 tém ambas a soma

> (a, — any1) como limite, por outras palavras, mais uma vez por mudanca
n impar

de variaveis, as fungdes (§n)n par € (?n,)n impar €M ambas aquela soma como

limite o que, por 1.5.8, implica que a sucesséo (3”),@\1 tem ainda essa soma
como limite. O

IV.3.12 (Propriedade associativa geral) Seja (z;);c; uma familia somavel de
nUmeros reais e suponhamos que o conjunto de indices J € uma unido, finita
ou infinita, de subconjuntos J4 disjuntos dois a dois, onde 5 € B. Tem-se

entdo:
dozi=) Q).

jeJ BeB  jes

onde estamos a afirmar, em particular, que cada somatdrio no segundo
membro corresponde a uma familia somavel.
Dem: Consideremos as familias de reais positivos (mj)je,; e (m;)je,;

219ver o exercicio 1V.3.3, no fim da seccdo, para desigualdades mais gerais, embora
menos simples, que as enunciadas nestas duas alineas.
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referidas na definicdo do somatorio em 1V.3.1. J& sabemos que, para cada
B € B, afamilia () jc;, € somavel, tendo-se, por definicéo,

S (Xer) - (X7).
JjeJs J€Js J€Js
Sabemos também que
SCES
J€Js JEJIs

e, lembrando a associatividade no contexto positivo examinada em 1V.2.8,
vemos que

> ‘Z%‘ <> (Z ij\) = J; |25 < +o0,

BeEB jeJs BeB jeds

ou seja a familia que a 5 associa ) | x; é somavel, e que

jeds
Z <Zx}+) = Zx]* < 400,
BeB “jeds =
Z (Zx;) = Zx]_ < +o0,
BeB jes jeJ

pelo que, usando mais uma vez o lema IV.3.5, vem

S =2 () -2 () =

BseB  jeds BeEB jeJs BeEB jEJs
_ +) _ -\ — )
f(gzcj) (Emj>7§x]. O
jeJ jeJ jeJ

Repare-se que para a conclusdo do resultado precedente é necessario fazer
a hipotese de a familia de todos os elementos envolvidos ser somavel.
Pode perfeitamente acontecer que o segundo membro faga sentido (isto é
todos os somatorios correspondam a familias somdveis) sem que o
primeiro membro o faca. Um exemplo é a familia indexada em N que a n
associa (—1)": Esta familia ndo é somével, uma vez que

SN =) 1=+,

neN neN

e, no entanto, podemos considerar N como a unido disjunta dos subcon-

juntos J, = {2p — 1,2p} com p € N tendo-se )~ (—1)"=—-1+1=0¢e
ned,

portanto
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() =Yo0=0

peN neJ, peN

No entanto, no caso em que o conjunto de indices € uma unido finita de
subconjuntos, o que acabamos de referir ja ndo pode suceder:

IV.3.13 (Complemento no caso das unides finitas) No caso em que J = | Jj
peB

com os Jg disjuntos dois a dois e B conjunto finito, dada uma familia de

nimeros reais (z;);c; tal que para cada § € B a familia (z;)cs, seja
somavel, podemos concluir que (z;) cs ¢ somavel e portanto, por IV.3.12,

ij = Z (Z%‘)-

jed BeB jeJ;

Dem: Tendo em conta IV.2.8, vem

> lel =3 (X lal) < +oc

jed BEB jeJy

(soma de uma familia finita de nimeros positivos). O

Tal como acontecia no contexto dos somatorios com parcelas positivas, a
propriedade de associatividade admite varias consequéncias importantes.

IV.3.14 (Propriedade de Fubini para somatorios) Sejam J ¢ K dois
conjuntos, finitos ou infinitos, de indices e (x;)(jresxx uma familia
somavel de numeros reais. Tem-se entdo

D Q w) = > ww=3 QO w),

JjeJ keK (4,k)eIxK keK jeJ

onde todos os somatdrios correspondem a familias de nimeros reais que sdo
somaveis.

Dem: Tal como acontecia em IV.2.9, vamos ter uma consequéncia da
propriedade associativa com o auxilio de mudangas convenientes nos
conjuntos de indices: Comegamos por reparar que, por mudang¢a no conjunto
de indices, podemos concluir que para cada j € J fixado tem-se

E Tjk = E, Zj k-

ke (7 R e < K

Reparando que J x K ¢ a unido disjunta dos subconjuntos {j} x K com
j € J e aplicando a propriedade associativa em IV.3.12 podemos assim
concluir que



§3. Somatorios arbitrarios de nimeros reais 355

SO i)=Y O wmw)= D wmw= Y, Tk

jeJ kekK jed (7, k)e{j}xK (f,k)eT XK (jik)eJ x K

0 que prova a primeira igualdade. A prova da segunda é analoga, utilizando
agora o facto de J x K ser a unido disjunta dos conjuntos J x {k} com
ke K. O

IV.3.15 (Produto de dois somatorios) Sejam (z;);cs € (yi)rex duas familias
somaveis de nlmeros reais. Tem-se

O z)x O wm) = > (= xum),

jeJ keK (4,k)eJxK

onde a familia do segundo membro também é somavel.
Dem: Comegamos por reparar que, tendo em conta 1V.2.14,

Yozl =) 0 (gl x lyel) = Q lail) x (DI wel) < +oo,

(jk)eT XK (keI x K jeJ kek

0 que mostra que a familia envolvida no segundo membro também ¢é
somavel. Podemos agora, como no caso positivo, escrever

Qo) x O w) =D (wix Y w)=>_ O (zyxwm)) =

€T keK j€d keK JjeJ  kekK
= E () X yr). .
(jk)e] < K

IV.3.16 (Somas parciais e a fun¢éo indicatriz) Sejam (z;);c; uma familia de
ndmeros reais e J' C J e consideremos a correspondente funcéo indicatriz
Iy:J —{0,1} (cf. IV.2.12). Tem-se entdo que a familia (z; % L;/(j))jes €
somavel se, e so se, a familia (x;) jc,» for somavel e, nesse caso,

doxi= (a;x L))

jeJ’ jedJ

Dem: A primeira afirmacdo € uma consequéncia de que, como se viu em

IV.2.12,
Dol =D (gl x L) =D (| x L ()

jeJ’ jed jed

A segunda resulta da propriedade associativa em 1V.3.12, considerando .J
como a unido disjunta de J' e J\ J' e reparando que para j € J' vem
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xzjx1Lp(j)=x;eparaje J\ J vema; x L;(j) =0, portanto

D ayxTp() =D (@ x Lo(d) + Y (2 x () =

jeJ jeJ’ jeJ\J’
jeJ’ jeJ\J’' jeJ’

Mostra a experiéncia que o teorema da convergéncia mondtona é um
resultado que se aplica essencialmente apenas no contexto das somas de
parcelas positivas. E o teorema da convergéncia dominada que interessa
generalizar ao contexto dos somatorios gerais de nimeros reais.

1V.3.17 (Teorema da convergéncia dominada) Sejam J um conjunto, finito ou
infinito, de indices e (y;) e, uma familia de reais positivos com ) y; < +o0
jeJ
(a familia dominadora). Consideremos, para cada j € J, uma Sucessao
f;: N — R admitindo limite finito

zj= lim f;(n) eR

n—+00

e tal que, para cada n € N, |fj(n)| < y; (a condicdo de dominag&o). S&o
entdo somaveis a familia (z;);cs €, para cada n € N, a familia (f;(n));c7 e,
sendo

J) = fin) € R,

jed
tem-se

lim f(n) =Y

n—-+0o0
jeJ

ou seja, € valida a “passagem ao limite”
i (3 6m) =32 m fim)
jeJ jeJ

Dem: O facto de para cada n € N a familia ( f;(n));c; ser somavel resulta de

se ter
SOIAHm <Yy < oo

jers jes

Do mesmo modo, de se ter |f;(n)| — |z;| concluimos que |z;| <y, e
portanto
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D ozl €Yy < 400

jes =

pelo que a familia (z;) jc; € somavel. Reparemos agora que

‘f(“) - Z%‘ . ‘ij(“) - Z%‘ . ‘Z(fj(n) —aj)| <
Jed JjedJ jeJ jeJ
< 1) —

jedJ
pelo que, uma vez que para cada j € J se tem Iir+n |fi(n) —z;l=0e
n—-+od

|fi(n) — x| < [fi(n)] + |zy] < 2y;,

com " 2y; = 2) y; < +oo, podemos concluir do teorema da convergéncia
jeJ jeJ
dominada no contexto positivo (cf. 1V.2.18)

donde também  lim ‘f(n) -> xj‘ = 0 e portanto, por 1.5.42,
n—-+00 jeJ X

lim f(n) = a; O

n—+00
jeJ

O teorema da convergéncia dominada admite uma generalizacdo trivial,
que ¢é aquela que sera aplicada com maior frequéncia, em que os limites
de sucessOes sdo substituidos por limites de fungdes num ponto aderente
ao seu dominio.

1V.3.18 (Teorema da convergéncia dominada para limites de func¢des) Sejam
J um conjunto, finito ou infinito, de indices e (y;);c; uma familia de reais
positivos com > y; < +oo (a familia dominadora). Sejam X C R, a € R

jeJ
aderente a X e, para cada j € J, f;: X — R um fungéo admitindo limite
finito
lim fJ(.’E) =x; € R

e verificando | f;(z)| < y; para cada = (a condicdo de dominag&o). Sdo entéo
somaveis a familia (z,) jcs e, para cada z € X, a familia (f;(z)),cs €, sendo

fl@)=> fi(z) €R,

jeT
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a funcdo f: X — R assim definida verifica

lim f(z) = ij,

T—a -
JjeJ

ou seja, € valida a “passagem ao limite”

lim (3 fi(@) = 3 (lim f()).
jed

jeg

Dem: Como na versdo para as sucessfes, o facto de para cada z € X a
familia (f;(x)) e ser somavel resulta de se ter

SIHE@ <Dy < o0

JjeJ JeJ

e o facto de se ter lim |f;(x)| = |z;| implica que |z;| < y;, e portanto
T—a

D lal <)y < oo,

jedJ jed
0 que mostra que a familia (z;) jc; € somavel. O facto de se ter

lim f(z) =

T—a -
jeJ

resulta agora da caracterizagdo de Heine dos limites (cf. 1.5.50) visto que,
qualquer que seja a sucessdo (u,) de elementos de X com limite a, 0 que

vimos em 1V.3.17 garante que a sucess&o (f(uy,)) tem limite > x;. O
jeJ

Os dois resultados seguintes, que sdo consequéncias simples do teorema
da convergéncia dominada para limites de fungbes, vao-nos explicitar
hip6teses sob as quais se podem tirar conclusdes sobre a continuidade e
derivabilidade de fung@es definidas como somatérios de outras.

1V.3.19 (Continuidade dum somatério de fungdes) Sejam X C R, J um
conjunto de indices arbitrario e, para cada j € J, fj: X — R uma fungéo
continua. Suponhamos que existe uma familia (y;),cs de reais positivos com
> y; < +oo tal que para cada jeJ e z € X se tenha |fj(z) <y, (a
jeJ
condi¢do de dominacdo). Fica entdo bem definida uma fungdo continua
f: X — Rpor

f@) = filx).

jeT

Dem: O facto de f estar bem definida corresponde a afirmacédo de que, para
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cada z € X a familia (f;(z));cs é somavel e isso é uma das conclusdes do

teorema 1V.3.18. O facto de a funcdo f ser continua corresponde a afirmar

que, para cada a € X, f(a) =) fi(a) é o limite de f(z) quando z — a e
jeJ

iSs0 € mais uma vez uma consequéncia do mesmo teorema uma vez que, pela

continuidade das fungbes f;, cada f;(a) é o limite de f;(x) quando z — «. O

IV.3.20 (Derivabilidade dum somatério de fungdes) Sejam X C R um
intervalo, J um conjunto de indices e, para cada j € J, f;: X — R uma
funcéo derivavel. Suponhamos que para cada = € X a familia (f;(z))jcs €

somavel e que existe uma familia (y;) ;e de reais positivos com > y; < +oco
jeJ
tal que para cada j€ J e x € X se tenha |fi(z)| <y; (a condicdo de
dominagdo). Tem-se entdo que a funcdo f: X — R definida por
(2) =) filx)
jed
é derivavel e com
= fi)
jeJ
paracada x € X.
Dem: Seja a € X arbitrario. Para cada j € J, tem-se
le(a) — lim f](l‘) - fj(a)
r—a r—aQa

e, lembrando o corolério do teorema de Lagrange em 111.2.9 220, tem-se, para
um certo c entre x € a,

P < ggen < u,

Uma vez que

f(x) - fla) ny ),

jedJ

deduzimos agora de 1V.3.18 que se tem

f'(a) = lim f@) = o) _ > fila). O

r—a Tr—a -
JjeJ

220E para poder aplicar esse resultado que estamos a exigir que o dominio X seja um
intervalo.
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Vamos agora dar um exemplo de aplicacdo dos resultados precedentes a
uma construgdo estritamente no contexto da Analise Matematica de fun-
cOes “gémeas” das fungdes trigonométricas seno e cosseno, que Nnos apa-
receram inicialmente como funcdes definidas num contexto de Geometria
e cujas propriedades foram naturalmente estabelecidas nesse contexto (cf.
o que foi referido em 1.4.28). Vamos utilizar para as funcdes que vamos
construir designagdes analogas as das fungdes “gémeas” mas escrevendo a
letra inicial em maiuscula quando for importante sublinhar o contexto em
gue estamos a considera-las.

IV.3.21 (As fungbes trigonométricas “gémeas”) Para cada x € R podem
definir-se numeros reais Sen(z) e Cos(z) como somas das seguintes familias
somaveis:

2p+1 R
Sen = —1 ) = —_— —_—— — LR
() ;\;( Vs T m e T
22 2 gt g6
Cos(z) = —1)? =1 4+ T ..
(z) I;NO( Y o ST

tendo-se trivialmente Sen(0) = 0 e Cos(0) = 1 assim como as “propriedades
de paridade”

Sen(—z) = —Sen(z), Cos(—x) = Cos(z).
As fungdes
Sen:R — R, Cos:R — R

assim definidas sdo de classe C'*° e verificam

Sen’(z) = Cos(z), Cos'(z) = —Sen(z).
Dem: O facto de termos familias somaveis resulta de que, tendo em conta a
série para a funcdo exponencial referida em 111.4.41, vem

2p+1

Sl gl =X S < e

peNy 7L€Nn
n |mpar

e, analogamente,

Z‘ 22 ‘_ \xl Z\ . — ol < oo

peNy rLENg ! neNy
n par

Para verificarmos a validade dos valores indicados para as derivadas destas
fungdes (em particular a sua continuidade) basta examinar 0 que se passa
com a restricdo destas funcdes a intervalos do tipo |—R, R[, com R > 0
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arbitrario, uma vez que, dado @ € R, podemos escolher R tal que
€ ]-R, R[ e entdo a existéncia e o valor da derivada no ponto a de uma
fungdo definida em R s&o equivalentes aos da sua restricdo a |— R, R|. 221
Reparemos agora que, definindo para cada n € Ny a funcdo f,,: R — R por
x’ﬂ

f’n(x) =

n!

estas funcBes séo derivaveis em cada ponto e com fj(xz) =0 e, para n > 1,
f1(z) = fo_1(z). Uma vez que

Sen(z) = Z (=1)? fopy1(2)

PENy
onde, paraz € |—-R, R|
R
(2p)!

|(_1)pf2/p+1(1.)| = |f2p(x)| <

n

2p n
> G = D ar S Xy =t <
( p)' neNy n neNy n:

n par

deduzimos de 1V.3.20 que a fungdo Sen é derivavel em cada = € |-R, R[ e
com

Sen'(z) = Y (=1 fy1(x) = Y (—1)"fap(x) = Cos(x),

peNy PNy

Analogamente, uma vez que

Cos(z) = Z (=1)? fop()

JZS
onde, paraz € |—R, R[, |(-1)°f}(z)| =0e,se p > 1,

RQp 1

|( pf2p |*|f2p 1 |_ )

221Trata-se de uma propriedade geral da nocdo de limite ja que a ndo é aderente ao com-
plementar R \ |- R, R[ (cf. a alinea b) de 1.5.8).

Mostra a experiéncia que é frequente ndo se conseguir aplicar diretamente os resultados
IV.3.19 e 1V.3.20 para provar a continuidade ou derivabilidade de fun¢Bes definidas
como somatdrios de outras por ndo se conseguirem estabelecer globalmente as
necessarias desigualdades de dominacdo mas que se consegue tornear essa dificuldade a
custa de considerar restri¢des a subconjuntos convenientes do dominio.
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R p—1 R" R"
0+Z =) =<y =< 4o,
— | = |
peN 2p 1 neNy n: neNy n
n impar

deduzimos de 1V.3.20 que a fungéo Cos é derivavel em cada = € |—-R, R[ e
com

Cos'(z) =0+ (1) f3,(z) =D (1) fopa(z) =
peN peN

= Z(—l)qﬂfzqﬂ(fﬂ) = —Sen(x).

q€Ny

Ficou assim provado que as fungbes Sen e Cos sdo derivaveis em cada ponto
e com a derivadas indicadas no enunciado, em particular com derivadas
continuas e resulta agora por indugdo em k que estas fungGes sdo de classe
C* paratodo o k € N, ou seja, sdo de classe C™. O

Repare-se que, se nos situarmos no contexto geométrico onde as fungdes
trigonométricas usuais sen e cos foram definidas, o que verificamos em
111.2.14 (ou, alternativamente, os desenvolvimentos em série de Maclaurin
obtidos no exercicio 111.4.13) mostra-nos que se tem Sen(z) = sen(z) e
Cos(z) = cos(z). Por esse motivo, passado o que estamos a fazer nesta
sec¢do em que o objetivo é sublinhar o diferente ponto de vista em que
nos colocamos, as notagdes Sen(z) e Cos(z) serdo abandonadas e substi-
tuidas pelas notagdes usuais sen(z) e cos(z).

Faz naturalmente sentido perguntarmo-nos se sera possivel verificar que
as funcbes Sen e Cos verificam propriedades que conhecemos para as
funcBes “gémeas” sem precisarmos de passar pelo conhecimento destas
dltimas. E a verificagdo de algumas dessas propriedades que faremos a
seguir, notando desde ja que, com a excecdo de uma delas, ndo utiliza-
remos explicitamente as caracterizag¢des destas fun¢es como somas das
séries mas apenas as propriedades de derivabilidade referidas em 1V.3.21.

1V.3.22 (Relagdo fundamental entre as funcbes trigonométicas) Para cada
x € Rtem-se

Sen?(z) + Cos*(x) = 1,

em particular |Sen(z)| < 1 e |Cos(z)| < 1.

Dem: Seja f:R — R a fungdo definida por f(x) = Sen*(z) + Cos?(x).
Tendo em conta as propriedades de derivabilidade referidas em 1V.3.21,
obtemos

f'(x) = 2Sen(x)Sen’(x) + 2Cos(z)Cos'(x) =
= 2Sen(x)Cos(x) — 2Cos(x)Sen(z) =

0 que nos garante que a funcéo f é constante, e portanto
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Sen?(z) + Cos*(x) = Sen*(0) + Cos*(0) = 1.
Uma vez que Cos?(x) > 0 e Sen*(z) > 0, a igualdade precedente implica
que Sen*(z) < 1e Cos*(z) < 1, ou seja, |[Sen(z)| < 1e|Cos(z)| < 1. O

IV.3.23 (Lema — Fungdes com comportamento semelhante a Sen e Cos)222
Sejam S:R — R e C:R — R duas fungdes derivaveis em cada = € R e com

@) S'(x) =C(x), C'(z)=-S(z).
Existem entdo duas constantes a, b € R tais que
@) S(z) = aSen(x) + bCos(x),
C(z) = aCos(z) — bSen(x),

em particular se for S(0)=0 e C(0)=1 tem-se necessariamente
S(xz) = Sen(z) e C(x) = Cos(z).
Dem: Consideremos duas fungdes auxiliares f, g: R — R definidas por

f(z) = Sen(z)S(x) + Cos(z)C(x),

g(z) = Cos(z)S(z) — Sen(z)C(z).

Por derivacéo, obtemos

f'(z) = Cos(z)S(x) + Sen(z)C(x) — Sen(z)C(x) — Cos(x)S(z) = 0,

g () = —Sen(x)S(z) + Cos(z)C(x) — Cos(x)C(z) + Sen(x)S(z) = 0,
pelo que temos duas func¢Bes constantes ou seja, existem a,b € R tais que
paracadax € R

Sen(x)S(x) 4 Cos(z)C(x)
Cos(z)S(x) — Sen(z)C(z)

a,
b.

Multiplicando ambos os membros da primeira igualdade por Sen(x), ambos
0s membros da segunda por Cos(x) e somando os resultados, obtemos

Sen?(x)S(z) + Sen(x)Cos(x)C (x) + Cos®(x)S(x) — Sen(z)Cos(z)C(x) =
= aSen(z) + bCos(z),

ou seja, tendo em conta 1V.3.22, S(x) = aSen(x) + bCos(z). A segunda
igualdade em (2), resulta desta Ultima por derivacéo. Por fim, se for S(0) = 0
e C(0) = 1, deduzimos de (2) que

222Comparar com a versdo analoga para as versdes geométricas das fung@es trigonomé-
tricas estabelecida em 111.2.14, verséo essa cuja demonstracdo vai ser praticamente decal-
cada adiante.
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0 =5(0) = aSen(0) + bCos(0) = b,
1= C(0) = aCos(0) — bSen(0) = a,
e portanto, mais uma vez por (2), S(z) = Sen(z) e C(z) = Cos(z). O
1V.3.24 (Propriedades de aditividade e de duplica¢do) Quaisquer que sejam
z,y € R, tem-se
Sen(z + y) = Sen(x)Cos(y) + Cos(z)Sen(y),
Cos(z + y) = Cos(z)Cos(y) — Sen(x)Sen(y).
Em particular, no caso em que tomamos y = x, obtemos as formula habituais
para o argumento duplo
Sen(2z) = 2Sen(z)Cos(x),
Cos(2x) = Cos*(z) — Sen*(z) =
=2Cos’(z) — 1 =
=1 —2Sen*(z).

Dem: Consideremos x fixado e definamos fungdes S, C: R — R por
S(y) =Sen(z +y), C(y)=Cos(z+y).
Derivando, obtemos
S'(y) = Cos(z +y) =C(y), C'(y)=—Sen(z+y)=-5(y)

pelo que, pelo lema 1V.3.23, concluimos a existéncia de constantes a,b € R
tais que para cada y

Sen(z +y) = S(y) = aSen(y) + bCos(y),
Cos(z +y) = C(y) = aCos(y) — bSen(y),

e, considerando y = 0 nas formulas precedentes, verificamos que b = Sen(z)
e a = Cos(x).

IV.3.25 (Lema) Para cada 0 < z < 1 tem-se Cos(z) > 1 e Sen(z) > 3.
Dem: Tendo em conta a propriedade associativa dos somatorios (cf. 1V.3.12)
vem

7’ zt 20

Cos(x):(1—7)+<z_a)+...:

_Z( 2p:—2)>

peNy
p par

e, uma vez que, sendo 0 < z < 1, tem-se 22 < 1, e portanto 2?2 < ¢
(2p+ 2)! > (2p)! donde
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concluimos que

Analogamente, e aplicando mais uma vez a propriedade associativa, vem

e PR
Sen(z) = (a:— 5) + (5 — F) 4=
Z 2l 223 )
s (2p+ 1)! (2p +3)!
p impar

e portanto, uma vez que, sendo 0 <z <1, tem-se %P3 < %+l ¢
(2p+ 1)! > (2p — 1)! donde

m2p+1 m2p+3

p+ 1) @pia) =

concluimos que

Sen(z) >z — —>z(l—=) = 2 O

1V.3.26 (O “gémeo” do Pi) Fica bem definido um real IT pela condi¢&o de % ser
0 menor elemento do conjunto dos = > 0 tais que Cos(x) = 0. Tem-se entéo
2<Il<4e:
a) Sen(¥) =1eCos(¥) =o0.
b) A restricdo da funcdo Sen a [0, %] é estritamente crescente e com [0, 1]
como contradominio. A restrigdo da funcdo Cos a [0,1] é estritamente
decrescente e com [0, 1] como contradominio.
Dem: Vamos dividir a demonstracdo em vérias alineas:
1) Vamos comegar por provar que o conjunto dos = > 0 tais que Cos(xz) = 0
admite um minimo z; e que 1 < xy < 2. 1sso provara em particular que IT
fica bem definido pela condi¢do do enunciado, tendo-se IT = 2z, e portanto
2<II < 4.
Subdem: Tendo em conta a propriedade referida em 11.1.14, o conjunto A
dos = > 0 tais que Cos(x) = 0, que pode ser descrito como

A= {zx €[0,+o0] | Cos(z) € {0}},

€ um conjunto fechado, e naturalmente minorado, e portanto, se verificarmos
que ele ndo é vazio ele vai admitir um minimo x,, nomeadamente o seu
infimo (cf. 1.3.18). Ora, tendo em conta o lema IV.3.25 e a propriedade de
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duplicacdo em 1V.3.24, tem-se

Cos(2) =1—2S8en*(1) <1 -2 x (2)2 =

7

— <0,
TR

pelo que o teorema da Cauchy-Bolzano (cf. 11.1.15) garante a existéncia de
um elemento de A menor que 2. Como referimos isso arrasta a existéncia do
minimo xz, de A, que verifica necessariamente z, < 2 e o facto de se ter
xo > 1 resulta do lema referido, que garante que os elementos menores ou
iguais a 1 ndo pertencem a A.
2) O facto de se ter 4 € A diz-nos que Cos(%) = 0. Vamos agora verificar
que a restricdo de Sen a [0, J] é estritamente crescente e com [0, 1] como
contradominio, em particular que Sen(%) =1
Subdem: Para cada z € [0,4[ tem-se Cos(z) >0 visto que, se fosse
Cos(z) <0 o teorema de Cauchy-Bolzano arrastava a existéncia de
y € [0, ] com Cos(y) = 0, contrariando o facto de I ser o minimo de A. O
facto de se ter Sen’(z) = Cos(z) > 0 para cada z € ]0, 1| implica que a
restricdo de Sen a [0, 4] ¢ estritamente crescente, em particular Sen(z) > 0
para cada = € |0, 1]. Da igualdade
2 II 2 1 2 1

1=Sen (5) + Cos (5) = Sen (5)
podemos assim concluir que Sen(%) =1 e portanto o contradominio da
restricdo de Sen a [0, %], que por 11.1.16 sabemos ser um intervalo, é neces-
sariamente o intervalo [0, 1].
3) Vamos verificar por fim que a restricdo da fungdo Cos a [0, %] é estrita-
mente decrescente e com [0, 1] como contradominio.
Subdem: Ora o facto de termos uma funcéo estritamente decrescente resulta
de se ter

Cos'(z) = —Sen(z) < 0

para cada z € 0, %[ e daqui concluimos que o contradominio da restricdo
referida que, como antes, é necessariamente um intervalo, é o intervalo

[Cos(1),Cos(0)] = [0, 1]. O

E claro que, quando nos situamos no contexto geométrico em que as
fungdes trigonométricas originais aparecem, podemos concluir que a
constante IT definida atrds coincide com a constante 7 definida nesse
contexto. Como acontecia com as notagdes Sen e Cos para as funcdes
gémeas de sen e cos, a utilizagdo da maiUscula II restringe-se apenas ao
que fazemos nesta secgdo e posteriormente passar-se-a a utilizar de novo a
notacéo .
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1V.3.27 (Férmulas de “reduc¢do ao primeiro quadrante”)
a) Para cada =z € R tem-se

Sen(% + ) = Cos(x), Cos(% + ) = —Sen(z),
e, em consequéncia, também

Sen(% —x) = Cos(x), Cos(% —x) = Sen(z).
b) Para cada = € R tem-se

Sen(IT + z) = —Sen(z), Cos(Il + z) = —Cos(x),

em particular Sen(II) = 0 e Cos(II) = —1.
c) Para cada x € R tem-se

Sen(2I1 + z) = Sen(z), Cos(2II + z) = Cos(z),

por outras palavras, as funcdes Sen e Cos sdo periddicas com 2IT como
periodo.
Dem: Tendo em conta as propriedades de aditividade em 1V.3.24, vem
II II
Sen(; +z)= Sen(E)Cos( x)+ Cos( )Sen(zx) =
=1 x Cos(x) + 0 x Sen(z) = Cos(z),
(
(

=

Cos(% +z)= Cos(H)Cos( ) — Sen(—)Sen(z) =
=0x Cos( ) — 1 x Sen(xz) = —Sen(x)

w|.:|

e as segundas férmulas destacadas em a) resultam das primeiras tendo em
conta as caracterizages de Cos(—z) e Sen(—x) em 1V.3.21. As férmulas na
alinea b) resultam das primeiras que foram referidas na alinea a) se reparar-
mos que se tem

II
Sen(Il + x) = Sen(—

5+ é +2)), Cos(Il+ ) = Cos( 5

1I
5 + (5 +$))

Analogamente, as férmulas em c) resultam das referidas em b) se repararmos
que se tem

Sen(2II + z) = Sen(Il 4+ (IT + x)), Cos(2II + ) = Cos(II + (II + x)).
O

Tal como acontecia com as fungdes trigonométricas originais, as funcdes
Sen e Cos vdo admitir restri¢des injetivas a intervalos convenientes cujas
inversas, importantes nas aplicagdes, sdo “gémeas” das fungdes arcsen e
arccos referidas em 11.1.25 e, naturalmente, coincidem com estas quando
nos situamos no contexto geométrico.
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IV.3.28 (As funcgdes trigonométricas inversas) a) Tem-se Cos(x) > 0 para
o o oI

cada = € [~5,5] e a restrigdo da funcdo Sen ao intervalo [—3, 5] ¢é
estritamente crescente, em particular injetiva, e tem [—1, 1] como contrado-
minio. Notamos

arcSen: [—1,1] — [— ]
(ou Sen™!) a fungdo inversa desta restrigio, que é assim bijetiva e estrita-
mente crescente ¢ portanto continua (cf. 11.1.20). Esta fungdo ¢ derivavel em
caday € |—1,1[ e com

II
9

| =

1

arcSen’(y) = ———
L—y

b) Tem-se Sen(x) > 0 para cada z € [0,1I] e a restrigdo da fun¢do Cos ao
intervalo [0,II] é estritamente decrescente, em particular injetiva, e tem
[—1, 1] como contradominio. Notamos

arcCos: [—1, 1] — [0, 1I]

(ou Cos™!) a fungdo inversa desta restrigdo, que ¢ assim bijetiva e estrita-
mente decrescente e portanto continua. Esta fun¢do é derivavel em cada
y €]—1,1[ e com

-1

Dem: a) Ja verificamos na alinea b) de 1V.3.26 que Cos(z) > 0 para cada
z € [0, 4] e a identidade Cos(—z) = Cos(z) implica que o mesmo sucede
para « € [—4,0]. J4 sabemos que a restri¢io de Sen a [0, §] ¢ estritamente
crescente a tem [0, 1] como contradominio. Daqui deduzimos, tendo em conta
a identidade Sen(z) = —Sen(—z), que a restricdo de Sen a [—I,0] ¢
também estritamente crescente ¢ com [—1,0] como contradominio e,

juntando estes dois factos, podemos concluir que a restricio de Sen a

arcCos'(y) =

[—%, %] ¢ estritamente crescente e com contradominio [—1, 1] (reparar que,
no caso em que z <y em [—%,%] com r<0 e 0<y, vem

Sen(x) < Sen(0) < Sen(y)). A derivabilidade de arcSen em cada
y € ]—1,1[ e o valor da sua derivada resultam agora com uma justificagdo
decalcada pela feita em II1.1.24 para a fung¢do “gémea” arcsen, onde o facto
de se ter Cos(x) >0 para x € ]—%, %[ ¢ uma consequéncia de se ter
Cos(—z) = Cos(z).

b) Ja verificimos na alinea b) de IV.3.26 que Sen(z) > 0 para cada
z € [0, %] e a identidade Sen(II—z) = —Sen(—x) = Sen(x) implica que o
mesmo sucede para z € [2,II]. J4 sabemos que a restrigdo de Cos a [0, 3] é
estritamente decrescente a tem [0,1] como contradominio. Uma vez que



§3. Somatoérios arbitrarios de nimeros reais 369

Cos(z) = —Sen(z — J) (uma identidade equivalente & identidade
Cos(% + x) = —Sen(x)) e que a restricdo de Sen a [0, %} ¢ estritamente

crescente ¢ com [0, 1] como contradominio, vemos que a restrigdo de Sen a
[5,10I] ¢ estritamente decrescente ¢ com [—1,0] como contradominio e,
juntando os dois factos, podemos concluir que a restri¢do de Sen a [0,II] é
estritamente decrescente ¢ com contradominio [—1,1]. A derivabilidade de
arcCos em cada y € |—1,1[ e o valor da sua derivada resultam agora com
uma justificagdo decalcada pela feita em II1.1.24 para a funcdo “gémea”
arccos, onde o facto de se ter Sen(z) > 0 para € 0, II[ é uma consequéncia
de se ter Sen(z) = Cos(z — ) (uma identidade equivalente & identidade

Sen(¥ + z) = Cos()). O

IV.3.29 (Parametrizacio da circunferéncia) Sejam a,b € R tais que
a® +b* = 1.223 Existe entdo um Gnico z € |-IL, 1] tal que a = Cos(z) e
b = Sen(z).
Dem: Comecemos por reparar que se tem a®> < 1 e b < 1, e portanto a e b
pertencem a [—1, 1].
1) Comecemos por supor que b > 0. Tendo em conta a alinea b) de IV.3.28,
existe um tnico x € [0, 1] tal que Cos(z) = a e entdo, por ser Sen(x) > 0 e
Cos?(x) + Sen?(z) = 1, vemos que

Sen(z) = /1 —Cos?(z) = V1 —a?=0b.

Note-se, além disso, que se tem b = 0 se, e s6 se, a = *1, portanto se, e sO
se, z = 0 ou z = II e daqui deduzimos, em particular, que o unico z € [0, II]
tal que Cos(xz) = a é também o unico = € |—IL,II] tal que a = Cos(z) e
b = Sen(x), ja que, se z € |11, 0], tem-se —z € ]0, II[ e portanto

Sen(z) = —Sen(—z) < 0.

2) Suponhamos agora que b < 0. O que verificamos em 1) aplicado aos reais
a e —b garante a existéncia de um unico y € ]0,II[ tal que Cos(y) =a e
Sen(y) = —b ¢ entdo tem-se, para o elemento z = —y € |-II, 0],

Cos(z) = Cos(y) = a, Sen(z) =—Sen(y)=1>

e este x ¢ o inico elemento de |—II, O[ (e portanto de |—II, II]) nestas condi-
¢des visto que, se x’ € |—1II, 0] verificasse as mesma propriedades, vinha
-z’ €]0,1I]e

Cos(—z') = Cos(z') = a, Sen(—z') = —Sen(z) = —b,

portanto —x’ = y, donde 2’ = —y = x. O

2BInterpretando geometricamente, a e b sdo as coordenadas de um ponto da circunfe-
réncia de centro na origem e raio 1.
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A funcédo trigonométrica tan também admite uma funcdo “gémea” Tan
definida de maneira analoga aquela mas com as fun¢des Sen e Cos no
lugar de sen e cos. Para simplificar o enunciado, e porque isso € suficiente
para as aplicagbes mais importantes, vamos considera-la apenas definida

no intervalo |-, 1.

IV.3.30 Para cada z € ]— Y, [ definimos Tan(z) € R por

_Sen(x)

Tan(z) = Cos(z)’

A fungdo Tan: |-, I — R assim definida é derivavel em todos os pontos =
e com derivada

Tan'(z) = =1+ Tan’*(z)

1
Cos?(z)
e é estritamente crescente e com contradominio R, em particular verifica

lim Tan(z) = —o0, lim Tan(z) = +o0.
T=5

T—o—3

Dem: O facto de se ter Cos(z) > 0 para cada = € |—1, [ é conhecido no
caso em que x>0 e para x <0 é uma consequéncia da identidade
Cos(—x) = Cos(x). Usando as regras de derivacdo e o conhecimento das
derivadas de Sen e de Cos, obtemos agora
Tan'(z) = Sen’(x)Cos(z) — Sen(x)Cos'(x)
Cos?(x)
_ Cos®(z) +Sen*(z) 1
N Cos?(x) ~ Cos?(x)

ou, alternativamente,

.« Cos?(z) 4 Sen*(z) Sen?(z)
Tan'(z) = Cos?(z) N Cos?(z)

=14 Tan?*(z).

Qualquer das férmulas obtidas mostra que se tem Tan’(z) > 0 para cada z, e
portanto temos uma funcgdo estritamente crescente. O facto de o contrado-
minio ser R é equivalente ao facto de a funcéo ter os limites referidos quando
T — —% e quando = — % facto que é consequéncia de se ter Cos(x) > 0,

lim Sen(z) = Sen(—g) =—1, lim Cos(z) = Cos(—E) =0,

.’L’—>—% 1:—»—% 2
. II . II
lim Sen(z) = Sen(g) =1, lim Cos(z) = COS(E) =0. O

2 2
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1V.3.31 Tendo em conta as propriedades referidas para a fungdo Tan, podemos
considerar a fun¢do inversa desta, notada

II 1I
arcTan: R ——, =,
que é também continua e estritamente crescente e tem limites

. II . II
lim arcTan(y) = ——, lim arcTan(y) = —.
y——00 2 y—+oo 2

Com justificacdo decalcada pela feita em 111.1.24 para a funcdo “gémea”
arctan, vemos que esta funcdo é derivavel em cada y € R e com

1
14+y%

arcTan'(y) = 224

1V.3.32 (Nota sobre o “retorno as origens”) A partir de agora, € como ja
referimos anteriormente, vamos voltar a utilizar as nota¢des habituais sen(z),
cos(z), tan(x) e 7 no lugar das notagbes Sen(x), Cos(x), Tan(x) e II
utilizadas nesta seccdo quando era importante sublinhar o facto de estarmos a
considerar as definicBes analiticas em vez das definicbes geométricas.
Analogamente, voltaremos a utilizar para as fung¢fes trigonométricas inversas
as notagbes arcsen(z), arccos(x) e arctan(x) em vez de arcSen(z),
arcCos(z) e arcTan(z). O que fizémos nesta seccéo devera ter sido suficiente
para convencer o estudante que as no¢des envolvidas podem ser consideradas
como fazendo sentido num contexto puramente analitico, portanto sem
nenhum apelo as respetivas definicbes geométricas, tanto no que diz respeito
as suas definicbes como a prova das suas propriedades bésicas.
Este retorno as notagGes habituais aplica-se, em particular, aos exercicios a
seguir.

Exercicios

Ex 1V.3.1 Lembrar que, se 0 < r < 1, a férmula para a soma dos termos de uma
série geométrica garante-nos que

erzlir<+oo.

PENy

224\/alera a pena referir o facto de s6 agora sabermos, num contexto puramente analitico,
a existéncia de uma primitiva para a fungdo “puramente analitica” R — R que a y associa
ﬁyz. Analoga observagdo poderia ter sido feita, relativamente a fungéo |—1,1[ — R que

a y associa \/]%7 a proposito de 1V.3.28.
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Tendo isso em conta, mostrar que se z € R verifica |z| < 1 entdo

n

(ED)a-n=a-Y g,

neN n>2

ondo os somatorios envolvidos correspondem a familias somaveis de ndme-
ros reais. Nota: Apesar de, como se verificou na alinea b) de 111.4.40, o
somatério envolvido no primeiro membro ter como soma —In(1 — z), isso é
irrelevante para a resolugdo do exercicio, que involve apenas a utilizagdo das
propriedades das familias somaveis estudadas nesta secgao.

Ex 1V.3.2 Lembremos que a férmula para a soma dos termos de uma série
geométrica diz-nos que, se z € R com |z| < 1, entdo

1

doar=l+zta’+2°+- = :
1-2z

neNy

Calcular de duas maneiras distintas o somatério

E Z.PJFQ

(p,q)€NgxNg

de modo a deduzir a igualdade

, 1
Z(TL —+ 1)1’” = m

neNy

Ex 1V.3.3 (Complementos sobre as desigualdades envolvendo a séries alter-
nadas decrescentes) Seja (a,),>1 uma sucessdo decrescente (no sentido
lato) de reais maiores ou iguais a 0. Generalizando o que foi estabelecido em
1VV.3.11, mostrar que:

a) Paracadap > 1,

Z (an - an+1) S Z (an - anJrl) S Z (an - anJrl) + azp—1-

n impar n fmpar n fmpar
n<2p—1 n<2p—3

Sugestdo: De preferéncia a adaptar a demonstragdo feita para provar o caso
particular na alinea a) do resultado referido, sera mais simples utilizar a
propriedade associativa das somas de reais positivos e aplicar as
desigualdades ja estabelecidas a sucessdo decrescente que a k associa
by = azp-241-

b) Deduzir de a) que, no caso em que se tem também a,, — 0, notando

§71:a1—a2+a3—a4+..,+(_1)n71an

[o°]
a soma parcial de ordem n da série alternada decrescente Y (—1)""'a,,
p=1
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tem-se, para cada p > 1,

<> (=1 a, < o
p=1

(a soma da série & maior ou igual a qualquer soma parcial de ordem par e
menor ou igual a qualquer soma parcial de ordem impar).

Ex IV.3.4 (Generalidades sobre ¢(2))?2> Lembrar que, como foi referido no
exercicio IV.2.3, tem-se

1 1 1 1
<(2):;\]n__1+4+9+1_6+

onde a soma envolvida é a de uma familia soméavel de ndmeros positivos.
Utilizar uma mudanca no conjunto de indices para mostrar que

1 11 1 1
ZC(2) = B T
1@ z;]yﬂ 1776 36"

1 1
Z :E — =1 —_ ,
2 = n?2 +9+25+
n fmpar
1 1 1
Z0(2) = 1r171 —1-= - =
(@ =3 =ttt

Ex 1V.3.5 a) (Um lema combinatério) Lembrando a férmula do binémio de
Newton

n
(a+b)" =5 "Cpamb™,
p=0
onde "C), = p,(n'p), sdo os coeficientes combinatdrios, deduzir para cada
n > 1 as identidades

n n n
n __on n _ n __on—1
dore,=2n Y "C, =) "Cp =2
p=0 p=0 p=0
p impar p par

Sugestdo: No primeiro caso considerar ¢« =b =1 e no segundo caso
considerara = —1eb = 1.

% b) Lembrar que para cada = € R os reais sen(z) e cos(x) podem ser

225Teremos ocasido de verificar adiante, no exercicio 1V.3.12, que se tem ¢(2) = Z-.
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caracterizados como as somas das familias somaveis de niimeros reais

sen(z) :gﬁ%(—l)’?m,
xP
cos( )—];N:U(—l)” oo

Calcular de duas maneiras diferentes o somatério

2p+1 2
Z (—1)rte M
(p,q)€NyxNy (2p+ 1)!(29)!

de modo a obter de novo a formula

sen(z)cos(x) = %sen(Qz).

Ex IV.3.6 (Vis&o alternativa sobre a decomposicéo em série de In(1 — x))
a) Verificar que se pode definir uma fungéo ¢:]—1, 1] — R por

k 2 3
- et T
D I R s

onde o somatério envolvido € o de uma familia somével, e que esta funcéo é
derivavel e com

1
1+zx

¢'(x) =

Sugestdo: Apesar de ndo se conseguir aplicar diretamente o resultado de
derivabilidade das funcdes definidas como somas (cf. 1V.3.20), isso ja é
possivel se considerarmos a restricdo de ¢ a um intervalo do tipo |—r, 7],
onde 0 < r < 1 é arbitrério.

b) Deduzir de a) que, paracada z € -1, 1]

2 2?

In(1+m):¢(x):g;_5+§_...,

tendo em conta o facto de termos fun¢Ges com uma mesma derivada e que
coincidem para z = 0.
% ¢) Utilizando a propriedade associativa, concluir que se tem, para cada x

em [0, 1],
n(l+x) ka

keN

onde
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x?k’—l IEQk
fle) = gp— —5p 2
e que cada f;:[0,1[ — [0, +oo] é crescente e tem limite ' — - quando

x — 1. Considerando uma sucesséo crescente de reais em [0, 1[ com limite 1,
utilizar o teorema da convergéncia monoétona (cf. 1V.2.16) para deduzir que

n2) =3 (57— ~ 26)

keN

onde o somatdrio é o de uma familia somavel de parcelas positivas.
% d) Reobter a partir de c) e de 1V.3.11 a decomposigio em sérig226

- 1 1 1 1

) =3 (1 =1 g e

(a série é convergente, embora ndo tenhamos uma familia somavel).

Ex IV.3.7 (Vis&o alternativa sobre a decomposi¢do em série de arctan(z))
a) Verificar que se pode definir uma fungéo ¢:]—1, 1] — R por

2k—1 3 5

-1 T T T
<P(x):§(_1)k 1ﬁ=5€—§+€—"',
€

onde o somatério envolvido é o de uma familia somavel, e que esta funcéo é
derivavel e com

_ 1
1422

@' ()

Sugestdo: Apesar de ndo se conseguir aplicar diretamente o resultado de
derivabilidade das func¢des definidas como somas (cf. 1V.3.20), isso ja é
possivel se considerarmos a restricdo de ¢ a um intervalo do tipo |—r, 7],
onde 0 < r < 1 é arbitrario.

b) Deduzir de a) que, para cada xz € -1, 1]

3 5
arctan(z) = p(z) =z — i
3 5
tendo em conta o facto de termos fun¢Ges com uma mesma derivada e que
coincidem para x = 0.
% ¢) Utilizando a propriedade associativa, concluir que se tem, para cada z

em [0, 1],

226Comparar com o que foi feito na alinea c) de 111.4.40.
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arctan(z) = Y _ fr(x),
keN
onde
4k—3 4k—1

T xT
4k -3 4k—-1"

fr(z)

e que cada f;: [0, 1[ — [0,+oo[ é crescente e tem limite ;7 — ;- quando
x — 1. Considerando uma sucesséo crescente de reais em [0, 1[ com limite 1,
utilizar o teorema da convergéncia monoétona (cf. 1VV.2.16) para deduzir que

1 1

s
3 = arctan(1) :,;N<4k—3 - 4k—1)’

onde o somatdrio € o de uma familia somavel de parcelas positivas.
% d) Reobter a partir de c) e de 1V.3.11 a decomposigio em série227

(a série é convergente, embora ndo tenhamos uma familia somavel).

Ex IV.3.8 (Um curso rapido sobre os nimeros complexos) O estudante que

encontrou os nimeros complexos no ensino secundario podera ter ficado
com a ideia de que eles sdo algo de misterioso e que ndo tém nada a ver com
0S numeros reais que temos vindo a estudar neste curso. O objetivo deste
exercicio é apontar para uma construcao explicita dos nimeros complexos a
partir do nimeros reais, que faz, em particular, com que aqueles se possam
considerar no contexto da Analise Matematica, em que estes tém um papel
central.
Do ponto de vista que nos interessa, um nimero complexo é simplesmente
um par ordenado (a,b) de ndmeros reais (par esse que se vera em breve
corresponder ao numero complexo que € usualmente escrito na forma
a + bi). No conjunto C dos nimeros complexos define-se uma soma e uma
multiplicacdo do seguinte modo (que no caso da multiplicacdo parecerd um
pouco artificial):

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d),
(a,b) x (¢,d) = (ac — bd,ad + be).

Identifica-se ainda cada ndmero real a« com o nimero complexo (a,0) e
usa-se a notagdo ¢ para o nimero complexo (0, 1).

a) Verificar as propriedades comutativas, associativas e distributiva das
operagdes atras definidas228:

221Comparar com o que foi feito no exercicio 111.4.14.
228Nenhuma das verificag@es é dificil mas algumas podem exigir alguma paciéncia.
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(a,b) + (¢,d) = (¢,d) + (a,b),

(a,b) X (¢,d) = (c,d) x (a,b),
((a,0) + (c,d)) + (z,y) = (a,b) + ((¢,d) + (z,y)),
((a,0) x (c,d)) x (z,y) = (a,b) x ((¢,d) x (z,y)),
((a;0) + (¢,d)) x (z,y) = (a,b) x (z,y) + (¢,d) X (z,y).

Verificar ainda que 0 = (0,0) é elemento neutro da soma, que 1 = (1,0) é
elemento neutro da multiplicaco e que o complexo i = (0, 1) verifica

ixi=(-1,0)= -1

b) Verificar que a identificacdo de um ndmero real a com o ndmero
complexo (a, 0) é compativel com as operagdes, isto é, que se tem

(a,0) + (¢,0) = (a+c,0),

(a,0) x (c,0) = (ac,0).

Verificar ainda, utilizando estas identificagdes, as formulas

a x (¢,d) = (ac, ad),
a+ bi = (a,b).

c) Para cada complexo z = (a,b) = a + bi, define-se 0 seu conjugado
z = (a,—b) = a — bi. Verificar que, dados z = (a,b) e w = (¢, d), tem-se

ztw=z24+w, zXwWw=zZXW
e que
- _ -~ _ 2 2
z+zZ=2a, zXzZ=a"+b

(dois numeros reais, o segundo dos quais é maior ou igual a 0 e é 0 apenas
para z = 0).

d) Verificar que, analogamente ao que acontece no contexto dos reais, a
soma e a multiplicacdo admitem operagdes inversas (a segunda parcialmente
definida). Mais precisamente, dados z =a +bi € w = c + di existe um
Unico complexo que somado com w d& z, nomeadamente

z—w=(a—c)+ (b—d)i
€, N0 caso em que w # 0, existe um Unico complexo que multiplicado por w
da z, nomeadamente
z 1

— = — X (z x W)
w o wXW

(a fracdo no segundo membro refere o inverso de w x w enquanto nimero
real).

% e) Define-se 0 médulo ou valor absoluto do complexo z = (a,b) = a + bi
por
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z =\/sz=\/612+172.
||

Verificar que, no caso em que z = (a,0) é real, esta definicdo coincide com
a de valor absoluto de um numero real e que, dados z = (a,b) =a + bi e
w = (¢,d) = ¢ + di, tem-se
|z xw| = [2| x |w], |z +w| <[z + |w].

Sugestdo: A igualdade resulta facilmente da caracterizacdo do valor absoluto
que envolve a multiplicacdo pelo conjugado. A desigualdade tem uma
justificacdo geométrica simples mas a justificacdo puramente analitica é um
pouco mais artificiosa. Para a obter, elevar ambos os membros ao quadrado,

simplificar, elevar de novo ambos os membros ao quadrado e justificar e
utilizar a igualdade

(ac +bd)* + (ad — be)? = (a® +b?)(c* + d?)
para concluir que
(ac +bd)? < (a® +b*)(c* + d?).
Ex IV.3.9 (A forma trigonométrica dos nimeros complexos revisitada)

a) Seja z = a + bi, com a, b € R, um nimero complexo diferente de 0 e seja

r =+/a? + b2 o seu valor absoluto. Deduzir de 1V.3.29 a existéncia de
a € Rtal que

z = r(cos(a) + isen(a))
(forma trigonométrica de z), nimero « esse que pode sempre ser escolhido
em |—m, 7.

b) Deduzir das férmulas de aditividade das funcGes trigonométricas em
1VV.3.24 que se tem

(cos(a) + isen(«)) x (cos(3) 4 isen(3)) = (cos(a + 3) + isen(a + 5))
e deduzir daqui que

1
(cos(ar) + isen(a))

= cos(—a) + isen(—a) = (cos(a) + isen(c)).

¢) Deduzir de b), por inducéo em n € N, a formula de Moivre
(cos(a) + isen(a))"™ = cos(na) + isen(nw)

e concluir seguidamente que esta formula é valida, mais geralmente, para
n € 7.

d) Verificar que para cada o € R existe um, e um sd, p € Z tal que
a — 2pm € |—7, 7| e que entdo, sendo oy = o — 2pm,
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cos(a) + isen(a) = cos(ay) + isen(ap).

Sugestdo: Se 4T ¢ 7 tomar p = 4T — 1, caso contrario tomar
27 27

o+
).

p= int( o

e) Mostrar que, dados «, 8 € R, tem-se
cos(a) + isen(a) = cos(3) + isen(3)
se, e S0 se, existe g € Z tal que a — 8 = 2¢g.

Ex 1V.3.10 (Soma de n termos de uma progressdo geométrica de nameros
complexos) Sejam z e w nimeros complexos, com w # 1, e consideremos a
progressao geométrica de n termos com primeiro termo z e razao w, isto é, a
sequéncia dos n nimeros complexos

Z,ZzXw, zxXw, -, zxw

Adaptar trivialmente o que foi feito, no contexto dos reais, em 1V.1.15 de
modo a deduzir que, também neste caso, a soma dos termos da progressao é
L ozx(1—w")

z+z><w+z><w2+...+z><wn— _
1—w

* Ex IV.3.11 (Exemplo de soma de uma série trigonométrica) Seja » € R
com |r| < 1. Mostrar que, para cada z € R, tem-se

i " cos(2nmz) 1 — rcos(2nz)
r nrr) = =
— (1 —rcos(27wz))? + r2sen?(2wx)

1 — rcos(2nz)

1+ 72 — 2rcos(2mz)’

onde a soma no primeiro membro é a de uma familia somavel de ndmeros
reais. Reparar que esta igualdade implica trivialmente que

rcos(2mxw) — r?

1+ 72 — 2rcos(2mz)’

Z r" cos(2nmwx) =

n=1

Sugestao: Apesar de a formula a demonstrar s6 envolver nimeros reais, a
sua justificacdo mais natural passa pela consideragdo de ndmeros complexos.
Reparar que a soma pedida pode ser calculada como o limite para p — +oo
das somas parciais

P
S, = Z r" cos(2nmx),

n=0

e que estas sdo as partes reais das somas de nimeros complexos
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P
Zr” cos(2nmx) + isen(2nmx)),
n=0

gue envolvem uma progressao geométrica de p + 1 parcelas com primeira
parcela igual a 1 e razdo r(cos(2mz) + isen(2wz)). Utilizando a formula
para a soma dos termos de uma tal progressdo geométrica, e recorrendo ao
método habitual de transformar o denominador num ndmero real, obter a
formula

1 —rcos(2mz) — rPeos(2(p + 1)wx) + rPH2cos(2pre)
(1 —rcos(27wz))? + r2sen?(27x) '

Sy =

% Ex 1V.3.12 (¢(2) = %2) Tendo presente a defini¢do e as propriedades de

¢(2) referidas no exercicio 1V.3.4, verificar que, para cada z € [—1, 1],

o0
2 _
x 27r2 ¢(2)+ ; COS(Qnﬂ'x)

2

e, considerando x = % na igualdade anterior, deduzir que se tem ((2) = =

E .
Sugestéo generosa: Percorrer sucessivamente 0s seguintes passos:
a) Definir uma funcéo f: R — R por

(1) Fl#) = 53¢ +Z

reparar que f(0) =0 e que f é uma funcdo par e deduzir do resultado
1V.3.19, sobre a continuidade dum somatério, que f € uma fungéo continua.
b) Tendo em conta a paridade e a continuidade de f, para estabelecer a
identidade pretendida basta provar que ela é valida quando x toma uma valor
xq arbitrario em 0, 1[ e para isso bastara provar que, dado ¢ > 0 arbitrario,
tem-se | f(zo) — 3| < 6. No que se segue considerar-se-a z; € ]0, 5[ § > 0
fixados.

¢) Paracada 0 < r < 1 definir uma funcéo f.: R — R por

(2nmx),

) fr(z) = 2W2C )+ > (=)t —5—3 C0S(2n7z)

n=1

(comparar com (1)). Utilizar o teorema da convergéncia dominada para
limites de funcdes (cf. 1V.3.18) para verificar que, para cada x € R,

() = lim f,(z)

e deduzir do teorema de derivacao de somatérios (cf. 1V.3.20) e das férmulas
obtidas no exercicio 1V.3.11 que cada f, é duas vezes derivavel e com
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0]

=-2 Z — Sen(2n7r:c)

-1
fl(z) = —42 )" cos(2nmx)

47"COS(27m:) + 4r?
1+ r2 + 2rcos(2mx)’

em particular f/(0) = 0.
d) Deduzir de c) que, para cada x € [0, x],

2 — 22 <2—2r2

) =2 = a1 1 cos(znn)) © 2rm

onde m > 0 é o minimo de 1 + cos(2wzx) para « € [0, xo]. Concluir que se
pode fixar 0 < r < 1 de modo que

0 )
| f (o) — fr(w0)| < 3 |£+(0)] = 1£:(0) = f(0)] < 3
e |f/(x) — 2| < 6 para cada x € [0, ] e, aplicando a férmula de Maclaurin
de ordem 1, com o resto na forma de Lagrange, a fungdo = — f.(x) — 22,
deduzir que se tem, como se pretendia,

|f(zo) — x§| < |f(x0) — fr(mo)| + | fr(w0) — 2| <
Lo -t < B
3 rie 2! =3 Ty~

84. Propriedades elementares das séries de poténcias. Func¢Ges
analiticas.

IV.4.1 Seja (ap),>0 uma familia de nimeros reais, indexada no conjunto Zx
dos inteiros positivos. A uma tal familia fica associada uma funcédo
f: X — R definida por

) f@)=> apa? =ap+az+ a’ + -+ apa’ -,

p=0

cujo dominio X sera considerado como sendo o conjunto dos x € R para 0s
quais a soma referida corresponde a uma familia somavel.229 Repare-se que é
trivial que esse dominio X inclui, pelo menos, o nimero real 0 (tendo-se

229por vezes considera-se um dominio que pode ser “ligeiramente” maior, nomeadamente
aquele que é constituido pelos x para os quais se obtém uma série convergente (onde o
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f(0) = ay). Dizemos que a funcéo f definida por (1) é a funcdo determinada
pela série de poténcias associada a familia (a,),>o (seria mais proprio dizer
“soma de poténcias” mas 0 uso consagrou a primeira das expressdes) e que
X é o dominio de somabilidade (ou intervalo de somabilidade230) da série de
poténcias.

Tal como acontecia quando introduzimos a nogdo de série em 111.4.32,
podemos considerar que a série de poténcias € simplesmente a familia
(ap)p=0 Mas ao referi-la como serie de poténcias queremos significar que € a
fungdo associada f que nos interessa sendo entdo frequente referirmos a série
de poténcias pela expressdo

Z a, ¥,

p=0
ou
ap+ @z + apz® + -+ apa’ + -

podendo naturalmente omitir-se o coeficente a, no caso em que este seja 1.
Esta expressdo também designa o valor da funcdo f associada hum ponto z
do dominio X, sendo normalmente claro do contexto em qual dos dois
sentidos a utilizamos (comparar mais uma vez com o que foi dito em 111.4.32,
o0
no contexto das séries, a propdsito da notagdo » uy,).
k=1
IV.4.2 E comodo, com frequéncia, considerar como séries de poténcias certas

somas do mesmo tipo mas em que o conjunto dos indices é uma parte propria
de Zx, como, por exemplo,

le” ou pr.

p=>5 p p impar

Ao fazé-lo, estamos a subentender que consideramos a série de poténcias
cujos coeficientes correspondentes aos indices ndo explicitados sdo todos
iguais a 0. Repare-se que, tendo em conta as propriedades de associatividade
dos somatorios (cf. 1V.3.13), o intervalo de somabilidade da série de potén-
cias que estd implicita coincide com o conjunto dos x para os quais a familia
explicitada é somavel e, para os valores de x nesse intervalo, o valor em x da
funcdo associada coincide com a soma da familia explicitada (a soma dos
termos omitidos é igual a 0).

Como caso particular deste tipo de séries de poténcias com um conjunto de
indices estritamente contido em Z-, temos aquele em que o conjunto de
indices é finito (trata-se, de certo modo, de séries de poténcias “degene-

termo de ordem n é a,_,z" '), mas ndo é o que faremos adiante. Pelo contrério, ndo ha
inconveniente, e por vezes é Util, em considerar por restricdo um dominio mais reduzido.
230\vamos verificar em 1V.4.3 que se trata de um intervalo.



84. Propriedades elementares das séries de poténcias. Funges analiticas 383

radas”). E claro que, para uma tal série de poténcias o dominio de somabi-
lidade é R e a funcdo R — R que ela define é uma funcéo polinomial.

IV.4.3 (O raio de convergéncia) Seja (a,),>0 uma familia de nimeros reais e
consideremos a correspondente série de poténcias

P
E apx’.

p=0

Seja R a classe dos reais r > 0 tais que o0 conjunto dos |a,|r?, com p > 0, é
majorado. Tem-se entdo que R € um intervalo com elemento minimo 0 e,
sendo 0 < R < 400 0 supremo de R, o intervalo de somabilidade X da
série de poténcias é um dos intervalos |—R, R[ ou [—R, R]. Dizemos que R
é o raio de convergéncia (ou raio de somabilidade) da série de poténcias.
Dem: E imediato que 0 € R, sendo portanto o minimo de R. O facto de R
ser um intervalo resulta de que, se r € R e 0 < v/ < r, entdo vem também
" € R, por ser |a,|r'" < |a,|rP, para cada p. Vamos dividir em trés partes a
justificacdo de que o intervalo de somabilidade X é efetivamente um dos
intervalos indicados.

1) Suponhamos que = pertence ao intervalo de somabilidade X da série de
poténcias. O que vimos em 1V.3.2 garante a existéncia de uma parte finita
de Zso tal que |a,z?| <1 para cada p ¢ I e entdo o maximo entre 1 e 0
maior dos reais |a,z?’| com pe I é um majorante do conjunto dos
lay||z|? = |apa?|. Concluimos assim |z| é um dos elementos de R, portanto
|z] < R.

2) Suponhamos agora que |z| < R. Podemos entéo considerar r € R tal que
|x| < r, portanto 'f—' < 1. Considerando M > 0 tal que, para cada p > 0,
la,|r? < M, vemos agora, reparando que Zs, € a unido da sucesséo
crescente de subconjuntos {0,1,...,n} com n € Z>, e lembrando a férmula
para a soma dos termos de uma progressdo geométrica, que

, (lely? 2\
> laya?l = Y layllal” = Y layl o ()" < > (H)" =
p=0

p=0 p=0 =0

n—-4o00 T n—-+o00 1 _ m
r

— lim pzn;M(m)p—lim M(l_(@)m) _

M
= — < 100,
1 Ll

r

por outras palavras, a familia dos a,«? é somavel, ou seja, « € X.

3) Verificamos assim que |—R, R[ C X C [—R, R], e portanto, uma vez que
reX e —xeX (por ser |a,z?| = |a,(—x)P[), X é um dos intervalos
[-R, R] ou]—R, R[, conforme R pertenca ou ndo a X. O
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IV.4.4 (Nota) O mesmo raciocinio que foi feito na parte 1) da demonstracéo,
mas utilizando 111.4.33 em vez de 1V.3.2, mostra que se a familia dos a,z?
definir uma série convergente (mesmo que ndo tenhamos uma familia
somavel), tem-se ainda = € [—R, R]. O dominio “ligeiramente maior” refe-
rido na nota de pé de pagina 229 (a que se costuma dar o nome de dominio
de convergéncia ou intervalo de convergéncia) s6 pode assim ser diferente
do intervalo de somabilidade X quando este Gltimo for o intervalo aberto
|—R, R[,com R < +o0. Nesse caso, aquele pode ser qualquer dos intervalos
|-R,R[,]-R, R], [-R, R[ ou [- R, R] (0 dominio de convergéncia j& ndo &
necessariamente simétrico). Fica assim explicada a palavra “ligeiramente”
gue aparece na referida nota de pé de pagina.

Vamos agora estudar alguns critérios que permitem com frequéncia deter-
minar de forma mais efetiva o raio de convergéncia de uma série de
poténcias. O primeiro critério serd estudado em IV.4.5 numa versdo com
hipéteses desnecessariamente fortes, tendo em atengdo o estudante que se
sinta atemorizado com a nog¢do de sublimite superior de uma sucessdo
que, apesar de introduzida neste texto na sec¢do 1.6, ndo foi muito
utilizada desde essa introducdo. Estudaremos adiante em 1V.4.8 a versdo
mais geral deste critério que, do ponto de vista formal, torna indtil o
resultado particular 1VV.4.5.

IV.4.5 (Critério da raiz) Seja (a,),>0 uma familia de nimeros reais e conside-
remos a correspondente série de poténcias

P
E apx’.

p=0

Suponhamos que existe o limite

pHTOO /lap| = a € [0, +00].

p>1

Tem-se entdo:

a) Se a €]0,+o0[, entdo o raio de convergéncia da série de poténcias é
R=1

b) Se a = 0, entdo o raio de convergéncia da série de poténcias é R = +oo,
por outras palavras, o intervalo de somabilidade é R.

) Se a = +o0, entdo o raio de convergéncia da série de poténcias é R = 0,
por outras palavras, o intervalo de somabilidade é {0}.

Dem: Vamos dividir a demonstracdo em varias partes:

1) Vamos comegar por provar que, se a < +oo e r > 0 é tal que ra < 1,
entdo o conjunto dos |a,|r?, com p > 0, é majorado, isto é, nas notacdes de
VA3, reR.

Subdem: Uma vez que
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lim r/|ap| =ra <1,
p—+00

p>1

podemos considerar uma vizinhanga de ra constituida por reais menores que
1 e deduzir a existéncia de py > 1 tal que, para cada p > py, rv/]a,| < 1, e

portanto também
p
la,| P = (m”/ \ap|) < 1.

O méaximo entre 1 e 0 maior dos |a,| 77 com p < p, é assim um majorante do
conjunto de todos 0s |a,| r?.

2) Vamos agora mostrar que, se a = +ocoer >0 ouse a < +oo e ra > 1,
entior ¢ R.

Subdem: Em ambos 0s casos tem-se

lim ry >1
ih "V |ay|

p=1

(no primeiro caso o limite é 400 e no segundo caso é ra) pelo que podemos

fixar b € R tal que
lim r/|ay| >b>1
p—+00

p>1

e, considerando uma vizinhanca do limite constituida por reais maiores que b,
vemos que existe py > 1 tal que, para cada p > py, 7/ |a,| > b, e portanto

também
P
lap| r? = (7‘(’/ |ap\) > bP.

Uma vez que b? — +oo concluimos que se tem também |a, |’ — 400, em
particular o conjunto dos |a,| r? ndo é majorado e portanto r ¢ R.

3) Vamos agora verificar como as conclusdes de 1) e 2) implicam as afirma-
¢Oes feitas no enunciado.

Comecemos por examinar 0 caso em que 0 < a < +oo. O que vimos em 1)
implica que R > 1 visto que, se isso ndo acontecesse, podiamos considerar r
comR<r< % e entdo, por ser ra < 1, vinha r € R, contrariando o facto
de r ser maior que o supremo R de R. O que vimos em 2) implica que para
cadar € R tem ra < 1, donde r < é e daqui resulta que o supremo R de R
verifica também R < L, e portanto R = L.

Examinemos agora o caso em que a =0. Para cada » >0 em R tem
ra =0 < 1 pelo que, tendo em conta o que foi visto em 1), » € R, 0 que
implicaque R = [0, +o00[ e R = +c0.
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Examinemos enfim o caso em que a = +oo. O que vimos em 2) diz-nos que
setemr ¢ R paracadar > 0, e portanto R = {0} e R = 0. O

IV.4.6 (Critério da razdo) Seja (a,),>0 uma familia de nimeros reais, com
a, # 0, e consideremos a correspondente série de poténcias

§ p
apx=.

p=0

Suponhamaos que existe o limite

lim |a—p|
p=+00 [ap ]

=R € [0, +o0].

Tem-se entdo que R € o raio de convergéncia da série de poténcias.
Dem: Considerando o inverso da sucessao referida, restrita a N, vemos que

lim | P+1|

p=too ayl
p>1

=a € [0, 400,

com a = 4, se R €]0,+o00f, a=+00, se R=0, e a=0, se R=+o0,

pelo que, tendo em conta 11.2.19, tem-se também

I|m a,| = a.
Jimyfla,|
pzl
A concluséo resulta agora diretamente de 1V.4.5. O

IV.4.7 (Exemplos) a) Consideremos a série de poténcias
1

p+1

xP.

p=0

O critério mas simples de aplicar para determinar o raio de convergéncia é o
da razdo. Com efeito

1
p+1
1
)

p+2
p+1

lim = lim = lim——
Pte0 Gpyy

]-1

0 que nos permite concluir que o raio de convergéncia é 1. Uma vez que,
para x = 1, obtemos a soma

o Pt 1 nen

concluimos que o intervalo de somabilidade desta série é |—1, 1].
b) Consideremos a série de poténcias
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Zixp.

2
p=3 p

Mais uma vez o critério da razdo é o mais fécil de utilizar, embora tenhamos
que ter algum cuidado uma vez que este pressupde que os coeficientes a,, séo
todos diferentes de 0 e neste caso ag = a; = ay = 0. O que podemos fazer
para ultrapassar esta dificuldade é reparar que, tendo em conta as
propriedades de associatividade (cf. 1V.3.13) os valores de x para os quais
esta familia é somavel coincidem com aqueles para 0s quais é somével

qualquer familia )" a,z? com a, = [% para p > 3 podendo, por exemplo,
p=0

considerar-se aquela com ay=a; =as =1, que sdo diferentes de O.
Obtemos entéo

1
= 2
. a . a . 2 . (p+1
lim — =lim — =lim =& =|Im7( 2) =1
p—+o0 Ap41 p~>+‘oo Ap41 p~>+‘oo 7(p+1)2 p~>+(oc p
p=3 p=3 p=>3

e, uma vez que, paraxz =1, > # < 400, como ja verificAmos em Vvarios
p=3
exercicios, concluimos que o intervalo de somabilidade da série é [—1, 1].

¢) Consideremos a série de poténcias

p=0 p!
Tem-se
a 1
. . n! .
lim —— =lim—-— =lim(p+1) = +o0
p—+00 ap+1 W

pelo que, mais uma vez pelo critério da razdo, o intervalo de somabilidade ¢é
R. Este resultado ndo é de espantar, tendo em conta o estudo da série de
Maclaurin da funcdo exponencial feito em 111.4.41. Note-se que, se
quisermos ser cuidadosos, e uma vez que as séries foram entdo estudadas
tendo N como conjunto de indices, devemos utilizar uma mudanga de
indices:

d) Consideremos a série de poténcias

Zp!xp.

p=0

Tem-se
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. a . !
lim -2 — |im —2 0

= lim =
P00 Aptg (p+1)! p+1

pelo que, ainda pelo critério da razéo, o intervalo de somabilidade é {0}.
e) Consideremos agora a série de poténcias

g ap x?,

p=0

onde

1
20

se p é par
ap: 1 s s )
57z, S€ p € impar

série cujos primeiros termos sao assim

RO P T I S . S
4+ -2+ —=°+ ="+ —x°+ ="+
8" 47 T327 T167 128" 64

Tem-se

— 19 . ’
5, sepéimpar

a, {8, se p € par

Ap+1

0 gque mostra que a sucessdo das razdes a% admite os sublimites distintos 8 e
P
% e ndo tem assim limite. O critério da razdo ndo é portanto aplicavel.

Podemos, no entanto, aplicar o critério da raiz para determinar o raio de
convergéncia: Tem-se, para cada p > 1,

1 7
3 se p é par

a |: p+2
! (%)Ip, se p é impar

P

pelo que a sucessdo destas raizes tem limite % por isso suceder as suas
restricbes ao conjunto dos pares maiores ou iguais a 2 e ao conjunto dos
impares. Podemos assim concluir que esta série tem raio de convergéncia
igual a 2. De facto, é facil concluir que o intervalo de somabilidade é o
intervalo aberto ]—2, 2[ visto que quando se substitui = por 2 obtém-se uma
familia que a cada p associa 1, se p é par, e i se p é impar, familia que ndo é
somavel por ter todos os termos maiores a iguais a i (alternativamente, por
ter infinitos termos maiores ou iguais a 1).

IV.4.8 (Critério da raiz revisitado) Seja (a,),>o uma familia de nimeros reais
e consideremos a correspondente série de poténcias

E p
apx™.

p=0
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Consideremos o sublimite maximo

limsup \/|a,| = a € [0, +00] .231

Tem-se entdo:

a) Se a €]0,+o0[, entdo o raio de convergéncia da série de poténcias é
R=1

b) Se a = 0, entdo o raio de convergéncia da série de poténcias é R = +oo,
por outras palavras, o intervalo de somabilidade é R.

) Se a = +o0, entdo o raio de convergéncia da série de poténcias é R = 0,
por outras palavras, o intervalo de somabilidade é {0}.232

Dem: Vamos dividir a demonstracdo em varias partes:

1) Vamos comegar por provar que, se a < +oo e r > 0 € tal que ra < 1,
entdo o conjunto dos |a,|r?, com p > 0, é majorado, isto é, nas notacdes de
VA3, reR.

Subdem: Tendo em conta a caracterizagdo do sublimite maximo de uma
sucessao na alinea a) de 1.6.10, podemos definir, para cada p > 1

by = sup {/lax|},-,

e entdo a sucessdo dos b, é decrescente e com a como infimo do conjunto
dos seus termos. Afastando ja o caso trivial em que r = 0 (sabemos que
0 € R), o facto de se ter a < % implica a existéncia de py > 1 tal que b, < %
e entdo para cada p > py vem

1
\/lapl < by < by, < '

donde ry/|a,| < 1, e portanto também

P
la,| P = (m”/ \ap|) < 1.

O maximo entre 1 e 0 maior dos |a,| r” com p < p, é assim um majorante do
conjunto de todos 0s |a,| r?.

2) Vamos agora mostrar que, se a = +oo e r >0 o0use a < +ooera > 1,
entdor ¢ R.

Subdem: Vamos utilizar o facto de o sublimite maximo, como qualquer
sublimite, ser o limite da restri¢do da sucessdo a um subconjunto 7 de N ao
qual +oo € aderente, isto €, um subconjunto infinito de N. Em ambos os
casos tem-se

281Este, a0 contrario do limite em IV.4.5, pode sempre ser considerado. E claro que,
quando existe limite, o limite coincide com o sublimite maximo.
232Reapre-se que as conclusBes sio exatamente as mesmas que em 1V.4.5.



390 Capitulo 1V. Somatoérios finitos e infinitos

lim ry/ 1
p_‘+oo7" |ap| >

pel

(no primeiro caso o limite é +o00 e no segundo caso é ra) pelo que podemos

fixar b € R tal que
lim r/|ap| >b>1
p—+00

pel

e, considerando uma vizinhanca do limite constituida por reais maiores que b,
vemos que existe py € I tal que, para cada p > py em I, r{/|a,| > b, e
portanto também

P
lap| P = (7‘ y |ap\) > bP.

Uma vez que

lim b” = 400,
p—-+00
pel

concluimos que se tem também

lim |a,| r’ = +o0,
p—-+00
pel

em particular o conjunto dos |a,| v’ ndo é majorado e portanto r ¢ R.

3) Vamos agora verificar como as conclusdes de 1) e 2) implicam as afirma-
cOes feitas no enunciado.233

Comecemos por examinar 0 caso em que 0 < a < +oo. O que vimos em 1)
implica que R > 1 visto que, se isso ndo acontecesse, podiamos considerar r
comR<r< % e entdo, por ser ra < 1, vinha r € R, contrariando o facto
de r ser maior que o supremo R de R. O que vimos em 2) implica que para
cadar € R tem ra < 1, donde r < é e daqui resulta que o supremo R de R
verifica também R < 1, e portanto R = L.

Examinemos agora o caso em que a =0. Para cada » >0 em R tem
ra =0 < 1 pelo que, tendo em conta o que foi visto em 1), » € R, 0 que
implicaque R = [0, +o00[ e R = +c0.

Examinemos enfim o caso em que a = +o0. O que vimos em 2) diz-nos que
setemr ¢ R paracadar > 0, e portanto R = {0} e R = 0. O

233Esta parte da demonstragio é decalcada, sem qualquer modificacio, da correspondente
parte da demonstracéo de 1V.4.5.
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1V.4.9 (Exemplo) Consideremos a série de poténcias

1 2n—1 __ 1 3 1 5

ZQn—lx —m+3m +5x+ )
neN

ou seja, a definida pela familia (a,),>0 coma, =0sepéparea, = % sepé

impar. Vamos determinar o intervalo de somabilidade desta série de dois

modos distintos.

_ P _ A » _ »r/1 A
1) Para cada p > 1, tem-se /|a,| =0 se p é par e V/|a,| = \/; sepé
impar. Uma vez que, para a sucessdo \’/g ,comp € N, tem-se

1

ptl p

VA

1 1 -
o P

concluimos, por 11.2.19, que % — 1. Vemos assim que a restricdo da

sucessao dos m, com p > 1, tem uma restricdo ao conjunto dos impares
com limite 1 e uma restricdo ao conjunto dos pares identicamente 0, e
portanto com limite 0, 0 que nos permite concluir que esta sucessdo nao tem
limite mas tem 0 e 1 como Unicos sublimites (cf 1.6.6), tendo-se assim

limsup v
p=1

a,| = 1.

Podemos assim utilizar a versdo do critério da raiz em 1V.4.8 para deduzir
que o raio de convergéncia desta série de poténcias é igual a 1. De facto,
podemos afirmar que o intervalo de somabilidade é o intervalo aberto ]—1, 1]
visto que, tomando x = 1, obtém-se a soma de ndmeros positivos

1424+t
3 5 7
que ¢ infinita uma vez que, se fosse finita também o seria a soma, com 0s
termos majorados pelos daquela,
Ly
2 4 6 8
0 que arrastava, pela propriedade associativa, que era finita a soma da série
harménica
1ty
2 3 4 '
0 que sabemos ndo acontecer.
2) H& uma maneira alternativa de determinar o intervalo de somabilidade
desta série de poténcias. Comegamos por observar que este intervalo coincide
com o intervalo de somabilidade da série de poténcias
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1 1 1

22 1m2“*2:1+7x2—|—7x4+~--
= 2n — 3 5

visto que 0 esta em qualquer intervalo de somabilidade e, se = # 0, cada uma

das somas se obtém da outra multiplicando-a por uma constante (x ou f)

Ora, esta Ultima pode ser obtida a partir da soma

1 1
ZQn—ly 1_22;;+1yp

neN p>0

substituindo % por xz2. Uma vez que esta Gltima pode ser estudada muito
facilmente por utilizacdo do critério da razdo, concluindo-se que o seu
intervalo de somabilidade é ]—1, 1] (ter-se-ia que fazer um estudo analogo ao
feito no método referido em 1) para deduzir que o intervalo é aberto),
podemos concluir que o intervalo de somabilidade da série de que partimos é
constituido pelos z tais que z? € |—1,1[, sendo assim também o intervalo
1-1,1].

IV.4.10 (Continuidade nas séries de poténcias) Seja (a,),>o uma familia de
ndmeros reais, indexada no conjunto Zs, dos inteiros positivos e a
correspondente funcdo f: X — R definida por

O f@)=> apa? =ap+az + apa’ + -+ apa’ + -,
p=0

cujo dominio X ¢é o intervalo de somabilidade da série. Tem-se entdo que f é
uma fungdo continua.
Dem: Vamos comegar por supor que o intervalo de somabilidade X é

fechado, isto é, que X = [-R, R], onde R é o raio de convergéncia da série
de poténcias. Tem-se assim > y, < +o0, para y, = |a,|R". Tem-se entdo,
p=0
para cada =z € X, f(x) =) f,(z), onde as funcBes f,: X — R, definidas
p>0

por f,(z)=a,z?, sdo continuas e verificam |f,(z)| <y,. Aplicando
1V.3.19, podemos assim concluir que f: X — R é uma funcgéo continua.

Vamos agora supor que o intervalo de somabilidade X é aberto, isto €&, que
X =]—R, R[. Provemos a continuidade de f num ponto x, € X arbitrario.
Fixemos r tal que |zo| <r < R. Sendo € = — |zo| > 0, a vizinhanga
V.(z) estd contida em |—r, [ e ndo intersecta assim o conjunto X \ |—r, r[.
Para provar a continuidade em x, de f basta assim provar a continuidade em
x( da restricdo de f a ]—r,r[. Ora isso resulta, como no caso examinado no

inicio da demonstracdo, de 1V.3.19 uma vez que ) y, < +oco, para
p=0

yp = |a,|r?, onde as fungBes continuas restricbes de f, a |—r, r[ verificam
|fp(x)] < yp, paracadaz € |—r,r[. O
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IV.4.11 (Série de poténcias derivada) Seja (a,),>o uma familia de nimeros
reais, indexada no conjunto Z-, dos inteiros positivos e consideremos a
correspondente série de poténcias

g ayt? = ag + a1z + agx® + -,
p=0

Chamamos série de poténcias derivada desta a série
a1 + 2a9x + 3a3x2 4+

isto é, & correspondente & familia (b,),>0 com b, = (p + 1)ap11.

Tem-se entdo que estas duas séries de poténcias ttm o mesmo raio R de
convergéncia e, sendo X e X', respetivamente, os seus intervalos de
somabilidade, tem-se X’ C X. Em particular, 0 Gnico caso em que se tem
X # X' éaqueleemque 0 < R < +o0, X = [-R,R]e X' =|-R,R|.
Dem: Sejam R e R/, respetivamente, os raios de convergéncia da série de
poténcias original e da série derivada.

Comecemos por mostrar que X’ C X. Ora, se z € X', tem-se

Y+ Dlapna’] = [bya?| < 400

p=0 p=0

donde também

Z |anz"| = Z |ap+1xp+1| < Z (p+ 1)|ap+1$p+1 =

n>1 p=0 p=0

= |21 Y_ (p+ Dlapn12”| < o0
p=>0

e portanto

Z la,z"| = |ag| + Z |ap,a™| < oo,

n>0 n>1

ou seja, z € X. Em particular, sabemos ja que R’ < R.

Para mostrar a igualdade dos dois raios de convergéncia vamos supor, por
absurdo, que se tem R’ < R. Podemos entdo considerar z,y € R tal que
R <z <y<R. Uma vez que y/n— 1, por ser “tL — 1 (cf. 11.2.19),
podemos concluir que \/ﬁx — x e portanto, considerando uma vizinhanca
de x constituida por reais menores que y, podemos garantir a existéncia de
ng > 1 tal que para cada n > ny venha \/H:c <y, 0 que, por ser y € X,
implica que

Z nlay|z" = Z || (\/ﬁm)n < Z lan, y"| < Z la, y"] < 400

n>ng n>mng n>mng n>0
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e portanto

1 1 :
> by z >+ Dlaynla?t! = z > nlanla =

p>0 p>0 n>1

1 no—1 1
- Z nla,|z" + p Z nja,|z" < 4o00.
n=1

n>ng

Chegamos assim a conclusdo que x € X', que é absurdo, uma vez que
z> R O

IV.4.12 (Derivabilidade nas séries de poténcias) Seja (a,),>o uma familia de
nameros reais e consideremos a correspondente série de poténcias

E apxp:a0+a1m+a2x2+---

p=0
e a série de poténcias derivada

a; + 2asx + 3azx + - = Z (p+ Dayz?
p>0

assim como as correspondentes fungbes f: X — R e ¢g: X’ — R definidas
por

f(x):Zapmp:a0+a1$+a2$2+”'y

p=0
9(x) =Y (p+ Dap 2’ = ar + 205z + 3aza’® + -+,

p=0

cujos dominios X e X’ sdo os respetivos intervalos de somabilidade. Tem-se
entdo que, para cada z € X' C X, a funcdo f é derivavel em = e com
f'(x) = g(x).

Dem: Vamos comecgar por supor que o intervalo de somabilidade X' é

fechado, isto é, que X’ = [—R, R], onde R é o raio de convergéncia comum
das duas séries de poténcias. Tem-se assim > _ y,, < 400, para
p>0

Yp = (p+ D)]ay1| R,

donde também, pondo z, = O e, paracada p > 1, z, = y,—1 = pla,|RP !,

Zzp:zo+22n:0+2yp<+oo.

p=0 n=1 p=0

Tem-se entdo, para cada z € X' C X, f(z) =) fp(z), onde as fungBes
p>0

fp: X' — R, definidas por f,(x) = a,z?, sdo derivaveis e com derivadas

fo(z) =0e, parap > 1, f(x) = payz’", que verificam | f,(z)| < z,. Apli-

cando 1V.3.20, podemos assim concluir que f: X — R é derivavel em cada
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z € X' ecom

(2) =) _fi(x) =0+ pa,a’" = g(x).

p=>0 p>1

Suponhamos agora que o intervalo de somabilidade X’ é aberto, isto é, que

=]—R, R[. Provemos a derivabilidade de f num ponto z, € X’
arbitrario e calculemos a respetiva derivada. Fixemos r tal que |zo| < r < R.
Sendo € = r — |zo| > 0, a vizinhanga V.(z,) estd contida em |—r,r[ e ndo
intersecta assim o conjunto X \ |—r, r[. Para estudar a derivabilidade em z,
de f basta assim estudar a derivabilidade em x( da restricdo de f a ]—r,|.
Ora isso resulta, como no caso examinado no inicio da demonstragdo, de

IV.3.20 uma vez que 3" z, < +oo, para zy = 0 e, se p > 1, z, = pla,|rP!,
p20

onde as fungBes continuas restri¢bes de f, a |—r,r[ verificam |f/(z)| < z,,
para cada z € |—r,7]. O

1V.4.13 (Exemplos) a) Partimos da série de poténcias

Yoar=lta+a’+2°+

p=0

cujo raio de convergéncia se verifica pelo critério da razdo ser igual a 1 e
cujo intervalo de somabilidade se verifica ser o intervalo |—1, 1], uma vez
que para = 1 temos uma familia com todos os termos iguais a 1, que nédo é
portanto somavel. Relembremos também que, pelo exame do limite da
sucessdo das somas parciais, que sdo somas de termos de progressoes
geométricas, ja determindmos antes que, para cada = € |—1, 1|,

pr_

p>0

(cf. 111.4.35). Reparemos que a série de poténcias precedente é a série de
poténcias derivada da série de poténcias

2
z+ 5 S = by’
p=0
comby=0¢eb,= % para cada p > 1. Os resultados precedentes garantem
que se pode definir f:]—1,1] — R por
x? n 3 = P
2 3 =P

fla)=u+

e que se tem f’(z) = -, 0 que, em conjunto com o facto de ser f(0) = 0,
implica que
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(o segundo membro também é uma primitiva de ﬁ que toma o valor 0 em
0), resultado a que ja chegaramos, com um pouco mais de trabalho, em
111.4.40, no contexto das séries de Maclaurin.

b) Partimos, mais uma vez, da série de poténcias

doar=ltaz+a’+2°+
p>0
cujo intervalo de somabilidade é |—1, 1[, e que ja referimos em a) ter soma

1
1—2z

ltata’+a2° =) al =
p=>0

para cada = € ]—1, 1[. Utilizando mais uma vez os resultados precedentes,
mas considerando agora a série de poténcias derivada desta, podemos
concluir que, para cada = € |—1, 1],

1

2 3 _ —
1422+ 32" + 4o —|—---—Z(p—|—1)xp—m,

p=0

uma conclusdo a que ja chegadramos no exercicio 1V.3.2 por um método mais
artificioso.
c) Partimos mais uma vez do facto de se ter, para cada = € |—1, 1],

1
1—2x

ltata’+a° 4. =) al =

p=0

Substituindo « por —y?2, deduzimos daqui que, para cada y € ]—1, 1],

1
L=y’ g =y = (1) =
>0 L+y?

e deduzimos daqui que, considerando uma série de poténcias que tem esta
como série derivada, pode-se definir uma fungéo ¢:]—1, 1[ — R por

2p+1

3 5 7
Y ) Y Z p Y
= _ _— = — PRI —11)—,
9w =y 3 + ) 7 + p>0( ) 2p+1

para a qual se tem g(0) =0e ¢'(y) = ﬁ,z 0 que, pelo argumento j& utilizado

em a) permite deduzir que, paracaday € |—1,1],

2p+1 3

Y Y

E:_lp_: _Z
(=1) 2p+1 Y 3+

p=0

SIS

y7
-7 + --- = arctan(y).
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Mais uma vez, reencontramos por um processo mais organizado uma conclu-
s80 ja obtida no exercicio 1V.3.7 assim como, de forma mais artificiosa e no
contexto das séries de Maclaurin, no exercicio 111.4.14.

IV.4.14 (As séries de poténcias definem funcdes de classe C'*°) Seja (a;) >0
uma familia de nimeros reais e consideremos a correspondente série de
poténcias

, 2
E apr? = ap + a1z + ax” + -+,

p=0

cujo raio de convergéncia R supomos ser estritamente positivo. Tem-se entdo
que a correspondente fungéo f:]—R, R[ — R, definida por

fl@) =Y "a,2" = ag+ arx + aa® + -+,
0

é de classe C* e, para cada p > 0, a derivada de ordem pem 0 é
F7(0) = pla,,

Por outras palavras, tem-se a, = w Ou seja, a série de poténcias é a série
de Maclaurin da funcéo f.

Temos assim, em particular, um resultado de unicidade da decomposi¢do de
uma funcdo como soma de uma série de poténcias nalgum intervalo |—e, ¢,
com ¢ > 0, contido no seu dominio: Entdo ¢ € menor ou igual ao raio de
convergéncia da série de poténcias e esta € necessariamente a série de
Maclaurin da funcéo.

Dem: Provemos, por inducdo em p > 0, que uma fungdo deste tipo € de
classe C? e com derivada de ordem p em 0O igual ao produto de p! pelo
coeficiente de z?. Para p =0, temos uma consequéncia do teorema de
continuidade em 1V.4.10 e do facto de se ter

f(0)=ag+»_ 0=ap.

p>1

Suponhamos o resultado verdadeiro para um certo p > 0. Tendo em conta
1V.4.12, sabemos que f é derivavel emtodoo =z € |—R, R[ e com

fl@)=>"(p+ Dap 2’ = a1 + 209w + 3aza® + -+,

p=0

por outras palavras, a fun¢do f':]—R, R[ — R é a correspondente a série de
poténcias determinada pela familia (b,),>0 com b, = (p + 1)a,1, Série cujo
raio de convergéncia € também R. Pela hipotese de indugdo
f':]-R,R| — R é de classe C”, e portanto f é de classe C?*!, e

f(p+1)(0) — f/(]’)(o) — plbp = p'(p + 1)a,p = (p + 1)!ap. O
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IV.4.15 (Linearidade nas séries de poténcias) Sejam (a,),>0 € (by),>0 duas
familias de nimeros reais definindo séries de poténcias cujos intervalos de
somabilidade contenham ambos um certo conjunto X, isto é, tais que se
possam definir fungdes f, g: X — R por

f(.f) :Zapl‘p:ao+alx+a,2x2+...7
p>0
gl@) =Y bya’ = by + bz + bya® + -,

p=0

Seja ainda ¢ € R. Tem-se entdo que as fungdes f +¢: X — Recf: X — R
estdo definidas por

(f +9)(x) = f(@) + g(x) = (a,+by)a”,

p=0

(cf)(@) = cf(x) = Y (ca,)a,

p=>0

ou seja, estdo definidas pelas séries de poténcias associadas as familias
(ap+by)p>0 € (cap)p>0, 8 quais tém portanto também intervalos de
somabilidade contendo X.

Por este motivo, costuma-se dar o nome de série de poténcias soma das duas
primeiras e série de poténcias produto da primeira pelo real ¢ a estas duas
séries, respetivamente.

Dem: Temos uma consequéncia direta das propriedades de aditividade e
distributividade em 1V.3.6. O

1V.4.16 (Série de poténcias dos mddulos) Consideremos uma série de poténcias
correspondente a uma familia (a,),>0, com intervalo de somabilidade X e
fungdo associada f: X — R,

f(m):Zapx”:ao+a1x+a2x2+----

p=0

Chamamos série de poténcias dos médulos da primeira a determinada pela
familia (|a,|),>0. Esta série tem o mesmo intervalo de somabilidade X e a
funcéo associada f: X — R,

F@) =" layla? = Jaol + laio + asla® + ---
p>0

verifica a desigualdade

[f(@)| < f(|z)

paracada z € X.
Dem: O facto de os intervalos de somabilidade coincidirem é uma conse-
quéncia da definicdo da familia somavel em 1V.3.1, uma vez que se tem
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|apz”| = |ap|a].

Quanto a desigualdade, resulta de 1V.3.3 que, paracada z € X,

F@1 =Y ape?| <3 lapa”| = layl 2P = F(l2). O

p=0 p=0 p=>0

IV.4.17 (Produto de séries de poténcias) Sejam (a,),>0 € (bp),>0 duas familias
de numeros reais definindo séries de poténcias cujos intervalos de somabi-
lidade contenham ambos um certo conjunto X, isto é, tais que se possam
definir fungdes f, g: X — R por

flz)= Zapxp =ap + a1z + agz® + -,
p>0

g(x) :prxp:bo+b1$+b2x2+....

p=0
Tem-se entdo que a fungdo f x g: X — R esta definida por

(f xg)(z) = f(z) x g(x) = Zcp:cp =cy+ ez 4 ex® + -
p=>0

onde

cp = Z a;by.
J,k=0
JHk=p
Em particular, a série de poténcias associada & familia (c,),>0, @ que se
costuma dar o nome de série de poténcias produto das primeiras, tem um
intervalo de somabilidade que contém X. Repare-se que 0S primeiros
coeficentes da série de poténcias produto séo

co = agby,

c1 = agby + ayby,

¢y = apby + arby + asby,

c3 = apbs + a1by + azbi + asbp.

Dem: Mudando os conjuntos de indices e aplicando 1V.3.15, vemos que para
cadax € X

f(@)g(z) = Z (ljb;fl‘ﬂk.

J,k=0

Reparemos agora que o conjunto J dos pares (j,k) com j>0ek >0¢€a
unido da familia de subconjuntos disjuntos dois a dois J,, com p inteiro
maior ou igual a 0, onde .J, é o conjunto dos pares (j,k) com j+ k = p.
Tendo em conta a propriedade associativa em 1V.3.12 deduzimos agora que
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paracadax € X

flx)g(z) = Z ( Z a;by, xj+k) = Z ( Z a]-bk) xP = Zcpxp,

p20 " j+k=p p=0 " j+k=p p=0
como queriamos. O

IV.4.18 (Poténcia duma série de poténcias) Seja (a,),>0 uma familia de
nameros reais definindo uma série de poténcias que supomos ter um raio de
convergéncia R estritamente positivo, e seja X C R 0 seu intervalo de
somabilidade, podendo portanto definir-se uma fungéo f: X — R por

f(z) :Z%fp:aov“aliraszer.
p=0

Dado um inteiro n > 0 existe entdo uma unica familia (cf;’”)pzo de nimeros
reais tal que para cadax € X

fl@) = Z cl(,") zP.

p=0

Em particular, a série de poténcias associada a familia referida, a qual damos
0 nome de série de poténcias poténcia n da série de partida, tem um intervalo
de somabilidade que contém X.

Consideremos, além disso, a série de poténcias dos modulos, definida por
(Jay|)y=0 € a fungéo associada f: X — R definida por

F@) =Y lapla? = |ag| + |ar|z + |asla® + -

p=0

e notemos, para cada n > 0, (Eﬁf”))pzo a série de poténcias poténcia n da série
de poténcias dos médulos, portanto aquela para a qual

p>0
Tem-se entdo

|c§)") | < EE)”).

Dem: Comecemos por notar que a unicidade de uma tal familia (cl(,”))pzo é
uma consequéncia da Gltima afirmagdo em 1V.4.14.234 Passemos entdo a
justificacdo, por indugdo em n, da existéncia de tais familias e das

desigualdades referidas. Para o0 caso em que n = 1, basta tomar c,(f) =aqy, €

. —(1 - B , .
consequentemente também cﬁ,) = |a,|, em particular a desigualdade é verifi-

234 para podermos aplicar este resultado que fazemos a hipdtese de termos um raio de
convergéncia maior que 0.
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cada como igualdade. O caso em que n = 0 é também trivial uma vez que
F(@)° =1=F(z)" pelo que basta tomar ¢ =2" =1 e ¢} =2)) =0
para cada p > 1, série de poténcias essa cujo intervalo de somabilidade é R.
Suponhamos que as conclusdes sdo validas para um certo n > 1. Para cada

x € X vem
F@)™t = f(2)" x f(z), flx)""" = f(x)" x f(z),
pelo que, por 1V.4.17,

f(x)nJrl _ C]()nJrl) z?,
p>0
com
(n+1) _ (n)
&G = Z €~ s
Jtk=p
e também
?(m)rﬁl _ Zagwrl) z?,
p=0
com

—=(n+1) __ —(n)
cg, ) = g c; lak,
Jtk=p

e vemos, utilizando a hipétese de indugdo, que

e = D7 e an] <37 e ol <D0 2 el =Y,

Jtk=p Jtk=p Jtk=p
0 que mostra que as conclusdes sdo validas para o inteiro n + 1. O

IV.4.19 (Composta de séries de poténcias) Seja (a,),>0 uma familia de
nameros reais definindo uma série de poténcias, que supomos ter um raio de
convergéncia R estritamente positivo, e seja X C R 0 seu intervalo de
somabilidade, podendo portanto definir-se uma fungéo f: X — R por

f(z) :Zawp:aov“aliraszer.
=0

Consideremos também a série de poténcias dos valores absolutos (|a,|),>0,
que tem trivialmente os mesmos raio de convergéncia e intervalo de somabi-
lidade (ja que [ay|2?| = |aya?|) assim como a correspodente fungdo
f: X — R definida por
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F(@) =3 lapla? = Jagl + latle + Jasle® + -
p>0

Seja (b,)n>0 uma segunda familia de ndmeros reais, definindo uma série de
poténcias, que supomos ter um raio de convergéncia estritamente positivo e
seja 0 < 6 < +oo menor ou igual a esse raio de convergéncia, podendo
portanto definir-se uma funcéo ¢: ]—6, [ — R por

g(y) :anyn :b0+b1y+b2y2+

n>0

Suponhamos enfim que |ag| < 6. Seja X’ C X o conjunto dos x € X tais
que f(|z|) € ]-6, §[. Tem-se entdo:

a) Existe ¢ > 0 tal que |—¢,¢[ C X7;

b) Para cada z € X' tem-se f(x) € ]-6,6[;

c) Existe uma familia (c,),>o de nimeros reais tal que, para cada « € X,

o(f@) =Y cpa”,

p=0

em particular a série de poténcias determinada por esta familia tem um
intervalo de somabilidade contendo X’ (e portanto um raio de convergéncia
maior ou igual a ¢).

Nas hipoteses anteriores diz-se que a série de poténcias determinada pela
familia (c,),>0 € a série de poténcias composta das séries de poténcias
determinadas pelas familias (b,),>0 € (a;),>0.23°

Dem: Comecemos por reparar que, tendo em conta 1V.4.10, a funcdo
f:X — R € continua, e portanto 0 mesmo acontece com a fungdo X — R
que a z associa f(|z|). Uma vez que esta fungio aplica 0 em |ag| < 6
deduzimos, considerando uma vizinhanga de |ag| constituida por reais
menores que 6, que existe ¢ com 0 < ¢ < R tal que para cada = € |—¢, ¢
venha f(|z|) < &, ou seja, z € X’. Provamos assim a concluséo de a) e a de
b) resulta de que, como referido em IV.4.16, |f(z)| < f(|z|) e portanto
f(z) €]-6,6[ sempre que f(|z|) € ]-6,4][.

Tendo em conta 1V.4.18, podemos, para cada n > 0, considerar séries de
poténcias determinadas por familias (c\")),=0 € (@)"),=0, com |ci”] <&,
tais que, para cada x € X,

235Repare-se que resulta da Gltima afirmagdo em 1V.4.14 que os ¢, ficam perfeitamente
determinados pelas séries de poténcias (a,)y>0 € (by)n>0. Resumindo o que foi dito
anteriormente, as hip6teses que permitem definir a composta das duas séries de poténcias
é que ambas tenham raios de convergéncia maiores que 0 e que |ao| Seja inferior ao raio
de convergéncia da série determinada pela familia (b, ),>0.



84. Propriedades elementares das séries de poténcias. Funges analiticas 403

f(lL')n _ Z C](jn) z?, T(x)n _ Zeén) P

p=0 p=0

Em particular, para cada = € X', o facto de se ter f(|z|) € ]—6,8] implica,
tendo em conta o teorema de Fubini em IV.2.9, que

> [bal e al” < D bal e 2l = - (D 1oal e [al?) =

n,p n,p n>0 p>0

=D 1bal Flla)" < +o0

n>0

(igual a g(f(|z|))). Podemos agora aplicar a versdo do teorema de Fubini em
1V.3.14 para deduzir que, para cada z € X’,

g @) =D b f(@)" =Y b (Yo ar) = baelar =
n>0

n>0 p=0 n,p

= Z (Z by, cz()"’) x”).

p>0 n>0

)

Para cada p > 0, o facto de a familia dos bn,cén)xp, com n > 0, ser somavel
para cada z € X' pemite-nos, considerando = # 0 em X’ e multiplicando por

# deduzir que é também somavel a familia dos bncl(,”), com n > 0. Podemos
assim definir, para cada p > 0,
cp = Z bncl()")

n>0

e deduzimos da igualdade (1) que, para cada z € X’,

g(f(@) = cpa?

p>0
0 que prova a afirmacdo em c). O

1V.4.20 (Notas) 1) A demonstracdo do resultado precedente ndo nos fornece um
método efetivo simples para determinar os coeficientes ¢, da série de
poténcias composta. Com frequéncia, quando for facil obter as derivadas de
ordem superior da fungdo go f)_..;:]—¢,e[ — R, para determinar estes
coeficientes atendemos ao facto de, como referido em 1V.4.14, a série de
poténcias composta ser a série de Maclaurin daquela composta. Trata-se de
um processo de certo modo oposto ao que encontrdmos em situag¢des como a
da alinea c) de 1V.4.13 situacbes em que, ndo sendo pratico obter
explicitamente as derivadas de ordem superior de uma funcéo, a série de
poténcias que a define (série de Maclaurin) foi obtida diretamente a partir do
conhecimentos das séries de poténcias associadas a outras fungdes mais
simples.
2) Em muitas aplicagGes do resultado precedente, aquilo que conhecemos séo



404 Capitulo 1V. Somatoérios finitos e infinitos

as fungBes f e g e ndo temos uma expressdo explicita para a fungdo f,
associada a série de poténcias dos modulos. Esse facto dificulta por vezes a
determinacéo de £ > 0 para o qual tenhamos a certeza que a composta g o f
admita uma decomposicéo em série de poténcias em ]—e, e[. Um caso em que
esta dificuldade ndo aparece é aquele em que a série (b, ),>0, que determina a
fungdo g, tem um raio de convergéncia +oo, e portanto tem R como inter-
valo de somabilidade. Nesse caso o que foi referido em 1V.4.19 diz-nos
simplesmente que o dominio de somabilidade para a série de poténcias
composta contém o dominio de somabilidade da série de poténcias (a,)p>o.
que determina a fungdo f. Um exemplo desta situagdo (e também da referida
na nota 1) é aquele que examinamos a seguir no estudo da convergéncia da
série binomial.

IV.4.21 (A série binomial) Seja « € R. Por analogia com a defini¢do dos
coeficientes combinatérios bem conhecidos
n n! nn—1)--(n—p+1)
Cp= 1 |
p!(n —p)! !

(onde 0 < p < n sdo inteiros e, para a segunda igualdade, é cémodo supor
p > 1), e generalizando esta, definimos “C, = 1 e, para cada inteiro p > 1,
ala=1)-(a—p+1)

e —

(reparar que, quando « é um inteiro positivo, a segunda defini¢do da
“C), = 0 para cada p > «).

Chamamos série binomial de expoente « a série determinada pela familia
(“Cp)p>0. Afastado o caso trivial em que « € um inteiro maior ou igual a 0,
esta série tem raio de convergéncia 1 e, para cada = € ]—1, 1], a sua soma é

(1+2)* = Zacpx” =

p=0
=l+4az+ a(a; DI G 13)'(0‘_2)333+..._236

Dem: Uma vez que, por o ndo ser um inteiro positivo, os coeficientes
combinatorios sdo todos diferentes de 0, podemos tentar utilizar o critério da
razao (cf. IV.4.6) para determinar o raio de convergéncia. Ora,

236No caso em que a = n é um inteiro maior ou igual a 0, tem-se “C,, = 0 para p > n
pelo que o raio de convergéncia é +oco e a soma da série é simplesmente o valor dum
polinédmio, sendo ainda igual a (1 + x)™ pela féormula do bindmio de Newton (cf. o
exercicio 111.4.9).
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"Gyl _lala—1)-(a—p+1)| (p+1)!
*Cpl p! la(a = 1)--+(a = p+1)(a—p)|
1+1
_ p+1 _ PR
a—p| 2 1] pie

pelo que o raio de convergéncia é efetivamente igual a 1. Consideremos
agora a fungdo h:]—1,1] — R de classe C> definida por h(z) = (1 + z)°,
para a qual se verifica facilmente por inducdo que as derivadas de ordem
p > 0 séo dadas por b (z) = (14 z)* e, para p > 1,

h?(e) = ala —1)--(a = p+ 1)1 +a)*7,

tendo-se, em particular, “C), = ]% r(P)(0), por outras palavras, a série referida

no enunciado é a série de Maclaurin da fungdo h. Tendo em conta 1V.4.14,
para provar a asser¢do do enunciado basta provar a existéncia de uma série
de poténcias associada a uma familia (c,),>o de reais e com raio de
convergéncia maior ou igual a 1 tal que, para cada = € |—1, 1],

h(z) = (1+z)* = Zcpxp = 0o +e1x + e’ + -

p=0

Ora, isso é uma consequéncia direta de 1V.4.19 (lembrar a nota 2 em
1V.4.20) visto que, para = € |—1, 1], podemos escrever

P(w) = ) = g( (),
onde g(y) = e¥ e f(z) = aln(1 + x), com

1
gy =y —y'
n>0 n:
para cada y € R (raio de convergéncia +oo, cf. a alinea c) de IV.4.7 e
111.4.41) e
fz) = Z(—l)pH %xp =ar — %xz + %m?’ —

p=1

(raio de convergéncia 1, cf. a alinea a) de 1V.4.13 com a substituicdo de =
por —x). O

Apesar de no estudo das funcdes que podem ser definidas por séries de
poténcias o ponto 0 do dominio ter um papel privilegiado, este estudo
permite-nos facilmente definir as fungbes analiticas, nas quais esse papel
privilegiado ja ndo aparece.
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1V.4.22 Sejam X C R um intervalo aberto e f: X — R uma fungé&o.
a) Se 0 € X, diz-se que f é analitica em 0 se existir e > 0 com |—e, e[ C X
e uma série de poténcias (a,),>o cujo dominio de somabilidade contenha
|—¢, e[ tais que para cada = € |—¢, €[ se tenha

f(z) :Zap$p=ao+a1:c+a2x2+---.
p>0

b) Mais geralmente, se xy € X, podemos considerar o intervalo aberto
X, = X — x, que contém 0, cujos elementos sdo 0s x — xp com = € X
(ou, 0 que é o mesmo, 0s y € R tais que zp+y € X) e a funcdo
fuo: Xz, — R definida por f,,(v) = f(zo + y) e dizemos que f é analitica
em zo se fy € analitica em O (repare-se que, no caso em que z, = 0, esta
defini¢do é equivalente a dada em a).

c) Diz-se que f é analitica se for analitica em todos os pontos x; € X.

IV.4.23 (Caracterizagdo equivalente) A definicdo de funcdo analitica num
ponto xy € X, apresentada na alinea b) de 1V.4.22, pode ser apresentada de
forma equivalente sem referir explicitamente a fungdo f,: A funcdo
f: X —R é analitica em zyp€ X se, e sb se, existir e>0 com
lzo—e,mo + e[ C X e uma série de poténcias (a,),>0 cujo dominio de
somabilidade contenha |—¢, ] tais que

flz) :Zap(m—xg)pza0+a1(x—xo)+a2(w—w0)2+---

p=0

para cada x € |xo—e,zo + €[ (reparar que f(z) = f,,(z — zo)). Repare-se
que, tendo em conta 1V.4.14 e 111.4.18, uma tal série de poténcias (a,),>0 é
Unica, uma vez que se tem necessariamente

1 1
W= F0(0) = ol F7 (o)
por outras palavras, a série destacada € a série de Taylor de f centrada no
ponto z; (cf. 111.4.38)

O proximo resultado apresenta-nos um primeiro exemplo de funcéo anali-
tica, que ndo é tdo evidente como poderia parecer a primeira vista.

IV.4.24 (As séries de poténcias definem funcdes analiticas) Seja (a,),>o uma
familia de nimeros reais cuja série de poténcias associada tenha um raio de
convergéncia R > 0. Tem-se entdo que a funcdo f:]—R, R[ — R, definida
por

f(l‘) = Zap$p =a0—|—alaj—|—a2x2+...’
p>0

é uma funcéo analitica.
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Dem: O que é consequéncia imediata da definicdo é que a funcdo f é anali-
tica em 0. Para verificarmos que f é analitica num ponto x arbitrario, isto é
que fi,: X —x9 — R é analitica em 0, atendemos a que f,, () = f(xo + x)
e aplicamos 1V.4.19 para garantir a existéncia de (c,),>o € de ¢ > 0 tal que
paracada z € |—¢,e[setenhaxy +x € |-R, R[ e

fuo(x) = fzo + 2) Zc xP. 237 O

p>0

1V.4.25 (Exemplos de fungdes analiticas) a) As funcfes constantes, a fungdo
identidade e, mais geralmente, qualquer fungéo polinomial f:R — R,

f(x) :a0+all‘+a2$2+~~+aNxN,

sdo fungdes analiticas. De facto elas sdo as associadas a séries de poténcias
“degeneradas”, com intervalo de somabilidade R.

b) A funcdo exponencial exp: R — R, exp(z) = e”, e as fungdes trigono-
métricas sen: R — R e cos: R — R sdo fungdes analiticas. Basta, com efeito,
recordar as respetivas caracterizagdes como séries de poténcias, com inter-
valos de somabilidade R:

e—l—l—x—i——x +3m+ —&——m"—i—

c) A fungdo f:]—1, 1] — R definida por
1
1—z

fz) =

é uma funcédo analitica. Trata-se, com efeito, da funcéo definida pela série
geométrica

1+m+m2+x3—|—~~~=2xp

p=0

cujo intervalo de somabilidade é |—1, 1] (cf. 111.4.35).
d) O que vimos em I1V.4.21 (série binomial) mostra-nos que, se « € R,

237/ série de poténcias que em 1V.4.19 era notada f € aqui a série “degenerada”, com
dominio de somabilidade R, correspondente a fungdo = — x( + x, isto €, aquela com
como coeficiente de indice 0, 1 como coeficiente de indice 1 e todos os restantes coefi-
cientes iguaisa 0
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podemos considerar uma funcéo analitica f:]—1, 1] — R definida por

a(a2— 1)w2 n ala — 13)!(04 -2 I

fey=Q+2)*=14az+

IV.4.26 (Restricdo de uma funcdo analitica) Sejam X um intervalo aberto,
f: X — R uma funcdo e X' C X outro intervalo aberto. A fungdo f €
analitica num ponto xo € X’ se, e s0 se, entdo a restricdo f/x: X' — R €
analitica em x.

Em consequéncia, se f € analitica, entdo também f,x: X’ — R € analitica.
Dem: E evidente que se a restri¢io frx: X' — R € analitica em xz, entéo o
mesmo acontece a funcdo f: X — R visto que sendo >0 tal que
lzo—e, mo + e[ C X' e que exista uma série de poténcias (a,),>0 CUjO
dominio de somabilidade contenha |—¢, ] tal que

f(z) :Zap(m—xg)pza0+a1(x—xo)+a2(w—w0)2+---

p=0

para cada = € Jxp—e, xy + €[, tem-se também |zg—e, o + [ C X.
Suponhamos agora que f: X — R é analitica em z; e seja ¢ > 0 tal que
|lzo—e,xzo+¢[ C X e que exista uma série de poténcias (ap),>o Cujo
dominio de somabilidade contenha |—¢, ¢ tal que

flx) = Zap(x—x[))p = ag + a1 (x — x0) + ag(z — x0)? + -

p=0

para cada x € Jzo—¢, zo + €[. A Unica questdo que nos impede de concluir
imediatamente que a restricdo de f também é analitica em x, é o facto de nao
se ter necessariamente |zo—e,xo+ e[ C X'. Para ultrapassarmos isso,
lembramos que o complementar R\ X’ é um conjunto fechado, pelo que
existe ' > 0 tal que |xg—e’, 2o + €[ ndo tem pontos de R \ X', por outras
palavras, |zo—¢’,zo + &'[ C X', Sendo agora &’ >0 o menor dos dois
ndmeros ¢ e &', é claro que ainda se tem |xy—¢”, zg + ¢”[ C X' e, para cada
x € Jxo—e", xy + "] tem-se

f(x) :Z%(x—%)p=a0+a1(x—mo)+a2(x_x0)2+..._ i

p=0

IV.4.27 (Operacdes envolvendo funcgdes analiticas) Sejam X C R um
intervalo aberto, f, g: X — R duas func¢bes e ¢ € R. Se f e g sdo analiticas
num ponto x, € X, entdo sdo também analiticas em z( as funcdes f + g,
fxgecf, quea z associam respetivamente f(z) + g(z), f(z) x g(z) e
cf(z). Em consequéncia, se f e g sdo analiticas, entdo também f + ¢, f x g
e cf séo analiticas.

Como consequéncia da afirmacao envolvendo o produto, vemos, por inducdo
em n que, para cada n € N, se f: X — R € analitica num ponto zy € X
(respetivamente f é analitica), 0 mesmo acontece com a fungdo x — f(x)".
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Dem: Basta examinarmos o que sucede com f +ge f x gumavez que cf é
0 caso particular do produto em que tomamos para g a funcdo constante de
valor c. Se repararmos que, nas notagGes na alinea b) de 1V.4.22, tem-se
(f+ 9 ay = foo+ Gy € (f X G)zy = Sy X u,» ficamos reduzidos a examinar
0 caso em que xy = 0. Ora, nesse caso, podemos considerar ¢ > 0, &’ > 0 e
séries de poténcias (a,),>0 € (by)y=0 cOM |—e,e[ C X, |—¢',&'[ C X, tais
que, para cada x € |—¢, €|,

flz) = Zapxp:a0+a1:c+agx2+m
p=0

e, paracadax € |—¢', €|,

g(x) :prxp:bo+b1$+b2x2+....

p=0

Sendo £” > 0 o menor dos dois nimeros ¢ e €', tem-se |—&",¢"[C X e
deduzimos de 1V.4.15 e 1V.4.17 a existéncia de séries de poténcias (c,)p>0 €
(d,) =0 cujos intervalos de somabilidade contenham |—&”, " e tais que, para
cadaz € |—¢",€"|,

f($)+g(x) :Zcpxp:CO+C1$+CQCC2+~“,
p=0
f(x) Xg(l‘) :del'p:d0+d1m+d2x2+

p=0

1V.4.28 (A composta de funcdes analiticas) Sejam X e Y intervalos abertos e
f: X —=YegY — R duas fungbes. Se f é analitica num ponto zp € X e g
analitica no ponto yo = f(xp), entdo a fungdo composta go f: X — R &
analitica em x,. Em consequéncia, se f e g sdo analiticas, entdo também
go f éanalitica.

Dem: 1) Comecemos por examinar o caso em que o = 0 € yo = f(zo) = 0.
Sejam (b,,),>0 Uma série de poténcias e 6 > 0 menor ou igual ao seu raio de
somabilidade tais que para caday € |—6,6[ setenhay € Y e

gly) = Z buy" = bo + bry + boy® + -+

n>0

Analogamente, consideremos &’ > 0 e uma série de poténcias (a,),>0 CUjO
intervalo de somabilidade contenha |—&’, ¢'[ tais que, para cada x € |—¢', ¢/,
setenhaz € X e

flx) = Zapxp =ay+az + az? + -+,
p>0

em particular ag = f(0) = 0. Aplicando 1V.4.19, concluimos a existéncia de
0 < & < £’ e de uma série de poténcias (c,),>o tais que para cada = € |—e¢, [
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setenha ) a,a? € |-6,6[e

=0
9 @) =g(Yaa") =Y epa”

p=0 p=0

0 que mostra que go f: X — R é efetivamente analitica em 0.

2) Vamos agora examinar o caso geral em que xy ndo é necessariamente 0 e
yo = f(xo) ndo é necessariamente 0. Por definicéo é analitica em 0 a funcéo
fzo: X — o — R definida por f,,(x) = f(zo + x) e portanto também o0 é a
fungdo f: X — xzg — R definida por

f(x) = fu (@) —yo = f(xo + x) — Yo,

para a qual se tem f(0) = f(z9) — yo = 0 assim como f(X) C Y — y,. Do
mesmo modo, é analitica em 0 a fungéo g¢,,:Y —yo — R definida por
9y, (y) = g(yo +y) e portanto, pelo caso particular examinado em 1), vem
também analitica em 0 a fungdo g, o }: X —xp — R, a qual estd definida
por

9y © F(x) = 9, (f (@0 + x) = y0) = g(f(wo + ) = (g0 f)ay (2).

Concluimos assim que (go f).: X —xo — R €& analitica em 0, ou seja,
go f: X — R é analitica em z. O

Com a ajuda do resultado precedente podemos, em particular, utilizar o
exemplo estudado na alinea d) de 1V.4.25 para provar a analiticidade de
certas fungdes importantes.

IV.4.29 Para cada . € R, é analitica a fungéo f,:]0, +o0o[ — R definida por

Em particular, tomando « = —1, vemos que a fungéo g = f_1:]0, +oo[ — R
definida por

1
9(y) ;
é analitica.
Dem: Lembremos que, como referido na alinea d) de 1V.4.25, é analitica a
funcdo f:]—1,1[ — R definida por f(z)=(1+x)* Seja agora yp
arbitrario em ]0, +-o0o[ e provemos que é analitica em y, a restricdo de f, ao
intervalo aberto ]0, 2y[, que contém y, e estd contido em |0, +oo[ 0 que,
como referido em 1V.4.26, serd suficiente para garantir que f,:]0, +oo] — R
é analitica em y,. Ora, para cada y € ]0, 2y,[, tem-se % €10, 2], portanto

¥ _
o —lel-11[ evem
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(e Y 3 1 Yy
faly) =46 x ()" =wg x f(= = 1)
Yo Yo
0 que implica que a restricdo referida é analitica por ser o produto da
constante y§ pela composta da fungdo f:]—1,1] — R com a fungéo polino-
mial (e portanto analitica) 0, 2yo[ — ]—1, 1[ que a y associa ?% -1 O

1V.4.30 (O inverso e a poténcia de uma funcéo analitica) Seja X C R um
intervalo aberto.
a)SeaeRe f: X —]0,+00[ é uma funcdo analitica num ponto =y € X
(respetivamente uma funcéo analitica) entdo o mesmo acontece com a fungdo
X >R, z— f(x)~
b) Se f:X —R\{0} é uma funcdo analitica num ponto zy € X
(respetivamente uma funcéo analitica) entdo 0 mesmo acontece com a fungéo
X—R,z~ ﬁ
Dem: a) Basta atender a que a funcdo referida ¢ a composta da fungdo
f: X — 10, +oo[ com a fungéo analitica ]0, +oo[ — R, y — y°.
b) Uma vez que f é uma funcdo continua num intervalo que ndo toma o
valor 0, o teorema de Cauchy-Bolzano garante que se tem f(X) C ]0, +oo|
ou f(X)C]—o0,0[. No primeiro caso a conclusdo resulta do que
verificamos em a), com « = —1. No segundo caso, podemos reduzirmo-nos
a conclusdo do primeiro se repararmos que a funcéo x — — f(x) é analitica e
toma valores em ]0, 4+o0o[ € que se tem

O

IV.4.31 (Exemplos) a) A funcdo trigonométrica tan:]—7, 7[ — R € analitica.
De facto, uma vez que, como ja referimos, sen: R — R e cos:R — R sédo
analiticas, e portanto 0 mesmo acontece as suas restricdes ao intervalo

]—7%, 5[, basta reparar que se tem
sen(x)
cos(z)

e portanto temos o produto de duas fun¢des analiticas, a segunda tendo em
conta 1V.4.30.
b) A funcdo f: R — R definida por

f(@)

tan(z) =

= sen(x) x

cos(z)’

- 1
14 a2

¢ analitica. Temos, com efeito, o inverso de uma fung¢éo analitica que nunca
toma o valor 0 (uma fungdo polinomial). Observe-se que, apesar de o
dominio desta funcéo analitica ser R, ela ndo pode ser globalmente definida a
partir da construcdo referida em 1V.4.24, visto que a Gnica série de poténcias
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cuja soma ¢ f(x) nalguma vizinhanga de 0 é a sua série de Maclaurin, que
como verificamos na alinea c¢) de IV.4.13 ¢

1—55‘2-‘1-.174—.1'6-1—"' — Z(_l)pxﬂ)’
p=0

série de poténcias cujo intervalo de somabilidade é |—1, 1], e portanto ndo
pode ter soma f(z) para valores de = fora desse intervalo.

IV.4.32 (Derivada de uma funcfo analitica) Sejam X C R um intervalo aberto
e f: X — R uma fungdo analitica. Tem-se entdo que f ¢é derivavel, em
particular continua, em todos os pontos de X e a fungdo f: X — R ¢é
também analitica. Em consequéncia, uma fungdo analitica f: X — R ¢
mesmo de classe C™.

Dem: Seja zy € X arbitrario. Seja e > 0 tal que Jxg — €, 20 + €[ C X e que
exista uma série de poténcias (a,),>0 cujo dominio de somabilidade
contenha |—¢, ¢[ tal que para cada x € |xg — &,z + €|,

f(x) =) ap(z — o).

p=0

Tendo em conta IV.4.11 e IV.4.12, podemos concluir que a restricdo de f a
|zo — €, o + €[ € derivavel em cada x e com derivada nesse ponto igual a

>+ Dagri (e — )

p=0

e, tendo em conta o facto de os elementos de |xy — &, + €[ ndo serem
aderentes a

X \]zo—¢e,x0+ e[ C]—00,x0 — €] U[zg + ¢, +00],

podemos aplicar II1.1.11 para garantir que f: X — R ¢ também derivavel em
cada x € |zg — €,z + €[, em particular em z, e com

Fl@) =Y (p+ Dag (e — ).

p=0

Tendo em conta a arbitrariedade de z(, f é derivavel em todos os pontos de
X e a igualdade precedente, vélida para todo o = € |z — €,z + €[ mostra
que f’: X — R ¢ analitica em xy. Mais uma vez pela arbitrariedade de x,
concluimos que f: X — R ¢ analitica. E agora simples mostrar, por indugdo
em p, que as fungdes analiticas sdo de classe C? para todo o p (lembrar que
se f’ é de classe C” entdo f é de classe C?*!) e portanto sio também de
classe C'*°. O

IV.4.33 (Exemplo de fun¢io nio analitica) A fungdo f: R — R considerada na
alinea b) do exercicio 111.4.19, apesar de ser de classe C'*°, ndo ¢é analitica em
0, em particular ndo ¢ analitica. Com efeito, se isso acontecesse, existiria
€ > 0 ¢ uma familia (a,),>o de reais tais que para cada z € |—¢, €|
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x) :Zapxp

p=0

e sabemos que nestas condigbes a, = f)(0) = 0. Concluiamos assim que
teria que ser f(x) = 0 para cada = € |—¢, e[ em contradi¢do com o facto de
se ter f(x) > 0 para cada x > 0.

1V.4.34 (Primitiva de uma fung¢do analitica) Sejam X C R um intervalo aberto
e f: X — R uma funcéo analitica. Seja F: X — R uma primitiva de f, isto
é, uma funcdo derivavel e com F’(z) = f(x) para cada z € X. Tem-se entdo
gue F' é também uma fungdo analitica.
Dem: Seja zo € X arbitrério. Seja ¢ > 0 tal que Jzg — £, 29 + €[ C X e que
exista uma série de poténcias (a,),>o cujo dominio de somabilidade
contenha |—e, ¢[ tal que para cada = € Jzg — €,z + €],

x) = Zap(x —x)?

p=0

Tendo em conta 1V.4.11, podemos considerar uma série de poténcias (b,),>0
cujo dominio de somabilidade também contém ]—1,1[ definida por
bo = F(zo) e b, = “"T*l para p > 1 (a série de poténcias derivada desta é a

primeira). Podemos assim definir uma funcéo F: lzo — &, 20 + e[ — R por

x) = Z by(x — x0)?

p=0

que, lembrando 1V.4.12, é derivavel em cada x € |zo — €, o + [ e com

-~/

F(m)zZ(p—i—l)prac—xg Zapx—xop—f()

p=0 p>0

Constatamos assim que F e a restricdo de F' a Jzg — e,z + €| 40 duas
primitivas da restricdo de f a esse intervalo o que implica a existéncia de
uma constante ceR tal que F(z)=F(z)+c para cada
x €y —e,x0+¢[. O facto de se ter F(xg) = by = F(x,) implica que
¢ = 0. Concluimos assim que para cada x € |zg — €,z + €|

F(x) =F(x) =) bylz —a0)’

p>0
0 que mostra que F' é uma funcdo analitica em x. O

IV.4.35 (Exemplos) a) A fungdo arctan: R — |7, [ € analitica. Com efeito,
sabemos que a sua derivada é a fungéo x — ﬁ a qual ¢é analitica por ser a
inversa da funcéo analitica x — 1 + z2
b) A funcdo arcsen: |—1,1[ — |7, 5[ é analitica. Com efeito, sabemos que
a sua derivada em cada = é
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1
V11— 22

pelo que o facto de a funcdo derivada ser analitica € uma consequéncia da

alinea a) de 1V.4.30, com o = — 1.

arcsen’(z) = =(1—2%)2

Vamos agora examinar alguns resultados que conduzirdo a uma proprie-
dade de certo modo surpreendente das fungdes analiticas: Se duas fungdes
analiticas coincidirem num subconjunto do dominio, com certas proprie-
dades que detalharemos, entdo tém que coincidir em todo o seu dominio.
Comegamos por examinar um lema.

1V.4.36 (Lema) Sejam X um intervalo aberto e f: X — R uma fun¢éo analitica.
Seja Z C X o conjunto dos zeros de f, isto é o conjunto dos x € X tais que
f(x) =0. Se zy € X for um ponto de acumulagéo do conjunto Z, entdo
existe ¢ > 0 tal que |z — &, 79 +¢[ C Z. 238
Dem: Vamos demonstrar o resultado pelo métodode passagem ao
contrarreciproco. Suponhamos entdo que ndo existe € > 0 nas condigdes
referidas. Sejam ¢ >0 e (a,),>0 uma familia de nimeros reais tais que
|z — €, 0 + €[ C X e que se tenha

flz) = Zap(x —20)? = ap + a(x — x0) + ag(x — 20)? + ---

p=0
para cada x € |z — €,z + €[. Uma vez que estamos a supor que f(xz) ndo é

sempre 0 neste intervalo, tem que existir algum a, # 0 e podemos notar py 0
menor dos indices p nessas condi¢cdes. Tem-se entdo para cada x neste

intervalo
) = Za(x — o)’ = (z — xo)? % Zap(x — )PP =

P=po p=Dpo

= (& — z)" g(x),

com

P Po —
Zap T — o) Z Apytq (T — T0)*

P=po q>0

para cada x € |xo — €,z + €[ (esta série de poténcias tem o mesmo raio de
convergéncia que a que define f(x) uma vez que os valores = # x, para 0S
quais ela converge sdo os mesmos239). Tendo em conta 1V.4.10, a fungio

238Egta propriedade € classificada como um lema uma vez que a que enunciamos a seguir
utiliza-a na sua demonstragdo mas afirma mais com as mesmas hipoteses.
239Cada uma obtém-se da outra multiplicando cada parcela por (z — xzp)? ou por

1 (@ — ay)".
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g:]zo —e,x0+¢[ — R € continua e portanto, por ser g(zg) = ap, # 0,
existe ¢’ > 0 tal que, para cada = € Jzg — €,z + €[ na vizinhanga V. (z),
g(z) # 0 (considerar uma vizinhanca de a, que ndo contenha 0). Sendo
¢” > 0 0 menor dos ndmeros ¢ e &', vemos agora que, para cada x # x, em
V(0), tem-se g(x) # 0, e portanto f(z) = (z — z)? g(x) # 0, ou seja,
x ¢ Z, 0 que mostra que =, ndo é um ponto de acumulagéo de Z. O

1V.4.37 (Resultado mais forte) Sejam X um intervalo aberto e f: X — R uma
funcdo analitica. Seja Z C X o conjunto dos zeros de f, isto é o0 conjunto
dos x € X tais que f(z) =0. Se xy € X for um ponto de acumulacéo do
conjunto Z, entdo Z = X, isto &, f(x) = O paratodoo z € X.
Dem: Seja X = ]a, b, onde cada uma das extremidades a € b pode ser finita
ou infinita. J& sabemos, pelo lema precedente, que existe £ > 0 tal que
lzo — &, 20 + e[ C Z. Vamos dividir a prova de que Z = X em duas partes,
provando primeiro que [z, b[ C Z e depois que Ja, x| C Z.
1) Consideremos 0 supremo ¢ > xy do conjunto dos x € X com = > x( €
[z9,x] C Z, conjunto que contém todos os reais entre xy e xzp+¢, €
COMecemos por provar que [zg, c[ C Z. Ora, isso resulta de que se = € [z, ¢|
o facto de ¢ ser um supremo garante a existéncia de '’ € X com 2/ > z e
[zg,2'] C Z e entdo o facto de se ter z € [xg,2'] implica que se tem
efetivamente x € Z. Provemos agora que se tem ¢ = b, 0 que provara que
[0, b[ C Z, 0 nosso objetivo nesta alinea. Ora, se fosse, por absurdo, ¢ < b
vinha ¢ € X e ¢, sendo ponto de acumulagéo de [z, c[, era também ponto de
acumulacdo de Z pelo que, mais uma vez pelo lema precedente, existia
e’ >0 tal que Je —&',c + &'[ C Z de onde deduziamos que qualquer y em
le,e +€'[ verificava [zg,y] C Z, portanto pertencia ao conjunto que
consideramos com supremo ¢, um absurdo.
2) A prova de que se tem também Ja,xo] C Z pode ser feita de modo
analogo e poderia ser interessante o estudante tentar fazer por si essa
adaptacdo do que foi feito em 1). No entanto, se quisermos poupar trabalho
(o que é também instrutivo), poderemos aplicar o que ja verificAmos a uma
fungdo analitica auxiliar, nomeadamente a funcao ?: |—b, —a[ — R definida
por f(z)= f(—x): Para cada x€l]-zo—¢,—x0+¢c] tem-se
—x € zg —e, a0 +¢], portanto f(z) = f(—x) =0, o que implica, em
particular, que —x, é um ponto de acumulagdo do conjunto dos zeros de ? O
que vimos em 1) garante assim que todos os elementos y € [—zy, —a[ S840

zeros de? e daqui decorre que todos 0s x € |a, x| S0 zeros de f. O

1V.4.38 (Coroléario) Sejam X um intervalo aberto e f,¢: X — R duas funcdes
analiticas tais que exista um conjunto A C X, admitindo um ponto de
acumulagdo z( € X, tal que f(z) = g(x) para todo 0 = € A. Entdo f = g,
isto é, tem-se mesmo f(z) = g(x) paratodo o x € X.
Dem: A funcéo analitica X — R, z — f(x) — g(x) toma o valor 0 em todos
0s pontos de A e portanto xg, que € ponto de acumulagdo de A, é também
poto de acumulacdo do conjunto dos zeros daquela fungdo analitica.
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Aplicando 1V.4.37, vemos que para cada = € X tem-se f(x)— g(z) =0,
donde f(z) = g(x). O

Exercicios

Ex 1V.4.1 Determinar os raios de convergéncia das seguintes séries de poténcias
e, quando os resultados estudados no curso o permitirem, identificar os seus
intervalos de somabilidade.

a) Z pra?,

p>0

p>2

n>1

1 n
d)z (2+cos(n7r)) o

n>0

*e)z

n>0

Ex IV.4.2 ldentificar os valores de = para 0s quais 0s somatdrios seguintes
correspondem a familias somaveis.

a)z — %

77>1

b) > v/n (v/2)"
n>0

C) Z (x+1)°
n>0

Ex 1V.4.3 Lembrar que, como se verificou no exemplo a) em 1V.4.13, para cada
€]-1,1[ tem-se
p
L= ZIn(1 - 2).
p>1 p

a) Mostrar que se pode definir uma fung&o continua F: [—1, 1] — R por

1 p+1
Flo) = ; pp+1)"
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e que esta funcdo é derivavel em cada z € |—1,1[ e com
F'(z) = —In(1 — x).
Concluir que se tem para cada = € |—1, 1]

p=1

b) Deduzir de a) que se tem

(_1)p+1 _ B
; oD 2In(2) — 1

1
2D

p>1 p

reparando que a segunda conclusdo também se pode obter a partir da
. R . L
igualdade T = p T P pelo exame das somas parciais da serie

(comparar com 1V.2.15).

Ex IV.4.4 Sejam X C R um intervalo aberto e f: X — R uma funcéo analitica
num ponto z, € X. Mostrar que existe ¢ > 0 tal que Jzg —e,zp +e[ C X e
que a restricdo de f a ]z — €, 2o + €[ seja uma fungdo analitica.

Sugestdo: Lembrar 1V.4.24.

Ex IV.45 Sejam X um intervalo aberto, f: X — R uma funcdo analitica,
o € X e e > 0 menor ou igual ao raio de convergéncia da série de poténcias
determinada pela familia (I%!f(P)(xo))pZO e tal que ]z — e, 20 +¢[ C X.
Pode entdo concluir-se que f(x) é a soma da sua série de Taylor nesse
intervalo, isto é, que

f@) =% % 9 (a0) (2 — zo)? =

p=>0
= f(z0) + f'(z0)(x — 0) + % (o) (z — x[))Q 4.

para cada z € |xg — €,z + €.
Porque razédo esta conclusdo ndo € uma consequéncia direta da definicdo de
fungdo analitica e de que forma ela pode ser deduzida facilmente de 1V.4.38?
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ponto de inflexdo relativo 305
ponto interior de intervalo 7
ponto isolado 43
poténcia de expoente natural 2
primitiva 217
progressdo aritmética 31
progressdo geométrica 27
prolongamento de fungéo 53
propriedade arquimediana 12
propriedade de boa ordenacdo 9
propriedades algébricas das

poténcias 2,145,147
proximo 37,38
6-proximo 37,38
quadrado perfeito 24
raio de convergéncia 383
raio de somabilidade 383
raiz de indice k 132
raiz quadrada 14
reais estendidos 32
regra de Cauchy 202,207, 208, 209
resto de Lagrange 271
resto de Maclaurin 264
resto de Peano 280
resto de Taylor 264
restrigdo de fungao 53
reta estendida 32
reta real 17
retilinea (em trés pontos) 295
Riemann (fungdo zeta) 341
Rolle (teorema) 195
seno hiperbdlico 166
sequéncia de pesos 313
série 273
série absolutamente convergente 351
série alternada decrescente 351
série binomial 404
série convergente 273
série de Dirichlet 341
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série divergente 273
série exponencial 279
série geométrica 274
série harmonica 274
série harmonica alternada 279, 350
série de Maclaurin 276
série de poténcias 382
série de poténcias composta 402
série de poténcias derivada 393
série de poténcias poténcia n 400
série de poténcias produto 399
série de poténcias soma 398
série de poténcias dos modulos 398
série de Taylor 276
série de termos positivos 275
simétrico (conjunto) 190
sobrejetiva (fungio) 59
somas parciais 273,326
somatorio 316
somatorio telescopico 336
soma de série 273
subconjunto 5
sublimite 75
sublimite maximo 112
sublimite minimo 112
sucessao 66
sucessao de Cauchy 117
sucessdo convergente 82
sucessdo crescente de subconjuntos 329
sucessdo exponencial 100
sucessdo de Fibonnaci 68
sucessdo parcial 82
sucessao parcialmente definida 82
sucessdo das somas parciais 68
supremo 10, 33, 65
tangente hiperbolica 190
Taylor (aproximacgdo, formula, resto) 264
Taylor (série) 276
tender para co 105
teorema de Bolzano-Weierstrass 44, 112
teorema de Cauchy 201
teorema de Cauchy-Bolzano 131
teorema de Darboux 216
teorema de Fermat 192
teorema de Heine-Cantor 140
teorema de Lagrange 196
teorema de Rolle 195
teorema de Weierstrass 129
termo de série 273
termo de sucessao 66
termo seguinte 66
tricotomica (propriedade) 3
unido de conjuntos 5,48

uniformemente continua (fungio) 139
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valor absoluto 18, 377 Weierstrass (teorema) 129
variavel muda 52 zeta (funcéo) 341
vizinhanga-6 21,37
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