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INTRODUCAO

Este livro concretiza um desejo antigo, o de reformular e completar um texto
sobre medida e integracdo aparecido em 1976 na colecdo Textos e Notas do
CMAF e que hd muito deixou de estar disponivel.

A medida e a correspondente integracdo sdo assuntos hd muito estabilizados
pelo que o Unico objetivo que pode ter um texto como este é o de propor uma
exposicdo que concretize um conjunto coerente de opcbes de base, eventual-
mente distintas das que orientam muitos dos livros que se debrucam sobre este
assunto. Mais do que descrever sucintamente o conteido deste texto, um exame
do indice substituird com vantagem a leitura de uma tal descrigdo, procuraremos
nesta introducdo referir as principais op¢fes de base que tomamos e, eventual-
mente, justificar a escolha de algumas delas. Antes de o fazer, ndo queremos, no
entanto, deixar de referir os textos cuja leitura mais influenciou este texto,
nomeadamente os livros de Halmos, Rudin e Lang ([6], [10] e [7] da
bibliografia); o primeiro influenciou especialmente a via utilizada para construir
as medidas de Lebesgue e de Lebesgue-Stieltjes nos borelianos de R, o segundo
0 modo de desenvolver o integral das fungdes positivas e o estudo dos resultados
de derivacao do integral indefinido e o terceiro a escolha dos espacos de Banach
e de Hilbert como contexto privilegiado para abordar o integral e a medida nos
€asos Ndo positivos.

Para a construcdo das medidas mais utilizadas nas aplicac6es, nomeadamente
as medidas de Lebesgue e de Lebesgue-Stieltjes nos borelianos de R, tal como,
posteriormente, para a definicdo das medidas produto e, através destas, da medi-
da de Lebesgue nos borelianos de R", a via que preferimos utilizar foi a que
resulta do teorema de Hahn sobre a possibilidade de prolongar de modo Unico a
o-algebra gerada medidas definidas num semianel (para as primeiras, o semianel
dos intervalos semiabertos de R). A construcdo dessas medidas fica assim
totalmente independente do conhecimento prévio de qualquer teoria da inte-
gracdo de funcbes de variavel real, como a do integral de Riemann. De facto, os
Unicos integrais que serdo considerados no nosso texto serdo os integrais no
sentido de Lebesgue e abster-nos-emos, em particular, de examinar os resultados
gue comparam os dois tipos de integral, resultados cuja utilidade ndo nos parece
evidente, uma vez que podem, nas aplicagdes mais frequentes, ser substituidos
pela constatacdo de que o integral no sentido de Lebesgue também pode ser
calculado, para fungdes suficientemente regulares, pela classica formula de
Barrow.

E bem conhecido que, no contexto de um espaco de medida, podem-se
considerar tanto propriedades que sdo verificadas por todos os elementos do
espaco, podemos chama-las universais, como propriedades que sdo verificadas
em quase todos os pontos, isto é, admitindo um conjunto de medida nula de
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possiveis pontos excecionais, chamemo-las quase universais. Muitos teoremas
sdo validos tanto na versdo em que as hipoteses e as conclus@es sdo enunciadas
de forma universal como naquela em que ambas sdo consideradas nas suas
contrapartidas quase universais. Formalmente, nenhuma das versdes implica
automaticamente a outra mas constata-se que € em geral trivial deduzir a versao
guase universal da versdo universal, quando esta Gltima é verdadeira. Por esse
motivo, e porque as versdes universais tendem a ter enunciados mais concisos,
preferimos, sempre que possivel, apresentar as versdes universais e nao
explicitar as versfes quase universais que sejam consequéncias triviais daquelas.
O mesmo desejo de permitir a validade de certas versdes universais levou-nos a
ndo partilhar a necessidade que muitos autores sentem de trabalhar apenas com
medidas completas e, consequentemente, de completar aquelas que o ndo sdo
(veja-se, por exemplo, o que sucede com o teorema de Fubini para subconjuntos
de R?, quando se completa a medida produto das medidas de Lebesgue em cada
factor). De qualquer modo, é bem conhecido que, nas aplicacfes aos espacos de
funcdes, em que sdo as classes de equivaléncia destas que interessam, é indife-
rente estar a trabalhar com uma medida ou com a sua completada.

Uma ultima opcdo de base que gostariamos de referir foi a de, feita a
construcdo do integral das funcGes positivas, passar diretamente para o integral
de funcgdes vetoriais, com valores num espago de Banach, sem passar antes,
como se faz frequentemente, pelas fungdes reais ou complexas. Pensamos, com
efeito, que a construcdo do integral para fun¢des vetoriais ndo é essencialmente
mais complicada que a construcdo do integral das funcgdes reais, pela via da
consideracdo das respetivas partes positivas e negativas, e obtemos deste modo,
sem precisar de novas defini¢Bes, o integral das fungfes complexas e o das
fungdes com valores num espaco de Banach. OpcOes analogas & que acabdmos
de referir, levaram-nos também a estudar as medidas vetoriais, sem passar
previamente pelas medidas reais ou complexas, assim como as aplicacdes de
variagdo limitada e as absolutamente continuas com valores num espago de
Banach (ou, nalguns casos, de Hilbert), sem passar previamente por aquelas que
tomam valores reais ou complexos.



CAPITULO |
Medidas em o-algebras

81. Somas e produtos no contexto positivo.

Na Teoria da Medida associamos aos conjuntos a sua medida, que vai ser,
idealmente, um nudmero real maior ou igual a 0, mas que temos neces-
sidade de permitir que possa ser também +oo. Examinamos assim neste
paragrafo o modo de trabalharmos, algébrica e analiticamente, no conjun-
to constituido pelos ndmeros reais maiores ou iguais a 0 e pelo elemento
extra 4.

1.1.1 Lembremos que a reta acabada R é o conjunto R U {—o0, +-00}, sobre o
qual se considera uma relagcdo de ordem total, estendendo a relagdo de ordem
total usual de R e que tem +oo como MAXimo e —oo COMO Minimo.
Lembremos também que a topologia usual de R é aquela cujas vizinhancas
de a € R sdo os conjuntos que contém algum intervalo Ja — ¢, a + ¢[, com
e > 0, cujas vizinhancas de —oo s80 0s conjuntos que contém algum
intervalo [—oo, M[, com M € R, e cujas vizinhagas de +oco 80 0s conjuntos
que contém algum intervalo | M +oc|, com M € R. Relembremos ainda que
esta topologia induz em R a topologia usual de R e que R é um subconjunto
aberto de R.

1.1.2 Vamos notar R, o intervalo [0,+oo[ de R.I Analogamente, notamos
R, C R o correspondente intervalo fechado em oo,

R, = [0, +0c0] = R, U {+00}.

Vamos prolongar a adicao e a multiplicacdo, operagGes bem definidas em
R,,aR,, pondo

x4 (+00) = (+00) + & = 400, sex € [0, +o0],
(+00) + (4+00) = +0o0,

x X (+00) = (+00) x x = 400, sex € ]0,+o0],
(+00) x
0 X (400

T
g

I

Jr

8

INote-se que € frequente utilizar-se esta notagdo para o intervalo aberto ]0, +oo[, em vez
do intervalo fechado.
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A razdo por que ndo tentamos estender estas duas operacOes a totalidade de
R deve-se a dificuldade de definir a soma (+o0) + (—oco) sem abrir méo das
propriedades usuais das operagdes (comutatividade, associatividade e
distributividade). O problema n&o é o facto de termos um dos casos usuais de
indeterminagdo, porque 0 mesmo acontece com 0 x (4o00) €, COMO veremos,
o facto de termos dado uma definigéo para esse produto ndo vai comprometer
as propriedades desejadas e revela-se ser a op¢éo importante no que respeita
as aplicagbes a Teoria da Medida.?

1.1.3 (Propriedades das operacdes em R ) As operacdes de adicdo e mutipli-
cagdo em R, t&m 0 e 1 como elementos neutros, respetivamente, sdo comu-
tativas e associativas e verificam a propriedade distributiva usual. Mais preci-
samente, dados z,y, z € R, tem-se

O+z=24+0=u=x, Ilxrz=axx1=uz,
r+y=y+ax, rXYy=1yXuz,
(x+y)+z=a+ (y+2), (zxy)xz=xx (y X z2),
ex(y+z)=zxy+axxz Y+z)xrx=yxz+zxa.

Valem também as propriedades de monotonia: Para z, z’, v,y € Ry,
(x> ANy>y )= (z+y>2d +y Az xy>a xy),

em particular, z +y > x e x + y > y, quaisquer que sejam z,y € R

Dem: As afirmac0es relativas aos elementos neutros e a comutatividade das
operacBes decorrem imediatamente das definicdes e do facto de as proprie-
dades analogas para 0s nimeros reais serem conhecidas. Também por esta
Gltima razéo, s6 temos que justificar as associatividades e a distributividade
no caso em que algum dos trés elementos envolvidos seja +oo. A
associatividade da soma resulta de que, se algum dos trés elementos
envolvidos for +oo, ambos 0s membros da igualdade sdo +oo. A associativi-
dade do produto resulta de que, se algum dos trés elementos envolvidos for
0, ambos 0os membros da igualdade sdo 0 e de que, se nenhum deles for 0
mas algum for 400, ambos 0s membros da igualdade sdo +oo. Quanto a
distributividade, basta justificar a primeira igualdade enunciada, tendo em
conta a comutatividade da multiplicagdo. Reparamos entdo que: Se = = 0,
ambos os membros da igualdade sdo 0; se y = 0, ambos 0s membros da
igualdade s&o iguais a x x z, e, se z = 0, ambos os membros da igualdade
s80 iguais a = x y; se nenhum dos trés elemento envolvidos é 0 e algum
deles € +oo, ambos 0s membros da igualdade sdo +oo. As propriedades de
monotonia sdo também bem conhecidas no caso dos elementos de R,. No
caso geral, relativamente & soma, atendemos a que, se um dos quatro
elementos envolvidos é +oo, entdo z = +oco 0OU y = +oo, € portanto
x+y = +oo. No caso geral, relativamente ao produto, comegamos por

2Intuitivamente, podemos dizer que estamos a dar ao 0 mais forca que ao +oo, No que
respeita a multiplicagéo.
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reparar que, se um dos quatro elementos envolvidos é 0, entdo =’ = 0 ou
y' =0, e portanto 2’ x ¢/ =0 e, em seguida, supondo que nenhum dos
quatro elementos envolvidos é 0, reparamos que, se um dos quatro elementos
envolvidos é +oo, entdo x = +oo 0U y = +o0, e portanto x X y = +oco. O

I.1.4 (Nota topoldgica) Consideremos as aplicacdes 3,:R, x Ry — R,
definidas por

Plr,y)=z+y, Y,y =2xy.

Dos resultados sobre a “algebra dos limites de sucessGes de nimeros reais”
que se estudam em cursos de introdugdo a Andlise Real, incluindo aqueles
que fazem intervir limites infinitos, deduz-se facilmente, tendo em conta a
definicdo da continuidade pelas vizinhangas e raciocinando por absurdo, que:
a) A aplicacdo @ é continua em todos os pontos de R, x R.. Em particular,
podemos afirmar, sem qualquer restricdo sobre a finitude dos termos das
sucessOes e dos limites, que, se x, — z ey, — y,entdo x, + y, — = + y.
b) A aplicacdo v é continua em todos os pontos de R x R, com excepgao
dos pares (0,4+oc0) e (400,0) (as indeterminacBes...). Em particular,
podemos afirmar, sem qualquer restricdo sobre a finitude dos termos das
sucessOes e dos limites para além das referidas adiante, que, se z, — «x,
Yn — y € ndo se tem, nem z =0 e y = +o00, Nem x = +oo & y = 0, entdo
Ty X Yp — T X Y.

1.1.5 (Somatérios finitos) Como sucede sempre que estamos na presenca de
uma operacdo num conjunto, que seja comutativa, associativa e com
elemento neutro, faz sentido referirmo-nos a soma de uma familia finita

(z;)icr de elementos de R, que se nota > ;. Estas somas podem ser
iel
definidas, por recursdo no nimero de elementos do conjunto de indices I,
pela exigéncia de se ter
> =0

il
e, para cada ig € I,

Z$i2$i0+z .TZ‘.B

el iel\{io}

Estes somatorios finitos gozam das propriedades “familiares”* que enuncia-
mos em seguida, onde, em cada caso, é dada uma familia finita (z;);c; de
elementos de R :

3Propomos, como exercicio no fim do capitulo (cf. o exercicio 1.1.1), a verificagdo de que
esta definicéo é legitima (independéncia da escolha de i, em I), assim como a verificagdo
das propriedades “familiares” dos somatdrios finitos explicitadas a seguir.

4No sentido que ja foram, sem duvida, utilizadas, porventura sem terem sido explici-
tamente enunciadas, no contexto dos nimeros reais.
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a) No caso em que I tem um Unico elemento 4y, tem-se > x; = x;, €, NO

el
caso em que [ tem dois elementos, ig € i1, Y, x; = x;, + x;,. N0 caso em que
el
x; =0, paratodo o4 € I, tem-se > x; = 0; mais geralmente, se x; = z, para
el
todoo i € I, e I tem k elementos, entdo > x; = k.
el

b) (Mudanga de indices) Seja I’ outro conjunto de indices e p: I’ — I uma
aplicacdo bijetiva. Tem-se entdo

Z Ti = Z Lo (j)-

el jer

¢) (Associatividade dos somatdrios) No caso em que [ =1, U, com

LN =0,
Zﬂfi =in+2xi.

iel iel; i€l

Em particular, tem lugar a primeira propriedade de monotonia: Se I' C I,

entdo
Z x; < Z x;

el iel

d) (Associatividade mais geral dos somatérios) No caso em que 0 conjunto
finito de indices I é unido finita de uma familia de subconjuntos I, a € A,

disjuntos dois a dois,

el acA i€l
e) (Linearidade) Para cada y € R, tem-se
y X (Zml) = Z(y X T;), (Zml) Xy = Z(mz X y).
iel iel iel i€l

Além disso, se (y;)icr € outra familia de elementos de R, , tem-se

Z (i +yi) = (sz) + (Z%) >

iel iel i€l
f) (Segunda propriedade de monotonia) Se, paracada: € I, y; < x;, entdo

Z?Jz’ < ZJ%

i€l el

SEsta Gltima igualdade também pode resultar da associatividade referida em d) e as pri-
meiras também séo conhecidas pelo nome de propriedades distributivas.
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Nas aplicacbes a Teoria da Medida teremos necessidade de considerar
também somas de familias de elementos de R, indexadas em conjuntos
ndo necessariamente finitos. Serd comodo ndo nos limitarmos ao contexto
das séries, em que o conjunto dos indices é usualmente N, pelo que,
tirando partido da propriedade de monotonia das somas finitas, apresen-
tamos uma definicéo alternativa, que se revela equivalente no caso das
séries.

1.1.6 (Somatérios arbitrarios) Seja J um conjunto arbitrario de indices e seja
(x;)jes uma familia de elementos de R, . Define-se entéo a sua soma ) z;
jeJ
como sendo o supremo em IR do conjunto das somas parciais _ z;, com I
jel
parte finita de J.
Daqui decorre imediatamente que, se, para cada j, x; = 0,entdo z; =0e

jeJ
que, se existir j tal que z; = +oco, entdo > x; = +oo. Daqui decorre
jeJ
também que, se, para cada j, z; =z # 0 e o conjunto .J é infinito, entéo
> xj = +oo.
jeJ

Repare-se que, no caso em que J é finito, esta soma coincide com a ja
conhecida, tendo em conta a propriedade de monotonia referida na alinea c)
de 1.1.5, que implica que o supremo é, neste caso, um maximo, igual & soma
no sentido finito.

1.1.7 (Mudanca de indices) Sejam (z;);c; uma familia, finita ou infinita, de
elementos de R, .J/ outro conjunto de indices e ¢:.J’ — .J uma aplicacio

bijetiva. Tem-se entdo
D=2 Tty
jeJ ieJ’

Dem: Basta atender a que, tendo em conta o referido na alinea b) de 1.1.5, o
conjunto das somas parciais finitas cujo supremo define o primeiro membro
coincide com o conjunto das somas parciais finitas cujo supremo define o
segundo membro. O

1.1.8 (Comparagdo com as séries) Seja (,)nen Uma familia de elementos de

T~ - - - n
R, e consideremos, para cada n € N, a soma finita S, =) z,. Tem-se
p=1
entdo que a soma infinita > x,, no sentido da definicdo em 1.1.6, é o limite
peN

em R, da sucessdo de elementos S,,.

o0
Em particular, no caso em que os x,, sdo finitos, a série > x, é convergente
p=1
se,esose, ) x, < +oo e, quando isso acontecer,
peN
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0]

Ty = g Zp.
=1 peN

Dem: Comegamos por notar que, uma vez que S, € a soma finita parcial da
definicdo de > z, que corresponde ao conjunto finito {1,2,...,n} C N,

p

peN

tem-se S, <> x,. Notamos entdo que, para cada M < ) z,, podemos
peEN peN

considerar I C N finito tal que ) x, > M e, sendo entéo n, maior ou igual

pel
a todos os elementos de I, tem-se, para cada n > ng, {1,2,...,n} D1,

donde S, > >~ x, > M. No caso em que > z, = 400, 0 que acabamos de
pel pel

ver mostra que a sucessdo dos S,, tem limite +oo e, no caso em que ) x, é
pel

finito, podemos concluir que, para cada 6 > 0, existe n, tal que, para cada

n>ny, S, > x,— 6, tendo-se também S, <>z, <>z, + 6, 0 que
pel pel pel

mostra que a sucesséo dos .S, tem limite > x,,. O
pel

1.1.9 (Primeira propriedade de monotonia) Seja (x;);c; uma familia, finita ou

infinita, de elementos de R Paracada .J’ C J,vementdo > z; < > z;.
jeJ! jedJ
Dem: Tendo em conta a definicdo do primeiro membro como um supremo,
basta mostrarmos que, para cada I C J' finito, > x; < > z; e isso € uma
jel jeJ
consequéncia de I ser também uma parte finita de J. O

1.1.10 (Segunda propriedade de monotonia) Seja (z;),c; uma familia, finita
ou infinita, de elementos de R e seja, para cada j € J, y; < x;. Tem-se

entdo
Z Yj < Z ;.

jed jeg

Dem: Tendo em conta a definicdo do primiro membro como um supremo,

basta mostrarmos que, para cada I C J finito, Y y; <> x;. Ora, isso
jel jeJ
resulta do que referimos na alinea f) de 1.1.5, visto que podemaos escrever

Zngz:x]gzgcj O

jel jel =

1.1.11 (Propriedade associativa) Seja (x;);c; uma familia, finita ou infinita, de
elementos de R, . Suponhamos que o conjunto de indices .J ¢ unifo, finita ou
infinita, de subconjuntos J, onde 8 € B, disjuntos dois a dois. Tem-se entéo
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Z%‘ZZ(ZIJ‘)-

jeJ BeB jes

Dem: 1) Vamos comegar por mostrar que > z; < > (3 ;). Para isso, e

jeJ peB jeJg
tendo em conta a definicdo do primeiro membro como um supremo, bastara
mostrar que, para cada I C J finito, se tem > z; <> (3 ;). Fixemos
jel peB jeJg
entdo I C J finito. Seja A a parte finita de B constituida pelos 3 tais que
InJs# 0 (no maximo um ( para cada elemento de I). Tem-se entdo que o
conjunto finito I é a unido finita dos conjuntos I N Js, com 5 € A, que sdo
disjuntos dois a dois, pelo que, tendo em conta o referido nas alineas d) e f)
de 1.1.4, podemos escrever

o=y (D w) <y Qo)< Q)

Jjel BeA jelnJy BeA jeJs peB  jels

como queriamos.

2) Vamos mostrar agora a desigualdade oposta 3~ z; > >~ (3 ;), para 0
jed BeEB jeJs

que podemos ja supor que o primeiro membro é finito, em particular que

cada z; € finito e cada ) z; é finito. Para isso, e tendo em conta a defini¢éo
J€Js

do segundo membro como um supremo, bastara provar que, fixado A C B
finito, se tem

>z (D)

jeJ BeEA jeTs

Suponhamos, por absurdo, que isso ndo acontecia, portanto que, para um
certo A finito com k elementos, >~ z; < > (3= ;). Sendo 6 > 0 tal que

jedJ BeA jEJs
O w)+6<> O =),
je BeA jeis

podemos, para cada 5 € A, considerar Iz C J; finito tal que
6
Y= () - &
JEls Jj€Js

e, sendo I o conjunto finito unido dos I3, com § € A, obtemos, tendo em
conta a associatividade finita referida na alinea d) de 1.1.5,
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S (Ca) <X (Cw)+ )= (X (Cw) +5=

BeA jeds BeA  jEly BeA jely
=Q z)+e< Qo m)+6<d (D @),
jel jeJ BeA jeds
0 que é o absurdo procurado. O

1.1.12 (Propriedade de Fubini para somatorios) Sejam J e K dois conjuntos,
finitos ou infinitos, de indices e () r)esxx Uma familia de elementos de

R... Tem-se entdo

2 Q )= D> wa= (i)

jeJ keK (j,k)eTx K keK  jeJ

Em particular, sendo J um conjunto, finito ou infinito, de indices e (z;)c; e
(yj)jes duas familias de elementos de R, tem-se

Yoty = w) + Qv

JjeJ jeJ jeJ

Dem: A primeira afirmacdo € uma consequéncia da propriedade associativa
em 1.1.11 e da propriedade de mudanga de indices em 1.1.7. Com efeito, a
primeira igualdade resulta de considerarmos J x K como a unido disjunta
dos subconjuntos {j} x K, com j € J, e a segunda de considerarmos J x K
como a unido disjunta dos subconjuntos J x {k}, com k € K. Quanto a
segunda afirmagdo, ela é uma consequéncia da primeira, se considerarmos
K = {1,2} e definirmos z;; = z; € z;, = y;. O

1.1.13 (Distributividade) Sejam (z;);c; uma familia, finita ou infinita de ele-
mentos de R, e y € R,. Tem-se entio

yx (O w)=> (xaz), O z)xy=Y_ (x;xy)

jeg jeg jeg jeg

Dem: Justificamos apenas a primeira igualdade, uma vez que a segunda
resulta daquela, tendo em conta a comutatividade da multiplicagdo. Para cada
parte finita I de J, tem-se

Ylyxa)=yx (D z) <yx(D_=),

jel jel jeJ
pelo que, tendo em conta a definicdo da soma indexada em J como um
supremo, tem-se
Z(y x z;) <y x (Zx])
jedJ jedJ

Resta-nos mostrar que se tem também
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y X (Z%) SZ(Z/X%'):

jes jes

desigualdade que é verdadeira, por o primeiro membro ser igual a 0, quer no
caso em que y = 0 quer naquele em que todos os x; séo iguais a 0 e que €
também verdadeira, por o segundo membro ser +oo, N0 caso em que
y=+oo e nem todos os x; sdo iguais a 0. Resta-nos verificar esta
desigualdade no caso em que y é diferente de 0 e de +oco. Ora, aplicando a
desigualdade ja demonstrada com i no lugar de y e y x ; no lugar de x;,
obtemos

1 1
dYori= (Coxyxa) <= x (3 (yxay)
) e Y vy e
e multiplicando ambos os membros desta desigualdade por 3, obtemos

y X (Z%) SZ(QX%’):

JjeJ JjeJ
como queriamos. O

1.1.14 (Produto de dois somatoérios) Sejam (z;)jcs € (yr)rex duas familias,
finitas ou infinitas, de elementos de R, . Tem-se entdo

Qo) x OQ_w) = > (axw.

jel KeK (jok) e x K

Dem: Tendo em conta 1.1.12 e 1.1.13, vem

Qo) x Q_w) =D (wix Y w)=>_ O (zjxwm) =

jedJ keK jeJ keK jeJ keK
= > (zixu). O
(j,k)eTx K

O resultado seguinte mostra que, apesar de o conjunto J dos indices de
um somatorio de elementos de R, ser arbitrério, quando a soma for finita,
0 subconjunto dos indices que “verdadeiramente interessam” é sempre
contével.

1.1.15 Seja () e, uma familia de elementos de R, tal que Y z; < +o0. Existe
jeJ
entdo um conjunto contavel J, C J tal que z; = 0, paracada j € J \ Jo.
Dem: Para cada n € N, o conjunto J,, dos j € J tais que x; > 7—11 ¢ finito,
sem o que
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Z:cj > Z@ZZ%Z%-OO.

]EJ jGJ/I je‘]ﬂ.

Podemos entdo considerar o conjunto contavel .J, unido de todos os .J, e,
paracada j € J \ Jy, tem-se z; < % para todo o0 n, portanto z; = 0. O

Exercicios

Ex 1.1.1 (Exercicio com sabor algébrico) Verificar que a definigdo, por
recursdo, das somas de familias finitas de elementos de R, sugerida em
1.1.5, é legitima, isto &, que o segundo membro da férmula

Zﬂfi :$i0+z i,

iel ie1\{io}

no caso em que [ tem n + 1 elementos, ndo depende da escolha do elemento
iy € I, supondo que esse facto ja é conhecido para o caso em que o conjunto
de indices tem um numero de elementos menor ou igual a n. Constatar, em
particular, onde é que a comutatividade e a associatividade jogam o seu papel
e qual a importancia de 0 ser elemento neutro.

Justificar também as afirmagdes feitas nas alineas a) a f) de 1.1.5.

Ex 1.1.2 Seja 0 < # < 1. Lembrando a férmula para a soma dos termos de uma
série geométrica, calcular de duas maneiras distintas 0 somatorio

E mp-&-q

(p,9)ENxN

para deduzir que

Z(n—l)x”:( z )2.

neN l—z

Ex 1.1.3 Seja o > 1 um numero real. Verificar que se tem
N | 2¢
<

ne = 20 -2
n=1

em particular que a série no primeiro membro é convergente.
Sugestdo: Reparar que, para cada k£ > 3, a soma

L
S, = _
K ;n
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verifica

1 b
_l’_
(2p)~

1 1
14+ — Sp + — S
MR

M=

1
S <1+ 1WS

p=1 p=

Ex 1.1.4 Provar, por absurdo, que se tem Y 1 = oo (divergéncia da série

neN
harménica), mostrando que, se fosse )~ + = a < +oo, vinha
neN
1 a a
=Y Y L= Y g
wpar ' pimpar U peN 2p peN 2p—1 2 2

Ex 1.1.5 Paracada k € N, seja
r={neN|2M <n <2k}

(um conjunto com 2*~! elementos) e reparemos que 0s conjuntos A; sdo
disjuntos dois a dois e de unido N \ {1}.
a) (De novo a divergéncia da série harmonica) Reparar que

Z——1+Z(Z )>1+Z(Z )>1+Z

neN keEN neAy neAy

b) Adaptar o raciocinio feito em a) para deduzir de a) a divergéncia da série
de Bertrand:

82. Medidas em o-algebras.

Quando pensamos intuitivamente em medidas, pensamos em algo como a
nogdo de area no contexto de subconjuntos do plano e esperamos que
certas propriedades naturais sejam verificadas, como o facto de o conjunto
vazio ter area 0 e 0 de a area da unido de dois conjuntos disjuntos ser a
soma das areas destes. Esta Ultima propriedade arrasta facilmente, por
inducéo, que a area de uma unido finita de conjuntos disjuntos dois a dois
¢ ainda a soma das areas destes e isso leva-nos a pensar se esta Ultima
propriedade ndo serd valida, mais geralmente para unides de familias arbi-
trarias, finitas ou infinitas, de conjuntos disjuntos dois a dois. Tal nao é
decerto o caso, como se reconhece facilmente se notarmos que qualquer
conjunto é unido de conjuntos com um Unico elemento, os quais tém area
igual a 0, e que uma soma de parcelas todas iguais a 0 é igual a 0. Pelo
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contrério, a experiéncia mostra que faz sentido considerar a propriedade
referida desde que nos limitemos a considerar unides finitas ou numera-
veis de conjuntos, e esse facto vai ser de grande importancia nas aplica-
cOes. Aparece, no entanto, uma contrariedade. Para muitas medidas
importantes, um dos exemplos das quais é precisamente o da area,
constata-se a impossibilidade de considerar a medida de um subconjunto
arbitrario, de modo que se verifiquem as propriedades desejadas (cf. o
exercicio 1.2.1, no fim do capitulo, para o caso analogo do comprimento
no contexto de R). Uma solugdo de compromisso é supor que a medida
esta apenas definida para uma certa classe de subconjuntos, que se espera
que seja suficientemente ampla e fechada para as operagdes usuais que
envolvem subconjuntos.

1.2.1 Seja X um conjunto. Diz-se que uma classe M de subconjuntos de X é
uma o-algebra® se se verificam as seguintes propriedades:
1) O conjunto vazio {) pertence a M;
2) Se A € M, entdo o complementar X \ A também pertence a M;
3) Se J é um conjunto finito ou numeravel de indices e se, para cada j € J,
Aj € M, entdo |J A; € M7

jedJ

1.2.2 Daqui em diante encontraremos com frequéncia a condi¢cdo de um certo
conjunto ser finito ou numeravel, o que torna Util encontrar uma expresséo
mais simples de enunciar essa condi¢do. Diremos que um conjunto é contavel
se for finito ou numeravel. Falaremos também de familias contaveis para nos
referirmos a familias cujo conjunto de indices seja contavel. Analogamente,
uma familia finita € uma familia cujo conjunto de indices seja finito e uma
familia ndo vazia é uma familia cujo conjunto de indices seja ndo vazio.

1.2.3 (Outras propriedades das o-algebras) Se M é uma o-algebra de partes
de X, entdo verificam-se também as seguintes propriedades:
4) Se J é um conjunto contavel, ndo vazio®, de indices e se, para cada j € J,

6E natural interrogarmo-nos sobre a razio da utilizacio da letra grega o. Ela destina-se a
sublinhar que, na condicéo 3) adiante se consideram unides finitas ou numeraveis, e ndo
apenas unides finitas. Se apenas se exigisse a condicdo 3) para unides finitas (e bastava
entdo referir apenas as unides de dois conjuntos de M), obtinha-se o conceito de &lgebra,
que ndo teremos ocasido de utilizar.

"No caso em que J = (), a unifo é considerada como sendo o conjunto vazio pelo que
quem aceitar o conceito de unido da familia vazia poderia dispensar 0 enunciado da
propriedade 1).

8Esta ultima definigdo podera considerada estranha por algumas pessoas que tém como
implicito que o conjunto dos indices de uma familia nunca é o conjunto vazio, mas apre-
sentamo-la em atencdo aqueles para quem estas Ultimas ndo devem ser afastadas a priori.
9Quando se trabalha no contexto dos subconjuntos de um conjunto fixado X, é comum
considerar a intersec¢do da familia vazia de partes de X como sendo o proprio X, pelo
que, nesse contexto, a exigéncia J # (@ seria dispensavel.
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Aje M,entdo ) 4; € M,
jeJ
5) X e M,
6) Se A € Me B € M, entdo a diferenca

A\B={zeX|ze€ ANz ¢ B}

também pertence a M.
Dem: A conclusdo de 4) resulta de que se pode escrever

M4 =x\ (U x\4)).

jes jes

A conclusdo de 5) resulta de se ter X = X \ () e a de 6) de se poder escrever
A\B=AN(X\B). O

1.2.4 (Exemplos de o-algebras) a) Se X é um conjunto, a classe P(X), de
todos os subconjuntos de X, é uma o-algebra, que € maxima, no sentido de
conter qualquer o-algebra de subconjuntos de X.

b) Se X é um conjunto, a classe {(), X'}, é uma o-algebra, que é minima, no
sentido de estar contida em qualquer o-algebra de partes de X.

1.2.5 (A o-algebra restricdo) Sejam X um conjunto e M uma o-algebra de
partes de X. Se Y C X € um subconjunto pertencente a M, entdo a classe
My dos conjuntos pertencentes a M, que estdo contidos em Y, € uma
o-algebra de partes de Y, a que damos o nome de restri¢ao da o-algebra M
a'Y e que é a que se considera implicitamente em Y quando outra ndo for
referida.

Dem: As propriedades 1) e 3) da definicdo em 1.2.1 sdo triviais e a
propriedade 2) resulta da propriedade 6) em 1.2.3, uma vez que estamos a
supor que Y € M. O

O resultado a seguir d&-nos outro método Util de explicitar o-algebras,
cujo Unico sendo é ndo nos dar em geral nenhum método efetivo para
decidir em todos os casos se um dado conjunto pertence ou ndo a essa
o-algebra.

1.2.6 Sejam X um conjunto e C uma classe arbitraria de partes de X. Existe
entdo uma o-algebra M contendo C, que é minima, no sentido de estar
contida em qualquer o-algebra que contenha C. A esta o-algebra, que é
necessariamente Unica, da-se 0 nome de o-algebra gerada pela classe C.
Dem: Seja M a classe de todos os subconjuntos de X que pertencem a
qualquer o-algebra que contenha C, por outras palavras, M é a interseccéo
de todas as o-algebras que contém C (ha pelo menos uma c-algebra nessas
condi¢bes, nomeadamente a o-algebra P(X)). Constata-se imediatamente
gue M é uma o-algebra que contém C e, por construcdo, a classe M esta
contida em qualquer o-algebra que contém C. A unicidade de uma o-algebra
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nestas condicdes resulta de que, se M e M’ fossem duas o-algebras com
esta propriedade, tinha que se ter M c M’ e M’ Cc M. O

Um exemplo de o-algebra gerada, que para nds sera de grande impor-
tancia, é o da o-algebra dos borelianos dum espago topolégico. Por exem-
plo, o comprimento em R, a area em R? e o volume em R? véo ser medi-
das que, como veremos adiante, ndo estando definidas para subconjuntos
arbitrarios, estdo definidas nas o-algebras dos borelianos dos espagos em
questéo.

1.2.7 Se X é um espaco topolégico, chamam-se borelianos de X os subconjuntos

que pertencem a o-algebra gerada pela classe dos conjuntos abertos de X,
o-algebra Bx a que se d& naturalmente o nome de o-algebra dos borelianos
de X.

1.2.8 (Exemplos de borelianos) a) Se X é um espaco topoldgico, os abertos de

X sdo borelianos, e os fechados também o sdo, uma vez que sdo
complementares de conjuntos abertos.

b) No caso em que o espaco topoldgico X é separado, 0s conjuntos contaveis
sdo borelianos, uma vez que sdo unides de familias contaveis de conjuntos
com um Unico elemento, que sdo fechados; em consequéncia, também os
complementares de conjuntos contaveis sdo borelianos.

¢) Em R, todos os intervalos sdo borelianos, uma vez que sdo conjuntos
abertos ou conjuntos fechados ou interse¢es de um aberto com um fechado;
por exemplo, Ja,b] é a interseccdo do conjunto aberto ]a,+oo[ com o
conjunto fechado |—oo, b].

Como complemento, que ndo justificamos, ao que referimos atras, pode-
mos dizer que o dificil é definir explicitamente um subconjunto de R (ou
de R™) que ndo seja boreliano, ou sequer um subconjunto que néo
consigamos verificar que é boreliano. Esta observacdo é, de certo modo,
uma “boa noticia”, visto que, como ja referimos, as medidas importantes
de R" vdo estar definidas nos borelianos e os conjuntos para 0s quais a
medida esta definida vao ser os mais interessantes.

1.2.9 (Borelianos de um subespaco topolégico) Sejam X um espacgo topolégico

e Bx a o-algebra dos borelianos de X. Se Y C X e Y € By, entdo a
o-algebra By dos borelianos de Y, com a topologia induzida, coincide com a
o-algebra restri¢do By /y.

Dem: Se V é abertoem Y, entdo V' = Y N U, para um certo aberto U de X,
em particular V' é um boreliano de X, contido em Y, isto é, V pertence a
o-algebra restri¢do Bx /. Uma vez que a o-algebra By, dos borelianos de Y,
€ a mais pequena o-algebra de partes de Y que contém os abertos de Y,
concluimos que By C Bx y.

Consideremos agora
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M={ACX|ANY € By}.

Tendo em conta as igualdades P NY =0, (X\A)NY =Y\ (ANY) e
(UA4))nY = (4,NnY), concluimos que M é uma o-algebra de partes
jeJ jeJ

de X, a qual vai conter os abertos U de X, para os quais U N'Y é aberto em
Y, em particular pertence a By. Concluimos assim que By C M, e portanto,
se A€ Bxyy, vem A€ By C M donde A =ANY € By, 0 que mostra

que BX/Y C By. O

1.2.10 (Medida numa o-algebra) Sejam X um conjunto e M uma o-algebra de
partes de X. Chama-se medida na o-algebra M a uma aplicacdo
u: M — R, verificando as seguintes propriedades:
1) u(0) =0;
2) (Aditividade) Qualquer que seja a familia contavel (A;);c; de conjuntos
disjuntos dois a dois, pertencentes a M,

p(JA) =D u(A)).

jedJ jeJ

Diz-se que a medida p: M — R é finita se verifica u(X) < +oo e que é
uma probabilidade se verifica ;1 (X) = 1.

O lema seguinte, cujo enunciado é quase maior que a demonstracdo, sera
utilizado varias vezes ao longo deste texto.

1.2.11 (Lema) Sejam X um conjunto e (A4;);c; uma familia contavel de partes
de X. Existe entdo uma familia de partes de X, (A3>j€.]y disjuntas duas a
duas, com A} C A;e |J Aj = Aj, onde cada Aj é da forma

jedJ jeJ
Al = Aj\ AT = A;n (X A)),

com A;’ unido de um namero finito dos A, k € J.

Em particular, no caso em que M é uma o-algebra de partes de X com
Aj € M, paracada j € J, tem-se também A’ € M, paracada j € J.

Dem: O facto de J ser contavel permite-nos, por composicdo com uma
bijecdo de N, ou de um conjunto do tipo {1,2,..., N}, sobre J, examinar
apenas os casos em que J =N ou J ={1,2,...,N}. Ora, nesses casos,
basta definirmos A = A; e, paracada j > 1,

A=A\ (| Ar),

k<j
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uma vez que cada z € |J A; vai pertencer a um unico A’;, nomeadamente o
jeJ
correspondente ao menor dos j tais que = € A;. O

1.2.12 (Outras propriedades das medidas) Sejam X um conjunto, M uma
o-algebra de partes de X e u: M — R, uma medida. Tem-se ento:
3) (Monotonia) Se A, B € M, com A C B, entéo u(A) < u(B) e, no caso
em que u(B) < +oo

w(B\ A) = u(B) — u(A);

Em particular, se p € uma medida finita, , toma valoresem R, e, se ;s é uma
probabilidade, 1 toma valores em [0, 1].

4) (Subaditividade) Qualquer que seja a familia contavel (A;);c; de
conjuntos pertencentes a M, ndo necessariamente disjuntos dois a dois,

p(JA) <> w(A)).

jeg jed

5) Sendo (A4,,),en Uma sucessdo crescente de subconjuntos pertencentes a M
(isto €, supondo que A, C A,.1, paracadan € N), tem-se

N(U A’rl) = IimM(An)'

neN
6) Se A, B € M, entdo
#(AUB) + (AN B) = p(A) + u(B).

7) Sendo (A, ),en Uma sucessdo decrescente de subconjuntos pertencentes a
M (isto é, supondo que A, D A,.1, para cada n € N), e supondo que
wu(Ay) < +oo, tem-se

p() An) = lim p(A,,).

neN

Dem: As afirmages de 3) resultam de que se tem B =AU (B\ A), com

AN (B\ A) =0, portanto p(B) = pu(A) + u(B\ A). Para justificarmos 4),

atendemos ao lema 1.2.11, para concluirmos que se tem [J A; = J A’, com
jeJ jeJ

Aye M, A;CA; e os A disjuntos dois a dois, tendo-se entdo

p(A}) < p(A;), portanto

pUJA) = pJA) =D ula) <D 4.

jedJ jedJ jedJ jedJ

Examinemos agora a conclusdo de 5). Consideremos os conjuntos B, € M,
onde peN, disjuntos dois a dois, definidos por By =A; e
By = Ay, \ Ay, reparando que |J B,=J 4, e que U B, =A4,.

peN peEN p<n
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Tem-se assim, lembrando 1.1.8,

nlJ A =D ul p*“mZﬂ ) = lim u(A,).

peN peEN

Quanto a 6), reparamos que AUB =AU (B\ A),com AN (B\ A)=0,¢e
que B=(B\A)U(ANB), com (B\A)N(ANB) =0, e deduzimos
daqui que

(AU B) + u(ANB) = p(A) + p(B\ A) + p(ANB) =
= n(A) + u(B).

Quanto a 7), reparamos que 0s conjuntos A; \ A, € M constituem uma

sucessdo crescente cuja unido é A; \ (] A,, pelo que, tendo em conta as
neN

conclusdes de 3) e 5),

p(Ar) — mAn = pu(Ar\ ﬂAn =limu(A4;\ 4,) =

neN neN

= lim (u(Ar) — pu(Ay)),

donde

() Aa) = p(AL) = lim (u(A) = p(A,)) = limp(4,). O

neN

1.2.13 (Restri¢do de uma medida) Sejam X um conjunto, M uma o-algebra de
partes de X e u: M — R, uma medida. Se Y C X, com Y € M, e se
considerarmos em Y a o-algebra restricdo My, obtemos uma medida
pyy: My — R, a que damos o nome de restricdo de x a Y, definida por
pyy(A) = u(A), paracada A € M y.

1.2.14 (Exemplo de medida) Sejam X um conjunto arbitrario e (a,).ex Uma
familia de elementos de R,. Tem entfo lugar uma medida . definida na
o-élgebra P(X) de todos os subconjuntos de X por

A) = Zax.

€A

Dizemos que esta é a medida associada a familia (o, ),ex.10

Dem: A propriedade 1) da definicdo de medida em 1.2.10 resulta da
definicdo por recursdo dos somatérios finitos e a propriedade 2) ¢ uma
consequéncia imediata de 1.1.11. O

10Estas medidas gozam de duas propriedades que se podem considerar atipicas: Em
primeiro lugar, estdo definidas na o-algebra de todos os subconjuntos; em segundo lugar,
a propriedade de aditividade é verificada para familias arbitrérias de subconjuntos de X
disjuntos dois a dois, e ndo s6 para familias contaveis.
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1.2.15 (Casos particulares das medidas precedentes) a) Seja X um conjunto
arbitrario e consideremos a familia (a;).cx com a, =1, para cada = € X.
A medida v na o-algebra P(X), de todos os subconjuntos de X, associada a
esta familia, da-se o nome de medida de contagem. A razdo deste nome esta
em que, como decorre do referido na alinea a) de 1.1.5 e em 1.1.6, para cada
A C X finito, v(A) é o nimero de elementos de A e, para cada A C X infi-
nito, v(A4) = +oo.

b) Sejam X um conjunto arbitrdrio e xy € X um elemento fixado.
Considerando a familia (a;).ex com «a, =1, se x =x, € a, =0, se
x # xp, & medida p,, na o-algebra P(X), de todos os subconjuntos de X,
associada a esta familia da-se 0 nome de medida de Dirac correspondente ao
ponto x,. Repare-se que, como se constata facilmente, para cada A C X
tem-se p,,(A) = 1,5e zg € A, € py, (A) =0, se 29 ¢ A.

c) Se X é um conjunto arbitrario e considerarmos a familia (a;).cx com
a, = 0, para cada z, a correspondente medida ;. na o-algebra P(X) de todas
as partes de X é a medida identicamente nula, com u(A) = 0, para cada A.

1.2.16 (Construcdo trivial de novas medidas) Sejam X um conjunto, M uma
o-algebra de partes de X, pu,p/: M — R, duas medidas e a € R,. Tém
entdo lugar novas medidas p + p: M — R, e apu: M — R, definidas,
naturalmente, por

(1 + 1) (A) = p(A) + 1/ (A),  (ap)(A) = ap(A).

Dem: Trata-se de consequéncias diretas das propriedades das somas nao
necessariamente finitasem 1.1.12 e 1.1.13. O

Exercicios

Ex 1.2.1 (Impossibilidade de definir o comprimento de um subconjunto arbi-

trario de R) Verificar que ndo existe nenhuma boa nogdo de comprimento,
definida para todos os subconjuntos de R, mais precisamente, que ndo existe
nenhuma medida u, definida na o-algebra de todas as partes de R, que seja
invariante por translacéo (no sentido de se ter u(x + A) = u(A), para cada
x € Re A C R)etal que u(]0,1]) = 1.
Sugestdo: Considerar em R uma relacdo de equivaléncia, definida por x ~ y
se, e sO se, x — y é um ndmero racional. Escolhamos em ]0, 1] um, e um s6
elemento de cada classe de equivaléncia para esta relacédo e seja B C ]0,1] o
conjunto dos elementos escolhidos. Notando J o conjunto numeravel dos
racionais do intervalo |—1, 1], mostrar que

0,11 clJz+Bcl-1,2],

zeJ

com os conjuntos z + B disjuntos dois a dois, deduzindo dai que
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1<y u(z+B) <3,

zeJ

0 que é impossivel por todos os u(z + B) serem iguais a u(B), e portanto a
sua soma ter que ser 0 ou +oo.

1.2.2 Seja X um conjunto infinito ndo numeréavel. Mostrar que a classe M
das partes de X que sdo contaveis ou de complementar contavel é uma
o-algebra e que se pode definir uma medida p nesta o-algebra, pondo
u(A) =0,se Aécontdvel, e u(A) = 1,se X \ A é contvel.

1.2.3 Se X é um conjunto, 0 que serdo os borelianos de X associados a
topologia discreta e os borelianos de X associados a topologia caotica?

1.2.4 Sejam X um conjunto, M uma o-algebra de partes de X e : M — R,
uma medida. Lembrar que, como se verificou na alinea 7) de 1.2.12, sendo
(A,)nen Uma sucessdo decrescente de subconjuntos pertencentes a M e
admitindo que p(A;) < +o0, tem-se

p() An) = lim p(A,,).

neN

Dar um contraexemplo que mostre que, sem a hipétese de se ter
(A1) < +o0, a conclusdo referida pode falhar. Sugestio: Pensar na medida
de contagem na o-algebra de todas as partes de N.

1.2.5 Sejam X um conjunto e (A,,).en Uma sucessdo de subconjuntos de X.
Se A C X, diz-se que a sucessao tem limite A, e escreve-se A, — A, se se
verificam as duas condi¢des seguintes:

1) Para cada = € A, existe ny tal que, paratodo o n > ng, © € A,;

2) Para cada x ¢ A, existe n, tal que, paratodo o n > ng, x ¢ A,.

a) Verificar que uma sucesséo de subconjuntos pode ter ou ndo limite mas
que este, quando existe, é necessariamente Unico.

b) Verificar que, se a sucessdo de subconjuntos (A,).,en é crescente ou
decrescente, entdo ela tem limite e dizer, em cada um dos casos, 0 que é esse
limite.

¢) Suponhamos que M é uma o-algebra de partes de X e que (A;,)qen € UMa
sucessdo de subconjuntos pertencentes a M. Verificar que, se a sucessao tem
limite A, entdo A € M.

1.2.6 a) Sejam X um conjunto, M uma o-algebra de partes de X e
p,fi: M — R, duas medidas, com 7i(X) < 400, tais que, para cada
Ae M, u(A) =0= [i(A) = 0. Mostrar que, para cada § > 0, existe e > 0
tal que, paracada B € M, u(B) < e = [i(B) < 6.

Sugestdo: Supondo que a concluséo é falsa, considerar 6 > 0 tal que, para
cada n € N, existe B, € M com pu(B,) < 2i e [(B,) > é. Considerar a
sucessao decrescente de conjuntos A,, € M definida por
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0
Am = U B,

n=m

e 0 conjunto A = () A,, e mostrar, tendo em conta a concluséo da alinea 7)
meN

de 1.2.12, que p(A) = 0e i(A) > 6.

b) Considerando na o-algebra P(N), de todas as partes de N, a medida de

contagem v e a medida finita ; associada a familia (%),LGN (cf. 1.215 ¢

1.2.14), concluir que a hipotese, na alinea precedente, de a segunda medida

ser finita € essencial para a validade da respetiva conclusao.

83. Medidas em semianéis.

O nosso objetivo principal para esta, e a proxima, seccdo é construir a
primeira medida de importancia fundamental, a medida de Lebesgue nos
borelianos de R, que estende a nogdo de comprimento de um intervalo,
sendo possivel obter, sem acréscimo significativo de trabalho, generaliza-
¢cOes desta, as medidas de Lebesgue-Stieltjes. Por uma questéo técnica,
ligada a facilidade de decompor conjuntos como unifes de intervalos
disjuntos, sera cbmodo comegarmos por considerar de inicio apenas inter-
valos de um tipo muito particular, abertos a esquerda e fechados a direita.
Comegamos, nesta seccdo, por examinar as propriedades de que goza a
classe dos intervalos desse tipo e a nogdo de comprimento e mostraremos
na proxima sec¢do que, sempre que estamos em presenca de uma situagéo
desse tipo, é possivel construir uma medida na o-algebra gerada.

1.3.1 Dado um conjunto ndo vazio £ de nimeros reais, vamos chamar £-inter-
valos semiabertos (ou, simplesmente, intervalos semiabertos, no caso em que
£ = R) aos subconjuntos de R da forma

la,b)={z € R |a <z < b},

onde a,b € £. Repare-se que ndo fazemos nenhuma restricdo sobre a relagédo
de ordem entre 0s reais a € b mas, se a > b, tem-se ]a, b] = 0.

Qualquer &-intervalo semiaberto pode assim ser escrito na forma Ja, b] com
a < bem & e uma tal representacdo é Gnica, no caso dos intervalos semiaber-
tos ndo vazios, visto que entdo b tem que ser 0 maximo do intervalo e a 0 seu
infimo. E claro que o conjunto vazio admite infinitas representagées daquele
tipo; essas representagdes sdo exatamente as do tipo ]a, a], com a € £ arbi-
trério.

1.3.2 (Propriedades dos intervalos semiabertos) Dado um conjunto ndo vazio
E C R, aclasse S dos &-intervalos semiabertos de R, que tem o conjunto
vazio () como um dos seus elementos, verifica a seguinte propriedade:
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Se AeSe BeS,entdlo ANBeS e existem CeS e DeS, com
CND=,taisque A\ B=CUD.
Dem: Ponhamos

A=lai, ], B=]ag, by,
onde podemos ja supor as < by. Tem-se entdo
ANB={zeR|a; <z <bNay <z <b}=]a,b
coma = max{ai,as} €b=min{b;, by} €
A\B={zeR|ai<z<bA(z<ayVz>by)}=]a,b]uUld,bi]
onde b’ = min{by, a2} e o’ = max{ay, b2}, tendo-se entdo
b <ay<by<d,
o que implica que Jay, b’ N ]a’, b] = 0. O

1.3.3 Seja X um conjunto. Diz-se que uma classe S de partes de X é um
semianel se se verificam as propriedades:
1)0esS;
2)Se AcSeBeS,entio ANBES;
3) Se A€ Se BeS, entdo existe uma familia finita (C;);c; de conjuntos
pertencentes a S, disjuntos dois a dois, tal que

A\B=|]Jc.

i€l

1.3.4 Uma o-algebra M de subconjntos de X &, em particular, um semianel, uma
vez que, para a condicdo 3), podemos considerar uma familia formada pelo
Unico conjunto A\ B. O que vimos atrds mostra-nos que, se £ C R é ndo
vazio, a classe dos &-intervalos semiabertos de R é um semianel, que,
evidentemente, ndo é uma o-algebra.

1.3.5 Sejam X um conjunto e S um semianel de partes de X. Se (C;);c; € uma
familia finita ndo vazia de conjuntos pertencentes a S, entdo () C; € S.
iel
Dem: Trata-se de uma consequéncia da propriedade 2) da definicdo de
seminanel, por indugdo no nimero de elementos, maior ou igual a 1, do
conjunto de indices. O

1.3.6 (O anel associado) Sejam X um conjunto e S um semianel de partes de X.
Notemos A a classe dos subconjuntos de X que sdo unido de alguma familia
finita de conjuntos (C;);cs disjuntos dois a dois e pertencentes a S. Tem-se
entdo que a classe .4 contém S e goza das seguintes propriedades:

1) Se (4;):cr € uma familia finita ndo vazia de conjuntos pertencentes a A,
entdo () 4; € A;
el

2)SeAc AeBe Aentdo A\ B € A.
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3) Se (A;)icr € uma familia finita de elementos de A, entdo | A; € A.
el
Dizemos que a classe A é o anel associado ao semianel S.
Dem: O facto de A conter S resulta de que cada A € S pode ser olhado
como a unido de uma familia constituida por um Unico conjunto A.
Reparemos também que da definicdo da classe A resulta imediatamente que,
se (A;)ier € uma familia finita de elementos de A, disjuntos dois a dois,
entdo |J A4; € A, o que é menos do que o afirmado em 3), uma vez que ai
el
ndo estamos a exigir que os conjuntos sejam disjuntos dois a dois.
A propriedade 1) resulta por indu¢do no nimero de elementos, maior ou
igual a 1, do conjunto de indices I, desde que se mostre que, se A € A e
Be A entdo ANB e A.Ora, sendo A =J C; e B=J Dj, onde (C})icr
iel jeJ
e (D;)jes séo duas familias finitas de conjuntos de S, em ambos os casos
disjuntos dois a dois, tem-se

ANB= U (CiN Dy)

(i,5)eIxJ

ondo os conjuntos C; N D; pertencem a S e séo disjuntos dois a dois.

Para provarmos 2), comecemaos por examinar o caso particularemque A € S

e Be A. Ora, afastando ja o caso trivial em que B = (), e portanto

A\ B = A, podemos escrever B = | J D;, onde (D), c; é uma familia finita
=

néo vazia de conjuntos de S disjuntos dois a dois e tem-se entdo

A\B=(](A\Dy),

jeJ

onde, pela propriedade 3) dos semianéis, cada A\ D; pertence a A, e
portanto, tendo em conta a propriedade 1) j& demonstrada, vem A\ B € A.
Suponhamos agora que A € A e B € A. Podemos entdo escrever A = | C;,
iel
onde (C;);c; € uma familia finita de conjuntos de S disjuntos dois a dois e
portanto A\ B = |J (C; \ B), com os C; \ B disjuntos dois a dois e, como
iel

vimos no caso particular ja estudado, cada C; \ B € .A. Como referimos no
inicio, daqui decorre que A\ B € A.

Uma vez que () € S C A, podemos provar 3) por inducdo no nimero de
elementos, maior ou igual a 1, do conjunto de indices I. Para isso, basta
mostrarmos que, se A€ Ae B e A, entdio AUB € A. Ora, isso resulta
mais uma vez do que se disse no inicio, uma vez que se tem

AUB=AU(B\A),

onde os conjuntos A e B\ A pertencem a A e séo disjuntos. O
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No caso do seminanel S dos intervalos semiabertos de R, podemos asso-
ciar a cada intervalo |a, b], com a < b, 0 elemento b — a € R... Se quiser-
mos ter esperancas de que esta aplicacdo de S em R, possa ser prolon-
gada a uma medida numa o-algebra contendo S (0 que, como veremos,
vai efetivamente acontecer), o minimo que se pode exigir é que, ao nivel
de S ja se tenha uma medida no sentido seguinte.

1.3.7 Sejam X um conjunto e S um semianel de partes de X. Diz-se que uma
aplicacdo ;:S — R, é uma medida se se verificam as propriedades
seguintes:

1) u(0) = 0;
2) (Aditividade) Qualquer que seja a familia contavel (A;),c; de conjuntos

disjuntos dois a dois, pertencentesa S, tal que |J 4, € S,
=

p(JA) =D u(A)).

jes jes

E claro que, no caso em que o semianel é uma o-algebra, reencontramos a
definicdo de medida em 1.2.10, a Unica diferenca estando em que, naquele
caso, ndo era necessario explicitar em 2) a hipdtese, verificada automati-
camente, deseter (JA; € S.
jeJ

Provamos em seguida algumas propriedades das medidas em semianéis,
que decorrem das que ja conhecemos no caso em que o semianel é uma
o-algebra, mas que necessitam aqui de argumentos mais completos.
Apenas nos debrugcamos sobre propriedades que serdo utilizadas no pro-
cesso de prolongamento das medidas a o-algebra gerada, uma vez que,
obtido um tal prolongamento, as restantes propriedades decorrem do que
se conhece para as o-algebras.

1.3.8 (Algumas propriedades das medidas num semianel) Sejam X um
conjunto, S um semianel de partes de X e p: S — R, uma medida. Tem-se
entdo:

3) Se (4;)jcs € uma familia de conjuntos em S disjuntos dois a dois, se

BeSeselJ A, C B, entéo
jeJ

> 4y < u(B).
jed
4) (Monotonia) Se A,B € Se A C B, entdo u(A) < u(B).
5) Se A € S e (Bj);cs é uma familia contavel de conjuntos de S (n&o neces-

sariamente disjuntos dois a dois) tal que A C |J Bj, entéo
jeJ
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p(A) <> u(By)).

jeT

Dem: Atendendo a que uma soma arbitréaria é o supremo de todas as somas
parciais finitas, para demonstrar 3) basta examinar o caso em que o conjunto
dos indices J é finito. Ora, nesse caso, deduzimos das alineas 2) e 3) de 1.3.6
que B\ (U 4;) pertence ao anel gerado A, isto é,

jeJ

B\ (J4)=U

jes keK

para uma certa familia finita (Cj)rcx de conjuntos de S disjuntos dois a
dois. Entdo B vai ser a uni&o dos conjuntos A; e Cj, de S, todos disjuntos
dois a dois, pelo que, aplicando a propriedade associativa das somas finitas,

w(B) = (D" u(A)) + O n(Cr)),

jeJ keK

e portanto > u(A;) < p(B).

jeJ
A propriedade 4) é o caso particular de 3) em que consideramos para (A;) jes
uma familia com um Unico elemento A.
Passemos agora a demonstragéo de 5). Tem-se A = [ JA;, com A; = AN B;,
em particular A; C Bj e A; € S. Tendo em conta o lema 1.2.11, podemos
escrever também A = [ JA}, com A’ C A; e os Aj disjuntos dois a dois, onde
cada A’, apesar de poder ndo pertencer a S, pertence, por 1.3.6, a classe A
referida nesse resultado, isto &,

k€K,

para certas familias finitas (C;,)x,cx; de conjuntos de S disjuntos dois a
dois. Pela alinea 3), ja demonstrada,

> u(Ci,) < p(By).

k€K

De se ter

a=Ua=U(U ).

jeJ jeJ keK;

com os conjuntos Cj;,, j € J e k; € K}, disjuntos dois a dois, concluimos
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finalmente, tendo em conta a propriedade associativa em 1.1.11, que

p(A)=>" iz M(Cj,kj)> < u(By).

je€J ki€K; jeJ

O

1.3.9 (Generalidades sobre fun¢Bes crescentes) Sejam J =]ec,d[ C R um
intervalo aberto ndo vazio, com cada extremidade finita ou infinita,l1 e
g:]c, d[ — R uma fungdo crescente (no sentido lato). Relembremos que, para
cada a € J, a fungdo ¢ admite limites laterais esquerdo e direito finitos,
notados g(a~) e g(a™), que sdo respetivamente iguais ao supremo dos g(x)
com z < a e ao infimo dos g(x) com x > a, e que se tem

g(a™) < gla) < g(a™).

Analogamente, g admite limite a direita g(c*), finito ou —oo, e limite a
esquerda g(d~), finito ou +oo, iguais respectivamente ao infimo e ao
supremo dos g(z).

Uma propriedade importante, que teremos ocasido de utilizar, é que, se
g:]c, d[ — R é uma funcéo crescente entdo o conjunto dos pontos = € |, d|
onde g ndo é continua, isto é, onde g(z~) # g(x™), é contavel.

Dem: Para cada = onde g ndo € continua, podemos considerar um nimero
racional r, que verifique g(z~) <7, < g(z*) e entdo a funglo que a =
associa 7, € uma funcdo injectiva do conjuntos dos pontos de
descontinuidade para o conjunto numeravel dos ndmeros racionais. O

1.3.10 (Lema — A importancia de um conjunto de indices ser contavel)
Sejam I um conjunto contavel de indices e § > 0. Existe entdo uma familia
(6;) ;7 de nimeros &; > 0 tal que ) 6; < 6.12

jerI
Dem: Por uma mudanca do conjunto de indices, podemos ja supor que
I=Noul=/{1,2,...,N}. Basta entdo definirmos ¢, = §/2/, lembrando a
caracterizagdo da soma dos termos de uma série geométrica. O

1.3.11 (A medida de Lebesgue-Stieltjes nos intervalos semiabertos) Sejam
J =]e,d] C R um intervalo aberto néo vazio, com cada extremidade finita
ou infinita, e g: J — R uma funcgéo crescente (no sentido lato). Tem entdo
lugar uma medida \,, no semianel S dos .J-intervalos semiabertos, definida
por

Ag(Ja,b]) = g(b™) — g(a™),

sempre que a < b.13

110 conjunto £ pode assim ser, além do proprio R, um intervalo de um dos tipos ]a, b],
coma < bemR, Ja,+oo[ 0u ]—o0, af, coma € R.

12Reparar que, por 1.1.15, se J ndo é contavel é impossivel existir uma tal familia.
13Repare-se que, no caso em que a fungdo crescente g é continua a direita, podemos
escrever, mais simplesmente, \,(]a,b]) = g(b) — g(a). E frequente fazer-se esta exi-
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Dizemos que esta é a medida de Lebesgue-Stieltjes associada a fungdo g. No
caso particular em que J =R e g(x) = x, a correspondente medida A, que
estd definida por A(Ja,b]) =b —a, se a < b, toma 0 nome de medida de
Lebesgue.

Dem: Para uma melhor sistematizacéao, dividimos a prova em varias partes.
1) O facto de a aplicacéo ), estar bem definida e verificar \,(0) = 0 resulta
de que, como referido em 1.3.1, qualquer intervalo semiaberto pode ser
escrito na forma ]a, b] com a < b, sendo entdo vazio se, e s6 se, a = b e, no
caso em que ele ndo é vazio, uma tal representacdo é Unica. Resta-nos provar
a propriedade de aditividade em 1.3.7.

2) Vamos provar a seguinte propriedade de “superaditividade finita”: Se
A =]a,b] contém a unido de uma familia finita de conjuntos A; = ]a;, b;],
onde j € I, disjuntos dois a dois, entdo

A (A) 2 D7 A (4)).

jel

Subdem: Sem alterar a unido nem o segundo membro da igualdade a
estabelecer, podemos ja retirar de I os indices para os quais A; = .
Podemos também afastar o caso trivial em que o conjunto de indices assim
obtido é vazio, caso em que a unido é () e e o segundo membro da
desigualdade é 0. Fazemos entdo a demonstragdo por inducdo no nimero de
elementos do conjunto de indices I. Se I tem apenas um elemento j, tem-se
AD Aj dondea < aj;eb > b;eobtemos

Ag(A) =g(b7) = g(a™) = g(b)) — g(a]) = Ag(4)).

Suponhamos que a desigualdade se verifica quando I tem n elementos e
provemo-la quando I tem n + 1 elementos. Seja jo 0 indice j para o qual b; é
maximo e reparemos que b, < b, a < aj, &, para cada j # jo, b; < a;,, SeM 0
que b; pertencia a A; N A;,. Concluimos daqui que ]a, a;,] contém a uni&o
dos Aj, com j # jy, donde, tendo em conta a hipétese de indugéo,

Ag(A) = g(b™) — g(a™) > g(b}) — g(a}) + g(a},) — gla™) =
= )‘Q(Aju) + Ag(]av aju]) > )‘Q(Ajo) + Z )‘Q(A]) = Z /\Q(A])

J#Jo Jel

3) Vamos provar agora a seguinte propriedade de “subaditividade finita”: Se
A =la,b] esta contido na unido de uma familia finita de conjuntos
Aj =laj, bj], onde j € I, ndo necessariamente disjuntos dois a dois, entdo

géncia suplementar sobre a funcdo g o que ndo diminui a classe das medidas de
Lebesgue-Stieltjes (cf. o exercicio 1.3.4 adiante). Preferimos ndo fazer essa exigéncia para
ndo introduzir uma assimetria artificial esquerda-direita.
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Subdem: Sem alterar a unido nem o segundo membro da igualdade a
estabelecer, podemos ja retirar de I os indices j para os quais A; = 0.
Podemos também afastar o caso trivial em que A =), caso em que 0
primeiro membro da desigualdade é 0. Fagamos a demonstragdo por indugéo
no nimero de elementos do conjunto de indices I. Se I tem apenas um
elemento j, tem-se A C A;, o que implica que b < b; e a; < a, donde

Ag(A) =g(b7) = g(a™) < g(b]) — gla]) = Ay(4;).

Suponhamos que a desigualdade se verifica quando I tem n elementos e
provemo-la quando I tem n + 1 elementos. Uma vez que b € A, existe j, tal
que b € Aj, =laj,,bj], em particular b < b;. Se fosse aj, < a, tinha-se
trivialmente

Ag(A) = g(b%) — g(a™) < g(b)) — gla)) = A(A;) <Y Ng(4)).
jel

Caso contrario, ou a;, > b e o intervalo ]a, b] estd também contido na uni&o
dos Aj, com j # jo, donde, pela hipotese de indugdo,

A(A) <N (A4)) <A (4)),
J#Jo Jel
ou a;, < b e podemos aplicar a hipétese de inducéo ao intervalo ]a, a;,], que
esta contido na unido dos A;, com j # jo, tendo-se ainda
Ag(A) = g(b") — g(a™) < g(b) — gla}) + g(a}) — g(a™) =
= AQ(AJ'U) + )‘g(]a7ajo]) < )‘g(Aju) + Z)‘Q(AJ) =

J#Jo
= Z )‘9<AJ)-

jel

4) Provemos, enfim, que, se A = Ja, b] € a unido de uma familia contavel de
conjuntos A; = ]a;, b;], onde j € I disjuntos dois a dois, entéo tem-se

Ag(A) =D Ag(4)),

jel

0 que terminard a demonstracao.

Subdem: Podemos ja afastar o caso trivial em que A, e portanto cada
um dos A;, é vazio. Para cada I C I finito, A contém a unido dos A;, com
j €I pelo que, tendo em conta 0 que vimos em 2), > \,(4;) < A\,(A).

Jel
Tendo em conta a definicdo da soma, para j € I, como supremo de todas as
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somas finitas, concluimos assim que
> Ag(A) S Ag(A).
jel
Para provar a igualdade vamos supor, por absurdo, que se tinha
D Ag(4)) < A (A).
jel
Sendo
5= 2(4) = Yo A(4) > 0,
jel
podemos aplicar o lema 1.3.10 para considerar uma familia (¢;) . de reais
6; > 0 tais que ) 6; < % e fixar «’ € J, onde a funcéo g seja continua, com
jel
a<a <beg(d) < gla)+ %, assim como, para cada j € I, b; € J onde a
funcéo g seja continua, com b; < b; e g(b}) < g(bj*) + ¢;. Como o compacto
[a’,b] de R, esta contido em |a, b] = | ]a;, b;], e portanto também na uni&o
jel
dos abertos Ja;, b[, j € 1, a propriedade das coberturas dos compactosl4
garante a existéncia de uma parte finita I de I tal que [o/,b] C U ]a;, bj[ e
jeI

portanto, por maioria de razdo, A’ = ]a’, b] esta contido na uniéo, com j € I,
dos A’ = ]ay, b;]. Podemos assim aplicar o que vimos em 3) para deduzir que

M(A) = g6") — gla*) < g(b*) — gla)) + § =y (A) + 5 <
< (S n) + - (009 —at07) + P
< (2; g(b)) — g(a))) + (z; 5) + g <
< (S0A) 8 = A (A)
pe
0 que é o absurdo procurado. -

A principal razdo pela qual nos limitdmos no resultado precedente a
considerar apenas intervalos abertos para dominio J da fungdo crescente
g, a partir da qual a medida de Lebesgue-Stieltjes foi construida, estd em
que ndo é especialmente interessante estar a construir explicitamente
medidas em semianéis que resultem trivialmente, por restricéo, a partir de

14Também conhecida por teorema de Borel-Lebesgue, no contexto da Analise Real.
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medidas que se conhecem em semianéis que contenham aqueles. Ora, se
partissemos, por exemplo, de uma funcdo crescente g¢:[a,b] — R,
podiamos considerar o prolongamento, com as mesmas propriedades,
g:]—00,b] — R, que toma o valor constante g(a) em |—oo,a[ € que ja
esta definido num intervalo aberto e obter, a partir desse prolongamento
uma medida de Lebesgue-Stieltjes no semianel dos intervalos semiabertos
com extremidades em |—oo, b], que contém o semianel dos intervalos
semiabertos com extremidades em [a,b[. A mesma razdo nos levou a
enunciar as generalidades sobre funcdes crescentes em 1.3.9 apenas no
caso em que o dominio é um intervalo aberto.

Pelo contrério, a importancia de ndo nos limitarmos a fun¢des definidas
na totalidade de R resulta de que, por exemplo, a fungdo crescente e
continua « +— tan(z), com dominio ]—7, 7[ néo pode ser prolongada a R
como funcdo crescente.

O resultado a seguir, que identifica a o-algebra gerada pelo semianel dos
intervalos semiabertos, vai ser-nos Gtil mais adiante.

1.3.12 Seja J um intervalo aberto ndo vazio de R (por exemplo J =R) e
consideremos o semianel S dos J-intervalos semiabertos. Tem-se entdo que
a o-algebra de partes de J gerada por S é a o-algebra B, dos borelianos de
J.

Dem: Notemos M a o-algebra de partes de J gerada por S.

Comecemos por notar que cada conjunto |a, b] pertencente a S € a intersec-
¢éo do aberto ]a,+oo[ de R com o fechado |—o0,b] de R, pelo que é um
boreliano de R e, por estar contido no boreliano J de R, é também um
boreliano de J (cf. 1.2.9). Tem-se assim S C B pelo que, por M ser a mais
pequena o-algebra de partes de J que contém S, vem M C B;.
Verifiquemos agora que, para cada U aberto em J (e portanto também em
R), existe uma familia contavel de J-intervalos semiabertos cuja unido é U,
e portanto que U € M. Para isso, consideramos a familia contavel de todos
os intervalos semiabertos ]a, b], com a e b racionais, que estdo contidos em
U. E claro que a sua unifo esta contida em U. Por outro lado, dado y € U
arbitrario, podemos considerar ¢ > 0 tal que Jy — e,y +¢[ C U e escolher
entdo racionaisa e btaisque y —e < a <y < b < y+ ¢, 0 que implica que
y € la,b] C U, ou seja, que y pertence a um dos intervalos da familia. Uma
vez que I3; é a mais pequena c-algebra de partes de J que contém cada
aberto U de J e que, como verificAmos, M é uma o-algebra nessas condi-
¢Oes, concluimos que By C M.

Tem-se assim M = B, como queriamos. O
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Exercicios

Ex 1.3.1 Reparar que, se S € um semianel de partes de X e X C Y, entdo S é
também um semianel de partes de Y. Sera que se pode fazer uma afirmacéao
analoga com a palavra “o-algebra” no lugar da de “semianel”?

Ex 1.3.2 Seja S o semianel de partes de R constituido pelos Z-intervalos
semiabertos (cf. a definicdo em 1.3.1). Determinar explicitamente quais os
conjuntos que pertencem a o-algebra de partes de R gerada por S.

Sugestdo: Essa o-algebra vai estar em correspondéncia biunivoca natural
com a o-algebra de todos os subconjuntos de Z.

Ex 1.3.3 Verificar que as seguintes classes de subconjuntos de R tém, como
o-algebra gerada a o-algebra dos borelianos de R.
a) A classe dos intervalos |—oco, a], com a € R.
b) A classe dos intervalos |—co, af, com a € R.

Ex 1.3.4 Sejam ]c.d[ C R um intervalo aberto ndo vazio e g:]c,d[ — R uma
funcdo crescente. Mostrar que se pode definir uma nova funcdo crescente
J:]e,d[ — R por g(z) = g(x™) e que esta fungdo tem em cada = € ]c, d[ 0s
mesmos limites laterais que g nesse ponto, em particular é continua a direita
em cada ponto. Verificar ainda que as medidas de Lebesgue-Stieltjes \; e )y
coincidem. Sugest&o: Utilizando 1.3.9, reparar que cada = € ]c, d[ é limite de
duas sucessfes de pontos de |c¢,d[ onde g é continua, uma constituida por
pontos menores que x e outra por pontos maiores que x.

Ex 1.3.5 Seja S o semianel dos intervalos semiabertos de R, seja zy € R fixado e
seja u: S — R, a restricio a S da medida de Dirac y,, correspondente ao
ponto z, (cf. 1.2.15). Encontrar uma funcéo crescente e continua a direita
¢9:R — R tal que y seja a medida de Lebesgue-Stieltjes A,.

Ex 1.3.6 Sejam J = ]c, d[ C R um intervalo aberto néo vazio, com extremidades
finitas ou infinitas, e S o semianel dos J-intervalos semiabertos.
a) Seja g: J — R uma funcéo e suponha que fica definida uma medida A, no
semianel S por A\,(]a,b]) = g(b) — g(a), sempre que a < b em J. Mostrar
que a funcdo g é crescente e continua a direita (comparar com 1.3.11).
Sugestdo: Dado a € J, escolher ¢ > 0 tal que a + ¢ € J e considerar 0s
intervalos semiabertos

+ 20,

]a—l—n+1,a n

onde n € N, reparando que eles sdo disjuntos dois a dois e determinando a
respetiva unido.
b) Seja u:S — R, uma medida no semianel S (tomando, por hipétese,
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valores finitos nos conjuntos A € §). Verificar que existe um fungéo cres-
cente e continua a direita g: J — R tal que p = \,4, em particular z € neces-
sariamente uma das medidas de Lebesgue-Stieltjes.

Sugestdo: Fixar zy € J e definir uma fungéo g: J/ — R por

_ Jw(zo,z]),  sex>aq
o(w) = { —p(]z, o)), sex <y

Ex 1.3.7 Em 1.3.11, provou-se que a medida de Lebesgue-Stieltjes, no semianel
dos intervalos semiabertos de um intervalo aberto .J, € efetivamente uma
medida. Mostrar que, neste caso, é vélida uma propriedade mais forte, a
saber, que se (A;);.; uma familia, ndo necessariamente contavel, de

intervalos semiabertos, disjuntos dois a dois, entdo

p(JA) =D n(A)).

jeI jel

Sugestdo: Mostrar que este aumento de generalidade é sé aparente, no
sentido que, retirando a I os indices j tais que A; =, o que ndo altera
nenhum dos dois membros da igualdade, o conjunto de indices I que resta é
necessariamente contavel, por existir uma aplicagao injetiva de I para Q.

84. Prolongamento de medidas em semianéis.

1.4.1 Seja X um conjunto. Chama-se medida exterior em X a uma aplicagdo
w*: P(X) — R, que verifique as seguintes condicdes:
1) u*(0) =0;
2) Se A C B, entdo u*(A) < u*(B);
3) Se (A;)jes € uma familia contavel de subconjuntos de X, entéo

w(JA) <D w A,

jes jes

E claro que uma medida que esteja definida na o-algebra P(X) de todos
0s subconjuntos de X &, em particular, uma medida exterior em X (cf. as
propriedades 3) e 4) de 1.2.12). No entanto, em geral, uma medida exterior
ndo serd uma medida e, tal como acontecia com as medidas em semianéis,
as medidas exteriores apenas terdo para nés um interesse provisorio, como
auxiliares para a construgdo de medidas em o-algebras.

O nosso proximo passo é mostrar como, partindo de uma medida num
semianel de partes de X, conseguimos construir uma medida exterior
associada em X.
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1.4.2 Sejam X um conjunto, S um semianel de partes de X e u: S — R, uma
medida. Para cada conjunto A C X, chamamos S-cobertura contavel de A a
uma familia contavel (A;);c; de conjuntos pertencentes a S tal que
A c |J A;. Definindo entdo, para cada A C X, u*(A) € R, como sendo o

JjedJ
infimo das somas ) u(A;), para as diferentes S-coberturas contaveis
jeJ
(Aj)jes de A, se estas existirem, e como sendo +oo se A ndo admite
nenhuma S-cobertura contavell>, obtemos uma medida exterior
w:P(X) — Ry, que prolonga y, no sentido de se ter u*(A) = u(A), para
cada A € S.
Dizemos que p* é a medida exterior em X associada a medida x no
semianel S.
Dem: Suponhamos que A € S. Tendo em conta a alinea 5) de 1.3.8, para
cada S-cobertura contavel (A4;);c; de A, tem-se pu(A) < p(A;) e daqui
jeJ

resulta, pela definigdo de infimo, que w(A4) < p*(A). Mas uma das
S-coberturas contaveis de A é a constituida pelo Unico conjunto A e daqui
resulta que p*(A) < u(A), e portanto p*(A) = u(A). Em particular, por ser
0 eS8, tem-se p*(0) = p(0) = 0. Sejam agora agora A e B subconjuntos de
X com A C B. Uma vez que toda a S-cobertura contavel de B é também
uma S-cobertura contavel de A, concluimos que p*(A) < p*(B).
Consideremos, enfim, (A4;);c; familia contavel de partes de X, e mostremos
que

(U4 <D way,
jeJ jeJ
para 0 que podemos ja supor que 0 segundo membro ndo é +oo, em

particular, para cada j € J, u*(A;) < 4o0. Seja § > 0 arbitrario. Pelo lema

1.3.10, podemos considerar, para cada j € J, §; > 0 de modo que ) 6; < 6.
jeJ

Para cada j € .J, consideremos uma S-cobertura contavel (B;,)-cr; de A;

tal que

> u(Bis,) < 1(A)) + 65
;€L

Tem-se entdo que a familia de todos os B; ., com j € J e ; € I'j, constitui

uma S-cobertura contavel de |J A;, de onde deduzimos, tendo em conta a
jed
propriedade associativa dos somatorios, que

15Quem ndo tenha dificuldade em pensar no infimo do conjunto vazio, no contexto de
R, como sendo +oo, considerard esta Ultima explicitagdo dispensavel.
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p(JA4) < Z(Z M(Bm_y)) < Z(M*(Aj) +6;) =

(1) Jjed jeJ ;€T jed
= (o m @) + (X 8) < (o w(A) +4,
jeJ jeJ jeJ

em particular o primeiro membro também é menor que +oc. Tendo em conta
a arbitrariedade de § > 0, deduzimos daqui que se tem, como queriamos,

w(JA) =D wA)),

JjeJ jeJ

visto que, se isso ndo acontecesse, podiamos escolher § > 0 com

s< i (JA) =),

jeJ jeJ

0 que, substituido em (1), conduzia ao absurdo * (U 4;) < p*(U 4;). O
jeJ jeJ

1.4.3 Apesar de isso ndo ter sido necessario para a definicdo da medida exterior
associada no resultado precedente, sdo especialmente comodos, e nalguns
casos essenciais, 0s semianéis S de partes dum conjunto X para 0s quais o
préprio X, e portanto qualquer parte de X, admite uma S-cobertura contavel.
Vamos assim dizer que um semianel S de partes de X é o-total se existir
uma familia contavel (X) e, de conjunto de S tal que X = JX.
Uma das vantagens dos semianéis o-totais € que, na caracterizagdo da
medida exterior de um conjunto, feita em 1.4.2, ndo é preciso tratar separada-
mente 0 caso em que ndo existe S-cobertura contvel.
Por exemplo, se J = ]e,d[ C R é um intervalo aberto ndo vazio, com cada
extremidade finita ou infinita, o semianel de partes de .J constituido pelos
intervalos semiabertos ]a, b], com a,b € J (cf. 1.3.2) € um semianel o-total,
ja que a classe daqueles intervalos para os quais a e b sdo racionais constitui
uma classe contavel cuja unido € J (para cada x € J, podemos considerar
racionais a e b com c<a <z e x <b<d e entdo z € |a,b], um dos
intervalos da classe).

1.4.4 Sejam J =]e,d] C R um intervalo aberto ndo vazio e ¢g: J — R uma
funcdo crescente (no sentido lato) e consideremos a correspondente medida
de Lebesgue-Stielties A, no semianel dos J-intervalos semiaberto (cf.
1.3.11). A medida exterior \: P(J) — R, associada a medida ), dé-se o
nome de medida exterior de Lebesgue-Stieltjes associada a ¢g. No caso
particular em que J=R e g(x)=x, obtemos a medida exterior
A*:P(R) — R, associada a medida de Lebesgue, a que se da naturalmente o
nome de medida exterior de Lebesgue.

O resultado a seguir mostra-nos como, a partir de uma medida exterior
definida no conjunto X, ndo necessariamente a associada a uma medida
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num semianel, se pode obter, por restricdo, uma auténtica medida,
definida numa o-algebra.

1.45 Sejam X um conjunto e p*:P(X) — R, uma medida exterior em X.
Dizemos que um conjunto A C X é p*-mensurdvel se, qualquer que seja
B CX,

W (B) =" (BNA)+p7(B\ A). 10

Tem-se entdo:

a) Sendo M a classe dos conjuntos p*-mensuraveis, M éuma o-élgebra de
partes de X e a restricdo de »* a M é uma medida.

b) Mais geralmente, quaisquer que sejam a familia contavel (A,),c; de
conjuntos de M disjuntos dois a doise B C X,

w(JBn4y) =Y 1w (Bn4,).

jes jes

Dem: Para uma melhor sistematiza¢do, vamos dividir a demonstracdo em
varias partes, cada uma com a sua justificacéo:
1) Seja A um conjunto tal que, para cada B C X,

p(BNA)+p (B\ A) < p*(B).

Entdo A é p*-mensuravel.
Subdem: Atender a que a desigualdade

p(B) <p(BNA)+p'(B\ A)

é uma consequéncia de se ter B= (BN A)U(B\ A) e de u* ser uma
medida exterior.
2) Tem-se ) € Me, se A € M, também X \ A € M.

Subdem: A primeira afirmacdo resulta de se ter BNO =0 e
B\ 0 = B, onde p*() = 0. A segunda resulta de que BN (X \ A) = B\ A
e B\ (X\A)=BnA.
3)Sede MeA € M,entio AN A’ € M.

Subdem: Para cada B C X, podemos escrever

p(BN(ANA)))+p"(B\ (ANA)) =

= (BNANA) + " ((B\ (ANA))NA)+p ((B\ (AN A))\ A) =
= (BNA)NA) +p (BNA)\A) +p"(B\ A) =

=p (BNA)+p (B\A) =p"(B).

4) Se (A;)jcs € uma familia finita ndo vazia de conjuntos *-mensuraveis,

160s conjuntos p*-mensuraveis sdo assim aqueles que dividem qualquer subconjunto B
de X em dois subconjuntos onde p* é aditiva.



84. Prolongamento de medidas em semianéis 35

entdo N A; é também ,*-mensuravel.1

jedJ

Subdem: Temos uma consequéncia direta de 3), por indugdo no
nimero de elementos do conjunto finito J de indices.
5) Se (A;) es é uma familia finita de conjuntos x*-mensuréveis, entéo |J A;

jeJ

é também p*-mensuravel.

Subdem: Trata-se de uma consequéncia de 2) e 4), uma vez que () é
w*-mensuravel e que se pode escrever

U4 =x\ (N (x\ 4)).
jeJ jeJ

6) Seja (A;)je; uma familia finita de conjuntos p*-mensuraveis disjuntos
dois a dois. Tem-se entéo, para cada B C X,

w(JBna)=> w(BnA).

jes jes

Subdem: Fazemos a demonstragdo por indugdo no nimero de
elementos do conjunto finito J de indices. Se J = () a igualdade reduz-se a
1*(0) = 0 e a igualdade é também trivial quando J tem um Unico elemento.
Supondo a afirmacéao valida quando o conjunto de indices tem n elementos,
vemos que, se J tem n + 1 elementos e j, € J é um elemento escolhido, sali

M*(UBmAj):M UBmA NA4;) + *((UBmAj)\AJ(_)z

jeJ jeJ jeJ
pw(BnA)+p (| BnA))
JeI\Lo}
W(BNA)+ Y p(BNA) =Y p(BNA)
Jj€I\{jo} jeJ

7) Seja, mais geralmente, (A;);c; uma familia contavel de conjuntos
p*-mensuraveis, disjuntos dois a dois. Tem-se entdo que (JA; €

jeJ
w*-mensuravel e, para cada B C X,
jeJ jeJ
Em particular, tomando B = X, temos a aditividade contével

w(Jay) =D w(A

jedg jed

17Quem néo tiver dificuldade em pensar na interseccio de uma familia vazia de subcon-
juntos de X como sendo o proprio X, reconhecera que ndo é necessaria a restricdo “ndo
vazia” na afirmagdo, uma vez que X = X \ @ é mensuravel, pelo que vimos em 2).
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Subdem: Para cada I C J finito, tem-se |JBNA; CJBNA;,
jel jeJ
donde, tendo em conta 6),

jel jel jeJ

Uma vez que ) p*(B N A;) é o supremo de todas as somas parciais finitas,
jeJ
deduzimos do anterior que > 1" (B N A4;) < p* (U BN A;), portanto
jeJ jedJ

dow(BnA) =p (BN A,

jes jes

jé que a desigualdade oposta, x*(IJ BN A;) < > p*(B N A;) é uma conse-
jeJ jeJ
quéncia de p* ser uma medida exterior. Para mostrarmos que |JA; €
jeJ
w*-mensuravel, basta, tendo em conta 1), mostrar que, para cada conjunto
BcCX,

w (B0 (JA) +p B\ (JA)) < w'(B),

jes jes

para 0 que basta examinar o caso em que u*(B) < 4oc0. Ora, para cada
I C J finito, o facto de, por 5), |J A; ser mensuravel permite-nos escrever,

tendo em conta 6) e a inclusdo Bj\d(U 4;) c B\ (U4)),
jed jel
Sow(BnA)+ (B (| J4) <
jel jed
<w(Bn () +w B\ (J4)) = w(B),
jel jeI

donde

oW (BN Ay <pi(B) - p(B\ (J4)),

jel jeJ
0 que, tendo em conta a definicdo das somas como supremo das somas par-
ciais finitas, implica que

> w(BNA) < (B)—p(B\ (J4))),

JjeJ JjeJ

donde, lembrando que p* é uma medida exterior e reparando que
BN (UA;)éaunidodos BNAj, je J,
jeJ
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‘B () + B\ (J4)) <

jeJ jeJ
<3 (BNA)+ (BN (JA4)) < w(B),
jedJ jedJ

como queriamos.
8) A classe M é uma o-algebra de partes de X e a restricdo de p* a Mé
uma medida.

Subdem: J4 verificAmos, em 2), que 0 Me que X\ Ae M, para
cada A € M, em 3), que a intersec¢do de dois conjuntos em M ainda esta
em M, em 5) que a unido de uma familia finita de conjuntos em M ainda
pertence a Me, em 7), que a unido de uma familia contavel de conjuntos em
M disjuntos dois a dois ainda pertence a M. Para verificarmos que Mé
uma o-algebra, resta-nos mostrar que, se (4;);c; € uma familia contavel de
conjuntos em M, ndo necessariamente disjuntos dois a dois, a unido | J A;

jeJ
ainda pertence a M. Ora, isso resulta do lema 1.2.11, que garante que se tem
U A4, =U A, com os A’ disjuntos dois a dois e, pelo que referimos atras,
jeJ jeJ
Al e M. O facto de a restricdo a M da medida exterior w1* ser uma medida
resulta de que p* (@) = 0 e da aditividade contavel, provada em 7). O

O resultado precedente, apesar de profundo, corria o risco de ser de pouca
utilidade, uma vez que, apesar de garantir a obten¢do de uma medida
numa o-algebra de partes de X, nada nos diz sobre a quantidade de
conjuntos que pertence a essa o-algebra; na situagdo limite até podia
acontecer que apenas () e X fossem y*-mensuraveis, 0 que era claramente
pouco interessante (cf. o exercicio 1.4.2 no fim do capitulo). O resultado
que apresentamos em seguida mostra que, no caso em que a medida
exterior é a associada a uma medida num semianel, pelo menos os
conjuntos do semianel sdo p*-mensuraveis.

1.4.6 Sejam X um conjunto, S um semianel de partes de X e u:S — R, uma
medida. Sendo u*:P(X) — R, a medida exterior associada (cf. 1.4.2),
tem-se entdo que qualquer conjunto A € S € p*-mensuravel, ou seja,
S c M, onde M é a o-algebra dos conjuntos 1*-mensuraveis.

Dem: Suponhamos que A € S.

Comecemos por supor que B € S. Sabemos entdo que BN A €S e que

existe uma familia finita (C;);c; de conjuntos de S disjuntos dois a dois tal

que B\ A=JC; e, uma vez que B é a unido dos conjuntos de S, BN A e
iel

C;, 1 € I, que sdo disjuntos dois a dois, obtemos
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p(B) = pu(B) = u(BNA)+ Y u(Ci) = p(BNA)+ Y u(C)

i€l iel
donde, por p* ser uma medida exterior e portanto p* (B \ A) < > u*(Cy),
i€l
(1) iH(BNA)+ ' (B\ A) < ' (B).
Vamos agora mostrar que a desigualdade (1) continua a ser valida para um
conjunto B C X arbitrario, para o que se pode ja supor que p*(B) < +o0.

Seja entéo (B;) c; uma S-cobertura contavel arbitraria de B. Pelo que vimos
no inicio, tem-se, para cada j,

p(BjNA) +p*(Bj\ A) < p*(Bj) = pu(B;)
donde, porser BNACJ(BjnA)eB\ACJ(B;\ A)eporp* seruma

jeJ jeJ
medida exterior,

pw(BNA) +p (B\A) < (O w(BinA)+ (D pw(Bi\A) =

jeJ jeJ
=> (W (BinA)+p*(B;j\ A) <> u(B;
jeJ jeJ

0 que, pela definicdo da medida exterior p*(B) como um infimo, implica que
se tem efetivamente

p(BNA)+p (B\A) < p’(B).
Uma vez que, por se ter B= (BN A)U (B\ A) e por x* ser uma medida
exterior, tem-se também p*(B) < pu*(BN A) + p*(B\ A), concluimos que

w(B) = p"(BNA)+ p*(B\ A), ou seja, que A é efetivamente *-mensu-
ravel. O

1.4.7 (Teorema de extensdo de Hahn) Sejam X um conjunto, S um semianel de

partes de X e p: S — R, uma medida. Sendo M a o-algebra gerada por S,
fica definida uma medida fi: M — R, cuja restricdo a S € i, pela condigdo

de, para cada A € M, [i(A) ser o infimo das somas > u(A;), com (A;) e
jedJ

S-cobertura contavel de A, se tais coberturas existirem, e, caso contrério,
fi(A) = 4o0.

Dizemos que a medida i € o prolongamento de Hahn da medida p.

Dem: Tendo em conta 1.4.2, pode-se definir uma medida exterior u* em X,
definindo, para cada A C X, u*(A) pela caracterizacdo de 7i(A) referida no
enunciado e tem-se, para cada A € S, pu*(A) = u(A). Tendo em conta 1.4.5
e 1.4.6 a restricdo de p* a uma certa o-algebra M, que contém S, é uma
medida, e entdo por definicdo de o-&lgebra gerada, tem-se S C M C M, o0
que implica trivialmente que a restricdo 7 de p* a o-algebra M € ainda uma
medida cuja restricdo a S € . O
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1.4.8 (Caracterizacdo alternativa do prolongamento de Hahn) Sejam X um
conjunto, S um semianel de partes de X, ;:S — R, uma medida e
ii: M — R, o respetivo prolongamento de Hahn a o-algebra M gerada por

S. Para cada A € M, fi(A) é também o infimo das somas )" ;(A;), com
jeJ

(A;)jes S-cobertura contavel de A constituida por conjuntos disjuntos dois a
dois, se essas coberturas existirem, e, caso contrario, € +oo (essas coberturas
existem sempre no caso em que 0 semianel S é o-total).

Dem: Uma vez que as S-coberturas aqui consideradas sdo algumas das
utilizadas para a definicéo de fi(A), o resultado ficara provado se mostrarmos
que, para cada S-cobertura contavel (By)icx de A, existe uma outra
S-cobertura contavel (A;);c; de A, esta com os conjuntos disjuntos dois a
dois, tal que > p(A;) <> wu(By). Ora, tendo em conta 1.2.11, existem

jeJ keK

conjuntos disjuntos dois a dois B}, C By, com |UB;, = B, onde cada By,
apesar de poder ndo pertencer a S é, por 1.3.6, unido de uma familia finita
(Ap.i)ier, de conjuntos de S disjuntos dois a dois e podemos entdo considerar
a familia contavel de conjuntos de S disjuntos dois a dois constituida pelos
Api,comk € K e € I, paraa qual se tem

ACL]JBkZL]JBZZEJAk,i

e
Z (Ar;) = Z (Ar;) = Z (Bp) < Z Z/J(Bk):
kyi kyi k k k
como queriamos. O

A situacdo seria especialmente interessante se pudéssemos afirmar que o
prolongamento da medida pu: S — R & o-dlgebra gerada M, referido no
teorema de extensdo de Hahn, é o Unico prolongamento possivel a essa
o-algebra. Veremos a seguir que, com uma hipétese suplementar, verifi-
cada em muitos casos importantes, é esse efetivamente o caso.

1.4.9 Sejam X um conjunto, S um semianel de partes de X e ;: S — R, uma
medida. Diz-se que p € o-finita se existir uma familia contavel (Xj);c s, de
conjuntos de S com u(X;) < +oo, tal que |J X; = X. E claro que, quando

jeJ
isso acontecer, o seminanel S é, em particular, o-total (cf. 1.4.3).
Uma vez que uma o-algebra é, em particular, um semianel, a nogdo de
medida o-finita faz naturalmente também sentido para medidas em o-alge-
bras.

1.4.10 Por exemplo, se J = ]c,d[ é um intervalo aberto ndo vazio de R, com
extremidades finitas ou infinitas, e g: J — R é uma fun¢do crescente (no
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sentido lato), entdo a medida de Lebesgue-Stieltjes A\, no semianel S dos
J-intervalos semiabertos (cf. 1.3.11), é o-finita, uma vez que o semianel é
o-total (cf. 1.4.3) e a medida é finita nos conjuntos do semianel.

J& vimos em 1.3.12 que a o-&lgebra gerada por S é a o-algebra B;, dos
borelianos de J.

1.4.11 Outro exemplo simples, é aquele em que M é uma o-algebra de partes de
X e u: M — R, é uma medida o-finita e consideramos a classe S dos
A € M tais que u(A) < +oo. A classe S € um semianel tal que a restricdo
de p a S é ainda o-finita e a o-algebra gerada por S € M.
Dem: O facto de S ser um semianel resulta de que uma parte mensuravel
dum conjunto de medida finita ainda tem medida finita, o facto de a restrigdo
de p a S ser o-finita é trivial e o facto de a o-algebra gerada por S ser M
resulta de que, sendo (X);c; uma familia contavel de conjuntos de M com
pu(X;) < 400 e X =JX;, cada A € M é a unido contavel dos conjuntos
AN X, que pertencema S. O

1.4.12 (Teorema de extensdo de Hahn precisado) Sejam X um conjunto, S um
semianel de partes de X e u:S — R, uma medida o-finita. Sendo M a
o-algebra gerada por S, tem-se entdo que o prolongamento de Hahn
fi: M — R, que é trivialmente ainda uma medida o-finita, é a inica medida
na o-algebra M cuja restricdo a S é p.

Tendo em conta este facto, é frequente utilizarmos o mesmo simbolo p para
designar a medida o-finita no semianel e o seu prolongamento de Hahn a
o-algebra gerada.

Dem: Suponhamos que z': M — R, é uma medida cuja restricio a S seja .
Comecemos por verificar que, para cada A € M, p/'(A) < 7i(A), para o que
podemos ja supor que fi(A) < 4oo. Ora, se (A;)je; € uma S-cobertura
contavel de A arbitraria, vem

W (A) < i ((JA) <D w4 = u(4,),

jeJ jeJ jeJ
donde, tendo em conta a defini¢do de 1*(A) como um infimo,
W(A) < p*(A) = B(A).

Consideremos agora A € M, para o qual exista um conjunto B € S com
ACB e p(B)<+oo. Uma vez que se tem B= AU (B\ A4), com
AN (B\ A) =0, obtemos

W (A)+ 1/ (B\ 4) = §/(B) = u(B) = (B) =
— i(A)+ (B \ A),

onde ambos os membros sdo finitos e, como ja vimos,
W(A) <H(A), p(B\A)<EB\A),

pelo que concluimos que se tem necessariamente p/(A) = fi(A).
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Seja agora A € M arbitrario. O facto de termos partido de uma medida
o-finita, permite-nos considerar uma familia contavel (X;);cs, de conjuntos
de S com p(X;) < +oo, tal que X = J X;. Tem-se assim A = |J A;, com
jeJ jeJ
Aj=ANX;e M e, tendo em conta 0 lema 1.2.11, existem conjuntos
B; C A; C X, disjuntos dois a dois e com B; € M, tais que A =] B;.
jeJ
Uma vez que os B; estdo nas condicBes ja estudadas anteriormente, e

~

verificam portanto ' (B;) = fi(B;), obtemos

= W(B) =) AB)) = A

JjeJ jeJ

Ficou assim provado que p' = Ji. O

Como aplicagdo dos resultados precedentes, obtemos as medidas de
Lebesgue-Stieltjes nos borelianos de um intervalo aberto e, em particular,
a medida de Lebesgue nos borelianos de R, que joga um papel especial-
mente importante no contexto da medida.

1.4.13 (Medida de Lebesgue-Stieltjes) Sejam J = ]c,d][ um intervalo aberto
ndo vazio de R, com extremidades finitas ou infinitas, e ¢g:J — R uma
fungdo crescente (no sentido lato). Existe entdo na o-élgebra B;, dos
borelianos de J, uma, e uma s6 medida A, tal que, para cada J-intervalo
semiaberto Ja, b], com a < b em J, se tenha \,(Ja, b]) = g(b") — g(a™), isto
é, cuja restricdo ao semianel S, dos J-intervalos semiabertos, seja a medida
de Lebesgue-Stieltjes definida em 1.3.11.

Dizemos que A, que € uma medida o-finita, € a medida de Lebes-
gue-Stieltjes nos borelianos de J associada a funcgéo ¢.18

Dem: Temos uma consequéncia de 1.4.12, aplicado a medida de Lebes-
gue-Stieltjes no semianel S, uma vez que, como vimos em 1.4.10, temos uma
medida o-finita e a o-algebra gerada por S é a dos borelianos de J. O

Para trabalhar com a medida de Lebesgue-Stieltjes, sera util podermos
determinar facilmente a medida de outros tipos de intervalos contidos em
J =]e, d[, nomeadamente, daqueles cuja extremidade esquerda seja ¢, ou
cuja extremidade direita seja d, e daqueles que sejam fechados a esquerda,
ou sejam abertos a direita. Tendo em conta a aditividade das medidas, as
medidas dos dois ultimos tipos referidos podem ser determinadas se
conhecemos as medidas dos conjuntos unitarios {a}, com a € J. O
resultado que apresentamos em seguida da-nos os instrumentos que nos
permitem efetuar facilmente as determinac6es referidas.

18Esta caracterizagio da medida de Lebesgue-Stieltjes encerra uma aparente assimetria
entre os papéis da “esquerda” e da “direita”. Ver o exercicio 1.5.6 adiante para constatar
que esta assimetria, que resultou do semianel utilizado a partida, é apenas aparente.
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1.4.14 Sejam J = ]e,d] um intervalo aberto ndo vazio de R, com extremidades
finitas ou infinitas, e ¢:J — R uma funcdo crescente (no sentido lato) e
consideremos a correspondente medida de Lebesgue-Stieltjes A, na o-alge-
bra dos borelianos de .J. Tem-se entdo:

a) Paracadaa € J,

N({a}) = g(a™) — g(a™).20
b) Paracadaa € J,
Ag(Ja,d]) = g(d™) — g(a™),

se g(d~) for finito e A\,(Ja, d]) = +o0, caso contrario.
c) Paracadab € J,

Ag(Je, b)) = g(b™) — g(c™),

se g(c™) for finito, e A\, (J¢, b]) = +o0, caso contrario.
d) Tem-se

Ag(Je,d]) = g(d™) = g(c™),

se ambos os limites laterais forem finitos, e \,(]c, d[) = +o0, caso contrério.
Dem: a) Consideremos uma sucessdo estritamente crescente de elementos
a, € J onde g seja continua (cf. 1.3.9) com a,, — a e reparemos que se pode
considerar a sucesséo decrescente de borelianos A, = ]a,,a] cuja intersec-
¢80 é {a}. Tendo em conta a alinea 7) de 1.2.12, vem, por ser \,(A4;) < +oo,

A({a}) = 1im Ay (An) = lim (g(a”) — g(an)) = g(a™) — g(a™).

b) Consideremos uma sucessdo crescente de elementos b, € J onde g seja
continua, com a <b, e b, — d. Tem-se entdo que Ja,d[ é a unido da
sucessdo crescente de borelianos ]a, b,] pelo que, tendo em conta a alinea 5)
de 1.2.12, vem

Ag(Ja, d]) = 1im Ay (Ja, ba]) = 1im (g(bn) — g(a™)),

gue ndo é mais do que o valor referido no enunciado.

¢) Consideremos uma sucessdo decrescente de elementos a,, € J onde g seja
continua, com a, <b e a, — c. Tem-se entdo que |c,b] é a unido da
sucessdo crescente de borelianos ]a,, b] pelo que, tendo em conta a alinea 5)
de 1.2.12, vem

Ag(Je, b]) = lim Xy (Jan, b)) = lim (g(b") — g(an)),

gue ndo é mais do que o valor referido no enunciado.
d) Temos uma consequéncia de b) e de c) uma vez que, escolhido a € J,
tem-se |c, d[ = ]e, a] U]a, d[, com |e, a] N ]a, d] = 0. O

19A este valor também se da o nome de salto de g no ponto a.
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1.4.15 (Medida de Lebesgue) Como caso particular das medidas de Lebes-
gue-Stieltjes, temos a medida de Lebesgue nos borelianos de R, que
notaremos A: Trata-se da medida de Lebesgue-Stieltjes associada a funcao
g(x) = x, portanto a Unica medida nos borelianos de R para a qual, para cada
a < b, A(Ja,b]) =b — a, e vai corresponder & ideia intuitiva que temos de
comprimento.

1.4.16 (Outras propriedades da medida de Lebesgue) Como consequéncia das
propriedades da medida de Lebesgue-Stieltjes apontadas em 1.4.14, podemos
dizer que, sendo \: Bg — R, a medida de Lebesgue nos borelianos de R,
tem-se A({a}) =0, para cada a« € R e, sempre que A é um intervalo de
extremidade esquerda a e extremidade direita b > a, aberto ou fechado em
cada extremidade finita, A(A) = b — a, no caso em que a e b sdo finitos, e
A(A) = 400, no caso em que alguma das extremidades é infinita.

O resultado que examinamos a seguir, e que teremos ocasido de utilizar
mais adiante, ilustra outra aplicacéo dos teoremas de extensdo de Hahn.

1.4.17 Sejam X um conjunto e S um semianel de partes de X e seja M a
o-algebra gerada por S. Sejam p,p: M — R, duas medidas, cujas
restricbes a S sejam medidas o-finitas e tais que, para cada A € S,
u(A) < p/'(A). Tem-se entéo, paracada A € M, u(A) < p/(A).

Dem: Tendo em conta 1.4.12, as medidas ¢ e p/ em M sdo os
prolongamentos de Hahn das respetivas restricbes ao semianel S. Dado
A € M tem-se entéo, para cada S-cobertura contavel (A;);c; de A,

n(A) <7 p4) <Y (4)),

jes jes

donde deduzimos, tendo em conta a defini¢do de /(A) como um infimo, que
p(4) < 4/(A). O

Exercicios

Ex 1.4.1 Seja p*: P(X) — R, uma medida exterior no conjunto X. Mostrar que,
se A C X verifica u*(A) = 0, entdo A é p*-mensuravel.

Ex 1.4.2 Seja X um conjunto e consideremos uma aplicagdo p*: P(X) — R
definida por p*(0) =0 e p*(A) =1, para cada A # 0. Verificar que p* é
uma medida exterior em X e que 0s (nicos conjuntos p*-mensuraveis sao ()
X.

Ex 1.4.3 (N&o unicidade do prolongamento) Seja X um conjunto infinito ndo
numeravel e seja S a classe de todos os subconjuntos finitos de X.
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a) Verificar que S é um semianel de partes de X e que se pode considerar
uma medida u: S — R, definida por p(A) = 0, para cada A € S. Reparar
que o semianel S ndo é o-total.

b) Verificar que o anel associado a S (cf. 1.3.6) é o proprio S.

¢) Verificar como esta definida a medida exterior u*: P(X) — R, associada
a medida i no semianel S e mostrar que a o-algebra dos conjuntos p*-men-
suraveis é a o-algebra P(X).

d) Verificar que a o-algebra M gerada por S é a o-élgebra referida no
exercicio 1.2.2 e determinar o prolongamento de Hahn 7 de i a M.

e) Concluir que o prolongamento de Hahn nao é a Gnica medida na o-algebra
M gerada por S cuja restricdo a S é .

1.4.4 Sejam X um conjunto, S um semianel de partes de X e y: S — R, uma
medida. Sejam z*: P(X) — R, a medida exterior associada a i, M a o-al-
gebra gerada por S e fi: M — R, o prolongamento de Hahn, que é uma
medida na o-algebra M, restrigdo de p*.

a) Mostrar que, para cada B C X, p*(B) é o minimo dos fi(A), com
B C A e M. Sugestdo: Para cada n €N, considerar A, € M (unido
contavel de conjuntos em S) com B C A, e [i(A,) < p*(B) + + e tomar
A =A,.

b) Lembrando que a o-algebra M é, em particular, um semianel, podemos
também considerar a medida exterior 7i*:P(X) — R, associada a 7i.
Mostrar que 7" = p*.

C) Seja (Bj)jes uma familia contavel de partes de X tal que exista uma
familia (A;);c; de conjuntos de M disjuntos dois a dois e com B; C A;.
Mostrar que se tem entéo

w(UJB)) =D wi(B).

jeJ jeJ

Sugestdo: Ter em conta a alinea b) de 1.4.5, tomando B = |J B,.

jeJ
1.4.5 Verificar que ndo existe nenhum boreliano A C R que “divida ao meio
todos os intervalos”, no sentido de se ter, sempre que a < b,

MAN]a, b)) = %)\(]a,b}),

onde X é a medida de Lebesgue. Sugestdo: Se existisse, considerar uma nova

medida x nos borelianos de R, definida por u(B) = A(A N B), e utilizar a

precisdo do teorema de extensdo de Hahn em 1.4.12 para garantir que se teria
1

entdo u(B) = 5A(B), para todo o boreliano B, verificando o que acontece

para B = ANJ0,1].

1.4.6 Sejam J =]c,d[ C R um intervalo aberto ndo vazio, com cada
extremidade finita ou infinita, e g: / — R uma funcéo crescente e conside-
remos as correspondentes medidas de Lebesgue-Stieltjes A4, no semianel S;
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dos J-intervalos semi-abertos e na o-algebra gerada, que sabemos ser a o-al-
gebra B; dos borelianos de .J. Seja ainda \;: P(J) — R, a medida exterior
de Lebesgue-Stieltjes em .J.

a) Verificar que, se ]a,b], com a < b, € um J-intervalo semiaberto, e se
6 > 0, entdo existe um aberto U de .J, com ]a,b] C U, tal que

A(U) < AglJa, b)) +6.

b) Deduzir de a) que, para cada conjunto A C J, A\;(A) é o infimo dos
Ag(U), com U aberto de J contendo A, em particular, se A € By, \;(A4)
coincide com o infimo referido. Sugestdo: Para cada S;-cobertura contavel
(Aj)jef de A, ter em conta o lema 1.3.10 e aplicar a conclusdo de a) a cada

A,

Ex 1.4.7 Sejam J = ]c, d[ um intervalo aberto néo vazio de R, com extremidades
finitas ou infinitas, g, h: J — R duas funcdes crescentes (no sentido lato) e
a >0 em R,. Reparar que sdo ainda crescentes as fungdes g+ h: J — R e
ag: J — R, e que setem

)\ngh = )\g + An, )\ag = a>\g
(cf. 1.2.16).

Ex 1.4.8 Sejam X um conjunto, S um semianel de partes de X e : S — R, uma
medida. Sejam p*: P(X) — R, a medida exterior associada, Ma o-algebra
dos conjuntos p*-mensuraveis e M C Ma o-élgebra gerada por S e lembre-
mos que a restricdo de u* a M é uma medida e gue a sua restricdo a M é,
por defini¢do, o prolongamento de Hahn de .

O objetivo deste exercicio é encontrar argumentos no sentido de mostrar que,
pelo menos quando y: S — R, € o-finita, ndo se perde muito ao considerar o
prolongamento de Hahn definido apenas em M e ndo na totalidade de M.
a) Concluir da alinea a) do exercicio 1.4.4 que, se A€ M verifica
1 (A) < +oo, entdo existe B € M comA C Beu*(B\ A) =0.
b) No caso em que a medida p:S — R, é o-finita, mostrar, mais
geralmente, que, para cada A€ M, existe BEM com ACB e
pw(B\ A) =0. R
Sugestéao: Construir uma familia contavel de conjuntos A; € M, j € J, com
p(Aj) < +ooe A=|J Ajeaplicar a cada A; a concluséo de a).

jeJ
¢) Ainda no caso em que a medida : S — R, é o-finita, mostrar que, para
cada A € M, existem B,C € McomC C AC Be u*(B\ C) = 0.
Sugestdo: Aplicar b) ao conjunto A, para construir B, e ao conjunto X \ A4,
para construir C, a partir do seu complementar.

Ex 1.4.9 (Semianel associado a uma parti¢éo) Sejam X um conjunto e (X;);c s
uma familia finita de subconjuntos de X, ndo vazios, disjuntos dois a dois e
de unido X (uma particio de X por conjuntos ndo vazios).
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a) Verificar que tem lugar um semianel S de partes de X, constituido pelo
conjunto vazio (J, pelos conjuntos X, j € J, e pelo conjunto X (o semianel
associado a partigdo)20.

b) Verificar que se pode definir uma medida finita x: S — Ry, pondo
w(0) =0, u(X;) = 1 e u(X) igual ao nimero de elementos de .J.

c) Verificar o que é a medida exterior p*: P(X) — R, associada a p e qual a
o-algebra dos conjuntos p*-mensuraveis, reparando que ela é, neste caso,
igual & o-8lgebra gerada por S.

1.4.10 (Conjuntos magros e conjuntos de medida nula)?!l A resolucio
deste exercicio pressupde o conhecimento do teorema de Baire, no contexto
dos numeros reais, que afirma que, se (C;);c; € uma familia contavel de
subconjuntos fechados de R com int(C;) = (), entdo

=0.22

int({_J ¢y)

JjeJ

Neste contexto, chamam-se magros os subconjuntos de R que estdo contidos
nalguma unido contavel de conjuntos fechados de interior vazio.

Recordemos também que, notando A a medida de Lebesgue nos borelianos
de R e \: P(R) — R, a medida exterior de Lebesgue um conjunto B C R
verifica A*(B) =0 se, e so se, existe um boreliano A C R com BC A e
A(A) = 0 (cf. a alinea a) do exercicio 1.4.4).

As alineas a) e b) a seguir mostram que, as no¢@es de conjunto magro e de
conjunto de medida exterior 0 gozam de propriedades paralelas que as levam
a “competir” pela funcdo de traduzir a nogéo intuitiva de “pequenez” dum
conjunto. As alineas c) e d) mostram que nenhuma destas nog¢des implica a
outra.

a) Mostrar que os conjuntos unitarios {x} sdo magros, que uma parte
arbitraria de um conjunto magro é magro e que uma unido contavel de
conjuntos magros € magro. Mostrar ainda que um conjunto magro tem
sempre interior vazio.

b) Verificar que os resultados enunciados em a) sdo ainda validos se, em
cada ocorréncia, substituirmos conjuntos magros por conjuntos de medida
exterior de Lebesgue igual a 0.

c) Seja (r,)neny UMa sucessdo cujo conjunto dos termos seja o dos racionais
do intervalo [0, 1]. Para cada p € N, seja

1
U, = — T .
p U Tn P+ 1)2n+1 » Tn T+ (p-l— 1)2n+1 [

neN

205e considerarmos apenas () e os conjuntos X ;, também obtemos um semianel.

210s exemplos neste exercicio encontram-se no livro de Halmos, [6].

22Embora, em geral, esta unido ndo seja fechada; pensar por exemplo no conjunto Q dos
nUmeros racionais como unido contavel de conjuntos unitarios.
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Verificar que U, € um aberto de R com A\(U,) < —+ e que U, contém todos

0s racionais do intervalo [0,1]. Deduzir que C), = [0, 1]\ U, é um subcon-
junto fechado de R com interior vazio, em particular € um conjunto magro, e,
no entanto, A\(C,) > 0.

d) Continuando com as notacgdes de ¢), seja

A=NU,

peN

Verificar que A é um boreliano de R com u(A) = 0 e, no entanto, A ndo é
magro (em particular A ndo é contavel). Sugestdo: Reparar que [0, 1], que
ndo é magro por ter interior ndo vazio, é a unido de A com 0s conjuntos
magros C,, p € N.

Ex 1.4.11 (O conjunto de Cantor e a funcéo singular de Cantor-Lebesgue)

a) (Generalidades sobre a escrita na base NV + 1)23 Fixemos um natural
N > 1 e consideremos no conjunto {0,1,..., N} de todas as sucessdes
(pn)n>1 @ ordem total lexicogréafica24 definida por (p,),>1 < (gn)n>1 S€, € SO
se, existe k com p; < gy €, para cada n < k, p, = g,. ldentifiguemos ainda
uma sucessdo finita (py, ..., pr) com o elemento de {0,1,..., N} que se
obtém por prolongamento com os restantes termos iguais a 0.

Mostrar que tem lugar uma aplicagdo Wy:{0,1,..., N} —[0,1]
sobrejetiva e crescente (no sentido lato) definida por

o0

\Ij pn 77>1
— N+1

n

Verificar ainda a seguinte propriedade2®: Se (p,,)n>1 < (qn)n>1, €Ntd0 tem-se
Uy ((pa)n>1) = Un((gn)n>1) S€, € SO se, existe k > 1 verificando as trés
condigdes: i) Para cadan < k, p, = qn; ii) pr + 1 = qy; iii) Para cada n > k,
pv = N e ¢, = 0 (por outras palavras, 0s elementos sdo, respetivamente, da
forma

(p17---7pk717p/€7N7N7 ), (pla"-ppkfhpk + 1))

Sugestdo: Para provar a sobrejetividade, dado « € [0,1] construir
recursivamente os termos de uma sucessdo (p,),>1 de modo que, para cada
k, a sucessdo finita (p1,...,pr) Seja a maior sucessdo de k termos (ordem
lexicografica) cuja imagem por ¥y seja menor ou igual a x.

b) Utilizar a conclusdo de a) para mostrar que a restricdo da aplicacéo
Uy:{0,1,2}N — [0,1] a {0,2}" é uma aplicagdo estritamente crescente, em
particular injetiva, {0,2}" — [0,1]. Esta restrigdo é assim um isomorfismo

23pgra este exercicio vd0-nos interessar 0s casos N =1 e N=2. O caso N =9
corresponde a escrita habitual na base 10.

24E essencialmente o que conhecemos sob o nome de ordem alfabética.

25Que, de certo modo, controla, tanto quanto possivel, a ndo injetividade da aplicagio.



48 Cap. I. Medidas em o-algebras

de ordem de {0, 2} sobre o subconjunto C' = ¥,({0,2}Y) de [0,1], a que
damos o nome de conjunto de Cantor.28 Reparar que se tem, em particular,
0 € C el € C (imagens, naturalmente, do minimo e do maximo de {0, 2}").
c) Verificar que o conjunto de Cantor C' ndo é contével, por ter a cardinali-
dade do conjunto P(N) de todas as partes de N.

d) Para cada k& > 0 e cada sequéncia pi,...,p; de k elementos de {0,2},
notemos J]fl ...p, 0 intervalo aberto

‘]1])61,.“;]),‘. = ]qu(pla <o Pks 1) ’ \1'2(]717 7p1€a2)|:

(em particular, para k = 0, temos um dGnico J° = ]3, 3[) Mostrar que as
extremidades deste intervalo sdo elementos do conjunto de Cantor e que
J;ﬁw_,pk_ ndo contém nenhum elemento do conjunto de Cantor.

Sugestao: Lembrar que W tem restricdo estritamente crescente a {0,2}" e
reparar que

\Ilg(pl,...,pk,].) = \Ifg(pl,...,pk,o,2,2, )

e) Verificar que os intervalos J" .p, constituem uma familia contavel de
conjuntos disjuntos dois a dois e de unido [0,1]\ C e que as respetivas
medidas de Lebesgue sdo A(J) )= 33“ e deduzir que o conjunto de
Cantor é compacto e verifica A(C') = 0.

Sugestdo: 1) Mostrar que, dados intervalos abertos ]a,b[ e Jc,d[ de
intersec¢do ndo vazia e com b <d, tem que ser b€ [c,d[; 2) Se
x € 10,11\ C, entdox = ¥o((p,)n>1) ONde, paraumcerto k > 0, pp1 =1 €
p, # 1 paratodoon < k + 1 e entéo

HAS ]qj2(p17~~~7pkal)7 \IJQ(ph---apkyZ)['

f) (cf. Rudin [10]) Sendo C C [0,1] o conjunto de Cantor, mostrar que
C + C =10,2], onde C + C ¢, naturalmente, o conjunto das somas y -+ z,
com y,z € C. Mostrar ainda que, para cada z € C, 1 —x € C (simetria
relativamente ao ponto % € [0,1]) e deduzir que setem C' — C = [—1, 1].
Sugestdo: Para a primeira propriedade, dado x € [0, 2], considerar (r,),>1
em {0,1,2}" tal que 5 = Wa((rn)n>1) € escolher entdo (p,)n>1 € (gn)n>1
em {0, 2}" tais que, para cada n, 2r, = p, + qn.

g) Sendo C C [0, 1] o conjunto de Cantor, verificar que se pode definir uma
aplicacdo sobrejetiva e crescente, no sentido lato, fo:C' — [0,1] pela
condigdo de, para cada z € C, com x = Uy((p,)n>1) € (Pu)n>1 € {0,231,
vir fo(z) = U1((2),>1). Verificar que, para cada um dos intervalos abertos

2

JJ ., definidos em d), a fungdo f, toma um mesmo valor nas suas duas

extremidades e deduzir que a fung¢do f, admite um Unico prolongamento

26para sermos mais precisos, este é apenas o exemplo mais simples de uma familia de
subconjuntos de R a que se dd o nome de conjuntos de Cantor, mas ndo vamos ter
necessidade dessa generalidade.
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crescente f:[0,1] — [0, 1], prolongamento esse que vai ser constante em
cada intervalo Jﬁpk Mostrar que este prolongamento f:[0,1] — [0,1], a
funclo singular de Cantor-Lebesgue, é uma fungdo continua, crescente,
sobrejetiva e com derivada igual a 0 em cada ponto de [0, 1] \ C.

Sugestdo: Lembrar que uma funcdo crescente, definida num intervalo, cujo
contradominio seja um intervalo é necessariamente continua.

Ex 1.4.12 (AplicacOes topoldgicas do conjunto de Cantor) Para a resolucéo
deste exercicio vamos supor conhecimentos mais profundos de Topologia,
nomeadamente o teorema de Tychonoff, sobre a compacidade de um produto
infinito de compactos.

a) Seja N > 1 um inteiro fixado e consideremos em {0, ..., N} a topologia

discreta e em {0,1,..., N} a topologia produto infinito de Tychonoff.

Mostrar que a aplicagdo Wy:{0,1,..., N} — [0, 1], definida na alinea a)

do exercicio 1.4.11, é continua. Sugestdo: Dados (p,),>1 € {0,1,..., N} e
1

6 > 0, fixar k > 1 tal que i < 6 e mostrar que se tem

“I’N((Qn>nzl) - \I/N((pn)nzlﬂ <6

sempre que ¢, = p, paratodoon < k.

b) Deduzir de a) que a restrigdo da aplicacdo continua ¥,: {0, 1,2} — [0, 1]
é um homeomorfismo de {0, 2} sobre o conjunto de Cantor C' C [0, 1].

¢) Utilizar o homeomorfismo referido em b) para construir um homeomor-
fismo ©:C — C x C, do conjunto de Cantor C' sobre o produto cartesiano
C x C. Sugestdo: Considerar a aplicagdo de {0,2}" para {0, 2} x {0,2}
que a cada sucessdo (pn)nen associa 0 par de sucessdes (pan—1)nen €
(p2n)n€N-

d) (Versdo trivial do teorema de extensdo de Tietze) Sejam J C R um
intervalo ndo vazio, A C R um conjunto fechado e f;: A — J uma funcéo
continua. Mostrar que existe uma funcéo continua f: R — J cuja restricdo a
A seja fy. Sugestdo: Reparar que R\ A é uma uniéo de intervalos abertos
disjuntos dois a dois, cujas extremidades finitas sdo pontos de A, e definir o
prolongamento nos correspondentes intervalos fechados de modo a este ser
constante, quando uma das extremidades for infinita, e ser linear (ou, melhor
dito, afim) caso contrario.2’

e) Utilizar o homeomorfismo ©, referido em c) e a aplicagdo continua
sobrejetiva fo: C — [0, 1], referida na alinea g) do exercicio 1.4.11 (restricdo
da funcdo singular de Cantor-Lebesgue) para construir uma aplicagéo
continua e sobrejetiva hy: C' — [0, 1] x [0, 1] e deduzir da alinea precedente a

2Repare-se que, apenas com mudangas minimas na demonstragéo, o resultado pode ser
adaptado ao caso em que se pede apenas que A seja fechado nalgum subconjunto aberto
U de R, obtendo-se entdo um prolongamento continuo de f; a U. Analogamente,
podiamos substituir o intervalo J C R por um subconjunto convexo ndo vazio de um
espago vetorial normado.
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existéncia de uma aplicacdo continua e sobrejetiva h: [0,1] — [0,1] x [0, 1]
(uma curva de Peano).

85. Aplicacbes mensuraveis.

1.5.1 Chamamos espago mensuravel a um par (X, M), onde X é um conjunto e
M uma o-algebra de partes de X. Quando um espaco mensuravel se
encontra implicito, chamam-se simplesmente mensurdveis 0s conjuntos que
pertencem a o-algebra.

Quando consideramos um espago topolégico como espaco mensuravel, sem
explicitar qual a o-algebra considerada, fica subentendido que se trata da
o-algebra By dos borelianos de X (cf. 1.2.7).

Dados dois espagos mensuraveis (X, M) e (Y, N), diz-se que f: X — Y é
uma aplicagdo mensuravel se, para cada B € N, f~(B) € M.28

1.5.2 (Propriedades elementares) a) Se (X, M) é um espaco mensuravel, entdo
a aplicagdo identidade Ix: X — X é mensuravel,
b) Se (X, M) e (Y,N) sdo espagos mensuraveis e f: X —Y é uma
aplicacdo de valor constante y, € Y, entéo f € mensuravel,
c) Se (X,M), (Y,N) e (Z,P) sdo espacos mensuraveis e f: X —Y e
¢g:Y — Z sdo aplicagBes mensuraveis, entdo go f: X — Z é uma aplicacdo
mensuravel.
Dem: A alinea a) resulta de que, para cada A C X, I;!(A) = A. Aalinea b)
resulta de que, se B C'Y é mensuravel ou ndo, entdo f~!(B)= X ou
f~Y(B) = 0, conforme y, pertenca ou ndo a B. Quanto a c), se C' € P, vem
g 1(C) € N, donde

(go /) ™MC) = f (g (C)) e M. 0

1.5.3 (Subespagos mensuraveis) Sejam (X, M) um espaco mensurdvel e
X' € X um conjunto mensuravel (isto é, X’ € M). Como referido em 1.2.5,
podemos entdo considerar a c-algebra restricdo M, x,, de partes de X',
constituida pelos A € M tais que A C X', e dizemos entéo que (X', M x)
é um subespago mensuravel de (X, M).29
Relembremos que, como se viu em 1.2.9, no caso em que X é um espaco

28N3o é possivel deixar de fazer um paralelo com as fungdes continuas entre espagos
topoldgicos: Uma aplicagdo f: X — Y é continua se, e s6 se, para cada aberto V' de Y,
F~Y(V) é um aberto de X.

2%Mais uma vez, impde-se naturalmente um paralelo com 0 que se passa num espaco
topolégico X: Se X’ C X é um aberto (o que corresponde, para 0s espagos mensuraveis a
exigéncia de que X’ seja mensuravel), entdo os abertos de X’ sdo exatamente os abertos
de X que estdo contidos em X",
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topolégico e a o-algebra de X é a dos borelianos, entdo a o-algebra do
subespago mensuréavel é também a dos borelianos.

1.5.4 Sejam (X, M) um espago mensurdvel e X' C X, com X' € M. Tem-se
entdo que a incluséo ¢: (X', M x/) — (X, M), definida por ¢(x) = =, € uma
aplicacdo mensuravel. Em consequéncia, se (Y, A/) é um espaco mensuravel
e f: X — Y é uma aplicagdo mensuravel, entdo f/x: X' — Y € também uma
aplicacdo mensuravel.

Dem: A primeira afirmacdo vem de que, se A € M, entdo 1 }(A) = AN X’
€ um conjunto de M contido em X', e portanto um conjunto de M, x.. A
segunda resulta da primeira e do facto de f,x: X’ — Y ser a composta de
f: X — Y comainclusdo ¢: X’ — X. O

1.5.5 Sejam (X, M) e (Y, N) espagos mensuraveis, Y’ C Y, com Y' e A e
f: X — Y’ uma aplicagdo. Tem-se entdo que f é mensuravel de (X, M)
para (Y, \V) se, e sO se, € mensuravel de (X, M) para (Y, N)y).

Dem: Que a primeira condi¢do implica a segunda resulta imediatamente do
facto de cada conjunto de Ny~ pertencer, em particular, a . Que a segunda
condi¢do implica a primeira resulta de que f: X — Y é a composta da
inclusdo «: Y’ — Y comaaplicagdo f: X — Y. O

1.5.6 Sejam (X, M) e (Y, N) espagos mensuraveis e (X;);c; uma familia
contavel de conjuntos X; € M tal que X =J X;. Se f: X — Y é uma
jeJ
aplicagdo tal que, para cada j€ J, f/x;:X;— Y seja uma aplicagdo
mensuravel de (X;, M,x,) para (Y, N), entdo f é mensuravel de (X, M)
para (Y, N/).30
Dem: Para cada B € N, tem-se

B =) (B),

jeg

onde cada (f/XJ)‘l(B) pertence a M, x , e portanto a M, o que implica que
fYB) e M. O

1.5.7 (Condicéo suficiente de mensurabilidade) Sejam (X, M) e (Y, N)
espacos mensurdveis e D uma classe de partes de Y tal que a o-algebra de
partes de Y gerada por D seja N. Tem-se entdo que uma aplicacdo
f: X — Y é mensuravel se, e so se, paracada B € D, f}(B) € M.

Dem: Se f é mensuravel, entdo, para cada B € N, f~!(B) € M, e portanto

30Mais uma vez, imp@e-se uma comparagdo com o que se passa no contexto dos espagos
topoldgicos: Para verificar que uma fungdo é continua, basta verificar que sdo continuas
as suas restricdes aos conjuntos de uma certa cobertura aberta. Aqui, em vez de
coberturas abertas arbitrarias, temos coberturas mensuraveis contaveis mas o que “se
perde” com a exigéncia de as coberturas serem contaveis “ganha-se” com o facto de, em
geral, 0s conjuntos mensuraveis serem muito mais “numerosos” que os abertos.
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isso acontece, em particular, para cada B € D. Suponhamos, reciprocamente,
que, paracada B € D, f~(B) € M. Tendo em conta as identidades e

o) =0,
fHY\B) = X\f”()
FUB) =

jedJ jedJ

constatamos que a classe dos B C Y tais que f~'(B) € M é uma o-algebra
de partes de Y que, por hipétese, contém a classe D. Uma vez que N é a
mais pequena o-algebra de partes de Y que contém D, segue-se que a classe
referida contém A, o que significa precisamente que f é uma aplicacdo
mensuravel. O

1.5.8 (Corolario) Sejam X e Y espacos topoldgicos, sobre 0s quais
consideramos as o-algebras dos borelianos. Se f: X — Y é uma aplicagdo
continua, entdo f é mensuravel.

Dem: Lembrando que a o-algebra dos borelianos ¢é a gerada pela classe dos
abertos, temos uma consequéncia do resultado precedente, uma vez que, para
cada aberto V de Y, o conjunto (V) é aberto em X, e portanto um
boreliano de X. O

1.5.9 Sejam (X, M) e (Y, N) espagos mensuraveis. Diz-se que uma aplicacéo
f: X — Y é bimensuravel se é bijetiva, mensuravel e com f~1.Y — X
também mensuravel.

1.5.10 Tendo em conta 1.5.8, se X e Y sdo espagos topoldgicos, sobre os quais
consideramos as o-algebras dos borelianos, e se f: X — Y é um homeomor-
fismo, entdo f € uma aplicagdo bimensuravel.

1.5.11 Sejam (X, M) e (Y, N) dois espagos mensuraveis e p: M —R, e
W:N — R, duas medidas. Dizemos que uma aplicagdo mensuravel
f: X — Y é compativel com as medidas se, paracada B € N,

u(f~H(B)) = 1/(B).

No caso particular em que X =Y, M = N e u = 1/ e temos portanto uma
aplicacdo mensuravel f: X — X, dizemos que x € uma medida f-invariante
se f for compativel com as medidas.

1.5.12 (Propriedades elementares das medidas compativeis) a) Se (X, M) é
um espaco mensuravel, qualquer medida p: M — R, é Iy-invariante.
b) Sejam (X, M), (Y, N) e (Z,P) trés espagos mensuraveis e j: M — R,
W:N —-Ry e p P —R, trés medidas. Se f:X =Y e ¢:Y — Z sdo
compativeis com as medidas, entdo go f: X — Z é também compativel com
as medidas.
¢) Sejam (X, M) e (Y,N) dois espagos mensuraveis e u: M — R, e
w': N — R, duas medidas. Se f: X — Y é bimensuravel e compativel com
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as medidas, entdo f~':Y — X é também compativel com as medidas, ou
seja, para cada A € M,

1 (f(A)) = u(A).
Dem: A alinea a) é trivial, b) resulta de que, para cada C € P, vem
w((go £ HC)) = u(f (g 1(C)) = (g 1(C)) = 1'(C)

e c) resulta de que, para cada A € M, tem-se f(A) = (f1)"1(A), em
particular f(A) € N, e f~1(f(A)) = A, donde

W ((F7D7HA) = W (f(A) = u(f 71 (£(A))) = n(A). O

1.5.13 (Imagem direta duma medida) Sejam (X, M) e (Y, /) espagos mensu-
raveis e f:X —Y uma aplicacdo mensuravel. Dada uma medida
w:M — R, existe entdo uma medida f,u: N' — R, a que damos 0 nome
de medida imagem direta de x por meio de f, definida por

fen(B) = pu(fH(B)),

a qual é a Gnica medida p/: V' — R, para a qual f fica compativel com as
medidas.
Dem: Tem-se

fen(0) = u(f1(0)) = p(0) =0

e, se (Bj)jes € uma familia contavel de conjuntos em A/, disjuntos dois a
dois, os conjuntos f~!(B;) pertencem a M e sdo disjuntos dois a dois pelo
que

frUB) = n(r(UB)) = s (B)) =

jeJ jeJ jeJ
=Y ulf7H(B)) =) fen(By),
= jeJ

0 que mostra que temos efetivamente uma medida f,; na o-algebra /. O
facto de, quando se considera esta medida em A/, a aplicagdo mensuravel f
ficar compativel com as medidas e o facto de ndo haver mais nenhuma
medida em N com esta propriedade sdo consequéncias diretas da definicdo
de compatibilidade em 1.5.11. O

1.5.14 (Invariancia da medida de Lebesgue por translacéo e simetria) Sejam
Br a o-algebra dos borelianos de R e \: Bg — R, a medida de Lebesgue
(cf. 1.4.15). Tém entdo lugar aplica¢des bimensuraveis o: R — R e, para cada
z € R, 7,: R — R definidas por

oy)=-y, my)=z+vy

(a simetria e as translacfes) e a medida de Lebesgue é o-invariante e, para
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cada x € R, 7,-invariante.

Dem: O facto de estas aplicacfes serem bimensuraveis é uma consequéncia
de se tratar de homeomorfismos, cujos inversos sdo, respetivamente, o e 7_,.
Notemos p e, para cada = € R, p, as medidas na o-algebra Bg imagens
diretas de A\ pelas aplicagdes mensurdveis o:R — R e 7.: R — R. O que
temos que mostrar é que se tem p = u, = A. Ora, isso resulta da defini¢do da
medida de Lebesgue em 1.4.15 e das propriedades desta em 1.4.16, visto que,
sempre que a < bemR,

p(la, b)) = A(=la,b]) = A([=b, —a[) = —a — (=b) = b — q,
pz(Ja, b)) = A=z +]a,b]) = A(Ja — z,b — z]) =
—(b-2)—(a—2)=b—a. O

1.5.15 (Imagem direta de uma o-algebra) Sejam X e Y dois conjuntos e
f: X — Y uma aplicacdo. Para cada classe C de partes de X, notamos f.C a
classe de partes de Y, constituida pelos conjuntos B C Y tais que
f~Y(B) € C. Se M é uma o-algebra de partes de X, tem-se entdo que f. M é
uma c-algebra de partes de Y, a que se da o nome de o-algebra imagem
direta de M por meio de f, e, quando se consideram 0s espagos mensuraveis
(X, M)e (Y, fuM), aaplicacdo f: X — Y é mensuravel.

Dem: O facto de f..M ser uma o-algebra de partes de Y é uma consequéncia
das igualdades f~1(0) =0, f'(Y\B)=X\ f'(B)e

“Usy=Usr

jedJ jeJ

O facto de f: X — Y ficar uma aplicacdo mensuravel é uma consequéncia
direta da definicao. O

Um caso particular da situacdo anterior, especialmente interessante e que
serd o utilizado mais frequentemente, é aquele em que f: X — Y é uma
aplicacéo bijetiva. Relembremos que, nesse caso, para cada B C Y, a
imagem reciproca f~(B) de B, por meio de f, coincide com a sua ima-
gem direta por meio da aplicagio inversa f~! (e portanto a notagio nio
levanta problemas) e tem-se f(f~!(B)) = B. Relembremos também que
esta Ultima afirmacéo, aplicada a bijegéo inversa f~': Y — X, mostra-nos
que, paracada A C X, f~1(f(4)) = A.

Os trés resultados seguintes sdo conclusfes que se podem tirar neste caso
particular e que teremos ocasiao de aplicar.

1.5.16 Sejam X e Y dois conjuntos e f: X — Y um aplicacdo bijetiva. Para
cada classe C de partes de X, a classe f,C de partes de Y também pode ser
caracterizada como sendo a classe dos conjuntos f(A), com A €C, e, no
caso em que M é uma o-algebra de partes de X, f./M e é a Unica o-algebra
N de partes de Y para a qual a aplicagdo f: X — Y é bimensuravel.

Dem: Se A € C, o facto de se ter f~!(f(A)) = A mostra que f(A) € f.C.
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Reciprocamente, se B € f.C, tem-se B = f(A), com A = f~}(B) € C. Para
verificar que, quando M é uma o-algebra de partes de X e se considera em
Y a o-algebra f.M, f é mesmo uma aplicagdo bimensuravel, falta-nos
verificar que

f_1: (va*M> - (XaM)

também é uma aplicacdo mensuravel e isso resulta de que, se A € M, tem-se
(fH 1 (A) = f(A) € f.M. Quanto a unicidade, se N é uma o-algebra de
partes de Y tal que f: X — Y fique bimensuravel, entdo, para cada B € N,
tem-se f~!(B) € M, portanto B € f.M, e, para cada B € f.M, tem-se
B = f(A), paraum certo A € M, donde,

B=(f)"(A)eN,
0 que mostra que A = f, M. O

1.5.17 (Corolario) Sejam X um conjunto e M e M’ duas o-algebras de partes
de X tais que a aplicacdo identidade Ix: X — X seja bimensurdvel de
(X, M) para (X, M’). Tem-se entdo M = M'.

Dem: Trata-se de uma consequéncia da afirmacdo de unicidade no resultado
precedente, uma vez que Ix também é bimensuravel de (X, M) para
(X, M).

1.5.18 Sejam X um conjunto, C uma classe de partes de X e M a o-algebra de
partes de X gerada por C (cf. 1.2.6). Se Y é um conjunto e f: X — Y é uma
aplicacdo bijetiva, entdo a o-algebra de partes de Y gerada por f.C é a
o-algebra imagem direta f. M. Além disso, se S é um semianel de partes de
X, f.S é também um semianel de partes de Y.

Dem: Tendo em conta a caracterizacdo de f.C (e, em particular, de f.M) no
resultado precedente, é claro que a classe f.C de partes de Y esta contida na
o-algebra f.M. Seja agora NV uma o-algebra de partes de Y que contenha
f.C. Podemos entéo considerar a o-algebra imagem direta f~!' N, de partes
de X, constituida pelos conjuntos f~!(B), com B € N, a qual contém, em
particular, para cada A € C, o conjunto f~!(f(A)) = A, ou seja, contém C.
Uma vez que M é a o-algebra gerada por C, concluimos que M C f 1A
Para cada A € M tem-se assim A = f~!(B), para algjum B € N/, donde
f(A) = B € N, 0 que mostra que f..M C N. Fica assim provado que f,M
é efetivamente a o-algebra gerada por f.C.

Suponhamos agora que S é um semianel de partes de X. Das igualdades
M =0e fFYUYBNB)=fYB)nf1(B") decorre que § € f.S, e
que, se B, B’ € .S, também BN B’ € f.S. Por outro lado, se B, B’ € .S,
o facto de f~!(B) e f~1(B’) pertencerem a S implica a existéncia de uma
familia finita de conjuntos A; € S, disjuntos dois a dois, tal que

FABAB) =B\ (B) = A

i€l
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e daqui resulta, por f ser bijetiva, que
B\B' = f(f'(B\B) = f((JaA) =4,
i€l iel

com os conjuntos f(A;) pertencentes a f.S e disjuntos dois a dois, o que
mostra que f.S é efetivamente um semianel de partes de Y. O

Outra situagdo que serd importante nas aplicagdes é aquela em que consi-
deramos o produto cartesiano de conjuntos munidos de o-algebras.

1.5.19 Sejam X e Y dois conjuntos e C e D duas classes de partes de X e Y,
respetivamente. Vamos notar C x D a classe das partes de X x Y da forma
Ax B,com AecCe Bec D3l No caso em que C e D sdo semianéis de
partes de X e Y, respetivamente, C x D é um semianel de partes de X x Y.
Dem: Suponhamos que C e D sdo semianéis de partes de X e Y,
respetivamente. Tem-se ) = ) x ) € C x D. Suponhamos que A, A’ €C e
B, B’ € D. Tem-se

(AxB)N(A'xB)=(AnA)x (BNB')eCxD.

Por outro lado, podemos considerar familias finitas (A;);c; de conjuntos de
C, disjuntos dois a dois, e (B;) e s, disjuntos dois a dois, tais que
A\A'=JA, B\B =B,
iel jedJ
e tem-se entdo
(Ax B)\ (A" x B) = (A\ A) x B)U((AN A) x (B\ B)
(JixB)u(JAanA)xBy),

iel jeJ

com os conjuntos A; x B e os conjuntos (AN A’) x B; disjuntos dois a
dois, o que mostra que (A x B) \ (4’ x B') € C x D. Ficou assim provado
que C x D é também um semianel. O

Pelo contrario, se M e N sdo o-éalgebras de partes de X e Y,
respetivamente, ndo podemos afirmar que M x A seja uma o-algebra de
partes de X x Y: Uma unido de dois conjuntos de M x N ndo serd em
geral nem sequer um produto cartesiano, e portanto ndo pertencera a
M X N.

31Trata-se de um abuso de notagdo, uma vez que C x D também designa o conjunto dos
pares (A,B) com A€ C e B e D. O significado que se d& a notagdo serd claro no
contexto.
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1.5.20 Sejam (X, M) e (Y, N) dois espagos mensuraveis. Define-se entdo a
o-algebra produto M ® N' como sendo a o-algebra de partes de X x Y
gerada pela classe M x A de partes de X x Y, o-algebra que é a que se
considera implicitamente em X x Y quando outra ndo é referida. Dizemos
que (XxY , M®N) é o espago mensuravel produto dos espagos
mensuraveis (X, M) e (Y, N).

O resultado seguinte mostra que o espaco mensuravel produto goza das
propriedades que se esperam dum produto (comparar com 0 que se passa
com o produto de espagos topoldgicos, relativamente as aplicacbes
continuas).

1.5.21 Sejam (X, M) e (Y,N) dois espagos mensuraveis e consideremos o
espago mensuravel produto (X x Y, M ® N'). Tem-se entdo:
a) As projecdes canénicas m: X x Y — X em: X x Y — Y, definidas por

ﬂ_l(x,y>:x’ 72(x,y):y!

sdo aplicagOes mensuraveis.
b) Sejam (Z,P) um espago mensuravel, f:Z — X x Y uma aplicacéo e
f1: Z — Xe fo: Z — Y as respetivas componentes, definidas por

f(2) = (f1(2), fa(2))-

Tem-se entdo que f é mensuravel se, e s se, fi e fo s80 ambas mensuraveis.
Dem: a) Temos uma consequéncia de que, paracada A € M,

A =AXY EMXNCMN
e, paracada B € NV,
T (B)=XxBEMxNCMN.

Se f é mensuravel, a conclusdo de a) e 1.5.2 implicam que f; e f, sdo
mensuraveis, uma vez que f; = m; o f € fo = my o f. Suponhamos, recipro-
camente, que f; e fo sdo aplicacBes mensuraveis. Para cada A € M e
B e N, tem-se entdo f 1(A) € Pe f,1(B) € P, e portanto também

FHAxB)=fii(A)n f,{(B) € P.
Tendo em conta 1.5.7, concluimos que f é mensuravel.

1.5.22 (Compatibilidade com as restricdes de o-algebras) Sejam (X, M) e
(Y, N') dois espagos mensurdveis e consideremos 0 espaco mensuravel
produto (X x Y, M ® N). Sejam X' € M e Y’ € A/ e consideremos as
o-algebras restricdo M, x e Ny, de partes de X' e Y”, respetivamente (cf.
1.2.5). Tem-se entdo que a o-algebra produto M, x» @ Ny, de partes de
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X’ x Y’, coincide com a o-algebra restricdo M & N yryy.32

Dem: Notemos P = M ® N x/y € utilizemos 1.5.17 para mostrar que as
o-algebras M,y ® Ny e P coincidem. Em primeiro lugar, como as
projecbes candnicas X' xY' — X' e X' xY' — Y’ sdo mensuraveis,
quando se considera como c-algebras no dominio M,x ® Ny € nos
espacos de chegada My e Ny (cf. a alinea a) de 1.5.21), vemos que elas
sdo também mensuraveis como aplicagfes X' x Y’ — X e X' xY' =Y,
quando se considera M e N como o-algebras nos espacos de chegada (cf.
1.5.5), pelo que a inclusdo X’ x Y’ — X x Y é mensuravel, quando se
considera no espago de chegada a o-algebra M @ N (cf. a alinea b) de
1.5.21) e portanto, mais uma vez por 1.5.5, a identidade de X' x Y’ é
mensuravel de M, x» ® Nyy» para P. Em segundo lugar, tendo em conta os
resultados ja referidos, assim como 1.5.4, vemos que, do facto de as
proje¢des candnicas X x Y — X e X x Y — Y serem mensuraveis, quando
se considera como c-algebras no dominio M ® N e nos espacos de chegada
M e N, podemos deduzir que as suas restricbes X' xY' — X e
X' xY' — Y séo também mensuraveis, quando se considera no dominio a
c-élgebra P e portanto as projegdes candnicas X' xY' — X' e
X' xY'—Y' sdo mensuraveis, quando se considera nos espagos de
chegada as o-algebras M,y e Ny, 0 que implica que a identidade de
X' x Y’ é mensuravel de P para M x ® Ny O

Um paralelo com a situagdo examinada em 1.2.9, leva-nos a pergun-
tarmo-nos se, quando X e Y sdo espagos topoldgicos, sobre os quais
consideramos a o-algebras dos borelianos Bx e By, a o-algebra produto
Bx ® By sera a o-algebra dos borelianos do espaco topoldgico produto
X x Y. De facto, vamos verificar que isso se passa, desde que 0s espagos
topolégicos envolvidos verifiguem uma propriedade suplementar, a de
terem base contavel, propriedade que teremos ocasido de encontrar com
frequéncia daqui em diante. Comegamos por apresentar um resultado
auxiliar, para o qual uma condicéo de contabilidade é também necesséria.

1.5.23 Sejam X e Y conjuntos, C uma classe de partes de X e D uma classe de
partes de Y e suponhamos que existem familias contaveis (X;);c;, de con-
juntos de C, e (Y;)je., de conjuntos de D, tais que X = JX; e Y = J ;.33

iel jeJ
Sendo M a o-algebra de partes de X gerada por C e A/ a o-algebra de partes
de Y gerada por D, tem-se entdo que M ® A é a o-algebra de partes de
X x Y gerada por C x D.
Dem: Uma vez que, paracada A€ Ce Be D, tem-se Ae M e Be N,
donde

32Felizmente..., sendo ficAvamos na duvida sobre qual a o-algebra a considerar implicita-
mente em X’ x Y.
33E 0 que acontece, por exemplo, se as classes C e D forem semianéis o-totais (cf. 1.4.3).
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AXBeEMXNCMOIN

concluimos que C x D C M ® N. Resta-nos mostrar que, se P é uma o-al-
gebra arbitraria de partes de X x Y tal que C x D C P, entdo tem-se neces-
sariamente M ® A" C P. Dividimos a prova desse facto em trés partes:

1) Vamos mostrar que C x N C P.

Subdem: Fixemos A € C. Notemos N, a classe dos conjuntos B C Y
tais que A x B € P. O facto de se ter A x ) = ) € P mostra que ) € Ny.
Se B € Ny, o facto de se ter, para cada je J, AxY,eCxDCP,e
portanto

AxY =|JAxY;eP,
jeJ

implica que
Ax(Y\B)=(AxY)\(AxB)eP,

ou seja, Y\ B € Ny Sendo agora (By)rex Uma familia contavel de
conjuntos em Ay, o facto de se ter, para cada k, A x Bj, € P implica que

AX(UBQZLmeBHeP

keK keK

ou seja, | By € N4. Acabamos assim de verificar que A4 é uma o-algebra
keK

de partes de Y que, por hip6tese, contém a classe D, o que implica que que
se tem N C A4 Concluimos assim que, para cada B € N tem-se
Ax BeP,ouseja,Cx N CP.
2) Vamos mostrar que M x N C P.

Subdem: Fixemos B € N. Notemos Mp a classe dos conjuntos
A C X tais que A x B € P. O facto de se ter ) x B = () € P mostra que
e M. Se AeMp, o facto de se ter, para cada i€l
X; x Be(Cx N C P, e portanto

XxB:U&xBeP

el
implica que
(X\A) xB=(XxB)\(Ax B)eP,

ou seja, X\ A€ Mp. Sendo agora (Ay)rex uma familia contavel de
conjuntos em M g, o facto de se ter, para cada k, A, x B € P implica que

(UAOXB:UL%XEGR

keK keK

ou seja, |J Ar € Mp. Acabdmos assim de verificar que Mp € uma
keK
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o-algebra de partes de X que, pelo que vimos em 1), contém a classe C, 0
gue implica que se tem M C M g. Concluimos assim que, para cada A € M
tem-se A x B € P, ouseja, M x N C P.

3) O facto de se ter M x N/ C P e de M ® N ser a o-algebra gerada por
M x N implica que M ® N C P, que era o que nos faltava provar. O

1.5.24 Lembremos que, se X é um espaco topoldgico, uma base de abertos de X
é uma classe U constituida por alguns dos conjuntos abertos de X que tenha
a propriedade de qualquer conjunto aberto U de X ser unido de alguma
familia de abertos pertencentes a U, propriedade que é equivalente a
exigéncia de, para cada conjunto aberto U de X e cada x € U, existir um
Vel tal que z € V C U. E claro que um exemplo de base de abertos é a
classe de todos os abertos de X.
Diz-se que um espaco topoldgico X é de base contavel se ele admitir uma
base de abertos I/ que seja um conjunto contavel.

1.5.25 (Exemplos e propriedades elementares) a) Sejam X um espago
topolégico e Y C X um subconjunto, onde se considera a topologia indu-
zida. Se U é uma base de abertos de X, entdo a classe &’ dos conjuntos da
forma Y NV, com V € U, é uma base de abertos de Y. Em particular, se X
é de base contavel, Y € também de base contavel.

b) Sejam X e Y espagos topoldgicos e f: X — Y um homeomorfismo. Se I/
€ uma base de abertos de X, entdo a classe f.U/ dos abertos de Y da forma
f(V), com V € U, é uma base de abertos de Y. Em particular, se X é de
base contavel, Y também é de base contavel.

c) Sejam X e Y espacos topoldgicos e consideremos em X x Y a topologia
produto. Se &/ uma base de abertos de X e ¢/’ é uma base de abertos de Y,
entdo a classe U x U’ dos abertos de X x Y daformaV x W,comV € lUf e
W € U, é uma base de abertos de X x Y.34 Em particular, se X e Y sio de
base contavel, também X x Y é de base contavel.

d) A reta real R, com a topologia usual, é de base contavel, por admitir como
base de abertos a classe contavel dos intervalos ]a, b[ com a e b racionais (se
U éum aberto de Re x € U, existe € > 0 com |z — ¢,z + €[ contido em U
e pode entdo considerar-se nimeros racionais a, b tais que

r—e<a<zcr<b<z+e,

para 0s quais se tem entéo « € |a, b[ C U).

e) O espaco cartesiano R™, com a sua topologia usual, é de base contavel. A
justificacdo pode fazer-se por indugdo em n, partindo de d) e do facto de
R"*! ser naturalmente homeomorfo a R" x R.

f) A reta acabada R, com a sua topologia usual, € também de base contéavel.

34Reparar que, mesmo que U e U fossem as classes de todos os abertos, 2 x U' ndo
seria, em geral, a classe de todos os abertos, uma vez que pode haver abertos de X x Y
que ndo sdo produtos cartesianos.
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Uma base contavel de abertos de R é a constituida pelos intervalos ]a, b|,
[—00,b] € ]a,+00], com a e b racionais.

1.5.26 (Importéncia das bases contaveis) Seja X um espaco topolégico
admitindo uma base contavel de abertos /. Tem-se entdo que a o-algebra
gerada por U é a o-algebra dos borelianos By.

Dem: Uma vez que By contém todos os abertos de X, contém também, em
particular, todos os conjuntos pertencentes a /. Suponhamos agora que M é
uma o-algebra de partes de X que contém /. Uma vez que qualquer aberto
de X é uma unido de conjuntos pertencentes a I/, portanto uma unido de uma
familia contavel de conjuntos de M, segue-se que todos os abertos de X
pertencem a M e portanto, por Bx ser a o-algebra gerada por estes Gltimos,
Bx C M. Fica assim provado que By é efetivamente a o-algebra gerada por
Uu. O

1.5.27 (Borelianos dum produto) Sejam X e Y dois espacos topolégicos de
base contavel e By e By as respetivas o-algebras dos borelianos. Tem-se
entdo que a o-algebra produto By ® By € a o-algebra Bxy dos borelianos
de X xY.

Dem: Sejam U e U4’ bases contaveis de abertos de X e Y, respetivamente e
lembremos que, como referido em 1.5.25, &/ x U’ é uma base contavel de
abertos de X x Y. Tendo em conta 1.5.26, as o-algebras geradas por U/, U’ e
U x U’ sdo, respetivamente, By, By e Bxxy. Mas, tendo em conta 1.5.23, e
uma vez que X e Y, sendo abertos em si mesmos, sdo unides contaveis de
conjuntos em U e U’, respetivamente, a o-algebra gerada por U x U’ é a
o-algebra By ® By. Concluimos assim que Bxxy = Bx ® By. O

Como aplicacdo do resultado precedente, estudamos agora a mensurabili-
dade da adicdo e da multiplicacdo, em dois contextos diferentes,
instrumento que sera utilizado quando quisermos mostrar que a soma e 0
produto de aplicagdes mensuraveis é mensuravel.

1.5.28 Considerando em R a o-algebra Bk dos borelianos e em R x R a o-alge-
bra produto Br ® Bg, sdo mensuraveis as aplicacbes ¢, 1): R x R — R
definidas por

o(r,y) =r+y, Y@,y =Xy

Dem: Uma vez que estas aplicagcBes sdo continuas, elas sdo mensuraveis,
quando se considera em R x R a o-algebra dos borelianos Bg.g. Mas, por
1.5.27, esta o-algebra coincide com a o-algebra Br ® Brg. O

1.5.29 Considerando em R, a o-algebra By dos borelianos e em R, x R, a
o-algebra produto Bz ® By , as aplicagdes ?: R, x Ry — R, definidas
por
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P(r,y) =x+y, v,y =z xy,

s80 mensuraveis.

Dem: Comecemos por reparar que, uma vez que R e R, induzem a mesma
topologia em R, = [0, +oo] (a topologia induzida pela da reta acabada R),
concluimos que as o-algebras Bgr € Bg, tém a mesma restricdo a R,
nomeadamente a o-algebra Br, dos borelianos de R, (cf. 1.2.9). Tendo em
conta 1.5.22, concluimos que as o-algebras Br ® Br € BK ® BK tém
também a mesma restricéio a Ry x R, nomeadamente Br, ® Bg,, pelo que
concluimos do resultado precedente que % e ¢ tém restricdes mensuraveis ao
subconjunto mensuravel R, x R, do seu dominio. Apesar de a ideia ser
semelhante, separemos agora o exame dos dois casos:

1) O dominio R, x R, €é unido de trés subconjuntos mensuraveis, nomeada-
mente

R+ X R+, {+OO} X E+, @+ X {+OO},

e a restrico de @ a cada um deles é mensuravel, no primeiro caso como ja
foi referido e, nos outros dois, por termos aplica¢Bes de valor constante +oo.
Aplicando 1.5.6, concluimos que @ é mensuravel.

2) O dominio R, x R, é unido de cinco subconjuntos mensuraveis, nomea-
damente

R, xR, {0} xR,, R, x{0},

{00} x R\ {0}), (R \{0}) x {00},

e a restricdo de ¢ a cada um deles é mensuravel, no primeiro caso como
referimos no inicio, no segundo e no terceiro por termos aplica¢des de valor
constante 0 e no quarto e quinto por termos aplicacBes de valor constante
+o00. Aplicando, como em 1), 1.5.6, concluimos que ¢ é mensuréavel. O

Exercicios

Ex 1.5.1 Para cada nimero racional z, seja den(x) o menor natural ¢ > 1 tal que
x = § para algum p € Z. Considerando em R a o-&lgebra dos borelianos,
utilizar 1.5.6 para mostrar que é mensuravel a aplicagdo f:R — R definida
por

den(z), sex € Q,

fla) = { In(lz|), sez ¢ Q.
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Ex 1.5.2 Consideremos em R a o-algebra BB dos borelianos e seja f: R — R uma
aplicacdo constante. Verificar o que é a o-algebra imagem direta f.3, sobre
R, e concluir que, apesar de f ser mensuravel, f.B # B.

Ex 1.5.3 Sejam (X, M) e (Y, N) dois espagos mensuraveis e f: X — Y uma
aplicacdo mensuréavel. Suponhamos que existe uma sec¢do mensuravel de f,
isto &, uma aplicacdo mensuravel ¢:Y — X tal que, para cada y €Y,
f(g(y)) =y (em particular, f: X — Y tem que ser sobrejetiva). Verificar
que se tem N = f, M.

Ex 1.5.4 Consideremos em R? o semianel S associado a particdo de R?
constituida pelos trés conjuntos |—oo, 0] x |—00,0[, ]—00,0[ % [0, +oc0[ €
[0, +00[ x R (cf. o exercicio 1.4.9). Sendo f:R? — R a primeira projegao,
definida por f(z,y) = x, verificar o que é f.S e concluir que ndo é um
semianel de partes de R (comparar com a Ultima conclusdo de 1.5.18, no caso
em que f é bijetiva).

Ex 1.5.5 (Medida de Lebesgue e homotetias) Seja \: Br — R, a medida de
Lebesgue nos borelianos de R. Para cada a € R\ {0}, mostrar que tem lugar
uma bijecdo bimensuravel 7,: R — R definida por 7,(x) = az e que, para
cada A € Bgr, A(1,(A)) = |a]A(4).

Sugestdo: Considerar a medida p nos borelianos de R imagem direta da
medida |a|A (cf. 1.2.16) pela aplicagdo n, e verificar, separadamente nos
casosa >0ea <0, que u = A

Ex 1.5.6 (Aclarando uma aparente assimetria na definicdo das medidas de
Lebesgue-Stieltjes) Sejam J =]c¢,d[ um intervalo aberto ndo vazio e
g:J — R uma funcdo crescente. Lembremos que a medida de Lebes-
gue-Stieltjes A, nos borelianos de J esta caracterizada como sendo a Unica
que verifica a condi¢do \,(Ja,b]) = g(b") — g(a™), para cada a < b em .J
(cf. 1.4.13), condigdo que envolve uma certa assimetria entre “esquerda” e
“direita”. Lembrando a caracterizagdo das medidas de Lebesgue-Stieltjes de
outros tipos de intervalo que decorre de 1.4.14, mostrar que )\, € também a
Gnica medida nos borelianos de J que verifica A,([a,b]) = g(b~) — g(a™),
para cada ¢ <b em J. Sugestdo: Para a unicidade, pensar na funcéo
crescente h:]—d,—c[ — R definida por h(xz)=—g(—x) e utilizar o
homeomorfismo z — —ax para transportar medidas nos borelianos de |c, d[
para medidas nos borelianos de |—d, —c][.

Ex 1.5.7 (A medida exterior de Lebesgue) Seja A\*: P(R) — R, a medida
exterior de Lebesgue, isto é, a associada a medida de Lebesgue no semianel
dos intervalos semiabertos (cf. 1.4.4).

a) Ter em conta a caracterizagdo alternativa de A\* na alinea a) do exercicio
1.4.4 e as propriedades da medida de Lebesgue referidas em 1.5.14 e no
exercicio 1.5.5 para mostrar que, se BC R,z € Rea € R\ {0}, entdo

N (z+ B) = X(B), M\(aB) = |a|A"(B).
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b) Deduzir de a) que, se A C R é A*-mensuravel, z € R e a € R\ {0},
entdo = + A e a A sdo também A*-mensuraveis.

c) Mostrar que o conjunto B C R, referido na sugestdo do exercicio 1.2.1,
ndo é \*-mensuravel, e portanto também ndo é um boreliano de R. Mostrar
que, para este conjunto, tem-se 0 < A\*(B) < 1.

d) Adaptar o raciocinio feito em c) para mostrar que, se X C R é um
boreliano com A(X) > 0, entdo existe Y C X que n&o seja A*-mensuravel.
Sugestdo: Comegar por mostrar que se pode ja supor X C [—M, M], para
algum M > 0, uma vez que, em qualquer caso, X € a unido de uma sucessao
crescente de conjuntos nessas condigdes. Considerando a relagcdo de
equivaléncia ~ referida na sugestdo do exercicio 1.2.1, escolhamos em X
um, e um sé elemento de cada classe de equivaléncia para esta relagdo e seja
Y C X o conjunto dos elementos escolhidos. Sendo J o conjunto dos
racionais do intervalo [—2M, 2M], verificar que

XclJz+Y c[-3M,3M]

zedJ
com os conjuntos z + Y disjuntos dois a dois.

1.5.8 @) Sejam (X, M) e (Y, N) dois espagos mensuraveis e consideremos
em X xY e em Y xX as o-dlgebras produto M QN e N ®@ M,
respetivamente. Mostrar que a bijecdo f: X xY — Y x X, definida por
f(x,y) = (y,x), é bimensuravel.

b) Sejam (X, M), (Y, N) e (Z, P) trés espacos mensuraveis e consideremos
em (X xY)xZ e em X x (Y xZ) as c-dlgebras (M N) QP e
M@ (N & P), respetivamente. Mostrar que a bijecdo

[IXXY)xZ = Xx (Y xZ), f((zy)2)=(z(y,2))
€ bimensuravel.
1.5.9 Consideremos em R, a o-algebra dos borelianos B; eem R, xR, a

o-algebra produto Br, ® Bg,. Verificar que sd80 mensuraveis 0s
subconjuntos U,V e Ay de R, x Ry, definidos por

U:{(x,y)eﬁ+xﬁ+|x<y}’
V:{(m,y)€§+><§+|x>y},
Ay, ={(z,y) eR, xRy [z =y}. %
Sugestao: Atendendo a que = < y se, e SO se, existe um racional a tal que

x < a <y, escrever U como uma unido numeravel de produtos cartesianos
de abertos de R .

35Uma tentagdo dbvia seria descrever Ag, como o conjunto dos pares (z,y) tais que
x —y = 0, mas isso nfo é possivel, uma vez que ndo existe subtragdo no contexto de R, .
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Ex 1.5.10 Deduzir do exercicio 1.5.9 que, se (X, M) é um espaco mensuravel e
se f,g: X — R, sdo duas aplicagcbes mensuraveis, entdo sdo mensuraveis os
conjuntos

A={zeX|[f(x)=9g(x)}
B={recX|f(z) <g(x)}.

Ex 1.5.11 a) Considerando em R a o-algebra Bgr dos borelianos e em R x R a
o-élgebra produto Bgr ® Bg, verificar que tem lugar uma aplicagdo
mensuravel d: R x R — R, definida por

d(z,y) = |z -yl

(a funcdo distancia). Sugestao: Adaptar o que foi feito na prova de 1.5.28.

b) Considerando em R, a o-é&lgebra Bg, dos borelianos e em R, x R, a
o-algebra produto Bg ® By, , verificar que tem lugar uma aplicagdo
mensuravel d: R, x R, — R, definida por

= _flr—vy|l, sexeR,eyeR,
d(z,y) = {—i—oo, sex = +oo0Uy = 40036

(extensdo da funcdo distancia). Sugestao: Adaptar o que foi feito na prova de
1.5.29.

Ex 1.5.12 Sejam J C R um intervalo aberto ndo vazio, sobre o qual conside-
ramos a o-algebra B; dos borelianos, e f: J — R uma aplicagdo mondtona.
Mostrar que f é mensuravel.

Sugestdo: Utilizar 1.5.7, lembrando que a o-algebra dos borelianos de R é
gerada pela classe dos intervalos semiabertos ]a, b], com a < b (cf. 1.3.12) e
verificando que f~!(]a, b)) é necessariamente um intervalo.

Ex 1.5.13 (AplicagBes mensuraveis para um subespaco topoldgico) Sejam
(X, M) um espago mensuravel, Y um espago topol6gico, onde se considera
a o-algebra By dos borelianos e Y C Y um subespaco topolégico, n&o
necessariamente boreliano, onde se considera também a o-algebra dos
borelianos By. Verificar que uma aplicagdo f: X — Y é mensuravel se, e s6
se, f: X — Y é mensuravel.
Sugestdo: Utilizar 1.5.7. Reparar que ndo se pode aplicar 1.5.5 e 1.2.9, uma
vez que, em ambos 0s casos, seria necessario que Y € By.

Ex 1.5.14 (Borelianos de um subespaco topol6gico) Sejam Y um espaco topo-
I6gico, onde se considera a o-algebra dos borelianos By e Y C Y um subes-
paco topoldgico, ndo necessariamente boreliano, onde se considera também a
o-algebra dos borelianos B;..

36Quem tenha uma preferéncia por definir d(4-o0o, +00) = 0, pode fazé-lo sem alterar a
concluséo do exercicio, mas a defini¢do que apresentdmos ser-nos-a conveniente adiante.
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a) Mostrar que, se A C Y, entdo A € By se, e s0 se, existe A’ € By tal que
A=YNA. Reparar que esta concluséo implica diretamente que, no caso
emque Y € By, By = By/?. Sugestéo: Para uma das implicagdes atender a

que ainclusdo Y — Y é continua, e portanto mensuravel.

b) Sendo su:By — R, uma medida e p*:P(Y) — R, a medida exterior
associada, verificar que a restricdo de p* a By € uma medida, que coincide
com a medida 143, NO €aso em que Y € By. Sugestao: Ter em conta a alinea
b) de 1.4.5 e verificar que, se (A4;),c; € uma familia contavel de conjuntos de
By tal que 0s Y N A; sejam disjuntos dois a dois, entdo existe uma familia
contavel (A’j)je,] de conjuntos de By disjuntos dois a dois e tais que

YNA;=YnA,

Ex 1.5.15 (Um conjunto A*-mensuravel nao boreliano, cf. [5]) Consideremos
a funcéo singular de Cantor Lebesgue f:[0,1] — [0,1] (cf. a alinea g) do
exercicio 1.4.11) e o conjunto de Cantor C' C [0, 1] (cf. a alinea b) do exer-
cicio 1.4.11).

a) Verificar que tem lugar uma aplicagdo continua, estritamente crescente e
sobrejetiva g: [0, 1] — [0, 2], definida por g(x) = f(x) + « e concluir que g é
mesmo um homeomorfismo.

b) Considerando os intervalos abertos .J  definidos no exercicio 1.4.11,
cuja unido é [0, 1] \ C, verificar que g(J) ) éumatranslagiode J\ e
concluir que a medida de Lebesgue do compacto g(C) é A(g(C)) = 1.

¢) Tendo em conta a alinea d) do exercicio 1.5.7, podemos considerar um
subconjunto Y C ¢(C) que ndo seja \*-mensurdvel, e portanto também néo
seja boreliano. Concluir que g~ (Y’) C C néo é boreliano mas, pelo exercicio
1.4.1, é \*-mensuravel.



CAPITULO I
O integral

81. Integracgao de fungdes positivas.

Nesta seccdo vamos definir o integral para fungdes mensuraveis, cujo
dominio é um espago mensurdvel (X, M), munido de uma medida
w:M — R, e que tomam valores em R,. Para isso, vamos comple-
mentar o estudo das funcbes mensurdveis que fizémos em 1.5 com
propriedades especiais que sdo validas quando o espago de chegada é R,
onde consideramos implicitamente a o-algebras dos borelianos Bg, .

No caso do primeiro resultado, apresentamos simultaneamente uma
versdo para fungdes mensuraveis com valores em R, também implicita-
mente com a o-algebra dos borelianos, alids com demonstracdo analoga,
porque teremos adiante necessidade de a utilizar.

11.1.1 Seja (X, M) um espago mensuravel. Tem-se entdo:
a) Se f,g: X — R, sdo funcBes mensuraveis, entdo sdo também mensu-
raveis as fungbes f + g: X — R, e f x ¢: X — R, definidas por

(f +9)(@) = f(x) + g(x), (f xg)(x)=f(z)xg(z).

b) Se f, ¢g: X — R sdo fun¢Bes mensuraveis, entdo sdo também mensuraveis
as fungdes f + g: X — Re f x g: X — R, definidas por

(f +9)(x) = f(z) + 9(z), (f xg)(x) = f(x) x g(z).

Em consequéncia, ¢ também mensuravel a funcdo f — ¢g: X — R, definida
por

(f —9)(@) = f(z) — g(x). ¥

Dem: a) Tendo em conta 1.5.21, podemos considerar uma aplicagdo mensu-
ravel X — R, x R, definida por z +— (f(x), g(x)), onde se considera em
R, x R, a o-algebra produto Bg, ® Bg, . Basta entdo repararmos que f + g
e f x g sdo as compostas desta aplicacdo mensurdvel com as aplicacdes
mensuraveis @: R, x R, — R, e ¥R, x R, — R, (adigdo e multiplica-
¢do) referidas em 1.5.29.

37Reparar que, no caso da alinea a), ndo fazia sentido considerar a funcio f — g, uma vez
que ndo se pode definir a diferenca de elementos arbitrarios de R,
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b) Tendo em conta 1.5.21, podemos considerar uma aplicagdo mensuravel
X — R x R, definida por  — (f(z), g(z)), onde se consideraem R x R a
o-algebra produto Br ® Bg. Basta entdo repararmos que f + g e f x g sdo
as compostas desta aplicacdo mensurdvel com as aplicagdes mensuraveis
p:RxR—-Rey:R xR — R (adi¢cdo e multiplicacdo) referidas em 1.5.28.
Quanto a funcdo f — g temos uma consequéncia do que ja verificamos, uma
vez que se tem f(z) — g(z) = f(z) + (—1) x g(x), onde a fungdo constante
—1 é também mensuravel. O

11.1.2 (Lema) Sejam (X, M) um espaco mensuravel e f:X — R, uma
aplicacdo. Sao entdo equivalentes as propriedades seguintes:
1) A aplicacdo f é mensuravel;
2) Para cada a € R, € mensuravel o conjunto

A, ={z e X| f(z) > a}.
3) Paracada a € R, , é mensuravel o conjunto
B,={x e X | f(z) > a}.

Dem: O facto de 1) implicar 2) resulta de se ter A, = f~!([a, +o0]), onde
[a, +oc] é fechado em R,, e portanto um boreliano. Suponhamos que se
verifica 2). Reparando que se tem f(z) > a Se, e SO se, existe n € N tal que
f(x) > a+ L, concluimos que, paracadaa € R,

B, = U A,

neN

e portanto B, é mensuravel, o que mostra que se verifica 3). Suponhamaos,
enfim, que se verifica 3) e mostremos que f é mensuravel. Comecemos por
reparar que, se a < 0 em R, o conjunto B,, definido do mesmo modo que
paraa > 0, é igual a X, em particular mensurével. Uma vez que f(z) = +oo
se, e s se, f(z)>mn, para todo o neN, vemos que, sendo
Xoo ={x € X | f(x) = 400}, tem-se

KXo :m By,

neN

e portanto X, é mensuravel. O dominio X é assim a unido dos conjuntos
mensuraveis X, e X \ X, e a restricdo de f a X, é mensuravel, por ser
constante. Tendo em conta 1.5.6, para mostrar que f: X — R, é mensuravel
basta assim mostrar que f/x\x. : X \ Xo — R, é mensuravel, o que é
equivalente a f,x\ x_: X \ Xo — R ser mensuravel, quando se considera em
R a o-algebra Bg dos borelianos, uma vez que as restricGes das o-algebras
By, e Br a R, coincidem, ja que R, e R induzem a mesma topologia em
R, (cf. 1.2.9). Uma vez que a o-algebra dos borelianos de R é gerada pela
classe dos intervalos semiabertos ]a,b], com a <b (cf. 1.3.12), para
verificarmos que f/x\x. : X \ Xoc — R € mensuravel basta verificarmos
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que, sempre que a < b em R, f~!(]a,b]) é mensuravel (cf. 1.5.7) e isso vai
resultar de que

f(a,b) ={z € X | f(z) > aA f(z) <} = Bu\ By, O

11.1.3 Sejam (X, M) um espago mensuravel e f,g: X — R, duas aplicagdes
mensuraveis. Sao entdo mensuraveis o0s conjuntos

A={ze X | f(z) =9g(x)},
B={reX| f(z)<g(z)},
C={zeX|f(z)<gx)}

Dem: Notemos @, o conjunto numeravel dos ndmeros racionais em R, .
Para cada a € Q., o lema I1.1.2 garante-nos que S80 mensurdveis 0s
conjuntos

B,={ze X| f(z) > a},
B, ={r € X |g(z) > a},

e como se tem f(x) < g(x) se, e sO se, existe a € Q, com f(z) < a < g(x),
podemos escrever

B=J (B,\ B,

acQ,

0 que mostra que B é mensuravel. Trocando os papéis de f e g, vemos que
também é mensuravel o conjunto B’ = {z € X | f(z) > g(z)}, o factode A
ser mensuravel resulta de se ter A= X\ (BUDB’) e o facto de C ser
mensuravel resultade seter C = AU B. O

I1.1.4 (Supremos e infimos de funcBes mensuréveis) Sejam (X, M) um
espaco mensuravel e (f;);c; uma familia contavel, ndo vazia, de aplicages
mensuraveis f;: X — R,. S3o entdo mensuraveis as funcées f, F: X — R,
definidas por

f(z) =inf fij(z), F(x)=sup fj(z). 3°

jeJ jeJ

Dem: Para cada a € R, tem-se f(z) > a se, e sO se, para todo 0 j € J,
fi(z) > a, e portanto

38Estas conclusBes ja foram encontradas por quem resolveu o exercicio 1.5.10. Tal como
referimos a prop6sito desse exercicio, poderiamos ser tentados a transformar a condicéo
f(z) =g(z) em f(z)— g(z) =0, mas iso ndo é possivel, uma vez que ndo existe
subtragdo no contexto de R,

39A restricdo J # () é desnecesséria para quem aceitar pensar no infimo e no supremo de
uma familia vazia, no contexto de R,, como sendo respetivamente +oo e 0. E claro que,
nesse caso a conclusdo é trivial, por f e F' serem aplicagdes constantes.
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{reX|fl@)za}=({zeX|f)=a}

jeJ

em que os conjuntos no segundo membro sdo mensuraveis, tendo em conta o
lema 11.1.2. Concluimos assim que o conjunto do primeiro membro também é
mensuravel o que, pelo mesmo lema, implica que f é mensuravel.

Para cada a € Ry, tem-se F(x) >a se, e sO se, existe je J tal que
fi(z) > a, e portanto

{zeX|F(x)>a}=|J{zeX]|fix)>a}
jeJ

em que 0s conjuntos no segundo membro sdo mensuraveis, tendo em conta o
lema referido. Concluimos assim que o conjunto do primeiro membro
também é mensuravel o que, ainda pelo mesmo lema, implica que f ¢
mensuravel.

11.1.5 (Limites de fun¢Bes mensuraveis) Sejam (X, M) um espago mensuravel
e (fu)nen Uma sucessdo de aplicagbes mensuraveis f,,: X — R, tal que, para
cada = € X, f.(z)— f(z) em R,. Tem-se entdo que a aplicacio
f: X — R, assim definida, é também mensuravel.

Mais precisamente, sendo, para cada n € N, g,: X — R, a aplicagdo defi-
nida por

9n (x) :nigcl fm (x)7
tem-se

f(x) = sup gn(z).
neN
Dem: Para cada n € N, a aplicagio g,: X — R, é mensuravel tendo em
conta 11.1.4. Vamos verificar que se tem f(z) = sup g,(x) 0 que, mais uma
neN

vez pelo mesmo resultado, implicarda que f: X — R, é mensuravel.40
Dividimos essa verificagdo em duas partes:

1) Vamos comecar por verificar que, para cada n € N, g, (z) < f(x), isto é,
que f(z) € um majorante do conjunto dos g,,(x).

Ora, se iss0 ndo acontecesse, existia ny tal que f(z) < g,,(x) e portanto
existia ny tal que, para todo 0 m > ny, f(z) < gn,(x) € isso era absurdo,
visto que, sendo m = max{ng,n1}, fn(x) é um dos elementos do conjunto
cujo infimo é g, ().

40Em geral, independentemente de a sucessdo dos f,(x) convergir, podemos definir
gn(x) como acima e por f(z) = sup g,(z) e entdo f(x) é o que se chama o limite
neN

inferior da sucesséo dos f,(z), notado liminf f,,(z). O que vamos fazer é mostrar, para
quem ndo o conhega, que quando existe o limite este coincide com o limite inferior.
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2) Vamos verificar que f(xz) é o menor dos majorantes do conjunto dos
gn(x), ou seja, que, se a < f(x), a ndo é majorante, isto €, existe ny € N tal
que a < g, ().

Ora, escolhendo 6 > O tal que a + 6 < f(x), existe ny € N tal que, para cada
m>ng, a+6< fn(x), 0o que implica, por g, (z) ser o infimo desses
fm(z),quea < a+ 6 < gy, (). O

11.1.6 Seja (X, M) um espago mensurdvel. Vamos dizer que uma aplicacdo
f: X — R, é uma funclo simples se é mensuravel e o conjunto f(X) é
finito. Repare-se que, por definigdo, uma func¢do simples ndo toma nunca o
valor +oo.

11.1.7 Sejam (X, M) um espaco mensuravel e f: X — R, uma funcéo simples.
Existe entdo uma familia finita (X;);c; de partes mensuraveis de X,
disjuntas duas a duas e de unido X, tal que a restricdo de f a cada X; seja
constante. A uma tal familia, damos o nome de particdo adaptada a funcédo
simples.

Dem: Basta tomar para .J o conjunto finito f(X) e, para cada j € J, tomar

Xj={ze X[ f(z)=j}

imagem reciproca por meio de f do conjunto fechado, em particular
boreliano, {;}. O

Repare-se que, apesar de termos construido, de modo bem determinado,
uma particdo adaptada a uma funcdo simples dada, ha, em geral outras
partices adaptadas possiveis, por exemplo juntando conjuntos vazios a
particdo ou substituindo um dos conjuntos por uma partigdo finita desse
conjunto por conjuntos mensuraveis. Como veremos em breve, essa inde-
terminacdo das parti¢Bes associadas que se podem considerar € essencial
para trabalhar comodamente com as fungBes simples. Vamos agora
verificar como se pode definir o integral de uma funcéo simples, quando é
dada uma medida na o-algebra do dominio.

11.1.8 Vamos chamar espaco de medida a um triplo (X, M, ), onde X é um
conjunto, M uma o-algebra de partes de X e p: M — R, uma medida. Em
particular, (X, M) é entdo um espaco mensuravel.

11.L1.9 Sejam (X, M, ) um espaco de medida e f: X — R, uma fungdo
simples. Sejam (X;);c; € (X}, )rex duas particOes adaptadas a fungéo f e
sejam (a;)jes € (by)rex familias de elementos de R, tais que f(z) = a;,
para cada z € X, e que f(x) = by, para cada z € X}.41 Tem-se entdo

41Repare-se que 0s a; estdo bem determinados para os indices j tais que X; # () mas que,
se X; = (), qualquer a; € R verifica a condigéo referida. Analoga observagéo vale evi-
dentemente para 0s by.
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Zajﬂ ZbkﬂXk

jeJ keK

Dem: Para cada je€ J, X; é a unido da familia finita de conjuntos
mensuraveis X; N X}, k € K que sdo disjuntos dois a dois, pelo que, tendo
em conta a dlstrlbutlwdade e a propriedade de Fubini em 1.1.12, obtemos

S aip(Xh) =Y a; O p(X;NXp)) = Y a;u(X;NX;).

jeJ jeJ  kek (j.k)eTx K
Por troca de papéis das duas parti¢des, tem-se também

Sobep(X) = > bep(X;N0X}).

keK (j,k)eJ xK

Para concluir a igualdade do enunciado, basta assim verificar que, para cada
par (j,k) € J x K

aj ((X; N X}) = b, p(X; N Xp)

e isso € uma consequéncia de ambos os membros desta igualdade serem 0, no
caso em que X; N X; =0 e, caso contrério, ter que ser a; = by, (iguais a
f(z) paraum z em X; N X}). O

11.1.10 Tendo em conta o resultado precedente, se (X, M, u) é um espaco de
medida e f: X — R, é uma funcédo simples, é legitimo definir o integral de
f como sendo o elemento de R,

/fdu /f )dp(x) =Y a;p(X;

JjeJ

onde (X;),c; € uma particdo adaptada a funcéo f e f(x) = a;, para cada
z € X;.

Repare—se que, apesar de f(z) nunca ser +oo, 0 integral pode ser 400, uma
vez que, para alguns j, pode ser p(X;) = +oco € a; > 0. J4 no caso em que
1(X) < +o0, tem-se evidentemente, para cada funcéo simples f: X — R,
[ fdu < +oo.

11.1.11 Como exemplo trivial de funcdo simples, temos a fungdo identicamente
nula, 0: X — R, a qual admite a familia formada pelo Unico conjunto X
como particdo adaptada. E claro que se tem

/Od,u:O.

Outra consequéncia direta da definicdo é que, se u(X) =0 (ou, 0 que é
equivalente, se i = 0), entdo, para cada fungdo simples f: X — R, tem-se
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[ f(z)dp(xz) =0, visto que, sendo (X;);c; uma particio adaptada a f,
tem-se p(X;) = 0, para cada j.

11.1.12 Seja (X, M) um espaco mensuravel. Se (X;);c; € uma familia finita de
conjuntos mensuraveis disjuntos dois a dois e de unido X e se (a;),cs € Uma
familia de elementos de R,, entdo podemos definir uma funcdo simples
f: X — Ry, tendo a familia dos (X;) como parti¢do adaptada, pela condicéo
de se ter f(x) = a;, para cada x € X; (o facto de f ser mensuravel resulta de
1.5.6, uma vez que a restri¢do a cada X ; é constante).

Como caso particular do anterior, se A € M e considerarmos a familia
formada pelos dois conjuntos A e X \ A, concluimos que tem lugar a funcéo
simples I4: X — R, definida por

1, sex € A,
Ta(@) = {0, sex ¢ A,

a qual se da o nome de fungdo indicatriz, ou funcéo caracteristica, do
conjunto A, e para a qual se tem, dada uma medida j1: M — R,

/HA dp = p(A)

(também se usa a notagdo x4 com o mesmo significado que I4). Repare-se, a
proposito, que, se (X;)jcs; € uma familia finita de conjuntos mensuraveis
disjuntos dois a dois e de unido X e se (a;);cs € uma familia de elementos de
R, entdo a correspondente funcdo simples f: X — R, que toma o valor
constante a; em X; pode ser caracterizada por

fl@) =" a;lx (x).

jeT

11.1.13 (Lema) Sejam (X, M) um espaco mensurdvel e f,¢g: X — R, duas
funcbes simples. Existe entdo uma particdo de X adaptada simultaneamente a
feag.

Dem: Seja (X;);c; uma familia finita de conjuntos mensuraveis, disjuntos
dois a dois e de unido X, tais que f seja constante em cada X; e seja
(X}.)kex uma familia finita de conjuntos mensuraveis, disjuntos dois a dois e
de unido X, tais que g seja constante em cada Xj. Tem-se entdo que 0s
conjuntos mensuraveis X; N X}, (j,k) € J x K, séo disjuntos dois a dois e
de unido X, constituem uma familia finita e em cada um deles tanto f como
g é constante. O

11.1.14 (Monotonia e linearidade) Sejam (X, M, ;) um espago de medida e
f,9: X — R, duas funcdes simples. tem-se entéo:
a) Se, paracadaz € X, f(z) < g(x), entdo
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/fduﬁ/gdu;

b) A funcdo f + ¢g: X — R, também é simples e

[#+gdu= [ sau+ [gd

c) Paracadaa € R, afungdo af: X — R, também é simples e

/afd,u:a/fdu.

Dem: Tendo em conta o lema anterior, podemos considerar uma familia
finita (X;),c; de conjuntos mensuraveis disjuntos dois a dois e de unido X
tal que, para cada x € X, f(x) =a; e g(x) =b;. Sob a hipGteses de a),
tem-se, para cada j € J, a;u(X;) < b; u(X;), visto que ambos os membros
sdo0 0, se X; = 0, e, caso contrario, a; < b;, e daqui deduzimos que

/fdu = aiu(X;) <D bipu(X;) = /gdu-
JeT JeT

Por outro lado, uma vez que f + g € a f sdo fungOes que em cada X; tomam
os valores constantes a; + b; € aaj, respetivamente, vemos que estas fungdes
sdo simples e que

/f +gdp ="y (a;+b)u(X;) =

jeJ
= Yo a) + S bux) = [+ [ g
jed jedJ
/afdu: Z(ULGJ)M(X]‘) :aZaju(Xj) :a/fdu. O
= jeJ

Vamos agora estender a definicdo do integral das fun¢des simples para as
funcdes mensuraveis. De facto, para a definicdo que apresentamos em
seguida, e para o primeiro resultado que provaremos, poderiamos traba-
Ihar igualmente com fungdes ndo necessariamente mensuraveis, mas ndo
ganhariamos muito com isso, uma vez que ha propriedades fundamentais,
que encontraremos mais adiante, que s6 no quadro das fungdes mensuréa-
veis se conseguem provar (é o que acontece, por exemplo, com a aditivi-
dade, que sera provada em 11.1.20).

11.1.15 Sejam (X, M, ;) um espago de medida e f: X — R, uma aplicagdo

mensuravel. Define-se entdo o integral de f como sendo o elemento de R,
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que é supremo do conjunto dos integrais [ hdyu, com h: X — R, fungéo
simples, verificando h(x) < f(x), para cada z € X (uma dessas funcdes h é
a funcdo identicamente nula, 0). O integral de f sera notado, como antes,

[ tan= [ 1@ anto)

ou ainda, quando se considerar importante explicitar qual o dominio da
funcdo,

/X f(@) dp(a).

Repare-se que, tendo em conta a propriedade de monotonia do integral na
alinea a) de 11.1.14, no caso em que f é uma funcdo simples, este integral
coincide com o definido em 11.1.10, uma vez que o supremo referido €, nesse
caso, um maximo, atingido precisamente para h = f.

No caso em que X = R, M é a o-algebra dos borelianos e 1 é a medida de
Lebesgue, é comum omitir a referéncia explicita a ;. e escrever

/f(x)dx:/Rf(x) da,

emvezde [ f(z)du(z).
11.1.16 Seja (X, M, ) um espago de medida. Tem-se entéo:
a) Para a fungdo mensuravel 0: X — R, vem

/Od,u(x) =0

e, no caso em que u(X) = 0 (ou, 0 que é equivalente, . = 0), tem-se
[ f@ dutz) =0,
para cada funcdo mensuravel f: X — R.;

b) Se f,g: X — R, sdo duas fungBes mensuraveis tais que f(z) < g(x),
para cada x € X, entdo

[ 1@ dute) < [ o) auo);
c) Se f: X — R, é uma funcdo mensuravel e a € R, entdo
[at@)du@) =a [ 1) duta).
Dem: A primeira conclusdo de a) resulta de que 0 é uma funcdo simples de

integral igual a 0 e de que o integral das fun¢Ges mensuraveis estende o das
fungdes simples e a segunda resulta de que, como ja referimos, no caso em
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que u(X) = 0, todas as fungdes simples tém integral igual a 0. A concluséo
de b) decorre diretamente da definicdo dos integrais como supremos, uma
vez que, se f(x) < g(z), para cada = € X, entdo toda a funcdo simples
h: X — R, que verifica h(z) < f(z), para cada = € X, verifica também
h(z) < g(z), para cada « € X. Reparando que, no caso em que a =0, c) é
uma consequéncia de a), provemos entdo c), no caso em que a # 0. Seja
h: X — R, uma funcéo simples tal que h(z) < f(z), para cada z € X.
Tem-se entdo que ah: X — R, é uma funcdo simples tal que
ah(z) < af(zx), para cada x € X, de onde deduzimos que

[ 1@ dut) = [ ahta) duto) < . [ ar(e) duta),

o que implica, tendo em conta a definicdo de [ f dx como um supremo, que
[ t@dnte) <5 [af(@) duta),

e portanto
o[ @) duto) < [ of (@) dno)

Para justificar a desigualdade oposta, aplicamos o que acabamos de concluir
a funcdo mensuravel a f e ao escalar % e deduzimos que

Jat@adnte) =ax 5 x [af(@)duta) <
<af af@dpe) =a [ f@duta). O

Ficou a faltar-nos a aditividade do integral das fungdes mensuraveis, isto
é, 0 andlogo para estas da conclusdo da alinea b) de 11.1.14. Apesar de
essa propriedade ser valida, s6 a conseguiremos provar mais tarde, depois
de obter resultados de aparéncia menos elementar (cf. 11.1.20, adiante).
Apresentamos em seguida um lema, sobre a integracdo de fungdes simples
em subconjuntos mensuraveis do dominio, que serd mais tarde genera-
lizado para as fungbes mensuraveis. Esse lema vai ser um instrumento
importante para a prova do primeiro resultado profundo sobre o integral, o
teorema da convergéncia monétona.

11.L1.17 (Lema) Sejam (X, M, u) um espagco de medida e h: X — R, uma
fungdo simples. Para cada A € M, podemos entdo considerar o espago de
medida restricdo (A, M4, uu/4) (cf. 1.2.13) e sdo ainda simples as funcGes
hjg:A—TR, e hxIs: X —R,. Fica entdo definida uma nova medida

f(ny: M — R, com
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o (A) = / By () dpsya() = / h(@)a() dps(z).

Dem: Seja (X;);c; uma familia finita de conjuntos mensuraveis, disjuntos
dois a dois e de unido X e (a;),c; uma familia de elementos de R, tais que,
para cada = € X, h(z) = a;. Tem-se entdo que A é a unido dos conjuntos
mensuraveis, disjuntos dois a dois, A N X, onde i/, toma o valor constante
a; e X também é a unido da familia dos conjuntos mensuraveis disjuntos dois
adois X \ Ae AN Xj onde h x I, toma os valores constantes 0 e a;, 0 que
mostra que as fungdes hy4: A — Ry e h x I4: X — R, sdo simples e que

/h/A(x) dpa(e) = au(AN X)) =

T
(1) =0 x u(X\A)+ Y au(AnX;) =
jer

z/h(x)HA(ac) dp(x).

Em particular, podemos definir 1) (A) indiferentemente pelas duas igual-
dades no enunciado, assim como pelo segundo membro de (1). Tem-se

(@) =D au®n X;) =0,

jeg

Seja agora (A)rex uma familia contavel de conjuntos mensuraveis disjuntos

dois a dois e com A = |J Aj. Tem-se entdo que, paracada j € J, AN X, é
keK

a unido da familia contavel de conjuntos mensuraveis disjuntos dois a dois

Ay N X; e portanto, tendo em conta a formula para 1(,)(A) obtida acima e a

propriedade de Fubini para as somas em 1.1.12,

pny(A) =Y aip(AN X)) =>a;(O (AN X)) =

jed jeJ  kekK
=2 QO am(Aen X)) =3 (a4 X)) =
jeJ kekK keK jeJ
= ny(Ar),
keK
0 que mostra que ;) é efetivamente uma medida na o-algebra M. O

11.1.18 (Teorema da convergéncia monotona) Sejam (X, M, i) um espaco de
medida e (f,)nen UMa sucessdo de fungdes mensuraveis f,: X — R, que é
crescente, isto &, com f,(z) < fn41(x), para cada x € X. Podemos entéo
considerar uma fungdo mensuravel f: X — R, definida por f,(z) — f(z),
para cada z € X, e tem-se
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[ @ duto) — [ 5@ duta).
Dem: Para cada = € X, o facto de a sucessdo dos f,(z) ser crescente implica
que ela converge em R, para 0 supremo dos seus termos, que €, por

defini¢do f(z). O facto de f: X — R, ser mensuravel é uma consequéncia
de 11.1.5, ou, alternativamente, de 11.1.4. Seja, para cadan € N,

En = /fn(x) dﬂ(x) € @-‘r
e reparemos que, tendo em conta a alinea b) de 11.1.16, tem-se ¢, < £, 1,

para cada n, e portanto, sendo £ o supremo do conjunto dos ¢,,, £, — ¢ em
R... O que temos que provar é que se tem

t= [ f@)duta)

e, nesse sentido, reparamos, desde ja, que, uma vez que, para cada n € N,
fulz) < f(x), paracadaz € X, vem

b= [ £ dnte) < [ 1) duo)
0 que, por £ ser o supremo dos £, implica que
£< [ @) anto)
Resta-nos assim provar que se tem também
[ H@ydute) < ¢
e, tendo em conta a definicdo do integral no primeiro membro como um

supremo, bastard, para isso, provar que, sendo h: X — R, uma fun¢do
simples arbitréria, tal que h(x) < f(z), para cada z € X, tem-se

/h(m) du(z) < L.
Suponhamos, por absurdo, que isso ndo acontecia, isto &, que
1) l< /h(:c) dp(x).
Fixemos 0 < p < 1 tal que se tenha ainda

@) £<p/h@ﬁmw)
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(se o segundo membro de (1) é +oo, qualquer p serve; caso contrério, basta
tomar ¢/ [hdp < p < 1). Para cada n € N, notemos

X, = {Jf eX ‘ ph(z) < fn('r)}’

conjunto que é mensuravel por 11.1.3.42 O facto de a sucessdo dos f, () ser
crescente, para cada z € X, implica que, para cada n € N, X,, C X1 €
tem-se |J X, = X, uma vez que, para cada = € X, ou h(xz) =0, e entéo
neN

x € X, para todo 0 n €N, ou h(zx) >0 e entdo ph(z) < h(z) < f(z),
donde, por f(x) ser o supremo dos f,(x), ph(x) < f.(z), para algum
n € N, para o qual se tem portanto = € X,,. Consideremos agora a medida
I (o) @ssociada a fungdo simples ph: X — R, (cf. 11.1.17). O facto de, para
cada n € N e z € X, se ter ph(x)lx, (z) < fu(z) (se = ¢ X, o primeiro
membro é 0 e, se x € X,,, 0 primeiro membro € ph(x)) implica que

Fuion) (Xn) = / ph(@)L, () du(z) < / fulx)dp(z) = €, < L
e portanto, tendo em conta a propriedade das medidas na alinea 5) de 1.2.12,
p [ 1) du(w) = [ pho) di(e) = i (0) = lim gy (X,) <
0 que é o absurdo procurado, por contradizer (2). O

O resultado precedente, para além de muitas outras aplicacdes, permite
estender, em muitos casos, propriedades conhecidas para as funcdes
simples as fungbes mensurdveis uma vez que, COmMo veremos em seguida,
toda a funcdo mensuravel é limite de uma sucessdo crescente de fungdes
simples.

11.L1.19 Sejam (X, M) um espago mensurdvel e f:X — R, uma funcdo
mensurdvel. Existe entdo uma sucessao crescente ( f,,)nen de fungdes simples
fa: X — R, tal que, paracada z € X, f,(z) — f(x).
Dem: Vamos dividir a demonstracéo em varias partes:
1) Notemos

X ={x € X | f(x) = +o0},

que é um subconjunto mensuravel de X, e, paracadan, p € N,

p—1 D
Xop={z € X | F= < f@) < 32},

gue é também um subconjunto mensuravel de X, e reparemos que, para cada

42Este € o primeiro ponto onde intervém, de modo essencial, o facto de estarmos a consi-
derar fungdes mensuraveis.
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n €N, os conjuntos X, ,, p €N, sdo disjuntos dois a dois e de unido
X\ X
2) Paracadan € N, seja g,,: X — R, a func¢do definida por

gn(m) = { pQTl’ ewe Xn,]n

+00, Ssex € X,
fungdo que é mensurdvel por ter restricdo constante, em particular mensu-
ravel, a cada um dos conjuntos mensuraveis X, e X,, ,, p € N, de unido X
(cf. 1.5.6).43
3) Vamos agora verificar que, para cada = € X, a sucessdo (g,(z))nen €
crescente e com g, (z) — f(x).

Subdem: Se z € X, isto é, se f(x)= +oo, isso resulta de se ter
gn(z) = +o00, para todo o z. Caso contrario, tem-se f(z) < +oo € a
afirmacdo resulta de que, como veremos, para cada n € N, g, () < gp+1(x)
e

1
(1) f(ﬂ?) - 2_,1 < gTL(x) < f(x)
Ora, sendo p € Ntal que =z € X,, ,, vem
p—1 P
2 < —
() o < F@) < 5o
isto é,

0.(2) < (&) < gu(a) +

condicBes equivalentes a (1), e, por outro lado, escrevendo (2) na forma

2p—2 2p

ol < flz) < oAl
Vemos que, ou

2p—2 2p—1

ontl  — f(l’) < on+1l
ou

2p—1 2p
on+1 = f((IJ) < on+l’

tendo-se, N0 primeiro caso, = € X,41,2,-1 € POrtanto g, 1(z) = 2=+ e, no
segundo caso, € X, 1,2, € portanto g,1(x) = 227’—;1 em ambos 0S casos,

43As fungBes g, ndo serdo, em geral, simples, uma vez que podem tomar o valor +oco e
um namero infinito de valores reais (embora discreto).
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2p—2

p—1
gn(x) = on = W S g7l+1(.’1:).

4) Seja, paracadan € N, f,,: X — R, a fungdo mensuravel definida por
fn(m) = min{gn(x)a n}

(cf. 11.1.4), funcdo que é simples, por tomar apenas um nudmero finito de
valores, nomeadamente os da forma 5z, com peZ e 0 < p < 2" xn (na
figura a seguir, representamos, para 0s primeiros valores de n, os valores

possiveis para f,(z)).

n=1
1
n=2 : —t
1 2
n=3 ——————i— 12 ...... 3

Estas fungdes simples verificam, para cada = € X, as condigdes do enuncia-
do, nomeadamente f,(z) < fnoi1(x) e fr(z) — f(x).
Subdem: De se ter
fn(x) < gn(x) < 9n+1($)1
f,

2(x) <n<n+1,

concluimos que
fn(x) < min{gn+1(x>7 n+ 1} = fn+1(x)'

Se z € X, tem-se f(z) = +oo € g,(z) = 400, pelo que f,(z) = n, 0 que
implica que f.(z) — +oco = f(z). Se = ¢ X, tem-se f(z) < +oco e,
escolhendo np € N tal que ng> f(x), tem-se, para cada n > ng,
gn(z) < f(z) < n, donde

f'n(x) = min{gn(l‘), n} = gn(l‘),
pelo que, por ser g, (z) — f(x), tem-se também f,,(z) — f(x). |

11.1.20 (Aditividade) Sejam (X, M, 1) um espago de medida e f,g: X — R,
duas aplicacGes mensuraveis. Tem-se entdo

[ 1@+ s@ o) = [ 16w duta) + [ gta) due),

Dem: Tendo em conta 11.1.19, podemos considerar duas sucessdes crescentes
de funcbes simples f,,g,: X — R, tais que, para cada =z € X,
fulz) — f(z) e go(x) — g(x). Ficamos entdo com uma sucessdo crescente
de funcdes simples f,, + g,: X — R, para a qual se tem, para cada x € X,
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fa(x) + gn(z) — f(x) + g(z). Tendo em conta o teorema da convergéncia
monotona (11.1.18) e a conclusdo da alinea b) de 11.1.14, concluimos entéo

que
[ )+ au@ o) = [ 1@ o) + [ gu(2) duo)

tem, por um lado, limite [ f(z)+ g(x)du(x) e, por outro lado, limite
[ f(z)du(z) + [ g(x) du(z), o que implica que

/f + g(x) dp(z /f ) dp(x /g(m) du(z). O

11.1.21 (Aditividade contavel) Sejam (X, M, p) um espaco de medida e (f;) e
uma familia contavel de fungdes mensuraveis f;: X — R, . E entdo mensu-
ravel a fungdo " f;: X — R, definida por (Z fi)(@) =3 fi(z), e tem-se

jeJ

JeJ

/ > fi(@) difa) =¥ [ 5@ duta

jeJ jeJ

Dem: O caso em que o conjunto J € finito resulta de 11.1.20, por indugdo no

nimero de elementos de J, tendo em conta o facto de o integral da funcéo

identicamente 0 ser igual a 0. Para provarmos o caso numerdvel, basta, por

uma mudanca do conjunto de indices, examinar o caso em que J = N. Ora,

nesse caso, sabemos, por 1.1.8, que se tem (3" f;)(z) = limS,(z), onde
jeN

Sn(x) =" fi(x), e portanto os S,(x) constituem uma sucesséo crescente.

Uma vez que, pelo caso finito, os S,: X — R, sdo funcbes mensuraveis,

com
/ Sn(z) dp(z / fi(@) dp(x

deduzimos do teorema da convergéncia monotona 11.1.18, tendo mais uma
vez em conta 1.1.8, que

/%;f] z) dp(x —nm/s e: —nmz/f]-(m)du(x):
—Z/f] ) dp(zx O

JEN

11.1.22 (Medida definida por uma fungéo mensuravel). Sejam (X, M, 1) um
espaco de medida e f: X — R, uma funcdo mensuravel. Para cada A € M,
podemos entdo considerar o espago de medida restriao (A, M4, p/4) (cf.
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1.2.13) e fica definida uma nova medida 1y — R, com

/f/A x)dpya(w /f My (z) du(z),

a que damos o nome de medida associada a fungdo mensuravel f.

Tem-se, alem disso, p(s)(A) = 0, para cada A € M tal que p(A) = 0.

Dem: Lembremos que a concluséo é ja conhecida no caso em que f é uma
funcdo simples (cf. o lema 11.1.17). Supondo agora que f: X — R, é uma
fungdo mensuravel, podemos considerar, por 11.1.19, uma sucessao crescente
de fungdes simples f,: X — R, tal que f,(z) — f(x), para cada = € X.
Para cada A € M, temos entdo sucessdes crescentes de fungBes simples
fn x I X — IRJr € fn/A:A - R+’ com fn(x)HA<m) - f((L')]IA((E), para
cada z € X e fu 4(z) — f/a(x), para cada x € A, e portanto, tendo em
conta o caso ja conhecido e o teorema da convergéncia monotona,

/ fra(@) dpya(e) = lim / foy (@) dpsya() =
_“m/fn Ma(z) dp(x /f Ma(x) dp(z).

Podemos agora definir uma aplicagao sy M — R, por qualquer das duas
caracterizac@es no enunciado e, utilizando a segunda, vemos que sy (0) =
f0du(z) =0 e que, se (A;)je; € uma familia contavel de conjuntos
mensuraveis disjuntos dois a dois, com A =[] A;, o facto de se ter

jeJ
[4(x) = > I4,(x), para cada z € X, implica, por 11.1.21, que
jeJ
) = [fei@ duw) = 3 [ 1@l @ dute) =
j€]
= Z ru(f)(AJ)
jeJ

0 que mostra que temos efetivamente uma medida sy, na o-algebra M. O
facto de se ter p(y)(A) = 0, sempre que x(A) = 0, € uma consequéncia da
primeira caracterizacéo de (s (A), tendo em conta o referido na alinea a) de
11.1.16. O

11.1.23 (Nota) Em geral, sempre que (X, M, ) é um espaco de medida e

A € M, usa-se a notacdo
[ @) antw)
A

para significar [ f/4(x) dp (), sempre que f é uma fungéo definida numa
parte de X contendo A, cuja restricdo a A seja mensurdvel. No caso em que
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X =R e p € amedida de Lebesgue nos borelianos de R, escreve-se também

simplesmente
/ f(z)dz.
A

Com esta notagdo, a primeira caracterizagdo de sy (A) em 11.1.22 pode
também ser escrita na forma

i) (4) = /A f(x) du(x).

11.1.24 (Corolario) Sejam (X, M, 1) um espago de medida, f: X — R, uma
funcdo mensurdvel e Y C X um conjunto mensurdvel, com u(Y) =0.
Tem-se entdo

[ t@dn) = [t dnto)
X X\Y
Dem: Uma vez que se tem também ) (Y) = 0, vem
[ @ ante) = i (X) = (XA V) + i (V) =

= f(x) dp(z). O
X\Y

O corolario anterior é um primeiro exemplo do papel especial que os
conjuntos de medida nula jogam no contexto do integral das fungdes
mensuraveis com valores em R_. Outros exemplos vio aparecer como
corolério do resultado que enunciamos a seguir e que, sO aparentemente,
constitui uma trivialidade sem interesse.

[1.1.25 (Complemento da alinea c) de 11.1.16) Sejam (X, M, ;1) um espaco de
medida e f: X — R, uma funcdo mensuravel. Tem-se entao

/ (t00) X f(x) dpu(x) = (+00) X / f(z) du(z).

Dem: Comegamos por reparar que, para cada = € X, a sucessao (n.f(z))nen
de elementos de R, € crescente e tem limite (+-c0) x f(x).44 Podemos ent&o

441sto, apesar de a multiplicagio, como aplicagdo R, x R, — R,, ndo ser continua em
todos os pontos. A validade desta concluséo, no caso em que f(z) = 0, é consequéncia
da convencéo, que estamos a fazer desde o inicio, (+o0) x 0 = 0.
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aplicar o teorema da convergéncia mondtona, 11.1.18, para obter
[ (o) x fta) due) =tim [ (e duta) =timn [ £(2) du(z) =
= (+00) X /f(a:)du(a:). O

11.1.26 (Coroléario) Seja (X, M, u) um espaco de medida com p(X) # 0.
Tem-se entdo

/ +oodu(x) = +o0. 4
X
Dem: Uma vez que a fungdo constante 1 é simples e com
[ tdut) = u(x) >0,
X
deduzimos que

/X—&-oo du(z) = /X (400) x Tdpu(z) = (+00) X p(X) = 4o00. O

11.1.27 (Corolério) Sejam (X, M, 1) um espaco de medida com u(X) #0 e
f: X — R, uma aplicagdo mensuravel tal que f(x) > 0, para cada = € X.
Tem-se entdo

/X f(x) du(x) > 0.

Dem: Uma vez que (+o0) x f(x) = +o0, para cada z € X, podemos ter em
conta o coroldrio precedente para deduzir que

(+o0) x [ 1(@)duta) = [ (+o) x f(z) di(a) =
Z/X—Foodu(x):—koo,

portanto [ f(z)du(z) > 0. O

11.1.28 Em geral, no contexto de um espaco de medida (X, M, u), diz-se que
uma propriedade relativa aos pontos x € X é verdadeira quase sempre (ou
verdadeira em quase todos os pontos de X)46 se existir Y € M, com

45E claro que, se u(X) = 0, o integral referido é 0 (cf. a alinea a) de 11.1.16).

46Em inglés e francés usa-se, respetivamente, “almost everywhere” e “presque partout”,
com as abreviaturas “a. e.” e “p. p.”. E frequente utilizar-se em portugués a expressao
“verdadeira em quase toda a parte”, abreviadamente “verdadeira g. t. p.” mas essa
expressdo parece-nos ser demasiado longa.
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w(Y) =0, tal que a propriedade seja verdadeira paracadaxz € X \ Y.

E claro que, se uma propriedade é verdadeira para todo 0 = € X, entdo ela é
também verdadeira quase sempre, visto que se pode considerar para Y o
conjunto vazio §. E também claro que, se uma propriedade é verdadeira
quase sempre e for falsa para todo o = num certo conjunto mensuravel Y”,
entdo u(Y’) =0 (relativamente a caracterizagdo na definicdo, tem que ser
Y’ C Y). Em particular, se o conjunto Y’ dos pontos em que a propriedade é
falsa for mensuravel, a propriedade é verdadeira quase sempre se, e sO se,
u(Y') = 0.

Um facto importante, que sera aplicado muitas vezes, é que, se duas
propriedades sdo verdadeiras quase sempre, entdo a sua conjuncao é também
verdadeira quase sempre, uma vez que, sendo Y, Y’ € M, com u(Y)=0e
w(Y') =0 tais que a primeira propriedade seja verdadeira para cada
x€X\Y e a segunda seja verdadeira para cada =z € X \Y’, entdo
YUY’ € M verifica ainda (Y UY’) =0 e as duas propriedades s&o
simultaneamente verdadeiras paracadaz € X \ (Y UY").

11.1.29 (Corolario) Sejam (X, M, ;1) um espago de medida e f: X — R, uma
fungdo mensuravel tal que

/f(x) du(x) < +oo.

Tem-se entdo f(z) < +oo quase sempre, isto &, existe Y € M, com
w(Y) =0, tal que f(z) < +oc, paracadaz € X \ V.47
Dem: Sendo Y € M o conjunto dos = € X tais que f(z) = 400, tem-se

[ (o0 dute) = i (v) < s (X) = [ f(a) duo) <+
Y X

donde, pelo coroléario 11.1.26, x(Y) = 0. O

11.1.30 (Corolario) Sejam (X, M, ;1) um espago de medida e f: X — R, uma
funcéo mensuravel. Tem-se entéo

[ @ dnt) =0

se, e sO se, f(x) = 0 quase sempre, isto é, se, e sO se, existe Y € M, com
w(Y) =0,tal que f(x) =0, paracadaz € X \ Y.

Dem: Suponhamos que existe Y € M, com p(Y) =0, tal que f(x) =0,
para cada = € X \ Y. Tendo em conta a alinea a) de 11.1.16 e 11.1.24, vem
entdo

4Tpelo contrario, de se ter f(x) < +oo quase sempre, ndo se pode deduzir que [ fdpu
seja finito; basta pensar, por exemplo, numa fungdo de valor constante 1 num espaco de
medida +oo.
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/X f@)dp@) = [ f()du(x) =0,

X\Y

Suponhamos, reciprocamente, que [ f(z)du(z)=0 e seja Y € M o
conjunto dos = € X tais que f(x) > 0. Tem-se entdo

/Y F(@) dpu() = s (V) < papy(X) = /X f(@) dp(z) =

e portanto, tendo em conta o corolério 11.1.27, tem que ser (Y) = 0. O

11.1.31 (Corolario) Sejam (X, M, ) um espago de medida e f,g: X — R,
duas aplicagbes mensuraveis tais que f(x) < g(x) quase sempre. Entéo

[ @ auto) < [ g6 duta).

Em particular, se f(x) = g(x) quase sempre, entéo

| @ duto) = [ o) dutz). ®

Dem: Tendo em conta 11.1.24, sendo Y € M com u(Y) = 0 tal que, para
cadaz € X\, f(z) < g(z), vem

| f@ duta / f@ (o) < | o) dn) =

— [ gte)du(a). O
X

O resultado que examinamos em seguida, identifica as somas de elemen-
tos de R, como integrais para a medida de contagem, e ¢ utilizado com
frequéncia para aplicar as somas resultados estudados para os integrais.

11.1.32 (O integral para a medida de contagem) Sejam X um conjunto e
consideremos a o-algebra P(X) de todas as partes de X e a medida de
contagem v: P(X) — R, (cf. 1.2.15). Para cada fungdo f: X — R, tem-se
entdo que f é mensuravel e

[ f@dvta) =3 f@

reX

48pelo contrario, do facto de duas funges mensuraveis terem o mesmo integral ndo se
pode inferir que elas tenham que ser iguais quase sempre. Ver, no entanto, o exercicio
11.1.15, no fim do capitulo.
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Em particular, lembrando 1.1.15, se [ f(z) dv(z) < +o0, entéo existe um
conjunto contavel Y C X tal que f(z) = 0 paracadaz € X \Y.
Dem: Vamos dividir a demonstragdo em varias partes:
1) O facto de f ser mensuravel é uma consequéncia direta do facto de a o-al-
gebra considerada ser a de todas as partes de X.
2) Vamos mostrar que a igualdade do enunciado é verdadeira, no caso em
que f: X — R, é uma fungéo simples.

Subdem: Seja (X;);c; uma familia finita de subconjuntos de X,
disjuntos dois a dois e de unido X tal que f(z) tome o valor constante a;
para x € X;. Tem-se entdo, lembrando a propriedade associativa das somas,

/f yav(z) =Y av(X) =Y a (> 1)=> D ax1)=

el el zeX; i€l zeX;
=2 Q_f@) =) f@
el zeX; zeX

3) Vamos mostrar que

X< st

Subdem: Comecemos por notar que, se existe x € X tal que

f(z) = +o0, a desigualdade é verdadeira, por o segundo membro ser +oo
(cf. 11.1.29, tendo em conta o facto de, para a medida de contagem, v(A) = 0
implicar que A = (*9). Suponhamos entdo que f(z) < -+oo, para todo o
z e X.
Seja A C X um subconjunto finito arbitrario. Tem-se entdo que a fungdo
f x T4 é uma fungdo simples, com uma parti¢do adaptada constituida pelos
conjuntos unitarios {z}, com x € A, onde ela toma o valor f(z), e pelo
conjunto X \ A, onde ela toma o valor 0. Uma vez que f(z)I4(z) < f(z),
para cada x € X, vem entéo

Y f@) =0xv(X\A)+ Y flaw{z}) =

z€eA z€A

/f Ma(z) dv(z /f dv(x

Tendo em conta a definigdo de > f(z) como supremo de todas as somas
zeX

parciais finitas, concluimos assim a desigualdade enunciada.

4) Vamos verificar, enfim, a desigualdade oposta

/f )dv(z <Zf

zeX

4Sportanto, o que acontece quase sempre, acontece, de facto, sempre.
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0 que terminard a demonstracao.

Subdem: Seja ¢g: X — R, uma funcdo simples arbitraria, com
g(x) < f(x), para cada x € X. Tendo em conta 0 que vimos em 2), tem-se
entéo

Ammwm=2ymz2yu»

zeX zeX

0 que, tendo em conta a definicdo do integral de uma funcdo mensuravel
como supremo de integrais de fungdes simples, implica a desigualdade enun-
ciada. m

Vamos estudar agora outro resultado importante, que envolve o integral
de um limite de fungBes mensuraveis, o teorema da convergéncia domi-
nada, comecando por uma versdo do chamado Lema de Fatou que, apesar
de menos geral que a habitual, ndo faz apelo a nogéo de limite inferior de
uma sucessdo em R, e é suficiente para as aplicagdes que faremos.

11.1.33 (Lema de Fatou) Sejam (X, M, ) um espago de medida e (f,,)neny UMa
sucessdo de fungBes mensuraveis f,: X — R, tais que f,(z) — f(x), para
cada = € X.50 Tem-se entdo, para a funcdo mensuravel f: X — R, assim
definida, que, qualquer que seja

£< [ f@ duto),
existe ng € N tal que, para todo o n > ny,
< /f,L(:c) dp(z). 51

Dem: Para cadan € N, seja g,: X — R, a fun¢do mensuravel definida por
gn(z) = Inf f(x)
p=n
(cf. 11.1.4) e lembremos que, como se referiu em 11.1.5, f: X — R, é
mensuravel e f(x) = sup g,(z). Uma vez que, para cada = € X, a sucessdo
neN

dos g,(z) é evidentemente crescente, tem-se também g,,(x) — f(x) donde,
50Comparando com o teorema da convergéncia mondtona, reparar que aqui ndo exigimos
que a sucessao seja crescente mas, em compensacao, a conclusdo é mais fraca.
51Na versdo mais forte do Lema de Fatou, ndo se exige que a sucessdo dos f,(x) tenha

limite, e toma-se para f(z) o sublimite minimo liminf f,,(x). A conclusdo costuma entéo
ser enunciada na forma equivalente

/ liminf £, (z) du(z) < liminf / ful@) du(z).
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pelo teorema da convergéncia monotona,

[onte)duta) ~ [ @) duto)

Sendo ¢ < [ f(x)du(z) arbitrério, existe assim n, tal que, para cada
n>ng, < [gy(x)du(x) e entdo o facto de se ter, para cada =,
gn(z) < fu(x), portanto [ g,(z)du(z) < [ fu(x)dp(z) implica que se tem
também ¢ < [ f,(z) dp(z). O

11.1.34 (Teorema da convergéncia dominada) Sejam (X, M, ;1) um espaco de
medida e (f,)n.en Uma sucessdo de fungbes mensuraveis f,: X — R, tais
que fn(xz) — f(z), para cada z € X e que exista uma aplicacdo mensuravel
¢: X — R, com

/X o() dpu(z) < +00

e fu(x) < g(z), para cada n € N e x € X.52 Tem-se entdo, para a fungio
mensuravel f: X — R assim definida,

[ e duta) = [ f@)duta)

Dem: Comecemos por notar que, de se ter f,(z)— f(z), com
fa(z) < g(x), concluimos que se tem também f(z) < g(x).

Vamos comegcar por demonstrar o resultado com a hipdtese suplementar de
se ter g(z) < +oo, para todo 0 « € X. A fungdo g, e portanto também as
funcdes f,, e f tomam assim valores em R... Tendo em conta a alinea b) de
I1.1.1, podemos considerar as fungbes mensurdveis g — f,: X — R, e
g— f: X — Ry, para as quais se tem g(z) — fu.(z) — g(z) — f(z), para
cada x € X. De se ter, para cada =z € X, g(x) = (g9(z) — f(z)) + f(z) e
9(x) = (g(x) = fu(®)) + fu(x), deduzimos que

/ o(z) du(z) = / o(x) — f(z) d(z) + / f(x) du(z),
(1) X X
/X o(z) du(z) = /X o(z) — fule / Jo(a) dp(e

em particular os integrais que aparecem nos segundos membros também séo
finitos. Seja ¢ > 0 arbitrario. Aplicando o lema de Fatou, 11.1.33, as suces-
sdes de fungdes mensuraveis f,(x) — f(x) e g(z) — fu(z) — g(x) — f(x),

52pensamos na fungdo g como estando a dominar as funcdes f,. Repare-se que, com-
parando com o teorema da convergéncia monétona (11.1.18), cuja conclusdo € analoga,
deixamos de pedir que a sucessdo dos f,, seja crescente mas, para 0 compensar, tivémos
que exigir a condicdo de dominagdo, que, alids, ndo é necessariamente verificada no caso
da convergéncia mondétona.
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e escolhendo j& a maior das duas ordens envolvidas, vemos que existe
ngy € N tal que, para cada n > ny,

[ ([ raw s
[o=giw> ([ o) s,

em que a segunda desigualdade, tendo em conta (1) pode ser escrita nas
formas equivalentes

(/gd“) B (/f"d“) > (/gdu) - (/fdu) ~4,
([sutn) < ([ ram +5.

Concluimos assim que, para cada n > ny,

(/fd#)—5<(/fndu)<(/fdu)+6,

0 que mostra que se tem efetivamente [ f, du — [ f dp.

Abandonemos agora a hip6tese suplementar de se ter g(z) < +oo, para cada
x € X. Reparemos que, pelo corolario 11.1.29, existe Y € M, com
w(Y) =0, tal que g(z) < 400, paracadaz € X \ Y, pelo que, por ser ainda

[ o) duts) = pia(NY) < g (60 = [ 9o dita) < +oc,
X\Y X

podemos aplicar o caso ja estudado as restri¢des de f e dos f, a X \ Y para
concluir, tendo em conta 11.1.24, que

[ @ an) = [ f@due) ~ [ fe)duto) = [ 1) dute),
X X\Y X X
que é a concluséo pretendida. O

Vamos agora examinar alguns resultados que estudam o comportamento
do integral quando se altera a medida considerada.

11.L1.35 (O integral para a medida ps) Sejam (X, M, u) um espago de
medida e f: X — R, uma funcdo mensuravel e consideremos a corres-
pondente medida s (;: M — R, definida em 11.1.22. Para cada aplicagcdo

mensuravel g: X — R, tem-se entdo

/ o(z) dpp)(z) = / o(x) £(z) dpu(z).
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Dem: No caso em que g é a funcdo indicatriz T4 de um conjunto A € M, a
igualdade do enunciado reduz-se a definicdo de . f):

[ 1@ dni (@) = ) = [La(@)1 @) duo)

Suponhamos agora que ¢g: X — R, é uma funcéo simples e seja (X;)es

uma familia finita de conjuntos mensuraveis disjuntos dois a dois e de unido

X tal que, para cada = € Xj, g(x) =a; € R,. Tem-se entdo, para cada

r € X, g(x) =3 ajlx,(x), donde, tendo em conta 11.1.21 e a alinea c) de
jeJ

11.1.16,

~ [ S atx @@ dntz) = [ o) f(a) da).

Suponhamos enfim que ¢: X — R, é uma funcdo mensuravel arbitréria.
Podemos entdo considerar uma sucessdo crescente de fungdes simples
gn: X — R, tal que, para cada z € X, g,(z) — g(z), e portanto g(z) é o
supremo dos g,(x). As fungbes mensuraveis g,(z)f(x) constituem uma
sucesséo crescente de fungdes com g, (x) f(x) — g(z) f(z), visto que, tanto
no caso em que f(x) =0 como naquele em que g(z) = 0, tem-se também
gn(2) f(x) = 0, para todo o n. Podemos entdo aplicar o teorema da conver-
géncia mondtona e o caso particular, ja estudado, das fun¢des simples, para
deduzir que

[o6@) dus ) =1im [ gu(0) (@) = tim [ g,(0) @)tz =
~ [ o) (@) dnto). =
11.1.36 (Monotonia relativamente & medida) Sejam (X, M) um espago

mensuravel e p,p/: M — R, duas medidas tais que, para cada A € M,
u(A) < p/(A). Para cada aplicagdo mensuravel f: X — R, tem-se entdo

/X f(@) dpu() < /X f() dyl (2).

Dem: Comecemos por examinar o caso em que f é uma funcdo simples e
seja (X;)ier uma familia finita de conjuntos mensuraveis disjuntos dois a
dois e de unido X tal que em cada X; a funcdo f tome o valor constante a;.
Tem-se entdo
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/f ) dp(z Zazu <Zazu /f ) dp/ (z

iel iel

No caso geral em que f:X — R, é mensurdvel, podemos aplicar
diretamente a definicdo do integral como um supremo: Para cada fungdo
simples h: X — R, tal que h(x) < f(x), paratodo o z € X, tem-se

[ r@duto) < [ b@yan@ < [ s@dta)

e daqui decorre a desigualdade do enunciado. O

11.1.37 (Soma de medidas e produto por uma constante) Sejam (X, M) um
espaco mensuravel, y, ': M — R, duas medidas e a € R, e consideremos
as medidas p + p/: M — R, e apu: M — R, (cf. 1.2.16). Para cada fungéo

mensuravel f: X — R, , tem-se entdo

/Xf(m (1 + ) /f ) du(x /f ) dil(z
[ @ dan@ =a [ fe)duta)

Dem: Comecemos por examinar o caso em que f é uma fungdo simples e
seja (X;);er uma familia finita de conjuntos mensuraveis disjuntos dois a
dois e de unido X tal que em cada X; a funcdo f tome o valor constante a;.
Tem-se entdo

/X @) d(u+ 1)) = 3 asu(Xs) + (X)) =

iel
= Z aip(Xi) + Z aip (X
iel iel

/ f(@) dpu(e / f (@) il (@
e, do mesmo modo,

/X f(@) d(ap)(@) = 3 ajan(X:) = a3 ap(X

el i€l

—a /X f(z) dp(z)

Passemos agora ao caso geral em que f: X — R, é uma fun¢do mensuravel.
Consideramos entdo uma sucessao crescente de fungdes simples f,,: X — R,
com f,(x) — f(z), e portanto com f(z) igual ao supremo dos f,(x), para
cada z € X (cf. 11.1.19) e aplicamos o teorema da convergéncia monétona
(11.1.18) para concluir que
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/f()d(u+u —|lm/fn A+ 1)) =
X

—tim ([ fu@ (o) + [ g0 dil(a

:Iim/an(x) du(x)+lim/xfn(x) dp/(z) =

- /X fz)du(z) + /X (@) dp/ ()

e, do mesmo modo, reparando que, para cadan € N, [ f,du < [ fdu, donde
[ fndp =0, no caso em que [ fdu =0,

/Xf(a?) (ap)( _Ilm/fn d(ap)( —Ilma/ fo(z)du(z) =
zalim/anxd,ux :a/XfJ; dp(z)

(nocasoemaquea =0ou [fdu=0,tem-se af f,du =0, paracadan). O

11.1.38 (Teorema trivial da mudanca de variaveis) Sejam (X, M, pu) e

(Y, N, ') dois espagos de medida e ¢: X — Y uma aplicacdo mensuravel
compativel com as medidas, isto é, com u(p'(B)) = p/(B), para cada
B € N (cf. 1.5.11). Para cada aplicagdo mensuravel f:Y — R, tem-se
entdo, para a aplicagio mensuravel f o p: X — R,

/ F() did () = / F(o(@)) dulz)
Y X

Dem: Comecemos por examinar o0 caso em que a funcdo f é simples. Seja
entéo (Y;);e; uma familia finita de subconjuntos mensuraveis de Y, disjuntos
dois a dois e de unido Y, tais que, para cada y € Y;, f(y) tenha um valor
constante a; € R,. Tem-se entdo que os conjuntos ¢ '(Y;) € M slo
disjuntos dois a dois e de unido X e a aplicacdo f o ¢ toma o valor constante
a; em o~ 1(Y;) pelo que f o ¢ também é uma fungéo simples e, por definigéo,

/ F@ i) = Sl () = 3 a (e (V) = /X F(p(@)) du(z)

i€l iel

Passemos agora ao caso geral, em que f:Y — R, é mensuravel. Podemos
entdo considerar uma sucessdo crescente de fungdes simples f,: Y — R,
com f,(y) — f(y), para cada y € Y, e, uma vez que 0s f,op: X — R,
constituem também uma sucessdo crescente de funcbes simples, com
fale(x)) — f(p(x)), para cada x € X, obtemos, pelo teorema da
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convergéncia monotona,
[ i) =tim [ 1.0 du'w) = tim [ fe@) dnto) =
- [ fe@) duto) O

Exercicios

Ex 11.1.1 Sejam (X, M) um espaco mensuravel e (f,)neny Uma sucessdo de
aplicacbes mensuraveis f,: X — R,. Verificar que sdo mensuraveis os
seguintes subconjuntos de X:

a) O conjunto dos x € X tais que os termos da sucessdo f,(x) constituam
uma parte limitada de R, .

b) O conjunto dos = € X tais que a sucesséo dos f,,(z) seja crescente.

¢) O conjunto dos = € X tais que f,(z) — +oo.

d) Dado a € R, 0 conjunto dos = € X tais que f,(z) — a.

e) O conjunto dos x € X tais que a sucesséo dos f,(x) convirja para algum
a € R,. Sugestdo: Caracterizar esses pontos = por uma condi¢do do tipo
Cauchy que utiliza a aplicagdo d no exercicio 1.5.11.

Ex 11.1.2 Apresentar uma demonstracdo alternativa de 11.1.5, que ndo passe pela
consideracgdo de supremos ou infimos de fun¢des mensuréveis, embora utilize
as caracterizagdes no lema I1.1.2. Nomeadamente, mostrar que, se (X, M) é
um espago mensuravel e (f,).en € uma sucessdo de fungdes mensuraveis
fu:X — R, tal que f,(z)— f(z), para cada z € X, entdo a fungio
f: X — R, assim definida é também mensuravel. Sugest&o: Dado a € R,
mostrar que se tem f(x) > a Se, € SO se, existe p € N tal que, para todo o
n>p, fol) >a+ i

Ex 11.1.3 Sejam (X, M) um espago mensuravel e f,g: X — R, duas aplicacdes
mensuraveis tais que, para cada z € X, f(x) < g(z). Mostrar que existe uma
funcdo mensurdvel h: X — R, (ndo necessariamente (nica) tal que, para
cadaz € X, g(z) = f(x) + h(z). Mostrar ainda que, se assim o desejarmos,
podemos construir » de modo que, para cada = € X, h(x) =0 se, e SO se,

f(@) = g(x).

Ex 11.1.4 Sejam X um conjunto e xy € X um elemento fixado e consideremos
na c-algebra P(X) de todas as partes de X a medida de Dirac p,, (cf.
1.2.15). Para cada fungio f:X — R,, automaticamente mensuravel,



96 Cap. II. O integral

caracterizar o integral

| @) dua).

Ex 11.1.5 Sejam (X, M) um espago mensuravel e u: M — R, uma medida.
Lembrar que, como se verificou na alinea 6) de 1.2.12, dados conjuntos A, B
em M, tem-se

u(AU B) + u(AN B) = p(A) + p(B).

a) Obter uma nova justificacdo da formula referida, lembrando que a medida
de um conjunto concide com o integral da respetiva fungdo indicatriz,
reparando na caracterizacao trivial da funcdo indicatriz de uma interseccao de
dois conjuntos e deduzindo desta, pelas leis de de Morgan, uma caracteri-
zacgdo da funcdo caracteristica da unido de dois conjuntos.

b) Utilizar a mesma ideia que em a) para mostrar que, dados trés conjuntos
Ay, Ay, A3 em M, tem-se

/L(Al U A2 @] Ag) + ,LL(AQ n Ag) + /J(Al n Ag) + ,U,(Al n AQ) =
= (A1) + p(A2) + p(As) + p(Ar N Ay N Az).

¢) Enunciar e justificar uma férmula no mesmo espirito que a de b), para a
medida p(A4; U Ay U A3U Ay) da unio de quatro conjuntos de M e
explicitar, mais geralmente, uma férmula para a unido de & conjuntos
mensuraveis.>3

Ex 11.1.6 Seja X um conjunto e notemos v a medida de contagem, definida na
o-algebra P(X) de todas as partes de X (cf. 1.2.15). Seja a: X — R, uma
aplicacdo arbitraria e notemos p a medida, definida na o-algebra P(X),
associada a familia («(x)).ex (cf. 1.2.14). Utilizar 11.1.32 para mostrar que a
medida p coincide com a medida v/(,), associada a medida v e a funcdo
mensuravel o: X — R, (cf. 11.1.22). Concluir daqui que, para cada aplica¢io
f: X >Ry,

/X flx)dp(z) = Z a(x)f(x)

zeX

e reparar que a conclusdo do exercicio 11.1.4 é uma consequéncia direta desta
concluséo.

Ex 11.1.7 Seja (X, M, ) um espaco de medida. Sejam (X),c; uma familia
contavel de conjuntos de M, disjuntos dois a dois e de unido X e (a;);cs
uma familia de elementos de R.,.. Sendo f: X — R, a aplicacéo definida por
f(z) = aj, se x € X, verificar que f € mensuravel e que

53Estas formulas, pelo menos no caso em que . é a medida de contagem, sdo atribuidas
ao matematico portugués Daniel da Silva (1814 -1878).
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/X @) dp(z) =3 0y u(X))

jed

(reparar que esta conclusdo é uma generalizagao da definicdo do integral das
funces simples).

Ex 11.1.8 Seja (X, M, 1) um espago de medida. Seja (A, )en Uma sucessdo de
partes mensuraveis de X. Seja A C X um subconjunto.
a) Verificar que A,, — A (cf. o exercicio 1.2.5) se, e s6 se, para cada = € X,
I4,(z) — I4(x), e reobter, a partir daqui, a conclusdo da alinea c) do
exercicio 1.2.5.
b) Supondo que A, — A e que existe um conjunto B € M, com
w(B) < 400 e A, C B, paracadan € N, mostrar que u(A,) — p(A).

Ex 11.1.9 Seja (X, M, 1) um espago de medida finita, isto é, com u(X) < 4o0.
Se f: X — R, é uma funcdo mensuravel majorada, mostrar que

/ f(x)du(z) < 4o0.
X

Ex 11.1.10 a) Seja (X, M, 1) um espago de medida com p o-finita (cf. 1.4.9) e
seja f: X — R, uma aplicacdo mensuravel. Mostrar que a correspondente
medida psy: M — R, (cf. 11.1.22) também é o-finita.

Sugestdo: Sendo (X, ).eny Uma familia de conjuntos mensuraveis de uniéo
X, com pu(X,) < +oo, considerar, para cada p € N, 0s conjuntos
X, = {z € X, | f(z) < p}.

b) Seja (X, M, ) um espago de medida com p o-finita. Mostrar que existe
uma fungéo mensuravel f: X — R\ {0} com [fdu < +oo.

Sugestdo: Verificar que X € unido de uma sucessdo de conjuntos
mensuraveis disjuntos dois a dois (X, ),en, cOm u(X,) < 400 e tomar para
f uma fungdo com um valor constante conveniente em cada X,,.

c) Seja (X, M,u) um espaco de medida tal que exista uma aplicacéo
mensuravel f: X — Ry \ {0} com [ f du < +oo. Mostrar que x é o-finita.
Sugestdo: Para cada n € N, considerar o conjunto X,, dos pontos x € X tais
que f(z) > +.

Ex 11.1.11 Sejam (X, M, ;1) um espaco de medida e f, g: X — R, duas fungdes
mensuraveis tais que

/ f(z)dp(r) < 400, / g(x) dp(z) < 4o0.
X X

Sendo h: X — R, a funcdo definida por h(z) = max{f(z), g(x)}, mostrar



98 Cap. II. O integral

que h é mensuravel e com

/ h(z) dp(z) < +o0.
X

Ex 11.1.12 Considerando nos borelianos de R a medida de Lebesgue, mostrar
que, para cada funcdo mensuravel f: R — R, tem-se

[ 7)o = tim /H f(a) d.

Ex 11.1.13 Seja (a ) ey Uma familia de elementos de R ;. Mostrar que
H —k/n _

Ex 11.1.14 Considerando nos borelianos de R a medida de Lebesgue, mostrar
que, se f:R — R, é uma fun¢do continua tal que

/Rf(x)dac =0,

entdo tem-se f(x) = 0, paratodo o = € R.

Ex 11.1.15 Sejam (X, M,p) um espago de medida e
aplicagbes mensuraveis tais que, paracada x € X, f(x)

/ f(z)dp(r) = / g(z) dp(x) < +oo.
X X

f,g: X — R, duas
< g(z) e que

Mostrar que se tem f(z) = g(x) quase sempre. Mostrar ainda que a hipotese
de o integral ser diferente de +oo é essencial para a concluséo.
Sugestédo: Utilizar a conclusdo do exercicio 11.1.3.

Ex 11.1.16 Sejam (X, M, u) um espaco de medida e (A,);c; uma familia
numeravel de conjuntos mensuraveis tais » y(A;) < +oo. Seja A C X 0
jeJ
conjunto dos = € X tais que z € A;, para um namero infinito de valores de
j- Mostrar que A € um conjunto mensuravel e que (A) = 0.
Sugestdo: Considerar a fungdo f: X — R, definida por

fla) = L)

jeT
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Ex 11.1.17 Considerando nos borelianos de R a medida de Lebesgue, mostrar que

Iim/ 2n® + cos(n)n de = 2
[0,1] n? 4 T

Ex 11.1.18 Sejam (X, M,u) um espaco de medida com u(X) < 4oco e
f: X — [0,1] uma funcéo mensuravel. Mostrar que, sendo A o conjunto dos
pontos x € X tais que f(x) = 1, tem-se

lim /X F(@)" dpu() = p(A).

Ex 11.1.19 Sejam (X, M, 1) um espago de medida e f: X — R, uma fungdo
mensuravel tal que

/X f(2) dp(z) < +oo.

Mostrar que, para cada 6 > 0, existe ¢ > 0 tal que, sempre que A € M

verifica u(A) < e, tem-se
[ #a)duto) <o
A

Duas sugestdes alternativas: 1) Aplicar a conclusdo do exercicio 1.2.6 as
medidas 1 € ju(p). 2) Sendo X,, = {x € X | f(x) > n}, mostrar que

IIm/ flx)du(z /f ) du(x

onde X, € um conjunto mensuravel conveniente, e usar esse facto para fixar

n tal que
5
/f ) du(x) < 3.

Ex 11.1.20 (Sucessdes duplas) Se Y é um conjunto, uma sucessao dupla de

elementos de Y € uma familia (1) (m,n)enxn de elementos de Y, em que o
conjunto de indices € o produto cartesiano N x N. Se Y é um espaco
topolégico, diz-se que a sucessao dupla (ym,n)(mn)enxn CONVErge para um
elemento y € Y, ou que tem limite y, e escreve-se y,,, — y, se, qualquer
que seja a vizinhangca V' de y, existe ng € N tal que, sempre que m > ng €
n 2> ny, Ymn € V.
a) Mostrar que, se y,,,,, — y num espago topolégico Y, entdo a sucessdo,
indexada em N, de elementos y,, também converge para y (embora a
reciproca ndo seja valida) e deduzir, em particular, que num espaco
topoldgico separado uma sucessao dupla ndo admite mais que um limite.
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b) Reparar que uma sucessdo (y,)nen, de elementos dum espago métrico Y,
¢ de Cauchy se, e s6 se, a sucessdo dupla de nimeros reais, que a
(m,n) € N x N associa d(z,, z,) tem limite 0.

¢) (Teorema da convergéncia dominada para sucessdes duplas) Sejam
(X, M, 1) um espago de medida € (fin.n)(m,n)enxn UMa sucessdo dupla de
funcbes mensuraveis f,,,: X — R, tal que, para cada = € X a sucessdo
dupla de elementos f,,,(x) € R, tenha limite f(z) € R,. Verificar que a
funcdo f: X — R assim definida é mensuravel e que, se existir uma fungéo
mensuravel g: X — Ry com [gdu < +oo e f.(z) < g(z), para cada
(m,n) e Nx Nez € X, entdo

/X fmn () dp(z) — /X f(z)dp(z).

Sugestdo: Para verificar que f: X — R, é mensuravel ter em conta a
conclusdo de a). Para provar a convergéncia da sucessao dupla dos integrais,
reciocinar por absurdo, notando que, se esta ndo convergisse, existia uma
vizinhanga V de [ f du em R, tal que, para cada n € N, existia a(n) > n e
B(n) > n com [ foum) sm dp ¢ V, chegando entdo ao absurdo por aplicacéo
do teorema da convergéncia dominada & sucessdo de funces

gn = fa(n),@(n): X — R+-

Ex 11.1.21 (Para quem conheca as sucessfes generalizadas) Neste exercicio
consideraremos sucessdes generalizadas, ou seja, familias indexadas num
conjunto dirigido de indices, isto €, num conjunto de indices munido de uma
relagdo >, com as propriedades habituais que permitem trabalhar conve-
nientemente com a no¢do de limite (ver, por exemplo, [9]).

a) Seja J um conjunto arbitrario de indices e seja ;(.J) o conjunto de todas
as partes finitas I C J. Verificar que P (J) fica um conjunto dirigido, para a
relagdo I = I' & I O I' e que, se () es é uma familia de elementos de R,
a sua soma ) z; (cf. 1.1.6) € o limite da sucessao generalizada (S1);cp, (),

jeJ
com Sy = ;.
jer

b) Sejam (X, M) um espaco mensurdvel e (fj)jes; uma sucessdo
generalizada de funcBes mensuraveis f;: X — R, tal que, para cada = € X,
a sucessdo generalizada dos elementos f;(x) € R tenha limite f(x) em R, .
Verificar que, apesar de f(x) admitir uma caracterizacdo, em termos de
infimos e supremos, analoga a referida em 11.1.5, isso ndo nos permite
concluir que a fungdo f: X — R tenha que ser mensuravel.

¢) Suponhamos que o espago mensurdvel (X, M) é tal que os conjuntos
unitérios {x}, com z € X, sdo mensurdveis. Mostrar que qualquer fungdo
f: X — R, mensuravel ou no, é limite, ponto a ponto, de uma sucessio
generalizada de fungbes mensurdveis X — R, . Sugestdo: Considerar, para
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conjunto de indices, o conjunto P;(X) das partes finitas de X e definir, para
cada I € P;(X), uma fungdo f;, que se verificard ser mensuravel, por
fi(@) = (@) ().

d) Verificar que a nogéo de limite de uma sucessao dupla (Ym,n) (mn)enxy de
elementos de um espaco topoldgico Y, referida no exercicio 11.1.20, é
equivalente a nocdo de limite de uma sucessao generalizada, correspondente
aumarelacdo > naturalmente definidaem N x N.

e) Lembrar a nogéo de aplicacdo admissivel entre conjuntos dirigidos, que é
utilizada na definicdo da nocdo de subsucessdo generalizada. Diremos que
um conjunto dirigido .J é de tipo numeravel se existir uma aplicacdo admis-
sivel a: N — J, onde em N se considera, naturalmente, a ordem usual.
Verificar que N x N, com a relagdo = considerada em d), é um conjunto
dirigido de tipo numeravel e que, se J é um conjunto contavel de indices, o
conjunto P;(.J), referido em a), é de tipo numeravel.

Sugestdo: No primeiro caso, tomar a(n) = (n,n) €, no segundo, afastado ja
0 caso trivial em que J = (), considerar uma aplicagdo sobrejetiva o: N — J
e definir a(n) = {©(1),¢(2),...,p(n)}.

f) Adaptar a demonstragdo do teorema da convergéncia dominada para suces-
sBes duplas na alinea c) do exercicio 11.1.20, para provar a seguinte versao do
teorema da convergéncia dominada para sucess@es generalizadas:

Sejam J um conjunto dirigido de tipo numerdvel, (X, M, 1) um espago de
medida e (f;)je; uma sucessdo generalizada de funcBes mensuraveis
fi: X — Ry tais que, para cada = € X, fj(z) — f(x). Tem-se entdo que
f: X — R, é mensuravel e, supondo que existe ¢: X — R, mensuravel,
com [y g(z)du(z) < +oo, tal que f;(x) < g(x), paracada j € J e z € X,
vem

[ strdute) ~ [ 5@ ano)

82. Integracéo de funcbes com valores num espaco de Banach.

Na seccdo precedente vimos como definir o integral de uma fungio
mensuravel com valores em R_.. Do ponto de vista intuitivo, pelo menos
no caso dos espagos de medida mais interessantes, uma funcéo ser mensu-
ravel pode ser interpretado como ela ndo ser “demasiado estranha” e, na
pratica, todas as funcGes que nos aparecem explicitamente descritas
acabam por ser mensuraveis. A contrapartida que temos que pagar pelo
facto de qualquer fungdo com valores em R, que ndo seja “demasiado
estranha”, ter integral é que esse integral pode ser +oo, 0 que ndo é um
preco demasiado alto desde que nos situemos num contexto de nimeros
positivos (no sentido lato).
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11.2

Cap. Il. O integral

Na seccdo que agora iniciamos, vamos abandonar as hipdteses de positi-
vidade mas, em compensacéo, teremos que ser muito mais cuidadosos em
afastar a hipotese de algumas expressdes poderem tomar um valor
infinito. Analisando o que é necessario para integrar uma funcéo, consta-
tamos que precisamos multiplicar valores da funcdo por medidas de
conjuntos, somar valores assim obtidos e tomar limites de sucessdes de
valores assim obtidos. Estas observag@es levam-nos a por a hipdtese de o
contexto natural para a integracdo ser o das fungdes com valores num
espago vetorial normado, espaco que serd conveniente ser completo (isto
€, um espago de Banach) para termos um método importante para garantir
a convergéncia de certas sucessdes. Vamos verificar que é esse efetiva-
mente 0 caso.

Tal como ja encontrdmos na seccéo 1.5, também no contexto dos espagos
vetoriais normados vao ser importantes os subconjuntos que, munidos da
topologia induzida séo espacos de base contavel (cf. 1.5.24). Vamos, por
isso, iniciar a seccdo com algumas observages sobre espacos de base
contavel, no contexto dos espagos métricos, em particular no dos subcon-
juntos de espagos vetoriais normados que complementam o referido em
1.5.25,1.5.26 e 1.5.27.

.1 Um espaco topoldgico X diz-se separavel se existe uma parte contavel
A C X que seja densa, isto é, cuja aderéncia seja X.

Se X € um espaco métrico, entdo X é de base contavel se, e sé se, é
separavel.

Dem: 1) Seja & uma base contavel de abertos de X. Para cada U € U, tal
que U # 0, seja xzy € U um elemento escolhido e seja A o conjunto contavel
dos elementos escolhidos x;;. Verifiguemos que A é uma parte densa de X.
Orase z € X e V' é uma vizinhanca arbitréaria de x, tem-se = € int(V'), que é
um aberto pelo que, por I/ ser uma base de abertos, existe U € U tal que
xeU Cint(V)eentdo xzy € V N A, portanto V N A # ().

2) Seja A C X um subconjunto contavel denso A. Seja &/ o conjunto
contavel de abertos B,(a), coma € A e r > 0 racional e verifiguemos que I/
€ uma base de abertos, ou seja, que, sendo U um aberto de X e z € U, existe
um conjunto de U que contém x e esta contido em U. Ora, podemos
considerar ¢ >0 tal que B.(z) C U, considerar um racional r com
0 <r <e/2e, por z ser aderente a A, um elemento a € A N B,(x). Por ser
d(a,z) < r tem-se também z € B,(a), que € um dos conjuntos em /, e, pela
desigualdade triangular, tem-se

B,(a) C By(x) C B.(z) CU. O

.2 (Subconjuntos separaveis dum espa¢o métrico) Seja X um espago
métrico. Tem-se entéo:

a) Se Y C X é contavel, entdo Y é separavel.

b)SeY C X éseparavel e Y’ C Y, entdo Y’ é também separavel.

€) Se Y C X é separavel, entdo a aderéncia ad(Y"), de Y em X, é também
separavel.
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d) Se (Y;);cs € uma familia contavel de subconjuntos separaveis de X, entéo
U Y; é também separavel.
jeJ
e) Se Y C X é compacto, entdo Y é separavel.
Dem: a) Temos uma consequéncia de Y ser uma parte densaem Y.
b) A conclusdo resulta de 11.2.1 e da alinea a) de 1.5.25.
€) Se B C Y é um conjunto contavel denso em Y, B é também denso em
ad(Y"), uma vez que ad(B), sendo um fechado de X que contém Y, contém
também ad(Y).
d) Seja, para cada j € J, B; C Y; é um conjunto contavel denso em Y.
Entdo |J B; € uma parte contavel densa de |J Y;.

jeJ jeJ
e) Para cada n € N, a propriedade das coberturas dos conjuntos compactos
garante a existéncia de uma parte finita B, C Y tal que a unido das bolas
abertas B ,(z), com 2 € B,, contenha Y. Tem-se entdo que a unido 5 dos
B, comn € N, é um subconjunto contével de Y que é denso em Y, uma vez
que, para cada y €Y e ¢ >0, podemos escolher n tal que % <d e
r€ B, CBtalquey € By,(x), eentdo x € Y N Bs(y). O

11.2.3 (Imagem por uma aplicacdo continua) Sejam X um espaco topolégico
de base contavel, X um espaco métrico e f: X — X uma aplicacdo continua.
Tem-se entdo que f(X) C X é separavel.

Dem: Seja ¢ uma bhase contavel de abertos de X e escolhamos, para cada
UeU, com U #0, um elemento zy € U. Vemos verificar que o
subconjunto contavel B C f(X), cujos elementos sdo os f(zy ), é denso em
f(X). Ora, se ye f(X) e 6 >0, vem y = f(z), para um certo x € X
donde, pela continuidade de f em z, existe um aberto U’ de X, com xz € U’
tal que f(U')C Bs(y) e sendo U el tal que z €U CU’' tem-se
f(xv) € BN Bs(y). u

11.2.4 (Aplicagbes topologicamente mensuraveis) Sejam (X, M) um espago
mensuravel, £ um espago de Banach® e f: X — E uma aplicagdo. Vamos
dizer que f é topologicamente mensuravel se f é mensuravel, quando se
consideraem F a o-algebra By dos borelianos, e f(X) é separével.

Analogamente ao que referimos no inicio desta seccéo, relativamente as
fungbes com valores em R, as funcdes topologicamente mensuraveis
com valores num espaco de Banach véo ser intuitivamente encaradas
como aquelas que ndo sdo “demasiado estranhas” para efeitos de
integracdo. Repare-se que, no caso das fungdes com valores em R, ndo
fazia sentido estar a pedir que a imagem tivesse base contavel, uma vez

54Com frequéncia trabalharemos com espacos de Banach, mesmo em situages em que se
poderia trabalhar com espagos vetoriais normados, ndo necessariamente completos. Os
espagos completos sdo essenciais em muitas situacdes e, ao trabalharmos sistematica-
mente com estes, dispensamos a necessidade de nos lembrarmos dos pontos em que eles
sd0 essenciais.
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que ela era uma parte de R, o qual ja tem base contéavel.

Tal como acontecia com as fungdes com valores em R, vamos ver em
seguida que muitas das construcgdes habituais de novas funcdes a partir de
outras que sejam topologicamente mensuréveis, conduzem a funcdes
topologicamente mensuraveis o que, de certo modo, explica o facto de
estas serem “muito numerosas”,

11.2.5 (Nota) Entre os espagos de Banach que é mais frequente encontrarmos no

contexto da integracdo estdo R e C, em ambos 0s casos com o valor absoluto
como norma implicita, e, mais geralmente, 0s espacos vetoriais F de
dimensdo finita, com qualquer das normas equivalentes que estes espacos
possuem. Em todos estes casos particulares, o proprio espaco E ja é de base
contavel, e portanto separdvel, como constatamos se lembrarmos o referido
nas alineas b) e €) de 1.5.25 e tivermos em conta que um espago vetorial real
de dimensédo n € isomorfo, e portanto também homeomorfo, a R" e que um
espaco vetorial complexo de dimensdo n € também um espago vetorial real
de dimensdo 2n. Nestes casos particulares, uma aplicagdo topologicamente
mensuravel é assim simplesmente uma aplicagdo mensuravel, sem mais
nenhuma condi¢éo suplementar.
Observe-se também que, mesmo no caso dos espagos de Banach de dimenséo
infinita, muitos dos que sdo encontrados com frequéncia sdo, de facto,
espacos separaveis, pelo que a eles se aplica também a observacdo que
fizemos atrés (ver, por exemplo, I11.4.7 adiante).

11.2.6 (Composta com uma aplicacdo continua) Sejam (X, M) um espago
mensuravel, E um espaco de Banach e f:X — E uma aplicacdo
topologicamente mensurdvel. Sejam F' um espaco de Banach, B C E um
boreliano, com f(X) C B e g: B— F uma aplicagdo continua. Tem-se
entdo que go f: X — F' é também topologicamente mensuravel.

Dem: O facto de f: X — E ser mensuravel implica que f: X — B €
também mensuravel, quando se considera em B a o-algebra Bp dos
borelianos (cf. 1.5.5 e 1.2.9). Uma vez que g: B — F' é mensuravel, por ser
continua (cf. 1.5.8), concluimos que go f: X — F é mensuravel. O facto de
go f(X)=g(f(X)) C F ser separavel resulta de f(X) C E ser de base
contavel, tendo em conta 11.2.3. O

11.2.7 (Composta com uma aplicagdo mensuravel) Sejam (X, M) e (Y, N)
dois espagos mensuraveis € ¢: X — Y uma aplicagdo mensuravel. Sejam E
um espaco de Banach e f:Y — E uma aplicagdo topologicamente
mensuravel. Tem-se entdo que fo@: X — E é também topologicamente
mensuravel.

Dem: A aplicacdo fow é mensurdvel, enquanto composta de duas
mensuraveis e o facto de f o ¢(X) ser separavel é uma consequéncia de se
ter f o p(X) C f(Y), onde f(Y) é separavel. O

11.2.8 (Aplicacdo com valores num produto) Sejam E e F' espagos de Banach,
e consideremos no espaco vetorial £ x F'a norma
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1z, w)[l = max{|z[], [[w]},

que sabemos definir a topologia produto e tornar F x F' um espago de
Banach. Sejam (X, M) um espago mensurdvel e f: X - EF e ¢ X — F
duas aplicacbes topologicamente mensuraveis. E entdo também topologica-
mente mensuravel a aplicacdo h: X — E x F', definida por

h(z) = (f(z), g(x)). >

Dem: Uma vez que f(X) C E e g(X) C F sdo separdveis, 0 mesmo vai
acontecer as respetivas aderéncias Z = ad(f (X)) e W = ad(¢g(X)), que séo
fechados, em particular borelianos de E' e F, respetivamente. Uma vez que
f:X—ZegX— W também sdo mensuraveis, quando em Z e W se
consideram as o-algebras dos borelianos B e By, respetivamente, tendo em
conta 1.5.21, vem entdo mensuravel a aplica¢do h: X — Z x W, quando se
considera no espaco de chegada a o-algebra produto Bz ® By, que, por
1.5.27, coincide com a o-algebra dos borelianos de Z x W, o que implica
que h: X — E x F é mensuravel, quando se considera em E x F a
o-algebra dos borelianos. O facto de h(X) ser separdvel é uma consequéncia
de se ter h(X) C f(X) x g(X), que é de base contavel, e portanto separavel
tendo em conta a alinea c) de 1.5.25. O

11.2.9 (Somas e produtos de aplicacBes topologicamente mensuraveis) Seja
(X, M) um espago mensuravel. Tem-se entéo:
a) Se E é um espago de Banach e f,¢g: X — FE sdo duas aplicacdes
topologicamente mensuraveis, entdo f + g: X — E é também topologica-
mente mensuravel.
b) Sejam F', G, H trés espacos de Banach e &: F' x G — H uma aplicacdo
bilinear continua, que encaramos como uma “multiplicacdo”, notando, para
cddawe Fezed,

wXxz=¢w,z) € H.

Se f: X — F e g: X — @ sao duas aplicagGes topologicamente mensuraveis,
entdo é topologicamente mensuravel a aplicacéo f x g: X — H, definida por

(f x 9)(x) = f(x) x g(x) = £(f(x), 9()).

¢) Em particular, se E é um espaco de Banach sobre o corpo K, igual a R ou
C, e se f:X—FE e p:X—K sd aplicagbes topologicamente
mensuraveis®®, entdo é também topologicamente mensuravel a aplicagéo
of: X — E.

55Este resultado € uma das razées pelas quais temos que trabalhar com aplicag@es topo-
logicamente mensuraveis. Se f e g fossem apenas aplicagdes mensuraveis, ndo consegui-
riamos mostrar que h é mensuravel, sem as hipoteses de E e F' serem de separaveis.

56No caso de ¢, topologicamente mensuravel é o mesmo que mensuravel, uma vez que
K, igual a R ou R?, é separavel.
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Dem: As alineas a) e b) tm uma justificacdo totalmente anéloga: Tendo em
conta 11.2.8, consideramos a aplicacdo topologicamente mensuravel
X — E x E (respetivamente, X — F' X G), © — (f(z),g(z)) e reparamos
gue f + g (respetivamente, f x g) é a composta daquela aplicacdo com a
soma (respetivamente a aplicacdo &), que € uma aplicacdo continua
E x E — FE (respetivamente F' x G — H). A alinea c) é o caso particular
de b) em que tomamos para £ a multiplicacdo pelos escalares, uma aplicagéo
bilinear continua K x £ — F. O

11.2.10 Sejam X um espaco topoldgico de base contavel, sobre o qual conside-
ramos a o-algebra dos borelianos By, e E um espaco de Banach. Se
f: X — E é uma aplicacdo continua, entdo f é topologicamente mensuravel.
Dem: Tendo em conta 1.5.8, f é mensuravel e o facto de f(X) ser separavel
€ uma consequéncia de 11.2.3. O

11.2.11 Sejam (X, M) um espago mensuravel e (X;);c; uma familia contavel de

conjuntos de M tal que X =|J X,. Sejam E um espaco de Banach e
jeJ

f:X — FE uma aplicagdo tal que, para cada j € J, f/x,: X; — E seja topo-
logicamente mensurdvel. Tem-se entdo que f: X — E é topologicamente
mensuravel.
Dem: A aplicac@o é mensuravel, tendo em conta 1.5.6, e o facto de f(X) ser
separavel é uma consequéncia de se tratar da unido dos f(Xj;), que séo
separaveis (cf. a alinea d) de 11.2.2). O

11.2.12 Sejam (X, M) um espago mensuravel, Y um espago métrico e ([, )nen

uma sucessdo de aplicagbes mensuraveis tal que, para cada z € X,
fulz) — f(z). Tem-se entdo que a aplicagdo f: X — Y, assim definida, é
mensuravel.
Dem: Tendo em conta 1.5.7, tudo o que temos que verificar é que, para cada
aberto V de Y, f~1(V) € M, podendo ja afastar-se o caso trivial em que
V =Y, e portanto f~!(V) = X. Lembrando que, no contexto dos espagos
métricos, a distancia a um conjunto fechado néo vazio é uma funcédo continua
gue se anula exatamente nesse conjunto fechado, podemos, para cada m € N,
considerar o aberto V,,, C V/, definido por

1
Vm:{yGY|d(y,Y\V) > E}

Vamos mostrar em seguida gue se tem

= U ()5

(m,k)eNxN n>k

0 que, uma vez que cada f,'(V,,) € M, provara que f*(V)eM, e
terminaré a demonstragéo.

Suponhamos que = € f~1(V). Vem f(z) € V, ou seja, d(f(z),Y\V) >0
pelo que existe m € N tal que d(f(z),Y \ V) > —= e, por ser

m
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d(fo(2), Y\ V) = d(f(2), Y \ V),

existe k € N tal que, para todo 0 n > k, d(f,(z),Y \ V) > L, por outras
palavras, f,(z) € V,, e z € f,(V,,). Ficou assim provado que

ze | )£V

(m,k)eENXN n>k

Suponhamos, reciprocamente, que x pertence ao conjunto referido e seja
m, k fixados tais que, para cadan > k, = € f, 1(V;,), ou seja,

1

d(ful). Y\ V) > —

Mais uma vez por ser
d(fu(2), Y\ V) = d(f(z),Y \ V),

concluimos que d(f(z),Y\V)> =L >0, donde f(z)€V, ou seja,
ze f1(V). O

11.2.13 (Limites de topologicamente mensuraveis) Sejam (X, M) um espago
mensurével, E um espaco de Banach e (f,),en Uma sucesséo de aplicacfes
topologicamente mensurdveis f,: X — E tal que, para cada z € X,
fa(z) — f(z). Tem-se entdo que a aplicagdo f: X — E, assim definida, é
topologicamente mensuravel.

Dem: Ja sabemos que f: X — E é mensuravel, tendo em conta 11.2.12. Uma
vez que cada f,,(X) é separavel, deduzimos sucessivamente, das alineas d) e

c) de 11.2.2, que |J f,.(X) e a sua aderéncia sdo também separaveis. Uma vez
neN

que cada f(x) é limite da sucessdo dos f,(z), que pertencem a |J f.(X),
concluimos que "
Fx) cad({J £u(X))
neN
e portanto, pela alinea b) do resultado citado, f(X) é separavel. O

11.2.14 Notemos que, se E é um espago de Banach, o facto de a fungdo
E —R; CR, z— |z, ser continua, em particular mensuravel, implica
que, se (X, M) é um espago mensuravel e se f: X — FE € mensuravel (em
particular, se é topologicamente mensurével), entdo é mensuravel a aplicagéo

X—>RyCR, o |f(2)].
Esta propriedade sera usada amitde sem referéncia explicita.

11.2.15 (Aplicagdes integréaveis) Sejam (X, M, ) um espaco de medida e E
um espago de Banach. Vamos dizer que uma aplicacdo f: X — E é
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integravel se ela é topologicamente mensuravel e

[15@) duo) < -+

Com o objetivo de definir o integral das funcdes integraveis, vamos, por
analogia com o que se fez no contexto das fungdes com valores em R,
comegar por examinar uma classe particular de aplicag@es integraveis, as
aplicagBes em escada, que vao jogar o papel que entdo jogavam as
fungBes simples. Repare-se que, ao contrario do que sucedia com as
funcdes simples em 11.1.6, a definicdo de aplicacdo em escada ja faz
intervir a medida que se considera no dominio.

11.2.16 Sejam (X, M) um espago mensurdvel e £ um espago de Banach. Por
analogia com 11.1.6, vamos dizer que uma aplicacdo f: X — F é uma
aplicacdo simples se ela é mensuravel e o contradominio f(X) é finito. Mais
particularmente, e essas serdo as aplicagdes com um papel mais importante
nesta seccdo, dada uma medida p: M — R, vamos dizer que uma aplicagio
f: X — E é uma aplicagdo em escada se ela é simples e integravel.
Repare-se que, no caso particular em que p(X) < 400, toda a aplicagdo
simples f: X — F é uma aplicacdo em escada, uma vez que a funcéo
x — || f(x)| é entdo simples, e portanto de integral finito.

11.2.17 Sejam (X, M) um espaco mensurdvel, £ um espaco de Banach e
f: X — E uma aplicagéo simples. Existe entdo uma familia finita (X;),c; de
partes mensuraveis de X, disjuntas duas a duas e de unido X, tais que a
restricdo de f a cada X seja constante.

A uma tal familia damos entdo o nome de particdo adaptada a aplicacao
simples f (comparar com 11.1.7) e, no caso em que é dada uma medida
pw: M — R, usamos a notagdo .J, para designar o conjunto dos indices
j€J tal que u(X;) < —+oc. E claro que, no caso em que u(X) < +oo,
tem-se simplesmente J, = J.

No caso em que é dada uma medida i: M — R, e f: X — E é mesmo uma
aplicagdo em escada, tem-se f(x) =0, paracadaje J \ Jyez € X,.

Dem: Para obter uma particdo adaptada, basta tomar para J o conjunto finito
f(X) e, paracada j € J, tomar

Xj=A{v e X[ f(z) =7},
imagem reciproca por meio de f do conjunto fechado, em particular
boreliano {j} C E. Supondo agora que a aplicacdo é em escada, dada uma

particdo adaptada (X),cs, tem-se, para cada jy € J, com f(x) = wj,, para
S Xj0,57

57yw;, esta bem determinado se X, # 0.
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/Hf )l dpu(z) >

2/ 1f @)l dp(x) = p(X,) [yl

Jo

+oo>/ 17 ()|l dyu(a

jedJ

pelo que, se jo € J\ Jy, isto &, se u(X;)=+oo, tem-se |w;| =0 e
wyj, = 0. O

11.2.18 Repare-se que, tal como em 11.1.12, se f: X — F €& uma aplicacdo
simples e se (X);cs € uma particdo adaptada tal que f(z) = w;, para cada
r € Xj, entdo, sendo Iy : X — R, a fungdo indicatriz de X;, tem-se, para

cadazx € X,
x) = Z]IXJ.(JJ) w
jeJ

e, no caso em que ¢ dada uma medida u: M — R, e f é mesmo uma
aplicacdo em escada, também
= Z]IX](m) wj

J€Jo

11.2.19 Sejam (X, M, ) um espago de medida, £ um espago de Banach e
f:X — E uma aplicagdo em escada. Sejam (X,)jc; € (X})rex duas
partiches adaptadas & aplicacdo f e sejam (w;)jcs € (2i)rex familias de
vetores de E tais que f(z) = wj, para cada =z € X, e que f(x) = z, para
cada = € X},.58 Tem-se entdo

D> X)) w =" (X))

i keky

Dem: Comecemos por observar que, sempre que X;N Xj # (), tem-se
w; = 2, Uma vez que ambos os vetores séo iguais a f(x), para x em
X;NX,. Para cada j € Jy, X; é a unido da familia finita dos conjuntos
mensuraveis X; N X}, k € K, que sdo disjuntos dois a dois, e obtemos

YouX)wi=Y QX NX))wi= Y uX;NXpw

jedy je€Jo keK (j,k)EJox K

Para cada j € Jy e k € K \ Ky, tem-se p(X; N X)) w; = 0, uma vez que, se
X;NX, =0, tem-se pu(X;NX;)=0 e, caso contrario, w;=z; =0.
Deduzimos assim das igualdades anteriores que se tem também

58Repare-se que 0s z; estdo bem determinados para os indices j tais que X; # () mas que,
se X; =0, qualquer z; € E verifica a condicdo referida. Analoga observagéo vale evi-
dentemente para 0s wy.
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YouXpuwy= Y (XN Xp) w;.

Jj€J (4.k)€Jox Ky

Por troca dos papéis das duas parti¢cdes, tem-se também

douXp)am= Y wX;nXp) 2.

ke Ko (4:k)€Jox Ko

Para concluir a igualdade do enunciado, basta assim verificar que, para cada
par (j, k) € Jo x Ko

(XN X)) wy = p(X; N XG) 2,

e isso é uma consequéncia de ambos os membros desta igualdade serem 0, no
caso em que X; N X; = () e, caso contrario, de ser w; = z. O

11.2.20 Tendo em conta o resultado precedente, sendo (X, M, p) um espago de
medida, £ um espaco de Banach e f: X — E uma aplicacdo em escada, é
legitimo definir o integral de f como sendo o vetor de £

[ an= [ 1@ dute) = 3 u)w,

Jj€Jo

onde (X;);cs é uma particdo adaptada & funcéo f, f(z) = w;, para cada
xz € X;e Jyéoconjunto dos j € J tais que p(X;) < +o0.

Observe-se desde ja que, no caso em que consideramos para F 0 espago R,
uma fungdo f: X — R, C R é uma aplicagcdo em escada se, e sd se, é uma
fungéo simples (cf. 11.1.6) e com [ f du < +oc € que, nesse caso, o integral
de f como aplicacdo em escada coincide com o seu integral como fungdo
simples, uma vez que, para cada j € J \ Jy, tem-se w; = 0.

11.2.21 Como exemplo trivial de aplicacdo em escada, temos a aplicagdo identi-
camente nula, 0: X — E, a qual admite a familia formada pelo Unico
conjunto X como particdo adaptada. E claro que se tem

/Od,u:().

Outra consequéncia direta da definicdo é que, se u(X) =0 (ou, o que é
equivalente, se x = 0), entdo, para cada aplicacdo em escada f: X — E,
tem-se [ f(x)du(x) = 0, visto que, sendo (X);c; uma particdo adaptada a
f, tem-se ;(X;) = 0, para cada j.

11.2.22 Sejam (X, M) um espagco mensurdvel e £ um espago de Banach. Se
(X)jes € uma familia finita de conjuntos mensuraveis disjuntos dois a dois e
de unido X e se (w;);cs € uma familia de elementos de E, entéo podemos
definir uma aplicagdo simples f: X — FE, tendo a familia dos X; como
particdo adaptada, pela condigéo de se ter f(z) = w;, para cada z € X;. No
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caso em que é dada uma medida u: M — R, e w; =0 sempre que
w(X;) = 400, esta aplicacdo é mesmo uma aplicagéo em escada.

Dem: O facto de f ser topologicamente mensuravel resulta de 1.5.6, ja que a
restricdo a cada X; é constante, e do facto de f(X) ser finito, em particular
separavel. Reparamos enfim que, com a hipbtese suplementar, a funcéo
X — Ry, z— || f(z)| é uma funcdo simples, que toma o valor ||w;|| em X},
donde

J17@ I dute) =3 ol w(5) = 3wyl u(x) < +oe. O

jeJ J€J

11.2.23 (Lema) Sejam (X, M) um espaco mensurdvel, E um espaco de Banach
e f,9: X — E duas aplicacbes simples. Existe entdo uma particdo (X;);cs
adaptada simultaneamente a f ea g.

Dem: Seja (X;);c; uma familia finita de conjuntos mensuraveis, disjuntos
dois a dois e de unido X, tais que f seja constante em cada X; e seja
(X}.)kexc uma familia finita de conjuntos mensuraveis, disjuntos dois a dois e
de unido X, tais que ¢ seja constante em cada X). Tem-se entdo que 0s
conjuntos mensuraveis X; N X}, (j,k) € J x K, sdo disjuntos dois a dois e
de unido X, constituem uma familia finita e em cada um deles tanto f como
g é constante. O

11.2.24 (Aditividade) Sejam (X, M, 1) um espaco de medida, E um espaco de
Banach e f,¢9: X — E duas aplicacbes em escada. Tem-se entdo que
f+¢9: X — E étambém uma aplicacdo em escada e

[ 1@+ @) duto) = [ 1@ anto)+ [ o) duto)

Dem: Tendo em conta o lema anterior, podemos considerar uma familia
finita (X;);e; de conjuntos mensuraveis disjuntos dois a dois e de unido X
tal que, para cada z € X;, f(z) =w; e g(z) = z; e sabemos que entéo
tem-se wj = z; =0, sempre que w(X;) = +o0. Como
f(z) + g(z) = w; + z;, sempre que = € X, onde w; + z; = 0, sempre que
p(X;) = 400, segue-se que f + g € uma aplicagéo em escada e que

/f +g(@)du(x) = (X)) (z+ wy) =

jedy
=D ulXp) 2+ ) n(X,
j€Jo J€d

=/ﬂmwm+/mww@. O

11.2.25 (Composi¢do com uma aplicacéo linear) Sejam (X, M, 1) um espago
de medida, £ e F espacos de Banach e a: E — F' uma aplicacéo linear. Se
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f: X — E é uma aplicacdo em escada, entdo cvo f: X — F é também uma
aplicacdo em escada e

[att@)duta) = a( [ £ duta)).

Dem: Seja (X;);c; uma familia finita de conjuntos mensuraveis disjuntos
dois a dois e de unido X tais que em cada X; a aplicagdo f tome o valor
constante w; e que w; = 0, sempre que p(X;) = +oo. Uma vez que a.o f
toma o valor constante «(w;) em X; e que a(w;) =0, sempre que
w#(X;) = 400, concluimos que a o f é também uma aplicagdo em escada e

[ et @) duta) = 3 u(x) atw) = a3 u(x)w;) =

jedy j€dy
—a( [ 1@ duta)

11.2.26 (Corolario) Sejam (X, M, ;1) um espaco de medida e £ um espaco de
Banach sobre K, igual a R ou C. Tem-se entdo:
a) Se f: X — E é uma aplicagdo em escada e a € K, entdo é também em
escada aaplicacdo af: X — E,z — af(z), e

[ ot dut) = a [ f) anto)

b) Se f: X — K é uma aplicagdo em escada e w € F, entdo é também em
escada a aplicagdo f w: X — E,x — f(x)w, e

[ 1@ wintz) = ([ 1) du@) w.

Dem: Basta considerar, para a), a aplicacdo linear £ — FE, z — az, €, para
b), a aplicacdo linear K — F, b — bw. O

11.2.27 Sejam (X, M, ) um espago de me}jida, E um espaco de Banach e
f: X — FE uma aplicacdo em escada. E entdo também em escada, em
particular simples, a funcdo X — R, C R,z — || f(x)| e

| [ s auto]| < [15)dute

59Considerando duas normas arbitrarias, equivalentes ou nio, sobre um mesmo espaco
vetorial F, este resultado, aplicado a 7z: F — E, com uma norma no dominio e a outra
no espacgo de chegada, mostra que o facto de uma fungdo ser em escada e o valor do seu
integral ndo dependem da norma que se considera. De facto, foi s6 por comodidade e por
ser nesse contexto que o integral de fungbes mais gerais vai ser definido adiante, que
considerdmos que 0 espaco de chegada é de Banach, para podermos falar de fungdes
integraveis.
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Dem: Seja (X;),c; uma familia finita de conjuntos mensuréaveis disjuntos
dois a dois e de unido X tais que em cada X; a aplicacdo f tome o valor
constante w; e que w; = 0, sempre que x(X;) = +o0. Uma vez que || f(z)||
toma o valor constante |w]| em X; e que |[w,|| =0, sempre que
w(X;) = +oo, concluimos que = +— || f(z)|| é também uma aplicagdo em
escada e

| [ #@ )] = [ ) w] < 3 Iy -
jedo jedo
= Y ) sl = [ 1@ ). 0

Jj€J

No estudo do integral das fungbes mensuraveis com valores em R, um
instrumento fundamental foi a possibilidade de obter qualquer fungdo
mensurdvel como limite de uma sucessdo crescente de fungdes simples
(cf. 11.1.19), instrumento que foi usado em conjung¢do com o teorema da
convergéncia monodtona. Uma vez que, no contexto das fungBes com
valores vetoriais, ndo faz sentido falar de sucessdes crescentes, vamos
arranjar um substituto daquele instrumento, vocacionado para a utilizagéo
do teorema da convergéncia dominada.

11.2.28 Sejam (X, M, u) um espago de medida e F um espaco de Banach.
Dizemos que uma sucesséo ( f,,)nen de aplicagdes f,: X — E é dominada se
existir p: X — R, mensuravel e com [¢(x)du(x) < +oo, tal que, para
cadan e Nez € X, || fu(x)] < ¢(z).

11.2.29 (Aproximagdo dominada por aplicacdes em escada) Sejam (X, M)
um espaco mensuravel, £ um espago de Banach e f: X — E uma aplicacdo
topologicamente mensuravel. Existe entdo uma sucessdo (f,)nen de
aplicacOes simples f,,: X — E tal que:

a) Paracadax € X, f,(z) — f(z);

b) Paracadan €e Nex € X, || fu()|| < 2||f(2)]];

c)Paracadan € N, f,(X) C f(X)uU{0}.

Em particular, no caso em que temos uma medida y: M — R, e f: X — E
é integravel, a sucesséo (f,)nen € Uma sucessdo dominada de aplicagbes em
escada.

Dem: Uma vez que f(X) é separdvel, e portanto o mesmo acontece a
f(X)u {0}, podemos considerar uma parte densa contavel de f(X) U {0},
que supomos ja conter o vetor 0, assim como uma sucessdo (wy)xen de
vetores, com w; = 0, cujo conjunto dos termos seja essa parte densa de
F(X)U {0},

Fixado n € N, considere-se, para cada 1 < k < n, 0 conjunto
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Anp={e e X[ V_|f() —will < [f(2) —wjl},
<jsn

conjunto que é mensurdvel por ser a interseccdo, para 1 < j < n, das ima-
gens reciprocas de [0, +oo[ pelas fungdes mensuraveis X — R,

z = || f(2) = wjl| = |[f(z) — wgl]

Para cada n € N, a unido dos A, ;, com 1 < k <n, é igual a X, uma vez
que, para cada = € X, dos vetores wy, ..., w,, ha pelo menos um a distancia
minima de f(z). Além disso, se x € A, ;, tem-se

[f(z) = wil < [If(2) —wil| = [ f(2)].
donde
will = [[(wr = f(2)) + f(@)] < lwx = fF@)] + [ f(@)]] < 2[f(@)]]-

Apesar de, para cada n € N, 0s conjuntos A, , ndo serem necessariamente
disjuntos dois a dois, por poder existir na sequéncia wy, ... , w, Mais que um
vetor a distdncia minima de f(z), podemos deduzir do lema 1.2.11 a
existéncia de conjuntos mensuraveis disjuntos dois a dois B, C A, ;, para
1 < k < n, ainda com unido igual a X.

Defina-se agora, para cada n € N, uma aplicagdo f,,: X — FE pela condi¢do
de se ter f,(x) = wy, para cada = € By, aplicacdo que verifica, como
mostramos atras, || f.(z)|| < 2||f(z)]|, e para a qual

fu(X) C{wr,...,w,} C f(X)U{0},

As aplicagdes f, sdo topologicamente mensurdveis, por terem restricbes
constantes, em particular topologicamente mensuraveis, aos conjuntos B,, j,
de unido X, e, no caso em que f é integravel, sdo mesmo aplicacdes em
escada, por terem imagem finita e verificarem

Jis@ldute) < 2@ dua) =2 [ 17@)] du(z) < +oc.

As desigualdades || f.(z)]| < 2||f(z)||, considerando (x) =2 f(x)],
mostram também que, no caso em que f é integravel, a sucessdo das
aplicacdes f,, é dominada.

Resta-nos mostrar que, para cada = € X, f,(z) — f(z). Ora, fixado z € X
e 6 > 0 arbitrario, podemos considerar ny € N tal que || f(x) —w,,] <6 e
entdo, para cadan > ng,sendo 1 < k <ntalquex € B, ; C A, vem

£ () = fa(@)l = If (@) — well < [[f(z) —wn || <6,
0 que prova a convergéncia pretendida. O

11.2.30 Sejam (X, M, ) um espago de medida, £ um espago de Banach e
f: X — E uma aplica¢do integravel. Tem-se entdo:
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a) Se (f)nen € uma sucessdo dominada de aplicacBes em escada f,,: X — E
tal que, para cada =z € X, f,(x) — f(x), entdo a sucessdo dos integrais
wy, = [ fu(x) dp(z) € E converge para um certo w € E.

~

b) Se (fu)nen € (f,)nen S80 duas sucessdes dominadas de aplicagdes em

escada, f,: X — Fe f,: X — F, tais que, para cada = € X, f,(z) — f(x)
€ fn(x) - f(l'), entao

im [ £,(0)di(z) = tim [ 7, (z) duo),

Dem: a) Para mostrar que a sucessao dos w, converge em F, basta mostrar
que se trata de uma sucessdo de Cauchy. Suponhamos, por absurdo, que isso
ndo acontecia, portanto que existia 6 > 0 tal que, qualquer que seja p € N,
existam naturais o(p) > pe B(p) > p com |lwy () — wyp) |l > 6.

Tendo em conta 11.2.24, 11.2.26 e 11.2.27, podemos escrever, para p € N,

" 8 < [[wag) = wa)ll = H/fa@)(x) = Fo (@) du(w)H <

e, sendo ¢: X — R, uma funcdo mensuravel, com [¢(x)du(x) < +oo, tal
que, paracadan € N, || f.(2)] < ¢(x), tem-se

1 fat (@) = Faw) (@ < [ fam @) + | fo) (@) < 2¢(2),

onde [2p(z)du(z) =2 [¢(z)du(z) < +oc. Para cada z € X, dado € > 0
arbitrario, podemos escolher p, € N tal que, para cada n > py, se tenha
| fu(z) — f(2)]| < 5, pelo que, em particular, para cada p > py,

[ faw) (@) = Fo @) < [ fa (@) = F@)I + 11 (@) = fo ()] <e,

0 que mostra que a sucessdo dos reais || fu,) () — fa) ()| tem limite 0.
Podemos assim aplicar o teorema da convergéncia dominada (cf. 11.1.34)
para deduzir que a sucesséo dos integrais [ fu(,) (%) — fag (@)]| dp(z) tem
limite [0du(x) = 0, o que contradiz a desigualdade (1).

b) Sejam

w=tim [ f,(0) duto), @ =1im [, (0) du(o),

limites que existem pelo que vimos em a).

Sejam ¢, p: X — R, duas funcdes mensuraveis, com [¢(z) du(z) < +oc €
J@(x) du(z) < +oo, tais que, ||fu(z)]| < ¢(z) e [[f,(2)] < B(x). Pela
continuidade da soma, do produto e da norma, nos espagos vetoriais
normados, tem-se, para cada = € X,
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I £a(2) = Fo(@)| = I () = f(2)] =0,
onde
I £a(2) = Fo@)] < 1 fa@)] + 70 (@)]] < (@) + B(),

com
/ (@) + B() du(z) = / (@) du(z) + / B(x) dulz) < +oo,

pelo que, tendo em conta o teorema da convergéncia dominada (cf. 11.1.34),

/||fn )~ Fol@) dpu(a —>/0du ~0

e portanto, por ser

| [5:@ dnte) = [F,(0) dute \—H/fn Ty du(a)| <

< [15.@) =T @) duta),

vem

Jw =i = tim| [ £,(0)duta) = (7, 0) duto)| =0,

0 que mostra que se tem efetivamente w = @. O

11.2.31 Sejam (X, M, u) um espago de medida, £ um espaco de Banach e
f: X — E uma aplicacdo integravel. Tendo em conta 11.2.29 e 11.2.30, é
legitimo definir o integral de f como sendo o vetor de E, para o qual
usaremos qualquer das notacdes

[#an= [ @ duto) = [ f@ dute

que é limite dos integrais [ f,(z)du(x), com (f,),en Sucessdo dominada
arbitraria de aplicacBes em escada f,: X — E tal que, para cada x € X,
fu(x) — f(x). Tal como em 11.1.15, no caso em que X = R e p é a medida
de Lebesgue nos borelianos de R, usa-se também as notacgdes alternativas

/f(x)dx:/Rf(:z)dx

Observe-se que, no caso em que f: X — E é uma aplicacdo em escada, esta
defini¢do d& o mesmo resultado que a dada em 11.2.20, uma vez que uma das
escolhas possiveis para sucessdo dominada dos f,,, € a sucessdo com todos 0s
termos iguais a f.
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11.2.32 Sejam (X, M, 1) um espaco de medida e f: X — R, C R uma funcéo
integravel, isto é, uma funcdo mensuréavel com [ f(z) du(z) < +oo. Tem-se
entdo que o integral de f como funcdo mensuravel positiva (cf. 11.1.15)
coincide com o integral de f como funcao integravel com valores no espacgo
de Banach R (cf. 11.2.31).60
Dem: Tendo em conta 11.1.19, sabemos que existe uma sucessao crescente
(fn)nen de fungdes simples f,: X — R, C R, com f,(z) — f(z), para cada
x € X, tendo-se entdo f,(x) < f(x), para cada = € X, 0 que mostra que
temos uma sucessdo dominada de fungdes. A desigualdade anterior mostra
também que [ f, dpu < [fdp < 400, 0 que mostra que as fungdes simples
sdo mesmo fungdes em escada e como, para estas, ja sabemos que os inte-
grais nos dois contextos coincidem (cf. 11.2.20), deduzimos do teorema da
convergéncia monotona (cf. 11.1.18) que o integral de f, como funcéo
integravel, igual, por definicéo ao limite dos integrais [ f, du, coincide com
o integral de f, como fungdo mensuravel positiva. O

11.2.33 Sejam (X, M, u) um espago de medida e F um espaco de Banach.
Tem-se entdo:
a) A funcéo identicamente nula 0: X — E é integréavel e com [0dp(z) = 0.
b) No caso em que u(X) =0 (ou, o que é equivalente, n = 0), cada apli-
cacdo topologicamente mensuravel f: X — F ¢ integravel e com

/X F(@) dp(z) =

Dem: A conclusdo de a) resulta de a aplicacdo identicamente nula ser uma
aplicacdo em escada, com o integral referido. Nas hipdteses de b), se
f: X — FE é topologicamente mensuravel, resulta da alinea a) de 11.1.16 que
fo H du x) =0 < 400, portanto que f € integravel e o facto de se ter
[f(x = 0 resulta diretamente da defini¢do visto que, como referido
em Il 2 21 |sso ja acontece no caso em que f é uma aplicagdo em escada.

11.2.34 (Aditividade) Sejam (X, M, 1) um espaco de medida, E um espago de
Banach e f,f:X — E duas aplicacGes integraveis. Tem-se entdo que
f+ f: X — E étambém uma aplicagdo integravel e

[ 1@+ T @ duto) = [ f@ dute) + [Ty duto

Daqui decorre, naturalmente, por inducéo, que, se (f;) cr € uma familia finita
de aplicagbes integraveis f;: X — E, € também integravel a aplicagéo

X —FEe
jeJ

600 que permite que utilizemos sem risco, como estamos a fazer, a mesmo notagio nos
dois casos.
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[ s anta) =3 [ 50 duta).

jed jeg

Dem: Sejam (fy)nen € (?,L)HEN sucessdes dominadas de aplicagdes em
escada tais que, para cada = € X, f,(z) — f(z) e f,(x) — f(z). Sendo
¢, P: X — R, aplicacdes mensuraveis, com [pdyu < +oo e [@du < +oo,
tais que || f(z)|| < o(z) e [|f,(z)] < B(x), tem-se que

1fa(@) + Fu(@) < fu(@)] +1IF0 (@) < (@) + B(x),

onde [(p+ @)du= [pdu+ [@du < +oo, 0 que mostra que a SUCESSEO
de aplicacbes f, +7n: X — FE é também dominada. Tendo em conta 11.2.24,
estas aplicacdes sdo em escada e tem-se, por definicdo

[ 1@+ 7 @) dute) = tim [ £,(2) + 7, (@) duto) =
— lim / ful) du(z) + lim / () du) =
- / F(x) du(z) + / Fe) dp(z). 0

Recordemos que, se F e F sdo espagos vetoriais normados e a: E — F' é
uma aplicacdo linear, entdo « é continua se, e s6 se, existe uma constante
M >0 tal que, para cada we€ E, |a(w)| < M|w|. Recordemos
também que esta caracterizagdo fornece, em particular uma condigdo
simples para verificar se duas normas sobre um mesmo espaco vetorial £
sdo equivalentes (isto é, definem a mesma topologia), uma vez que isso
acontece se, e so se, a aplicagdo linear identidade Ix: E — FE é continua
de cada uma das normas para a outra.

11.2.35 (Composi¢do com uma aplicacéo linear) Sejam (X, M, 1) um espago
de medida, £ e F espacos de Banach e a: E — F' uma aplicacdo linear
continua. Se f: X — E é uma aplicagdo integravel, entdo cvo f: X — F' é
também uma aplicacéo integravel e

[att@)dnta) = a( [ £ duta).

Em particular, se considerarmos num espaco de Banach outra norma
equivalente®l, uma aplicacdo f: X — E é integravel relativamente a primeira
norma se, e sO se, for integravel relativamente a segunda norma e entdo o

61Que o torna portanto também um espaco de Banach distinto, uma vez que a sucessdes
convergentes para um dado vetor e as sucessdes de Cauchy sdo as mesmas para duas
normas equivalentes.



82. Integracdo de fungdes com valores num espaco de Banach 119

integral € o mesmo dos dois pontos de vista (a aplicacdo identidade
Ig: E — E é linear continua de cada uma das normas para a outra).

Dem: Seja M > 0 tal que, para cada w € E, ||a(w)|| < M||w||. Uma vez
que aof é a composta da aplicacdo continua o com a aplicagdo
topologicamente mensuravel f, « o f é também topologicamente mensuravel
e tem-se

[laGe@nlant) < [MIs@ldne) =M [15@) dute) < oo

0 que mostra que a o f é também uma aplicacdo integravel. Seja agora
(fn)nen Uma sucessdo dominada de aplicagdes em escada f,,: X — E tal que
fu(r) — f(x) para cada z € X. Sendo p: X — R, uma fungéo mensuréavel
com [edp < +oo tal que, para cada z € X, |f.(z)| < o(z), vem
[a(ful@)]| < M| f(z)|| < Mo(z), com [Medp= M [pdu < 400, 0
gue mostra que a sucessdo dos a o f,: X — F é também dominada. Tendo
em conta 11.2.25, os a o f, sdo aplicagdes em escada, com «a(f,(z)) —
a(f(x)), e portanto

[ at@)dnt) = tim [ (@) dute) = tima [ f(z) du)) =
= a(lim/fn(ac) d,u(:v)) = a(/f(m) du(ac)). O

11.2.36 (Corolario) Sejam (X, M, i) um espaco de medida e £ um espaco de
Banach sobre K, igual a R ou C. Tem-se entdo:
a) Se f: X — E é uma aplicacdo integravel e a € K, entdo € também inte-
gravel aaplicacdoaf: X — E, z — af(x

(2),
[ ot dut) =a [ f) auto);

b) Se f: X — K é uma aplicacdo integrével e w € I, entdo é também inte-
gravel a aplicagdo f w: X — E, x — f(x)w, e

/f Jwdp(z /f ) du(x

Dem: Basta considerar, para a), a aplicacéo linear continua ¥ — E, z — az,
e, para b), a aplicacédo linear continua K — FE, b — b w. O

11.2.37 (Corolério) Sejam (X, M, ) um espago de medida, £ um espago de
Banach e F C E um subespago vetorial fechado que é, em particular,
também um espago de Banach. Se f: X — F' é uma aplicacdo, entdo f é
integravel quando se considera F' como espaco de chegada, se, e sO se, €
integravel quando se considera £ como espaco de chegada e entdo o integral
Jx f(x)du(xz) é o mesmo nos dois contextos, em particular este integral
pertence a F'.
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Dem: O facto de F' ser fechado, em particular um boreliano de FE,
permite-nos deduzir, tendo em conta 1.5.5 e 1.2.9, que f é mensuravel de X
para F' se, e sO se, é mensuravel de X para E. O facto de f(X) ser separavel
é uma propriedade da topologia induzida de f(X) e ndo depende assim de se
considerar F' ou E como espaco de chegada. A propriedade de se ter
Jxllf(@)]| du(z) < +oo também ndo depende de qual o espago de chegada
considerado. O facto de o valor do integral ser 0 mesmo nos dois contextos
resulta de aplicar 11.2.35, considerando para « a aplica¢do linear continua
inclusio de F em E. O

11.2.38 Sejam (X, M, ;) um espaco de medida, £ um espaco de Banach e
f: X — E uma aplicacdo integravel. E entdo tambem integravel, a funcéo
X =Ry CR z— | f()le

| [ s@ duta)]| < [15@ dute)

Dem: O facto de f ser integravel implica, por definicdo que a funcédo
mensurdvel X — R,, z — || f(z)|| tem integral finito, ou seja, é integravel.
Seja (fn)neny Uma sucessdo dominada de aplicacdes em escada f,: X — F
tal que f,(z) — f(x), para cada = € X. Seja : X — R, mensuravel, com
Jedu < +oo, tal que ||f,(z)| < ¢(x). Tendo em conta 11.2.27, tem-se,
paracadan € N,

) | [ @ an@)] < [15.@) duto)

Uma vez que, por definicdo, tem-se [ f(z)du(z) =Ilim [ f,(x) du(z), e
portanto também Hff(x) du(m)H = lim Hf fu(2) du(x)H e que, pelo teore-

ma da convergéncia dominada em 11.1.34, por ser || f,(z)|| — ||f(z)]|, para
cadaz € X, [ fu(z)|| dpu(z) — [ f(x)|| du(x), concluimos de (1) que

I/ f<w>du<w>H < [r@l e, .

11.2.39 (Teorema da convergéncia dominada) Sejam (X, M, 1) um espago de
medida, £ um espago de Banach e (f,).en Uma sucessdo dominada de
aplicacBes integraveis f,: X — F tal que, para cada = € X, a sucessdo dos
fn(z) tenha um limite f(x) em E. Tem-se entdo que a aplicagéo f: X — F
assim definida é integravel e

[ f@ duta) =tim [ f,(@) ano)

Dem: Seja ¢: X — R, uma fungdo mensuréavel, com Jedu < +oc tal que,
paracada z € X en € N, ||f,(z)| < ¢(z), donde também || f(z)]| < ¢(x),
por ser || f(z)|| — ||f(«)]|. Tendo em conta 11.2.13, f: X — E é topologica-
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mente mensuravel, e portanto integravel, uma vez que
Jls@lduta) < [ o) dute) <+,

Considerando as aplicacdes mensurdveis X — Ry, x — || f,(z) — f(z)], 0
facto de se ter, paracada x € X, || fo(x) — f(x)]| — Oe

[ fn(2) = F@)| < W)+ 1 (@) < 20(2),

com [2p(z)dp(z) = 2[¢(x)du(z) < 4o, implica, pelo teorema da
convergéncia dominada em 11.1.34,

J15.@) = f@l duto) — [0du(z) =

e portanto, por ser

| [ 5@ dnte) = [ 5@ du@)]| =|| [ £60) - 160) o)
< [15@) - £@ dute)

| [ £ auio) - [ @) anto)] o

0 que prova a convergéncia no enunciado. O

também

11.2.40 Sejam (X, M, u) um espago de medida, £ um espago de Banach e
f: X — E uma aplicacdo integravel. Para cada A C X, com A€ M,
podemos considerar o espago de medida restrigdo (A, M, 4, 11/ 4) € vém inte-
graveis as aplicagBes f/4:A — E e [,f: X — E. Podemos entdo definir
uma aplicagdo f(s): M — E por

A)= / fra() dpya(e) = /X Ly(z) f(z) du(x).

Esta aplicacdo verifica y(5)(A) = 0, para cada A € M com p(A) =0, em
particular (5 (0) =0, e, qualquer que seja a familia finita (A;);c; de
conjuntos de M disjuntos dois a dois,

nUA) =D mp(4)). 02

jel jeI

62Comparar com 11.1.22. Repare-se que ndo enunciamos aqui uma propriedade de
aditividade numeravel, uma vez que ndo sabemos o que é a soma de uma familia infinita
de vetores do espaco de Banach F. Fa-lo-emos, no entanto, adiante em 11.2.50.
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Dem: Comecemos por verificar que, se f: X — E é uma aplicacdo em
escada, entdo f,4: A — E el f: X — E sdo aplicagcOes em escada e

(1) /A Fra(@) dpya(z) = /X Lo(x) £ () dpa().

Seja entdo (X})rex uma familia finita de conjuntos de M disjuntos dois a
dois e de unido X tal que em cada X}, a aplicacdo f tome um valor constante
wy € E e lembremos que, sendo K, o conjunto dos k € K tais que
w(Xy) < +oo, tem-se wy, = 0, para cada k ¢ K, (cf. 11.2.17). Tem-se entéo
que f4: A — E toma os valores constantes w; nos conjuntos mensuraveis
A N X, que sdo disjuntos dois a dois e de unido A, e que s6 podem verificar
w(ANX;) = +oo se for u(X;) = 400, pelo que deduzimos de 11.2.22 que
fra: A — E é uma aplicacdo em escada, e, sendo K D K 0 conjunto dos
k € K tais que u(A N X;) < +oo, vem, por definicao,

@) [ £1a(@) dua() = A0 X

keKj

Analogamente, T, f: X — F toma os valores constantes w; em AN X, e 0
valor constante 0 em X \ A pelo que, uma vez que temos mais uma vez
conjuntos disjuntos dois a dois e de unido X, concluimos que esta é uma
aplicacdo em escada e que, por definicéo,

© | L@@ dnte) = S pAn X,

kek;

(no caso em que p(X \ A) < +oco faltou, no segundo membro, a parcela
w(X \ A) -0 =0, que ndo altera este). Comparando as igualdades (2) e (3),
obtemos assim (1).

Passemos agora a prova de (1) no caso geral em que f: X — E é uma
aplicacéo integravel. Consideremos uma sucessdo dominada (f,,)»en de apli-
cacOes em escada f,,: X — FE tal que, paracada z € X, f,(z) — f(x). Seja
¢: X — R uma aplicagdo mensuravel, com [, ¢(z)du(z) < +oo, tal que,
paracadaz € X en € N, || fu(x)] < ¢(z). Uma vez que

[ 0140 dia(e) = (A) < iy (X) = [ (o) dila) <+
A X

e que ||Ta(z)fu(@)| < |lfa(2)] < p(x), temos sucessbes dominadas de
ap“CﬁQﬁes em escada (fn/A)neN € (HAf)neNv com fn/A(x) - f/A(l'): para
cada z € A, e I4(z)fu(x) — La(x)f(z), para cada = € X, donde, pelo
teorema da convergéncia dominada (11.2.39), f/4: A — Eelsf: X — Esdo
aplicagdes integraveis e
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[ fua@ dusate) = [ 140 dpyate),
[ L@@ dnte) ~ [ L) (@) duta).
X X

Uma vez que, pelo que se verificou no inicio, para cadan € N,
| fuiale) dua@) = [ 1a(a)sule) dut),

podemos concluir que se tem efetivamente (1), para cada funcédo integréavel
f:X — FE e cada Ac M, o que nos permite definir p ) (A) € E por
qualquer das duas expressdes no enunciado.

O facto de se ter ys)(A) = 0, sempre que x(A) = 0, € uma consequéncia da
primeira caracteriza¢do, tendo em conta 11.2.33. O facto de, sempre que
(A;)jer € uma familia finita de conjuntos mensuraveis disjuntos dois a dois,
ter-se up(UA4)) = i (4;) é uma consequéncia da segunda caracteri-

jel

Jel
zagdo, tendo em conta 11.2.34, uma vez que, sendo A = (J A, tem-se, para
Jel
cadazx € X,
La(2)f(z) = ) La(2) f (). O
jeI

11.2.41 (Nota) Analogamente ao que se disse em 11.1.23 , para as func¢des positi-
vas, se (X, M, i) é um espago de medida, £ um espaco de Banach, A € M
e f é uma aplicagdo com valores em F, definida num subconjunto de X
contendo A e cuja restricdo a A seja uma aplicagdo integravel, usa-se a
notagdo

| 1@ duta)

para significar [, f/a(x)dp (). No caso em que X = R e 1 € a medida de
Lebesgue A nos borelianos de R, escreve-se também simplesmente

/Af(x) dz.

Com esta notacdo, a primeira caracterizagdo de /() (A) em 11.2.40 pode
também ser escrita na forma

/W)(A):/Af(@ dp(z).
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11.2.42 (Corolério) Sejam (X, M, ) um espago de medida, £ um espago de
Banach, f:X — E uma aplicagdo integravel e Y C X um conjunto
mensuréavel com u(Y) = 0. Tem-se entdo

/fdu/fdu

Dem: Tendo em conta 11.2.40, podemos escrever
[ @ ante) = i (X) = (XA V) + i (V) =

—up(X\Y) = [ f(e)dp(a). O

X\v

11.2.43 (Corolarlo) Sejam (X, M, u) um espago de medida, £ um espago de

Banach, f,f:X — E duas aplicacdes integraveis tais que flx) = f(x)
quase sempre (cf. 11.1.28). Tem-se entdo

/f e /f ) dia(a

Dem: Sendo YeM com pu(Y)=0 tal que, para cada =z € X\Y,
f(z) = f(z), vem

/f ) du( / S = [T ) =

- /X 7(z) dpu(z). O

A propriedade de monotonia do integral, enunciada para fungGes positivas
na alinea b) de 11.1.16, ndo faz em geral sentido para fungdes com valores
num espaco de Banach, mas ja o faz no caso em que esse espaco de
Banach é IR, caso em que, como vamos ver, € verdadeira e tem uma justi-
ficagdo muito simples.

11.2.44 Sejam (X, M, 1) um espago de medida e f,g: X — R duas aplicacdes
integraveis tais que, paracada = € X, f(z) < g(x). Tem-se entdo

/X f(a) dplz) < /X 9(z) du(x)

e, no caso em que [y f(x) = [y 9z , tem-se necessariamente
f(x) = g(x) quase sempre

Dem: Pode-se escrever g(z) = f(z) + (g(x) — f(x)), com g(z) — f(z) >0
e g— f: X — R integravel, o que implica que g — f: X — R, é mensuravel
ecom0 < [g(z) — f(z)du(x). Tem-se
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/é@aduma=1/fmﬁdu@»+3/g@>—fcwdu@m
o que implica que [, f(z)du(z) < [y g(x) du(x) e que, se for
Ajumww=4m@wux

tem-se [g(z) — f(z)du(z) =0, portanto, por 11.1.30, g(z) — f(z) =0
quase sempre, ou seja, f(x) = g(x) quase sempre. O

No contexto das fungdes positivas, viu-se em 11.1.30 que, se f: X — R, é
uma fung'éo mensuréavel com [ f(z)du(z) =0, entdo f(x) = 0 quase
sempre. E claro que, nesta forma, o resultado deixa de ser valido para
aplicaces integraveis com valores num espago de Banach (considerar,
por exemplo uma funcdo em escada que tome valores simétricos em dois
conjuntos com igual medida e se anule no restante do dominio). O melhor
que conseguimos nesta diregdo vai ser um corolario do resultado que
apresentamos em seguida.

11.2.45 (Do integral para a aplica¢do) Sejam (X, M, ) um espago de medida
e § C M um semianel tal que a o-algebra gerada por S seja M e que a
restrico de p a S seja o-finita (cf. 1.4.9).83 Sejam E um espaco de Banach,
C C E um subconjunto fechado e f: X — E uma aplicacdo topologica-
mente mensurdvel tal que, sempre que A €S, se tenha wu(A) < 4oo,
fra: A — E integravel e, se u(A) > 0,

1
mmfjummwea

Tem-se entdo f(x) € C quase sempre, isto é, existe Y € M com u(Y) =0
tal que f(z) € C, paracadaz € X \ Y.
Dem: Vamos dividir a demonstracdo em duas partes:
1) Sejam w € E e r > 0 tais que B,(w) C E\ C, onde B,(w) é a bola
aberta de £ com centro w e raio . Vamos mostrar que se tem quase sempre
f(z) ¢ Br(w).

Subdem: Seja g: X — R a aplicagdo mensuravel definida por g(z) =
I f () — w|| e reparemos que, para cada A € S, tem-se

63Como exemplos tipicos de situacBes deste tipo, temos aguele em p é uma medida
o-finita numa o-algebra M e tomamos para S a classe dos A € M com u(A) < +oo (cf.
1.4.11) e aquele em que M ¢é a o-algebra dos borelianos de um intervalo aberto £ de R, p
¢ a medida de Lebesgue-Stieltjes associada a uma certa funcdo g e S é a classe dos
E-intervalos semiabertos (cf. 1.4.10). Repare-se que nestes exemplos os conjuntos dos
semianel tém todos medida finita.
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i (A) = [ gte)duta) < [ 1@+ ol due) =
= [ 1@ duta) + w(lwl < +oc,
0 que implica, em particular, que a restricdo a S da medida y(y: M — R, é

também o- finita Seja A € S arbitrério. Se pu(A) >0, o facto de se ter
fA ) € C implica que

(g [ @ duta)) —w] = r

)= [ @) = wl i) = | [ @) - wan(o)] =
=H/fx>dw>—u<AwH=

/f ) du(x —wH>7’,u A),

donde

e portanto ;) (A) > m(A), desigualdade que é também valida, trivialmente,
no caso em que y(A) = 0. Uma vez que a medida ru: M — R, tem também
restricdo o-finita ao semianel S, podemos deduzir de 1.4.17 que a desigual-
dade pu)(A) > ru(A) € valida, mais geralmente, para todo o A € M.

Seja agora A € M,

A={zeX|f(z)e B (w)}={zeX|g(z)<r}

e seja (X;)jcs uma familia contavel de conjuntos de S C M tal que

X=UX; e pu(X;) < +oo. Uma vez que, para cada j €., o conjunto
jeJ

X;N A e M verifica u(X; N A) < +o0, deduzimos de 11.2.44 que

Ha (04 = [ g dn) < [ rdute) =rux;n 4)

pelo que, por ser também, como vimos atrés, ju,(X; N A) > ru(X; N A),
temos mesmo 1, (X; N A) = ru(X; N A), donde, mais uma vez pelo
mesmo resultado, tem que ser g(xz) = r quase sempre em X; N A, isto &,

u(X;NA)=0.Umavez que A = J (X; N A), concluimos que
jeJ

A) <> uX;nA) =0,

jeJ

0 que mostra que se tem efetivamente || f (z) — w|| > r quase sempre em X.
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2) Vamos agora utilizar a conclusdo de 1) para justificar a propriedade do
enunciado. Afastando j& o caso trivial em que f(X) C C, seja Z uma parte
contavel densa de f(X)\ C e seja (B, )neny UMa sucessdo cujo conjunto de
termos seja o conjunto contavel das bolas abertas de centro num ponto de Z
e raio racional estritamente positivo, que estdo contidas em E \ C. Para cada
xeX tal que f(x)¢ C, podemos considerar ' >0 tal que
B.(f(x)) c E\C, um racional »>0 com r<7'/2 e um ponto
z € B,(f(z))N Z, tendo-se entdo f(x) € B.(z) e B.(z) C By (f(x)) C
E\ C, o que mostra que B,(z) € um dos conjuntos B,. Provdmos assim que

f(X)\C c U B, O que verificAmos em 1) garante-nos que, para cada
neN
n €N, tem-se f(x) ¢ B, quase sempre, isto é, existe Y, € M com

w(Y,) =0 tal que f(z) ¢ B, para cada x € X \Y,. Sendo Y =] Y,,

neN
tem-se YeM, uwl¥)<> ul,)=0 e para cada ze€X\Y,
neN
f(z) ¢ U B, portanto f(z) € C. Ficou assim provado que se tem
neN
efetivamente f(z) € C quase sempre. O

11.2.46 (Corolario) Sejam (X, M, ) um espaco de medida e S C M um
semianel tal que a o-algebra gerada por S seja M e que a restricdo de pa S
seja o-finita. Sejam E um espaco de Banach e f: X — E uma aplicagdo
topologicamente mensuravel tal que, sempre que A€ S, se tenha
p(A) < +oo, f/a: A — E integravel e

| #(@)duta) <o,
A

Tem-se entdo f(x) = 0 quase sempre.
Dem: Trata-se do caso particular do resultado precedente em que se
considera para C' o conjunto fechado {0} C E. O

Com o objetivo de generalizarmos a aditividade finita do integral, referida
em 11.2.40, vamos agora definir as somas de familias, eventualmente
infinitas, de vetores dum espaco de Banach, estudando especialmente o
caso em que o conjunto de indices é contavel.

11.2.47 (Familias somaveis)®* Sejam E um espaco de Banach e (w;);c; uma
familia, finita ou infinita, de vetores de E. Diz-se que aquela familia é
somavel se existir um vetor w € E com a seguinte propriedade: Qualquer
que seja 6 > 0, existe uma parte finita 7, C J tal que, para cada parte finita
IcJcomlyClI,

64para um estudo mais aprofundado das familias soméveis num espacgo de Banach, ver,
por exemplo [9].
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Hw — Zw,H <.

jel

Tem-se entdo:
a) Se a familia é somavel, ndo existe mais que um vetor w com a propriedade
referida, pelo que é legitimo definir a soma de uma familia soméavel, notada

S

jeT

como sendo o Unico vetor w nessas condigdes.

b) No caso em que J é finito, qualquer familia (w;);c; € somavel e tem

como soma a soma »_wj, no sentido algébrico (se isto néo acontecesse, a
jeJ

notagdo seria ambigua).

c) No caso em que £ = R e (a;)jcs € uma familia de elementos de R, entéo

a familia é somavel se, e s6 se, no sentido de 1.1.6, Y "a; < +o0 €, nesse caso

jeJ
a soma da familia é igual & soma > a; no sentido referido (por outras
jeJ

palavras, mais uma vez, a notagdo ndo é ambigua).

d) (Mudanga de indices) Sejam (w;);c; uma familia de vetores de E, J'

outro conjunto de indices e : J' — J uma aplicacdo bijetiva. Tem-se entdo

que a familia (w;) e; € somavel se, e so se, a familia (w,;))ic.r € somavel e,

guando isso acontecer,
D wi= ) W

jeJ i€’

e) (Séries e familias soméaveis) Sejam E um espago de Banach e (wy,)nen
uma familia somavel de vetores de E indexada em N. Sendo, para cada
n €N,

n
S, = E wy,
p=1

(a soma parcial no contexto das séries), tem-se entdo que S,, — >_ w,,.85
neN

Dem: a) Suponhamos que w e w' eram vetores distintos com a mesma

85Por outras palavras, se a familia é somavel entdo a série é convergente e a soma da
familia coincide com a soma da série. Note-se que ndo afirmamos a reciproca: Por
exemplo, no contexto de R, é bem conhecido que a série harménica alternada, correspon-
dente a familia que a n associa (—1)"%, é convergente (as correspondentes somas parciais
S, convergem) e, no entanto, esta familia ndo é somavel, uma vez que se podem
considerar somas finitas com valores tdo grandes quanto se queira, cujo conjunto de
indices contenha um conjunto finito dado.
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propriedade e seja 6 = 1|lw — w/||. Podiamos escolher partes finitas I, e I
de J tais que, para cada parte finita I O Iy, e cada parte finita I' D I,

Hw—ijH <8, Hw’—ijH < 6.
Jel Jjer
Tomando entdo a parte finita 7 = I, U I, tinha-se entéo
2=t = (oS ) = (v 3] <
jeI jel
< Hw— Zw]H + Hw' — Zw]H <6+ 0 =26,
Jel Jel

0 que era absurdo.66
b) Basta reparar que, para cada 6 > 0, podemos tomar para I, o proprio J.
¢) Suponhamos que ) a; = a < +occ. Dado é > 0, a definicdo de a como
jed
um supremo garante a existéncia de uma parte finita I, C J tal que > a; >
Jjely
a— 6 e o facto de se ter a; > 0 implica entdo que, para cada parte finita

I D I, tem-se
a—6<Y ;<Y a;<a,

J€Ly jeI

donde |a — ) "a;| < é. Ficou assim provado que a familia (a;);c; é somavel
Jel
e de soma a. Suponhamos, reciprocamente, que a familia é somavel e com
soma a. Podemos entdo considerar uma parte finita I, C J tal que, para cada
parte finita 7 D Iy, a —1 < > a; < a+ 1. Tem-se entdo, para uma parte
jeI
finita arbitraria I, por I, U I ser uma parte finita contendo I,

Za‘,‘SZaj<a+1,

jel GEIUI

e portanto, tomando o supremo, > a; < a + 1 < +o0.

jeJ
d) O resultado € claro no caso em que .J é finito (cf. a discussdo feita na
seccdo 1.1 no contexto de IR ,) e, no caso geral, resulta de termos uma bije¢éo
natural das partes finitas de ./ para as partes finitas de .J/, I — o ~1(I).
e) Temos uma consequéncia direta do facto de, para cada parte finita I C N,

66Quem conhecer as sucessdes generalizadas terd ja reconhecido que o facto de uma
familia ser soméavel é equivalente a uma certa sucessdo generalizada ser convergente e
que o que acabamos de fazer foi demonstrar, neste caso particular, a propriedade geral de
unicidade dos limites para as sucessdes generalizadas.
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existir ng tal que I C {1,...,no} e de se ter entdo, para cada n > n,, tam-
bém1I c {1,...,n}. O

11.2.48 (Familias somaveis e o integral para a medida de contagem) Sejam F
um espaco de Banach, J um conjunto de indices e (w;);cs uma familia de
vetores de E (ou seja, 0 que é o mesmo, uma aplicacdo J — FE). Seja v a
medida de contagem na o-algebra P(J) de todas as partes de J. Tem-se
entdo que a familia é uma aplicacdo integravel J — E se, e SO se

D llwjll < oo,

jeJ

e, quando isso acontecer, a familia € soméavel e com soma

> w= /ij dv(j),

jeJ

tendo-se, em particular,
[ wil| < > sl
jeJ jeJ

As familias (w;)je; com Y ||w;| < -+oc da-se 0 nome da familias absoluta-
jeJ

mente somaveis.67

Dem: Reparemos que, no caso em que J é finito, a aplicagéo (w;);c; € em

escada, em particular integravel, por ter o valor constante w; em cada

conjunto {5} de medida 1, pelo que obtemos

S wy = 3 w({ihu, = /J w;dv(j).

jes jes

Passemos ao caso geral em que J é arbitrario. Qualquer familia (w;);c; de
vetores de E é evidentemente mensuravel como aplicacdo. Tendo em conta
11.1.32, concluimos assim que a familia € uma aplicacao integravel se, e sO
se,

Sl = /J lowyll du(G) < +oo,

jed

ja que esta condicéo implica, em particular, que ||w,|| = 0 para cada j fora de
uma certa parte contavel de J, pelo que o conjunto dos w; € contavel e
portanto a familia ¢ mesmo uma aplicagdo topologicamente mensuravel.

67Comparar com 11.1.32. Note-se que ndo afirmamos que uma familia somavel tenha que
ser absolutamente somavel (embora se possa provar que isso acontece no caso em que
E =R ou, mais geralmente, em que FE tenha dimensdo finita, ver, por exemplo, os
exercicios da seccdo 2.5 de [9]).
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Suponhamos entéo que esta condicdo se verifica. Seja § > 0 arbitrario. Seja

Iy c J finito tal que
D Mwsll >y llwill =6

Jjely jeJ
portanto

> llwll <6

JjeJ\I

Para cada parte finita I C J, com I D I, tem-se entdo J\ I C J\ Iy,

donde também
> lwill <6
jeJINI

e daqui deduzimos, tendo em conta 11.2.40, que

| [ wsavt -3 ul- | [ wiavi) = [yt -
=[] o] < [yt =

=Y llwjll <,

jeJ\I

0 que mostra que a familia é, de facto, somavel, e com [, w;dv(j) como
soma. A desigualdade HZ w]H <>~ |lwj]| resulta de 11.2.38. O
jeJ jeJ

11.2.49 (O integral de uma soma contavel) Sejam (X, M, x) um espago de
medida, £ um espaco de Banach e (f;);c; uma familia contavel de
aplicagBes integraveis f;: X — E tal que exista uma aplicagdo mensuravel
¢ X — Ry, com [gdp < +oc e, paracadaz € X,

> lfi@)l < g(x)

JjeJ

(em particular, a familia (f;(z));c; de vetores de E é absolutamente
somavel). Sendo entéo f: X — E a aplicacéo definida por f(x) = )" fi(x),
jeJ

tem-se que f € integravel e

| #@) duta Jej/f, ©) dpla

em que a soma do segundo membro € a de uma familia absolutamente
somavel de vetores de E.
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Dem: Comecemos por notar que, no caso em que o conjunto dos indices J é
finito, o resultado é uma consequéncia de 11.2.34. Resta-nos mostrar o
resultado no caso em que .J é numeravel, caso em que, por uma mudanca do
conjunto de indices, podemos supor que J = N. Nesse caso, sabemos que se

tem f(z) = lims,(z) onde s,(z) = Z fi(z), e portanto 0s s,: X — E séo

aplicac@es integraveis e com integrals

[ suto) du<m>=f; [ 5@ duto

Uma vez que, para cadan € N,

[sn(2)] < Z IF@) < Y 1)) < gla),

jed

podemos aplicar o teorema da convergéncia dominada em 11.2.39 para
concluir que f: X — E é integravel e que

/f ) du( )—Ilm/sn( du(z —IImZ/fj(x)dﬂ(x)
Por outro lado,
> | Hi@ano) <3 J @) dnto) =
/ > @)l dia
jed
< [ ofa)dutz) < +o0

0 que mostra que a familia dos integrais [y f;(x)du(x) é absolutamente
somavel, e portanto
/ fJ z) dp(x

im [ #ia) dut) =

0 que, tendo em conta (1), implica a conclusdo pretendida. O

jeJ

11.2.50 (Corolério) Sejam (X, M, 1) um espaco de medida, E um espaco de
Banach e f: X — E uma aplicagdo integravel. Notemos, para cada A € M,

= [ Bt dma@) = [ 14001 @) duo)
A X

(cf. 11.2.40). Qualquer que seja a familia contavel (A;);c; de conjuntos de M
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disjuntos dois a dois, tem-se entéo

i (JA) = (A,

i€l el

onde a soma do segundo membro é a de uma familia absolutamente somavel
de vetores de E.

Dem: Pondo A = |J A;, temos uma consequéncia direta do resultado prece-

icl
dente, considerando para g: X — R, a funcdo definida por g(z) = || f(x)]| e
para f;: X — E aaplicacéo definida por f;(x) = I4,(x)f(z), reparando que,
para cada = € X\ A, f;(x) =0, para todo o j, e, para cada = € A,
fi,(x) = f(x) e fi(x) = 0, para cada i # ig, em qualquer caso I4(z)f(x) é a
soma dos f;(x) e, por outro lado, || f;(x)|| < |If(2)]. O
iel

11.2.51 (Associatividade contavel nas familias absolutamente somaveis)
Sejam E um espago de Banach e (w;);e; uma familia absolutamente
somavel de vetores de E. Seja (J;);c; uma familia contavel de partes de J,
disjuntas duas a duas e de unido J. Tem-se entéo

Su= 3 (S,

jeJ i€l jeld;

onde cada um dos somatorios aparecendo no segundo membro é o de uma
familia absolutamente soméavel de vetores de E.

Dem: Considerando na o-élgebra de todas as partes de J a medida de
contagem v, temos uma consequéncia do corolario 11.2.50 uma vez que, por
11.2.48,

ijZ/]wjdV(j)y ijZ/ﬁwjdV(j)-

jeJ jeJ;

11.2.52 (Nota sobre produtos de espacos de Banach) Recordemos que, se
FE1,FE,,...,Ey s80 espacos de Banach, entdo o produto cartesiano
Ey x By x -+ x Ex € também um espaco de Banach, com qualquer das
normas que define a topologia produto, uma das quais ¢ a definida por

H(w17w27 7w1\“')|| = maX{leHv HwQHa"'a ||wJ\YH}

Recordemos também que, neste contexto, temos, para cada 1 < j < N, apli-
cagdes lineares continuas

7T]'IE1 X E2 X oo X EN —>E',

L]'IE]' — E1 X E2 X e X EN:

(as projecOes canonicas e as inje¢des canonicas) definidas, respetivamente,
por
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Wj(wl,'LUQ, e ,U)N) = Wy,
LJ'(’LUJ') = (O,...,O,wj,O,...,O).

Um dos casos particulares da situacéo referida € aquele em que £; = RR, para
todo o j, caso em que o produto cartesiano é o espaco RY e a norma consi-
derada em RY é a chamada “norma do méaximo”, notada frequentemente

-

11.2.53 (Integracdo com valores num produto) Sejam (X, M, 1) um espaco de
medida, FEi, Fs,...,Ey espagos de Banach e, para cada 1 <j< N,
fi+ X — E; uma aplicagdo. Seja f: X — E; x Ey x --- x Ey a aplicagéo
definida por

f(x) = (filz), fo(2),..., fn(x)).

Tem-se entdo que f é uma aplicagdo integravel se, e s6 se, para cada
1 <j <N, f; é integravel e, quando isso acontecer,

[ f@ ) = ([ @ du), [ p@duto)..... [ s dute

Dem: Temos uma consequéncia da nota precedente, de 11.2.35 e de 11.2.34,
uma vez que se tem f;(z) = m;(f(z)) e

N
) =) 4(filx). O

J=1

Tal como fizémos na seccdo 11.1, vamos agora examinar alguns resultados
que estudam o comportamento do integral quando se altera a medida con-
siderada.

11.2.54 (O integral para a medida p,) Sejam (X, M,u) um espaco de
medida e ¢: X — R, uma fungdo mensurdvel e consideremos a corres-
pondente medida /1(,): M — R, definida em 11.1.22.58 Sejam E um espaco
de Banache f: X — E uma aplicacéo topologicamente mensuréavel. E ent&o
também topologicamente mensuravel a aplicacdo ¢ f: X — FE, definida por
x — ¢(x)f(z), aaplicagdo f € integravel relativamente a medida s, se, € sO
se, pf é integravel relativamente @ medida . €, quando isso acontecer,

/ £(2) dug (@) = / (@) f(z) du(z).

68Repare-se que, ao contrario do que acontecia em 11.1.35, néo permitimos aqui que ¢ ()
possa tomar o valor +oo, visto que ndo fez sentido multiplicar um vetor de E por +co.
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Dem: O facto de ¢f: X — E ser topologicamente mensuravel é uma
consequéncia da alinea c) de 11.2.9. O facto de f ser integravel relativamente
a ju,) Se, e s0 se ¢f € integravel relativamente a p € uma consequéncia de
11.1.35, uma vez que podemos escrever

/Hf(x)lldw)(x): / @)1 (@)lldu(z /Ilw o) ds(z).

Examinemos agora o caso particular em que f: X — F é uma funcdo em
escada, relativamente a s (). Tendo em conta 11.2.17, existe entdo uma
familia finita (X;);c; de conjuntos mensuraveis disjuntos dois a dois e de
unido X tal que em cada X; a aplicagdo f tome o valor constante wj,
tendo-se w; = 0, sempre que p () (X;) = +oo. Tal como referido em 11.2.18,
sendo Jy 0 conjunto dos indices j tais que s, (X;) < +oo, tem-se, para

cadax € X,
x) = Zﬂxj(x) w; = Zﬂxi(x)w

jeJ j€Jo

e daqui decorre, tendo em conta 11.2.34 e a alinea b) de 11.2.36, que

/ (@) f(z) du(z) = / S (@), () w; dpu(z) =

j€do

/ 7)lx (x) du(x ))w]
- Zu@)(Xj)wj — [ 1) @)

JEJ

Passemos enfim ao caso geral em que f: X — E é integravel relativamente a

o) Seja (fn)nen Uma sucessdo dominada de fungbes em escada relativa-
mente a /) tal que, para cada » € X, f,(x) — f(z). Sendo ¢: X — R,
mensuravel e com [¢(z) dp,) (x) < 400 e || fo(z)]| < ¥(x), tem-se, tendo
em conta 11.1.35,

[otarita)duta) = [v)dua ) <+

p(x) fu(x) = () f(x) e [p(x)fu(z)]] < (z)P(z). Uma vez que, como

vimos no inicio, 0s ¢ f;,, sdo aplicacdes integraveis relativamente a ;. € com

/ (@) fulz) dulz) = / fol) dpgo ()

podemos aplicar o teorema da convergéncia dominada em 11.2.39 para
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deduzir que

11.2.55 (Soma de medidas e produto por uma constante) Sejam (X, M) um
espaco mensuravel, u, 1/: M — R, duas medidas e a € R, e consideremos
as medidas p+ M — R, e au: M — R, (cf. 1.2.16). Sejam E um
espaco de Banach e f: X — E uma aplicagdo integravel relativamente a
ambas as medidas p e p/. Tem-se entdo que f é integravel relativamente a
ambas as medidas p + ¢/ e ap €

/Xf(sv) (e + 1) /f ) du(x /f ) dp (z
[ @ @) =a | f@ dut)

Dem: O facto de f ser integravel relativamente a u + p’ € a ap resulta de
gue, tendo em conta 11.1.37

JIs@ldes i) = [ I@hdu + [ 11 #a@die) < o
[ 1r@ldan)@) = a [ 1@ duo) < +ox.
X X

Examinemos agora o caso em que f € uma aplicacgio em escada
relativamente a p+ 4/ e seja (X;);c; uma familia finita de conjuntos
mensuraveis disjuntos dois a dois e de unido X tal que em cada X a aplica-
¢éo f tome o valor constante w;. Sendo .J, 0 conjunto dos indices j tais que
w(X;) + 1/ (X;) < +oo, tem-se w; =0, para cada jeJ\.Jy e por
definicéo,

/X F@) d(u+ i) (@) = 3 () + 1 (X)) =

(1) Jedo
B NS S
jedy Jj€

Uma vez que se tem w; = 0 sempre que u(X;) = +oo, ou p'(X;) = 400,
ou ap(X;) = +oo, concluimos que f também é uma aplicacdo em escada
relativamente as medidas , i’ € ap € vemos que se tem
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[ @ aut) = ¥ nxpuw,

j€do
¥ /f Yy (x) =D p (X,
Jj€do
l/ﬂ@ﬂw%@=§:w@a-—aZM w;
X J€J J€Jo

onde, em cada caso, poderdo ter ficado a faltar parcelas nos segundos
membros, correspondentes a alguns dos indices j em J \ .J;, mas todas iguais
a 0 por ser w; = 0. Comparando as igualdades destacadas em (1) e (2)
obtemos assim, neste caso particular, as igualdades no enunciado.

Passemos agora ao caso geral em que f é integravel relativamente a iz e a i/,
e portanto também relativamente a . + 1’ e a ap. Relativamente a p + g/,
podemos considerar uma sucessdo dominada (f,,).en de fungdes em escada
fa: X — E tais que f,(z) — f(x), para cada = € X, existindo assim uma
funcdo mensuravel ¢: X — Ry, com [o(z)d(u+ p/)(z) < +oo, tal que
| fn(2)] < @(x), paracadaz € X en € N. Uma vez que, por 11.1.37, tem-se

/¢<mw+ux> Apuwmw+éyuwwwx

[ @) =a | o) duta)

e portanto também [, ¢(x)du(x) < oo, [ye(z)dpy'(z) < +oo e
Jxe(@)d(ap)(z) < +oo, podemos aplicar o teorema da convergéncia
dominada e o0 caso ja estudado das aplicacbes em escada para concluir que

/Xf(m) (e + 1) _Ilm/fn d(p+p')(z) =

i 1ot s [ 0t
:Iim /an,(x)du(x) +”m /an(x)d” (x)):

:/Xf(x) du(:c)—k/Xf(x) dp'(x)
e, do mesmo modo,

/Xf(x) ap)( _Ilm/ fu(x) d(ap)( _I|m /f,, ) du( ))
—allm/f" ) du(z —a/f )du(x O
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11.2.56 (Teorema trivial da mudanca de variaveis) Sejam (X, M, pu) e
(Y, N, ') dois espagos de medida e ¢: X — Y uma aplicacdo mensuravel
compativel com as medidas, isto é, com u(p ' (B)) = p/(B), para cada
B e N (cf. 1.,5.11). Para cada espago de Banach FE e cada aplicagdo
integrdvel f/:Y — FE, tem-se que f o p: X — FE é integravel e

/ () did () = / F(o(@)) dulz)
Y X

Dem: E conhecido que, sendo f:Y — E topologicamente mensuravel, o
mesmo acontece a f o p: X — FE. O facto de f o ¢ ser integravel resulta de

que, por 11.1.38,
J1ste@ldnte) = [ 151 dut o

Comecemos por examinar 0 caso em que f é uma aplicacdo em escada. Seja
entdo (Yj)jc; uma familia finita de subconjuntos mensuraveis de Y,
disjuntos dois a dois e de uni&o Y, tais que, para cada y € Y}, f(y) tenha um
valor constante w; € E. Sabemos que, sendo entdo J, o conjunto dos j € J
tais que 1/(Y;) < +oo, tem-se w; = 0, para cada j € J \ Jy. Uma vez que os
conjuntos ¢~ *(Y;) € M sdo disjuntos dois a dois e de unido X e a aplicagéo
f o toma o valor constante w; em ¢~ 1(Y;), onde u(o 1(Y;)) = 1/ (Y5),
vemos que f o p também é uma aplicacdo em escada e, por definicéo,

[ 1) =3 s = 3t Vs = [ Flpta)) duta)

jedo j€do

Passemos agora ao caso geral, em que f:Y — E é uma aplicacdo integravel.
Podemos entdo considerar uma sucessdo dominada ( f,,).en de aplicagdes em
escada f,:Y — E, com f,(y) — f(y), para cada y € Y, e portanto uma
funcdo mensuravel ¢:Y — Ry, com [, ¢(y)du'(y) < +oo, tal que, para
cadan e Ney eV, ||fn(v)| < ¢(y). Vem entao, tendo em conta 11.1.38,

/ (@) dulz) = / by) di (y) < +50
X Y

pelo que os f, o p: X — R constituem também uma sucessdo dominada de
aplicacdes em escada, com f,,(¢(z)) — f(p(x)), para cada = € X, e obte-
mos, pelo teorema da convergéncia dominada,

/Y £ () di (y) = lim /Y fu(y) did (y) = lim /X Fulp(@)) dpu(z) =
- /X F((@)) du(a). 0
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Exercicios

Ex 11.2.1 Sejam (X, M) um espagco mensurdvel e f: X — C uma aplicacéo
mensuravel tal que f(z) # 0, para todo 0 = € X. Verificar que também ¢é
mensuravel a aplicacdo X — C, x — ﬁ

Ex 11.2.2 Sejam (X, M) um espagco mensuravel, £ um espago de Banach e
f: X — FE uma aplicacdo topologicamente mensurdvel. Verificar que
também ¢é topologicamente mensurével a aplicacdo g: X — F definida por

g(x) = {f(m)' se || f(z)| é racional

0, se || f(x)]| é irracional.

Ex 11.2.3 Provar a seguinte reciproca de 11.2.8: Sejam (X, M) um espaco
mensuravel e E e F' espacos de Banach e consideremos em E x F' a “norma
do méximo”, definida no resultado referido. Se h: X — E x F' é uma
aplicacéo topologicamente mensuravel onde, h(z) = (f(z), g(x)), para cada
x € X, entdo as aplicagbes f: X — E e g: X — F também sdo topologica-
mente mensuraveis.

Ex 11.2.4 Sejam E um espago vetorial normado, real ou complexo, e A C E um
subconjunto separavel. Sendo F' C E o subespaco vetorial gerado por A,
verificar que F' também é separavel. Sugestdo: Sendo B C A um conjunto
contavel denso em A, considerar o conjunto das combinacdes lineares finitas
de elementos de B (de BUiB, no caso complexo) com coeficientes
racionais.

Ex 11.2.5 Sejam E um espaco vetorial normado, real ou complexo, (y,)»en Uma
sucessdo de vetores de E e I’ o subespaco vetorial de FE gerado pelo
conjunto dos ¥,,. Mostrar que F' é um boreliano de E. Sugestdo: Mostrar que
F' é a unido de uma familia numeravel de compactos. Para isso, considerar,
para cada N € N, a bola fechada de centro 0 e raio V do subespaco vetorial
de dimensao finita gerado pelos ¢, com1 <n < N.

Ex 11.2.6 Sejam (X, M) um espaco mensuravel, E um espa¢o de Banach e
f,9: X — E duas aplicagbes topologicamente mensuraveis. Verificar que é
mensuravel o conjunto

A={zeX|f(z)=g(r)}

Sugestdo: Ao contrario do que sucedia no contexto de R,, é possivel
considerar aqui a funcéo topologicamente mensurdvel f — g: X — E.

Ex 11.2.7 Sejam (X, M) um espago mensuravel, £ um espaco de Banach,
(fn)nen uma sucesséo de fungdes topologicamente mensuraveis f,,: X — F
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Ex

Ex

e f: X — FE uma aplicacdo topologicamente mensuravel. Mostrar que sdo
mensuraveis:

a) O conjunto dos pontos x € X tais que a sucessdo dos f,(z) € E seja
limitada.

b) O conjunto dos pontos = € X tais que f,,(z) — f(x).

c) O conjunto dos pontos = € X tais que a sucesséo dos f,(z) admita f(x)
como sublimite.

d) O conjunto dos pontos = € X tais que a sucessdo dos f,(z) seja conver-
gente.

11.2.8 (Teorema de Egoroff) Sejam (X, M, 1) um espago de medida finita,
isto é, com u(X) < +oo, E um espago de Banach e, para cada n € N,
fn: X — E uma aplicacéo topologicamente mensuravel. Suponhamos que,
para cada = € X, a sucessdo dos f,(z) tem limite f(z) € E. Mostrar que,
para cada ¢ > 0, existe um conjunto A € M com pu(A) < e tal que em
X \ A aconvergéncia f,,(z) — f(x) seja uniforme.

Sugestdo: Para cada k € N e p € N, considerar o conjunto mensuravel

Bip={r € X| ¥ [fula) = f@) < 1}

Verificar que, para cada k € N, a sucessdo dos conjuntos By, € crescente e
de unido X e utilizar esse facto para escolher pj, tal que

e
M(X\Bk,m) < 2_k

Tomar entdo

A={J X\ By,

keN

11.2.9 (Versdo modificada da aproximacéo dominada) Seja (X, M, p) um
espaco de medida finita, isto &, com p(X) < +oco. Sejam E um espago de
Banach e f: X — E uma aplicacao integravel. Mostrar que existe entdo uma
sucessdo dominada (f,).en de aplicaces em escada f,: X — F tal que
fn(X) C f(X) e fu(x) — f(z), para cada = € X.59 Reparar que, no caso
em que u(X)=+oo e 0 ¢ f(X), uma tal aproximacéo é impossivel, por
néo existirem aplicacfes em escada tomando valores em f(X).

Sugestdo: Afastado o caso trivial em que X = 0, fixar o € X e aplicar

11.2.29 & fungdo integravel f(x) = f(z) — f(xo), cujo contradominio con-
tém 0, somando depois f(z) as aplicagdes em escada que aproximam f.

69Relativamente ao que foi provado em 11.2.29, abrimos méo da majoragio || f,(z)|| <
2|| f(x)]|, mas obtivémos a condicdo mais forte de se ter f,(X) C f(X), e ndo apenas
fn(X) C f(X) U {0}, que, nalguns casos, é importante.
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11.2.10 (Uma variante de 11.2.29 com aproximac¢do uniforme) Sejam
(X, M, ) um espaco de medida, E um espago de Banache f: X — E uma
aplicacdo topologicamente mensurdvel. Suponhamos que E tem dimensdo
finita e f(X) € limitado’®. Mostrar que existe uma sucessio de aplicagdes
topologicamente mensuraveis f,,: X — F verificando as condicdes a), b) e c)
de 11.2.29 mas também a condi¢do mais forte que a) que consiste em afirmar
que f,(z) — f(z) uniformemente.

Sugestao: Repetir a demonstragcdo de 11.2.29, com a Unica alteragdo que
consiste em escolher mais cuidadosamente a sucessdao dos w,. Mais
precisamente, depois de tomar w; = 0, considerar a seguir um nimero finito
de pontos de f(X) U {0} tais que a uniéo das bolas de centro nesses pontos e
raio 1 contenha f(X), e fazer o mesmo sucessivamente, com 0 raio 1

subsituido por £, 1, 1, etc...

11.2.11 Seja (X, M,u) um espaco de medida finita, isto é, com
1(X) < 400, e sejam E um espaco de Banach e f: X — E uma aplicacéo
topologicamente mensuravel e limitada (isto é, com o contradominio f(X)
contido nalguma bola de centro 0 de FE). Mostrar que a aplicacdo f é
integravel.

11.2.12 (Construcdo alternativa do integral das funcgdes reais) Seja
(X, M, ) um espago de medida.

a) Mostrar que, se f: X — R € uma funcdo integravel, isto é, uma fungdo
mensuravel e com [|f(z)|du(z) < +oo, entdo existem fungdes mensura-
veis, g, h: X — Ry, com [g(z)du(z) < +oo e [h(z)du(z) < +oo, tais
que, paracadax € X, f(z) = g(z) — h(x).

Sugestdo: Tomar para g e h as funcdes f e f_ definidas, respetivamente,
por

[f (@) + f(=)

[f @) = fx) 7
5 : :

fi(z) = 9

f-(x) =
b) Mostrar que, se g, h: X — R, sdo outras duas fungdes mensuraveis, com
integrais finitos, tais que se tenha também f(z) =G(x) — h(x), para cada
x € X, entdo

o~

[ st@)duta) = [ n@)duto) = [ a0 duto) = [ e duta),

X

0 que permite definir, sem ambiguidade e de forma independente do que
fizémos na seccdo 11.2, o integral de f por

7OMais geralmente, quem conheca a nogdo de subconjunto precompacto de um espaco
métrico (cf., por exemplo, [9]), podera apenas supor que f(X) seja precompacto, sem que
E tenha que ter dimens&o finita.

71Ha, no entanto, vantagem em admitir que g e h possam ser outras fungdes.
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[ f@ (o) = [ gt dute) [ hie) duta),

para qualquer par g, h nas condic@es referidas em a).

c) Verificar que, se f: X — R, fosse integravel, o integral definido em b)
coincide com o j& conhecido, no contexto das fungdes positivas.

d) Verificar que, se f: X — R é uma fungdo integravel, entdo o integral
definido em b) coincide com o que definimos no decurso da seccédo 11.2,
encarado R como espaco de Banach.

e) Verificar, mais uma vez sem supor conhecido o que fizémos na sec¢do
11.2, que, se f, f: X — R sdo funcdes integraveis e a € R, entéo

/ F() + 7 (@) dua / f(@) dpu(e / Fa) (e
[ ar@dn@) =a [ sa)duta)
’/f ) du(x /\f ) du(z

Ex 11.2.13 (Conjuntos convexos) Seja £ € um espaco vetorial. Se w, z € F, 0
segmento afim de w para z é o conjunto [[w,z]] dos vetores da forma
sw+tz, com s,t € R, e s+t =1,"2 ou, por outras palavras, 0 conjunto
dos vetores da forma (1—t)w+tz=w+t(z—w), com te][0,1],
conjunto que, se w # z, fica em correspondéncia biunivoca com [0, 1] por

—(1l—-tw+itz=w+t(z—w).

Um conjunto C C E diz-se convexo se, quaisquer que sejam w,z € C,
tem-se [[w, z]] C C.

a) Verificar que se tem [[w,z]] = [[z,w]], w € [[w,z2]], z € [[w,z]] e
[[w, w]] = {w}. Verificar ainda que y + [[w, z]] = [[y + w,y + 2]].

b) Reparar que () é um conjunto convexo e verificar que a intersec¢do de uma
familia arbitraria de subconjuntos convexos de E € ainda um subconjunto
convexo, que, se C CE é convexo e y € FE, entdo a translagdo
y+ C = 1,(C) é também um subconjunto convexo e que, se F' C E é um
subespago vetorial, entdo F' € um conjunto convexo.

c) Verificar que, no espago vetorial R, tem-se [[a,b]] = [a,b] ou
[[a,b]] = [b,a], conforme a <b ou b < a, €, consequentemente, que um
subconjunto de R € convexo se, e sO se, é um intervalo.

d) Verificar que, se E e F' sdo espacos vetoriais e \: £ — F' é uma aplicagéo
linear, entdo A([[w, z]]) = [[Mw), A(2)]] e, consequentemente, que, para cada
C C E convexo, A\(C) C F é convexo e, para cada D C F' convexo,

720s elementos da forma sw + tz, com s,t € R, e s 4+t = 1, podem ser encarados como
médias pesadas de w e z associadas aos pesos s e t.
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A~1(D) C E é convexo.

e) Seja E um espaco vetorial normado. Mostrar que, para cada w € E e
r > 0, as bolas aberta e fechada de centro em w e raio r, B,(w) e B,(w), sd0
conjuntos convexos. Mostrar que, se C' C E é um conjunto convexo, entdo a
aderéncia ad(C') é um conjunto convexo.

f) Sejam E um espago vetorial normado e C C E um conjunto convexo.
Mostrar que o interior int(C') é também um conjunto convexo e, mais do que
iss0, que, se w € int(C) e z € ad(C), entdo [[w, z]] \ {z} C int(C). Deduzir,
em particular, que, se C C E é um conjunto convexo com int(C') # ), entdo
qualquer z aderente a C' é também aderente a int(C).

Sugestdo: Fixado y = (1 — t)w + tz, paraumcerto 0 < ¢ < 1, tem-se

_y—tz
(1=t
pelo que existe e > 0 tal que, paracaday’ € B.(y) e 2’ € B-(z)
g
u c C,
(1—1)

fixando 2’ € B.(z) N C, concluir que B.(y) C C.

g) Sejam E um espaco vetorial, C € E um conjunto convexo, wy, ..., w,
elementos de C e ty,...,t, € R, com t; +---+t, = 1. Mostrar, por
inducdo em n, que

tywy + -+ + tLaw, € C. 73

h) (Integral e conjuntos convexos) Sejam £ um espaco de Banache C C E
um conjunto convexo. Sejam (X, M, u) um espaco de medida com
#(X) =1 (um espaco de probabilidade) e f: X — C C E uma aplicacéo
integravel. Mostrar que

/X f(z) du(x) € ad(C). 7

Sugestdo: Reparar que no caso em que f é uma aplicacdo em escada, temos
uma consequéncia da conclusao de g). Para o caso geral, utilizar a concluséo
do exercicio 11.2.9.

i) (Reformulagdo de h))” Sejam E um espaco de Banach e C C E um
conjunto convexo. Sejam (X, M, ) um espaco de medida, A C X um
conjunto  mensurdvel, com 0 < p(A) < +o0, ¢ f:A—CCE uma

73Como no caso n = 2, tyw; + --- + t,w, pode ser encarado como uma média pesada
dos vetores wy, ..., w,, associada aos pesos ti, ..., t,.

"4Mais uma vez, o integral [y f(z)du(z) € C pode ser encarado como uma média
pesada dos valores de f, com a “distribuicdo de pesos” definida pela medida de
probabilidade .

75A conclusdo de g) também podia ter sido reformulada no mesmo sentido.
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aplicacdo integravel. Mostrar que
1
— x)du(x) € ad(C).
5 @) dute) € as(c)

Sugestdo: Aplicar a conclusdo de h) ao espaco de probabilidade que se
obtém considerando na o-algebra M, 4 de partes de A a medida ﬁu/&

k) (Complemento a conclusdo de h)) Sob as hipoteses de h), mostrar que,
notando fr(C) a fronteira de C, se

| f@) duta) € (),
entdo f(z) € fr(C) quase sempre, em particular, se f(X) C int(C'), entéo
/ f(z) du(z) € int(C).
X

Sugestdo: Aplicando 11.2.45, se ndo fosse f(x) € fr(C) quase sempre,
existia A € M com p(A) > 0 tal que

1 .
5 [ @) dute) e nt(©)

e tinha entdo que ser u(A) < 1. Aplicar entdo a conclusdo de f), reparando
que [y f(z)du(z) fica no segmento afim de extremidades

1 i
= /A f(&) du(x) € int(C),
1

WX\ A X\Af(if) dp(z) € ad(C).

Ex 11.2.14 (Cones convexos) Seja F um espaco vetorial. Dizemos que um
conjunto C € Eéumconese0 € Ce,paracadaw e Cete R, twe C.
a) Mostrar que, se C C E é um cone, entdo C é convexo se, e sO se,
quaisquer que sejam w, z € C, w+ z € C'. Em particular, qualquer subes-
paco vetorial ' C E é um cone convexo.

b) Sejam E um espaco vetorial normado e C C E um cone convexo.
Mostrar que a aderéncia ad(C') é também um cone convexo e que, se
weint(C) e ze€ad(C), entho w+ z € int(C). Sugestdo: Lembrar a
conclusdo da alinea f) do exercicio 11.2.13.

c) Verificar que, se E é um espaco vetorial normado, C' C E é um cone e
0 €int(C), entdo C = E.

d) Sejam E um espaco de Banach, C' C E um cone convexo, (X, M, ) um
espago de medida e f: X — C' C E uma aplicagdo integravel. Mostrar que
se tem
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/f(x) du(z) € ad(C).
X

e) Sob as hipoteses de d) e supondo, para simplificar,’® que a medida p €
o-finita, mostrar que, se

| @ duto) e w0,
entdo f(x) € fr(C) quase sempre, em particular, se f(X) C int(C), entdo
/ f(z)dp(z) € int(C).
X

Sugestdo: Se nédo fosse f(z) € fr(C) quase sempre deduziamos de 11.2.45 a
existénciade A € M, com 0 < p(A) < 400 tal que

LA) /A f(z) du(x) € int(C),

e portanto também [, f(z) du(z) € int(C). Aplicar entdo a concluséo de b),
reparando que

/f ) dp(x /f ) dp(x /f ) dp(x

f) Verificar que a condicdo de a medida . ser o-finita pode ser dispensada,
sem afetar a validade da conclusdo em e).

Sugestdo: Porc), 0 € fr(C). Sendo Y = {z € X | f(z) # 0}, a alinea c) do
exercicio 11.1.10 garante que a restri¢do de ;. a Y ja é o-finita e reparar que

/f ) du(x /f ) du(x

Ex 11.2.15 (O centro de gravidade) Sejam E um espaco de Banach, X C F um
subconjunto boreliano limitado e ;: By — R, uma medida nos borelianos de
X tal que 0 < pu(X) < +o0.
a) Mostrar que fica bem definido xx € F, a que chamamos o centro de
gravidade de X (relativamente & medida ) por

1
Tx = M/Xxdu(:c)

b) Seja C ¢ E um conjunto convexo tal que X C C. Mostrar que
xx € ad(C) e que, no caso em que p(X Nint(C)) > 0, tem-se mesmo
xx € int(C).

76\/er a alinea f) a seguir.
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¢) Suponhamos que X = X; U X,, com X; e X, borelianos disjuntos
verificando p(X7) >0 e p(Xs) > 0. Sendo xx, e xx, 0S centros de
gravidade de X e X5, respetivamente, mostrar que xx pertence ao segmento
afim de extremidades zx, e zx,.

Ex 11.2.16 (O teorema da convergéncia dominada para sucessdes generali-
zadas) Seja J um conjunto dirigido de tipo numerével (cf. a alinea e) do
exercicio 11.1.21). Sejam (X, M, i) um espago de medida, £ um espaco de
Banach e (f;)jes uma sucessdo generalizada de aplicacBes integréaveis
f;: X — E. Suponhamos que, para cada = € X, a sucessdo generalizada
(fi(x)),es de vetores de E tem limite f(x) € E e que existe uma funcéo
mensuravel ¢: X — R, com [pdu < 400 e ||f;(z)|| < ¢(z), para cada
x € X e je J. Verificar que a aplicagdo f: X — F, assim definida, é inte-

gravel e que
/X fi(e) dp() — /X f(z) dps(z)

Sugestdo: Reduzir este resultado a versdo do teorema da convergéncia
dominada para as sucessfes indexadas em N (cf. 11.2.39) por um processo
analogo ao utilizado para resolver a alinea f) do exercicio 11.1.21.

Ex 11.2.17 (Versdo melhorada de 11.2.49 para quem conhece as sucessoes
generalizadas) Sejam (X, M, u) um espaco de medida, E um espaco de
Banach e (f;);c; uma familia contavel de aplicagGes integraveis f;: X — E.
Suponhamos que, para cada = € X, a familia (f;(x));c; de vetores de E €
somavel’’ e de soma f(z) € E. Suponhamos ainda que existe uma fungio
mensuravel ¢: X — R, com Jedu < +oo tal que, para cada parte finita

IcJ, ||X fi(@)]| < ¢(x). Mostrar que a aplicagdo f: X — E assim
jel
definida é integravel e que

[ @ du@) =3 [ se) duta

Sugestdo: Temos uma aplicacdo direta do teorema da convergéncia
dominada para sucessdes generalizadas, examinado no exercicio 11.2.16, se
repararmos que a soma de uma familia somavel de vetores de £ é um caso
particular de limite de uma sucessdo generalizada, cujo conjunto dirigido de
indices é de tipo numeravel (cf. a alinea e) do exercicio 11.1.21).

jedJ

Ex 11.2.18 (Aplicacdes lineares fechadas e integracdo) Sejam E e F' espagos
de Banach, E, C F um subespaco vetorial (ndo necessariamente fechado) e
A: By — F uma aplicacdo linear (ndo necessariamente continua). Diz-se que

77TN4o necessariamente absolutamente somavel.
78Soma de uma familia somavel, mas ndo necessariamente absolutamente somavel de
vetores de E.



82. Integracdo de fungdes com valores num espaco de Banach 147

A € uma aplicagdo linear fechada se o grafico de A,

Gry={(w,z) e ExXF|we Ey e z= A w)} for um subespago vetorial

fechadoem E x F.7°

a) (Exemplo) Seja E = F = C([0, 1];R) o espaco de Banach das aplicacdes

continuas f: [0, 1] — R, com a norma definida por || f ||« :tm[g>1<] |f(t)] e seja
€10,

Ey C E o subespaco vetorial Ey = C!([0,1];R), cujos elementos sdo as
aplicagdes de classe C*!, f:[0,1] — R, isto &, as aplicagOes derivaveis em
cada t € [0,1] e com f':[0,1] — R continua. Verificar que tem lugar uma
aplicacdo linear

A:C'([0,1;R) — C([0,1];R),  A(f) = [/,

a qual ndo é uma aplicacdo linear continua, mas é uma aplicacdo linear
fechada.

b) Sejam E e F espagos de Banach, Ey C E um subespago vetorial e
A: Ey — F uma aplicagdo linear fechada. Sejam (X, M, ) um espago de
medida e f: X — F uma aplicagdo integravel, tal que f( ) C Ey e que
Ao f: X — F também seja integravel. Mostrar que [, f(z)du(z) € E; e

que
J A @) dua) =A( [ f)dute)

Ex 11.2.19 (Variante de 11.2.49) Sejam (X, M, 1) um espago de medida, £ um
espaco de Banach e (f;);c; uma familia contavel de aplicacBes integraveis
f;: X — E tal que

/ 1) ds() < +oo.
jedJ

Mostrar que existe Y € M, com (X \Y) =0, tal que, paracadaz €Y, a
familia (f;(z)),cs de vetores de E seja absolutamente somavel, e portanto
somavel. Mostrar ainda que, sendo f: Y — E a aplicagio definida por

z) = filz)

jeJ

/f ) dp(z /fj ) du(x

em que a soma do segundo membro é a de uma familia absolutamente

f éintegravel e

jedJ

"9Reparar que, em qualquer caso, G é um subespago vetorial de F x F.
80Para o primeiro membro, lembrar a notagio referida em 11.2.41.
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somavel de vetores de E. B

Sugestdo: Considerar a aplicagdo mensuravel ¢: X — R, definida por

o(x) =>"|fi(z)|, ter em conta 11.1.21 e 11.1.29, definindo Y como o
jeJ

conjuntb dos x tais que p(z) < 4oo e aplicando 11.2.49 as restricdes a Y das
aplicagOes f;.

83. Propriedades elementares do integral indefinido.

Nesta sec¢do vamos estudar algumas propriedades elementares do integral
indefinido, em que a palavra “elementar” significa que ndo pretendemos ir
muito além do que é estudado no contexto do integral de Riemann num
primeiro curso de Andlise Real. Apesar de, no contexto do integral de
Lebesgue, que temos estado a estudar, existirem propriedades mais pro-
fundas (ver 111.8.6 adiante), que alias estiveram na origem da seu apareci-
mento, pensamos ndo ser prioritario que nos debrucemos sobre elas neste
momento, para podermos mais rapidamente chegar a outros resultados
importantes. O estudo das propriedades elementares do integral indefinido
vai servir-nos, em particular, para continuar a desenvolver a teoria do
integral de modo totalmente independente da dos integrais encontrados
anteriormente, mostrando que os métodos utilizados para calcular aqueles
sdo também vélidos no presente contexto. A medida que utilizaremos
nesta sec¢do serd usualmente a medida de Lebesgue A nos borelianos de
R e relembramos que nos integrais relativos a esta medida é utilizada
frequentemente a notagdo dz no lugar de dA(z).

11.3.1 Seja J C R um intervalo de extremidades finitas ou infinitas e aberto ou
fechado em cada uma das extremidades. Sejam F um espago de Banach e
f:J — FE uma aplicacdo. Diz-se que f é localmente integravel se f é
topologicamente mensuravel e a restricdo de f a cada intervalo fechado e
limitado I C J é integravel.

E claro que uma aplicacdo integravel f:J — E ¢é também localmente
integravel e que, no caso em que o intervalo J é fechado e limitado, uma
aplicacdo f:J — F € localmente integrével se, e sé se, € integravel.
Repare-se que, uma vez que qualquer intervalo fechado e limitado é com-
pacto e que qualquer compacto ndo vazio K C J estd contido num intervalo
fechado e limitado contido em J (nomeadamente, aquele cujas extremidades
s80 0 seu maximo e o seu minimo), concluimos que f: J — FE é localmente
integravel se, e sé se, é topologicamente mensurdvel e com restricdo inte-
gravel a cada compacto K C J.81

81Esta observagdo permite fazer a ponte com a definicdo mais geral de aplicacdo local-
mente integravel que sera apresentada adiante em 111.4.15.
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11.3.2 Sejam J C R um intervalo, £ um espago de Banach e f:.J — E uma
aplicacdo continua. Tem-se entdo que f é localmente integravel.
Dem: A aplicagdo f, sendo continua, é mensurdvel e € mesmo
topologicamente mensurével, tendo em conta 11.2.3, uma vez que J, sendo
um subconjunto de R, é de base contavel. Seja agora I = [a,b] C J um
intervalo fechado e limitado, que supomos j& ndo vazio. A funcdo continua
real z — || f(z)|| atinge um méximo ¢ no compacto I pelo que

Js@lds < [edo=cv-a) < +oc,

0 que mostra que a restricdo a I da aplicacdo f é integravel. O

11.3.3 Sejam J C R um intervalo, £ um espago de Banach e f:J — E uma
aplicacdo localmente integravel. Dados a,b € J com a <b, nota-se

fabf(x)d:c o integral f[a,b]f(l") dr. Uma vez que p({a}) = p({b}) =0,
podemos escrever as caracteriza¢des alternativas seguintes:

/bf(x)dx— flx)dx = flx)dx =
a la,b] a,b]

]
=) fde=

la,b

f(x)de.
Ja.b]

Como habitualmente, a notacdo anterior pode ser estendida ao caso em que
a > b, pondo entdo, por definigéo,

/abf(x)dx = —/baf(x)dx.

11.3.4 Sejam J C R um intervalo, £ um espaco de Banach e f:J — E uma
aplicacdo localmente integravel. Quaisquer que sejam a,b,c € J, tem-se
entéo:

/aaf(x) de =0,

/b“ﬂm)d:c:—/:f(x)dx,
/acf(m)d:cz/abf(:c)dx—k/bcf(x)dx.

Dem: A primeira igualdade resulta de se ter A({a}) = 0. No caso em que
a = b, a segunda igualdade resulta da primeira e, nos casos em que a < b e
em que a > b, a segunda igualdade resulta da definicdo. Quanto & terceira
igualdade, temos que examinar separadamente as diferentes posicdes
relativas que os trés pontos a, b, c podem ter. Se a < b < ¢, 0 intervalo |a, c]
€ a unido dos intervalos |a, b] e ]b, ¢|, que sdo disjuntos, pelo que
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/Cf()dx— fz dx—/ flz)dz + f(z)dz =
a la,c] 1b,c]

/f d:r—i—/f

O caso em que ¢ < b < a reduz-se ao que acabamos de estudar, j& que

/acf(x)dx— —/Caf(x)dx— ~( nl)f(x)d:c—i—/baf(x)dx) _
ab e+ [ 1) da

A formula esta assim estabelecida nos casos em que b esta entre a e ¢ (no
sentido lato) e passamos a estabelecé-la nos casos em que a estd entre b e c e
em que c esta entre a e b. Ora, tendo em conta o caso ja estudado, temos, no
primeiro caso,

/bcf(m)dwz/baf(m)dx—l—/:f(x)dx:—/abf(x)da;—i—/:f(g;)dx

e, No segundo caso,

/abf(x)dmz/:f(w)dm—i-/cbf(a?)d:c:/:f(x)dx—/bcf(x)dx

0 que, em ambos os casos, implica a igualdade pretendida. O

11.3.5 (O integral indefinido) Sejam J C R um intervalo, £ um espago de
Banach e f:J — E uma aplicacdo localmente integravel. Fixado ¢, € .J,
chamamos integral indefinido de f associado a t, a aplicacdo ?: J—F
definida por

)= | f@)de

Tem-se entdo que o integral indefinido ?: J — E é uma aplicacdo continua.

Dem: Seja (t,)neny Uma sucessdo de elementos de J tal que ¢, — t € J.
Temos que mostrar que f(,) —>7(t). O conjunto constituido pelos termos
da sucessdo dos t, e pelo seu limite ¢ é compacto e, consequentemente,
admite um minimo a € J e um maximo b € J.82 Para cada n € N, notemos

82Trata-se de uma propriedade geral das sucessbes convergentes em R e, mais geral-
mente, em qualquer espaco topolégico. Alternativamente, quem ndo conhecer este resul-
tado podera tomar para a e b 0 infimo e o supremo do conjunto dos ¢,, em R, e verificar,
em seguida, que a <t <b e que se a (respetivamente b) ndo for um dos termos da
sucessdo entdo tem que ser a = t (respetivamente b = ¢).



83. Propriedades elementares do integral indefinido 151

I,, o intervalo [t,¢,] ou o intervalo [¢,, ], conforme ¢ < ¢, ou t,, < t, e repa-
remos que

3 -T0l=| [ seas] = | [ ] <

M
FALCIEE /[ @@ de

Mas, tem-se I (z)[lf(2)l < [If(z)ll. com [, llf (@)l dz < +oo,

I, (O @I = |lf(#)]l, para todo o n e, para cada x # ¢, por ser t,, — t, vem
I; (2)||f(x)]| = 0, a partir de certa ordem. Podemos ent&o aplicar o teorema
da convergéncia dominada para garantir que

/[a,b]h’ (@) f (@) dz — /[a’b]]l{t}(x)||f(x)|| dx = /{t}Hf(x)H dz = 0,

que, tendo em conta (1), implica que se tem |[f(t,) — f(¢)|| — O, isto &,

° n
f(tn) - f(t) (W

O préximo passo é estudar em que condicdes se pode garantir a derivabili-
dade do integral indefinido. Uma vez que o leitor poderd ndo ter encon-
trado ainda o conceito de derivada para fungdes com valores vetoriais,
comegamos por fazer algumas observagdes que mostram como se podem
estender facilmente a este contexto os factos basicos ja conhecidos no
contexto das fun¢bes com valores em R.

11.3.6 Sejam E um espago de Banach, J C R um conjunto, ¢, € J, ponto de
acumulacdo de J (ou seja, t, aderente a J\ {tz}) e f:J — E uma
aplicacéo. Diz-se que f é derivavel em ¢, se existir o limite

o T f)
t—ty t —to
t#to

e a esse limite, que se nota f’(¢;), da-se o nome de derivada de f no ponto
to.

a) Tal como no caso real, se f: J — F é uma aplicacdo constante de valor w,
entdo para cada ponto de acumulagéo t, € .J, a aplicacdo f € derivavel em ¢
e com f'(ty) = 0.

b) Se f é derivavel em ¢\, entdo f é continua em ¢.

Dem: Sendo (%, )neny Uma sucessdo qualquer de elementos de .J \ {#y} com
t, — to, tem-se

(6 = f0) = (-t L) g py 0. o

¢) Se f,g:J — E sdo derivaveis em t, e a € um escalar, entdo as aplicacdes
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f+gJ— Eeaf:J— E séo derivaveisem ¢, e
(f +9)(to) = f'(to) + g (to), (af)'(to) = af'(to).

Dem: Sendo (¢,).eny Uma sucessdo qualquer de elementos de J \ {t,} com
t, — to, tem-se

(f+9)tn) = (f+9)(t) _ f{t) = fto) | g(tn) — g(to)

tn — to T f'(to) + 4 (to),
(af)(tn) — (af)(t()) _ af(tn) - f(to) - (Lfl(t ) O
t, — 1o t, —to 0

d) Se f:J — E é derivdvel em ty, F é outro espago de Banache \: K — F
é uma aplicacdo linear continua, entdo A o f: J — F é derivavel em ¢, e

(Ao f)'(to) = A(f'(t0)).

Dem: Sendo (¢,).eny Uma sucessdo qualquer de elementos de J \ {¢,} com
t, — to, tem-se

(Ao f)(ta) — (Ao f)(to)
th —to

f(tn) — f(tO))

=X th —to

— A(f'(t0))-

e) Sejam F,G, H trés espacos de Banach e &: F' x G — H uma aplicacdo
bilinear continua, que encaramos como uma “multiplicacdo”, notando, para
cddawe Fezed,

wXz=~E¢w,z) € H.

Se f:J — F e ¢g:J — G sdo duas aplicagBes derivaveis em t,, entdo a
aplicagéo f x g: J — H, f x g(t) = f(t) x g(¢), é também derivavel em ¢,
e com

(f x 9)(to) = f'(to) x g(to) + f(to) x g (to)-

Dem: Sendo (t,)neny Uma sucessdo qualquer de elementos de J \ {¢y} com
t, — to, tem-se
(f X g)(tn) = (f x g)(to) _ f(ta) — f(to)

= X g(tn) +
tn _tO tn_t() (n)

+ o) x L2 ) gie) + f0) < g 0): O

Ao contrério das propriedades anteriores, cujas demonstragdes sdo clara-
mente analogas as que se faziam no contexto das fungdes com valores em
R, o teorema da média, que enunciamos em seguida, que naquele contexto
costuma aparecer como aplicacdo do teorema do valor intermédio de
Lagrange, necessita aqui de uma demonstracdo diferente (alias, j& para
fungBes com valores em R? isso acontece).
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11.3.7 (Teorema da média) Sejam ¢ < b em R, E um espaco de Banach, M > 0
e f:]la,b] — E uma aplicac8o continua, derivavel em todos os pontos de
la,b[ e tal que, paracadat € |a,b], || f'(¢)|| < M. Tem-se entdo

1£(6) = f(a)l < M(b—a).

Dem:83 Uma vez que 0 caso a = b € trivial vamos supor ja que a < b. Tendo
em conta a continuidade de f, para mostrar a desigualdade do enunciado
basta mostrar que, para cada a < a’ < b se tem

1£(b) = fla)|l < M(b - d).
Fixemos um tal «’ e seja 6 > 0 arbitrario. Consideremos o conjunto C' dos
t € [d, b] tais que
1f(t) = fla)]] < (M +6)(t —a').

Trata-se de um subconjunto fechado de [o, b], que é ndo vazio, por conter o/,
pelo que podemos considerar o maximo ¢ do conjunto C, que verifica
portanto a desigualdade

[1f(c) = f(a")|| < (M + 68)(c —a).
Se se tivesse ¢ < b, entdo o facto de se ter

lim

t—c

%&H =|fe)| <M<M+56

implicava a possibilidade de escolher ¢, com ¢ < ¢t < b tal que

Hf H<M+5

de onde deduziamos que

1F@) = F@)I < 1F @) = f)ll + 1/ (e) = F(@)]] <
S(M+6)(t—c)+ (M +6)(c—a') = (M +6)(t —a'),

ou seja, t € C', 0 que contrariava a hipdtese de ¢ ser o maximo de C. Tem-se
assim ¢ = b, ou seja, ||f(b) — f(a")]| < (M 4+ 6)(b — a'). Por fim, uma vez
que 6 > 0 é arbitrario, a desigualdade anterior implica que se tem mesmo
| £(b) — f(a")] < M|b — d’|, como queriamos. O

11.3.8 (Corolario) Sejam a < b em R, F um espaco de Banach e f:[a,b] — FE
uma aplicacéo continua tal que, para cada t € |a, b[, f seja derivavel em ¢ e
f'(t) = 0. Tem-se entdo que f é uma aplicacéo constante.

83A demonstracio que vamos fazer é a simplificacdo de uma, devida a J. Dieudonné, para
um resultado mais forte em que se permite a existéncia de um conjunto contavel de
pontos do intervalo onde ndo se exige a derivabilidade de f (cf. [3]). Ver o exercicio
11.3.2, no fim do capitulo, para uma versdo desse resultado mais forte.
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Dem: Sendo = < y em [a, b], 0 facto de se ter f(x) = f(y) resulta de aplicar
0 teorema da média, com M =0, a restricdo de f ao intervalo [z,y], de
forma a concluir que || f(y) — f(x)|| < 0. O

11.3.9 (Derivada do integral indefinido)84 Sejam J C R um intervalo de inte-
rior ndo vazio, £ um espaco de Banach e f:J — E uma aplicacdo local-

mente integravel. Sejam ¢y € J e?: J — FE o correspondente integral indefi-
nido, definido por

ty

Se f 6 continuaem ¢, € .J, entdo f & derivavel em ¢, e com f (t1) = f(t1).
Dem: Seja ¢ > 0 arbitrdrio. Seja ¢ > 0 tal que, para cada ¢t € J com
th—e<t<t+e, se tenha ||f(¢t) — f(t1)|| < 6. Para cada ¢t € J \ {t1}
nessas condigbes, tem-se entdo, notando I C J¢; —e,¢ +¢[ 0 intervalo
fechado de extremidades ¢, e ¢,

IF() = Ft) = (=t f (8] =
=|| [ s@rde— [ sy de @ -t £ =

to

—H/f dm—/ftldx‘—H/f tlda:H<
/Ilf f(t ||dx</15dx:5|t—t1\,

£ =fe

donde

] <5

0 que mostra que se tem de facto BiC 2 T _, f(t1), quando t — t;. O

O resultado precedente permite-nos deduzir que os métodos que utiliza-
vamos com mais frequéncia para calcular o valor dos integrais de fungdes
reais a partir do conhecimento de uma primitiva continuam a valer no
contexto que estamos a estudar, em particular que, nesses casos, o integral
que estamos a estudar coincide com o integral que ja encontraramos
anteriormente. Mais precisamente:

11.3.10 (Das primitivas para os integrais — a formula de Barrow) Sejam
[a,b] C R um intervalo fechado e limitado, £ um espaco de Banach e
f:la,b] — E uma aplicagdo integravel e continua nos pontos de ]a,b].

84v/er 111.8.6 adiante para um resultado mais profundo no mesmo contexto.
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Suponhamos que existe uma aplicagdo continua f: [a,b] — E tal que, para
cadat € ]a, b[, f seja derivivel em ¢ e com f/(t) = f(t). Tem-se entdo

b ~ ~
/ f(z)dz = F(b) - Fa).

Dem: Podemos ja afastar o caso trivial em que a = b. Seja 7: [a,b] — E 0
integral indefinido, definido por

0= [ @

gue é uma aplicacdo continua, com ?(a) = 0 e derivavel em cada t € Ja, b] e
com ?/(t) = f(¢). Concluimos daqui, tendo em conta o corolario 11.2.8, que
a funcéo continua g = f — J: [a,b] — E, que é derivavel em cada ¢ € Ja, b[
comg'(t) = }'(t) —?/(t) = 0 tem que ser constante, em particular

~ b o~ ~ o~ ~
f(b) —/ f(@)dz = f(b) — f(b) = f(a) — f(a) = f(a),
ou seja,

b
/ f(z)dz = F(b) - Fa). 0

11.3.11 (Aplicacdo a medida de Lebesgue-Stieltjes) Sejam J C R um intervalo
aberto ndo vazio e ¢:J — R uma funcdo crescente (no sentido lato),
derivavel em todos os pontos e com derivada continua ¢’: J — R., e
consideremos a correspondente medida de Lebesgue-Stieltjes nos borelianos
de J, \,: B; — Ry (cf. 1.4.13). Tem-se entdo, para cada A € By,

Ao(A) = /A /() d,

por outras palavras, a medida A\, coincide com a medida ), definida, a
partir da restricdo a J da medida de Lebesgue, pela fungdo mensuravel
¢ J — R, (cf. 11.1.22).

Dem: Uma vez que A, €, por definicdo, a Gnica medida nos borelianos de J
que verifica A, (]a,b]) = ¢(b) — ¢(a), sempre que a < b em J, tudo o que
temos que verificar € que, para a medida A, tem-se também A, (Ja, b]) =
©(b) — p(a). Ora, isso é uma consequéncia de que, tendo em conta 11.3.10,

b
A (. b)) = / o/ (x) da = / o(2)dz = o(b) — p(a). O

Ja,b] a
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O resultado 11.3.10 d&-nos um processo para calcular o integral quando o
dominio é um intervalo fechado e limitado. Para calcularmos integrais
quando o intervalo de definicdo é aberto nalguma das extremidades, em
particular quando alguma destas ¢ infinita, usa-se com frequéncia os dois
resultados seguintes, que tém relagdes naturais com os “integrais impro-
prios” decerto ja encontrados anteriormente.

11.3.12 (O integral das fun¢Bes mensuraveis positivas do ponto de vista dos
integrais improprios).
a) Sejam a € R, b > a, pertencente a R ou igual a +oo, € f:]a,b] — R,
uma funcdo mensuravel. Tem-se entéo

f(z dm—llm/f

y€la,b]

[a,0]

b) Sejam a € R, ¢ < a, pertencente a R ou igual a —oco, € f:]c,a] — E uma
fungdo mensuravel. Tem-se entdo

» flz)de = I|m / f(z

ye]c a[

Dem: a) A existéncia de limite resulta de termos uma funcgéo crescente de .
Escolhendo uma sucessdo crescente de elementos y,, € ]a,b[, com y, — b,
podemos entdo utilizar o teorema da convergéncia monétona para mostrar
que, uma vez que, para cada x € [a,b[, 0s T}, ((z)f(x) constituem uma
sucessdo crescente igual a f(x) a partir de certa ordem,

lim /yf(a:)da:: im [ f(x) dz = Iim/ Loy (2)f (@) dz =

y—b a a [a,b[
y€la,b|

= f(z)dx

[a.0]

b) Pode-se dar uma demonstragdo andloga a de a) ou, alternativamente,
reduzir a conclusdo de b) a de a), tendo em conta a invariancia da medida de
Lebesgue por simetria em 1.5.14 e o teorema trivial de mudanga de variaveis
em 11.1.38:

REES /[ F(—2)dz —w'me / f(—

U)E —a, 78

[
= lim flx dm—llm/f O

w——c
we|—a,—c| y€le,al
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11.3.13 (O integral das aplicac¢Bes integraveis do ponto de vista dos integrais
impraéprios) Seja £ um espaco de Banach.
a) Sejam a € R, b > a, pertencente a R ou igual a +o0, € f:[a,b] — E uma
aplicacéo integravel. Tem-se entéo

f(x)dz =lim / flx
[a,b] y=b S

y€la,b[

b) Sejam a € R, ¢ < a, pertencente a R ou igual a —co, € f:]c,a] — E uma
aplicacdo integravel. Tem-se entdo

f(z)dz = lim / f(z
Je,a] y—e

y€le,al

Dem: a) Temos que mostrar que, qualquer que seja a sucessao de elementos
Yn € [a, b, comy, — b, tem-se

Yn

f(x)dz = lim f(x)dz

la,b[ a

ora, isso é uma consequéncia do teorema da convergéncia dominada, uma
vez que se tem

= [ Tl f@)a
x)dx = ay,[(@) f(x) dx
a [a,b[[’[

onde, para cada z, ||I,,,((z) f(z)[| < [ f(2)] € Loy, (x) f(x) = f(z) a
partir de certa ordem, e a fungdo = — | f(x)| tem, por hipétese, integral
finito.

b) Pode-se dar uma demonstragdo andloga a de a) ou, alternativamente,
reduzir a conclusdo de b) a de a), do mesmo modo que no resultado
precedente, tendo em conta a invariancia da medida de Lebesgue por simetria
em 1.5.14 e o teorema trivial de mudanca de variaveis em 11.2.56. O

Examinamos em seguida uma aplicacdo de 11.3.10 a integracdo por
mudanca de variaveis, apresentando duas versdes do resultado, a primeira
com hip6teses mais fortes e demonstragdo mais simples, mas que sera
suficiente para a maioria das aplicagdes, e a segunda mais geral mas com
uma demonstragdo que, ndo sendo dificil, utiliza alguns instrumentos téc-
nicos mais rebuscados. Aconselhamos o leitor a utilizar a primeira verséo
e sO se debrugar sobre a segunda se disso vier a necessitar.

11.3.14 (Integracdo por mudanca de varidveis em R, versdo mais simples)
Sejam J C R um intervalo aberto ndo vazio e ¢:J — R uma fungéo
estritamente monotona, derivavel em todos os pontos e com derivada
continua ¢’: J — R. Tem-se entdo:
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a) Sendo J' = o(J), tem-se que J’ é um intervalo aberto de R e a aplicacéo
p:J — J' é mensuravel e compativel com as medidas (cf. 1.5.11), quando se
considera em J’ a restricdo da medida de Lebesgue A e em J a medida
1= Ay, definida, a partir da restricdo da medida de Lebesgue, pela funcao
mensuravel J — R, z — |¢'(z)| (cf. 11.1.22).

b) Seja f:J’ — R, uma funcdo mensuravel. E entdo também mensuravel a
funcdo J — R,z — f(p(2))|¢'(z)]

/ F(y)dy = / F(o(@)) |9 ()] da.
J’ J

¢) Sejam E um espago de Banach e f:.J' — E uma aplicacio integravel. E
entdo também integréavel a aplicagdo J — E, x — |¢'(z)|f (¢ (2)), e

iy = [ 1K@ fe(@)d.

Dem: Vamos dividir a demonstracdo em varias partes.
1) Uma vez que ¢ é continua em todos os pontos, por ser derivavel,
concluimos que ¢ é mensurdvel e que J = ¢(J) é um intervalo e este
intervalo é necessariamente aberto, uma vez que o facto de ¢ ser estritamente
monétona implica que ele ndo pode ter maximo nem minimo.
Ponhamos J = Ja,b[ e J' =]d’,b[, onde, em ambos 0s casos, as extremi-
dades podem ser finitas ou infinitas.
2) Vamos provar a) no caso particular em que ¢ é estritamente crescente,
portanto com ¢'(x) > 0, paracada x € J.

Subdem: O que se pretende mostrar é que coincidem nos borelianos de
J' a restricdo da medida de Lebesgue X\ e a medida imagem direta ¢, s (cf.
1.5.13) e, tendo em conta 1.4.10 e a versdo precisada do teorema de extenséo
de Hahn em 1.4.12, bastara, para isso, provar que, quaisquer que sejam
¢ <demld, b, tem-se

A, d) = (), d]).

Ora isso resulta de que, sendo ¢ < d em Ja,b[ 0s pontos definidos por
¢ =p(c)ed = p(d), tem-se, tendo em conta 11.3.10,

puu(le’ d)) = u(e~ (¢, d) = n(le,d]) = /] ’ ¢ (z)de =

d
- / o (2) dz = o(d) — p(c) = &' — ¢ = M|, ).

3) Para terminar a prova de a), resta-nos examinar 0 caso em que ¢ €
estritamente decrescente, e portanto ¢'(x) < 0, para cada x € J. Ora, nesse
caso, podemos aplicar o que ja demonstrdmos a aplicacdo estritamente
crescente ¢: —J — R definida por ¥(y) = ¢(—y), para a qual se tem
w(—J) =J’, e, lembrando a invaridncia da medida de Lebesgue por simetria
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em 1.5.14 e o teorema trivial de mudanca de variaveis em 11.1.38, obtemos,
para cada boreliano B C J’,

Aﬁﬂ=iélwﬁﬂwﬁw={/¢%m—w%—wdy

- / P (a)dz = / ' (2)] dz,
P1(B) 1(B)

0 que prova a) também neste caso.
4) Passemos a prova de b). Ora, tendo em conta a concluséo de a), o teorema
trivial de mudanga de varidveis em 11.1.38 e 11.1.35, tem-se

[ 1wy = [ se@)dn = [ feta)l @) d.

5) Passemos a prova de c). Ora, tendo em conta a concluséo de a), o teorema
trivial de mudanca de variaveis em 11.2.56 e 11.2.54, tem-se

[ 1way= [ se@)an) = [ o) @la O

11.3.15 (Integracdo por mudanca de variaveis em R, versdao mais geral)
Sejam J C R um intervalo de interior ndo vazio e ¢: JJ — R uma fungdo
mondtona (no sentido lato), derivavel em todos os pontos e com derivada
continua ¢’: J — R. Tem-se entdo:

a) Sendo J' = ¢(J), tem-se que J' é um intervalo de R e a aplicacéo
o:J — J' é mensuravel e compativel com as medidas (cf. 1.5.11), quando se
considera em J’ a restricdo da medida de Lebesgue A e em J a medida
1= Ay, definida, a partir da restricdo da medida de Lebesgue, pela funcao
mensuravel J — R, z — |¢'(z)| (cf. 11.1.22).

b) Seja f:J’ — R, uma funcdo mensuravel. E entdo também mensuravel a
funcdo J — R,z — f(p(2))|¢'(z)] e

/f dy—/f (2)) da.

¢) Sejam E um espago de Banach e f:.J’ — E uma aplicagio integravel. E
entdo também integréavel a aplicagdo J — E, x — |¢'(z)|f (¢ (2)), e

iy = [ 1@ fe@)do

Dem: Vamos dividir a demonstragdo em varias partes.

1) Uma vez que ¢ é continua em todos os pontos, por ser derivavel,
concluimos que o € mensuravel e que J' = (J) é um intervalo.

2) Vamos provar a) no caso particular em que ¢ é crescente, portanto com
¢'(xz) > 0, para cada = € J, e em que J' = ]a’,b'[ (extremidades finitas ou
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infinitas), caso em que, por este intervalo ndo ser vazio, tem-se a’ < b'.
Subdem: Uma vez que ¢ é crescente e J' = ¢(J) ndo tem minimo
nem maximo, concluimos que J ndo tem minimo nem méximo, portanto
J =]a,b[, com a < b (extremidades finitas ou infinitas). O que se pretende
mostrar é que coincidem nos borelianos de J’ a restricdo da medida de
Lebesgue X\ e a medida imagem direta o, (cf. 1.5.13) e, tendo em conta
1.4.10 e a versdo precisada do teorema de extensdo de Hahn em 1.4.12,
bastard, para isso, provar que, quaisquer que sejam ¢’ < d’ em]a’, V'], tem-se

() A, d) = (), d]).

Ora, comecemos por reparar que, para cada y' € Ja’,b'[, o facto de ¢ ser
crescente e continua implica que ! ({y'}) é um intervalo ndo vazio fechado
em la,b[, cuja extremidade direita ndo pode ser b (sendo ¢ ndo tomava
valores maiores que %'), portanto necessariamente com maximo em Ja, b[.8°
Podemos assim tomar ¢ € ]a, b[ igual a0 maximo do conjunto ¢ 1({c'}) e
d € ]a,b| igual a0 maximo do conjunto ¢ ~!({d’}) e constatamos, mais uma
VEZ por ¢ Ser crescente, que para cada x € |a, b]

r<ce ) <d, z<ds o) <d,

portanto o (]c’,d']) =]c,d]. Podemos agora escrever, tendo em conta
11.3.10,

el d) = o () = [ G = [ =

=p(d) —p(c) =d' = = A, d']),

0 que prova (1).
3) Vamos agora provar a) ainda com a hipétese de ¢ ser crescente, portanto
com ¢'(z) > 0 para cada = € .J, mas deixando de exigir que os intervalos .J
e J' sejam abertos.

Subdem: O que temos que provar é que, para cada boreliano B C J’,
tem-se

@ AB)=ne ' B)= [ dwydn

No caso trivial em que J’ tem um Unico elemento, vem A(B) =0 e, por ¢
ser constante, ¢'(x) = 0, para cada = € J, pelo que a igualdade (2) é verda-
deira. Suponhamos entdo que J’ tem mais que um elemento e sejam a’ < b’
as extremidades esquerda e direita de J', finitas ou infinitas que, quando
finitas, podem pertencer ou ndo a J'. Tendo em conta o facto de ¢ ser cres-
cente, vemos que o intervalo J é unido de trés intervalos disjuntos,

85Analogamente, esse conjunto também tem minimo em Ja, b, mas ndo utilizaremos esse
facto.
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J.={veJ|e()=d},
Jo=A{z € J|p(x)€ld, b}
Ji={xeJ o) ="t}

onde o0 primeiro e o Ultimo podem eventualmente ser vazios, e
o(Jo) =1a/,b'[. Tem-se u(J-)=p(J;) =0 visto que cada um destes
intervalos ou é de interior vazio, e nesse caso tem medida de Lebesgue 0, ou
tem interior ndo vazio, e nesse caso ¢’(xz) = 0, para cada = no intervalo.
Aplicando o que vimos em 2) a restricdo o, ;,: Jo — ]a', b'[, obtemos

A(B) = MBN]d V) = ule;;,(B) = ple”(B)N Jy) =
= (e (B)NJo) + ule (B)NJ) + ule (B)N Jy) =
= u(p~(B)),

0 que prova (2).

4) Para terminar a prova de a), resta-nos examinar 0 caso em que ¢ €
decrescente, e portanto ¢'(z) <0, para cada z € J. Ora, nesse caso,
podemos aplicar o que j& demonstrdmos a aplicacdo crescente ¢: —J — R
definida por ¢ (y) = ¢(—y), para a qual se tem ¢(—.J) = J', e, lembrando a
invariancia da medida de Lebesgue por simetria em 1.5.14 e o teorema trivial
de mudanga de variaveis em 11.1.38, obtemos, para cada boreliano B C J’,

A(B) :/wl(m ¥ (y) dy:/MB)—sD’(—y) dy

5/ —M@wz/‘|¢wMa
P1(B) P 1(B)

0 que prova a) também neste caso.
5) Passemos a prova de b). Ora, tendo em conta a concluséo de a), o teorema
trivial de mudanga de varidveis em 11.1.38 e 11.1.35, tem-se

[ 1wy = [ se@)dn@ = [ fela)l @) d.

6) Passemos a prova de c). Ora, tendo em conta a conclusédo de a), o teorema
trivial de mudanca de variaveis em 11.2.56 e 11.2.54, tem-se

[ 1way= [ se@)an@) = [ o) @lan O
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Exercicios

Ex 11.3.1 Sejam J C R um intervalo e f: J — R uma fungdo mondtona. Mostrar
que f é localmente integravel. Sugestdo: O facto de f ser mensuravel ja foi
examinado na alinea a) do exercicio 1.5.12. Reparar que, se I = [a,b] é um
intervalo fechado e limitado ndo vazio contido em J, a restricdo de f a I
admite um mé&ximo e um minimo, cada um deles igual a f(a) ou f(b) e
deduzir dai que | f(x)| € majorado em 1.

Ex 11.3.2 (Generalizacdo do teorema da média, cf. [3]) Sejama < bem R, E
um espaco de Banach, M > 0 e f:[a,b] — E uma aplicagdo continua. Supo-
nhamos que existe um conjunto contvel X C [a,b] tal que, para cada
t € [a,b]\ X, f seja derivvel em t e com || f'(¢)|| < M. Mostrar que se tem
entdo || £(b) — f(a)|| < M(b— a).

Sugestdo: Fixar 6 > 0 arbitrario. Considerar uma aplicagdo injetiva
v: X — N e o conjunto C dos pontos ¢ € [a, b] tais que

176) ~ Fla)ll < O + 8t —a) + 3 =2
reX

Notando que a € C, considerar o supremo ¢ de C' e mostrar, primeiro, que
¢ € C e, depois, que tem que ser ¢ = b. Deduzir que

1£(b) = fla)| < (M +6)(b—a)+6
e considerar o limite quando 6 — 0.

Ex 11.3.3 (Variante da condi¢cdo de derivabilidade) Sejam J C R um conjun-
to, a um ponto de acumulacdo de J, E um espago de Banache f:J — E
uma aplicagdo derivavel em a, com derivada f’(a). Mostrar que se tem entdo

o fO—=f(s)
(s,t)ILn?a,a) t—s N f (a)
s<a<t

Sugestao: Verificar que, para cada s < a < ¢, 1= pertence ao segmento
de £ de extremidades {W-/1*) ¢ /-J(@),

t—a

Ex 11.3.4 Sejam J C R um mtervalo, E um espago de Banach e f: J — E uma
aplicacdo integravel (e ndo s6 localmente integravel). Dado ¢y, € J, mostrar
que o integral indefinido f: J — F, definido por

7 t)—/t”tf(:c)dx
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€ uma aplicacéo uniformemente continua (e ndo s6 continua). Sugestao: Ter
em conta a concluséo do exercicio 11.1.19.

Ex 11.3.5 Sejam J C R um intervalo aberto, £ um espaco de Banach e
f:J — FE uma aplicagdo continua. Sendo g¢:J x J — E a aplicagdo
definida por

o) = [ swya,

mostrar que g é uma aplicagdo continua, determinar as derivadas parciais
99 99 dg Jg. x . ~
(s, t) e 3Fl(s,t) e mostrar que 7!, 57:J xJ— E sdo aplicagbes
continuas.

Ex11.3.6 Sendoa > 0 e a € R, verificar que:

a) / z%dx < +oo & a > —1;
10,a]

b) / x¥dr < oo & a < —1.
[a,+00]

Ex 11.3.7 @) Sejam a > 0 e ¢: [a, +00o[ — R uma funcéo continua tal que, para
um certo @ > 1,

lim z%p(z)=0.

r——+00

Mostrar que
/ p(z) dr < +o0.
la,+o0[

b) Sejam E' um espaco de Banach e f:R — F uma aplicagdo continua tal
que, para um certo a > 1,

im [z f @)l = tim [z ][ f ()]} = 0.

Mostrar que f é uma aplicacéo integravel.

Ex 11.3.8 Verificar que é finito o integral

1
/ S S
10, +00[\{1} ¥/ |7 — 22|

Sugestao: Ter em conta as conclusdes do exercicio 11.3.6.

Ex 11.3.9 (Integracdo por partes) Sejam F',G, H trés espacos de Banach e
& F x G — H uma aplicagdo bilinear continua, que encaramos como uma
“multiplicacdo”, notando, paracadaw € Fe z € G,
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wxz=¢w,z) € H.

Sejama <bemRe f:[a,b] — F e g:[a,b] — G duas aplicagdes derivaveis
em todos os pontos e com derivadas continuas. Mostrar que

b b
/ £(x) % glx) dz = £(b) % g(b) — f(a) x g(a) - / f(z) x ¢ (z) de.

Ex 11.3.10 (Produto de continua por localmente integravel) Sejam F,G, H
trés espagos de Banach e &: F' x G — H uma aplicacdo bilinear continua,
gue encaramos como uma “multiplicacdo”, notando, para cada w € F e
z €@,

wxz=¢w,z) € H.

Seja J C R um intervalo de extremidades finitas ou infinitas e aberto ou
fechado em cada uma das extremidades e sejam f:J — F uma aplicagdo
continua (respetivamente, localmente integravel) e ¢g: J — G uma aplicacdo
localmente integravel (respetivamente, continua). Mostrar que a aplicacao
fxgJ— H, definida por z+— f(x)x g(z), é também localmente
integravel.

Ex 11.3.11 (A funcdo gama em ]0, +oo[) a) Verificar que, para cada = > 0 em
R, é integravel a fungdo ]0, +o0o[ — R, t — t*Le~t, pelo que faz sentido
definir uma fung¢éo I': ]0, +oo[ — R (a funcio gama) por

I(z) = / t" et dt.
10,+00[

Sugestdo: Para a integrabilidade em |0, 1], atender & conclusdo da alinea a)
do exercicio 11.3.6 e, para a integrabilidade em [1, +oco[, mostrar que
lim 77t/ = 0.
t—+o0

b) Efetuar uma integracdo por partes em cada intervalo [%,n]e passar ao

limite, para deduzir que, para cada z > 0 em R,
Dz +1) = 2T (x).

c) Verificar que T'(1) =1 e deduzir, por inducdo em n, que, para cada
n €N,

I(n) = (n— 1)

Ex 11.3.12 (Um integral improprio duma fungdo ndo integravel) Seja
f:Ry — R a funcdo continua definida por f(0)=1¢e f(z) = w se
z > 0.

a) Mostrar que a fungdo f nao é integravel.
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Sugestao: Reparar que se tem || f(x)| > g(x), onde g¢:[0,+oco[ — R é a
funcdo que toma o valor constante ( L_ em cada intervalo

2(n+ )7
[nw+z,n7r+5—7r],
6 6

onde n > 0 é inteiro e é nula fora da unido destes intervalos. Verificar que a
fungdo ¢ tem integral +oo, calculando o seu integral como soma de uma
série.

b) Mostrar que existe e € finito o limite dos integrais

lim yf(x)dx 86

y=too o

Sugestdo: Para cada y > 1, utilizar uma integracdo por partes para concluir

que
__cos(y) Y cos(x) .
[ o= -0y [,

T

e mostrar que o integral no segundo membro tem limite finito quando
y — +o0, mostrando que a funcdo z — %ﬁ” é integravel em [1,+oco[ €
utilizando 11.3.13.

Ex 11.3.13 (Generalizacéo trivial de 11.3.15) Sejam J C R um intervalo de
interior ndo vazio e ¢:J — R uma fungdo mondtona (no sentido lato),
derivavel em todos os pontos e com derivada continua ¢’:J — R e
consideremos o correspondente intervalo J' = ¢(.J). Mostrar que:

a) Se f:.J' — R, é uma fungdo mensuravel e B C .J' é um boreliano, entfo

[ twdy=[ o) @) d
b o (B)

Sugestdo: Reduzir os integrais em subconjuntos a integrais na totalidade dos
intervalos, utilizando as fungdes indicatrizes dos subconjuntos.

b) Se F é um espago de Banach, f:J' — E é uma aplicagdo topologica-
mente mensuravel e B C J' & um boreliano tal que f, seja integravel, entdo

[rwa= [ fe@)@)ds
B ¢~ 1(B)

onde, em particular, estamos a afirmar que a fungdo no segundo membro é
integravel.

86Ver o exercicio 11.4.9 adiante para o calculo do valor deste integral.
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84. Produto de medidas e teorema de Fubini.

11.4.1 Sejam (X, M, u) e (Y, N, ) dois espagos de medida. Fica entdo bem
definida uma medida p x 1’ no semianel M x N de partes de X x Y (cf.
1.5.19) pela condicdo de se ter, para cada C € M x N, com C = A x B,
AeMeBeN,

< (C) = u(A) x p'(B).

Dem: O facto de p x p’ estar bem definida vem de que, se ) = A x B, com
AeM e BeN, entio A=0 ou B=0, em ambos os casos
u(A) x y'(B)=0¢ede que, se C#0, comC=Ax B=A"x B, entdo
A= A"e B= B (imagens de C pelas proje¢des canonicas de X x Y para
X e para Y, respetivamente).87 Esta mesma observagdo mostra que se tem
px p'(0) =0.

Resta-nos mostrar que, dada uma familia contavel (C}),c; de conjuntos de
M x N disjuntos dois a dois, cuja unido seja um conjunto C' € M x N,
entdo

px ' (C) =Y px ' (Cy),

jed

para o que podemos ja supor C; # (), para cada j (retirando de .J os indices j
para 0s quais isso ndo acontece) e afastar seguidamente o caso trivial em que
C =0, e portanto J = 0.

Sejaentdo C =Ax B, com Aec Me BeN e paracada jeJ, C;=
A;x Bj, com Aje M e Bje N e reparemos que as suposices feitas
implicam que, para cada j € J, A; C A e B; C B. Consideremos as fungdes
mensuraveis, f: X — R e, paracadaj € J, f;: X — R definidas por

f(@) = p/(B) x1a(@),  fi(z) = p'(B)) x Ly, (2),

e reparemos que, tendo em conta 11.1.12, a alinea c) de 11.1.16 e 11.1.25,
[ H@ () =1 B) [ i) dule) = A (B) = s x 1(©)
X X
[ H@ dnte) = i (B) [ L0 dn(o) = nApu (By) = x w(Co).
X X

Mas, para cada = € X, tem-se

87A razdo desta observacio estd em que se pode ter, por exemplo, § x B =0 = § x B’,
com B # B’, pelo que poderia haver a priori ambiguidade na definigéo de p x /().
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z) = filz)

jeJ

visto que, se = ¢ A, tem-se f(z) =0 e fj(x) =0 para cada j J e, se
x € A, notando J, = {j € J | z € A;}, B éaunido dos Bj, com j € J,, que
sdo disjuntos dois a dois, e portanto

flo)=p(B) = W (B) =) filx) =) fix)

Jj€J: Jj€J: jeJ

Tendo em conta 11.1.21, obtemos assim

px p(C /f ) dpu( Z/f] )dp(z) =Y px f(C

jedJ jeJ

como queriamos. O

A partir de agora serd cdmodo, e varias vezes essencial, supor que 0s
espagos de medida envolvidos sdo o-finitos (cf. 1.4.9), pelo que faremos
sempre essa hipotese.

11.4.2 Sejam (X, M, ) e (Y, N, ') dois espacos de medida o-finitos. Tem-se

entdo que a medida p x p/ no semianel de partes de X x Y é também
o-finita e, portanto, existe uma Unica medida x ® p/: M ® N — R,, na
o-algebra M ® N gerada por M x N (cf. 1.5.20) cuja restricdo a M x N é
% p'. Dizemos que 1 ® p/, que é também o-finita, é a medida produto das
medidas ¢ e 1/ e é ela a que se considera implicitamente num produto,
quando outra ndo for referida.
Dem: Sejam (X) cs € (Yi)rex familias contaveis de subconjuntos em M e
N, respetivamente, tais que p(X;) < +oo, p'(Y;) < +oo, X =X, e
Y =JY,. Tem-se entdo que X xY é a unido da familia contavel de
conjuntos em M x N, (X x Yi)(jrerxk que verificam

px (X x Vi) = p(Xp)p' (Ye) < 400,

0 que mostra que a medida p x p/ no semianel M x A/ é efetivamente
o-finita. A existéncia e unicidade de uma medida na o-algebra M ® N cuja
restricdo a M x N é p x y/ é agora uma consequéncia do teorema de
extensdo de Hahn em 1.4.12 e o facto de esse prolongamento ser uma medida
o-finita é uma consequéncia trivial de a sua restricdo ao semianel M x N ja
ser uma medida o-finita. O

11.4.3 (Compatibilidade com as restri¢oes) Sejam (X, M, u) e (Y, N, 1) dois
espagos de medida o-finitos e consideremos a medida produto p ® u' na
o-algebra M @ N. Sejam X' € M e Y’ € N. Tem-se entdo que as medidas
restricdo s/ x» € u’/y,, nas o-algebras M, x: e Ny, de partes de X’ e de Y7,
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respetivamente, sdo ainda o-finitas e a medida produto M/X/®u’/y, na
o-algebra

M/Xf ®N/Y' = (M ®N)/X’><Y’

de partes de X’ x Y (cf. 1.5.22) coincide com a medida (1 ® i) xixy,
restricio da medida 1 @ 4’88

Dem: Sendo (X,),c; uma familia contavel de conjuntos em M com
UX; = X e p(X;) < +o0, vemos que X’ é a unido da familia contavel dos
conjuntos X’ N X; em M, x, que verificam

pyx (XN XG) = p(X'N X)) < p(X;) < +oo,

0 que mostra que a medida x,x € também o-finita. O mesmo argumento
mostra que a medida u’/y, é também o-finita. A igualdade das duas medidas
resulta agora de ) x ®u’/y, ser, por definicdo, a Unica medida que nos
conjuntos da forma A x B, com A€ M,x e B € Ny, toma o valor
w(A)p/' (B) e de amedida (1 ® p') /x <y verificar essa propriedade. O

11.4.4 (Comutatividade) Sejam (X, M, u) e (Y, N, 1) dois espacos de medida
o-finitos. Tem-se entdo que a bijecdo o:Y x X — X x Y, definida por
o(y,z) = (x,y) é bimensuravel e compativel com as medidas, quando se
considera no dominio a medida ' ® u na o-algebra A ® M e no espago de
chegada a medida p» ® pi/ na o-algebra M @ N 8
Dem: O facto de o ser mensuravel é uma consequéncia direta de 1.5.21 e o
facto de ser mesmo bimensuravel vem de que o~! é a aplicacdo do mesmo
tipo, com os papéis de X e Y trocados. Verificar que o é compativel com as
medidas é 0 mesmo que verificar que a medida imagem direta o, (1’ ® u) (cf.
1.5.13) coincide com a medida p ® y/, na o-algebra M ® N, e isso resulta
da definigdo, uma vez que, paracada A € M e B € N, tem-se

o (i @ p)(Ax B)=p' @ u(c™ (A x B)) =
=i @ p(B x A) = p(A)p (B). O

Queremos examinar em seguida o resultado que permite calcular, em
muitos casos de forma mais efetiva, a medida de um subconjunto mensu-
ravel dum produto cartesiano e que é uma primeira versao do teorema de
Fubini. Para isso precisamos de examinar primeiro um lema, cujo enun-
ciado ndo tem nada a ver com o produto de medidas.

88Felizmente..., sendo ficavamos na ddvida sobre qual a medida a considerar implicita-
mente em X’ x Y.

89Como era de desconfiar, trata-se de uma trivialidade, que apenas enunciamos porque
serd comodo utiliza-la.
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11.4.5 (Lema) Sejam Z um conjunto, S um semianel de partes de Z, tal que
7 € S e P a o-élgebra de partes de Z gerada por S. Seja F uma classe de
partes de Z, com S C F e que verifique as condigdes:

1) Sempreque A,B€ Fe B C A, tem-se A\ B € F;
2) Sempre que (Ay)rex € uma familia contavel de conjuntos em F disjuntos
dois a dois, tem-se | J A € F.

keK
Tem-se entdo P C F.
Dem: Vamos dividir a demonstracdo em varias partes:
1) Vamos dizer, em geral, que uma classe F de partes de Z é razoavel®0 se
verificar as condicdes 1) e 2) no enunciado. Uma vez que a classe P(Z), de
todas as partes de Z, € razodvel e que a intersec¢do de uma familia arbitréria
de classes razoaveis € trivialmente uma classe razoavel, podemos chamar F;
a interseccdo de todas as classes razoaveis que contém S, que vai ser uma
classe razodvel contendo S e contida em qualquer classe razoavel que
contenha S (podemos dizer que F, é a classe razoavel gerada por S). O
lema ficara provado se verificarmos que P C Fy, para o que bastard provar
que F, € uma o-algebra,®L e é isso que vamos fazer em seguida.
2) Para cada conjunto C' C Z, seja

Fo={ACZ|ANC € F}.

Tem-se entdo que F¢ € uma classe razoavel.
Subdem: Sendo A,B € F¢, com B C A, tem-se BNC Cc ANC,
donde

(A\B)NnC=(ANnC)\(BNC) € F,

0 que mostra que A\ B € F¢. Sendo (Ag)rex uma familia contével de
conjuntos de F¢ disjuntos dois a dois, os conjuntos A; N C sdo também
disjuntos dois a dois, donde

(Ua)nc=mnces,

keK keK

0 que mostra que |J Ay € Fe.
keK
3) Vamos verificar que, sempre que A, B € Fy, tem-se AN B € Fy.

90Trata-se de um nome nitidamente pouco interessante. A Gnica desculpa para o utilizar-
mos é que esta nocao sera utilizada apenas no decurso desta demonstracdo, podendo ser
esquecida uma vez esta terminada. Esta nogdo joga um papel andlogo ao das “classes
monaotonas”, que sdo utilizadas em varios textos para demonstrar um lema analogo a este
e que tem 0 mesmo objetivo. A demonstragdo que apresentamos &, aliés, inspirada na do
lema analogo que se encontra no livro de Halmos [6].

91Apesar de qualquer o-algebra ser evidentemente uma classe razoavel, ndo estamos, de
modo nenhum, a afirmar que toda a classe razoavel seja uma o-algebra. O que vamos
provar é que a classe razoavel gerada por um semianel, que verifique a propriedade
especial no enunciado, é uma o-algebra.
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Subdem: Comecemos por supor que C € S. O facto de S ser semianel
implica que, para cada A € S, tem-se ANC € S C Fy, portanto A € F¢.
Provamos assim que S C F donde, por F¢ ser uma classe razoavel, tem-se
também F, C F¢. A conclusdo a que acabamos de chegar diz-nos que, para
cada C €S e A€ Fy, tem-se A € F¢, condicdo que é equivalente, por
definicdo, a C € F4. Dito de outro modo, fixado A € Fy, tem-se S C Fy,
donde, como antes, por F, ser uma classe razoavel, tem-se também
Fo C F4. Concluimos assim que, se A € Fy e B € Fy, tem-se B € Fy4, ou
seja AN B € Fy.

4) Vamos verificar agora que F, é uma o-algebra, o que, como referimos em
1), terminara a demonstracéo.

Subdem: Vamos dividir esta verificagdo em alineas sucessivas:

a) Tem-se ) € S C Fy. Do mesmo modo, Z € S C Fy, portanto, para cada
Be Fy, Z\ BeF.

b) Se A, B € Fy (sem ser necessariamente B C A), entdo A\ B € Fy.

Com efeito, tem-se A\ B = AN (Z \ B) pelo que basta ter em conta o0 que
vimos em 3).

c) Se (A;)jcs € uma familia finita de conjuntos em 7y, entdo (JA; € F.
Com efeito, raciocinando por indugdo no nimero de elementos de J, basta
mostrar que, se A, B € F, tem-se AU B € F, e isso resulta de se ter
AUB=AU(B\ A),onde B\ A € Fy,porb),e An(B\ A) = 0.

d) Se (A;);c; € uma familia contavel de conjuntos em F;, entdo ( JA; € Fy.
Com efeito, tendo em conta o lema 1.2.11, podemos escrever (JA; = (JA),
onde os conjuntos A’ sdo disjuntos dois a dois e, tendo em conta b) e c),
pertencem a ;. O

11.4.6 (Teorema de Fubini para conjuntos) Sejam (X, M, u) e (Y, N, i') dois
espacos de medida o-finitos e consideremos a medida produto p ® p’' na
o-algebra M @ N. Seja C € M ® N. Tem-se entdo:

a) Para cada =z € X, o conjunto

Co.={yeY|(z,y) €C}

pertence a A. Além disso, € mensuravel a fungdo X — R, definida por
x+— W' (Cy.) e tem-se

ne (€)= [ W(CL) dula).
b) Para cada y € Y, o conjunto
Cy={reX|(z,y) eC}

pertence a M. Além disso, é mensuravel a funcdo Y — R, definida por
y+— p(C.,) etem-se
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pe (€)= [ WC.)du ).

Dem: Basta-nos provar apenas a), uma vez que b) resulta de aplicar a) ao
conjunto C' € N’ ® M,

C={(y,z) €Y x X | (a,y) € C},

~

para o qual se tem u' @ u(C) = p® p/'(C) (cf. 11.4.4). Vamos dividir a
prova de a) em duas partes:

1) Vamos provar a) com a hip6tese suplementar de se ter u(X) < +oo e
@ (Y) < 400, portanto também

p@p (X xY) = pX)p(Y) < +oo.

Subdem: Seja F a classe dos conjuntos C' C X x Y, para 0s quais as
conclusdes de a) sdo verdadeiras.
Suponhamos que C' € M x N, portanto que C = A x B, com A€ M e
Be N. Para cada x € A, tem-se C,. = B e, para cada = ¢ A, tem-se
C,.. =0, em qualquer caso C,. € N, e a fungdo = — 1/(C,.) vai ser uma
fungdo simples, em particular mensuravel, que em A toma o valor constante
w'(B) eem X \ A o valor constante 0, e vemos entdo que

p @ (C) = A (B) = [ 4(C)duta),

0 que mostraque setem C' € F.
Suponhamos agora que C,C’" € F, com C’' C C. Para cada z € X, tem-se
C.cCye(C\C),=C,\C,eN,com

P ((C\C)) = p(Cr) = 1(Cy),

0 que mostra que é mensuravel a fungéo = — p/(C;.) — 1/ (C%,) (diferenca
de duas func¢des integraveis com valores em R), e tem-se entdo

p@p (C\C)=pe ' (C)—peu(C) =
= [ (€ duta) = [ (C) duta) =
X X
= [ #(Ce) = (€2 dut) =
~ [ W@\ duto)
portanto C'\ C' € F.
Suponhamos, enfim, que C' = [JC}, onde (C}) e é uma familia contavel de

conjuntos C; € F, disjuntos dois a dois. Para cada = € X, C,. € a unido da
familia contavel de conjuntos C;, € N, que séo disjuntos dois a dois, pelo
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que C,. € N e p/(C,.) =3 p/(Cj, ), 0 que implica que ¢ mensuravel a
jeJ ’
fungdo = — 1/(C,.), e tem-se entdo, lembrando 11.1.21,

uo (€)=Y nou () =3 /X W (C;, ) dulr) =

JjeJ jeJ

— [ S u€, ) duta) = [ (€. dute),

jed

portanto C' € F.

Verifichmos assim que a classe F contém o semianel M x A (que inclui
X x Y) e verifica as hipéteses 1) e 2) do lema 11.4.5 pelo que, por esse lema,
F contém a o-é&lgebra gerada M ® A/, que é exatamente o que pretendemos.
2) Passemos agora a demonstracdo de a) no caso geral. O facto de a medida
i ser o-finita permite-nos, por uma mudan¢a de conjunto de indices,
considerar uma sucessdo (X,).en, de conjuntos X, € M com
w(X,) < 400, tal que X =JX,,. De facto, podemos ja supor que os X,
constituem uma sucessdo crescente de conjuntos, se necessario substituindo

cada X, pelo conjunto X/, = |J X,, que verifica ainda
1<p<n

p(X)) <> u(X,) < +oo.

1<p<n

Analogamente, podemos considerar uma sucessdo crescente de conjuntos
Y, € N, com p/'(Y,) < 400 e Y = JY,,. Tem-se entdo que C' é a unido da
sucessdo crescente de conjuntos C, =CnN (X, xY,) e M®N, 0 que
implica que

p@ ' (C) =limu e p'(Cp).

Por outro lado, aplicando o caso particular estudado em 1), ao conjunto C,,,
relativamente a X, x Y, com a medida induzida, vemos que, para cada
z € Xy, Cp,. € N, que é mensuravel a fungdo X, — Ry, x — p/(Cp,.), €
que

p@ (€)= [ W(Cu)duta),

e portanto, uma vez que, para cada = € X \ X,,, C,,. =0, em particular
W (Chy..) = 0, também podemos dizer que € mensuravel a fungéo X — R,
x— 1/ (Cp,.) e que

P (€)= [ W(Crn) dute)

Por outro lado, para cada = € X, C,. é a unido da sucesséo crescente dos
conjuntos C,,,. . pelo que C,. € mensuravel e com p/(C,..) = limy/(C,,.) e
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daqui concluimos, pelo teorema da convergéncia monétona (cf. 11.1.18) que a
aplicacdo X — R,, z — 1/(C,.), é mensuravel e que

[ €y dut@) = tim [ 40(C,) duta) = imp e 4 (C,) = o 1 (C),
€omo queriamos. O

Como exemplo de aplicagdo do resultado precedente, determinamos a
medida da bola de centro (0,0) e raio 1 de R2, valor esse que sera
importante para n6s mais adiante.

11.4.7 (A &rea do circulo) Seja A a medida de Lebesgue na o-algebra Bg dos
borelianos de R. Seja B C R? o circulo fechado de centro (0, 0) e raio 1,

B={(z,y) e R* | 2® +¢* < 1}.

Tem-se entdo que B € Br: = Br @ Br e A @ A\(B) = 7.

Dem: O facto de B ser um boreliano de R? resulta de se tratar de um
conjunto fechado. Para cada x € R, o conjunto B,. = {y € R| (x,y) € B}
évazio, se z ¢ [—1,1],eéointervalo [—v/1 — 22,\/1 — 2?],se z € [-1,1].

Deduzimos assim de 11.4.6 que

AR A(B) = /

[,
Podemos agora aplicar o resultado sobre integragdo por mudanca de
variaveis em 11.3.14, com a aplicagdo estritamente crescente de classe C* e
sobrejetiva o:|—%, [ — |—1,1], () = sen(t), para obter

2 1—x2dx:/ 21— z2dzx.
1,1] -1,1]

ARAN(B) = / 24/1 — sen?(¢) cos(¢) dt =

1-3.3

/2 /2
= / 2cos’(t) dt = / cos(2t) + 1dt = . O
—7/2 —m/2

11.4.8 (Nota) A determinagdo que acabamos de fazer fara pouco sentido para
quem 7 seja, por defini¢do, a area do circulo referido; é, em particular, o que
acontece quando nos colocamos no contexto da definicdo geométrica das
fungdes trigonométricas. Essa determinagdo ja faz, no entanto, todo o sentido
guando nos colocamos num contexto em que definimos as func¢des trigono-
métricas de forma ndo geométrica, por exemplo por
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COS

o0
14> (-

n=1

=

e definimos 7 como o menor zero estritamente positivo da funcdo sen(z),
caso em que o que fazemos neste exercicio € mostrar a relacdo entre esta
definicdo de 7 e a definicdo geométrica.

11.4.9 (Teorema de Fubini para fungdes positivas®2) Sejam (X, M,pu) e
(Y, N, ') dois espagos de medida o-finitos e consideremos a medida
produto ;e ® i’ na o-algebra M @ N. Seja f: X x Y — R, uma fungéo
mensuravel. Tem-se entéo:

a) Para cada = € X, é mensuravel a fungdo f,:Y — R, definida por
fe-(y) = f(z,y). Além disso, é mensuravel a funcdo X — R, definida por
z— [, f(z,y)dy (y) etem-se

fz,y)dp @ (2, y) / /fxy ' (y )du( )-

XxY

b) Para cada y € Y, é mensuravel a fungdo f ,: X — R,, definida por
f.u(x) = f(x,y). Além disso, é mensuravel a fungdo Y — R definida por
y— [y flz,y)du(z) etem-se

f) dus i) = [ ([ ) dute) dil o)

XxY

Dem: Basta-nos provar apenas a), uma vez que b) resulta de aplicar a) a
aplicagdo mensuravel f:Y x X — R, definida por f(y,z) = f(x,y), para
a qual se tem

fly, @) dp’ @ p(y, @ / fla,y)dp @ (z,y)

XxY

(cf. 11.4.4 e o teorema trivial de mudanca de variaveis em 11.1.38). Vamos
dividir a prova de a) em duas partes:

1) Vamos demonstrar o resultado no caso em que f: X x Y — R, é uma
fungéo simples. Seja (Z;),e; uma familia finita de conjuntos de M @ N
disjuntos dois a dois e de unido X x Y tal que em cada Z; a funcdo f tome
um valor constante a; € R;.. Com as notages de 11.4.6, vemos que, para
cada x € X, o conjunto Y € a uni&o da familia finita de conjuntos Z; € N
disjuntos dois a dois e a fungdo f,. toma o valor constante a; em Z;_ , 0 que

mostra que f, . € uma fungéo simples, em particular mensuravel, e com

92Também conhecido por teorema de Tonelli.
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/f:cydu Za]u

jedJ

Tendo em conta 11.4.6, vemos que a fungdo X — R, z — [ f(z,y) di/(y)
é mensuravel e com

[ ([ aiw) ane =Y a [ 0, ydutr) =

jeJ

=Y apep(Z) =

jed

= [z, y)dp @ ' (z,y).
XxY

2) Passemos a examinar o caso geral em que f: X x Y — R, é uma fungéo
mensuravel. Podemos entdo considerar uma sucessao crescente de fungdes
simples f,: X xY — R, tal que f,(z,y) — f(x,y), para cada (z,y) €
X x Y. Paracadax € X, temos, pelo que vimos em 1), fun¢fes mensuraveis
Jne Y — R, as quais v&o constituir uma sucessio crescente e com

fru,(y) = fn(xvy) - f(‘rvy) = fz(y)x

0 que, tendo em conta o teorema da convergéncia monétona, implica que f; .
é mensuravel e com

/Y f(,y) did (y) = lim / Fulasy) dil (y).

Uma vez que, mais uma vez pelo que vimos em 1), as fungdes X — R,
z— [, fu(z,y)dp/(y)  sdo  mensurdveis e  que, por  ser

fn(x y) < fn+1 X y) vem
/fnxydu /fmxydu()

podemos aplicar o que vimos em 1) e mais duas vezes o teorema da conver-
géncia mondtona para garantir que a fungdo zw— [, f(z,y)dp/'(y) é
mensuravel de X em R, e que

/X(/Yf(:c,y)d#/(y» dp(z —Ilm/ /fn 2, y) dyl( )) dp(z) =

= lim fn(x,y)d/i@,u(m,y):
XxY

= fz,y)dp @ p'(z,y). a
XxY
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11.4.10 (Teorema de Fubini para funcbes vetoriais) Sejam (X, M,u) e
(Y, N, ') dois espagos de medida o-finitos e consideremos a medida
produto p ® ' na o-algebra M @ N. Sejam E um espago de Banach e
f: X xY — E uma aplicagdo topologicamente mensuravel. Tem-se entéo:
a) Para cada = € X, é topologicamente mensuravel a aplicagdo f,.:Y — E,
definida por f,.(y) = f(z,y) e, sendo X, o conjunto dos = € X tais que
esta aplicacdo ndo € integravel, tem-se X, € M e é topologicamente mensu-
ravel a aplicacdo X \ X, — F definida por

T / f(z,y) dp'(y).
Y

Além disso, no caso em que f:X xY — E € integravel, tem-se
(X)) = 0, areferida aplicagdio X \ X, — F é integravel e

flx,y)dp @ i (2, y) =/X\X | (/Yf(x,y) d#’(y)) dp(z).

XxY

b) Para cada y € Y, é topologicamente mensuravel a aplicacéo f.,: X — E,
definida por f.,(z) = f(z,y) e, sendo Y., o conjunto dos y € Y tais que esta
aplicacdo ndo é integravel, tem-se Y., € N e é topologicamente mensuravel
aaplicacdo Y \ Y, — F definida por

Y /Xf(x, y) du(z).

Além disso, no caso em que f: X xY — E é mesmo integravel, tem-se
' (Yso) = 0, a referida aplicagdo Y \ Y, — E é mesmo integravel e

f@9)due ' (wy) = [

Y\Ya

(/. £ duta)) di ).

XxY

Dem: Basta-nos provar apenas a), uma vez que b) resulta de aplicar a) a
aplicacdo topologicamente mensuravel ?:Y x X — FE definida por
?(y,x) = f(z,y), que, no caso em que f: X xY — E é integravel, é
integravel e com

[y, @) dp' @ ply, ) = fla,y)dp @ p'(z,y)
XxY XxY
(cf. 11.4.4 e o teorema trivial de mudanga de varidveis em 11.2.56).
O facto de, para cada = € X, ser topologicamente mensuravel a aplicacdo
fz.1Y — E resulta de que ela é a composta da aplicagdo topologicamente
mensurdvel f: X x Y — E comaaplicagdo Y — X x Y, y — (z,y), que é
mensuravel por o serem as suas duas componentes (cf. 11.2.7). Reparando
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agora que, para cada x € X, tem-se x € X, se, e sO se,

/ 1 (2, )| did () =
Y

e que, tendo em conta a versao do teorema de Fubini em 11.4.9 relativa a
aplicacdo mensurdvel X xY — Ry, (z,y) — ||f(z,y)||, é mensuravel a
aplicacdo X — R, que a z associa o integral referido, concluimos que se
tem efetivamente X, € M. Além disso, no caso em que f: X xY — E é
integravel, a mesma versao do teorema de Fubini garante que

[ (L 1r@lane) e = [ 15 ldes e <+

pelo que, tendo em conta 11.1.29, existe X' € M com u(X’) =0 tal que,
para cada =€ X\ X', [, ||f(x,y)|di(y) <-+oco, 0 que implica que
X C X', portanto também p(X ) = 0.

Vamos dividir o resto da prova de a) em duas partes:

1) Vamos examinar o caso particular em que a aplicagdo topologicamente
mensuravel f: X x Y — FE é simples. Podemos considerar uma familia finita
(Z;) jes de conjuntos de M ® N disjuntos dois a dois e uma familia (w;) je s
de vetores de F \ {0} tais que, para cada (z,y) € X x Y,

y) = Z]Izj(x7y) Wy,

jed

(cf. 11.2.17 e 11.2.18, dispensando os indices j com w; = 0). Tem-se entéo,
paracada (z,y) € X x Y,

Iz,(z,y) < I1f (G, y)ll

= sl JH

e portanto, se z € X \ X,
1
[ @i < o [ 15l e) < 4.
Y lwill Jy

Tendo em conta a versdo do teorema de Fubini em 11.4.9 é mensuravel a
aplicacdo X \ X, — R, C R

T — / lz,(x,y) dy' ()
Y

e, uma vez que, tendo em conta as propriedades de linearidade do integral em
11.2.34 e 11.2.36, para cada = € X \ X

/ flz,y)du' (y Z (/ Iz,(2,y) dﬂl(y)) Wy,

JjeJ
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concluimos de 11.2.9 que é efetivamente topologicamente mensurdvel a
aplicagdo X \ X, — E,

o [ fa)di ),
Y

Suponhamos agora que a aplicagdo simples f: X xY — E é mesmo
integravel, portanto é uma aplicacdo em escada. Vem entéo

/X L@y dne pl(e.y) < 1f (@) dp ® 1 (2, ) < +00
X

= lwill Sxy

e, tendo em conta a versdo do teorema de Fubini em 11.4.9 e 11.2.42,
[ ewiane i = [ ([ @) d) =
XxY X Y
- [ ([ e w) i)
X\Xo VWY

sendo assim integravel a fungdo X \ X, — R; C R,
- /Y I, (e, ) it (y).

Aplicando mais uma vez as propriedades do integral em 11.2.34 e 11.2.36,
podemos concluir que

@y dpe @y = > (/

jGJ XxY

=2 (/X\XM (/Y Iz,(z,y) du’(y)> du(m)) w; =

jeJ

- /X\Xoc ;(/Y Iz,(z,y) d:“/(y)>wj du(x) =
= /X\Xoc (/YZ]IZ](SC,ZJ) w; d,u’(y)) du(z) =

=
= [ ([ S @) dute).

2) Passemos a tratar o caso geral em que f: X x Y — E é uma aplicagdo
topologicamente mensuravel arbitraria. Tendo em conta 11.2.29, podemos
considerar uma sucessao de aplicacbes topologicamente mensuraveis
fa: X XY — E, tais que cada f,(X xY) seja finito e que, para cada

(,y) € X XY, fulz,y) = f(z,y) € [|fulz,y)ll <2[f(z,y)||. Para cada
x € X\ Xo, tem-se

Iz, (x,y) dp @ 4 (z, y)) wj =
X%
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[ Il ) < [ 25w)ldiw) -
=2 [ @)l dn' ) < +o0

em particular, pelo teorema da convergéncia dominada,

| s nanw) — [ e
e, para cada n, sendo X,,., 0 conjunto dos = € X tais que

/y [ folz, y) || di' (y) = +oo,

tem-se X, ., C X. Pelo que vimos em 1), sdo assim topologicamente
mensuréveis as aplicagdes X \ Xoo — E, x — [, fu(x,y) dp/(y) e podemos
concluir de 11.2.13 que € também topologicamente mensuravel a aplicacdo
X\ X, — E,

T / f(z,y) dp'(y).
Y

Suponhamos agora que a aplicacdo f: X x Y — E é mesmo integravel. De
se ter

[ inldnee < [
XxY x

—2 / 17 ()l dpe @ (2, ) < +o0
XxY

y 2(|f(z, 9l dp @ p'(z,y) =

X

concluimos que as aplicagbes f,: X xY — E também sdo integraveis.
Tendo em conta 0 que vimos no caso particular estudado em 1) e o facto de
se ter, para cada x € X \ X,

| [ femanw)|| < [ 156 olaw < [ 205601,

onde

/X\Xx(/yzlf(x,y)lldu’(y)) du(a:):/X(/Y2\|f(;c,y)||du'(y)) dpu(x) =
= [ 2laldne i) < +ox

podemos aplicar o teorema da convergéncia dominada para garantir que é
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integravel a aplicacdo X \ Xoo — F, z — [, f(z,y) dy'(y), e que

/X\& (/Y f@) dﬂ/(y)) dp(z) = lim /X\Xx (/y Jn(9) dﬂ'(y)) dp(z) =

=lim fol@,y)dp @ i (z,y) =
XxY

= fla,y)dp @ (z,y). O
XxY

11.4.11 (Notag&o alternativa) Sejam (X, M, u) e (Y, N, u') dois espagos de
medida o-finitos e consideremos a medida produto p ® p' na o-algebra
M ® N. Tanto no caso em que f: X x Y — R, é uma fungio mensuravel
como naquele em que E é um espaco de Banach e f: X xY — E € uma
aplicacdo integravel, o integral

fz,y)dp @ p(z,y)
XxY
€ muitas vezes notado alternativamente
f(x,y) dp(x) dp'(y),
XxY

fazendo-se ainda a simplificagdo usual, no caso de alguma das medidas, por
exemplo a primeira, ser a medida de Lebesgue nos borelianos de R, de
escrever dz em vez de du(x).

Exercicios

Ex 11.4.1 Sejam (X, M) e (Y, NV) espagos mensuraveis e consideremos 0 espago
mensuravel produto (X x Y, M ® N). Verificar que, se C C X xY
pertence a M ® N, entdo, para cada x € X, 0 conjunto

Co.={yeY|(z,y) €C}
pertence a \ e, paracada y € Y, o conjunto

Cy={reX|(z,y) eC}
pertence a M, por outras palavras, esta parte das conclusdes das alineas a) e
b) de 11.4.6 ndo depende da consideragdo das medidas e p’ e, muito menos,

do facto de estas serem o-finitas. Sugestao: Reparar que estes conjuntos sdo
imagens reciprocas de C por aplicagcBes mensuraveis convenientes.

Ex 11.4.2 (Cf. Halmos [6]) Reparar que, se (X, M,u) e (Y, N, ') sdo espagos
de medida, ndo necessariamente o-finitos, faz sentido generalizar a definigéo
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em 11.4.2, definindo no espaco mensuravel (X x Y, M ® N) a medida
produto, notada ainda u ® u/, como sendo o prolongamento de Hahn (cf.
1.4.7) da medida u x g/ no semianel M x N referida em 11.4.1.93
Consideremos o exemplo em que X =Y = [0, 1], u é a restricdo da medida
de Lebesgue A nos borelianos de R, definida na o-algebra dos borelianos de
[0,1] e v é a medida de contagem na o-&lgebra N\ de todas as partes de [0, 1],
reparando que a medida A é finita, mas a medida v ndo é sequer o-finita.

a) SejaC = Ay C [0, 1] x [0, 1] o conjunto diagonal,

C={(z,y) €[0,1] x [0,1] | x = y}.

Verificar que C € M @ N e que A ® v(C) = 4o0. Sugestao: Por um lado,
mostrar que todo o boreliano pertence a M ® N. Por outro lado, mostrar
que, dada uma cobertura contavel arbitraria de C por conjuntos
Ajx Bje Mx N, onde je J, entdo [0,1] estd contido na unido dos
A N B; e portanto existe pelo menos um indice j tal que A*(A; N B;) > 0,
onde >\* é a medida exterior de Lebesgue (cf. 1.4.4).

b) Verificar que as conclus@es das alineas a) e b) de 11.4.6 falham neste caso,
uma vez que, com as notacdes desse resultado

/[0 (O axe) =
/[01]/\(0.@) dv(y) =0.

Ex 11.4.3 Seja (X, M, 1) um espaco de medida o-finito e notemos A a medida
de Lebesgue na o-algebra By dos borelianos de R. Seja f: X — R, uma
fungéo e notemos

A={(z,t) e X xR|0<t < f()}.

Mostrar que a funcdo f é mensuravel se, e s6 se, A € M Q Br € que,
guando isso acontecer,

/X £(2) du(z) = p® A(A).

Ex 11.4.4 Seja (X, M, 1) um espaco de medida o-finito e notemos A a medida
de Lebesgue na o-algebra Bg dos borelianos de R. Sejam f, g: X — R duas
fungBes mensuraveis e notemos

B={(z,t) e X xR f(z) <t < g(x) Vg(x) <t < f(x)}

93A diferenca é que ndo podemos garantir que esta seja a (nica extensdo de p x p a
MSN.
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Mostar que B € M ® Bg e que

4 ®A(B) = /X (@) — g()| du(z).

Ex 11.4.5 Seja (X, M, 1) um espaco de medida o-finito e notemos A\ a medida
de Lebesgue na o-algebra Bg dos borelianos de R. Seja f: X — R uma
funcdo mensuravel. Mostrar que, para quase todo o ¢ € R,

p{r e X | f(z) =t}) =0,
isto é, que existe B € Br com A\(B) = 0 tal que
n{zr € X | f(z) =t}) =0
para cada t ¢ B. Sugestdo: Calcular de duas maneiras diferentes a medida
p@A{(z,t) € X xR [t = f(x)}).

Ex 11.4.6 Consideremos a medida de Lebesgue A na o-algebra Bg dos borelianos
de R. Sendo

A={(z,y) ER*|0< 2 <2A0<y< 2%},

mostrar que A € Br ® By e determinar

/ zy® dz dy.
A

Ex 11.4.7 Se E é um espaco vetorial e se x,y € E sdo linearmente indepen-

dentes, chamamos paralelogramo de lados x e y ao conjunto P das combi-
nagdes lineares sx + ty, com s, t € [0, 1].
Seja A a medida de Lebesgue na o-&lgebra Bg dos borelianos de R e
consideremos em R? a o-algebra Br ® B e a medida A ® A, lembrando que,
por 1.5.27, B ® Bg € a o-algebra dos borelianos de R2. Dados a, b, c € R,
coma # 0 e ¢ # 0, notar que (a,0) e (b, c) sdo linearmente independentes e
mostrar que o paralelogramo P C RR?, cujos lados sdo aqueles vetores, é um
boreliano com A ® A(P) = |ac].

Ex 11.4.8 (Visdo alternativa sobre as familias absolutamente somaveis) Neste
exercicio vamos ignorar o que foi feito nos resultados 11.2.47 a 11.2.51, isto é
nos resultados em que intervém a nocéo de familia somavel de vetores dum
espaco de Banach. O objetivo é reobter alguns desses resultados de forma
independente, depois de transformar um deles em definicéo.

a) Nesta alinea e nas proximas, E é um espaco de Banach, J é um conjunto
de indices, que, para simplificar, suporemos contavel, e notamos v a medida
de contagem na o-algebra de todas as partes de J. Se (w;);cs € uma familia
de vetores de F, mostrar que a familia constitui uma aplicacdo mensuravel e
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que esta aplicacéo é integravel se, e s6 se, > ||w;|| < +oco (isto é, a familia é
jeJ
absolutamente somavel). Nesse caso pomos, por definicdo, %

Y wi= /w]- dv (3)-

jed

b) No caso em que J é finito, verificar que toda a familia (w;);c; de vetores
de E é absolutamente soméavel e que a soma definida em a) coincide com a
soma finita habitual de vetores de F.

¢) No caso em que J = N, verificar que, para uma familia absolutamente
somavel, (w,)pen, @ soma da familia coincide com a soma da série, no
sentido analogo ao habitual:

w, —|Ime
D wp=Nim 3w,

peN

Sugestao: Aplicar o teorema da convergéncia dominada.

d) Sejam J e J' conjuntos contaveis e ¢:J' — J uma aplicagdo bijetiva.
Mostrar que uma familia (w;);c; é absolutamente somavel se, e s6 se, a
familia (w(;)) < € absolutamente somavel e que, nesse caso,

Z wj = Z W ()

jeJ Jer

Sugestdo: Temos uma aplicacdo do teorema trivial de mudanga de variaveis.

e) Sejam (X, M, ) um espaco de medida que, para simplificar, vamos supor
o-finito® e (f;)je; uma familia contavel de aplicacdes integraveis
fi X — E tal que exista uma aplicagdo mensuravel : X — R, com
J¢dp < 4o e, paracada z € X,

D@ < v(e)

jeJ

(em particular, a familia (f;(x));c; de vetores de E € absolutamente
somavel). Sendo entdo f: X — E a aplicagdo definida por f(z) =" fi(x),

=
mostrar que f é integravel e

/f ) du(x Jel/f] z) du(x

em que a soma do segundo membro é a de uma familia absolutamente
somavel de vetores de £.96

94Comparar com 11.2.48.
95A alinea c) do exercicio 11.1.10 d4-nos uma pista para dispensarmos esta hipétese.
96Comparar com 11.2.49.
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Sugestdo: Aplicar o teorema de Fubini, considerando a medida v ® p na
o-algebra P(.J) ® M de partes de J x X e aaplicagdo F(j,z) = f;(x).

f) Sejam (X, M, i) um espaco de medida que, para simplificar, vamos supor
o-finito e f: X — E uma aplicacéo integravel. Mostrar que, se (A4;)jcs €
uma familia contavel de conjuntos de M disjuntos dois a dois e se A = |JA;,

entdo
| 1@ dutz L/ f(@) dua

em que a soma do segundo membro € a de uma familia absolutamente
somavel de vetores de E.97
Sugestdo: Reparar que, para cada x € X, tem-se

z) =Y L(2)f(x)

jed

jedJ

g) (Associatividade) Suponhamos que (wj;),;c; € uma familia contavel abso-
lutamente somavel de vetores de £ e que o conjunto de indices J é uma
unido contavel de subconjuntos .J;, 7 € I, disjuntos dois a dois. Verificar que

;wj:;(;wj)’

onde cada soma do segundo membro é a de uma familia absolutamente
somavel de vetores de E. Sugestdo: Temos um caso particular da alinea f).

Ex 11.4.9 (Cf. Rudin [10]) a) Efetuar duas integracdes por partes (cf. o exercicio
11.3.9)%8 para mostrar que, paracadat € Ren € N,

2mn
1
sin —;vtd —_ 1— —27rnt_
[ sinte) e e = s (1= e

b) Mostrar que, para cada x > 0 em R, tem-se

1
/ e dt = =,
[0,4-00[ x

Sugestdo: Lembrar a concluséo de 11.3.12.
c) Utilizar o teorema de Fubini para funcgdes integraveis e as conclusdes de a)
e b) para deduzir que, para cadan € N,

H 1— —2mnt
/ sin(z) 4 — / e ™
10,27n] T [0,4-00] 1+1¢

97Comparar com 11.2.50.
98Alternativamente, reparar que sin(xx) é o coeficiente da parte imaginaria de ¢ e utilizar
esse facto para obter diretamente uma primitiva.
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Sugestdo: Para verificar que a fungo definida em |0, 27n] x [0, +oc], que
vai ser utilizada, é integrével utilizar o teorema de Fubini para funcdes
positivas, reparando que ‘S'” Il ¢ limitado em ]0, 27n].

d) Deduzir de c) e do teorema da convergéncia mondtona que se tem

Iim/ SIn@) 4 = T
n=00 Jlo 9w & 2

apesar de a fungéo @) ngo ser integravel em ]0, +oo] (cf. a alinea a) do
exercicio 11.3.12 — a0 I|m|te anterior da-se o nome de integral de Dirichlet).

sm

11.4.10 (Um tipo de integracdo por partes) Sejam J =]c,d[ C R um
intervalo aberto ndo vazio e ¢: J — R uma aplicacdo crescente (no sentido
lato) e notemos A, a correspondente medida de Lebesgue-Stieltjes nos bore-
lianos de J (cf. 1.4.13). Sejam a < b em J, E um espaco de Banach e
f:la,b] — E uma aplicacdo derivdvel em todos os pontos e com
f':]a,b] — E continua.

a) Mostrar que f:]a,b] — E € integravel, relativamente a restricdo da
medida A, que ¢f":[a,b] — E € integravel, relativamente a restricdo da
medida de Lebesgue )\ e que se tem

b
[ 5@ 0@ = o)1) a1 (o) ~ [ o)1 )
Sugestdo: Sendo C' C ]a, b] x ]a,b] 0 conjunto dos pares (z,y) com z > y,
usar o teorema de Fubini para calcular de duas maneiras distintas o integral

/ F(y) () dy,
C

e lembrar que ¢(x*) = (z) salvo para um conjunto contavel de valores de
Z.

b) Deduzir do resultado obtido em a) caracterizagdes com 0 mesmo espirito
dos integrais

f(x) dX,(z), f(z)dX,(z), f(z)dX,(z).

[a,b] Ja,b] la,b]

Sugestdo: Lembrar a caracteriza¢do das medidas dos conjuntos unitarios em
1.4.14.

c¢) Verificar que, no caso em que a aplicacdo ¢ é derivavel em todos os
pontos e com derivada continua, a conclusdo de a) implica a férmula de
integracéo por partes, obtida, num contexto mais geral, no exercicio 11.3.9.

11.4.11 (Outro tipo de integracdo por partes) Sejam J C R um intervalo
aberto ndo vazio e p,v: J — R duas fungdes crescentes (no sentido lato) e
notemos A, e Ay as correspondentes medidas de Lebesgue-Stieltjes nos
borelianos de J. Sejam a < b em J tais que no intervalo ]a, b] as fungdes ¢ e



186 Cap. Il. O integral

1) ndo tenham nenhum ponto de descontinuidade comum.
Mostrar que as restricdes de ¢ e 1 a ]a, b] sdo integraveis, relativamente as
medidas A, e A, respetivamente, e que se tem

vle) dry(e) = o101 — pla)ola) — [ pla)drs(a).

Ja.b] Ja,b]

Sugestdo: Sendo C C ]a,b] x ]a,b] 0 conjunto dos pares (z,y) tais que
x > y, utilizar o teorema de Fubini para calcular de duas maneiras distintas a
medida

Ao @ Ap(C) = Ay @ Ay(CUA),
reparando que a inexisténcia de descontinuidades comuns implica que
P(a7) =v(@) =¥(="),

Ap-quase sempre, e que

Ay-guase sempre.

Ex 11.4.12 Consideremos uma medida ;. nos borelianos de R que seja finita nos
borelianos limitados. Mostrar que, para cada r > 0, é mensurdvel a funcéo
f:R — R, definida por f(z) = p([x — r,z + r]). Sugestdo: Reparar que p
é o-finita e aplicar o teorema de Fubini a um subconjunto conveniente de
R x R.

Ex 11.4.13 (O produto de dois integrais indefinidos como integral indefinido)
Sejam F,G, H trés espagos de Banach e & F x G — H uma aplicagdo
bilinear continua, que encaramos como uma “multiplicacdo”, notando, para
cadaw e Fezed,

wxz=¢w,z) € H.

Sejama<bem R e f:[a,b] — F e g:[a,b] — G aplicacdes integraveis e
consideremos o0s correspondentes integrais indefinidos ?: [a,b] = F e
9: la,b] — G, que sabemos serem aplicagdes continuas, definidos por

0= [ s g = [ g

Mostrar que a aplicacdo 7 X G: [a,b] — H é também um integral indefinido,
mais precisamente, que, para cada t € [a, b],

/f 2) + (@) x g(z) da.

Sugestdo: Fixado ¢, reparar que [a,t] X [a,t] € a unido disjunta dos subcon-
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juntos A; e By, constituidos respetivamente pelos (z,y) com = >y e por
aqueles com z < y e utilizar o teorema de Fubini para mostrar que

/ f@) <@y do = [ (@) ) dady
/ Fe) x glz) dz = / Fw) < 9w dy = [ F(2) x gly) dedy.
a a By

85. Medida de Lebesgue em dimensdes superiores.

11.5.1 (Intervalos semiabertos em RR™) Dado um natural n > 1, chamamos
intervalo semiaberto de R" a todo o conjunto A C R" da forma

(1) A= ]al,bl] X ]CLQ,bQ] X oo X ]an,,bn],

onde, para cada 1 < j < n, a; < b; S80 nlmeros reais.

E claro que, no caso em que n =1, os intervalos semiabertos de R s&o
exatamente os R-intervalos semiabertos definidos em 1.3.1.

Tal como referido, no caso n = 1, em 1.3.1, no caso em que um intervalo
semiaberto A é néo vazio, os elementos a; e b; na representacéo (1) ficam
univocamente determinados por A e verificam a; < b;, ja que ]aj,b;] €
necessariamente a imagem direta de A pela projecéo canonica 7;: R” — R,
mj(z1,...,x,) = x; Mas 0 conjunto vazio # € um intervalo semiaberto que
admite infinitas representagdes do tipo (1) nomeadamente todas aquelas em
que, para algum j, a; = b;.

11.5.2 (Os intervalos semiabertos como semianel) Para cada n > 1, a classe S,

dos intervalos semiabertos de R™ é um semianel cuja o-algebra gerada é a
o-algebra Bg. dos borelianos de R™.
Dem: O caso em que n. = 1 é j& conhecido (cf. 1.3.2 e 1.3.12). Suponhamos 0
resultado valido para um certo n» > 1. Uma vez que R" é a unido da familia
contavel de conjuntos |—p, p]", com p € N, deduzimos de 1.5.19 e de 1.5.23
que a classe S, xS dos produtos A X Japi1,b,11], cOM A€ES, e
ant1 < byy1, € um semianel de partes de R™ x R, cuja o-algebra gerada é
Br: ® Bg, ou seja, tendo em conta 1.5.27, é a o-algebra Bg..g dos
borelianos de R” x R. Considerando o homeomorfismo : R" x R — R+,
definido por

30((',1717 s 7xn)7 mn+1) = (Z‘l, )xmanrl)y

deduzimos de 1.5.18 e 1.5.16 que S, coincide com ¢.(S, x S) e é um
semianel de partes de R"! cuja o-algebra gerada é o, (Bg: ® Br) OU seja,
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tendo em conta 1.5.10, é a o-algebra Bg..: dos borelianos de R"*!. O
resultado fica assim demonstrado por inducéo. O

11.5.3 (A medida de Lebesgue nos borelianos de IR™) Para cada n > 1, existe
uma, e uma so, medida )\, na o-algebra Bg. dos borelianos de R™ tal que,
para cada

A= ](Il,bl] X ]ag,bg] X e X ]an,bn] S Sn
(onde a; < b;), se tenha
)\n(A) = (bl — al) X (bQ — CLQ) X oo X (bn — a,,,).

Esta medida, a que damos o nome de medida de Lebesgue nos borelianos de
R™, é o-finita e coincide, no caso em que n = 1, com a medida de Lebesgue
A nos borelianos de R, definida em 1.4.15 e, no caso em que n = 2, com a
medida produto A ® .

Dem: Demonstramos o resultado por inducdo em n. O caso n=1 é ja
conhecido, uma vez que a medida de Lebesgue A nos borelianos de R é a
Unica que verifica a condicdo A(Ja,b]) =b —a, sempre que a <b.
Suponhamos o resultado verdadeiro para um certo n > 1. Podemos entdo
considerar a medida produto A, ® A na o-algebra Bg: ® Br = Brexr (Cf.
1.5.27) e tomar para \,;1 a medida imagem direta . (A, ® A), na o-algebra
dos borelianos de R"*! (cf. 1.5.13), onde ¢: R" x R — R"*! é 0 homeomor-
fismo definido por

@((xlv e 737”)7 x’rl+1) = (371; sy T,y xn-‘rl)a
medida para a qual se tem, para cada
A = lay, bi] X Jag, bo] X -+ X Jani1,bpi1] € Spia

(onde a; < b)),

A1 (A) = (A @ N (97 (A)) =
( )((]alvbl] X oo X ]ambn]) X ]anJrl:anrl]) =
/\71(]a17 bl] e X ]am bn]) X A(]@n-&-la bn+1]) =

= (bl - al) X e X (bn - an) X (bn+1 - anJrl)-

Esta medida é o-finita, e tem mesmo restricdo o-finita ao semianel S, 1,
uma vez que R""!' é a unido da familia contdvel dos conjuntos
]—p, "t € Spit, com A1 (J—p, p"*Y) = (2p)"*! < +o0. A unicidade da
medida )\, .1 nas condi¢es do enunciado € uma consequéncia do teorema de
Hahn em 1.4.12. Uma vez que, para a medida produto A ® A, também se tem

AR )\(]al,bl] X }ag,bQ]) = /\(]al,bl]) X )\(]ag,bQ]) =
= (by —a1) X (by — as),

concluimos que Ay = A ® A. O
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11.5.4 A medida de Lebesgue nos borelianos de R™ tem as seguintes proprie-
dades:
a) Se A C R"™ é um boreliano limitado%, entdo )\, (A4) < +oc.
b) Se A C R™ é um boreliano com int(A) # 0, entdo A, (A4) > 0.
Dem: Nas hipéteses de a), podemos considerar R > 0 tal que A C |—R, R]"
pelo que temos

A(A) < M(=R, R") = (2R)" < +oc.

Na hip6tese de b), sendo a = (a4,...,a,) € int(A), podemos considerar
e > 0 tal que

lai —e a1 + ¢l X -+ X Ja, —€,a, +€] C A
e entdo

0<(2e)"=M(Jar —g,a1 + €] X -+ X a, —e,a, +¢]) <A (A). O

Para trabalharmos com a medida de Lebesgue nos borelianos de R" é
muitas vezes comodo utilizar o teorema de Fubini, e para isso é impor-
tante considerar bije¢des com produtos de dois espagos mensuraveis que
sejam compativeis com as medidas. Dois exemplos dessas bijecOes, que
poderiam ser multiplicados, mas sdo de utilizagdo especialmente fre-
quente, sdo enunciados a seguir.

11.5.5 (Alguns homeomaoarfismos compativeis com as medidas)
a) Para cada 1< j<wn, temos um homeomorfismo ¢;: R"! x R — R
definido por

1,[)]'((561,...,%7171),%) = (£C1,...,Sﬂ];l,x,iﬂj,...,iﬂn),

0 qual é compativel com as medidas, quando no dominio se considera a
medida A\, 1 ® X\ e no espaco de chegada a medida A, (em ambos 0s casos
nas o-algebras dos borelianos).

b) Para cada 1 < m < n, temos um homeomorfismo 6,,: R™ x R"~™ — R"”
definido por

em((xh"'75Em)7(y17"'7yn)) = (117"'7xm7y17“'7y71/)’

0 qual é compativel com as medidas, quando no dominio se considera a
medida \,, ® \,_,,, € no espago de chegada a medida A, (em ambos 0s casos
nas o-algebras dos borelianos).

Dem: a) Temos que mostrar que a medida imagem direta 1, (A\,—1 ® X)
coincide com a medida ), e isso resulta da caracterizacdo desta em 11.5.3,

99 embrar que em R todas as normas sio equivalentes, e ¢ relativamente a qualquer uma
dessas normas que a nogdo de conjunto limitado é considerada, tal como j temos estado a
fazer relativamenbte as nogdes topoldgicas no contexto de R".
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uma vez que se tem

d)j*(/\nfl & )\)Galybl] X X }anabn]) =

= A1 @ A((Jar, 1] X -+ X Jaj1,bj—1] X Jaji1, bja] X Jan, by]) X Jaj,bj]) =
= M—1(Jar, b1] x - xJaj1,0;-1] X Jaji1,bj41] X Jag, ba]) x A(Jay, bj]) =

= (bl —al) X o+ X (bn —an).

b) Temos que mostrar que a medida imagem direta 6,,.(Apn ® Ap—m)
coincide com a medida ), e isso resulta da caracterizacdo desta em 11.5.3,
uma vez que se tem

em*(Am ® )\nfm)(]alybl} X X ]an; bn]) =
=An ® Anﬂn((]alabl] X X ]am7bm]) X (]am+17bm+1] X X ]anabn])) =

= )\m(]al;bl] X X ]amabm]) X )\nfm(]amwtlyberl] X X }ambn]) =
=(bl—a1)><--~><(bn—an). O

11.5.6 (Corolario) Se, para cada 1 < j <n, A; C R é um boreliano, entéo o
conjunto A; x --- x A, C R™ é um boreliano e

An(Ar X - X Ap) = AMAr) X - X A(Ay).

Em particular, tem-se, tal como jad sabiamos no caso em que n =1,
An(R") = 40 €, paracada © = (zq, ..., 2,) € R,

A({z}) = An({@a} x - x {a}) = 0.

Dem: Fazemos a demonstracdo por inducdo em n, 0 caso n =1 sendo
trivial. Supondo o resultado verdadeiro para um certo » e tomando, para cada
1 <j<n+1, um boreliano A; C R a hipdtese de indugéo garante que
Ay x -+ x A, éum boreliano de R" com

A(Ap X - X Ay) = A(Ar) X -+ X A(Ay)
pelo que (A; x --- x A,) X A,41 é um boreliano de R" x R com
A @A((Ar X -+ x Ap) X Apy1) = AM(A7) X - x AM(Ap) X MApi1)
e deduzimos entdo da alinea a) do resultado precedente, com j = n + 1, que
Ay x - x A, x A,41 € um boreliano de R™*! com
Ani1(Ar X o X Ay X Apy1) = MA7) X - X A(A4y) X AM(Api1),
0 que termina a prova por inducao. O

11.5.7 (Invariancia por translacao) A medida de Lebesgue )\, na o-algebra By«
dos borelianos de R™ é invariante por translacdo, isto é, para cada
x = (x1,...,2,) € R", tem lugar uma aplicacdo bimensuravel 7,.: R" — R",
7.(y) = x + y, que é compativel com a medida de Lebesgue A, (ou seja, A,
é 7,.-invariante, para cada x).
Dem: O facto de 7, ser bimensuravel resulta de se tratar de um
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homeomorfismo, com inverso 7_,. O que temos que mostrar é que a medida
imagem direta 7,,), coincide com a medida A, e isso vai resultar da
afirmacdo de unicidade na definicdo de \,, uma vez que, sendo

A =lay,by] X Jag,by] X -+ X |a, b,] € Sy
(onde a; < bj), vem

TesAn(A) = \p(—z + A) =
=M(Jar —x1, by — @] X - X |ap — Tp, by — y]) =
=((bi —z1) = (@1 — 1)) X - X ((bp — @p) — ap — ) =
= (bl — al) X e X (bn — an) = )\TL(A) O

11.5.8 (Outra caracteriza¢do da medida de Lebesgue) A medida de Lebesgue
An, Na o-8lgebra Br. dos borelianos de R", é a Unica medida p nessa o-al-
gebra que é invariante por translacéo e verifica (]0, 1]") = 1.

Dem: Ja verificamos que a medida de Lebesgue X, é invariante por
translacéo e, por definicdo, ela verifica A, (]0,1]") = 1" = 1. Suponhamos
agora que y: Bg» — R, é uma medida arbitraria invariante por translacio e
tal que p(]0,1]") = 1. Vamos mostrar que se tem p = \,, dividindo essa
prova em varias partes:
1) Comecemos por mostrar que, Se ¢, ..., ¢, € N, entdo
(10, 2] X 10, =] % -+ x J0, —]) = = x = x e x .
q1 q2 qn q1 q2 qn
Subdem: O conjunto |0, 1], onde a medida y toma o valor 1, é a unido
disjunta dos ¢; x ¢ x --- X g, subconjuntos do tipo

m mt1 p pt1 Dn Pnt+1
noptlygn ptl, gk bt

o’ @ © @ an an
com os inteiros pi, ps, ..., p, a verificar 0 < p; < ¢; — 1, subconjuntos esses
que sdo todos translagdes do conjunto 0, -] x ]0, 1] x --- x ]0, ], e
portanto s&o medidos por p com o mesmo valor.

2) Vejamos agora que, mais geralmente, se r,...,r, S80 racionais estrita-
mente positivos, entdo

1(]0, 7] x 0, 7rg] X - X J0,7,]) =71 X 12 X o0 X T

Subdem: Escrevendo r; = % com g; € N e p; > 0 em Z, basta notar
J
que ]0,71] x ]0, 7] x --- x ]0,7,] é a unido disjunta dos p; X pa X -+ X p,
conjuntos

ki ki +1 ky ky+1 kn ky+1
b bl gl bl gk k]

o’ @ © @ & G

com os inteiros ki, ky,...,k, a verificar 0 < k; < p; — 1, conjuntos esses
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que sdo todos translagdes do conjunto 0, -] x 0, qi] -x10, ], e
portanto sio medidos por ;. com 0 mesmo valor 4_11 X q—lz X - 1

X _
Qn

3) Vejamos agora que, mais geralmente, se r,...,r, S0 reais estritamente

positivos, entdo

1(J0, 7] x]0,7m9] X -+ X [0,7,]) =71 X 19 X -+ X Ty

Subdem: Para cada 1< j<n, consideremos uma sucessdo de
nuameros racionais estritamente positivos (s;,),cn decrescente e a convergir
para r;. Sendo, para cada p € N,

A, =10,51,] x]0,82,] X -+ x]0, 8],
tem-se A, D A, e, pelo que vimos no caso estudado em 2),
P(Ay) =81 X Sgp X ++-Spp —> 1 X Tg X -+ X Ty,
em particular u(A;) < +o0o. Uma vez que

ﬂA 10,71] x ]0,7r9] X -+ x ]0, 7],

a igualdade pretendida é uma consequéncia da alinea 7) de 1.2.12.
4) Para cada

A= ]alabl] X ]CLQabZ] X X ]anybn] € S
(onde a; < b)), tem-se
N(A) = (bl - al) X (bZ - a?) X X (bn - an)a

e, consequentemente, tendo em conta a definicdo de A, em 11.5.3, u = A,,.

Subdem: Se existir j tal que a; = b;, a igualdade resulta de se ter
A = (). Caso contréario, temos uma consequéncia do que foi visto em 3), uma
Vez que se tem

A= (ay,...,a,) +]0,by —aq] x -+ x]0,b, — ay]. O

11.5.9 (Coroléario) Seja 1 uma medida definida nos borelianos de R™, invariante
por translacdo e tal que p(A) < 400, para cada boreliano limitado A.
Tem-se entdo p=cA,, para um certo 0 <c¢ < +oo, nomeadamente

= p(J0,1]").
Dem: Seja ¢ = u(]0,1]"). Se ¢ =0, o facto de R™ ser a unido da familia
numerével de conjuntos da forma

]plvpl + ]-] X ]vapQ + ]-] X ]pnvpn + 1]!

com 0s p; numeros inteiros, conjuntos esses que séo todos translacdes de
10, 1]", implica que x(R™) = 0, e portanto que a medida 1 é identicamente 0.
Se ¢ > 0, podemos considerar a medida %u, que é invariante por translacdo e
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toma o valor 1 em ]0,1]", tendo-se assim, por 1.5.8, %#: An, portanto
W= cA,. O

11.5.10 (O coeficiente de dilatacdo de um isomorfismo) Seja £: R™ — R”™ um
isomorfismo. Existe entdo um Unico real c¢ € ]0,+oco[ tal que, para cada
boreliano A C R", A\, (£(A)) = c¢ An(A). Dizemos que c¢ € o coeficiente de
dilatacdo do isomorfismo &.

Dem: Que nédo pode existir mais que um ndmero real ¢ nas condictes
anteriores € uma consequéncia de que, escolhendo um boreliano A com
0 < Au(A) < 400 (por exemplo uma bola de raio maior que 0, que é
limitada e de interior ndo vazio), ndo pode deixar de ser ¢ = %.

Considere-se agora a medida p nos borelianos de R™ definida por

w(A) = A\, (&£(A)) (a medida imagem direta de )\, pela aplicagdo mensuravel

¢ 1:R" — R"), medida para a qual se tem, para cada = € R",

p(z+A) = A€z + A)) = A(€(x) +£(A)) = Au(€(A)) = pu(A),

ou seja, é invariante por translacdo. Por outro lado, uma vez que a aplicagdo
linear £&:R™ — R™ é continua (como qualquer aplicagdo linear R” — R"),
sabemos que existe M > 0 tal que ||{(y)|| < M]||y||, para cada y € R", e
daqui resulta que, se A C R" é um boreliano limitado, o boreliano £(A)
também é limitado, e portanto pu(A) = A\, (£(A)) < +oo. Deduzimos agora
de 11.5.9 que existe ¢¢ € [0, +oo tal que = ce\,, isto €, tal que, para cada
boreliano A de R", A, (£(A)) = ccAn(A), tendo-se mesmo c; > 0, uma vez
que

+oo = /\H(Rn) = )‘n(f(Rn)) =C )‘H(Rn)- ]

11.5.11 (Corolario) Seja F' C R™ um subespaco vetorial de dimensdo m < n.
Tem-se entdo que £ é um boreliano com A, (F) = 0.
Dem: O caso em que m = 0, e portanto F' = {0} j& foi referido em 11.5.6.
Supondo agora que m > 0, seja zi, ..., z, uma base de F' e completemo-Ila
de modo a obter uma base z1, ..., 2z, Zmi1, ..., 2, de R™, Sgja & R™ — R" 0
isomorfismo definido por £(e;) = z;, que é, em particular, um homeomor-
fismo. Tem-se entdo F' = &(R™ x {0}"™), onde {0}" ™ C R"™ é um
boreliano com

An-m({0F"77) = A{OH)"™ = 0" =0
pelo que F' é um boreliano e, tendo em conta a alinea b) de 11.5.5,
M (F) = ceAn(R™) X Ay ({0}"7) = ¢¢ X (400) x 0 =0,
como queriamos. O

11.5.12 (Mudanca de varidveis linear num integral) Seja & R™ — R™ um
isomorfismo, com coeficiente de dilatagdo c.. Tem-se entéo:
a) Para cada fungéo mensuravel g: R" — R,
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[ swar ) =c[ e aria)
b) Se E' é um espaco de Banach, para cada aplicagdo integravel g: R" — E,
[ swan) =c [ se@)ariz)

Dem: O facto de se ter A\, (§(A)) = ceAn(A), para cada boreliano pode ser
encarado como afirmando que o isomorfismo & é compativel com as
medidas, quando se considera no espaco de chegada a medida de Lebesgue
An € no dominio a medida 1 = c¢A,. Tendo em conta o teorema trivial de
mudanca de variaveis (11.1.38, nas hipéteses de a), e 11.2.56, nas hip6teses de
b)), tem-se

[ owan = [ sew)dnte)

onde, por 11.1.35, nas hip6teses de a), e por 11.2.54, nas hipdteses de b)),

| ste@)dnto) = ¢ [ (s an ) 0

11.5.13 (Propriedades dos coeficientes de dilatacdo) Os coeficientes de
dilatagéio c¢ dos isomorfismos &:R" — R™ verificam as seguintes proprie-
dades:

a) Se &R — R” é um isomorfismo ortogonal, entéo ¢, = 1. Em particular,
o isomorfismo identidade Ig.:R"® — R" e 0 seu simétrico —Ig.: R" — R"
tém coeficiente de dilatagdo igual a 1.

b) Se &, n: R™ — R™ sdo isomorfismos, entdo o isomorfismo n o &: R" — R”
tem coeficiente de dilatagéo c,.¢c = ¢, X c¢.

c) Se &R —R™ é um isomorfismo, entdo o isomorfismo inverso
¢ 1:R" — R" tem coeficiente de dilatagdo ¢, = (,l{

Dem: Consideremos em R™ a norma associada ao produto interno usual. Seja
B = {z e R"||z|]| < 1}, que é um conjunto aberto, limitado e ndo vazio e
para o qual se tem portanto 0 < \,(B) < 4o0. Sendo &{:R"™ — R" um
isomorfismo ortogonal, tem-se ||£(x)| = ||z||, para cada = € R", pelo que
&(B) = B. Resulta daqui que

M(B) = Ai(€(B)) = e \u(B),

portanto c¢ = 1, 0 que prova a). A propriedade em b) resulta de se ter, para
cada boreliano A C R",

An(110€(A)) = Aa(n(£(A))) = ¢y An(§(A)) = ¢ ce An(A).
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Por fim, c) resulta de que

1= Clzgn = Cgog-1t = C¢ X Ce-1. O

11.5.14 (Revisdo sobre determinantes) Lembremos que, se &: R" — R™ é uma
aplicacdo linear, define-se o seu determinante det(¢) como sendo o
determinante da matriz de ¢ na base candnica de R".100 Esta nogdo tem as
seguintes propriedades, que resultam de propriedades correspondentes dos
determinantes de matrizes:

a) det(Ip») = 1;
b) Se &, n: R” — R" s8o aplicagdes lineares, entdo

det(n o £) = det(n) x det(¢)

(a matriz da composta é o produto das matrizes);

c) &R™ — R™ é um isomorfismo se, e s se, det(£) # 0 e, nesse caso,
d) Se & E — E é um isomorfismo ortogonal, isto &, se, quaisquer que sejam
z,y € R",

(), &) = (2,),

entdo det(¢) = +1 (a matriz A de ¢ verifica A” x A = I, e portanto tem-se
det(A)% = 1).

11.5.15 (Lema de Algebra Linear) Sejam E e F espacos euclidianos e

& FE — F uma aplicacdo linear. Existe entdo uma base ortonormada
wy, ..., w, de E tal que os vetores {(wy), ..., &(w,) sejam ortogonais dois a
dois.
Dem: Sendo ¢*: F — E a aplicacdo linear adjunta de &,101 obtemos uma
aplicacdo linear autoadjunta &* o &: F — E, existindo portanto uma base
ortonormada wy, ..., w, de E constituida por vetores proprios de £* o &, isto
é, com &* o &(w;) = ajw; para certos nimeros reais a;. Podemos entdo
escrever

(€(wy), &(wr)) = (€ (&(w))), wi) = (ajwj, wi) = aj{w;, wy),
e portanto (£(w;), {(wy)) = 0 sempre que j # k. O

11.5.16 (Determinacdo do coeficiente de dilatagdo) Seja &:R™ — R™ um
isomorfismo. Tem-se entdo ¢, = |det(¢)|. Em particular, se t e R\ {0} e
&(x) = tx, para cada z € R, tem-se ¢ = [¢|".

100Mais geralmente, se £ é um espaco vetorial de dimensdo finita e ¢&: £ — E é uma
aplicacdo linear, pode definir-se o determinante de £ como sendo o determinante da
matriz de £ numa base arbitrdria de E, determinante esse que se prova nao depender da
base escolhida.

101N caso em que estamos especialmente interessados, aquele em que E = F = R”, &*
é simplesmente a aplicacéo linear cuja matriz é a transposta da matriz de .
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Dem: Consideremos, pelo lema 11.5.15, uma base ortonormada wy, ..., w, de
R™ tal que os vetores &(wy), ..., &(w,) sejam ortogonais dois a dois. Sendo,
para cada 1 < j <n, ¢; = ||{(w;)|| > 0, podemos considerar entédo a base
ortonormada z1, ... , z, de R", definida por z; = % £(wj).

Consideremos os isomorfismos ortogonais «, 5:R"™ — R"™ definidos pelas
condigbes a(e;) = w; e 5(z;) = e;, respetivamente, onde ey, ..., e, é a base
candnica de R". Vem que

Bo&oale)) = pE(w)) = Blejwy) = ¢jej,

0 que implica, por um lado, que a matriz de 5 o £ o « é a matriz diagonal

e 0 - 0
0 ¢ -+ 0
0 0 - ¢

e portanto det(f o {oa) = ¢1 X -+ X ¢, €, por outro lado, que
Bo&oa(]0,1]") =10,¢1] x +-- x]0, ¢),

portanto, por ser A,(]J0,1]") =1 e A,(]0,¢1] X --- X ]0,¢,]) = ¢1 X -+ X ¢y,
Chogon = €1 X -++ X C,. Podemos enfim escrever, lembrando a alinea a) de
11.5.13 e a alinea b) de 11.5.14,

Ce = €3 X C¢ X Cq = Chogon = €1 X -+ X ¢y =det(foloa) =

= det() x det(£) x det(a) = +det(&) = |det(¢)].

No caso em que &(z) = tz, para cada = € R", a matriz de £ é uma matriz
diagonal com todos os elementos da diagonal iguais a ¢, e portanto vem
ce = |det(&)| = [¢[". O

11.5.17 A partir de agora, nesta seccdo e salvo aviso em contrario, a norma que
consideraremos implicitamente em R" é a associada ao seu produto interno
usual. Dados y € R" e um real » > 0, notaremos B, (z,) a bola fechada de
centro x e raio r,

By(z) = {x € R" | [l — x| < 7},

e 3, amedida )\, (B;(0)). Tem-se entdo 0 < 3, < +oc €, para cada zy € R"
er>0

)‘n(Er(xO)) = An(z0 + TEI(O)) =B, r".

Dem: O facto de se ter 0 < 3, < +oo resulta de B;(0) ser um conjunto
limitado e de interior ndo vazio. O facto de o isomorfismo, & R™ — R™,
&(x) = rx, ter coeficiente de dilatagdo igual a ", implica, lembrando a
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invariancia de \,, por translagdo, que

AIL(EI’(Z'O)) = /\n(xo + E,(O)) = An(f(ﬁl (O))) =7" B,. O

11.5.18 Repare-se que, tendo em conta a determinacdo, no caso em que n = 2,
de \2(B1(0)), feita em 11.4.7 e o facto de, no caso em que n =1, ter-se
B;(0) = [-1, 1], podemos afirmar que

=2, Po=m.
Veremos adiante como determinar os restantes valores de 3,.

11.,5.19 (As medidas esféricas) Para cada n > 0, vamos notar S, C R"*! a
esfera unitaria,

Sn={z e R" |||z =1},

que € um subconjunto fechado de R™!, em particular um boreliano.
Considerando a bola fechada B;(0) C R™!, tem lugar uma aplicagio
continua, em particular mensuravel p: B1(0) \ {0} — S,,,

T

p(r) = m

e definimos na o-algebra Bg, dos borelianos de S,, uma medida ps,, pondo,
para cada boreliano A C S,,,

ps,(A) = (n + 1)As1(p™' (A)).

A medida pg,: Bg, — R, a que damos o nome de medida de Lebesgue de
Sn, ou medida esférica, é assim o produto de n + 1 pela medida imagem
direta por p da restricdo a B;(0) \ {0} da medida de Lebesgue de R"*!.102
Repare-se que, uma vez que A,1({0}) = 0, tem-se, para a medida da esfera
total,

p5,(Sn) = (n+ 1)Ans1(B1(0) \ {0}) = (n + 1)Bys1,
em particular, lembrando os valores determinados em 11.5.18,
MSU(SO) = MSO({_l’ 1}) =2, M&(Sl) = 2.
11.5.20 (Medida esférica dum conjunto unitario) No caso em que n =0, e
portanto Sy = {—1, 1}, tem-se us,({—1}) = ps,({1}) = 1. No caso em que

n > 1,tem-se pg, ({xz}) = 0, paracada z € S,,.
Dem: As conclusdes no caso n = 0 resultam de se ter

M~ ({=11)) = M([=1,0D) =1, A(p~'({1})) = A(0,1]) = 1.

102 razo do fator multiplicativo n + 1 sera em breve mais clara.
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O caso em que n > 1 é uma consequéncia de 11.5.11, uma vez que p~!({z})
esta contido no subespaco vetorial Rz de dimensdo 1 < n + 1. O

Uma das razdes da importancia das medidas esféricas, que, no caso
n = 1, se inserem na ideia intuitiva de comprimento de uma curva e, no
caso n = 2, na de area de uma superficie, é que, se, por um lado, elas séo
definidas a partir da medida de Lebesgue de R", esta Ultima, como vamos
ver, também pode ser recuperada a partir daquelas.

11.5.21 (Coordenadas polares generalizadas) Para cada n > 0, tem lugar um
homeomorfismo

®:]0, +oof x S, — R\ {0}, ®(t,) = tz,

o qual é compativel com as medidas, quando se considera no espaco de
chegada a restricdo da medida de Lebesgue ), 1, nos borelianos de R"*1, e
no dominio a medida (A ® s, )(,), Na o-algebra

Bjo,400[x5, = Bjo,+00] @ Bs,,

definida pela funcéo continua ¢: 0, +oo[ x S, — Ry, @(t,x) = t", a partir
da medida produto da restricdo da medida de Lebesgue A nos borelianos de
R pela medida esférica 1.5, nos borelianos de S,,. Por outras palavras, para
cada boreliano B C 0, +oo[ X Sy,

M (3(B)) = /B £\ ® s, ) (8, ) = /  dt dyus, (@),

Costuma-se dizer que t € ]0,4+o00[ € = € S,, sd0 as coordenadas polares
generalizadas do ponto tx € R"+!\ {0}.103

Dem: O facto de ®, que é uma aplicagdo continua, ser um homeomorfismo é
uma consequéncia de admitir um inverso bilateral continuo

R"1\ {0} — ]0, +oo[ X S, ywuynﬁ»

Em particular, ® é uma aplicacdo bimensuravel, pelo que, para ver que ® é
compativel com as medidas, basta ver que nos borelianos de |0, +oo[ x S,

103As coordenadas polares usuais de um ponto z € R?\ {0} sdo ¢ > 0 e a € R tais que
x = (tcos(a), tsen(a)), em que « fica s determinado a menos de um mdltiplo inteiro de
27. Quando se pretende ter uma aplicacdo bijetiva, restringe-se « a um intervalo
conveniente, por exemplo [0,27[ e se se pretender ter mesmo um homeomorfismo,
diminui-se ainda mais o dominio de «, por exemplo para |0, 2x, retirando-se neste caso a
R? os pontos da forma (¢,0), com ¢ > 0, que constituem um conjunto de medida nula. A
vantagem das coordenadas polares generalizadas, que substituem «, por um elemento da
esfera, estd em que sdo dispensados estes artificios e a generalizagdo para R" é mais
simples.
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coincidem a medida (A ® s, )(,) € @ medida imagem direta de A1 por o1
Comecemos por considerar a < b em |0,+o0[ € A € Bg,. Reparemos que
B1(0)\ {0} = ©(]0,1] x S,,) e portanto, nas notagdes de 11.5.19,

p~H(A) = 2(]0,1] x 4) =10,1] - A
donde
ps, (A) = (n+ 1)A\,11(]0,1] - A).

Vemos agora que

@' Np1(la, b] x A) = A1 (®(Ja, b] x A)) =
= Au11(2((]0,6] x A)\ (J0,a] x A))) =
= A1 (6-10,1] - A) — Api1(a-10,1] - A) =

= (anrl —a" )N (10,1} - A) =
bn+1 _ an+1

A
| s, (A)

e, por outro lado, pelo teorema de Fubini para funcdes positivas,

(A® ps, ) (Ja b] x 4) = /] s ()=

= /A(/]a,b] " dt) dus, (xz) =

bn+1 _ an+1
= _— d =
| s @)

bn+1 _ CLnJrl
————us,(4),

n+1
0 que mostra que
O Nnsa(Ja, 0] x A) = (A ® ps, ) ) (Ja, b] x A) < +o0.
Uma vez que estes produtos cartesianos ]a,b] x A constituem um semianel
de partes de ]0, +o0[ x S, cuja o-algebra gerada é
B, oox5, = Bjo, 00 @ Bs,

(cf. 1.5.19 e 1.5.23) o teorema de Hahn de unicidade do prolongamento em
1.4.12 garante que, efetivamente, as medidas ®,')\,,; e \® 1S,) ()
coincidem. O

Como primeira aplicacdo das coordenadas polares generalizadas, exami-
namos agora uma férmula que permite calcular recursivamente os valores
das constantes 3, = A, (B1(0)).
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11.5.22 As constantes (3, definidas em 11.5.17, verificam a seguinte relacéo de
recorréncia:

276,
ﬁnJrQ - n+ 2 .
Em particular, além dos valores referidos em 11.5.18, tem-se, por exemplo
47 7 82 i
ﬂ:’,—?, 54—?, 65_E’ [36—3

e, para as correspondentes medidas das esferas, podemos continuar a série de
valores referidos em 11.5.19 com

82
MSQ(SQ) = 4m, N5:3(53) = 271-2’ N54(S4) = ?1 N55(85) = 71-3'

Dem: Considerando o homeomorfismo R” x R? — R"*2, compativel com
as medidas, referido na alinea b) de 11.5.5 e aplicando o teorema trivial de
mudanga de varidveis e o teorema de Fubini, vemos que

v = da ® Xal{(29) €R" < B | [l + [ <13) =
— [ ey e B IlP <1 P dhuo) =
B1(0)

= [ TRy € Bl < 1) (o) =
B1(0)

= [ a-lelmarne),
B1(0)

Podemos agora calcular este Gltimo integral com o auxilio das coordenadas
polares generalizadas, isto é, considerando o0 homeomorfismo

$:]0, +00[ x Sy 1 — R"\ {0}, ®(t,z) = tz,

(cf. 11.5.21) e obtemos, tendo em conta mais uma vez o teorema de Fubini,
bra= [ (1= al?) mdtdps, (o) =
10,1]%S,—1
= / (1= ¢*) rdtdps, (z) =
10,1]% S,—1

1
— s, (Sn) [ - =
0

1 ):27rﬂn_ O
n+2

1
n n+2

= mnf(

Vamos agora examinar como se comporta a medida de um conjunto
quando este é transformado por um difeomorfismo de classe C' entre
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abertos de R™. Supomos, naturalmente, que o leitor estd familiarizado
com os resultados fundamentais do Calculo Diferencial no contexto de
R™,

11.5.23 Lembremos que, se U C R™ é um aberto e f:U — R" é uma aplicacdo
de classe C', entdo, para cada = € U, temos uma aplicacdo linear derivada
Df,:R"™ — R™ que é aquela cuja matriz na base canénica de R" é a matriz
jacobiana, isto é, aquela cujo elemento da linha 7 e coluna j é a derivada
parcial g,—f;(:c), da coordenada 7, f;: U — R, relativamente a variavel j.
Lembremos também que, no caso em que f ¢ um difeomorfismo de classe C*
dum aberto U C R" sobre um aberto V' C R", isto é, uma bijeccéo que é de
classe C! assim como a sua inversa, entdo, para cada = € U, a aplicagio
linear derivada Df,: R" — R™ é um isomorfismo, tendo D(f '),y como
isomorfismo inverso.

Neste Gltimo caso, e uma vez que, por defini¢do, as fungdes S—L U — R sdo

continuas, podemos concluir que tem lugar uma aplicagdo continua
U—10,+c], x> cpy,,

ja que o coeficiente de dilatagéo cpy, € o valor absoluto do determinante da
matriz jacobiana e este Gltimo ¢ uma soma de produtos de entradas dessa
matriz, cada um multiplicado por +1.

O préximo resultado é um lema que encerra o essencial da demonstracéo
do resultado mais geral que examinaremos em seguida.

11.5.24 (Lema) Sejam U e V abertos de R", f:U — V um difeomorfismo de
classe C' ea = (ay,...,a,) € R" um ponto tal que o compacto

K =la,a1 + 1] X -+ X [an,an + 1]
esteja contido em U. Sendo
A=la, a1 +1] x - X Jap,a, + 1] C K,

tem-se entéo que A e f(A) sdo borelianos e
Aa(f(A)) < / cpy, dAn(x) < +o0.
A

Dem: Vamos dividir a prova em varias partes, cada uma tendo eventual-
mente a sua prépria demonstracao.

a) O conjunto A é um boreliano, por ser um produto cartesiano de borelianos
de R, e o facto de f ser, em particular, um homeomorfismo, e portanto
bimensuravel, implica que f(A) é também um boreliano. Observe-se
também que A, (A) =1 e que, sendo M 0 maximo no compacto K da
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fungéo continua  — cpy,, tem-se
/ cpf, d)\n(l‘) < M)\n(A) =M < +o0.
A

b) Ao contrério do que tem estado implicito ao longo desta seccdo, a horma
de R"™ que consideraremos nesta demonstragdo ndo sera a norma euclidiana
mas sim a norma do méaximo, definida, para x = (z1,...,,), por

2l = max |z;].

Lembrando que as bolas aberta e fechada de centro b e raio r > 0, para esta
norma, sdo respetivamente

Br(b) :]bl —T,bl-i-T[X X]bn,_rabn'i‘r[;
Ef(b> = [bl _’r7b1 +T] X X [bn _szn'i"r]a

notaremos
B.(b) = by —7,by + 7] X - X |by, — 7, by + 7],
um boreliano que verifica B,.(b) C B.(b) C B,(b) e
An(B(b)) = (2r)" = Xa(B1 (b)) = Aa(B: (D).

Por exemplo, 0 conjunto A no enunciado é da forma B.(b), com r =1 e

2
b= (a1 + %,...,an—i— %)
¢) Recordemos que, se &:R"™ — R™ é uma aplicagdo linear, a norma de
operador de &, notada ||¢]| é, por definicdo, o menor dos numeros k > 0 tais
que, para cada u € R", ||&(w)|| < k|lu|, tendo-se assim, em particular, a
desigualdade ||€(w)]] < [|€]|]|u]|, para cada u € R™.
d) Nesta alinea, e ao longo das alineas €) e f), vamos considerar fixado um
ndmero 6 > 0 arbitrério.
Notaremos m > 0 0 minimo sobre o compacto K da fungdo continua
T > Cpf,.
Fixemos R > 1 maior ou igual a0 maximo sobre o compacto K da fungéo
continua z — ||[(Df.) 7!
Tendo em conta a continuidade uniforme sobre o compacto K das funcdes
continuas x +— Df, e x — cpy,, escolhemos ¢ > 0 tal que, sempre que
be K ex e K verificam ||z — b|| < ¢, tem-se

1) Df: — Dfyll <6, lepy, — cpy,

Reparemos que, pelo teorema da média do Célculo Diferencial, decorre da
primeira desigualdade que, sempre que be K e z € K verificam
|z —b| < e, tem-se

@ 1/ (x) = £(b) = Dfy(z = b)|| < 6]l — bl.

< mbé.
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e) Vamos mostrar que, quaisquer que sejam b € K e 0 < r < ¢ tais que
B/(b) C K, tem-se

© MBI S QR [ cop, (e

Subdem: Para cada x € B.(b), deduzimos de (2), tendo em conta o
facto de se ter |(Df,) 7! < R, que

I(Df) " (f(2) = F(b) = (z = )| =
= (D)7 (f(2) = £(b) = Dfy(x = b)) <
< R|f(z) = f(b) = Dfip(x = b)|| < Ré|lz — b,

portanto

I(Dfy) "' (f(2) = F(0))] =
= [I(Dfy) ' (f(z) = f(b)) = (& = b) + (z = b)|| <
< Ré||lx —b|| + ||l — b]| = (1 + RO)r,
isto é,
(Dfy) " (f(x) = f(b)) € B1srey(0),
ou ainda

f(x) € f(b) + Dfy(Basrsy(0)).
Verificamos assim que
f(B(b)) C f(b) + Dfy(Biyrey(0))

e portanto, tendo em conta a definicdo dos coeficientes de dilatacdo e a
invariancia por translacédo da medida de Lebesgue,

(4 M(f(BL(1)) < eps, M(Bisrey(0)) = cpy, (2r)"(1 + RS)".

Por outro lado, lembrando a segunda desigualdade em (1) e a definigéo de
m, Vemos que, para cada z € B..(b),

cpf, = cpy, + (epy, — epy,) < epy, +méb < epy, (1 +6) < epy, (1 + R6)
e portanto
(5) Cbe(QT)n = / CDf, d)\n(l‘) < (1 + R(S)/ CDf, d/\n(x).
Bi(b) By(b)

Combinando as desigualdades em (4) e (5) obtemos agora a desigualdade (3)
pretendida.

f) Vamos agora deduzir de €) que se tem, para o proprio A, a desigualdade
analoga a (3),
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®) M(f(4)) < (1+ Roy"™! / ey, d(z).

Subdem: Suponhamos que mostramos a existéncia de uma familia
finita (A;),cs de borelianos disjuntos dois a dois nas condigbes de e), isto &,
tais que A; = B, (b;), com 0 < r; <¢, tal que A =[JA4;. Uma vez que o
boreliano f(A) sera entédo a unido dos borelianos f(A;) que sdo disjuntos
dois a dois, poderemos entéo concluir que

M) = S M) £ S+ Roy [ ey (o) =
jeJ jeJ 4
=1+ Ré)”J’l/ACDf, dAn(z),

gue é a desigualdade pretendida. Resta-nos mostrar a existéncia de uma

familia (A4;);c; nas condicbes que referimos. Para isso, fixamos p € N tal

que % < € € reparamos gue 0 conjunto

A=laj, a1 +1] x -+ X Jap, a, + 1]

é entdo a unido dos p" conjuntos

2%k — 1 2k, — 1
i / u =
A, = By (a1 + % e an + o )) =
o1k Fo—1
=Jar+ ==+ ] x e+ T a2
P p p

com (ki,..., k) € {1,..., p}", que sdo disjuntos dois a dois.

g) Na desigualdade estabelecida em f), 6 > 0 é arbitrario. Podemos entéo
tomar, em particular, § = kl com k € N e, passando ao limite em % as
desigualdades assim obtidas, obtemos, por ser Iizn (L4 5" =1,

M(f(A)) < / ey, dA(a),

A
que é a desigualdade pretendida. O

11.5.25 (Lema — metade do teorema de mudanca de variaveis) Sejam U e V'
abertos de R", f:U — V um difeomorfismo de classe C'. Para cada
boreliano A C U, f(A) é boreliano e

M) < [ ens d(o)
A
Dem: Vamos dividir a demonstracdo em duas partes:

a) Comegamos por notar que a desigualdade é trivialmente verdadeira, com
ambos os membros iguais a 0, no caso em que A = () e vamos mostrar que se



85. Medida de Lebesgue em dimensdes superiores 205

tem
An(f(A)) < /ACD,{, dX\,(z) < +00

no caso em que o boreliano A é da forma

A = ]alvbl] X X ]an7bn]1
coma; < b;, paracadal < j<mn,ea,b] x -+ x [ay,b,] C U (isto é, com
a aderéncia de A contidaem U).

Subdem: Seja, para cada 1<j<n, r;=0b;—a;>0 e notemos
& R" — R™ o isomorfismo definido por

E(x1, @2, ..., xn) = (@1, 722, ..., TnTy).

Consideremos o aberto f]:g*l(U)CR” e reparemos que se tem
A =¢(A), com

A\ = ]a/h b/l] - X ]am b;L]
onde a/; = 4 Le by = 7—7 a’; + 1, assim como
[a/hb/l]x'” [a’TUb?/’l]_g ([alabl] e X [am 7])CU

Podemos considerar o difeomorfismo ? =fo 5/[?: U — V, declasse C' e
deduzir do lema 11.5.24 que se tem

~

) M(f(A)) = M(F(A)) < //3 ez Da(a) < +00.

Mas, do teorema de derivagdo da funcdo composta, vem D?w = Dfew)0&,
donde

CD?I = CDfey X C¢

e portanto, aplicando a alinea a) de 11.5.12 aos prolongamentos a R" que sdo
nulos fora dos conjuntos mensuraveis envolvidos,

/XCD?" dX\,(x) = 05/1a D, dX\,(z) = /Achy dX,(y),

0 que, combinado com as desigualdades (1), da as desigualdades pretendidas.
b) Vamos agora provar a desigualdade do enunciado para um boreliano
A c U arbitrério.

Subdem: Consideremos duas medidas ;2 e p/ nos borelianos de U,
definidas respetivamente por
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H(A) = M(f(A)), 1(A) = / ey dM(a),

a primeira a imagem direta de \,, por meio de f~! (cf. 1.5.13) e a segunda a
definida a partir de ), pela funcdo mensuravel positiva z — cpy, (cf.
11.1.22). Reparemos que 0 nosso objetivo é provar que se tem p(A) < u/(A)
para cada boreliano A C U. Tendo em conta 11.5.2, constatamos
imediatamente que a classe S formada pelos intervalos semiabertos

A - ]alybl] X X ]an,abn,]!

com a; < bj, cuja aderéncia esta contida em U, € um semianel de partes de U
e 0 que mostramos em a) foi que se tem p(A) < p/(A) < 400, para cada A
no semianel S. Tendo em conta 1.4.17, o nosso objetivo ficarad atingido se
mostrarmos que as restri¢oes de p e de i/ a S sdo o-finitas e que a o-algebra
de partes de U gerada por S € a dos borelianos, bastando, para esta segunda
afirmacdo, mostrar que ela contém todos os abertos U’ C U. O resultado
ficara assim provado se verificarmos que qualquer aberto U’ C U é unido de
uma familia contavel de conjuntos de S. Ora, sendo Sp a parte contavel de S
constituida pelos conjuntos de S da forma Ja, b1} x --- x ]a,, b,], com 0s a;
e 0s b; racionais, qualquer aberto U’ C U é a uni&o de todos os conjuntos de
Sp que estdo contidos nele, uma vez que, para cada x = (z1,...,x,) € U/,
podemos considerar € > 0 tal que

loy —e,x1 +e[ x - x|x, —e,2, +e[C U’
e entdo, fixando, para cada j, a;, b; € Q com
ri—e<aj<z<bj<zj+e,
0 conjunto Jay,by] X -+ X ]an, b,] pertence a Sg, contém o ponto x e esti

contidoem U”. O

Podemos agora demonstrar finalmente o resultado fundamental sobre a
medida da imagem de um boreliano por um difeomorfismo de classe C'.

11.5.26 (Teorema de mudanca de variaveis para conjuntos) Sejam U C R" e
V c R" dois abertos e f: U — V um difeomorfismo de classe C'. Para cada
boreliano A C U tem-se entdo que f(A) C V é um boreliano e

)\n(f(A)):/Ach_r dX, ().

Dem: Tendo em conta o lema 11.5.25, ja sabemos que, para cada boreliano
ACU, f(A)éboreliano e
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) M) < [ ens dn(o)

A

pelo que o que nos falta provar é a desigualdade oposta.
Aplicando o lema 11.5.25, ao difeomorfismo f~':V — U de classe C*,
sabemos que, para cada boreliano B C V/, tem-se

M B) < [ enrdhaty)

por outras palavras, considerando as medidas i e ' nos borelianos de V/
definidas por

W(B) = \(f\(B)), W (B) = / g Da(y)

(a primeira é a imagem direta da medida de Lebesgue )\, nos borelianos de
U, pelo homeomorfismo f e a segunda é a definida a partir da medida de
Lebesgue M, nos borelianos de V, pela fungdo continua positiva que a y
associa cpy.1), tem-se w(B) < u/(B), para cada boreliano B C V. De

11.1.36 concluimos que, para cada funcio mensuravel g: V — R, tem-se

/V 9(y) du(y) < / 9(y) du' (),

v

isto &, tendo em conta o teorema trivial de integracdo por mudanca de
variaveis e a caracterizacdo do integral para a medida definida por uma
fungdo mensuravel positiva (cf. 11.1.38),

[ sts@)irn < [ g ey dr,w)
U \%4

Dado o boreliano A c U, podemos tomar na desigualdade precedente para g
a aplicacdo mensuravel que é 0 paray ¢ f(A) eemy € f(A) toma o valor
CDfyry,- Reparando que g(f(z)) =0 para = ¢ A, que g(f(x)) = cpy, para
x € A e que, pelo teorema de derivacdo da aplicagdo composta, para cada

y € f(A),

9(y) epygt = CDfsy) X CDft = CDf oDt = CD(for ), = €1 = 1,

a desigualdade anterior diz-nos que
[enrin@ < [ 1an) =),
A f(4)

desigualdade que, juntamente com a desigualdade (1), implica a igualdade do
enunciado. O
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11.5.27 (Integracdo por mudanca de variaveis em R™)104 Sejam U c R" e
V C R” dois abertos e f:U — V um difeomorfismo de classe C'. Tem-se
entdo:

a) Para cada funcdo mensuravel g: vV — R,

/V o(y) dAn(y) = / 9(F(2))cps, dAn(2).

b) Se £ é um espac¢o de Banach, para cada aplicagdo integravel g:V — E,
[ st v = [ atr@)ens an).

Dem: Tendo em conta o resultado precedente, podemos considerar uma nova
medida p definida nos borelianos de U por qualquer das duas caracterizaces
equivalentes:

H(A) = M(f(A)), p(A) = /A ey, A (2).

Basta agora repararmos que, pelo teorema trivial de mudanca de variaveis
(11.1.38, nas hipdteses de a), e 11.2.56, nas hipoteses de b)), tem-se

[ swanw = [ o#(e) duta)

|4 U

e que, pela caracterizagéo do integral para a medida definida por uma fungéo
mensuravel positiva (11.1.35, nas hipéteses de a), e 11.2.54, nas hip6teses de
b)), tem-se

/ o(f(2)) d(z) = / 9(F(@))ens, dA(z). 0
U U
Exercicios

Ex 11.5.1 (Medida de paralelogramos multidimensionaisl®) Se E é um
espaco vetorial e z1, s, ..., z, S840 vetores linearmente independentes de E,
chamamos paralelogramo multidimensional gerado por aqueles vetores ao
conjunto P das combinagdes lineares tyx; + toxs + -+ + t,x,, COM
t; €[0,1] (comparar com o exercicio 11.4.7). No caso em que E =R",
mostrar que P é um boreliano e que a medida de Lebesgue X, (P) € igual ao

104comparar com 11.3.14.
105Generalizacao do exercicio 11.4.7.
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valor absoluto do determinante da matriz em que cada coluna j é constituida
pelas coordenadas do vetor x;.

11.5.2 (Propriedade de invariancia das medidas esféricas) Seja n > 0 um
inteiro e consideremos a esfera unitaria S, C R**!, assim como a
correspondente medida esférica pg, nos borelianos de S, (cf. 1.5.19).
Mostrar que, para cada isomorfismo ortogonal &:R™ ! — R™H! tem-se
£(S,) = S, e arestricdo &/g,: S, — S, € compativel com as medidas (por
outras palavras, us, € &g, -invariante). Sugestdo: Lembrar a alinea a) de
11.5.13.

11.5.3 (Propriedades de invariancia da medida esférica em S; C R?)
Consideremos a medida esférica us, nos borelianos de S; CR*=C e
reparemos que S; tem uma estrutura de grupo multiplicativo em que a
operacao é a multiplicacdo de complexos, o elemento neutro é 1 e o inverso
de z € Sy é z~! = z. Reparar que tém lugar homeomorfismos, em particular
aplicacbes bimensuraveis x:S — S e, para cada zp € S, 7,,:5 — S,
definidos por

k(z)=2=2"" T1,(2)=2xz2.
a) Mostrar que a medida ug, é s-invariante e, para cada zy € S, ., -inva-
riante (comparar com 1.5.14). Sugestdo: Reparar que temos dois casos
particulares da situacdo examinada no exercicio 11.5.2.
b) (Propriedade de unicidade) Mostrar que, se p’ é uma medida nos
borelianos de S; que seja T.,-invariante, para cada z, € Si, e que verifique
w'(S1) = 2m, entdo p' = ps,.
Sugest&o: Dado um boreliano A C S;, considerar o boreliano A4 C S, x S,
definido por

A={(z,w) €S xS | zxwe A}

e utilizar o teorema de Fubini para calcular de duas maneiras distintas

-~

s, @ p'(A).
11.5.4 a) Para cadan > 1, seja C;,, C R™ o conjunto
Cp=A{(z1,...,2n) |2; >0, 21+ -+ 2, < 1}.
Verificar que, para cada t € [0, 1],
{(z1,..., 20 1) ER" | (z1,...,2, 1,t) €C} = (1 —1)Cp 1

e deduzir, por inducéo, que
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b) Para cada n > 0, seja S, C Cph+1 C R™! 0 n-simplex padréo, definido
por

~

Sp={(x1,...;xp41) | 2; >0, 1 + -+ + Ty =1}

Tendo presente a analogia com a situacdo tratada em 11.5.19, verificar que S,
é um subconjunto fechado de R"*!, em particular um boreliano, e que se
pode definir uma medida ;25 nos borelianos de S, (a que se poderia dar o

nome de medida simplicial), considerando uma aplicagdo continua
/p\: CrL+1 \ {0} - §n:
1

Py, ) = Tt t T (@155 Tng1),

e definindo, para cada boreliano A C S,
w3, (A) = (n+ 1) A1 (01 (A)).

Verificar ainda que, para a medida do simplex total, tem-se

c) Reparar que Sy = {1} e pg, ({1}) = 1 e mostrar que, se n > 1, tem-se
pz, ({x}) = 0, paracada = € S,, (comparar com 11.5.20).

d) (Coordenadas simpliciais generalizadas) Adaptando trivialmente a
demonstracdo de 11.5.21, mostrar que, para cada n >0, tem lugar um
homeomorfismo

$:10, +o0[ x S, — R\ {0}, ®(t,z) = tz,

106Em particular, por exemplo no caso n = 1, esta medida ndo é o que esperariamos ser o
“comprimento” do conjunto em questéo.
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0 qual é compativel com as medidas, quando se considera no espaco de
chegada a restricdo da medida de Lebesgue ), 1, nos borelianos de R"*1, e
no dominio a medida (A ® ugﬂ)@), na o-algebra

Byy 1 ox8, = Blo+oo| © Bg,»

definida, a partir da medida produto da restri¢do a ]0,+oco| da medida de

Lebesgue A nos borelianos de R pela medida simplicial g nos borelianos

de S,,, pela fungao continua :]0, 400 x S, — Ry, o(t, ) = t".
Poder-se-ia dizer que t € |0, +oo] € = € S, sdo as coordenadas simpliciais
generalizadas do ponto tx € R"!\ {0}.

Ex 11.5.,5 Deduzir de 11.5.18 e das formulas de recorréncia_em 11.5.22 as
seguintes formulas explicitas para as constantes 3, = \,(B;(0)), validas
separadamente para n impar e para n par:

2271 (p — 1)IrP1 P

ﬁ?pfl = (2p — 1)' ) 2p — F

Ex 11.5.6 Sejam n > 1 e r > 0 fixados. Para cada real «, seja f,:R" — R, a
funcéo definida por
1
==, Sex#0
= =zl
Ja(@) {0, sex=0"
onde a norma considerada é a euclidiana.l07 Sendo B,(0) Cc R" a bola

fechada de centro O e raio r, utilizar coordenadas polares generalizadas para
mostrar que:

/ fa(z)dAn(z) < 400 & a < n,
B,(0)

/ fa(z)ddp(z) < +00 & a > n.
R™\B,(0)

Ex I11.5.7 a) Demonstrar a férmula
/ e dy = ﬁ,
R

tendo em conta a identidade e ¥ = ¢** x ¢¥" e calculando o integral
desta funcdo em R? de dois modos distintos, utilizando, por um lado, o

1070 valor da fungdo no ponto 0 é evidentemente irrelevante para efeitos do calculo dos
integrais e s6 é exibido para fixar ideias. Com este valor, a fungéo fica continuaem 0 se, e
s6 se, o < 0.
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teorema de Fubini e, por outro lado, coordenadas polares generalizadas.108
b) Utilizar uma ideia an&loga para mostrar que, para cada inteiro n > 0, se
tem

2 1
e % dr = T n+1’
/[0,+oo[ (n+1)Bn (f)

onde 5n+1 = )\n+1 (Fl (0))
c) Fazendo a mudanga de varidveis = = \/gj no integral referido em b),

mostrar que, para cada inteiro n > 0,
1 _n+1 1
5 I ) =
2 (n + 1)ﬂn+1

n+1
2 (Vm

em particular,

Ex 11.5.8 (Coordenadas polares em R?) a) Verificar que tem lugar um difeo-
morfismo de classe C*

4210, oo x J0,2n[ — R*\ (R, x {0}) = C\R.,
U(t,a) = (tcos(a),tsen(a)) = te,

e que, para cada (¢, «) € ]0,+oo[ x ]0,2x[, o coeficiente de dilatagdo da
aplicacdo linear derivada D ,): R" — R" €

CDYy0) — 12

Sugestdo: As propriedades das fungdes trigonométricas implicam que é
bijetiva a aplicagéo 10,27 — S1 \ {(1,0)}, a — (cos(«a), sen(«)). Deduzir
daqui, tendo em conta o que é conhecido sobre as coordenadas polares
generalizadas, que a aplicacdo v de classe C*° é bijetiva. Para mostrar que
! também é de classe C*°, podera utilizar o teorema da fungéo inversa.

b) Utilizar a conclusdo de a) e a definicdo da medida esférica pg,, nos
borelianos de Sy, em 11.5.19, para mostrar que tem lugar um homeomorfismo

:10,27[ — 51\ {(1,0)},  ¢(a) = (cos(a), sen()),

e que este homeomorfismo & compativel com as medidas, quando se
considera no dominio a restricdo da medida de Lebesgue A de R e no espago
de chegada a restri¢do da medida esférica de .S;.

Ex 11.5.9 (Caracterizacdes geométrica e algébrica do angulo de vetores de
R2). Sejam w,z € R? = C dois vetores linearmente independentes (no

108Repare-se que a dificuldade do calculo do integral nesta alinea reside na impossibili-
dade de determinar explicitamente uma primitiva da funcéo e*".
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sentido real, evidentemente). Chamamos setor angular definido por aqueles
vetores ao conjunto fechado 7,,, C R? das combinacBes lineares sw + tz,
com s >0 et > 0 (reparar que a aplicacdo de R? para R?, que a cada vetor
associa as suas componentes na base w, z, € um isomorfismo, e portanto uma
aplicacdo continua). Definimos o angulo daqueles vetores 6,, ., € R, por

Ou,> = Msl(Tw,z N S1). 109

a) (Invariancia pelos isomorfismos ortogonais) WVerificar que, se
& R? — R? é um isomorfismo ortogonal, entdo

Tf(w),{(z) = g(Tw,z)y Hﬁ(u;),ﬁ(z) = ew,z-

b) (O angulo s6 depende das semirretas) Mostrar que, se a >0 e b > 0,
entdo T,y 4. = Ty -, € portanto também 6, . = 6.

c) (O angulo num caso particular) Suponhamos que w = (1,0) e que, para
um certo 6 € 10, 7], z = (cos(¢),sen(d)). Mostrar que 0, ,, = 6.

Sugestdo: Ter em conta a alinea b) do exercicio 11.5.8 e mostrar que
T,.- NSy € o conjunto dos vetores (cos(t),sen(t)), com ¢ € [0, 0], uma vez
que

sen(t)

_sen(f —t)
N sen(6)

(cos(t),sen(t)) sen(6)

(1,0) + (cos(0),sen(d).
Alternativamente, sem passar pelo exercicio referido, utilizar o teorema de
Fubini para calcular diretamente a medida de Lebesgue da interseccdo de
T, . com a bola de centro 0 e raio 1.

d) (O caso dos vetores de norma 1) Mostrar que, se |w| = |z| = 1, entdo
0.., €10,7[ ecos(f,,) = (z,w) (produto interno usual de R?).

Sugestdo: Reduzir o resultado ao caso estudado em c), aplicando a) ao
isomorfismo ortogonal C — C, u — w™" x u, seguido, se necessario, pelo
isomorfismo ortogonal C — C, u — .

e) (O caso geral) utilizar a concluséo de b) para verificar que, se w, z, linear-
mente independentes, s&o arbitrarios, entdo 6, ,, € |0, 7| e

cos(f..,) = {, w) . 110
0 izl wll

Ex 11.5.10 (Propriedades de regularidade da medida de Lebesgue) Seja
A C R" um boreliano. Mostrar que:

109Trata-se da definicdo geométrica do angulo, que se costuma apresentar em estudos
elementares, quando se introduz o radiano como unidade de medida.

110esta ¢ a caracterizagio algébrica habitual do &ngulo de dois vetores. O que fizémos
neste exercicio foi mostrar que as caracterizagdes geométrica e algébrica conduzem ao
mesmo resultado, no caso dos vetores linearmente independentes.
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a) A\, (A) é o infimo dos A\, (U), com U aberto de R” com A C U;
b) \.(A) é o supremo dos \,(K), com K compacto de R"e K C A. 111

Ex 11.5.11 Seja A C R"™ um boreliano.
a) Mostrar que existe uma familia contavel (K;);c; de compactos K; C A
tal que

M(ANJE)) =0

jeJ

Sugestdo: Para cada p € N, aplicar a alinea b) do exercicio 11.5.10 ao
boreliano AN [—p,p]", de medida finita, para garantir a existéncia de
compactos K, ,, ¢ € N,com K,, C AN [—p,p|" e

M«AﬂPnMW\KM)<%

b) Verificar que se pode deduzir facilmente de a) a existéncia de uma suces-
sdo crescente de compactos (K ,,)men tal que K, C Ae

A(A\J Kn) = 0.

meN

Sugestao: Lembrar que uma unido finita de compactos é um compacto.

Ex 11.5.12 Sejam U C R™ um aberto e f: U — R" uma aplicaco de classe C*
tal que, para cada = € U, a derivada Df,:R" — R"™ seja um isomorfismo.
Mostrar que, para cada boreliano A C U, f(A) é um boreliano de R".
Sugestéo: Utilizando o teorema da fun¢do inversa, mostrar que U é a unido
de uma familia contavel de abertos U}, j € J, tais que a restrigéo de f a cada
U, seja um difeomorfismo de classe C' de U; sobre um aberto V; de R™.

Ex 11.5.13 Neste exercicio usaremos a identificacdo natural de R? com R? x Re,
para a esfera S, C IR?, utilizaremos uma linguagem geografica:
O polo Norte e polo Sul s&o os pontos Py = (0,0,1) e Ps = (0,0, —1) de
S?2, 0 equador €é o conjunto S; x {0} C S, e, para cada x = (x1,79) € Sy, 0
semimeridiano aberto determinado por x € o conjunto dos elementos de S,
da forma

cos(6)(zx, 0) 4 sin(8) Px = (cos(#)x1,cos(8)xs, sin(6)),

com 6 € |—7, 5[, dizendo-se entdo que ¢ € a latitude de um tal elemento.
a) Verificar que os diferentes semimeridianos abertos sdo disjuntos dois a
dois e de unido Sy \ { Py, Ps}, 0 que nos permite considerar uma aplicagéo
bijetiva

111Fstas propriedades serdo reencontradas adiante, num contexto mais geral, em 111.4.6. A
primeira é costume dar o nome de regularidade exterior e a segunda o de regularidade
interior.
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0 S1 % ]_g, g[ — Sy \ {Py, P}, o(z,0) = cos(d)(x,0) + sin(6) Py.

Diremos que x € S; é a longitude generalizada de ¢(z,6) e, como ja
referimos, 6 é a sua latitude. Mostrar que a aplicagdo ¢ é um
homeomorfismo, em particular ¢ e ! sdo aplicagdes mensuraveis.

b) Sejam A C S; um boreliano e —5 < 6, < 7 fixados e consideremos as
correspondentes calotes aberta e fechada BA;ao,EA,an C Sy, constituidas
pelos pontos de Sy \ { Pw, Ps} cuja latitude é, respetivamente maior e maior
ou igual a 8, e a longitude generalizada pertence a A, definidas portanto por

B g, = {cos(0)(x,0) + sin(0) Py }g,<o<r/2, zca
B g, = {cos(0)(x,0) + sin(0) Px },<o<r/2, re

(cf. a figura a seguir, em que ) = ¢ e A € um arco de amplitude 7).

R X

Mostrar que se tem
ps,(Bag,) = pis,(Bag,) = s, (A) (1 —sin(6o)).

Sugestdo: Comecar por examinar 0 caso em que 6, > 0. Nesse caso, €
notando simplesmente B o conjunto cuja medida esférica se pretende
calcular, reparar que, por definigio, 1s,(B) = 3u3(B), onde B é um certo
subconjunto da bola unitaria de centro 0 de R? e calcular a medida de B
notando que, pelo teorema de Fubini, ela é igual ao integral num subconjunto
de R? (ver o lado direito da figura referida) de uma certa funcdo, e
calculando o integral através da utilizacdo de coordenadas polares
generalizadas. Reparar enfim que o caso em que 6, < 0 se pode reduzir ao ja
estudado, tendo em conta o facto (cuja justificacdo simples encontrard) de
um subconjunto de S; e a sua imagem pela simetria relativa ao plano do
equador terem a mesma medida esférica.
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¢) Consideremos agora outro homeomorfismo, intimamente relacionado com
0 homeomorfismo ¢ referido em a),

"/}: S1 % ]_17 1[ — Sy \ {PNaPS}’
P(x,t) = p(x,arcsin(t)) = V1 — 2 (x,0) + t Py.

Mostrar que i € compativel com as medidas, quando se considera no
dominio a medida produto s, ® 11 € no espaco de chegada a medida
esférica ug,. Interpretar geometricamente este homeomorfismo, em termos de
projecdo da esfera sobre um cilindro, e descobrir qual a relevancia dele para
a possibilidade de construir um mapa plano da esfera (com os polos
retirados) que ndo altere as areas (embora, naturalmente, altere os compri-
mentos)

Sugestao: Comecar por mostrar, com o auxilio do que se concluiu em b),
que, para cada boreliano A C S} e cada a < bem]—1, 1[, tem-se

pus, (P(A x Ja, b])) = s, (A) x (b — a)

e mostrar por que razdo a conclusdo pretendida decorre deste facto. Ter
também em conta a alinea b) do exercicio 11.5.8.

86. Integrais paramétricos.

11.6.1 (Continuidade do integral paramétrico) Sejam (X, M, 1) um espaco de
medida, Y um espago métrico, £ um espaco de Banach, f: X x Y — E uma
aplicacédo e y, € Y tais que:

1) Para cada = € X, a aplicagdo f,.:Y — E, f..(y) = f(x,y), é continua
no ponto yo.

2) Paracada y € Y, a aplicagdo f.,: X — E, f.,(z) = f(x,y) é topologica-
mente mensuravel.

3) Existe uma fungdo mensuravel p: X — R, com [ ¢ du < +oo, tal que,
paracada (z,y) € X XY, | f(z,y)l| < o(2).

Tem-se entdo que, para cada y € Y, a aplicacdo f. ,: X — E €& mesmo
integravel e a aplicacéo h: Y — E, definida por

ho) = [ fay) dutz)
(o integral paramétrico) é continua no ponto .

Dem: O facto de, para cada y € Y, a aplicagdo topologicamente mensuravel
f.u: X — E ser integravel resulta de que se tem

/X 1@ w) du(z) < /X (@) du() < +o0.
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Tendo em conta o facto de Y ser um espago métrico, e ndo meramente um
espaco topoldgico, vemos que, para mostrar que a aplicagdo h:Y — F é
continua em g, basta mostrarmos que, qualquer que seja a sucessao (¥ )nen
de elementos de Y com y,, — yo, tem-se h(y,) — h(yo). Ora, isso € uma
consequéncia direta do teorema da convergéncia dominada em 11.2.39, uma
vez que, pela hipdtese 1) no enunciado, tem-se f(x,y,) — f(x,v0), para
cadax € X.

11.6.2 (Derivabilidade do integral paramétrico) Sejam (X, M, u) um espago
de medida, J C R um intervalo de interior ndo vazio, £ um espacgo de
Banache f: X x J — E uma aplicacdo tal que:

1) Para cada = € X, a aplicagdo f,.:J — E, f,.(t) = f(z,t), é derivavel
em todos os ¢t € J, com derivada que notamos

_of
ot
2) Paracadat € J, aaplicagéo f.;: X — E, f.;(z) = f(z,t) é integravel.

3) Existe uma funcéo mensuravel p: X — R, com [y ¢ dp < +oo, tal que,
para cada (z,t) € X x J,

f1.) = D@ty e B.

1%
ot
Definindo entdo uma aplicagéo h: J — E,

széfmwwux

(@, )] < o(z).

tem-se que h é derivdvel em cadat € J e

W) = | U (wt) duta),
x Ot
onde, em particular, estamos a afirmar que é integravel a aplicacdo no
integral precedente.
Dem: Seja t; € J arbitrario. Escolhamos uma sucessdo arbitraria de
elementos ¢, € J \ {¢y} com ¢, — ¢,. Paracada = € X, tem-se entdo

) _ e
6_{(%750) = lim f(x’tt’)l — i;(x to)_

Por outro lado, para cada n € N, resulta da hip6tese 3) do enunciado, pelo
teorema da média em 11.3.7, aplicado ao intervalo fechado de extremidades ¢,
e t,, que

1f (@, t0) = f (2, t0) || < () [tn — tol,

donde
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ot 2 [oeh)) < o,
n 0

pelo que, pelo teorema da convergéncia dominada em 11.2.39, concluimos
que é integravel a aplicacdo X — E, z — %(x, to) e que

/Xaa{(:c,to)du(x):Iim/Xf(x’tZZ:f(x’tO) du(z) =

to
h(tn) — h(to)
tn - tO .

= lim

Tendo em conta a arbitrariedade da sucesséo ¢,,, vemos que existe

. h(t)—h(ty) [ Of
lim IR 3¢ (& t0) du(),
que é precisamente o resultado pretendido. O

11.6.3 (Corolario) Suponhamos que no resultado precedente a hipotese 1) é
substituida pela hip6tese mais forte:
1’) Para cada = € X, a aplicagdo f,.:J — E, f,.(t) = f(x,t), é derivavel
em todos os pontos ¢ € J e com f,.: J — F continua.
Tem-se entdo que a correspondente aplicacdo h: J — E,

széfmwwux

é derivavel em todos os pontos de J e com a derivada h': J — E continua.
Dem: Pelo resultado precedente, h é derivavel em cada ¢t € J e com

M@=A%uwmm

e a continuidade da aplicacdo h': J — E é entdo uma consequéncia direta de
11.6.1. O

Nos dois resultados precedentes examindmos o comportamento de um
integral paramétrico quanto a derivabilidade relativamente a um paréa-
metro real. Nas aplicacdes é frequentemente (til dispor de um resultado
analogo em que a derivabilidade se faz relativamente a um parametro
complexo, no sentido que se encontra no estudo das funcdes de variavel
complexa. Tal como fizémos em 11.3.6, para a derivabilidade no sentido
real, comegamos por examinar rapidamente que se podem generalizar os
resultados basicos sobre a derivabilidade de aplicagdes complexas de
variavel complexa de modo a permitir que as aplicacfes tomem valores
num espagode Banach complexo, e ndo necessariamente em C.
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11.6.4 Sejam E um espaco de Banach complexo, U C C um conjunto aberto,
2 €U e f:U— E uma aplicacdo. Diz-se que f é derivavel em z;, no
sentido complexo, se existir o limite

lim £(2) = (=) cE
=20 Z— 20
2#2

e a esse limite, que se nota f’(z), da-se 0 nome de derivada de f em z.

a) Tal como no caso das fung¢fes complexas, se f: U — E é uma aplicagdo
constante de valor w, entdo para cada z, € U, a aplicagdo f € derivavel em
zp e com f'(zp) = 0.

b) Se f é derivavel em z;, entdo f é continua em z.

Dem: Sendo (z,)neny Uma sucessdo qualquer de elementos de U \ {z} com
Zn — 20, tem-se

f(z) = f(20)

Zn — 20

f(zn) = f(20) = (20 — 20) — 0 f'(20) = 0. 0
c) Se f,q:U — E sdo derivaveis em z, e a € C, entdo as aplicacdes
f+¢gU — Eeaf:U — E sdo derivaveis em z, e

(f+9)(20) = f'(20) + d(20), (af)(20) = af'(x).

Dem: Sendo (z,)neny UMa sucessdo qualquer de elementos de U \ {z} com

Zn — 20, tem-se

(F +.0)Ca) = (F - 9)0) _ Flen) = FC) o) =900) i
Zn 20 Zn 20 Zn 20

(@))G) = (@) G0) _  JC) =T Co) v -

Zn T 20 Zn — 20

d) Se f:U — E é derivavel em z;, F' € outro espago de Banach complexo e
a: ' — F é uma aplicagdo linear continua, entdo awo f: U — F' é derivavel
em zp e

(a0 f)(20) = a(f'(20)).

Dem: Sendo (z,),en Uma sucessdo qualquer de elementos de U \ {z,} com
Zn — 2p, tem-se

(o f)(zn) = (a0 f)(20) _ a(f(zn) - f(ZO))

Zn — 20 Zn — 20

—a(f(n). 0O

e) (Lema de reducdo a variavel real) Sejam f:U — E uma aplicacéo,
z,we C e J CR um intervalo de interior ndo vazio tais que, para cada
ted, z+twelU. Se tpeJ é tal que f seja derivdvel, no sentido
complexo, em z + tyw, entdo é derivavel, no sentido real, em ¢, a aplicagdo
p:J — E,
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p(t) = f(z + tw),
ecom
' (ty) = w x f'(z + tow).

Dem: O caso em que w=0 € trivial, uma vez que ¢ fica constante.
Suponhamos entéo w # 0. Seja (¢, )neny UMa sucessao arbitraria de pontos de
J\ {to} com ¢, — t;. Tem-se entdo que 0s =z + t,w constituem uma
sucessdo de pontos de U diferentes de z + tow e convergente para este
elemento pelo que

e(tn) — o(to) [z + taw) — f(z + tow)

=w X — w X 'z—|—tw,
t, — o (z + tyw) — (z + tyw) 7 o)

0 que mostra que ¢'(ty) = w X f'(z + tyw). |
f) (Teorema da média no contexto complexo) Sejam M >0, f:U — FE
uma aplicagéo e zy, wy € U tais que, para ¢ € [0,1], 2o + t(wo — 20) € U, f
seja derivavel, no sentido complexo, neste ponto e

(20 + t(wo — 20))|| < M.112
Tem-se entdo
| f(wo) = f(20)|| <M |wy — 2.

Dem: Tendo em conta o lema na alinea e), podemos considerar uma aplica-
¢do ¢: [0,1] — E,

@(t) = f(20 + t(wo — 20)),
a qual é derivavel, no sentido real, em cada t € [0,1] e com
¢ () = [[(wo — 20) f' (20 + t(wo — 20)) || < M |wo — 2],
donde, pelo teorema da média em 11.3.7,

I[f (wo) — £ (20) [l = llp(1) = @(0)[| <
< M fwy — 2|(1 = 0) = M |wo — 20/- 0

11.6.5 (Derivabilidade, no sentido complexo, do integral paramétrico) Sejam
(X, M, p) um espaco de medida, U C C um aberto, E' um espaco de Banach
complexol3e f: X x U — F uma aplicacio tal que:

1) Para cada = € X, a aplicagéo f,.:U — E, f,.(z) = f(z, 2), € derivavel,
no sentido complexo, em todos os z € U, com derivada que notamos

112Temos assm uma condicio sobre a derivabilidade e o valor da derivada nos pontos do
segmento que une z a wy.
113por exemplo, £ = C...
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fa(2) = %(w,z) €E.
2) Paracada z € U, aaplicacdo f..: X — FE, f..(x) = f(z, z) é integravel.
3) Existe uma funcéo mensuravel p: X — R, com [y ¢ dp < +oo, tal que,
para cada (z,z) € X x U,

192 @)l < o(a).

Definindo entdo uma aplicagdo h: U — E,

:Aﬂa@@@)

tem-se que h é derivavel, no sentido complexo, emcada z € U e

_rof
iégwwwm,

onde, em particular, estamos a afirmar que é integravel a aplicacdo no
integral precedente.

Dem: Seja zy € U arbitrario. Para estudar a derivabilidade de h em 2, basta
estudar a derivabilidade da sua restricdo a uma bola aberta B,(z) que esteja
contida em U. Escolhamos uma sucessdo arbitraria de elementos
zn € By(20) \ {20} com z, — 2. Para cada = € X, tem-se entéo

ﬁ(aﬁ,Zo) — lim f(mszl) — f(xazo).

0z Zn — 20

Por outro lado, para cada n € N, resulta da hipétese 3) do enunciado, pelo
teorema da média na alinea f) de 11.6.4, que

I1f(z,20) = f(z, 20)[| < (@) 20 — 20],
donde

ez L@ 20)) o o),

Zn — 20

pelo que, pelo teorema da convergéncia dominada em 11.2.39, concluimos
que é integravel a aplicacdo X — E, z — %(m, zo) e que

B f(z,z,) — f(z, 20) B
/ 5. (z,20) du(z) = lim po—— du(z) =
— lim (ZVL) B h(ZO)
Zn — 20

Tendo em conta a arbitrariedade da sucessdo z,,, vemos que existe
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. h(z) —h(z) [ Of
lim # —/Xg(%zo) dp(x),

z—20 z —

que é precisamente o resultado pretendido. O

Ha ainda outra situagdo, s6 aparentemente mais geral do que a estudada
em 11.6.2, em que ha lugar a considerar integrais paramétricos. E aquela
em que o espago de parametros é um aberto de R™ e procuramos as
derivadas parciais do integral paramétrico, em relacdo a cada uma das m
variaveis. A raz8o por que a situagdo s6 aparentemente é mais geral reside
no facto de uma derivada parcial ser, por defini¢do, a derivada de uma
funcéo de uma variavel real, que se obtém fixando os valores das restantes
m — 1 varidveis a qual, como a derivabilidade é uma questdo local, pode,
por restricdo, ser sempre considerada definida num intervalo aberto.

11.6.6 (Derivadas parciais do integral paramétrico) Sejam (X, M, u) um
espaco de medida, U C R™ um aberto, £ um espaco de Banach e
f: X x U — E uma aplicacgdo tal que:

1) Para cada = € X, a aplicacdo f,.:U — E, f,.(z) = f(x,z), admite
derivadas parciais relativamente a cada uma das m varidveis, em todos os
z € U, derivadas que, para 1 < i < m, notamos

of

a—zl(x,z) €FE.

2) Paracada z € U, aaplicacdo f..: X — FE, f..(x) = f(z, z) é integravel.
3) Para cada 1 < i < m, existe uma fungdo mensuravel ¢;: X — R, com
[y i dp < 400, tal que, para cada (z,z) € X x U,

0
52 (@, 2)1 < oito).

Definindo entdo uma aplicacdo h: U — E,
) = [ 1.2 duta),

tem-se que h admite derivadas parciais relativamente a cada uma das m
varidveis,emcada z € U e
oh . of

zZ) =
8zi X 8zz

(z, 2) du(z),

onde, em particular, estamos a afirmar que é integravel a aplicacdo no
integral precedente.114

114Como a demonstragio adiante mostra, bastaria pedir a existéncia de derivada parcial
relativamente a uma das variaveis ¢, com a hipotese em 3) também exigida apenas para
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Além disso, se, para cada 1 <i<m e cada = € X, a aplicagdo U — E,

) ' 5 ; inacgg Oh. 5
z a—i(m,z) for continua, entdo também cada aplicacdo 7::U — E €

continua. 115
Dem: Dado z, € U arbitrério, para mostrar que existe a derivada parcial

9h (7)) e € igual a fxg—i(w,zo)du(iU% basta ter em conta 11.6.2, para a

0z

aplicacéo
(Jf, Zi) — f(l', (Z017 cee s Ry ey ZOm))

que, por restricdo, se pode considerar definida no produto cartesiano de X
por um intervalo aberto de R contendo zj;;. No caso em que, para cada

1<i<mecadazeX,aaplicagho U — F, z — %(m,z) é continua, o

facto de as aplicacOes %:U — E serem continuas é uma consequéncia

direta de 11.6.1. O
Exercicios

Ex 11.6.1 (A exponencial complexa) Lembrar que, para cada z € C, a expo-
nencial exp(z) € C pode ser definida como a soma da série

exp(z) = » %z”

p=0

(onde se faz a convengdo 0° = 1), série essa que é também a soma de uma
familia absolutamente somavel de nUmeros complexos (cf. o exercicio
11.4.8).

a) Mostrar que se tem

exp(0) =1, exp(z) = exp(z),
e, parax € R,
exp(z) = e, exp(ix) = cos(z) + isen(z),

b) Utilizar a férmula do bindmio de Newton e a conclusdo da alinea g) do
exercicio 11.4.8 para mostrar que

exp(z + w) = exp(z) x exp(w),

e deduzir, em particular, que exp(z) x exp(—z) = 1, e portanto exp(z) # 0.

essa variavel, para concluir que a aplicacdo A tem derivada parcial relativamente a essa
variavel, caracterizada pelo integral acima.

115por outras palavras, se, para cada = € X, f,.:U — E é de classe C!, entdo h é de
classe C.
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c) Deduzir do teorema da derivagdo do integral paramétrico em 11.6.5 que a
aplicacéo exp: C — C é derivavel, no sentido complexo, em cada z € C e
com exp’(z) = exp(z). Sugestdo: Reparar que basta mostrar a derivabilidade
da restricdo de exp a cada bola de C de centro 0 e raio R > 0.

Ex 11.6.2 (Ainda a fungdo gama) Lembrar que, como se examinou no exercicio
11.3.11, a funcdo gama I": ]0, 400 — R esta definida por

I(z) = / t" et dt.
10,+o00]

a) Mostrar que I': |0, +o0o[ — R, é uma fungéo continua.

Sugestdo: Basta mostrar que a restricdo de I' a cada intervalo |6, R[, com
0 <6 < R < +o0, é continua.

b) Mostrar que I" é derivavel em cada = € ]0, +o0[, e com I"":]0, +00[ — R
continua e que

I'(x) :/ In(t) t*Le ! dt.
10,+00[

Sugestao: A mesma que para a alinea precedente, sendo além disso de ter em
conta que, para cada ¢ > 0,

lim In(¢) ¢ = 0.

t—0t ( )
¢) Mostrar que, sendo 2 C C o aberto constituido pelos z € C com
R(z) > 0,afuncho I':]0, +00] — R é arestricdo de uma fungéo I': Q@ — C,

definida também por
I'(z) = / t* e tat,
10,400

onde, por defini¢do, para cada ¢ > 0 em R, ¢* = exp(In(t)z). Verificar que
esta funcdo € continua, derivdvel em cada ponto z € Q e com derivada
continua e que se tem

I'(z) = / In(t)t> e dt.
10,4-00[

Verificar ainda que, tal como na alinea b) do exercicio 11.3.11, tem-se, para
cadaz € Q, I'(z + 1) = 2I'(2).

Ex 11.6.3 Na teoria do integral pelos métodos de Riemann, costumam-se
demonstrar os dois resultados seguintes:
1) Sejam E um espaco de Banach, I e K dois intervalos fechados e limitados
e f:I x K — FE uma aplicacdo continua Tem entdo lugar uma aplicacdo
continua h: K — E, definida por h(y) = [, f(z,y) d=.
2) Sejam E um espago de Banach I e K dois intervalos fechados e
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limitados, o segundo dos quais de interior ndo vazio, e f: I x K — E uma
aplicagdo, admitindo em cada (z,y) uma derivada parcial % 9f (:c y), € para a

qual a aplicagdo Of I x K — F seja continua. Tem-se entao que a aplicacdo
h: K — E, definida por h(y) = [, f(z,y) dz, é derivavel em cada ponto e

com

W) = [ 5w

Verificar que estes dois resultados podem ser demonstrados a partir dos
teoremas sobre o integral paramétrico em 11.6.1 e 11.6.2.

Ex 11.6.4 Seja h: [0, +oo[ — R, a fungéo definida por

h(z) = / re " dt.
[0,400[

Verificar que ~(0) =0 e h(x) = 1, para cada = # 0. Por que razdo ndo se
aplica aqui o teorema de continuidade do integral paramétrico 11.6.1?

Ex 11.6.5 (Transformada de Fourier) Sejam E um espaco de Banach complexo
e f:R — E uma aplicagdo integravel.
a) Mostrar que se pode definir uma nova aplicacdo f:R — E, chamada
transformada de Fourier de f, por

~

70) = [ exp(-2rizy) £ (o) da

e que esta aplicacdo é continua e limitada.

b) (Linearidade) Sejam fl,fQ R — E duas aplicagdes integraveis, com
transformadas de Fourier fl,f2 R — FE, e a € C. Mostrar que as trans-
formadas de Fourier de f; + f5 e de a f; S0 respetivamente f1 + f2 e afl.
¢) (Homogeneidade e simetria) Sejam f: R — E uma aplicacdo integravel,
com transformada de Fourier /:R — E e a € R\ {0}. Sendo f,:R — E a
aplicacéo definida por f,(x) = f(ax), mostrar que f, é integravel e que a
transformada de Fourier}a: R — E de f, esté definida por

~ 1 ~.1
faly) =117 (~y).
Em particular, a aplicacdo integravel g: R — FE definida por g(z) = f(—x)
tem transformada de Fourier g definida por §(y) = f(—y).
Ex 11.6.6 (Exemplos de transformadas de Fourier) a) Seja f:R - R c C a

fungdo definida por

fz) = {e“, sex >0,

0, sex < 0.
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Mostrar que f € integravel e que a sua transformada de Fourier ?;R —C
esta definida por

~ 1
10 = 1550,
b) Seja g: R — R C C a fungéo definida por

o]

g(z) =e
Reparar que se tem quase sempre g(x) = f(x) + f(—=z) e deduzir que g é
integravel e que a sua transformada de Fourier g: R — C esta definida por

W) = ——
9= 1+ 4mr2y?’

Ex 11.6.7 (Exemplos de transformadas de Fourier) a) Seja f:R - R c C a
funcdo indicatriz do intervalo [0, 1]. Mostrar que f € integravel e que a sua
transformada de Fourier f: R — C esta definida por

=N sen(2my) cos(2my)—1 .
f(y):{ e
1, sey =20

b) Seja ¢:R — R C C a fungo indicatriz do intervalo [—1, 1]. Reparar que
se tem quase sempre g(z) = f(z) + f(—=z) e deduzir que g é integravel e
que a sua transformada de Fourier g: R — C esta definida por

sen(2my)
@(y)={ w0 Sey70
2, sey=10
Ex 11.6.8 (Derivacdo da transformada de Fourier) Sejam E um espaco de
Banach e f:R — E uma funcdo integravel tal que a funcdo ¢:R — E,
g(x) = xf(x), também seja integravel. Mostrar que a transformada de
Fourier?: R — E é derivavel em cada y € R e com

-~/

f(y) = —2mig(y),

onde g: R — FE é a transformada de Fourier de g.

Ex 11.6.9 (Transformada de Fourier duma derivada) Sejam E um espago de

Banach e f:R — E uma aplicacdo integravel, derivavel em todos os pontos,

e tal que f":R — E seja continua e integravel e que lim || f(x)| = 0.116
Tr—00

118Em rigor esta condigo s6 é colocada aqui para simplificar o exercicio, uma vez que se
pode verificar ser implicada pelas restantes: O facto de || f'(x)|| ter integral finito em R
implica que, para a e b “proximos” de +oo, || f(b) — f(a)|| é “pequeno”, o que implica
uma condicéo do tipo Cauchy, que arrasta a existéncia de limite para f(z), quando
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Sendo ? e ¢ as transformadas de Fourier de f e de f/, respetivamente,
mostrar que

G(y) = 2miy f(y).

Sugestdo: Reparar que o integral em R é o limite dos integrais em [—n, n] €,
para o célculo destes, utilizar uma integracéo por partes.

Ex 11.6.10 (Transformada de Fourier aplicada duas vezes) Sejam E um
espaco de Banach e f: R — E uma aplicagdo continua, limitada e integravel,
cuja transformada de Fourier f:R — E seja também integravel. Sendo

?: R — E a transformada de Fourier de ?: R — FE, tem-se entdo, para cada
z€eR

-~

f(2) = f(=2).

Apresentamos em seguida uma demonstracdo deste resultado na forma de
uma sequéncia de igualdades, pedindo-se que seja justificada cada uma das
igualdades assinaladas (convém ter presente o exemplo na alinea b) do
exercicio 11.6.6).

() = / exp(—2rmizy) F(y) dy =

= lim /e’lyl/"’exp( omizy) f(y) dy

A n—oo Jp

= lim /eilyl/"’ exp(—2mizy) (/ (=2mizy) f(x) dx) dy =
n—o0 R

= lim / (/ exp(—2mi(x + z)y) e W/ dy) f(z)dx =
n—o0 R R

= lim / (/ nexp(—2mi(z 4+ z)nw) e " dw) f(z)dz =

C n—x R R

2n
= I- =
D ,LLTOA 1+ 4m2n2(z + 2)? f(x)dx

lim / 2 Y yay=

n—oo Jp 1 + 47‘(‘2y2 n

£ [ T = 1),

x — +00, e esse limite tem que ser 0, sem o0 que f nado seria integravel; O exame do
limite quando z — —oo é anélogo.



CAPITULO 1l
Espacos funcionais e aplicacbes

81. Aplicagdes convexas e desigualdades.

111.1.1 (Conjuntos convexos) Seja £ € um espaco vetorial. Se w,z € F, 0
segmento afim de w para z é o conjunto [[w,z]] dos vetores da forma
sw+tz, coms,t € R, e s+ ¢ =1, ou, por outras palavras, o conjunto dos
vetores da forma (1 —t)w + ¢tz = w+t(z —w), com ¢ € [0, 1], conjunto
gue contém w € z € que, se w # z, fica em correspondéncia biunivoca com
[0, 1] por

t— (1—thw+tz=w+t(z—w).

Um conjunto C' C F diz-se convexo se, quaisquer que sejam w,z € C,
tem-se [[w, z]] C C.

Repare-se que [[w, u]] = {w} e [[w, 2]] = [[z, w]).

Repare-se que, se y € E, tem-se trivialmente

y+ [lw 2] = [ly + w,y + ]|

e, consequentemente, se C C E é um conjunto convexo, também y + C é
um conjunto convexo.

I11.1.2 No caso particular do espago vetorial R, tem-se [[a,b]] = [a,b] ou
[[a,b]] = [b,a], conforme a<b ou b<a, e consequentemente, um
subconjunto de R € convexo se, e SO se, é um intervalo.

111.1.3 Sejam E um espago vetorial normado, yo € E e r > 0. Tem-se entdo que
as bolas aberta e fechada B, (yo) e B, (yo) S&0 conjuntos convexos.
Dem: Uma vez que se tem B,(yo) = yo + B-(0) & B.(y0) = yo + B(0),

basta examinarmos o caso em que y, = 0. Ora, se w,z € B,.(0) e se s,t > 0
com s +t = 1, vemos que

lsw +tz]| < [lswl| + [[tz]| = sllwll + t][z]| < sr+tr =1,

0 que mostra que sw +tz € B,(0). O caso da bola aberta é analogo, ou
reduz-se ao da bola fechada se repararmos que, se w, z € B,.(0), entdo existe
0 <1’ < rtal que w, 2z € B, (0) e tem-se B,.(0) C B,(0). O

111.1.4 Sejam E um espago vetorial, C C E um conjunto convexo, wy, ..., wy,
elementosde C e ty,...,t, € R, comt¢; +--- +t, = 1. Tem-se entdo
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tiwy, + -+ + tyw, € C.

Dem: Fazemos a demonstragdo por indu¢do em n. O caso n =1 é trivial.

Suponhamos o resultado verdadeiro para um certo n e sejam wy, ..., wy1
emCety,...,t,01 MR, com ¢, + -+ ¢, = 1. Se t,41 = 1, e conse-
guentemente t; = --- = ¢, = 0, tem-se

tiwy + -+ F b1 Wpp1 = wpy1 € C.

Caso contrério, tem-se t; + --- + ¢, # 0 e podemos aplicar a hipdtese de
inducdo aos elementos wy, ..., w, € C e aos elementos de R,
j
tl + "'+tn,

1 < j < n, cujasoma é 1, para deduzir que, notando

tem-se w € C e, aplicando a definicdo aos elementos w e w,,; de C e aos
elementos t; + --- + ¢, e t,+1 de R, com soma 1, concluimos finalmente
que

tiwy + - F i weer = (4 -+ t)w + tyw,g € C. O

.1.5 (Integral e conjuntos convexos) Sejam E um espaco de Banach e

C C E um conjunto convexo fechado. Sejam (X, M, u) um espago de
medida com 0 < u(X) < 4oo e f: X — E uma aplicacdo integravel tal que
f(X) c C. Tem-se entéo

1
e | f@aut e c.

Dem: Vamos demonstrar o resultado em situacBes sucessivamente mais
gerais.
1) Suponhamos que f: X — E é uma aplicacdo em escada. Podemos entdo
considerar uma familia finita (X;);c; de conjuntos de M, disjuntos dois a
dois e de unido X tal que em cada X; a aplicagéo f tenha o valor constante
w; € C.Umavez que ) u(X;) = u(X), e portanto

jeJ

n(X5)
2

g M

deduzimos de 11.1.4 que
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1 e SR
5 | #a@)duta) = T o =Y B e e

jeJ jeJ

2) Vamos admitir que f pode ser uma aplicacéo integravel, mas fazemos a
hipétese de se ter 0 € C. Nesse caso, podemos deduzir de 11.2.29 a existéncia
de uma sucessdo dominada de aplicacdes em escada f,: X — C C E com
fa(z) — f(z), para cada = € X. O que vimos em 1) garante que, para cada
n, ﬁfX fndp € C e portanto

1 1
w0 @) =fim s [ e aute) <

3) Passamos enfim ao caso em que f é integravel mas ndo se tem necessa-
riamente 0 € C. Para isso, escolhemos gy, € C' e consideramos a aplicacdo
integravel f: X — E definida por?(m) = f(z) — yo (reparar que a constante
yo € integravel por ser u(X) < +oo), que toma valores no convexo fechado
—yo + C, que contém 0. O caso particular estudado em 2) garante entdo que

1 ~
e /X F(x) dulx) € —yo + C,

e portanto
1 1 N 1
o [t = s [T an + L [t =
1 ~
=X Xf(fv)du(:v)eroeC. 0

111.1.6 Sejam E um espaco vetorial, C' € E um conjunto convexo e f:C — R
uma aplicacdo. Diz-se que f é uma aplicacdo convexa se, quaisquer que
sejamw,z € Ces,t > 0,coms+t =1, tem-se

Flsw+t2) < sf(w) +t£(2) 17

E claro que esta desigualdade é trivial (reduzindo-se a uma igualdade), no
caso em que w = z e naqueleemque s = 0 ou ¢t = 0.

I11.1.7 Sejam E um espago vetorial e C' C E um conjunto convexo. Uma
aplicacdo f: C — R é convexa se, e sO se, 0 seu epigrafico

Epiy ={(w,a) e C xR [a> f(w)}

€ um conjunto convexo.

1170 que é trivialmente equivalente a exigir que, dados w,z € C e t € [0,1], tem-se
F((1=t)z+tw) < (1 —1%)f(z) + tf(w). Repare-se que, no caso em que £E =R, e
portanto C' é um intervalo, esta nogdo corresponde a exigir que f tem o grafico com a
concavidade voltada para cima, tal como se estuda num curso basico de Analise Real.
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Dem: Suponhamos que a aplicacdo f é convexa. Se (w,a) e (z,b) estdo em
Epises,t > 0 verificam s 4+ ¢t = 1, vemos que

sa+th > sf(w)+tf(z) > f(sw+tz),
0 que mostra que
s(w,a) +t(z,b) = (sw+ tz, sa + tb)

pertence a Epiy. Ficou assim provado que Epi; € um conjunto convexo.
Suponhamos, reciprocamente, que Epi; € um conjunto convexo. Dados
w,z€C e s,t>0, com s+t=1, tem-se que (w,f(w)) e (z, f(2))
pertencem a Epis pelo que

(sw+tz,5f(w) +1f(2)) = s(w, f(w)) + (2, f(2)) € Epiy,

0 que mostra que f(sw+tz) < sf(w)+tf(z), ou seja, que f € uma
aplicacdo convexa. O

111.1.8 (Corolario) Sejam E um espaco vetorial, C C E um conjunto convexo e

f:C — R uma aplicacdo convexa. Dados wy,...,w, € C € ty,...,t, >0
taisque t; + --- +t, = 1, tem-se entdo

fltrw + -+ + thwy) <t f(wr) + -+t f(wy).

Dem: Uma vez que, para cada 1 < j <n, (wj, f(w;)) € Epis, que € um
conjunto convexo, concluimos que

(Z tjwj, Z%’f(%‘)) =D tj (wj, f(w)) € Epiy,

0 que ndo é mais do que a conclusdo do enunciado. O

.1.9 (Exemplos) a) Se E é um espa¢o vetorial normado, entdo a aplicacdo

f: E — R, definida por f(z) = ||z||, ¢ uma fun¢éo convexa.

b) Seja J C R um intervalo com mais que um elemento e seja f:J — R
uma aplicacdo continua, derivavel em todos os pontos interiores de J e tal
que f":int(J) — R seja uma aplicagdo crescente (¢ 0 que acontece, por
exemplo, se f tiver derivada de segunda ordem maior ou igual a 0 em todos
0s pontos interiores). Tem-se entdo que f é uma aplicacdo convexa.

Dem: Para a alinea a), atendemos a que, se s,t > 0 verificam s+¢=1¢€
w,z € E, vem

[[sw + t2]| < [|lswl| + [[¢z]| = sflwll + ¢ =]

Provemos entdo a conclusdo de b), ou seja, que dados a,b € J e s,t >0,
com s+t =1, tem-se

f(sa+1tb) < sf(a) +1f(b),

para o que se pode afastar os casos triviais em que a = b ou em que Se tem
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s=0et=1o0us=1et=0,casos em que temos mesmo uma igualdade.
Por eventual troca dos papéis das variaveis podemos também ja supor que
a < b. Tem-se entdo a < sa +tb < b e 0 teorema de Lagrange garante a
existénciade a < ¢ < sa +tb < d < b tais que

flsa+1tb) - fla) _ f(sa+1tb) - f(a)

t(b—a)  (sa+th)—a =/
f(b) = f(sa+1tb)  f(b) = f(sattb)
s(b—a) - b—(sa+tb) Fd)

e portanto, por a aplicacdo f’ ser crescente,

Flsa+ )~ fla) _ £) ~ flsa+h)
t(b—a) - s(b—a) ’

ou ainda

s (f(sa+1b) — f(a)) <t(f(b) — f(sa +1b)),
0 que também pode ser escrito na forma
f(sa+tb) = sf(sa +tb) +tf(sa+tb) < sf(a)+tf(b). O

111.1.10 (Propriedades das fung¢des convexas) Sejam E um espaco vetorial e
C C E um conjunto convexo. Tem-se entdo:
a) Se f: C' — R é uma aplicacgdo constante, entdo f é convexa.
b) Se f,g: C — R sdo aplicagdes convexas, entdo f + g: C' — R também é
uma aplicagdo convexa.
c) Se f: C — R é uma aplicagdo convexa, e ¢ > 0, entdo ¢ f: C' — R é uma
aplicacdo convexa.
d) Se f:C — R ¢é uma aplicacdo convexa, J D f(C) é um intervalo e
g:J — R é uma fungdo convexa e crescente, entdo go f:C — R é uma
aplicacdo convexa.
Dem: As conclusfes de a), b) e c) sdo consequéncias diretas da definigéo.
Quanto a d), dados w,z € C'es,t > 0coms+t=1,vem

flsw+tz) < sf(w) +1f(2)
e portanto

g(f(sw+1t2)) < g(sf(w) +1f(2)) < sg(f(w)) +1g(f(2). O

111.1.11 (Desigualdade de Jensen) Sejam E um espaco de Banach, C C E um
conjunto convexo fechado e ¢g: C' — R uma aplicacdo convexa e continua.
Sejam X um espago de medida, com 0 < u(X) < +o0, € f: X — F uma
aplicacao integrével tal que f( ) Cc Ceque go f: X — R seja integravel.
Tem-se entdo . [ f( yeCe
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1 1
5 1@ o) <~ | (@) dita).

Dem: Podemos considerar a aplicacdo integravel h: X — E x R definida
por h(x) = (f(x),9(f(x))), que toma valores no subconjunto convexo
fechado Epi, C E x R (cf. 111.1.7). Tendo em conta I11.1.5, tem-se assim

5 1@ o). [ @) duta) =

ﬂm/Xh( ) die) € Epiy

0 que implica a conclusdo do enunciado. O

111.1.12 (Desigualdade de Jensen para fung¢des positivas) Seja X um espago
de medida, com 0 < u(X) < +oo. Seja g: R, — R, uma fungdo convexa,
continua, crescente e tal que ”Iir+n g(x) = +o00 e estendamos g como
aplicagio R, — R, pondo g(+o00) = +oc0. Se ¢: X — R, é uma fungéo
mensuravel, entdo

o [ e @) < — [ aliela) duta).

Dem: Comecemos por supor que ¢: X — R, é uma funcdo simples,
portanto que existe uma familia finita de conjuntos mensuraveis (X;) e,
disjuntos dois a dois e de unido X, tal que ¢ tenha um valor constante
a; € Ry emcada X;. Tem-se entdo ) u(X:) = p(X), portanto

w(X

jedJ ,LL

e, reparando que go ¢ é uma funcdo simples que toma o valor constante
g(a;) em X, deduzimos de I11.1.8 que

oy et anta)) =o( S 550 w) < 45 oo

Passemos agora ao caso em que ¢: X — R, é uma funcdo mensuravel.
Podemos entdo considerar uma sucessdo crescente de fungdes simples
©n: X — Ry, com g, (xz) — ¢(z) paracada z € X e, tendo em conta o facto
de g ser crescente, continua e com limite +oo quando a varidvel tende para
400, concluimos que a sucessdo das fungdes simples go¢,: X — R, é
crecente e com g(p,(z)) — g(p(x)), para cada x € X, pelo que, de se ter,
paracadan € N,
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o [ ool @) <~z [ alu(@) anta)

concluimos, por passagem ao limite, tendo em conta o teorema da
convergéncia monétona, que

o o au@) < == [ ate@au). O

111.1.13 (Médias aritmética e geométrica) Sejam 1, ..., y, nUmeros reais, com

y; >0, e t1,...,t, nimeros reais, com ¢t; >0 e ¢t; +--- + ¢, = 1. Tem-se
entdo

Y X Xyl <ty + o L.

Dem: Ponhamos z; = In(y;), portanto y; = e*. Tendo em conta a alinea b)
de 111.1.9, é convexa a aplicagdo f: R — R definida por f(z) = ¢* e daqui
deduz-se, por 111.1.8, que

yil X e X y’l:{z — el L el —

SZ:tje%:tlyﬁ""'-ﬂfnyn- o

tix;
627 J <

.1.14 (Nota) Ao primeiro membro da desigualdade no resultado precedente

costuma-se dar o nome de média geométrica pesada dos nUmeros v, ..., Y
e ao segundo membro o de média aritmética pesada desses nimeros (com o
sistema de pesos ti,...,t,). A desigualdade afirma portanto que a média
geométrica pesada é sempre menor ou igual a correspondente média
aritmética pesada. Um caso particular é aquele em que todos os pesos ¢; s&o
iguais a 1/n, caso em que temos as médias geométrica e aritmética usuais e a
desigualdade pode ser escrita na forma

nylx...xyngw_
n

111.1.15 (Expoentes conjugados) Se p > 1 é um numero real, define-se o

expoente conjugado de p como sendo o nimero real ¢ > 1 para o qual se tem
5+ ¢ = 1. E claro que o expoente conjugado de ¢ é entéo p. Por abuso de
linguagem, com justificacdo evidente, também se diz que +o0o é 0 expoente
conjugado de 1 e que 1 é o expoente conjugado de +oco. Repare-se que o
expoente conjugado de 2 é o proprio 2.

No que se segue vamos também extender as convencles usuais sobre as
operagbes em R, pondo, para cada r >0, (4+00)” = 400, por outras
palavras, prolongamos por continuidade a aplicagio R, — R, x — a".
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111.1.16 Dados um espaco de medida (X, M, u) e uma fungdo mensuravel
¢: X — R, notaremos, para cada real r > 0,

el = ([ olar dntw))” <.

Repare-se que, apesar de a notagao sugerir que se esta a definir uma norma,
tal ndo é certamente o caso, uma vez que o conjunto das fungdes ¢: X — R,
ndo é um espago vetorial e que o valor |||, pode ser +oc. No entanto, se
p > 1, a defini¢do de ||¢||, vai intervir na caracterizacdo de uma norma que
sera estudada na préxima seccéo (cf. 111.2.5).

111.1.17 (Desigualdade de Holder) Sejam (X, M, ) um espago de medida,
p>1e g>1 dois expoentes conjugados e ,1: X — R, duas fungdes
mensuraveis. Tem-se entéo

/X p(2)0(@) du() < llglly [l

Dem: Sejam a, b € R,

o= liely = ([ oy an@)’s b=l = ([ v dut))"

Se for a = 0, tem-se ¢(x)? = 0 quase sempre, o que implica que p(z) =0
quase sempre, e portanto também o(x)y(xz) = 0 quase sempre, pelo que a
desigualdade do enunciado € verificada por ambos os membros serem nulos.
Do mesmo modo se vé que a desigualdade do enunciado é verificada se for
b=0.

Podemos assim ja supor, a partir de agoraque a £ 0e b # 0.

Podemos supor agora também que a # +oco e b # 400, Sem 0 que a
desigualdade era trivialmente verificada por o segundo membro ser +oc.
Tem-se entdo, para as funcbes mensurdveis @, ¥: X — R, definidas por

Plx) = €2, h(z) = 42,

[ s@rdn) = 5 [ o) dutz) =1
[ 5@ dnte) = i [ v dnt) =1,
L

[ #@i@ (o) = o [ elavta) dua),

em particular, o resultado ficara provado se verificarmos que
| 8@ dutz) < 1.

Ora, para cada = € X, tem-se
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P(@)(x) = (P())? (B(x)7)" <

visto que esta desigualdade é trivial no caso em que um dos valores p(x) e
¥ (x) € 0 ou 00 €, no caso em que ambos séo finitos e ndo nulos, temos um
caso particular da desigualdade em 111.1.13. Deduzimos daqui que

| #@i@ duto) < o [ plery dute)+ - [ 3y dute

1 1
= — —|— - = 1,
p q
0 que termina a demonstracao. O

.1.18 (Desigualdade de Minkowsky) Sejam (X, M, 1) um espago de medi-

da, p>1 um real e ¢,7: X — R, duas aplicacbes mensuraveis. Tem-se
entdo

e+l < llelly + 11l

Dem: Se p=1 o resultado é ftrivial, verificando-se mesmo a igualdade.
Podemos assim supor que p > 1 e considerar o expoente conjugado ¢ > 1 de
p. Podemos supor que o primeiro membro da desigualdade é ndo nulo e que
cada uma das parcelas do segundo membro é finita, sem o que a desigualdade
era trivialmente valida. Reparemos agora que, para cada = € X,

(p(2) +9(@))" <27 (p(x)" + P(2)"),

visto que, se ¢(z) < (z) entdo ¢(x) + YP(x) < 2¢(x) e se Y(z) < p(z)
entdo p(z) + ¥ (z) < 2¢(x). Concluimos daqui que

[ e+ vy aut) <2 ([ pwrau + [ 66rue) <o
Uma vez que
(p—1)g=p1- ]%)q =,

vem, pela desigualdade de Holder,
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/(¢+¢)pd“:/<ﬂ(<ﬂ+¢)pildu+/¢(¢+¢)p71dué
X e ; 1
< lell» (/X (p + ap)P~Da du)g N
+ [¥llp (/X (p + ) P—De du)% _
= (lglly + 1ll,) /X (04 $)? du)%

1
q

e, dividindo ambos os membros desta desigualdade por (fX (p+ )P du) :
obtemos

( /X (p+ )" dn) < Yl + 1l

0 que, por ser 1 — % = 11) é precisamente a desigualdade do enunciado. O

Exercicios

Ex 11.1.1 Sejam E um espaco vetorial, C C F um conjunto convexo e
f:C — R uma aplicacdo. Diz-se que f é estritamente convexa se, quaisquer
quesejamw # zem C e s, t > 0taisque s+t = 1, se tem

flsw+tz) < sf(w) +tf(z).

a) Mostrar que, se f:C — R é estritamente convexa, entdo também é
convexa.

b) Suponhamos que f: C' — R é uma aplicacdo estritamente convexa. Sejam
W, ..., w, € C e ty,...,t, >0 tais que ¢t; + --- + ¢, = 1. Mostrar que, se
for

f(tlwl + -+ tnwn) = tlf(wl) +oeee tﬂf(wﬂ)7

entiio w; = wy = -+ = w,,.

c) Mostrar que, se £ é um espago vetorial com produto interno, entéo,
considerando em FE a norma associada, a aplicacdo f: E — R definida por
f(x) = ||=||* é estritamente convexa.

d) Mostrar que, notando || - ||, @ norma do maximo em R?, a aplicagio
f:R? — R definida por f(x) = ||=||%, ndo é estritamente convexa.

e) Seja J C R um intervalo e seja f:J — R uma aplicacdo continua,
derivavel em todos os pontos interiores de J e tal que f":int(J) — R seja
uma aplicacdo estritamente crescente (¢ o que acontece, por exemplo, se f
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tiver derivada de segunda ordem maior que 0 em todos 0s pontos interiores).
Mostrar que f é uma aplicacdo estritamente convexa.

Ex 111.1.2 Sejam U C R™ um aberto convexo e f:U — R uma aplicacdo de
classe C? (isto é, com derivadas parciais continuas até a segunda ordem) e tal
que, para cada = € U a matriz hessiana, cujo elemento da linha ¢ e coluna j é

a derivada de segunda ordem %(m), seja definida positiva. Mostrar que a

aplicacdo f é estritamente convexa. Sugestdo: Dados w, z € U, utilizar a
alinea e) do exercicio 111.1.1 para verificar que é estritamente convexa a
fungdo ¢: [0, 1] — R, definida por

p(t) = f((1 = hw + t2).

Ex 111.1.3 Sejam z,y > 0 e p > 1. Mostrar que
(z +y)P <277 (2 +yP).
Sugestdo: Mostrar que a aplicacdo f: [0, +oo[ — R definida por f(z) = z?,
é convexa.

Ex I11.1.4 a) Sejam yi,...,y, >0 € ty,...,t, >0, com ¢; + -+t =1.
Mostrar que, se for

yil Xoees nyf :t1y1+"'+tnyn:

entdo Y=Y =" = "Yn-
b) Sejam z,y > 0 e p > 1 tais que

(z+y)" =2""(a" + o).
Mostrar que se tem entdo z = .

Ex I11.1.5 Sejam yi,...,y, nOmeros reais, com y; > 0, e ti,...,t, numeros
reais, comt; > 0et; +--- +t, = 1 (um sistema de pesos). Chama-se média
harménica pesada dos y; ao inverso da média aritmética pesada dos inversos
dos y;, isto &, ao nimero

1
tly%+~'+tny%'

Mostrar que a média harménica pesada dos y; é menor ou igual a respetiva
média aritmética pesada, isto é,

— 1 Syt .

1 1
tiy oty
Sugestdo: Considerar a funcdo f(z) = In(2) ou, alternativamente, reparar
que a propriedade pretendida é equivalente & de uma certa média geométrica
ser menor ou igual & correspondente média aritmética.
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Ex I11.1.6 Sob as hipdteses de 111.1.17 (desigualdade de Hdélder), mostrar que, se

for
[ eters@ant) = ([ otoy au@)’ ([ v n),

com ambos os membros finitos e ndo nulos, entéo existe ¢ € |0, +oo| tal que
P(x)? = cp(x)?, quase sempre. Sugestdo: Reexaminar a demonstracéo do
resultado citado, provando que se tem @(z) = (z) quase sempre, tendo em
conta a alinea a) do exercicio 111.1.4.

Ex 11.1.7 Analogamente ao exercicio 111.1.6, verificar que, sob as hip6teses de
111.1.18 (desigualdade de Minkowsky), se for p > 1 e

e +¢llp = llelly + 141l

com ambas as parcelas do segundo membro finitas e ndo nulas, entdo existe
¢ €0, 400 tal que ¢(z) = ¢ p(z), quase sempre.

82. Os espagos L.

111.2.1 Sejam (X, M, 1) um espago de medida e E um espago de Banach, real

ou complexo. Vamos notar Mens(X, E) 0 conjunto de todas as aplicacdes
topologicamente mensuraveis f: X — FE (cf. 11.2.4), conjunto que, tendo em
conta 11.2.9, é um subespaco vetorial, real ou complexo, do espago vetorial
de todas as aplicagdes f: X — F.
Podemos entdo considerar um subespago vetorial Menso(X, E) de
Mens(X, E), cujos elementos sdo as aplicagdes topologicamente mensu-
raveis f: X — F tais que f(x) =0 quase sempre, isto é, tais que exista
A€ Mcom pu(A) =0tal que f(z) = 0 paracadax € X \ A, assim como o
espaco vetorial quociente

Mens(X, E)

Mens(X, E) = Menon(X, E)’

cujos elementos sdo as classes de equivaléncia de aplicagbes topologica-
mente mensurdveis f: X — F para a relacdo de equivaléncia ~ definida
por

fr~geg—f e Mensy(X,E) < f(x) = g(x) quase sempre.

Com frequéncia usaremos a notacéo [f] para a classe de equivaléncia do
elemento f € Mens(X, E) para a relagdo referida mas, quando ndo ha risco
de confusédo, é comum notar simplesmente f essa classe de equivaléncia.

Dem: O que temos que justificar é que JMenso(X, E) € efetivamente um
subespaco vetorial de Mens(X, E). Ora, é evidente que a aplicacéo 0, identi-
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camente nula, pertence a Menso (X, E) e, se fi, fo € Mensg(X, E) € a é um
escalar (real ou complexo), entdo existem A, A, € M com u(A;) =0,
u(A2)=0 e fi(x)=0 wpara cada ze€ X\A; tendo-se entdo
afy € Menso(X,E) e fi+ fo € Menso(X, E), uma vez que afi(z) =0
para cada z € X \ Ay e fi(z) + fo(x) =0 para cada z € X \ (4; U Ay),
onde u(A; U Ay) = 0.118 O

111.2.2 Repare-se que, no caso trivial em que p(X) = 0, tem-se Menso(X, E) =

Mens (X, E), e portanto

Mens(X, E)

Mens(X,FE) = Menog(X, E)

é constituido por uma Unica classe, nomeadamente a classe [0].

.2.3 (Restrigdes) Sejam (X, M, 1) um espaco de medida, £ um espago de

Banach, real ou complexo e Y C X, com Y € M, que consideramos
naturalmente como subespago mensuravel. Uma vez que, como se constata
trivialmente, se [f]=[g] em Mens(X,E), entdo [fy]=[gy] em
Mens(Y, E), podemos definir uma aplicacdo linear

Mens(X,E) — Mens(Y, E), [fl— [fl)y = [fv],

dizendo-se ainda que [f]y € a restricdo de [f]a Y.

Repare-se que, em geral, dada uma classe [f] € Mens(X,E), ndo
dispomos de nenhuma maneira natural de definir o que é o valor de [f]
num elemento = € X, uma vez que, dados dois representantes da classe,
0s respetivos valores em x podem ser diferentes. Examinamos a seguir,
apenas a titulo de exemplo, uma situagdo em que existe um modo natural
de definir o valor de uma classe num ponto. Essa situagdo é susceptivel de
ser enquadrada sob um ponto de vista muito mais geral (cf. o exercicio
111.4.2 adiante).

111.2.4 (Valor num ponto duma classe continua) Seja U C R™ um aberto, para

0 qual consideramos a restricdo da medida de Lebesgue A, aos respetivos
borelianos. Sejam E um espago de Banach e f,?: U — FE duas aplicagdes
continuas tais que [f] = [f] em Mens(U, E). Tem-se entdo, para cada
zeU, f(z) = f(x).

Faz assim sentido dizer que uma classe [f] € Mens(U, E) é continua se

existir uma aplicacdo continua f:U — E tal que [f1=1f] e, para uma tal
classe, definir o seu valor [f](x) no ponto z pela igualdade [f](z) = f(x).

1180 que esta aqui em jogo é o facto geral de, no contexto de um espago de medida,
sempre que temos duas propriedades verdadeiras quase sempre, a respetiva conjuncéo ser
ainda verdadeira quase sempre, facto esse ja referido em 1.2.28 e cuja justificacdo é
decalcada pela que acabamos de fazer.
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Dem: Suponhamos, por absurdo, que f,?:U — FE eram duas aplicagdes
continuas, tais que [f]=[f] em Mens(U,E) e que f(zo) # f (o).
Podiamos entdo considerar um aberto V' de R", com z, € V C U, tal que
f(z) # g(x), para cada z €V, e, sendo Y CU um boreliano com
M(Y)=0 tal que f(z)=F(x), para cada z € U \Y, tinha-se assim
V C Y, oque eraabsurdo por ser A, (V) > 0 (cf. aalineab) de 11.5.4). O

111.2.5 (O espago L?) Sejam (X, M, ) um espago de medida, £ um espaco de
Banach e p um real com 1 < p. Podemos entdo definir uma aplicagédo

Mens(X,E) = Re (1= 17l = ([ 1£@IF dua))’

e ficamos com um subespaco vetorial LP(X,E) de Mens(X,FE),
constituido pelos [f] tais que ||[f]]|, < +oo e com uma norma || - ||, neste
espaco vetorial, definida por [f] — ||[f]|l,, norma essa que é a que se
considera implicitamente.119 Em particular, L'(X,E) é o conjunto das
classes de equivaléncia de aplicacdes integraveis f: X — E.

Dem: O facto de a aplicagéo [f] — ||[f]||, estar bem definida resulta de que,
se f(x) =g(x) quase sempre, entdo || f(z)||” = ||lg(z)||? quase sempre, e
portanto, por 11.1.31,

J1r@lrante) = [ @) dutz

E imediato que, para a aplicacdo identicamente nula 0: X — E, tem-se
[I[0]|], = 0, em particular [0] € L?(X, E). Se [f] € LP(X,E) e a é um
escalar, em R ou C, entéo

1

([ les@lrant)’ = ([ 1ol 5@ dnt))” =
= lal([ 1@l o))

o que mostra que [af] € LP(X,E) e |[af]ll, = alll[f]ll,- Dados
[f],lg] € LP(X, E), tem-se, pela desigualdade de Minkowsky (cf. 111.1.18),

(f 156+ ol du(w))” < ( / (1 @)+ @) du(z))” <

/Hf W @)’ + ([ ol dn(o))’,

9lllp < [NLfllp + [1glllp-

em particular [f+g] € LP(X,E) e |[f]+]
[£]]l, = 0, tem-se assim

Suponhamos enfim que [f] € L?(X, E) é tal que ||

119Comparando com a definigdo em 111.1.16, tem-se ||[f]|l, = ||l¢ll,, onde ¢: X — R,
esta definida por p(z) = || f(2)]|
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/memba
X

com ||f(x)||? € R,, para cada x« € X, pelo que, tendo em conta 11.1.30,
I f(x)]|” = 0 quase sempre, donde f(z) = 0 quase sempre, ou seja, [f] = 0,
0 que mostra que temos efetivamente uma norma. O

111.2.6 (Nota) Um caso particular muito frequente nas aplicacfes é aquele em
que o espaco de Banach E é R ou C, com a norma ||w|| = |w|. Nesse caso, a
férmula de definicdo da norma toma o aspeto

= ([ @ duco))’”

Em particular, no caso em que F = R, tem-se, para cada funcdo mensuravel
o: X = Ry, |[¢lllp. = ll¢ll,, onde o segundo membro é o definido em
111.1.16.

111.2.7 Um facto trivial, mas que vale a pena referir € o de que, nas condicdes de
111.2.5,se Y C X comY € M, entdo a aplicacdo linear de restri¢cdo

Mens(X, E) — Mens(Y, E), [f]— [fly = [fv],
aplica LP(X, E) em LP(Y, E) e verifica ||[f]v[, < [[[f]ll,, em particular
trata-se de uma aplicacéo linear continua.

111.2.8 (Lema de completude) Sejam (X, M, 1) um espago de medida, £ um
espago de Banach e p > 1 um ndmero real. Seja (g, ).en Uma sucessdo de
elementos de Mens (X, E) com [g,,] € LP(X,E) e

o]

Z 1gn]llp < +o0

n=1

(por outras palavras, 0s [g,] definem uma série absolutamente convergente).
Existe entdo g € Mens(X, E) com [g] € LP(X, E), tal que (como familias
absolutamente somaveis de vetores de E)

9(x) =Y gul)
guase sempre e que
A= lon]
n=1

(no sentido que [g] é o limite em L?(X, E) da sucessdo das somas parciais).
Dem: Sejam o,,: X — R, C R as aplicacbes mensuraveis definidas por
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7a(2) =3 o)

para as quais se tem [o,,] € LP(X,R) e

[oallly < Z Igslllp < Z g5l
isto é,
/X (@) dp(a (Z: el )

e sejao: X — R, aaplicagdo mensuravel definida por

o0

o(z) = lim_ou() =Y g;(a)
J=1

Uma vez que, para cada = € X, 0s o,(z)? constituem uma sucessdo

crescente com limite o(xz)?, deduzimos do teorema da convergéncia

monétona que

[ oty an) = im_[ o,y auta) < (Y llall) < +oo

Podemos assim concluir de 11.1.29 que se tem o(z) < 400 quase sempre,
isto é, que existe Y € M com p(Y) =0 tal que, para cada = € X \Y,
o(x) < 4o0. Para cada z € X \ Y, a familia (g;(z))jen de vetores de E é
assim absolutamente somavel, em particular somavel (cf. 11.2.47 e 11.2.48), o
que nos permite definir uma aplica¢do g: X — E por

o0
>ogilx), sexeX\Y
=1

0, sexeY

g(z) =

(onde a familia dos g;(x) é absolutamente somavel). Lembrando a caracteri-

zacdo da soma de uma serie como limite da sucessdo das somas parciais,

vemos que, para cada x € X \Y, tem-se g(z) = IiT sn(x), onde as
n—-+o0

aplicacbes topologicamente mensuraveis s,: X — E, com [s,] € LP(X, E),
estdo definidas por

r) = angj(fﬂ)

em particular g é topologicamente mensuravel.
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Seja agora 6 > 0 arbitrario. Fixemos ny € N tal que

3 el = ol — 3 gl <5

Sejan > ny arbitrario. Tem-se, para cada k& > n,

llsi] = Isallly = 11 [g3llly < Y Ml <

n<j<k n<j<k
0
<> gl <6
J=no+1

donde,
/X | lvle) =@l = /X k(@) = su(@)|? < 6.

Uma vez que, paracadaxz € X \ 'Y,

Jimlsk(@) = sa(@)]” = llg(z) = su(@)II",

0 lema de Fatou em 11.1.33 implica que
/ lg(@) — su(@)|I? duz) = / lg(z) — su(@)|I” du(z) < 6.
X X\Y

Ficou assim provado que, para cada n > ny, [g — s,) € LP(X, E), portanto
também [g] = [g — s.] + [sn] € LP(X, E), e

gl = [snlllp, < 6

0 que nos permite concluir que [s,] =" [g;] tem limite [g] no espago
=1

vetorial normado L?(X, E). O

<

111.2.9 (Teorema de completude) Sejam (X, M, ) um espago de medida,
um espago de Banach e p > 1 um namero real. Tem-se entéo:
a) O espacgo vetorial normado L?(X, E) é completo (portanto um espaco de
Banach).
b) Sejam f € Mens(X,E) e (fu)nen uma sucessdo de aplicagdes de
Mens(X, E) tais que [f] € L*(X, E), [f,] € L'(X,E) e [f,] — [f] em
LP(X, E). Existe entdo uma subsucesséo de aplicagOes hy = fo() tal que
hi(x) — f(x) quase sempre.120
Dem: Seja (fn)nen Uma sucessdo de aplicagdes de JMens(X, E), com

120pelo contrario, ndo se pode concluir, em geral, que se tenha f,(x) — f(z) quase
sempre; ver um contraexemplo na alinea c) do exercicio 111.2.3.
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[fn] € LP(X, E), tal que a sucessdo dos [f,] seja uma sucessdo de Cauchy
em L?(X, E). Podemos construir recursivamente uma aplicagéo estritamente
crecente a:N — N tal que, sempre que m,n > a(k), ||[fu] — [fullly < -

Consideremos entdo a subsucessdo de aplicagbes hj = fo(r). Tem-se, em
particular, ||[7+1] — [h]ll, < 3¢ pelo que

o]

<1
Sl = [y <3 5p = 1< oo,
k=1

k=1

Podemos agora aplicar o lema 111.2.8 as aplicagBes g, = hi.1 — hy para
garantir a existéncia de uma aplicagdo topologicamente mensuravel
g: X — F tal que [g] € LP(X, E), que [g] seja o limite em L?(X,E) da
sucessdo das classes

M;«

=[] — ]
]:1

e que g(z) seja quase sempre o limite dos

k
si(@) = gj(x) = hpa (z) — I (),

J=1

Daqui deduzimos que, sendo ?: X — F aaplicacdo topologicamente mensu-
ravel definida por f(z) = g(z)+ hi(z), tem-se [f] € L?(X,E), quase
sempre hyi1(z) — f(z) e [her1] — [f] em LP(X,E). O facto de uma
sucessdo de Cauchy com sublimite ser necessariamente convergente para
esse sublimite implica que se tem também [f,] — [f] em L?(X, E), o que
mostra que o espago vetorial normado LP(X, E') é completo.

Quanto a conclusdo de b), o facto de termos uma sucessdo convergente de
elementos [f,] € L?(X, E) implica que eles constituem uma sucessdo de
Cauchy donde, pelo que vimos atras, existe uma subsucessdo de aplicacdes
hi = fay € [f] € LP(X,E), com [hy1] — [f] em LP(X,E) e quase
sempre hy.1(x) —>?(m). Uma vez que uma subsucessdo de uma sucessdo
convergente converge para 0 mesmo limite, tem-se também [hy11] — [f] em
L’(X,E), e portanto, pela unicidade do limite, [f]=[f], isto &,
f(x) = F(x) quase sempre. Tem-se assim também hy.1(z) — f(z) quase
sempre. O

.2.10 Sejam (X, M, 1) um espago de medida e £ um espaco de Banach. No

caso em que p=1, L'(X, E) é simplesmente o conjunto das classes de
equivaléncia [f] com f:X — E aplicacdo integravel e tem lugar uma
aplicacdo linear continua
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int: LY(X,E) — E, int([f]) = /Xf(a:) du(z),

que verifica [[int([]l| < ||[f]]].

Dem: O facto de esta aplicacdo estar bem definida vem de que, se
f(z) = g(x) quase sempre, entdo [, f(z)du(z) = [y g(z)du(z) e a
linearidade é uma consequénca das propriedades de linearidade do integral.
Quanto a continuidade, ela é uma consequéncia de se ter

fin(l7l = [ #e)due)]| < [ W@ldnte) = A1 O

.2.11 (Nota) Uma questdo que se pbe naturalmente é a de saber que relagao

existe entre os espagos L?(X, F) e LY(X, E), com p # g em [1,+o0o[, em
particular se um deles tera que estar contido no outro. E facil reconhecer que,
em geral, isso ndo é necessariamente verdade. Por exemplo, se X = ]0, +o0],
com a medida de Lebesgue nos respetivos borelianos, e se f,g: X — R séo
as funcdes definidas por

f(@) {7 rsl @ {7 o=t
T) = g\z) =

L, sex>1 1 sex>1

entdo, integrando separadamente em ]0, 1] e em ]1, +-o0o[ e tendo em conta as
conclus@es do exercicio 11.3.6, constata-se, por um lado, que [f] € L'(X,R)
e [f] ¢ L*(X,R) e, por outro, que [g] ¢ L'(X,R) e [g] € L*(X,R).

H4, no entanto, um caso em que podemos garantir que um dos espagos
esta contido no outro e exibir uma desigualdade envolvendo as respetivas
normas. Por comodidade, enunciamos também um resultado mais com-
pleto, no caso das fungdes positivas.

111.2.12 Sejam (X, M,u) um espagco de medida, com 0 < u(X) < +oo €

1 < p < ¢. Tem-se entéo:
a) Se ¢: X — R, é uma fungdo mensuravel,

lell, < w(X)P7 llellg
b) Se E um espago de Banach, LY(X,FE)C L*(X,E) e, para cada
[f] 6 Lq(X?E)y

1Al < (X0 [11f]llg-

Dem: Podemos ja afastar o caso trivial em que p = ¢ e basta provarmos a
afirmacdo em a) visto que a conclusdo de b) resulta entdo de aplicar a) a

funcéo p(z) = || f(x)]|.
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Tem-se entdo g < 1 pelo que podemos considerar 3 > 1 definido pela
condicéo g + % =1, isto é, 0 expoente conjugado de %. Pela desigualdade de

Holder relativa a estes expoentes conjugados (cf. 111.1.17), podemos agora
escrever

[ otaran) = [ otep x 1dute) <

([ teteman@)’ = ([ 1wt =
([ storanta))” < utx) =
(

lelly x p(X)7)",

IA

e portanto

1
lellp < w(X)7 [lllg,

bastando agora reparar que 7 = 5 (1 — £) = | —

e

No caso em que ndo se tem necessariamente u(X) < +oo, ha ainda uma
resultado com uma natureza semelhante.

111.2.13 Sejam (X, M, ) um espago de medidae 1 < p < r < ¢. Tem-se entdo:
a) Se p: X — R, é uma fungdo mensuravel,

el < max{[lellp, llllg}-
b) Se E' um espaco de Banach
(X, EYNnLYX,E)C L' (X, E)
e, paracada [f] € LP(X,E) N LY(X, E),
LA < max{ || L1, 1T}

Dem: Como anteriormente, podemos ja afastar os casos triviais em que
p = rour = q e basta provar a afirmacdo em a), uma vez que a concluséo de
b) resulta entdo de aplicar a) & funcéo p(z) = || f(z)]|.

Sejam «, 6 > 0, com « + 5 = 1, os definidos por

q—r L _T—p

q—p q—p

o =

para os quais se tem

— pr—+qr — pr
ap—i—ﬂq:pq pq_;i p —
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Pela desigualdade de Holder, relativa ao expoentes conjugados i

podemos agora escrever
/X ey dp() = /X (@) X ()" du(x) <

< ([ e@ran@)’ < ([ e an@)"

e portanto, tendo em conta o facto de se ter 2 + /’7‘7 =1,

1
e 3

o 2
el < llells > llelly <

ap 4 fq
< max{llgllp, llll )+ =
= max{|[ellp; lellg}- O

111.2.14 (Os espagos £P) Sejam E' um espago de Banach e J um conjunto, para o
gual consideramos a medida de contagem v na o-algebra de todas as partes
de J.
a) Uma vez que qualquer aplicacdo f:J — E € mensuravel, o espaco
Mens(J, E) vai ser simplesmente o conjunto das aplicagdes f:J — F tais
que a imagem f(J) C E é separdvel (condicdo que é verificada, por
exemplo, se f(J) for um conjunto contével).
b) Uma vez que o conjunto vazio () é o Unico subconjunto de .J com medida
0, vemos que, para f, f € Mens(.J, E), tem-se [f] = [f] em Mens(J, E) se,
esose, f = ? por outras palavras, a aplica¢do natural

Mens(J,E) — Mens(J,E), f+—[f],

€ um isomorfismo entre estes espagos vetoriais, que é encarado intuitiva-
mente como identificando estes espacos.
¢) Paracadareal 1 < p < 400, notamos

(], E) C Mens(J, E)

0 subespaco vetorial cuja imagem pelo isomorfismo referido em b) é o
subespago vetorial LP(J,E) C Mens(J, FE). Tendo em conta a caracteri-
zacdo do integral das funcfes positivas para a medida de contagem em
11.1.32 e a observagdo feita nesse resultado de que, sempre que um tal
integral é finito, a funcéo é nula fora de uma parte contavel do dominio,
concluimos que ¢P(J, E) vai ser simplesmente o conjunto das aplicacdes
f:J — E tais

Yo IFDIP < 4o

jed

e que tem lugar uma norma neste espaco vetorial, definida, por transporte por
meio do isomorfismo, por
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£ = 1A = O IFGIP) .

jedJ

As propriedades deste espaco vetorial normado, em particular o facto de se
tratar de um espago de Banach quando E é um espago de Banach,
deduzem-se trivialmente, por isomorfismo, a partir das propriedades corres-
pondentes dos espagos LP (X, E).

d) Note-se que é mais comum representar os elementos de ¢*(.J, E) como
familias (w;)c.;, em vez de aplicaces, o0 que conduz a escrevermos

)Y
l(w)ieslly = O lwsl?) ",

jedJ

e que no caso em que J = N, e portanto as familias sdo sucessdes, é costume
escrever simplesmente ¢7(E), em vez de /*(N, E).

Na prética revela-se Gtil estender a definicdo dos espagos L?(X, E) de
modo a permitir que p possa também tomar o valor +oco. Apesar dessa
definicdo ter uma carater totalmente diferente da que é dada para o caso
em que 1 < p < 400, ela vai permitir reconhecer semelhangas formais
em certos resultados, quando se interpreta de modo natural o papel de
o0 no contexto das diferentes operagdes.

2.15 Sejam (X, M, ;1) um espaco de medida e ¢: X — R, uma aplicacio

mensurdvel. Vamos dizer que a € R, é um majorante essencial de ¢ se se

tem p(z) < a quase sempre. Tem-se entdo que o conjunto dos majorantes

essenciais de ¢ admite um minimo, a que daremos o nome de supremo

essencial de ¢ e que notaremos supess(y), supess ¢ () ou ||¢||«, 0 qual é,
zeX

portanto, um elemento de R .

Dem: A aplicacdo ¢ admite, pelo menos, um majorante essencial, nomeada-
mente +oco. Seja a 0 infimo do conjunto dos majorantes essenciais. O
resultado ficard provado se verificarmos que a« ainda é um majorante
essencial, para o que podemos ja afastar o caso trivial em que a = +o0. Ora,
para cada n € N, vai existir um majorante essencial a,, tal que a,, < a + l , €
portanto um conjunto mensuravel Y,, C X, com u(Y;) =0, tal que, para
cadaz ¢ X \Y,,

| =

p(z) <a, <a-+

~—r 3.

Sendo Y = UYn, tem-seaindaY € Me pu(Y)=0e, paracadaz € X \Y,
vem o(z) < a + +, para todo 0 n, portanto ¢(z) < a. Ficou assim provado
gue a é ainda um majorante essencial, o que termina a demonstracéo. O
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Repare-se que, afastando o caso trivial em que X =0, se p: X — R, é
uma aplicacdo mensuravel, entdo todo o majorante a de ¢ é naturalmente
também uma majorante essencial de ¢, 0 que implica que

supess ¢(x) < sup p(z).
reX zeX

E facil exibir exemplos em que a desigualdade anterior & estrita, uma vez
que modificando o valor de uma fungdo num conjunto de medida nula ndo
altera os seus majorantes essenciais, nem portanto o supremo essencial,
mas pode alterar o seu supremo. Apresentamos em seguida duas situa-
¢cOes, a primeira das quais susceptivel de ser generalizada, em que
podemos garantir que o supremo essencial coincide com o supremo.

111.2.16 (Supremo essencial de uma aplicacdo continua) Seja U C R™ um
aberto, para o qual consideramos a restricdo da medida de Lebesgue A, aos
respetivos borelianos. Se ¢:U — R, é uma funcdo continua, entdo os
majorantes essenciais de ¢ coincidem com os majorantes de ¢, e portanto

supess o(z) = sup p(x).
zelU zelU

Dem: E claro que, se a € um majorante de ¢, entdo a é também um
majorante essencial de ¢. Suponhamos, por absurdo, que existia um
majorante essencial a de ¢ que ndo fosse majorante, o que implicava, em
particular, que a < +oo. Existia entdo um conjunto mensurdvel Y com
A (Y) =0 tal que, paracada z € U\ Y, ¢(x) < a e um ponto z, € U tal
que ¢(xg) > a. Pela continuidade de ¢ em x, podiamos entdo considerar
um aberto V' de R", com xy € V C U tal que, para cada x € V, p(z) > a,
tendo-se entdo V C Y, o que era absurdo, por ser A,(V) > 0, tendo em
conta a alinea b) de 11.5.4, O

111.2.17 (Supremo essencial no caso da medida de contagem) Seja J um
conjunto, para o qual consideramos a medida de contagem v, na o-algebra de
todos os subconjuntos de .J. Uma vez que o conjunto vazio () é o Unico sub-
conjunto de J com medida 0, vemos que, para cada aplicagdo ¢:J — R,
0s majorantes essenciais a € R, de ¢ coincidem com os seus majorantes, e
portanto

supess ¢ (j) = sup ¢ (j).
jeJ Jed

Os dois resultados seguintes constituem os analogos das desigualdades de
Holder e Minkowsky (cf. 111.1.17 e 111.1.18), tendo, no entanto, demons-
tragBes muito mais simples. Lembrar que ¢ = 1 pode ser olhado formal-
mente como 0 expoente conjugado de p = oc.
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111.2.18 (Caso limite da desigualdade de Hélder) Sejam (X, M, 1) um espago
de medida e ¢, 1: X — R, duas fungBes mensuraveis. Tem-se entio

A@@W@MM@SHMmXWM

Dem: Seja Y e M com pu(Y)=0 tal que ¢(x)<|¢|l« para cada
x € X\Y.Paracadaz € X \ Y tem-se entdo também

p(e)y(x) < [lelloip(x),

donde
z)Y(x)du(x) = )Y (x) du(x oW(x)du(x) =
lAﬂ)M)/A) Awa>w>;4>séwmmw<>m>

— [ elbl@) du(e) = el [ (o) duta) =
X X
= el ol 0

[11.2.19 (Caso limite da desigualdade de Minkowsky) Sejam (X, M, p) um
espaco de medida e o, ¢: X — R, duas fungGes mensuraveis. Tem-se entdo

1+ Plloo < llelloe + 19]]oo-

Dem: Uma vez que se tem o(z) < ||¢]l« quase sempre e (x) < ||¢]«
guase sempre, concluimos que se tem quase sempre simutaneamente as duas
desigualdades, portanto quase sempre

p() + (@) < [[@lloo + 9],

0 que significa que ||¢lleo + ||1¥]lc € um majorante essencial de ¢ + 1. O
facto de ||¢ + 9|| Ser 0 menor dos majorantes essenciais implica assim que

1+ Dlloo < Nl lloe + [19]]oo- O

111.2.20 Sejam (X, M, ) um espago de medida e E um espaco de Banach.
Podemos entdo definir uma aplicacéo

Mens(X,B) = Re, [f] = [[f]]l = supess |/ (x)]

e ficamos com um subespaco vetorial L*(X,E) de Mens(X,E),
constituido pelos [f] tais que ||[f]|lcc < +00 € com uma norma || - || neste
espaco vetorial, definida por [f] +— ||[f]/l«, NOrma essa que é a que se
considera implicitamente.121

Dem: O facto de a aplicacdo

[f1 = ll[f]llc estar bem definida em
Mens(X, E) resulta de que, se [f]

= [g], ou seja, se f(z)= g(x) quase

121Comparando com a definigdo em 111.2.15, tem-se ||[f]llso = l|©]ls. ONde ¢: X — R,
esta definida por p(z) = || f(2)]|



§2. Os espagos L” 253

sempre, entdo todos os majorantes essenciais de z — || f(x)|| sdo majorantes
essenciais de x — ||g(x)]||, e vice-versa, pelo que os respetivos supremos
essenciais coincidem. Dados [f], [g] € L>(X, E), tem-se || f(z)|| < ||[f]|lc
quase sempre ¢ ||g(z)|| < ||[g]ll quase sempre, portanto, quase sempre,

1/ () + g(@)[| < 1F @) + llg@)| < [1Tf]llec + [Hg]lloos

por outras palavras, [f]+[g] € L*(X,E) e [[flllc +[l[glllc ¢ um
majorante essencial de z — || f(z) + g(z)||, ou seja,

T+ [9lle < L lloo =+ [Hg]lloo-

Para além disso, se a é um escalar, tem-se quase sempre

la f @)l = lalllf (@) < lal[lLflloo;

portanto a [f] € L(X, E) e |la[f]|le < |a||l[f]|lc0» € daqui se deduz que é
mesmo ||a[f]||cc = |a|||[f]llc> Visto que a desigualdade oposta ¢é trivial, se
a =0, e, caso contrario resulta de que podemos escrever, pela desigualdade
parcial ja provada,

lalll[flle = Ialllé X a[flle < Ialléllla[f]lloo = lla[fllo-

Por fim, se fosse ||[f]|l =0, 0 era um majorante essencial de || f(z)l],
portanto f(x) = 0 quase sempre, isto &, [f] = 0. a

111.2.21 Tal como em II1.2.7, um facto trivial que vale a pena referir é o de que,
nas condigdes de 111.2.20, se Y C X com Y € M, entdo a aplicagdo linear
de restri¢ao

Mens(X, E) — Mens(Y, E), [f] — [fl)y = [fv],

aplica L>(X, E) em L>*(Y, E) e verifica [|[f] /v [|oc < ||[f]|lcc» €m particular
trata-se de uma aplicagdo linear continua.

M1.2.22 Sejam (X, M, ) um espago de medida e E um espago de Banach.
Tem-se entdo que o espago vetorial normado L (X, FE) é um espago de
Banach e, dados f € Mens(X, E') ¢ uma sucessio (f,)nen de elementos de
Mens(X, E) tais que [f] € L¥(X, E), [f,] € L*(X,E) e [f,] - [f] em
L*(X,E), entdo f,(z) — f(x) quase sempre.!22
Dem: Uma vez que uma sucessdo convergente ¢ sempre uma sucessdo de
Cauchy, o resultado ficara provado se mostrarmos que, para cada sucessdo de
Cauchy de elementos [f,] € L™(X,E), existe f € Mens(X,E) tal que
[f] € L(X, E), fu(x) — f() quase sempre ¢ [£,] — [f] em L* (X, E).
Consideremos entdo uma tal sucessdo de Cauchy. Quaisquer que sejam os
indices m e n, o facto de se ter

122Neste aspeto L>°(X, E') comporta-se um pouco melhor que os espagos L*(X, E), com
1 < p < 4oo (cf. 111.2.9), uma vez que nao € necessario considerar subsucessoes.
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an(l‘) - fm(x)H < H[fn] - [fm]”oo

quase sempre implica a existéncia de um conjunto mensuravel Y;,,,, com
p(Ymn) =0, tal que | fu(z) — fu (@)l < ||[fa] — [fm]llee, para cada
z € X\Y,,. SejaY aunido de todos os conjuntos Y;, ,,, que é um conjunto
mensuravel com p(Y) = 0. Para cada = € X \ 'Y, a sucessdo dos f,(z) é
uma sucessdo de Cauchy de elementos de F, visto que, dado 6 > 0, existe ng
tal que, sempre que m,n > ng, ||[fa] — [fm]ll < 6 € entdo tem-se também

I fa(z) = fu(@)[] < (|[fa] = [fnllloo < 0.

Podemos assim concluir que, para cada = € X \ 'Y, a sucessdo dos f,(z)
converge em FE e isso permite-nos definir uma aplicacdo topologicamente
mensuravel f: X — E por

fla) = { limf,(z), sex ¢y

0, sexeyY

tendo-se, em particular, por construcéo, f,(x) — f(x) quase sempre. Para
além disso, dado 6 > 0 e escolhendo ny como anteriormente, vemos que,
para cada x € X \'Y e m > ng, passando ao limite em n a desigualdade
I fu(z) — fn(z)]| < 6, tem-se ||f(x) — fu(x)|| <6, portanto 6 é um
majorante essencial da aplicagdo que a x associa || f(x) — f.(x)||, 0 que
implica que [f] — [fn] € L*(X, E), portanto também

1= (Uf] = [fmD) + [fin] € LZ(X, E),

e que ||[f] = [fm]llc < 6. Ficou assim provado que [f.]— [f] em

L®(X,E). O

Os resultados 111.2.12 e 111.2.13 também admitem extensdes aos casos
limites em que intervém a norma || - |-

.2.23 Sejam (X, M, ) um espaco de medida, com 0 < u(X) < +ooe 1 < p.

Tem-se entdo:
a) Se ¢: X — R, é uma fungcdo mensuravel, entdo

lell, < pu(X)?

b) Se F um espago de Banach tem-se L>(X, E) C L(X, E) e, para cada
[f] € L*(X, E),

®lloo-

1L < w7 1]l

(comparar com as desigualdades que se obtém a partir daquelas em 111.2.12,
substituindo formalmente g por 4c0).
Dem: Basta justificarmos a desigualdade em a), uma vez que b) resulta entdo
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de aplicar a) & fungdo mensuravel ¢(x) = | f(x)||. Uma vez que se tem
quase sempre ¢ (z) < ||¢||-, portanto também quase sempre p(x)? < ||¢]|Z,
concluimos que

/X o) du(e /W du(z) = ol u(X),

o que implica que [[¢l|, < p(X)? [|¢ - a

.2.24 Sejam (X, M, 1) um espaco de medidae 1 < p < r. Tem-se entdo:

a) Se p: X — R, é uma fungdo mensuravel, entdo
llllr < max{l|elly, llelloo}-
b) Se E' é um espac¢o de Banach
L'(X,E)NL*(X,E) c L'(X,E)
e, paracada [f] € LP(X,E) N L*(X, E),
A < max{ || (£, 1L/ Tloc ¥

(comparar com as desigualdades que se obtém a partir daquelas em 111.2.13,
substituindo formalmente ¢ por +oo).

Dem: Podemos afastar o caso trivial em que p = r e basta justificarmos a
desigualdade em a), uma vez que b) resulta entdo de aplicar a) a fungdo
mensurdvel o(z) = || f(z)||. O facto de se ter p(x) < |||l quase sempre
implica que se tem também

e(@)" = @(@)" p(@)" < o) [|lells”
guase sempre, donde
[ ewrdn) < [ ol el duta) -
X X

= llells” llelly <
< max{{|llp, [lsplloo 3" x max{llelly, ¢l }” =
= max{||[fll, [/l }’

e portanto

Il = (| et du(@)” < max{lel lolle). O

111.2.25 (O espaco £°°) Sejam E um espac¢o de Banach e J um conjunto, para o

qual consideramos a medida de contagem v na o-algebra de todas as partes
de J. No seguimento do que dissémos em 111.2.14, notamos

(°(J,E) C Mens(J, E)
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0 subespaco vetorial cuja imagem pelo isomorfismo natural é o subespaco
vetorial L>(J, E) C Mens(J, E), espaco vetorial onde temos uma norma,
definida por transporte, por

[ £lloe = W[fTlloe = supess [ F () < sup I ()l

e as propriedades deste espaco vetorial normado, em particular o facto de se
tratar de um espago de Banach quando E é um espagco de Banach,
deduzem-se trivialmente, por isomorfismo, das correspondentes propriedades
de L*>®(J, E).

Observe-se que, em geral, e ao contrario do que acontecia com 0S espacos
(J,E) com 1< p< +oo, ndo podemos afirmar que ¢*(J,E) seja
constituido por todas as aplicagdes f:.J — E tais que sup If DI < 400,

mas apenas por aquelas que, além disso, sdo tais que f( ) C E seja
separavel. Esta condicdo suplementar ndo precisa, no entanto, de ser explici-
tamente exigida, por ser verificada automaticamente, em dois casos particu-
lares, frequentes na patica: Aquele em que J é contavel, e aquele em que o
espaco de Banach E é, ele proprio, separavel.

O resultado que examinamos em seguida é um teorema de densidade em
L?(X, F) que ndo é valido no caso limite p = co.

111.2.26 (Teorema de densidade) Sejam (X, M, 1) um espaco de medida e E
um espago de Banach. Vamos notar St(X, E) C Mens(X, E) o conjunto
das classes de equivaléncia [f] com f:X — FE aplicacgdo em escada
(cf. 11.2.16)123, conjunto que constitui trivialmente um subespacgo vetorial.
Para cada real p com 1 < p < +o00, tem-se entdo que St(X, E) € um subes-
paco vetorial denso do espago de Banach L?(X, E).124
Dem: Se f: X — E ¢é uma aplicagdo em escada, podemos considerar uma
familia finita (X),c; de conjuntos mensuraveis disjuntos dois a dois e de
unido X tal que em cada X; a aplicagéo f tome o valor constante w; € I e
sabemos que, sendo J, 0 conjunto dos indices j tais que p(X;) < +oo,
tem-se entdo w; =0, para cada j€ J\ Jy. Sendo 1 < p < +o0, tem-se
entdo que a funcio X — R,, = — || f(z)||? é simples, tomando o valor
constante ||w;||” em cada X, pelo que

/Hf P dpu(z) = 3 05 gl = 3 w(X5) wyl|? < +oo.

jeJ Jj€d

123 designacao inglesa para as aplicaces em escada é “step maps”.

124ppesar de St(X, E) também estar trivialmente contido em L*°(X, F), ndo podemos
afirmar, em geral, que seja denso neste espaco. Ver, a propdsito o exercicio 111.2.6, mais
adiante.
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Provamos assim que St(X, E) C LP(X, E).

Seja agora [f] € L*(X, E). Tendo em conta 11.2.29, podemos considerar
uma sucessdo de aplicacdes simples f,,: X — F tais que, para cada =z € X,
I fu()]l < 2[[f ()| e fo(z) — f(x). Para cada n € N, f, é uma aplicagio
em escada, e portanto [f,] € St(X, E), uma vez que, sendo (X;);c; uma
particéo adaptada a f,, (cf. 11.2.17), com f,, a tomar o valor constante w; em
X, do facto de se ter

S el = [ M@l dute) <2 [ 1@ dute) < +o0

jedJ

podemos concluir que w; = 0 para cada j € J \ Jo. Em particular, tem-se
[fn] € LP(X, E) edese ter, paracada z € X, || fn(z) — f(2)|” — 0, com

[fn(2) = F@)” < (fa(@)]] + (1 ()P < 3PILf (@),

/ 3|1 ()| du() = 3 / 1F (@) du(z) < +oo
X X

deduzimos, pelo teorema da convergéncia dominada, que

1 = 100 = ([ 1) = 1P o) =0,
portanto que [f,] — [f] em L?(X, E). O

No caso em que, no contexto do resultado precedente, a o-algebra M é a
gerada por um seminanel S de partes de X onde i toma valores finitos e é
o-finita, é por vezes Util considerar um conjunto mais pequeno de aplica-
¢cOes em escada, que é ainda um subespaco vetorial, tal que o correspon-
dente conjunto das classes de equivaléncia é ainda denso em L?(X, E).

111.2.27 Sejam X um conjunto, S um semianel de partes de X e E um espago de

Banach. VVamos dizer que uma aplicacdo f: X — E é S-simples se existir
uma familia finita (B;);c; de conjuntos de S disjuntos dois a dois tal que
para cada = € B;, f(z) tenha um valor constante w; e que f(z) =0, para
cada = ndo pertencente a uniéo B dos B,.
Um contexto frequente em que se apllca a defini¢do precedente € aquele em
que (X, M, i) é um espaco de medida, e o seminanel S est contido em M
e é tal que u(B) < +oco para cada B € S. Tendo em conta 11.2.22, com a
familia formada pelos B; e por X \ B, vemos que, nesse contexto, uma
aplicacdo S-simples é, em particular, uma aplicagdo em escada.

111.2.28 (Propriedades algébricas das aplica¢cdes S-simples) Sejam X um
conjunto, S um semianel de partes de X e £ um espaco de Banach. Entdo
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a) Se f: X — F e g: X — F sdo duas aplicagdes S-simples, entdo existe
uma familia finita (B;);c; de conjuntos de S disjuntos dois a dois tal que
para cada x € Bj, f(x) e g(x) tenham valores constantes w; e z; e que
f(z) = g(x) = 0, para cada = n&o pertencente a unido B dos B;.

b) A classe das aplica¢des S-simples f: X — E é um subespaco vetorial do
espaco de todas as aplicagcdes X — FE.

Dem: a) Consideremos duas familias finitas de conjuntos de S, em cada uma
disjuntos dois a dois, (A;)jc; € (Br)rekx tais que f(z) = w,; para cada
x € Aj, e g(x) = 2, para cada = € By, e que, notando A e B as unibes dos
A; e dos By, respectivamente, f(x) =0 para cada z ¢ A e g(xz) = 0 para
cada = ¢ B. Tendo em conta 1.3.6, paracada j € J, A; \ B é a uni&o de uma
familia finita de conjuntos disjuntos dois a dois C;; € S e para cada k € K,
By \ A é a unido de uma familia finita de conjuntos disjuntos dois a dois
D;.; € S. Podemos entdo considerar a familia finita de conjuntos de S
disjuntos dois a dois constituida pelos A; N By, onde f(x) e g(x) tomam 0s
valores constantes w; e z, pelos C;;, onde f(x) e g(x) tomam os valores
constantes w; e 0, e pelos Dy, ;, onde f(x) e g(x) tomam os valores constan-
tes 0 e z;, e constatamos que f(x) e g(x) tomam os valores constantes 0 fora
da unido finita de todos estes conjuntos de S, 0 que mostra que esta familia
finita verifica as condi¢des pedidas.

b) A aplicacdo identicamente 0 € em S-escada, como se constata se
considerarmos a familia vazia de conjuntos de S ou, alternativamente, uma
familia formada por um Gnico conjunto §. E imediato que, se f: X — E é
uma aplicagdo em S-escada, 0 mesmo acontece a a f, para cada escalar a. Por
fim, se f,g: X — FE s@o duas aplicagdes em S-escada, entdo, considerando
uma familia finita (B;) jc; de conjuntos de S nas condiges de a), vemos que
f(z) 4+ g(z) = w; + z; para z € Bj e que f(z)+ g(xz) = 0, para cada x ndo
pertencente a unido B dos B;. O

111.2.29 (Lema de densidade) Sejam (X, M, 1) um espaco de medida, S C¢ M
um semianel o-total (cf. 1.4.3) com u(B) < +oco paracada B € S, e E um
espaco de Banach. Suponhamos ainda que M é a o-&lgebra gerada por S.
Para cada A € M, com u(A) < 400, e cada 6 > 0 existe entdo uma familia
finita (B;)jc; de conjuntos de S disjuntos dois a dois tais que, sendo
B =B,

/XUIA(I) —Ip(x)|du(x) < 6.

Dem: Tendo em conta o facto de p ser o prolongamento de Hahn da sua
restricdo a S (cf. 1.4.12) e a caracterizacdo desse prolongamento em 1.4.8,
podemos considerar uma familia contavel (B;);c; de conjuntos de S
disjuntos dois a dois tal que A C |J B; e
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N >

(1) > u(B)) < p(A) +

jed

Seja I C J finito tal que

> u(By) > (Z M(Bj)> - g
jel jedJ
isto é,
)
2 B; —.
2 j;}ﬂ( J) < 9

Seja B a unido dos B, com j € I.
Tendo em conta as formulas (1) e (2), vem

u(B\ A) < u(|J BN\ A) = Su(B) - ul4) < g
jed jedJ

uA\B) < u(|JB\B) =n(lU B) < g
jeJ geJ\I

e, reparando que, para cada = € X,
[La(z) — Ip(z)| = Ly p(x) + Ip\a(w)

(examinar o que sucede em cada um dos quatro casos que resultam de z
poder pertencer ou ndo a A e pertencer ou nao a B), deduzimos que

[ 140 = 1a(@) dite) = [ Luiolo) + Lo a(0) d(e) =
X X
—W(A\B)+u(B\A) <5 O

111.2.30 (Segundo teorema de densidade) Sejam (X, M, u) um espago de
medida, S C M um semianel o-total com u(B) < +o0c paracada B € S, e
E um espaco de Banach. Suponhamos ainda que M € a o-algebra gerada por
S. Para cada real p com 1 <p < +oo, tem-se entdo que o conjunto
Ss(X,E) C St(X,E), das classes de equivaléncia [f] de aplicacOes
S-simples f: X — FE, é um subespaco vetorial denso do espaco de Banach
L'(X,E).

Dem: Tendo em conta o teorema de densidade 111.2.26, basta mostrarmos
que toda a classe de equivaléncia [f] € St(X, E) é aderente em LP(X, E) a
Ss(X, E) e, uma vez que a aderéncia de um subespaco vetorial é ainda um
subespaco vetorial e que, como foi referido em 11.2.18, toda a aplicacdo em
escada f: X — FE é uma soma finita de aplica¢fes da forma = +— I4(z) w,
comw # 0, Ae M e u(A) < +oo, bastara ainda mostrarmos que a classe
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de equivaléncia de uma aplicagdo desta forma é aderente a Ss(X, E).
Consideremos entdo 6 > 0 arbitrario. Tendo em conta o lema 111.2.29,
podemos considerar uma familia finita (B;),c; de conjuntos de S disjuntos
dois a dois tal que, sendo B a sua uniao,

/X La(z) — In(z)| dpu(z) <

&P
[l

Reparamos agora que a aplicagdo X — E, x — I(x)w, é uma aplicacdo em
S-escada, por tomar o valor constante w em cada B; € S e ser nula fora da
sua unido B e que se tem

J ) = Lo@ulP dutz) = [ [La(a) Lol P du(o) < o7,
0 que implica que
i = ol = ([ ate) - In@)P du(o) <
como queriamos. O

No remanescente desta seccdo e na proxima vamos utilizar de modo
essencial a defini¢do e propriedades bésicas dos espagos de Hilbert, isto é,
dos espacos vetoriais, reais ou complexos, munidos de produto interno e
que sdo completos para a norma associada a esse produto interno. O leitor
que ndo se sinta a vontade com estes podera consultar qualquer texto
basico de Analise Funcional, por exemplo [9].

111.2.31 Sejam (X, M, 1) um espaco de medida e E2 um espago de Hilbert, onde
notamos (w, z) 0 produto interno de dois vetores de E e [|w| = v/ {w, w) a
norma associada. Tem-se entdo que a correspondente norma || - ||2 do espaco
de Banach L?(X,E) é a associada a um produto interno deste espaco,
nomeadamente o definido por

(U1, [gl) = /X (@), g(2)) dpu(z),

para [f],[g] € L*(X, E). Em particular L?(X, E) com este produto interno,
gue é o que se considera implicitamente, € um espaco de Hilbert.

Dem: Notemos K, igual a R ou C, o corpo dos escalares de E. Se
f,g9 € Mens(X, E), sdo tais que [f],[g] € L*(X, E), vem topologicamente
mensuravel, por 11.2.9, a aplicagdo X — K, que a = associa (f(z), g(z)), €,
pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

[(f (@), 9@ < IF@)llg@)| < 1 @) + llg()]?

(para a segunda desigualdade, reparar que || f(x)]||lg(x)| € menor ou igual a
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uma das duas parcelas do segundo membro, nomeadamente a correspondente
ao maior dos dois numeros || f(z)] e ||g(z)l]), pelo que

/‘ D)l (@ /Wfﬂwu /w )P dp() < +oc,

e portanto a aplicacéo topologicamente mensuravel acima referida é mesmo
integravel. Verificamos agora facilmente que fica bem definida uma apli-
cacdo

L*(X,E) x *(X,E) — K,
(If1,1g) = ([f1. 1g]) = /X (f(z),9(x)) dp(z),

(isto é, que o integral ndo se altera quando se substitui f e g por aplicaces
topologicamente mensurdveis iguais quase sempre a estas) e que esta
aplicacdo € linear na primeira varidvel e antilinear na segunda e verifica a
condigo ([g], [f]) = ([f], [9]).125 Reparamos agora que

n%f/w )2 dpu(z) ¢/ )) dp() =
.00,

pelo que, uma vez que ja sabemos que a aplicacdo [f] — ||[f]l]> é uma
norma, concluimos que temos um produto interno, cuja norma associada é a
norma || - |j. O facto de termos um espago de Hilbert resulta de que j&
sabemos que L?(X, E), comanorma || - ||2, € completo. O

111.2.32 Como casos particulares muito frequentes na pratica, temos aqueles em
que o espago de Banach E é R ou C, com os produtos internos definidos
respetivamente por (a,b) = ab e por (a,b) = ab, casos em que obtemos
respetivamente as seguintes formulas para os produtos internos de L?(E,R)

e L*(E,C),
Dzéﬂmmwww»

=/fma5wm.
X

111.2.33 No mesmo espirito que em 111.2.14, no caso em que E é um espaco de
Hilbert e J é um conjunto, a norma || - || em ¢*(.J, E) provém de um
produto interno, nomeadamente o definido por

125No caso em que o corpo dos escalares é R, consideramos “antilinear” como sinénimo
de “linear”, tal como interpretamos, mais geralmente, o conjugado @ de um real a como
sendo o proprio a.
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(fr9) = (F(),90)),

=

e portanto ¢2(.J, E) é também um espaco de Hilbert.

Tendo em vista aplicagdes adiante, examinamos agora 0 modo trivial
como uma multiplicagdo continua envolvendo trés espagos de Banach
induz uma multiplicagdo continua envolvendo espacos do tipo L? corres-
pondentes. Comegamos, para isso, por uma aplicagdo simples da desigual-
dade de Holder, envolvendo fungdes positivas.

2.34 Sejam (X, M, u) um espago de medida e ¢,v¢: X — R, aplicagdes

mensurdveis e consideremos a correspondente aplicagdo mensuravel
e x : X — R,. Tem-se entdo
a)Sep>1,q>1er > 1sdonimeros reais tais que % +1= % tem-se

q
o x ¥llr < llllp % l2llq-
b) Tem-se
[l X Yllos < [llse X |9 ]loc-
c) Se p > 1 é um namero real, entdo
e x ¥llp < llelloo X [[01]p-

Dem: a) Tem-se p/r + q/r =1, em particular p/r > 1 e ¢g/r > 1 pelo que,

aplicando a desigualdade de Holder (cf. 111.1.17) as fungBes mensuraveis
x— p(x) ex — (x)", obtemos

[ @@y duto) <
< ([ wleryran@) " ([ @ uw)"

e portanto
I x vl = ([ (plapta)) duta >)”T <
< ([ otar du@) " ([ vy au@)" = el < 1ol

b) Uma vez que p(z) < ||¢|| quase sempre e (x) < |||« quase sempre,
tem-se p(z) x Y(x) < ||¢lle X [|%]l quase sempre, donde a desigualdade.

¢) O mais simples é talvez adapatar a demonstracdo de 111.2.18, que ndo é
mais do que o caso particular p = 1 do enunciado. Ora, sendo Y € M com
w(Y) =0 tal que ¢(z) <|¢|l« para cada z € X \Y, tem-se. para cada
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xeX\Y,
PP B < lellav(o)
donde
| w@u@rdne) = [ o) dut) <
X X\Y

< [ lelbta)y dutw) =
X\Y
_ P P
el /X B(e)P du(z)
eportanto

lo xwl = (| eyt du@) " < lelsloll D

111.2.35 Seja (X, M, p) um espaco de medida. Sejam F, G, H trés espacos de
Banach e & F x G — H uma aplicagdo bilinear continua, que encaramos
como uma “multiplicagdo”, notando, paracadaw € F e z € G,

wxz=¢&w,z) € H

(comparar com 11.2.9). Seja M >0 tal que, para cada y € F e z € G se
tenha ||£(y, 2)|| < M||yl|||z]. 126 Tem-se entdo:
a) Dadas aplicagdes topologicamente mensuraveis f: X — Feg: X — G, é
também topologicamente mensuravel a aplicagdo f x ¢g: X — H definida
por f x g(z)= f(x) x g(x) e fica entdo bem definida uma aplicacdo
bilinear

Mens(X,F) x Mens(X,G) — Mens(X, H)

(If], 1)) =[] x gl = [f < g].

b) Se p > 1, ¢ > 1er > 1 sdo nlmeros reais tais que £ + £ = I, obtém-se,
por restricao da aplicacdo bilinear em a), uma aplicagdo bilinear continua

(X, F)x LY(X,G) — L"(X,H),
que verifica
I1L£1 < [glll- < MUAN 9]l

c) Por restri¢do da aplicacdo bilinear em a), obtém-se uma aplicacdo bilinear
continua

126 existéncia de um tal M é um resultado bem conhecido de topologia (cf., por
exemplo [9]).
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L¥(X,F) x L(X,G) — L™(X,H),
que verifica
10£1 % [gllloo < M [fIllocll [9]]]oc-

d) Se p > 1 é um ndmero real, obtém-se, por restri¢do da aplicacdo bilinear
em a), duas aplicacdes bilineares continuas

L¥(X,F) x L"(X,G) — L’(X, H),
LP(X,F) x L™(X,G) — L’(X, H),

que verificam respetivamente

ILf1 > [glllp < MLl g,
11 [glllp < MIILfIIpN 91l

Dem: a) O facto de f x g: X — H ser topologicamente mensuravel ja foi
estabelecido em 11.2.9 e o facto de termos uma aplicacdo bem definida,
([f],lg]) — [f x g] resulta de que, se f(x) =f(z) quase sempre e
g(z) =G(x) quase sempre, entdo f(z) x g(z) = f(z) x g(x) quase sempre.
A bilinearidade da aplicaco referida é de verificacao trivial.

b) Temos uma consequéncia da alinea a) de 111.2.34, uma vez que, pondo

p(x) = |[f (@)l e y(x) = [lg(x)]l, vem

ILf /Ilf ) x g(x || /M’ )’)W:

= Mllex 9|, < Mllsoll 19y = MILf ]IIpH[ ]Hq~

¢) Temos uma consequéncia da alinea b) de 111.2.34, uma vez que, pondo
o(x) = [If(z)] e ¥(x) = |lg(x)], vem, para cada = € X

[ f(z) x g(z)]| < Me(z)p(z)
e portanto, quase sempre
1f (@) x g(z)|| < Mllp x Y]l < Mllpllcclltblloc = MIILf]llool[9]]]so-

d) Examinamos apenas a primeira restricdo referida, uma vez que a segunda
tem uma justificacdo andloga ou, alternativamente, resulta de aplicar a
primeira, considerando a aplicacdo bilinear G x F — H, (z,w) — &(w, 2).
Temaos, neste caso, uma consequéncia da alinea c) de 111.2.34, uma vez que,

pondo ¢ (x) = |[f(z)[| & ¢ (x) = ||9(33)|| vem

11 Gl = ([ 15 < a@?)" < ([ 322 otaputarr) -

= Ml x 9|, < Mllsolloollwl\p = M||[f ]Ilooll[ Mlp- O
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Exercicios

111.2.1 Mostrar que, apesar de em 111.2.5 termos apenas definido L*(X, E),
como espago vetorial normado, no caso em que p > 1, é possivel definir,
mais geralmente, mas apenas como subespagos vetoriais de Mens(X, F), 0s
espagos LP(X, E), com p > 0, pelo condicéo de os seus elementos serem as
classes de equivaléncia [f] tais que [ || f(2)||” du(z) < +oo.

Sugestdo: Utilizar e justificar a desigualdade (a + b)? < 2P(a? + b?), para
a>0eb>0.

111.2.2 Sejam .J um conjunto e £ um espaco de Banach.

a) Mostrar quese 1 < p < 400, entdo ¢(J, E) C £°(J, F) e, para cada
fett(J,E), | flle < Ifll, (reparar que temos uma incluséo no sentido
contrério ao da obtida, para os espagos L*(X, FE) e L*>(X, E), no caso em
que u(X) < +oo, em 111.2.23).

b) Deduzir de a) que, se 1 < p < ¢, tem-se ¢*(J, E) C £9(J, E) e, para cada
fe(X,E), ||fllg <I|fll, (reparar que temos uma inclusdo no sentido
contrério ao da obtida, para os espacos LP(X, FE) e L1(X, E), no caso em
que u(X) < 400, em 111.2.12). Sugestao: Ter em conta 111.2.24.

¢) No caso caso em que J é um conjunto finito com N elementos, mostrar
que os espagos ¢*(J, E), com 1 < p < oo, coincidem todos com o conjunto
de todas as aplicagbes f:.JJ — E e que as diferentes normas || - ||, séo todas
equivalentes. Para cada par destas normas encontrar constantes que permitam
majorar cada uma delas por um mdltiplo da outra.

111.2.3 &) Sejam (X, M, 1) um espaco de medida, £ um espaco de Banach e
1 <p<+4co. Sejam f,: X — E topologicamente mensuraveis, tais que
[fn] € LP(X, E) e que exista f: X — E topologicamente mensuravel com
fa(x) — f(z) quase sempre. Mostrar que, se a sucessdo dos elementos [f,]
for convergente em LP(X, E), entdo [f] € LP(X,E) e [f] é o limite em
L?(X, E) daquela sucessdo. Sugestdo: Ter em conta a alinea b) 111.2.9, no
€aso em que p < o0, e 111.2.22, no caso em que p = cc.

b) Considerando a medida de Lebesgue nos borelianos de R, dar um exemplo
de uma sucessdo de elementos de LP(R,R), com uma sucessdo de
representantes convergindo em todos os pontos para o representante de um
elemento de L?(R,R) e que ndo convirja neste espaco normado.

Sugestdo: O limite pode ser 0 e para fungBes pode-se tomar fungdes
indicatrizes de conjuntos convenientes.

c) Considerar no conjunto dos pares (n,i) € Z x Z, tais que n € N e
0 <i<mn, a ordem lexicografica usual e reparar que, como se verifica
facilmente, existe uma Unica bijecdo estritamente crescente £ de N sobre
aquele conjunto de pares. Para cada um daqueles pares (n,i), seja
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fini: R — R a funcdo indicatriz do intervalo [£, “£1]. Para cada k € N, seja

: R — R a fungdo fe;,). Mostrar que, para cada 1 < p < 400, a SUCessao
a0 Je(k) que, p

dos [fi] converge para [0] em LP(R,R) e que, apesar disso, ndo é verdade

que fr(x) convirja para 0 quase sempre.

Ex 111.2.4 Sejam (X, M, ;1) um espago de medida, E um espaco de Banach e
1< p,qg < +oo. Sejam f,: X — E topologicamente mensuraveis, tais que
[ful € L(X,E)NLY(X,E) e que existam [f]e L’(X,E) e [f]e
LY(X,E) com [f,] —[f] e [fa] — [f], em LP(X,E) e em L(X,E),
respectivamente. Mostrar que [f] = [}‘], em particular [f] pertence a
LP(X,E)N LY(X, E). Sugestdo: Ter em conta a alinea b) 111.2.9 e 111.2.22.

Ex 111.2.5 (]|¢o|| oo cOMO um limite) Seja (X, M, ) um espago de medida e seja
©: X — R, uma aplicagdo mensuravel.
a) Se ||¢|l =0, reparar que se tem trivialmente ||¢|, =0, para todo o
0<p<+o0.
b) Se |||l = 400, mostrar que

Jtimlell, = +oo.
Sugestdo: Fixado R > 0, considerar o conjunto Y dos pontos z € X tais que
o(x) > R+ 1, reparar que u(Y') > 0, mostrar que

lell, = (R + 1)pu(Y)"?

e concluir que, para p suficientemente grande, ||¢|, > R.
€) Se 0 < [|¢|lo < +00e u(X) < 400, mostrar que, como em a) e b),

im lelly = flelloc-

Sugestdo: Mostrar, por um lado, que, para cada p,

llelly < llllocp(X)'7,

onde x(X)Y? — 1, e, por outro lado, fixado § > 0, considerar o conjunto Y
dos pontos = € X tais que ¢(z) > [|¢|lx —6/2, reparar que u(Y) >0,
mostrar que

el > (lellee — 6/2)u(Y)?

e concluir que, para p suficientemente grande, |||, > ||l — 6.

c') Suponhamos, como em c), que 0 < ||¢]lo < +oo mas, em vez da
hipétese u(X) < +o0, suponhamos a existéncia de 0 < r < +oo tal que
lle]l» < +oo. Mostrar que, ainda neste caso,

Jim elly = ¢l

Sugestdo: Considerar uma nova medida y/, ja com p/(X) < +oo, definida
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por
W (A) = /A (@) dulz),

assinalar com uma linha as normas relativas a esta medida, mostrar que
lells = llelleo (utilizar a Gltima observacdo em 11.1.28) e reparar que, para
cada p > r,

p=r
el = (lelly-r) 7

Ex 111.2.6 a) Seja (X, M, u) um espaco de medida com p(X) = 400 € seja
E # {0} um espaco de Banach. Mostrar que St(X,E) ndo é denso em
L>*(X, E) (comparar com I111.2.26). Sugestdo: Considerar uma aplicacéo
f: X — E de valor constante w # 0.

b) Seja (X, M, u) um espago de medida com u(X) < +oco € seja E um
espaco de Banachde dimensdo finita. Mostrar que St(X, E) é denso em
L>*(X, E). Sugestdo: Ter em conta o exercicio 11.2.10.

Ex 111.2.7 (Lema de Riemann-Lebesgue) Sejam E um espaco de Banach,
a € Rfixadoe f: R — E uma aplicacdo integravel.
a) Mostrar que se pode definir uma aplicagéo p: R — E por

- / F(s)sin(ts + a) ds
R

equesetem lim p(t) = 0.
t—o00

Sugestdo: Comecar por estabelecer o resultado, calculando efetivamente o
integral, no caso em que f é o produto por um vector de £ da fungdo
indicatriz de um intervalo |b,c], com b < ¢ em R, e deduzir dai que o
resultado € ainda véalido no caso em que f é uma aplicacdo simples de
intervalo, isto é, uma aplicacdo S-simples, onde S é o semianel dos
intervalos daquele tipo. Utilizar entdo o teorema de densidade em 111.2.30
para concluir o resultado para uma aplicagdo integravel f arbitraria.

b) Deduzir de a) que se tem também tILnowo ¥(t) = 0, onde

= / f(s)cos(ts + a)ds.
R

Sugest&o: Reparar que cos(ts + a) = —sin(ts + a + ).

c) Deduzir de a) e b) que, no caso em que E é um espaco de Banach
complexo, a transformada de Fourier ?: R — F de f, definida no exercicio
11.6.5, verifica a condicdo ylijgo?(y) = 0, conclusdo que complementa a da

alinea a) do referido exercicio.
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83. Decomposicdo de Lebesgue e teorema de Radon-Nikodym.

[11.3.1 Dado um espaco de medida (X, M, ), diz-se que uma nova medida
1: M — R, é p-absolutamente continua se se tem 7i(A) = 0 para cada
A € M tal que u(A) = 0.127

111.3.2 Seja (X, M, ) um espago de medida. Relembremos que, como vimos
em 11.1.22, a cada funcio mensuravel p: X — R fica associada uma nova
medida (., definida na mesma o-algebra M por

i) (A) = /A oya(@) dpya(z) = /X (@)L (z) du(x)

a qual é p-absolutamente continua.

111.3.3 Seja (X, M, ) um espaco de medida o-finito. Tem-se entéo:

a) Se ¢: X — R, € uma fungdo mensuravel, entdo a correspondente medida
[i(p): M — R, é também o-finita.
b) Sejam ¢,¢: X — R, duas funcbes mensuraveis. Tem-se entdo
) (A) < pyy(A), para todo 0 A€ M se, e sO se, p(x) <1p(x) quase
sempre.
¢) Em particular, tem-se 1.,y = j1(y) S, € SO se, p(x) = 1)(x) quase sempre,
isto &, [p] =[] em Mens(X,R).
Dem: Vamos dividir a demonstracéo em varias partes:
1) Vamos mostrar que, se ¢: X — R, é uma funcdo mensuravel, entdo a
medida p(,): M — R é o-finita.

Subdem: Seja (X);e; uma familia contavel de conjuntos de M com
u(Xj) < +ooe X =JX; Paracadaj e Jen €N, seja X;, € M,

Xjn=A{z € X; [ p(x) < n}.

Tem-se entdio que X € a unido da familia contavel dos conjuntos X, j € J
en € N, para os quais se tem

(i) = [ p@)ante) < [ naute) = nu(X50) < nn(X;) < +oc
0 que mostra que s, é efetivamente o-finita.
2) Suponhamos que ¢,1: X — R, sdo aplicagbes mensurdveis tais que
o(x) < ¢(x) quase sempre. Mostremos que, para cada A € M, tem-se
1) (A) < pi) (A).

127para uma explicacio para este nome, ver a conclusdo do exercicio 1.2.6, valida com a
restricdo de a medida 7z ser finita.
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Subdem: Para cada A € M, tem-se
e(x)Iy(x) < P(x)la(x)

quase sempre, donde

o) (A) = /X (@)L (z) du(x) < /X P(a() du(z) = ) (A).

3) Suponhamos, reciprocamente, que, para cada A € M, gy (A) < puy (A).
Vamos mostrar que () < ¥ (x) quase sempre.

Subdem: Uma vez que ja verificamos que 1, é o-finita, consideremos
uma familia contavel (Ay)recx de conjuntos A, € M com i) (Ax) < +ooe
JAr = X.Paracada k € K, seja B, € M,

By =A{z € A [¢(z) < p(2)} = {z € A | (z) — () > 0}

Tem-se entao
() du(a) < / (@) due) = i (Be) < ooy (Ar) < 450,
By By,

0 que mostra que as restricdes a By, das funcdes o e ¢ sdo integraveis, como
fungdes B, — R. Mas, por hipotese,

/Bwodu(x) (B < (B = [ () an
e portanto tem-se mesmo
[ v dute) = / ol du(e),

Uma vez que (z) < ¢(z), para cada = € By, deduzimos de 11.2.44 que se
tem ¢ (x) = ¢(x) quase sempre em By, 0 que implica que se tem u(By) = 0.
Podemos agora considerar B = | J By, tendo-se B € M, u(B) =0 e, para
keK

cada z € X \ B, tem-se = € A; \ By, para algum k, donde ¢(x) < ¢(z).
Ficou assim provado que ¢(z) < ¢(x) quase sempre.

4) O que vimos em 2) e 3) prova a conclusdo de b). Para provarmos c) basta
agora termos em conta b) e o facto de se ter 1,y = () S€, € sO se, para cada

A€M, pp)(A) < 1) (A) € py)(A) < pp)(A) e de se ter o(z) = (x)
quase sempre se, e so se, p(z) < 1(x) quase sempre e ¥ (z) < ¢(x) quase
sempre. O

O lema que apresentamos em seguida, e que se baseia numa ideia
utilizada numa demonstragdo no livro de Rudin [10], mostra que para
cada medida o-finita pode-se encontrar uma fungdo mensuravel estrita-
mente positiva cuja medida associada seja finita. Ele pode ser util em
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situacdes em que se pretende generalizar as medidas o-finitas resultados
conhecidos para as medidas finitas (cf., por exemplo as demonstracdes
dos resultados 111.3.9 e 111.7.26 adiante).

111.3.4 (Lema de Rudin) Seja (X,M,u) um espaco de medida o-finita. Existe

entdo uma medida finita p: M — R, e uma funcdo mensuravel
p: X —0,+o00[ tais que p' = ju(,, tendo-se entdo, para cada A € M,
w(A)=0se,esdsepu(d)=0.

Dem: Podemos ja afastar o caso trivial em que a medida . € mesmo finita,
caso em que tomamos simplesmente 1/ = i e para p a funcdo de valor
constante 1. Seja (X;);c; uma familia contavel de conjuntos de M com
p(X;) < 400 e com unido igual a X, podendo ja supor-se, pelo lema 1.2.11,
que estes conjuntos sdo disjuntos dois a dois. Uma vez que u(X) #0, e
portanto os £.(X;) ndo podem ser todos nulos, podemos também supor que se
tem p(X;) > 0 para cada j, se necessario substituindo um dos X ; de medida
ndo nula pela sua unido com todos aqueles que tém medida nula e deixando
entdo de considerar estes ultimos. Consideremos uma familia (6;);c; de
nameros 6, >0 tal que ) 6; <1 (cf. o lema 1.3.10) e definamos uma

jeJ

aplicagéo mensuravel p: X — ]0, 400 pela condigéo de se ter p(z) = M(‘S—)b
para cada z € X;. Considerando a medida 1/ = pi(,): M — R, tem-se
W' (A) =0, sempre que A € M verifica M(A) = 0evem

W) = [ plo) > e =8 <1

0 que mostra que ' € uma medida finita. Por fim, se p/(A) = 0, vem

0= / ple) dpu(z) = /X Ly(z)p() du(z),

o0 que implica que T4(x)p(x) =0 quase sempre, donde, por ser p(z) > 0,
u(A) =0. O

3.5 Seja (X, M) um espago mensuravel. Diz-se que duas medidas p e fi,
definidas em M, sdo mutuamente singulares, ou que 7 é wu-singular, se
existir Be M com u(B) =0 tal que n(X\ B)=0. Repare-se que,
considerando X \ B no lugar de B, constatamos que 7 e x S0 entdo também
mutuamente singulares, e portanto y é fi-singular.

Se (X, M, 1) € um espago de medida e 7i: M — R, é uma segunda medida,
chama-se decomposicdo de Lebesgue de i (relativamente a p) a um par
ordenado de medidas (fi,, %), definidas em M, tal que fi, seja u-absolu-
tamente continua, 7, seja p-singulare i = 1, + ..

111.3.6 Repare-se que a medida identicamente nula i = 0 é simultaneamente

u-absolutamente continua e p-singular (tomar B = ()). Reciprocamente, se
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uma medida 7z é simultaneamente pu-absolutamente continua e w-singular,
entdo i = 0.

Dem: Sendo B € M com u(B)=0¢e (X \ B) =0, tem-se fi(B) =0, e
portanto

i(X) = i(B) + i(X \ B) = 0. .

111.3.7 (Unicidade da decomposicdo de Lebesgue) Sejam (X, M, ) um

espaco de medida e (7, /i) uma decomposi¢ao de Lebesgue de uma medida

fi:M —R,. Sendo Be M tal que u(B)=0 e i (X \ B) =0, tem-se
entéo, paracada A € M,

fi,(A) = p(A\ B), 7, (A) =n(ANB).

Em consequéncia, se (fi,,f,) € (fi,,7i,) sdo duas decomposi¢cdes de
Lebesgue duma mesma medida i: M — R, entdo fi, = i/, € i, = fi..
Dem: O facto de fi, ser p-absolutamente continua implica que i, (B) = 0.
Para cada A € M, A é a unido dos conjuntos disjuntos AN Be A\ B que
pertencem a M e estdo respetivamente contidos em B e em X\ B, em
particular verificam i,(ANB) =0 e ,(A\ B) =0, e portanto, por ser
= i, + [i,, vem

fa(A) = [, (AN B) + i, (A\ B) = [i,(A\ B) + [i,(A\ B) = i(A\ B),
fis(A) = B,(AN B) + ii,(A\ B) = [i,(AN B) + [i,(AN B) = i(AN B).

No caso em que (f,, i) € (Mfl,ﬁ;) sdo duas decomposicOes de Lebesgue
duma mesma medida 7i: M — R,, podemos considerar B, B’ € M com
w(B)=0, w(B)=0, i,(X\B)=0 e . (X\B)=0 e entdo, sendo
B" = BU B, tem-se ainda u(B") =0, i,(X\ B")=0e i, (X\ B") =0
pelo que, pelo que vimos atrés, para cada A € M

7,(A) = A(A\ B') = i, (A),
o (4) — AR B — 74, O

Seguindo o caminho atribuido a von Neumann em [10], vamos agora
provar, no contexto das medidas o-finitas, a0 mesmo tempo a existéncia
de uma decomposicao de Lebesgue e o teorema de Radon-Nikodym, que
garante que as medidas p-absolutamente continuas séo apenas as da forma
H(p), COM ©: X — R, mensuravel. Comegamos por examinar o caso em
que as medidas envolvidas s&o mesmo finitas.

111.3.8 (Lema — O caso particular das medidas finitas) Seja (X, M, u) um
espago de medida com p(X) < 4oc0. Seja fi: M — R, uma medida tal que
A(X) < 4o00. Tem-se entdo:

a) (Lebesgue) Existe uma decomposicdo de Lebesgue (ii,,7,) de fi,
relativamente a ., necessariamente Gnica, por 111.3.7.
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b) (Radon-Nikodym) No caso em que i ¢ pu-absolutamente continua, existe
uma aplicagdo mensuravel o: X — R, tal que ii = pi ).

Dem: Vamos dividir a demonstra¢do em varias partes:

1) Notemos 7i: M — R, a medida &t = i + p. Tem-se i(X) < +0c0 e, para
cada A € M, i(A) <7(A) e, sei(A) =u(A), entdo u(A) = 0.

Subdem: O facto de se ter 7z(X) < +oo resulta de ser p(X) < 400 e
1(X) < +o0. Para cada A € M, a igualdade i(A) = fi(A) + p(A) implica
que i(A) < (A) e que, se i(A) = T(A), entdo u(A) = 0.

2) Vamos mostrar a existéncia de uma fung¢@o mensuravel ¢: X — R, com
[Y] € L2(X,R) C LL(X,R) (cf. 11.2.12, onde o indice 7 indica qual a
medida que se considera) tal que, para cada [h] € L%(X7 R) C L%(X, R),

/M@mm=/¢mmmmw,
X X

em particular, para cada A € M,

Amz/ymmmw

Subdem: Tendo em conta I11.2.31, consideremos o espago de Hilbert
real L2(X,R), das classes de equivaléncia [h], com h: X — R mensuravel e

JxIh(z)|? dfi(z) < 400, com o produto interno definido por
(L) = [ ho)Tte) dia).

Para cada [h] € L%(X,R), podemos escrever, tendo em conta a desigualdade
de Cauchy-Schwarz!28,

/le /m|w /m | x 1dpa(z) <
< )l Il = B! A

em particular h ¢ integravel relativamente a medida 1i e

{memmngémwmmwsmmﬂmm.

Fica assim bem definida uma aplicagdo linear continua &: L%(X ,R) — R por

6@D=AM@@@)

Pelo teorema da representacdo de Riesz, sobre funcionais lineares continuos

1280u, 0 que é 0 mesmo, a desigualdade de Hélder para os expoentes conjugados p = 2 e
q=2.
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num espagco de Hilbert, vai existir [g] € L2(X,R) C LL(X,R) tal que, para
cada [h] € L7 (X, R), &([h]) = ([g], [1]), isto €

/X h(z) dp(z) = / o(z) h(z) di(z).

X

Para cada A € M, podemos tomar na igualdade anterior
_ 00 2
[h] = [La] € L7 (X,R) C L3(X,R)

e obtemos
i) = [ o) dn(o)

Apesar de a funcdo mensuravel g: X — R poder tomar valores menores que
0, notando A’ € M o conjunto dos = € X tais que g(x) < 0, vemos que

0<A(A) = [ ge)dnta) < [ 0dptz) <o
donde [, g(z)dp(x) = [, 0df(z) o que, por 11.2.44, implica que g(z) =0
z-quase sempre em A’, isto é, z(A") = 0. Podemos assim definir uma nova
fungdo mensuravel ¢: X — R, por

0, sex e A

Plz) = {g(m), sex ¢ A

para a qual se tem v(xz) = g(x) quase sempre, pelo que v verifica as
propriedades enunciadas.

3) Consideremos uma funcdo mensuravel ¢: X — R, verificando as condi-
¢Oes enunciadas em 2) e notemos B = {x € X | ¢(z) > 1}. Tem-se entéo
BeMepu(B)=0.

Dem: Uma vez que 1 < ¢(z), para cada « € B, podemos escrever

f(B) = / 1dp(z) < /B () dfi(x) = A(B)

e portanto, por ser f(B)=p(B)+ p(B), com g(B) < 4oo, vem
u(B) = 0. _
4) Podemos definir medidas 7, ji,: M — R por

fi,(A) = p(A\ B), [i,(A) =p(ANB),

tendo-se que i = fi, + [, e [, é p-singular.

Subdem: A verificagdo de que 1, e i, sdo efetivamente medidas pode
ser feita facilmente de modo direto, mas podemos também reparar que néo
temos mais que as medidas imagem direta das restri¢des de ji aos conjuntos
mensurdveis X \ B e B pelas inclusdes destes conjuntos em X (cf. 1.5.13).
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Para cada A € M, A é a unido dos conjuntos mensuraveis disjuntos A \ B e
AN B, pelo que

A(A) = i(A\ B) + A(AN B) = i,(4) + i, (A).

O facto de i, ser p-singular, resulta de se ter u(B) =0e
A(X\ B)=7a(0) = 0.

5) Seja p: X — R, a funcdo mensuravel definida por

(@)
o(x) = o ST é B
0, sexeB

Vamos mostrar que se tem fi, = ju(,), 0 que mostrar, em particular, que fi,,

é u-absolutamente continua e terminard a prova de a).
Subdem: Tendo em conta o facto de se ter @ = ji + 1, a concluséo de
2) diz-nos que, para cada [h] € L2(X, R),

/X h(z) dp(z) = /X () hiz) daz) + /X () h(z) du(x)
portanto
/ (1 - 9(x)) h(x) dp(z) = / () h(z) du(z).
X X

Fixado A € M podemos, para cada n € N, tomar na igualdade anterior para
h: X — R, afungdo mensuravel definida por

1—yp(x)"
W)= { Tow ETEANB
0, sex ¢ A\ B

para a qual se tem [h] € L%(X, R), uma vez que paracadax € A\ B

_ 1—y@)"

h(l')— 1_¢(-7J) :1+¢(m)+...+w(x)'rz—1§n.

Obtemos entdo

[ 1—v@rdne) = [ @)1= v dut)

A\B A\B

e portanto, uma vez que, par cada = € A\ B, 0s 1 — ¢(x)™ constituem uma
sucessao crescente convergente para 1, o teorema da convergéncia monétona
e o facto de ser yi(,) (AN B) < ) (B) = 0 implica que



83. Decomposicdo de Lebesgue e teorema de Radon-Nikodym 275

A =AA\B) = [ 1di) = [ g du(e) =
A\B A\B
@) (A\ B) = 1) (A\ B) + pp) (AN B) = ) (A).

6) Para justificar b), basta atender a igualdade 7, = 1), reparando que, se
11 é p-absolutamente continua entdo a decomposi¢do de Lebesgue de i é a
definida por i, = i e fi, = 0. O

111.3.9 (O caso geral das medidas o-finitas) Sejam (X, M) um espaco de

mensuravel e y, fi: M — R, duas medidas o-finitas. Tem-se entdo:
a) (Lebesgue) Existe uma decomposicéo de Lebesgue (%, fi,) de 7, relativa-
mente a ., necessariamente Unica, por 111.3.7.
b) (Radon-Nikodym) No caso em que i é pu-absolutamente continua, existe
uma aplicagdo mensuravel p: X — R, tal que i = py).
Dem: Tendo em conta o lema de Rudin em 111.3.4, podemos considerar duas
medidas finitas M' oM — R+ e p,p: X — 10, +oo[ aplicagcbes mensura-
veis tais que u' =y, e o = Mz, tendo-se entdo, para cada A € M,
w(A)=0seesose u(A)=0em (A) =0se esose ji(A) =0.
a) Aplicando a alinea a) de 111.3.8, deduzimos a existéncia de uma medida
w'-absolutamente continua 7i,: M — R, e de uma medida u/'-singular
i:M— R, tais que, para cada AeM, 7'(A)=q.(A)+7.(A).
Consideremos as medidas fi,, ii,: M — R, definidas por

A = [ o), m) = [ s dil

Ha 4 p(@) Halr Hs 4 P(x) Hke

Se A € M verifica u(A) = 0, tem-se também 1/(A) = 0, donde 7}, (A) = 0,
o que implica, por definicdo, que 7i,(A) = 0. Provdmos assim que a medida
1, é p-absolutamente continua. Seja agora B € M, com u/(B) = 0, tal que
. (X \ B) = 0. Tem-se entdo u(B) =0 e

I R
RB) = [ oo dil@ =0

0 que mostra que zi, é p-singular. Uma vez que para cada A € M

i, (A) + 7 (A) = / — dji /Aﬁdﬁ;(ﬂcﬁ
-/,
-7

5@ dpi, (x) +

1 1
S Al + ) @) = / s dil ) =
1 N

@) p(x) dii(z) = fi(A),

concluimos que (f,, ii,) é efetivamente uma decomposi¢do de Lebesgue de
7t relativamente a p.
b) Suponhamos agora que 7 é p-absolutamente continua. Tem-se entdo que
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i’ é u'-absolutamente continua, visto que, se A € M verifica p/(A4) = 0,
entdo p(A) = 0, donde fi(A) = 0, e portanto 7i'(A) = 0. Aplicando a alinea
b) de I11.3.8, deduzimos a existéncia de uma aplicagdo mensuravel
¢ X — R, tal que i’ = 14,7~ Considerando entdo a aplicacdo mensuravel

¢: X — R, definida por

vemos que, para cada A € M,

o) = [ et@yauto) = [ 28 pwyante) = [ 28 aytia) -

4 P(x) 4 P(x)
! = [ L3 x)di(z) =i
| 5t @) = [ =5 dite) = (),

0 que mostra que se tem efetivamente i = (). O

S

Exercicios

Ex 111.3.1 Seja A a medida de Lebesgue nos borelianos de R. Seja A C R um
boreliano ndo contavel, mas com A(A) = 0 (para um exemplo, ver a alinea
d) do exercicio 1.4.10 ou considerar o conjunto de Cantor C no exercicio
1.4.11). Seja (v, ).cr @ familia de elementos de R, definida por

o — 1, sexcA
710, sex¢ A

e seja i a restricdo aos borelianos de R da medida associada a esta familia
pelo método descrito em 1.2.14, isto é, a definida por

i(B) = Z Qg

z€B
Verificar que a medida 7z é A-singular, mas ndo é o-finita.

Ex 111.3.2 Seja A a medida de Lebesgue nos borelianos de R. Seja f:R — R a
fungdo crescente e continua a direita definida por

fl@)=2"+n,

para cada = € [n,n+ 1[ (n € Z) e seja p; a medida de Lebesgue-Stieltjes
nos borelianos de R associada a f. Determinar a decomposicdo de Lebesgue
de uy como soma de uma medida A-singular com uma medida A-absoluta-
mente continua, assim como uma funcdo mensurdvel ¢: R — R, tal que a
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parcela ;-absolutamente continua seja igual a A y,).
Sugestdo: Lembrar 11.3.11.

Ex 111.3.3 Sejam (X, M) um espago mensuravel e p, s e 1 trés medidas
definidas em M tais que y; e & sejam mutuamente singulares e uy € i Sejam
mutuamente singulares. Mostrar que p; + e € i S80 mutuamente singulares.

84. Medidas de Radon em localmente compactos.

A medida de Lebesgue nos borelianos de R”", que encontrdmos atrds na
sec¢do 5 do capitulo Il, tem algumas propriedades topoldgicas impor-
tantes que néo tivémos ainda a ocasido de examinar. Constata-se que essas
propriedades sdo validas em contextos mais gerais, em que, no lugar R",
podemos considerar um espaco topol6gico localmente compacto, sepa-
rado e de base contavel e, no lugar da medida de Lebesgue, podemos
considerar uma classe importante de medidas, as medidas de Radon. E
nesse contexto mais geral que nos colocamos nesta secgao.

O leitor que quiser evitar o grau de generalidade em que nos colocamos
podera considerar que o0 espaco topoldgico é um aberto de R™ ou, mais
geralmente, de um espago vetorial de dimensdo finita, situagdo que cons-
titui um dos exemplos mais importantes de aplicag¢do. Ficara, no entanto,
impedido de aplicar o que vai ser estudado a situagdes igualmente
importantes, como o caso das curvas e superficies e, mais geralmente, das
subvariedades de dimensdo m de um espaco vetorial de dimensao n.

111.4.1 Seja X um espaco topoldgico localmente compacto, separado e de base
contavel e seja By a o-algebra dos borelianos de X. Vamos chamar medida
de Radon sobre X a uma medida u: Bx — R, tal que u(K) < +oo, para
cada compacto K C X.129

111.4.2 (Caracterizacao alternativa das medidas de Radon) Seja X um espaco
topoldgico localmente compacto, separado e de base contavel e seja Bx a
o-algebra dos borelianos de X. Uma medida p: Bx — R, é uma medida de
Radon se, e s6 se, para cada x € X, existe uma vizinhanga V' de x com
w(V) < 400 (condicdo que se costuma exprimir dizendo que p é uma
medida localmente finita).

Dem: Toda a medida de Radon é localmente finita, uma vez que, para cada
x € X, podemos considerar uma vizinhanga compacta V' de x, a qual vai
portanto verificar a condi¢do (V) < +oo. Suponhamos, reciprocamente,

1291guns autores, como Halmos [6], usam em vez de “medida de Radon” a designagéo
“medida de Borel”. Note-se também que a definicdo de medida de Radon poderia ter sido
dada sem a exigéncia do espago ter base contavel, mas essa exigéncia vai importante para
a maioria dos resultados que vamos estabelecer.
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que a medida p € localmente finita e consideremos um compacto K C X
arbitrario. Para cada z € K, existe assim uma vizinhanca V, de = com
(Vi) < +oo. Uma vez que a familia dos interiores int(V,,) constitui uma
cobertura aberta de K, a propriedade das coberturas dos compactos implica a
existéncia de uma parte finita J de K tal que K esteja contido na unido dos

int(V,,) com z € J, em particular K C |J V,, o que implica que
zeJ

p(K) <D p(Ve) < +o0.

zelJ

Ficou assim provado que ;. € uma medida de Radon. O

4.3 (Exemplos) a) A medida de Lebesgue A nos borelianos de R ou, mais

geralmente, a medida de Lebesgue A, nos borelianos de R™, é uma medida
de Radon (cf. a alinea a) de 11.5.4, uma vez que 0s compactos séo limitados).
Do mesmo modo as medidas de Lebesgue-Stieltjes A, nos borelianos de um
intervalo aberto ndo vazio J, (cf. 1.4.11) sdo medidas de Radon, uma vez que
qualquer compacto contido em J estd contido num intervalo semiaberto com
extremidades em J.

b) Se X é um conjunto contavel, sobre o qual consideramos a topologia dis-
creta, X é um espago topoldgico localmente compacto, separado e de base
contavel, a o-algebra dos borelianos é constituida por todos os subconjuntos
de X e a medida de contagem v é uma medida de Radon sobre X (uma vez
que 0s compactos sdo finitos).

11144 Em geral, se u:Bx — R, é uma medida de Radon sobre o espaco

topolégico localmente compacto, separado e de base contavel X ese Y C X
€ um subconjunto aberto ou um subconjunto fechado de X, entdo Y, com a
topologia induzida, é também um espaco topoldgico localmente compacto,
separado e de base contavel e a restricdo de p a o-algebra By = By y dos
borelianos de Y é uma medida de Radon sobre Y.

Examinamos em seguida um resultado sobre a regularidade das medidas
de Radon nos espacos topoldgicos localmente compactos, separados e de
base contavel. Comegamos por examinar um lema onde estabelecemos
duas propriedades dos espacos topoldgicos localmente compactos e sepa-
rados que teremos ocasido de aplicar adiante.

111.4.5 (Lema topoldgico) Sejam X um espago topoldgico localmente compacto

e separado e U um aberto de X. Tem-se entdo:
a) Se K C U é um compacto, entdo existe um aberto U’ e um compacto K’
tais que

KcU CK' cU.

b) Se X é de base contavel, entdo existe uma sucessdo crescente de compac-
tos K, cU (K, C K1, para cada n € N), tal que U seja a unido dos
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interiores dos K, em particular, U = |J K,.

Dem: a) Para cada x € K, seja C, uma vizinhanca compacta de z tal que
C, C U e seja U, o interior de C. Os conjuntos U, sdo portanto abertos de
X cuja unido contém K pelo que a compacidade de K garante a existéncia
de uma parte finita J de K tal que K esteja contido na unido finita dos U,
com z € J. Chamando U’ a essa unido, U’ vai ser um aberto de X contendo
K, que esta contido num compacto K’ de X contido em U, a saber, a unido
finitados C,, comz € J.

b) Seja (U,,)nen Uma base contavel de abertos de X. Seja J C N o conjunto
dos n € N tais que exista um compacto K/, com U,, C K/, C U e, para cada
n € J, escolhamos um compacto K, nas condicBes anteriores. Para cada
n € N, consideremos o compacto contido em U,

K,=J K,

meJ
m<n

(unido finita de compactos, eventualmente vazia). Por construcdo, os K,
constituem uma sucessdo crescente de compactos contidos em U e a unido
dos interiores dos K, é U, uma vez que, para cada x € U, podemos
considerar uma vizinhangca compacta C' de = contida em U, e portanto um
indice n € N tal que =z € U,, C int(C), o que implica que n € J, e portanto

reU, CK,CK,,
em particular x é interior a K. O

111.4.6 (Regularidade das medidas de Radon) Sejam X um espago topoldgico
localmente compacto, separado e de base contdvel, Bx a o-algebra dos
borelianos de X e ;: X — R, uma medida de Radon. Tem-se ent3o:

a) A medida . é o-finita;

b) (Regularidade exterior) Para cada boreliano A € By, u(A) é o infimo
dos p(U), com U aberto de X com A C U;

c) (Regularidade interior) Para cada boreliano A € Bx, u(A) é o supremo
dos u(K'), com K compacto de X com K C A.

d) (Variante de b) e c)) Para cada boreliano A € Bx e cada 6§ > 0, existe um
aberto U D Aeum fechado C C Ataisque u(U \ A) < deu(A\C) <é.
Dem: Vamos dividir a demonstra¢do em vaérias partes, cada uma com a sua
demonstracéo:

1) Tendo em conta a alinea b) do lema 111.4.5, X é unido de uma familia de
compactos (K,).eny que, por definigdo, verificam u(K,) < +oo, 0 que
mostra que a medida y é o-finita, e temos a conclusdo de a).

2) Vamos mostrar que, para cada aberto U C X, pu(U) é o supremo dos
w(K), com K compacto de X tal que K c U.130

1300u seja, a propriedade c) é verificada no caso em que o boreliano A é um conjunto
aberto.
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Subdem: Uma vez que, para cada compacto K C U, u(K) < u(U),
tudo o que temos que mostrar é que, para cada a < u(U), existe um
compacto K C U tal que p(K) > a. Ora, tendo em conta o lema 111.4.5,
podemos considerar uma sucessdo crescente (K,),ey de conjuntos
compactos de unido U. Resulta entdo da alinea 5) de 1.2.12 que lim
w(K,) = p(U), pelo que existe n tal que p(K,,) > a, como queriamos.

3) Podemos definir uma medida exterior p*: P(X) — R, (cf. 1.4.1) pondo,
para cada conjunto A C X, p*(A) igual ao infimo dos u(U), com A C U
aberto de X. Para cada aberto V' de X, tem-se p*(V) = u(V).131

Subdem: Se V' é um aberto de X, tem-se, para cada aberto V C U,
w(V) < u(U), pelo que p*(V) = u(V), uma vez que o infimo vai ser um
minimo. Em particular p*(@) =0. Se AC B, o facto de se ter
1 (A) < p*(B) resulta de todo o aberto que contenha B também conter A.
Resta-nos mostrar que se (A;),c; € uma familia contavel de subconjuntos de
X, entédo

(U A) <D oAy,

jedJ jedJ

para 0 que podemos ja supor que o segundo membro é finito, e portanto
também 1" (A;) < +oo, para cada j. Seja é > 0 arbitrario. Tendo em conta o
lema 1.3.10, podemos considerar, para cada j € J, 6, >0 com ) §; < 6.
Para cada j, seja U; um aberto, com A; C U; e u(U;) < pu*(A;) + 6;. Tem-se
entéo que (JU; € um aberto de X com JA; C [JUj, pelo que

w(JA) <pU) <D mU) <Y (0 (A) +6) < D u(A) +6

jed jeJ jeJ jeJ jeJ
0 que, tendo em conta a arbitrariedade de 6, implica que se tem efetivamente

w(JAy) <D w Ay,

jes jes

4) A restricdo de " & o-algebra By dos borelianos de X é uma medida.

Subdem: Tendo em conta a alinea a) de 1.4.5, tudo o que temos que
mostrar é que a o-algebra dos conjuntos p*-mensuraveis contém a dos
borelianos, para o que bastara mostrar que, se U é um aberto arbitrério de X,
U é p*-mensuravel, ou seja, que se U C X é aberto e A C X é um conjunto
arbitréario, entéo

8 WHANT) + i (A\U) < " (A),

ja que a desigualdade oposta resulta de A ser a unido de ANU com A\ U.
Tendo em conta a defini¢do de p*(A) como um infimo, para provarmos (1)
basta mostrarmos que, para cada aberto V' O A, se tem

131para provarmos b), o que temos assim que mostrar & que u*(A) = u(A), para cada
boreliano A.
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2 p(ANU) +p (A\U) < p*(V),

e, atendendo a que se tem entdo p*(V) = u(V), u*(ANTU) < p*(VNU)
=u(VNU)ep (A\U) < pu*(V\U), para provarmos (2) sera suficiente
mostrarmos que, quaisquer que sejam os abertos U e V de X,

®3) p(VNU)+p (VAU) < p(V),

A igualdade (3) é trivial se (V) = 400, pelo que podemos ja supor que
w(V) < 400, e portanto também p(V NU) < oo e p*(V \U) < +o0, por
VNU e V\U estarem contidos no aberto V', caso em que (3) se pode
escrever na forma equivalente

(4) p(VNU) <p(V)—p (VD).

Tendo em conta a conclusdo da parte 2), para mostrarmos (4), basta
mostrarmos que, para cada compacto K ¢ VN U,

®) p(K) <p(V) =@ (VAU).

Seja 6 > 0 arbitrario. Aplicando, mais uma vez, a conclusdo de (2), agora ao
aberto V'\ K, que contém V" \ U, concluimos a existéncia de um compacto
K' c V\ K tal que

W(K') > w(V\K) =8> @' (V\U) - §
e,umavezque KNK'=0e KUK’ CV, obtemos
u(V) > w(K UK') = p(K) + u(K') > u(K) + 5" (V\ U) — 6
donde, pela arbitrariedade de 6,
u(V) = p(K) +p(VAU)

e temos a desigualdade (5), como queriamos.
5) Para cada boreliano A de X, tem-se p(A4) < p*(A).

Subdem: Para cada aberto U de X, com A C U, tem-se p(A4) < u(U)
pelo que, tendo em conta a definicdo de u*(A) como um infimo, tem-se
efetivamente p(A) < p*(A).

6) Seja A € X um boreliano tal que A C K, para algum compacto K C X.
Tem-se entdo p(A) = p*(A).

Subdem: Suponhamos, por absurdo, que isso ndo acontecia ou seja,
tendo em conta a conclusdo de 5), que u(A) < p*(A). Tendo em conta a
alinea a) do lema I11.4.5, podiamos considerar um aberto U de X com
w(U) < +oo (por U estar contido num compacto de X que, por hipdtese,
tem medida finita) e obtinhamos entdo, por se ter também
w(U\A) < p*(U\ A), oabsurdo

w(U) = p(A) + p(U\ A) < p'(A) + p (U A) = " (U) = p(U).
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7) Mais geralmente, para qualquer boreliano A C X, u(A) = p*(A), por
outras palavras, tendo em conta a definicdo de p*, a medida p verifica a
propriedade na alinea b) do enunciado.

Subdem: Tendo em conta a alinea b) do lema 111.4.5, consideremos uma
sucessdo crescente (K, ),en de compactos com unido X. Tem-se entdo que
A é a unido da sucessdo crescente dos borelianos A N K, que verificam as
hipdteses de 6) e para os quais se tem assim p(A N K,,) = p*(A N K,), pelo
que, tendo em conta a alinea 5) de 1.2.12,

p(A) = lim p(A 0 K,) = lim (A0 K,) = i (A).

8) Para cada A € By e 6 > 0, existe um aberto U de X, com ACU e
w(U \ A) < 6 (aprimeira parte da concluséo de d)).

Subdem: No caso em que u(A) < +oo, temos uma consequéncia da
concluséo de b), j& demonstrada, visto que, sendo U um aberto de X com
AcU,tal que u(U) < u(A) + 6, vem p(U \ A) = u(U) — p(A) < 6. No
caso geral, consideramos uma sucesséo crescente (K,),en de compactos de
unido X e aplicamos o caso particular a cada boreliano A N K, que ja tem
medida finita, para construir abertos U,, com AN K, Cc U, e

wU, \ (ANK,)) < 2%

Podemos entdo considerar o aberto U = [JU,, que contém A, e tem-se
U\AcCUWU,\ (AN K,)), donde

w(U\ A) < zoo: U, \ (AN K,)) <§:2in:.
n=1 n=1

9) Para cada A € Bx e 6 > 0, existe um fechado C de X, com C C A e
u(A\ C) < 6 (asegunda parte da concluséo de d)).

Subdem: Aplicando a concluséo de 8) ao boreliano X \ A, concluimos a
existéncia de um aberto V' O X \ A tal que (V' \ (X \ 4)) < §. Podemos
entdo considerar o fechado C = X \ V' C A para o qual se tem

A\NC =V \ (X\A4),

portanto u(A\ C) < 6.
10) Para cada A € Bx, p(A) é o supremo dos u(K) com K compacto tal
que K C A, portanto temos a propriedade enunciada em c).

Subdem: Para cada compacto K C A, tem-se u(K) < u(A). Seja agora
a < p(A) arbitrrio. Escolhamos § > 0 tal que a + 6 < u(A), tomando, por
exemplo, 6 = u(A) —a, se u(A) < 400, € 6 =1, se u(A) = +oo. Tendo
em conta a conclusdo obtida em 9), podemos considerar um fechado C C A
tal que p(A\ C) < é, tendo-se entdo a < u(C) visto que, se u(C) < a,
vinha
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1(A) = p(C) + A\ C) <a+6 < p(A),

0 que era absurdo. Reparamos agora que, escolhendo uma sucessao crescente

(K, )nen de compactos de unido X, C é a unido da sucessdo crescente de

compactos C' N K, pelo que u(C) =Ilimu(C NK,), o que implica que
n

existe n tal que o compacto C N K,, C A verifica a < u(C N K,). Ficou
assim provado que p(A) é o supremo referido. O

Como primeira aplicagdo do resultado precedente, vamos provar a separa-
bilidade de certos espagos funcionais.

111.4.7 (Separabilidade dos espagos L?(X, E)) Sejam X um espaco topolo-
gico localmente compacto separado e de base contavel, u: Bx — R, uma
medida de Radon e E um espaco de Banach separavel. Para cada
1 < p < 400, 0 espago de Banach LP(X, E) é entdo separavel.

Dem: Vamos dividir a demonstracdo em varias partes, cada uma com a sua
demonstracéo:

1) Tendo em conta a alinea c) de 1.2.2 e 0 teorema de densidade em 111.2.26,
o0 resultado ficard provado se verificarmos que é separavel, relativamente a
norma ||||,,, 0 subespaco vetorial St(X, E) cujos elementos séo as classes de
equivaléncia [f], com f: X — E aplicacdo em escada.

2) Existe uma base contével I/ de abertos de X tal que u(U) < +o0, para
cadaU € U.

Subdem: Seja ' uma base contavel de abertos de X e notemos I/ o

conjunto dos U € U’ tais que pu(U) < 4o0. A afirmagéo feita ficard provada
se verificarmos que I/ é ainda uma base de abertos. Sejam entdo V' um aberto
arbitrario e z € V. Seja C' uma vizinhanga compacta de = tal que C C V.
Considerando entdo o aberto int(C) que contém x, existe U € U’ tal que
x €U Cint(C), em particular, z € U C V, e tem-se mesmo U € U, uma
vez que u(U) < u(C) < 4o0. Ficou assim provado que U é efetivamente
uma base de abertos de X.
3) Seja Uy, a classe contavel de abertos de X constituida por todas as unides
finitas de abertos em ¢/ (incluindo o conjunto vazio (), como unido da familia
vazia de abertos132). Tem-se entdo x (V') < +oc, paracada V' € Uy;,, €, para
cada boreliano A C X, com p(A) < +oo, e cada 6 > 0, existe V' € Uy, tal
que as funcdes indicatrizes de V' e A verificam

[y = Lafl, <&

(reparar que temos a norma do espaco L?(X,R) e ndo do espago LP(X, E)).
Subdem: Se V' € Uy, existe uma familia finita (U;);c; de abertos em

132Quem n3o gostar deste preciosismo I6gico, acrescentara () & base de abertos U/ referida
em 2).
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Utal que V = JU; e entdo (V) < > u(U;) < +o0. Sejam agora A € By,
com p(A) < 400, € § > 0. Tendo em conta as alineas b) e c) de 111.4.6,
podemos considerar um aberto U > A e um compacto K C A tais que

o? o?

wU) <u(A)+ 50 w(E) > p(4) = <,

portanto
wU\K) = pU) — p(K) < 6"

Reparamos agora que existe V' € Uy, tal que K C V C U, visto que, para
cada z € K, se pode escolher V, € Y com z € V, C U e tomar entdo para
V', pela propriedade das coberturas dos compactos, uma unido de um nimero
finito dos V, que ainda contenha K. Reparando agora que, para cada = € X,
[Ty () —Ta(x)| € {0,1} e [Iy(x) —T4(z)| =0, tanto para = € K como
paraz ¢ U, isto é, paracadax ¢ U \ K, podemos escrever

1/p

It =Ll = (f @) - L@ Pauw) " < ([ 1au)” =
= u(U\ K)Y? <6,

como queriamos.
4) Seja Ey, uma parte contdvel densa de E. Notemos D C St(X,FE) o
conjunto contavel das classes [g] com g: X — E aplicacdo em escada da
forma z — Iy (z)w,comV € Urin € w € Ey. Vamos mostrar que, para cada
6 > 0 e cada aplicagdo em escada f: X — E da forma f(z) = I4(z)z, com
A € Bx, 1(A) < +o00,e z € E, existe [g] € Dtal que || f — g, < 6.
Subdem: Podemos j& afastar os casos triviais em que z=0 ou
u(A) =0, casos em que se teria [f]=0 e se podia tomar g =0,
correspondente a V' = () € Uy, € w € Ey arbitrario. Escolhamos w € E tal
que

. I}
|2 — w|| < min{||z]], W}:

em particular w # 0, e, tendo em conta a conclusdo de 3), escolhamos
V e Uy, tal que
6

1Ty = Lallp < op—r
" 2wl

e consideremos o correspondente [g] € D, com g(x) = Iy (z)w. Notando h a
aplicacdo em escada definda por i (x) = I 4(x)w, obtemos
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/
\f—nhll, = (/A |z — w”pdu(x))l p_ 12— wl|p(A)? < 6

5
Ih—gll,= (/X Iy (z) — La(z)|? ||w||pd#(x))”p —

o
= Iy = Laflpllwll < 3

portanto
If = glly < 1 = Bl + 1P = gll, <6,

como queriamos.

5) Notemos Dy;, C St(X,E) o conjunto contavel das somas finitas de
elementos de D. Vamos mostrar que Dy;, é denso em St(X, E), para a
norma |||, 0 que, como referimos em 1), terminara a demonstragéo do nosso
resultado.

Subdem: Sejam entdo [f] € St(X,E) e 6 > 0 arbitrarios. Do que
referimos em 11.2.18, concluimos a existéncia de um numero finito de
elementos [fi],...,[fr] € St(X, E), cada um dos quais da forma particular
estudada em 4), tais que [f]=[fi]+---+ [fx], pelo que, para cada
1 < j < k, podemos considerar [g;] € D com || f; — g,ll, < . Tem-se entdo

E.
que [g] = [g1] + -+~ + [9x] € Dyin &
k k
1F =glo=|[>i=a0 <Ds—aills <,
=1 =

0 que prova a densidade pretendida. O

Introduzimos em seguida, no contexto dos espagos topologicos localmente
compactos e separados, um novo subespago vetorial de JMens(X, E)
importante nas aplicagdes.

111.4.8 Sejam X um espaco topoldgico localmente compacto e separado e £ um
espaco de Banach. Dizemos que uma aplicacdo f: X — E é de suporte
compacto se existe um compacto K C X tal que f(x)=0, para cada
r ¢ K.133 Notamos C.(X, E) o conjunto das aplicagdes f: X — E que sido
continuas e de suporte compacto. Tem-se entdo que C.(X,E) é um
subespaco vetorial do espaco de todas as aplicagbes de X em E.

Dem: Talvez a Gnica observagdo menos trivial seja a de que, se f: X — F é

1330 suporte de uma aplicacdo f: X — E é a aderéncia em X do conjunto dos pontos
tais que f(z) # 0. Se lembrarmos que todo o compacto é fechado e que uma parte
fechada dum compacto é compacta, concluimos que a condicéo referida equivale efeti-
vamente ao suporte de f ser compacto.
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nula fora do compacto K C X e se ¢: X — E é nula fora do compacto
K' c X, entdo f + g: X — E é nula fora do compacto K U K”. O

4.9 Sejam X um espago topoldgico localmente compacto, separado e de base

contavel, u: By — R, uma medida de Radon sobre X e £ um espago de
Banach. Tem-se entdo

C.(X,E) C Mens(X, E)

e,se feC.(X,FE), tem-se [f] € LP(X, E) paracada 1l < p < +o0.

Dem: Suponhamos que f € C.(X, E). Tem-se entdo que f € continua, e
portanto mensurdvel (cf. 1.5.8) e, existe K C X compacto tal que f(z) =0
para cada = € X \ K. Em particular f(X) é compacto (igual a f(K) ou a
f(K) U {0}), portanto separavel (cf. a alinea €) de 11.2.2), o que mostra que
f € Mens(X, E). Por outro lado, afastando ja o caso trivial em que f =0,
tem-se K # () e podemos considerar o0 maximo « da fungdo continua
x || f(z)|| para z € K. O facto de se ter ||f(z)|| < a, para cada z € X
implica que [f] € L>(X, E) e, para cada 1 < p < 400, 0 facto de se ter
w(K) < 400 implica que

JIs@IPdnte) = [ 15@IP duta) < pr) 0 <+
portanto [f] € LP(X, E). O

O nosso proximo objetivo é verificar que, sob hipdteses convenientes, o
conjunto das classes de equivaléncia de funcbes em C.(X, E) é denso em
cado um dos espagos de Banach L?(X,E) com 1< p < +oo. Preci-
samos, para isso, de estabelecer previamente um resultado topolégico que
garante a existéncia de uma classe suficientemente ampla de funces
continuas de suporte compacto, resultado que sera aplicado também em
outras ocasides. Comegamos por introduzir uma notagdo comoda utilizada
em Rudin [10].

.4.10 Dados um espaco topologico X, localmente compacto e separado, um

aberto U € X e uma aplicagdo continua ¢: X — R, escrevemos ¢ < U se
©(X) C [0,1] e existir um compacto K C U tal que ¢(z) =0, para cada
x ¢ K.

Repare-se que, quando ¢ < U, tem-se, em particular, ¢ € C.(X,R) e
o(x) <Iy(z),paracadaz € X.

4.11 (Versdo do lema de Urysohn) Sejam X um espago topoldgico

localmente compacto e separado, K C X um compacto e U um aberto de X
tal que K C U. Existe entdo uma aplicagdo continua ¢: X — [0,1] tal que
p<Uep(x)=1,paracadaz € K.

Dem: Vamos dividir a demonstragdo em vaérias partes, cada uma com a sua
justificagdo. Na primeira parte fazemos um demonstracdo especialmente
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simples, mas valida apenas no caso particular em que o espaco X ¢é
metrizavel, de modo que o leitor para quem esse grau de generalidade seja
suficiente possa dispensar a parte mais delicada da prova.
1) Vamos apresentar uma prova do resultado que é valida apenas no caso em
que a topologia de X pode ser definida por uma métrica d.134

Subdem: Tendo em conta a alinea a) do lema 111.4.5, consideremos um
aberto U’ e um compacto K’ tais que K Cc U’ ¢ K’ C U. No caso em que
K =), a aplicagdo ¢ identicamente nula verifica as condi¢les pedidas; no
caso em que U' =X, tem se K'=U =X pelo que a aplicagdo ¢
identicamente igual a 1 verifica as condi¢@es pedidas; no caso em que K # ()
e U’ # X, lembramos que a funcéo distancia a um conjunto fechado nédo
vazio é continua e anula-se exatamente nos pontos desse conjunto fechado e
definimos

_ d(z, X\ U')
wlz) = d(z, X\U) +d(z,K)’

reparando que ¢: X — [0, 1] é uma aplica¢do continua verificando as condi-
¢Oes pedidas.

2) A partir de agora vamos deixar de supor que X é metrizavel e vamos
subentender que as letras r e s designam sempre racionais do intervalo [0, 1].
3) Vamos verificar que é possivel escolher, para cada s, um aberto U; e um
compacto K, de modo que

(3.1) KcU,CcK,CcU
e que
(3.2) r<s= K, CU,.

e portanto também
(3.3 r<s=U; CU,.

Subdem: Uma vez que o conjunto dos racionais do intervalo [0,1] é
numerdvel podemos fixar uma bijecdo ¢ de N sobre esse conjunto que
verifique £(1) =0 e £(2) = 1. Definimos entdo recursivamente os abertos
Ue(n) € 0s compactos K¢,,), n € N, do modo seguinte:

Comecamos por considerar, pela alinea a) do lema 111.4.5, um aberto
Up=Ug) € um compacto K,= K¢, de modo que se tenha
K c Uy Cc Ky Cc U. Mais uma vez pelo resultado citado, consideramos, em
seguida, um aberto U; = Ug(s) € um compacto K; = K¢, de modo que se
tenha K c U; C K; C U, e reparamos que as condicBes (3.1) e (3.2) sdo
verificadas quando r e s estdo em {0, 1}.

Supomos, agora, construidos os abertos Uy (,), com 1 < p < n, de modo que

134Esta parte pode ser dispensada, do ponto de vista estritamente l4gico, por quem quiser
examinar a demonstracéo do caso geral.
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se verifique (3.1) e (3.2), sempre que r e s estdo em {£(1),...,&(n)}.
Chamamos r ao maior elemento deste conjunto que seja menor que &(n + 1)
e s ao menor elemento do conjunto que seja maior que &(n+1) (em
particular » < £(n+ 1) < s). Tendo em conta mais uma vez o resultado
citado, escolhemos o aberto Ug(,,1) & 0 compacto K,y de modo que
K, C Ugn41) C Ke¢ny1) C U, € constatamos que (3.1) e (3.2) continuam a
ser verificados para r e s em {£(1),...,&(n + 1)}. Fica assim terminada a
defini¢do recursiva anunciada.

4) Definimos agora a aplicagdo ¢: X — [0, 1] por

[0, sex ¢ Uy
wlz) = {sup{smeUS}, sexely’

Vamos mostrar que, para cada r, tem-se
(4.1) z¢ U= p(z) <,

(4.2) x €K, = p(x)>r.

Subdem: Suponhamos que z ¢ U,. Para cada s > r, deduzimos de (3.3)
que x ¢ U,. Por outras palavras, para cada s tal que = € U, tem-se s < r 0
que, trivialmente se = ¢ Uy, e, pela defini¢do de ¢(x) como um supremo se
x € Uy, implica que p(z) < r.

Suponhamos agora que o(z) < r. Podemos entdo escolher s tal que
p(x) < s < r e daqui resulta que = ¢ Uy (se fosse x € U, C Uy, a defini¢do
de ¢(x) como um supremo implicava que ¢(z) > s) e portanto, tendo em
conta (3.2), = ¢ K,. Provdmos assim que, se x € K, entdo p(x) > r.

5) Vamos mostrar que a aplicagdo ¢: X — [0, 1] definida em 4) verifica as
condicdes do enunciado.

Subdem: Se z € K, entdo, por (3.1), x € Us, para todo o s, pelo que
¢(x) = 1. Por outro lado, K, é um compacto contido em U e, para cada
x ¢ Ky, tem-se x ¢ U,, portanto o(z) =0. Resta-nos assim provar a
continuidade de ¢ em cada ponto z, € X, verificacdo essa que sera dividida
em trés casos:

Suponhamos que ¢(xo) =0 e seja 6§ > 0 arbitrario. Sendo r tal que
0 < r < 6, resulta de (4.2) que X \ K, é um aberto de X contendo z e, para
cada x € X \ K., tem-se, por (3.1) e (4.1), = ¢ U, donde p(z) <r < é, 0
que prova a continuidade de ¢ no ponto z.

Suponhamos que ¢(xo) =1 e seja 6§ > 0 arbitrario. Sendo r tal que
1—6 < r < 1,resultade (4.1) que U, é um aberto de X contendo x €, para
cada x € U,, tem-se, por (3.1) e (4.2), z € K, donde ¢(x) >r>1—-46,0
que prova a continuidade de ¢ no ponto z.

Suponhamos que 0 < ¢(zo) < 1 e sejaé > 0 arbitrario. Sendo r e s tais que

o(zg) — 6 <1 < p(xy) < 8 < () + 6,
resulta de (4.1) e (4.2) que U, N (X \ K;) € um aberto de X contendo z, e
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para cada = € U.N (X \ K,) tem-se, por (3.1), (41) e (42), z €K, ¢
x ¢ U, donde

p(zg) — 6 <r < px) < s < p(x) + 6,

0 que prova a continuidade de ¢ em x. O

Apesar de sd necessitarmos disso posteriormente, vamos aproveitar para
examinar uma versao do teorema da particdo da unidade que tem aplica-
¢Bes importantes no quadro da medida.

111.4.12 (Particdo da unidade de um compacto) Sejam X um espaco topol6-
gico localmente compacto e separado, K C X um compacto e (U;);c; Uma
familia finita de abertos de X tal que K C |JU,. Existem entéo aplicaces
continuas ¢;: X — [0,1], onde j € J, tais que:

a) Paracada j € J, ¢; < U;. 13
b) Paracadaz € X, > ¢j(x) < 1.

jeJ
c)Paracadaz € K, ) pj(z) = 1.

jeJ
Costuma-se dizer que as fungdes ¢; constituem uma parti¢éo da unidade do
compacto K subordinada & cobertura aberta finita constituida pelos U;.
Dem: Vamos dividir a demonstracdo em duas partes:
1) Vamos provar a existéncia de conjuntos compactos K; C U;, onde j € J,
tais que K C |J K.

Subdem: Consideremos, para cada = € K, um indice j, € J tal que

x € U;, e uma vizinhangca compacta C, de «z, tal que C, C U;,. Pela
propriedade das coberturas dos compactos, escolhamos entdo uma parte
finita K de K tal que se tenha ainda

K c| int(C,).

reK

Sendo, para cada j € J,

K;=J ¢,

(L'VGKQ

Jz=]
cada K; € um compacto (uni&o finita de compactos), esta contido em U; e K
esta contido na unido dos K.
2) Pelo lema de Urysohn em 111.4.11, podemos considerar, para cada j € J,
uma aplicacdo continua @;: X — [0,1], tal que »; < U; e §,(z) =1, para
cada z € K e definir uma aplicagdo continua @: X — R por

135¢f, a notagdo em 111.4.10.
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jeJ

vindo entdo que, para cada x € K, existe j tal que z € Kj, e portanto
P(x) > §;(x) = 1. Consideremos o aberto V' de X, contendo K/, constituido
pelos = € X tais que p(x) > 0. Mais uma vez pelo lema de Urysohn, vai
existir uma aplicacéo continua v: X — [0, 1] tal que v» < V e ¢(x) = 1, para
cada = € K. Para cada z € X, @(z) + (1 —¢(z)) > 0, visto que, para
zeV, p(x)>0 e, para z ¢V, ¢(zr)=0. Podemos assim definir
aplicagBes continuas ¢;: X — [0, 1] por

(ﬁj(x)
P(z) + (1= 9(x))’

tendo-se y; < Uj, por ser $; < U;. Vem, para cada x € X,

-
200 = Sy g <!

pj(r) =

e, paracadaz € K, 1 —v(x) = 0, e portanto

e
200 = STy - -

111.4.13 (Lema de densidade) Sejam X um espaco topolégico localmente
compacto separado e de base contavel e y: By — R uma medida de Radon.
Se AC X é um boreliano com p(A4) <400 e 1< p< +oo, entdo
[[4] € LP(X,R) e, para cada 6 > 0, existe ¢ € C.(X,R) com ¢(X) C [0,1]
e [|[La] — []ll, < 6.
Dem: Tendo em conta as alineas b) e c) de 111.4.6, podemos considerar um
aberto U D A e um compacto K C A tais que

o? oP

5 BE) > u(4) -5

p(U) < p(A) + 5

portanto
p(UN\K) = p(U) — p(K) < 6.

Tendo em conta o lema de Urysohn 111.4.11, podemos considerar uma fungédo
continua ¢: X — [0, 1] nula fora de um certo compacto K’ C U e tal que
() =1, para cada « € K. Tem-se, em particular, ¢ € C.(X,R) e, uma vez
que ¢(z) =I4(x), tanto para x € K como para = ¢ U, e que, para cada
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z € X, |Ia(x) — p(z)| < 1, concluimos que

I = el = ([ 1460) et duta)) " <

= (/U\K ! d'“(x))l/p = u(U\K)'? <8, O

111.4.14 (Densidade das aplica¢des continuas de suporte compacto) Sejam X
um espaco topologico localmente compacto separado e de base contavel,
w:Bx — R, uma medida de Radon e £ um espaco de Banach. Para cada
1<p< 400, 0 conjunto C.(X,F)C Mens(X,FE), das classes de
equivaléncia [f] com f € C.(X,E), é um subespago vetorial denso de
L*(X,E).

Dem: Vamos dividir a demonstracdo em varias partes:

1) O facto de C.(X, E) ser um subespago vetorial de Mens(X, E) contido
em cada LP(X,E), com 1 < p < 400, é uma consequéncia de 111.4.8 e
111.4.9.

2) Sejam A um boreliano de X com p(A) < +oco e z € E e consideremos a
correspondente funcdo em escada ¢g: X — F definida por g(x) = I4(z)z.
Vamos mostrar que, para cada 6 > 0, existe f € C.(X, F) tal que

Ilg) = [Allp < 6.

Subdem: Podemos j& afastar o caso trivial em que z = 0, caso em que
se toma para f a aplicagdo identicamente 0. Podemos entdo aplicar o lema
I11.4.13 para garantir a existéncia de ¢ € C.(X,R) tal que ||I4 — ¢, < H%H
e, sendo entdo f € C.(X,E) a aplicacdo definida por f(x)= ¢(z)z,
obtemos trivialmente

gl = A1y = L4 = llpllzll < 6.

3) Vamos agora verificar que, para cada [g] € St(X, E) (cf. 111.2.26) e cada
6 > 0, existe [f] € C.(X, E) tal que

gl = [f1ll, < é.

Subdem: Do que referimos em 11.2.18, concluimos a existéncia de um
nimero finito de aplicagbes em escada gi,...,gx: X — E, cada uma das
quais da forma particular estudada em 2), tais que g = g1 + --- + g, pelo
que, para cada 1< j <k, podemos considerar [f;] € C.(X,E) com

llg;) = [fillly < 7- Tem-se entdo que [f] = [fi] + - + [fi] € C(X, E) e

m-HZ o) =1 any il < 6.

4) Consideremos, por fim [h] € LP(X, E) e 6 > 0 arbitrérios. O teorema de
densidade em 111.2.26 garante a existéncia de [g] € St(X,F) tal que
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I[h] = [glll, < 4 e o que vimos em 3) implica entdo a existéncia de
[f] € C.(X, E) tal que [|[g] — [f]]|, < §. Tem-se assim

[h] = (A1l < (TR = [glll, + [llg] = [£1ll, <6,
o0 que mostra que C..(X, E) é efetivamente denso em L*(X, E). O

Uma das razfes da importancia das aplicagfes continuas de suporte
compacto é a forma como interagem com as aplicacdes localmente inte-
graveis, que definimos a seguir.

111.4.15 Sejam X um espaco topolégico localmente compacto separado e de base
contavel, u: By — R, uma medida de Radon e £ um espago de Banach.
Diz-se que uma aplicagdo f: X — E é localmente integravel se for topolo-
gicamente mensuravel e com f,: K — E integravel, para cada compacto
K cX.

Repare-se que esta definicdo generaliza a apresentada em 11.3.1, no caso
particular em que X é um intervalo de R.

111.4.16 a) Repare-se que, se f: X — F é topologicamente mensurdvel e se

considerarmos a aplicagdo mensurdvel ¢: X — R, definida por
@(z) =|f(x)|| e a medida s, associada (cf. 11.1.22), dizer que f é
localmente integravel € o mesmo que dizer que a medida i,y € também uma
medida de Radon; em particular, tendo em conta 111.4.2, f é localmente
integravel se, e sO se, para cada x € X, existe uma vizinhanga V' de z tal que
fiv:V — E sejaintegravel.
b) A caracterizagdo em a) implica a seguinte propriedade local das aplicacdes
localmente integraveis: Se (U;) jc; € uma familia de abertos de X de unido X
e se f: X — E é uma aplicacio topologicamente mensuravell36 tal que, para
cada j € J, fy;:U; — E seja localmente integravel, entdo f € localmente
integravel.

111.4.17 Sejam X um espaco topoldgico localmente compacto separado e de base
contavel, u: By — R, uma medida de Radon e £ um espago de Banach. O
conjunto das aplicagBes localmente integraveis f:X — E € entdo
trivialmente um subespaco vetorial de JMens(X,FE) e é claro que, se
f,7: X — E sho tais que [f] = [f] em Mens(X, E), entdo f é localmente
integravel se, e sé se, ? é localmente integravel.

Nas condigBes anteriores, notamos L! (X,E) o subespago vetorial de

loc

136 hipdtese de f ser topologicamente mensuravel poderia ser dispensada, por decorrer
da de cada restricdo a U; ser topologicamente mensuravel (cf. a alinea a) do exercicio
111.4.7 adiante).
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Mens(X, E) cujos elementos sdo as classes de equivaléncia [f], com
f: X — E localmente integravel 137

111.4.18 Sejam X um espaco topoldgico localmente compacto separado e de base
contavel, u: By — R, uma medida de Radon e £ um espaco de Banach. Se
f: X — E éuma aplicacdo continua, entdo f é localmente integravel.
Dem: O facto de f ser topologicamente mensuravel resulta de 1.5.8 e 11.2.3.
Seja K C X um compacto, que podemos j& supor ndo vazio. Sendo a 0
méximo em K da funcdo continua = — || f(z)||, vemos que

[ 17@ldnte) < [ adute) = an(x) < +. 0
K K

Apesar de ndo dispormos, em geral, de uma norma natural no espaco
L} (X, E), podemos definir uma nogio de convergéncia neste espaco

loc

que é (til nas aplicacoes.

[11.4.19 Sejam X um espaco topolégico localmente compacto separado e de base
contavel, p: Bx — Ry uma medida de Radon e E' um espaco de Banach.
Dados uma sucessdo de elementos [f,] € L}, (X, E), onde n € N, e um

elemento [f] € L}, .(X, E), dizemos que a sucessdo converge para [f] em

loc
1
L, (X, E), e escrevemos

[fa] = [f]em Lj, (X, E),

se, para cada compacto K C X, a sucessdo das restri¢des [f, | convergir
para a restricéo [f/x] em L'(K, E).

Esta nogdo de convergéncia verifica a seguinte condicdo de unicidade: Se a
sucessdo [f,,] converge para [f] e para [¢] em L; (X, E), entdo [f] = [g],
isto é, f(x) = g(x) quase sempre.

Dem: Tendo em conta a alinea b) de 111.4.5, podemos considerar uma familia
de compactos K, C X, onde p € N, de unido X. Para cada p € N, o facto de
a sucessdo [f, x| convergir tanto para [fx,| como para [g/x,] em
L'(K,,E) implica que [f/k,]=lg/x,], pelo que existe A, € M com
A, C K, e u(A,) =0tal que f(z) = g(x), para cada = € K, \ A,. Tem-se
entdo que A =[JA, é um conjunto de M com p(A) = 0 tal que, para cada
x € X\ A, f(z) = g(z), 0 que mostra que se tem efetivamente [f] = [¢]. O

111.4.20 (Compatibilidade da convergéncia com as operagdes vetoriais) Nas
condigBes anteriores, suponhamos que [f.] —[f] e [g.) — [g] em
L} (X,E) e que a €é um escalar de FE. Tem-se entdo que

loc

137Repare-se que, ao contario do que acontecia com os subespagos vetoriais LP(X, E) de
Mens(X,E), com 1< p<+oco, ndo consideramos nenhuma norma natural em
LZIO(J(X’ E)
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[fa] + lga] = [f] + 9] € a[fa] — a[f]em L}, (X, E).

Dem: Temos consequéncias imediatas da definicdo, tendo em conta, para
cada compacto K C X, as propriedades correspondentes da convergéncia de
sucessdes no espaco de Banach L' (K, E). O

111.4.21 Sejam X um espaco topoldgico localmente compacto separado e de base
contavel, u: By — R, uma medida de Radon e £ um espaco de Banach. Se
f:X—FE ¢é uma aplicagio topologicamente mensurdvel tal que
[f] € LP(X, E), para algum p, com 1< p < +o0, entdo f é localmente
integravel. Vemos assim que cada LP(X,FE), com 1<p < +4oco, € um
subespago vetorial de L}, (X, E).

Além disso, se [f,], onde n € N, é uma sucessdo de elementos de L?(X, E)
que convirja para [f] € LP(X, E) neste espaco de Banach, entdo tem-se
também [f,] — [f] em L}, (X, E).

Dem: Tendo em conta 111.2.12 ou 111.2.23, conforme p < +o00 0U p = 400,

vemos que, para cada compacto K C X, LP(K,E) C L'(K,FE) e existe

uma constante ¢ > 0 tal que, para cada [f] € L?(X, E),
17l < elllfyxdlly < elllfll

(tem-se u(K) < +oo e 0 caso em que p(K) = 0 é trivial), o que implica que
temos uma aplicagdo linear continua

L"(X,E) — LMK, E), [f]~ [f/x]. O

A interacdo que referimos entre aplicagdes continuas de suporte compacto
e aplicacBes localmente integraveis manifesta-se sempre que temos uma
“multiplicacdo” conveniente entre os vetores dos espacos vetoriais de
chegada, isto é, quando estamos no contexto referido na alinea b) de
11.2.9, mais precisamente, naquele em que temos trés espagos de Banach
F,G,H e uma aplicacdo bilinear continua & F x G — H, que enca-
ramos como uma “multiplicacdo”, notando, para cada w € F e z € G,
w X z = &(w, z). Nessa situagdo, como se verifica em cursos de topologia
ou de analise funcional (cf., por exemplo, [9]), a continuidade da aplica-
cdo bilinear £ é equivalente & existéncia de uma constante M > 0 tal que,
sempreque w € Feze G, ||wx z|| < M|wl|lz].

N&o nos devemos deixar atemorizar pela generalidade desta situagdo:
Entre os exemplos mais frequentes de aplicacdo, estdo aquele em que os
trés espagos vetoriais sdo iguais ao corpo K dos escalares, R ou C, com o
valor absoluto como norma, e a multiplicacdo como aplicacdo bilinear, e
aquele em que G = H é um espaco de Banach, F' é o corpo dos escalares
e a aplicacdo bilinear é a multiplicacdo dos escalares pelos vetores.

111.4.22 Sejam X um espaco topoldgico localmente compacto separado e de base
contavel e p: By — R, uma medida de Radon.
Sejam F',G, H trés espacos de Banach e & F' x G — H uma aplicacdo
bilinear continua, que encaramos como uma “multiplicacdo”, notando, para
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caddaw e FezeG,wxz=~Ew,z) € H. Tem-se entdo:

a) Seja f: X — F uma aplicacdo continua. Se ¢: X — G é localmente
integravel, entdo a aplicacdo topologicamente mensuravel f x g: X — H é
localmente integravel. Além disso, se [g,] — [g] em L; (X,G), entdo
[f] x [gn] — [f] % [g] em sz (X, H).

b) Fica definida uma aplicagdo bilinear

C.(X, F)xLlop(X G)— H,
(flg]) — /f x g(z) du(x)

e’ se [gﬂ] [ ] em Lllot

H.

Dem: a) Seja K € X um compacto, que podemos ja supor ndo vazio.
Tem-se entdo que a fungdo continua = — || f(x)|| atinge um maximo em K,
e portanto [f/x] € L>(K, F). Uma vez que [g/x] € L'(K,G), deduzimos
de 111.2.35 que [f/x % g/x] € L*(K, H). Do mesmo modo, no caso em que
[gn] - [g] em Lllof(X’ G)' vem [gn/[{] - [g/K] em Ll(KvG) e portantov
pela continuidade da aplicagdo bilinear em 111.2.35, [(f x g.)/kx] =
[f/r] < [Qn/K] converge em L' (K, H) para [f/x] < l9/x] = [(f % 9)/K]

b) Suponhamos que f € C.(X, F) e que g: X — G é localmente integréavel.
Consideremos um compacto K C X tal que f(z) =0, paracadaz € X \ K
e reparemos que se tem também f(z) x g(x) =0, para cada = € X \ K.
Tendo em conta 0 que vimos em a), tem-se entdo

/Hf % g(o) || dulz /uf ) x g(a)|| dpu(zr) < +oo,

(X,G) e feC(X,F) entdo (f,[g.]) — (f,[g]) em

0 que mostra que fica bem definido o elemento
)= [ #@) x gla)dnto) € B

O facto de o valor (f,[g]) ndo depender do representante da classe de
equivaléncia [g] resulta de que, se g(x) =g(x) quase sempre, entdo também
f(z) x g(z) = f(x) x g(x) quase sempre, e portanto as duas fungdes tém o
mesmo integral. O facto de a aplicagdo C.(X,F) x L} .(X,G) — H ser
bilinear resulta agora das propriedades de linearidade do integral em 11.2.34 e
na alinea a) de 11.2.36. Suponhamos agora que [g,] — [g] em L} (X, G).
Uma vez que, como na prova de a), [f/x] € L*(K, F') € [gn/k] — [g9/x] €M
L'(K, @), deduzimos da continuidade da aplicacdo bilinear em 111.2.35 que
[(f % gn)/x] = [f/K] ¥ [gn/K] converge em L' (K, H) para [f/x] < [9/K] =
[(f x g),x] e portanto, da continuidade da aplicagdo linear L'(K, H) — H

em 111.2.10, deduzimos que
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[ @) < gu@)duto) = [ 160) % g,() dua)
converge em H para

[ 1(@) % g(w) du(a) = /X £(@) % glx) dpz). O

O corolério do préximo resultado mostra que, no caso em que E é um
espaco de Banach e a aplicagdo bilinear que consideramos € a multipli-
cacdo pelos reais, um elemento de L} (X, E) fica determinado pelo seu

produto pelos diferentes elementos de C.(X, R).138

[11.4.23 Sejam X um espaco topoldgico localmente compacto separado e de base
contavel, u: Bx — R, uma medida de Radon e £ um espaco de Banach e
consideremos a correspondente aplicagdo bilinear

CC(X)R) X Llloc(XvE) - E'
(:[9]) = (o, lg]) = /Xw(fv)g(fv) dp()-

Se [g] € L}, (X, E) é tal que (¢, [g]) = 0, para todo 0 ¢ € C.(X,R), entdo
[g] = 0, isto é, g(x) = 0 quase sempre.

Dem: Comecemos por reparar que se pode considerar um semianel S C By,
constituido pelos borelianos A C X que estdo contidos nalgum compacto de
X, borelianos que verificam p(A4) < +o0, e que, tendo em conta a alinea b)
do lema 111.4.5, X é a unido de uma sucessdo de compactos K,, n € N, o
que implica que a restricdo de p a este semianel é o-finita. Este Gltimo facto
também implica que qualquer boreliano A é a unido dos borelianos K, N A
gue estdo em S, pelo que a o-algebra gerada por S é Bx. Tendo em conta
11.2.46, e uma vez que, para cada A € S, g/j4: A — E € integravel, para
provarmos que se tem g(xz) = 0 quase sempre, basta provarmos que, para
cada A € S,setem [, g(z) du(z) = 0.

Fixemos entdo um tal A € S e seja 6 > 0 arbitrario. O facto de g ser local-
mente integravel implica que podemos considerar uma nova medida de
Radon 1/ em By definida por

1 (B) = /B o)l du(z),

para a qual se tem p/(A) < +oo, €, aplicando o lema de densidade 111.4.13,
com p =1, a 1/, concluimos a existéncia de ¢ € C.(X,R) tal que

138Mesmo que o corpo dos escalares de £ seja C, podemos multiplicar niimeros reais por
vetores de E.
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114 = e@llgt@)l dn(e) = [ ate) = ola)ldo' () <
X X
e portanto, por ser [y o(z) g(z) du(z) = 0,
| [ st@ @) = [ @a@) = ot oo duto)]| <
< [ 1@ - e@)lg(o)] duto) <
X

0 que, tendo em conta a arbitrariedade de ¢ > 0, implica que se tem
efetivamente

| s anta) =o. O
A

[11.4.24 (Corolario) Sejam X um espago topoldgico localmente compacto
separado e de base contavel, u: By — R, uma medida de Radon e £ um
espaco de Banach e consideremos a correspondente aplicacdo bilinear

C.(X,R)x L}, .(X,E) — E,
(p.laD) = (o.ls = [ (o) gla) duta),
Se [g],[h] € L} (X,E) sdo tais que (p,[g]) = (¢,[h]), para todo o

¢ € C.(X,R), entdo [g] = [R], isto &, g(x) = h(z) quase sempre.
Dem: Basta atender a que, para todo 0 ¢ € C.(X,R), vem

(0:[g = [h]) = (¢, lg]) = (@, [h]) =0,
portanto [g] — [h] = 0. O

Vamos agora examinar um resultado, o teorema de Riesz, que relaciona as
medidas de Radon num espaco topolégico localmente compacto separado
e de base contavel X, com certos funcionais lineares ®:C.(X,R) — R,
funcionais esses que sdo tomados por alguns autores como ponto de
partida para o estudo da medida nestes espacos topoldgicos.

111.4.25 Seja X um espaco topoldgico localmente compacto separado e de base
contavel. Notemos C.(X,R;) o subconjunto de C.(X,R) constituido pelos
 tais que o(X) C R... Vamos dizer que uma aplicacéo linear

®:C.(X,R) = R
é um funcional linear positivo se ®(p) > 0, para cada ¢ € C.(X,R.).

Se ®:C.(X,R) — R é um funcional linear positivo e se ¢, € C.(X,R)
verificam () < 4(z), para cada z € X, entdo ®(p) < D(¢).
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Dem: Podemos considerar o elemento i) — ¢ € C.(X,R), para o qual se tem
¥(x) — p(x) > 0, para cada z € X, pelo que, por definicéo,

0< (Y —p) =2(¢¥) — 2(p). O

[11.4.26 Sejam X' um espaco topoldgico localmente compacto separado e de base
contdvel e pu: By — R, uma medida de Radon. Fica entdo definido um fun-
cional linear positivo associado

B,:C.(X,R) =R, B,(p) = /X (@) du(z)

(cf. 111.4.14, com p = 1).

111.4.27 (Teorema de Riesz) Sejam X um espaco topologico localmente com-
pacto separado e de base contavel e ®:C.(X,R) — R um funcional linear
positivo. Existe entdo uma, e uma s6, medida de Radon y: Bx — R, que
tenha ® como funcional linear positivo associado, isto ¢, tal que & = ®,,.
Mais precisamente, para cada aberto U de X, u(U) é o supremo dos
ndmeros reais da forma ®(y), com ¢ < U (cf. a notacdo em 111.4.10) e, para
cada boreliano A de X, u(A) é o infimo dos u(U), com U abertoe A C U.
Dem: Para uma melhor sistematizacdo, vamos dividir a prova em varias
alineas, cada uma com a sua justificac&o.

a) Vamos mostrar que, se ;. € uma medida de Radon tal que & = &, entéo a
medida . estd necessariamente caracterizada do modo referido no enunciado,
0 que provard, em particular, a afirmacéo de unicidade.

Subdem: Seja U um aberto de X. Para cada ¢ < U, tem-se
o(z) <Iy(z), donde

b(p) = [ @ dn(o) < [ 1o (@) duta) = V),
Por outro lado, para cada a < u(U), resulta da alinea c) de 111.4.6 a
existéncia de um compacto K C U tal que a < u(K) e considerando entéo,
pelo lema de Urysohn em 111.4.11, ¢ < U tal que ¢(z) =1 para z € K,
vemos que I (z) < ¢(x), donde

a < u(K) = [ Tula)dua) < [ ol@)duto) = o(e),

0 que mostra que u(U) é efetivamente o supremo dos ®(¢) com ¢ < U. O
facto de p(A) ser o infimo dos u(U), com U aberto e A C U, é uma
propriedade geral das medidas de Radon (cf. a alinea b) de 111.4.6).

b) Para cada aberto U de X, seja u.(U) € R, o supremo dos ®(yp) com
¢ < U. Tem-se entdo que u. verifica as propriedades: b1) u.(0) = 0; b2) Se
U cU' entéo 1. (U) < p(U"); b3) Se (Uj) e € uma familia de abertos de
X, entdo
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p((JU) <7 pa(U;). 139

jes jes

Subdem: A propriedade bl) resulta de que, se ¢ < U, entdo ¢ =0 e a
propriedade b2) é consequéncia de que, se U C U’, para cada ¢ < U tem-se
também ¢ < U’. Seja agora (U;)c; uma familia de abertos de X e conside-
remos ¢ < |JU; arbitréario. Seja K C (JU; um compacto tal que p(z) =0
para cada x € X \ K e seja I C J uma parte finita tal que K C [JU;. Pelo

jel
teorema da particdo da unidade em 111.4.12, podemos considerar, para cada
j€ 1, ¢;: X — [0,1] continua de suporte compacto com ¢; < U; de modo
que Y ¢;(x) = 1 para cada z € K. Tem-se entdo, para cada = € X,
jer

p(z) =Y 0i(z) (),

jel

visto que, se = ¢ K, ambos 0os membros sdo nulos. Uma vez que se tem
@ < Uj, obtemos

Do) = Blpip) <> (U) <D pa(U))

jel jel jeJ
donde, passando ao supremo em ¢, concluimos a desigualdade

p(JU) <> pa(U)).

jes jes

c) Para cada conjunto A C X, seja pu*(A) o infimo dos u.(U’) com U’
aberto de X e A C U’. Tem-se entdo que p* € uma medida exterior em X e,
para cada aberto U de X, u*(U) = u.(U).

Subdem: O facto de, para cada aberto U de X, se ter u*(U) = . (U) €
uma consequéncia da propriedade b2), que garante que o infimo que define
p*(U) é mesmo um minimo, atingido para U’ =U. Concluimos, em
particular que u*(0) = 0. O facto de se ter u*(A) < p*(A’), sempre que
A C A’ resulta de que entdo qualquer aberto que contém A’ também contém
A. Resta-nos mostrar que, se (A;);cs € uma familia contavel de subconjuntos
de X, tem-se

) w4 <D w4y,
jeJ jeJ
para 0 que se pode ja supor que o segundo membro € finito, em particular,
139Trata-se das propriedades analogas as que definem as medidas exteriores, com o bonus

de ndo se exigir que J seja contavel, mas as medidas exteriores estdo definidas em todos
0s subconjuntos, e ndo sé nos abertos.
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para cada j € J, u*(A;) < +oco. Seja 6 > 0 arbitrario. Consideremos uma
familia (6;)je; com 6; > 0e > 6; < 6 (cf. 1.3.10) e seja, para cada j € J, U;
um aberto tal que A; C U; e u,(U;) < p*(A;) + 6;. Tem-se entéo que [ JU; é
um aberto contendo  JA;, pelo que, tendo em conta b3),

wUA) <UD <D mU) <Y (A) +65) < (3w (4)) +6,
jeJ jeJ jeJ jeJ jeJ

0 que, tendo em conta a arbitrariedade de 6 > 0, implica a desigualdade (1).

d) A restricdo p da medida exterior u* & o-algebra By dos borelianos de X é

uma medida.

Subdem: Tendo em conta 1.4.5, sabemos que a restricdo de u* a
o-algebra dos conjuntos x*-mensurdveis € uma medida, pelo que a conclusédo
desta alinea ficara justificada se mostrarmos que todo o boreliano de X ¢é
w*-mensuravel, para o que bastard mostrar que, se U C X é aberto, entdo U
é p*-mensuravel, isto é, paracada A C X,

@ WH(A) = @ (ANT) + i (A\ D).

Sejam entdo U C X um aberto e A C X arbitrario. Para provar (2) bastara
provar a desigualdade

@) p(A) Z p (ANU) + p (A\U),

uma vez que a desigualdade oposta resulta de p* ser uma medida exterior e
de se ter A= (ANU)U(A\U). Tendo em conta a definicdo de p*(A)
como um infimo, para mostrarmos (3) bastara mostrarmos que, para cada
aberto VO A, tem-se

4) w (V) zp (ANU) 4+ p (A\U),

e, uma vez que p*(VNU) > p* (ANU) e p*(V\U) > u*(A\U), para
provarmos (4) bastara mostrar que

(5) p(V) > @ (VOU) + @ (VD).

Para provar (5) podemos j& supor que p*(V') < 400 e portanto, por termos
conjuntos contidos em V, também p*(V NU) < +o0 e p*(V\U) < 400,
caso em que escrevemos (5) na forma equivalente

(6) pe(VNU) < (V) = (VA U).

Tendo em conta a definicdo de w.(V NU) como um supremo, para provar
(6) basta mostrar que, paracada ¢ < V N U tem-se

) P(p) < pue(V) = (V\U).

Seja K € V NU um compacto tal que ¢(x) = 0 para cada = ¢ K. Uma vez
que V\ K éaberto e p*(V\U) < p*(V\K) =pu.(V \ K), para provar
(7) basta provar que
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P(p) < pu(V) = pa(V\ K)
ou seja, escrito de outra forma,

Mais uma vez, tendo em conta a definicéo de u.(V \ K) como um supremo,
para provar (8) basta provar que, para cada ) < V' \ K tem-se

2(¥) < (V) = 2(o),
ou, 0 que € equivalente,
) (e + ) < pu(V).

Mas, sendo K’ C V' \ K um compacto tal que v (z) = 0 para cada = ¢ K’,
tem-se que K U K’ é um compacto contido em V tal que p(z) + ¢(z) =0
para cada z ¢ K U K’ e o facto de, para cada x € X com ¢(x) # 0, ser
x € K, e portanto « ¢ K’, donde v (z) = 0, implica que, para cada = € X,
o(z) +¢¥(x) <1, e portanto ¢ +1 < V. A desigualdade (9), que nos
faltava provar, é assim uma consequéncia da defini¢do de y.(V) como um
supremo.
e) Sejam A C X boreliano, a > 0 e ¢ € C.(X,R.) tal que ¢(z) > a, para
cadax € A. Tem-se entdo ®(p) > au(A).

Subdem: Podemos ja afastar o caso trivial em que a = 0. Consideremos
¢ > 1 arbitrario. Consideremos o aberto U de X,

U:{xeX|2¢(m)>1},

que contém A. Sendo ¢ < U arbitrario, tem-se ¢(z) < S¢p(x), para cada
re X,umavezque,sex € U, Y(z) <1< Sp(x)e sex ¢ U, Y(x)=0,¢e
concluimos agora da propriedade de monotonia referida em 111.4.25 que se
tem

(1) < (=) = ~B(p).

¢
a
A definicdo de u(U) = u.(U) como um supremo implica agora que se tem
w(U) < £@(p), e portanto, por ser p(A) < p(U), também

Tendo em conta a arbitrariedade de ¢, podemos considerar, para cada n € N,
c=1+ % e, passando ao limite a sucessdo de desigualdades obtida, vemos
que u(A) < ;®(p), ou seja, D(p) > ap(A).
f) Em particular, deduzimos de €) que x € uma medida de Radon.

Subdem: Se K C X é um compacto, o lema de Urysohn em I11.4.11
garante a existéncia de ¢ < X tal que ¢(x) =1 para cada =z € K, 0 que



302 Cap. I1l. Espagos funcionais e aplicacdes

implica que u(K) < ®(p) < +co.
g) Sejam K C X compacto, b > 0 e ¢ € C.(X,R) tal que ¢(X) C [0,b] e
() =0, para cada = ¢ K. Tem-se entdo ®(p) < bu(K).

Subdem: Podemos ja afastar o caso trivial em que b = 0, e portanto
@ =0. Se U é um aberto arbitrario com K C U, vemos que %90 <U e
portanto, pela defini¢do de p.(U) como um supremo,

L(p) = B(;) < (V).
A defini¢do de u(K) = p*(K) como um infimo implica agora que se tem
12(p) < u(K).
h) Sejam, mais geralmente, A C X boreliano, b > 0 e ¢ € C.(X,R) tal que
©(X) C[0,b] e p(x) =0, paracadaz ¢ A. Tem-se entdo ®(p) < bu(A).
Subdem: Podemos ja afastar o caso trivial em que b = 0, e portanto
v = 0. Seja K C X um compacto tal que ¢(z) = 0, para cada = ¢ K. Seja
U um aberto arbitrario de X tal que A C U. Seja £ > 0 arbitrario. Sendo
U={zeX|p(x)<be}, que é um aberto de X com X =UUU, o
teorema da parti¢do da unidade em 111.4.12 garante a existéncia de funces
continuas de suporte compacto ¢, ¢: X — [0, 1] tais que ¢ < U, ¢ < U, tais
que 1(z) + ¢ (x) = 1, paracada = € K. Para cada = € X tem-se entio

Lo@) = Tela)i@) + Le(@)ie)

(ambos os membros s&o 0 se = ¢ K), onde ;o) < U (¥ < U e %@(x) <1)
e a aplicacdo de suporte compacto X — [0, +ool, = — %ap(a:)zz(x) anula-se
fora de K e fora de U e, por esta Gltima razdo, verifica %(p(x)zz(x) < ¢ para
cada =z € X. Tendo em conta a definicdo de p.(U) como um supremo,
Vemos que @(%gm/)) < u(U) e, tendo em conta a conclusdo de g), vemos
que @(%cp@) < eu(K), pelo que podemos garantir que

1

B(50) = B3 0%) + B3 0D) < (U + ()

Tendo em conta a arbitrariedade de > 0, podemos considerar, para cada
neN, e :% e, passando ao limite a sucessdo de desigualdades obtida,
vemos que ®(;¢) < p.(U). Tendo em conta a definicdo de p(A) = pu*(A)
como um infimo, deduzimos agora que ;®(¢) = ®(;¢) < u(A), que é
equivalente a desigualdade enunciada.

i) Seja v € C.(X, R, ). Tem-se entdo
2(p) < [ (o) duta).

Subdem: Afastemos ja o caso trivial em que ¢ = 0, e portanto ambos 0s
membros da desigualdade séo 0. Seja K C X um compacto tal que
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o(x) =0, para cada = ¢ K e seja M > 0 maior que 0 maximo para xz € K
de o(x). Tem-se assim p(X) C [0, M]. Sejan € N arbitrério.
Vamos definir fungdes continuas o1, g, ..., 0n: X — [0, %] por

0, se p(z) < M(i—l),
or(x) = { p(a) — ME=D o MI=D < ) < Mk
o se Mk < (),

cada uma das quais é continua, por ter restricdo continua a trés fechados cuja
unido é X (os correspondentes a cada um dos casos da definicao respetiva) e
tem suporte compacto, uma vez que, para cada = ¢ K, p(z) = 0, e portanto
também ¢ () = 0. Reparemos que, para cada =z € X, tem-se

p(x) = p1(z) + pa(x) + - + pa(z),

uma vez que existe 1<k <n, ndo necessariamente Unico, tal que

W < p(z) < 2k e que, para um tal k, tem-se ¢;(z) = 0, para cada
J>k, or(z) =p(x) — w e ¢j(z) =2, para cada 1<j<n-—1.

Consideremos os borelianos X1, X, ..., X}, disjuntos dois a dois e de unido
K, definidos por

M(k

Xk:{x€K|T_1)S<P($)<$}

e reparemos que, aplicando a conclusdo de h) a ¢, que verifica ¢ (z) =0
paracada x ¢ X U Xy41 U--- U X, concluimos que

Blpr) £ T p(XL U UX,) = T (p(X0) + - (X))

e portanto que
D(p) = (p1) + P(p2) + -+ Ppn) <
(10) M0 + 20(X0) 4+ mu(X,)).

ME=Y - hodemos

n

Por outro lado, uma vez que, para cada = € Xj, ¢(z) >
escrever

[ etrnta) = [ o) dute) = kz [ etrauto) >

M=)
2;& — dp(x) =

= %(N(Xz) +20(X3) + -+ (n— Du(X))

0 que, comparado com (10), implica que
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D)~ TLp(K) = Blp) — T (u(X) + p(Xo) + + (X)) <
< () + 20(Xs) 4+ (0~ Dp(X,) <
< [ e@duto)

Tendo em conta a arbitrariedade de n, podemos passar ao limite a sucessao
de desigualdades precedente para concluir a desigualdade pretendida.

j) Seja, mais geralmente, ¢ € C.(X,R), ndo necessariamente tal que
©(X) C [0, +o00[. Tem-se entéo ainda

M@SA%@W@-

Subdem: Basta examinar o caso em que ndo se tem ¢(X) C [0, +o0] e,

sendo K C X um compacto tal que () = 0 paracada « ¢ K, seja M > 0
tal que —M seja 0o minimo de p(z) parax € K. Sejae > 0 arbitrario.
Uma vez que p(K) < 400, a caracterizacdo desta medida como um infimo
permite fixar um aberto U de X, com K C U e p(U) < u(K) + €. Tendo
em conta o lema de Urysohn em 111.4.11, consideremos uma fun¢do continua
P: X — [0,1] tal que » < U e ¢(z) = 1, para cada « € K. O que vimos na
alinea e) implica que u(K) < ®(¢). Por outro lado, uma vez que a aplicagéo
continua de suporte compacto ¢ + M+ ja tem a propriedade de se ter
o(z) + My(x) > 0, para cada z € X, deduzimos do que se viu em i) que

O(p) + Mu(K) < @(p) + MO() = 2(p + My) <
< [ (o) + Mola) dua) -

/ ) dp(x +M/¢ Ydp(z) <
< Jot

)+ M p(U)
e portanto
Mwséﬂmwm+mewwm»;Aw@wm+Ma

Mais uma vez, tendo em conta a arbitrariedade de ¢, podemos substituir € por
% e tomar o limite de ambos os membros para deduzir a desigualdade preten-
dida.

k) Sendo ¢ € C.(X,R) arbitrario, podemos aplicar o que vimos em j) a
funcdo —yp € C.(X,R) para deduzir que
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_b(p) = B(—p) < /X () dpu(z) = — /X () du(z),
portanto
B(p) > /X o(z) du(z),

0 que, em conjunto com a desigualdade em j), implica a igualdade

B(p) = /X () dp(z) = B,(p). 0

111.4.28 (Visdo alternativa sobre os funcionais lineares positivos) Sejam X
um espaco topoldgico localmente compacto separado e de base contavel e
®:C.(X,Ry) — R, uma aplicagdo verificando as propriedades

(o +¢) = 2(p) + 2(¢), P(ap) = a®(p),

quaisquer que sejam ¢, € C.(X,R.) e a € R,.140 Existe entdo uma, e
uma so, aplicagdo linear ®:C.(X,R) — R que prolonga @, e este prolonga-
mento vai ser trivialmente um funcional linear positivo.

Dem: Comecemos por reparar que de se ter

®(0) = (0 + 0) = ®(0) + ®(0),

deduzimos que ®(0) = 0. Reparemos agora que, para cada ¢ € C.(X,R),
existem ¢, e ¢ em C.(X,R,) tais que ¢(x) = ¢, (z) — p_(z), para cada
x € X, por exemplo os definidos por

B IR R GG}
que se anulam em cada « tal que ¢(z) = 0. Este facto j& implica a unicidade
de um prolongamento linear ® de ®, visto que, para um tal ¢ com uma
decomposigdo como atras, ndo pode deixar de ser ®(¢) = ®(p, ) — ®(p_).
Reparemos agora que fica bem definida uma aplicagdo ®:C.(X,R) — R
pela condigdo de se ter ®(p) = ®(p,) — ®(p_), qualquer que seja o par de
elementos ¢, p_ de C.(X,R,) com ¢ = ¢, — ¢_ visto que, dado outro

o~

par ., p_tambémcome =@, —$_,vinhap, +$_ = . + ¢_, donde
D(ps) +2(@) =P(ps +2) =2(P, +¢-) =2(,) + P(p-),
e portanto ®(p.) — @(p_) = ®(3,) — ®(p_). O facto de a aplicagdo ®

140por outras palavras ® é “tdo linear quanto possivel”, tendo em conta o facto de o seu
dominio ndo ser um espaco vetorial.
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assim definida ser um prolongamento de ® resulta de que da igualdade
®(0) =0 e do facto de cada ¢ € C.(X,R;) se poder escrver na forma
©—0, onde ¢ e O pertencem a C.(X,R;). Resta-nos mostrar que o
prolongamento @ é linear. Ora, dados ¢, € C.(X,R), com as decomposi-
coes p =@, —p_ e Y=, +1_ como diferencas de elementos de
Ce(X,Ry), tem-se o +1p = (o1 + 1) — (p— +9-), onde tanto ¢ + ¥,
como ¢_ + ¢_ pertencem a C.(X, R, ), o que implica que
(o +9) =P(ps +1hs) — Blp- +9-) =
(o) + R(¥) — p-) —@(v) =

= ®(p) + ()
e, analogamente, para a >0, ap = ap;+ —ap_, COM ap; € ap_ em
C.(X,R;), donde
D(ap) = (aps) — Dlap-) = ad(py) — ad(p-) =
= a(@(py) = B(p-)) = a®(yp)

e,paraa <0, ap = (—ap_) — (—ap,), com —ap_ e —ap, em C.(X,R,),
donde

P(ap) = ®(—ap-) — d(—ap.)

= a(®(py) —P(p-)) =

= —aB(p ) ~ (~a)B(p.) =
ad(yp). O

Exercicios

Ex 11.4.1 (O suporte de uma medida de Radon) Sejam X um espago
topolégico localmente compacto, separado e com base contavel e
w:Bx — R, uma medida de Radon. Define-se o suporte S da medida s
como sendo o conjunto dos pontos = € X tais que u(U) > 0, para todo o
aberto U de X com z € U. Diz-se que a medida de Radon p é estritamente
positiva se o seu suporte S € igual a X.

a) Verificar que uma medida de Radon . é estritamente positiva se, e s6 se
w(U) > 0, para cada aberto ndo vazio U. Deduzir, em particular, que, se p é
uma medida de Radon estritamente positiva nos borelianos de X, entdo a sua
restricdo a um aberto V' C X é ainda estritamente positiva.

b) Mostrar que o suporte S de p € um conjunto fechado tal que
u(X \ S) =0. Sugestdo: Sendo C uma base contivel de abertos de X,
verificar que X \ S é a unido de todos os U € C tais que pu(U) = 0.

c) Verificar que o complementar X \ S do suporte de 1 € “o maior aberto de
medida nula” de X, no sentido que, para além de se ter u(X\ S) =0,
tem-se X \ S D U, para cada aberto U com p(U) = 0.

d) Verificar que a medida de Lebesgue )\, nos borelianos de R"é
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estritamente positiva, isto €, que o seu suporte é a totalidade de R".

e) Se p: X — R, é uma funcdo, o suporte de o é a aderéncia em X do
conjunto A dos pontos = € X tais que o(x) > 0. 141 Verificar que, se p é
uma medida de Radon nos borelianos de X, com suporte S e se p: X — R,
é uma funcdo continua, com suporte A, entdo o suporte da medida de Radon
1y associada (cf. 111.4.16) € igual a S N A (em particular, se a medida y €
estritamente positiva, o suporte de 1, coincide com o suporte de ).
Sugestdo: Mostrar os seguintes trés factos: 1) Se xy ¢ S, entdo z, ndo
pertence ao suporte de fi,); 2) Se x ¢ A, entdo xz, ndo pertence ao suporte
de 11(,); 3) Se xq ndo pertence ao suporte de () e zo € A, entdo xg € S.

111.4.2 (Valor de uma classe hum ponto) Sejam X um espaco topoldgico
localmente compacto, separado e com base contavel e u: By — R, uma
medida de Radon estritamente positiva (cf. o exercicio 111.4.1). Sejam E um
espaco de Banach e f: X — E uma aplicacdo topologicamente mensuravel.
Vamos dizer que a classe [f] € Mens(X, E) admite um vetor wy, € E como
valor no ponto zy € X se, para cada ¢ > 0, existe um aberto V' de X, com
zo €V, tal que || f/v(z) — wol| < 6 quase sempre, por outras palavras, para
um certo boreliano A c V, com pu(A) =0, ||f(x) —wo|| < 6 para cada
zeV\A

a) Mostrar que a classe [f] ndo pode admitir num ponto z, € X mais que um
valor, o que torna legitimo notar [f](xy) = wy 0 valor, quando exista, da
classe [f] no ponto z,.142

b) Reparar que, se f é continua no ponto x, entdo a classe [f] admite f(x)
como valor no ponto z, por outras palavras, [f](zo) = f(zo). Concluir, em
particular, que a definicdo que apresentamos generaliza a que foi dada em
11.2.4.

¢) Suponhamos que a classe [f] admite um valor em cada ponto = € X e seja
F:X — E a aplicacéo definida por ?(x) = [f](x). Mostrar que a aplicacdo
7:X — E écontinua e que [f] = [f] em Mens(X, E).143

Sugestdo: 1) Partir de uma base contavel C de abertos de X e mostrar que se
pode considerar, para cada & € N, uma base de abertos C;,, constituida pelos
abertos U € C tais que exista w € E com || f/7(z) — wl| < 1 quase sempre.
2) Concluir que, para cada k € N e U € Cy, existe um boreliano A, C U,
com p(Agr) = 0, tal que || f(z) — f(y)|| < £, sempre que z,y € U \ Ay
Considerar o boreliano A ¢ X, com p(A) = 0, definido por

141Comparando com a definigdo de suporte de uma aplicagdo f: X — E, com valores no

espaco de Banach E, referida na nota 133 na pagina 285, constatamos que esse suporte
ndo é mais do que o suporte da fungdo ¢(x) = || f(x)]|, com valoresem R .

142E para a validade desta conclusdo que temos que a admitir que a medida de Radon seja
estritamente positiva.

143Comparar com a nogéo de classe continua dada em 111.2.4, no caso em que X é um
aberto de R", com a medida de Lebesgue nos respetivos borelianos.
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a=UJ (U aw).

keN UeCy

3) Mostrar que, se U €C, e x €U, entdo existe ' € U\ A tal que
1f(z") = f(@)] < 3 ~ ~

4) Deduzir de 3) que, se U € C; e z,y € U, entdo |[f(y) — f(z)]| < % e
concluir daqui que ?: X — E é continua.

5) Deduzir de 3) que, se z € X \ 4, entdo f(z) :?(a:), comecgando por
mostrar que, para k € N arbitrario, || f(z) — f(z)|| < 3,

Ex 111.4.3 (Teorema de Lusin) Sejam X um espaco topoldgico localmente
compacto, separado e com base contavel e u: By — R, uma medida de
Radon. Sejam E um espaco de Banach e f: X — E uma aplicacdo topologi-
camente mensuravel.

a) Mostrar que, para cada 6 > 0, existe um subconjunto fechado C' C X tal
que (X \ C) < 6 e que f/o: C — E seja continua.

Sugestdo:144 Seja (V;,),en Uma sucessdo de abertos de f(X) cujo conjunto
dos termos seja uma base de abertos deste subespago topoldgico de E. Para
cada n €N, notando A, = f"1(V,) €eBx e A, =X\A,, utilizar o
resultado de regularidade na alinea d) de 111.4.6 para considerar fechados C,,
e C! de X, com

6

2n+1

Co C A CLCX\An p(An\Cy) < w(AN\ ) <

on+l1 !
e mostrar que o conjunto fechado de X,

c=((Cucy)
neN

verifica as condi¢des pedidas. Para verificar a continuidade da restri¢do de f
a C, reparar que, se o € C' e n étal que f(xg) € V,,entdoxg € X\ C) e f
aplicaC' N (X\C/)emV,.

b) Utilizar a concluséo de a) para mostrar que, no caso em que u(X) < 400,
para cada ¢ >0 existe um compacto K C X com upu(X\K)<é e
[/ K — E continua. Sugestdo: Ter em conta a alinea c) de 111.4.6.

Ex 111.4.4 Verificar que C.(R",R) ndo é denso em L>(R",R) (comparar com
111.4.14). Sugestéo: Considerar a funcéo identicamente igual a 1.

Ex 111.4.5 Sejam X um espaco topoldgico localmente compacto, separado e com
base contavel, u: Bx — R, uma medida de Radon e ¢: X — [0, 4+o00[ uma
fungéo Iocalmente integravel. Mostrar que, se A € By, entdo o integral
Jie(x) ) é 0 supremo dos integrais [, ¢(x)du(x), com K compacto

144 prova seguindo as linhas desta sugestéo é devida a Loeb e Talvila, [8].
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contido em A, e o infimo dos integrais [, ¢(x)du(x), com U aberto
contendo A. Sugestdo: Lembrar que a medida /() € uma medida de Radon.
[11.4.6 (Topologia de L, (X, E)) Sejam X um espago topolégico local-
mente compacto separado e de base contavel, u: By — R, uma medida de
Radon e ' um espago de Banach. Dados [f] € L}, (X, E), um compacto
K C X eé >0, notemos

Bico([f]) = {l9] € Lioe(X, E) | gyx] = [f/x]ll1 < 6}

a) Mostrar que existe uma topologia em L} (X, E) definida pela condigéo

loc

um conjunto V C L}, (X, E) ser uma vizinhanca de [f] € L} .(X,E) se, e
S0 se, existe um compacto K C X e ¢ > 0 tais que Bg s([f]) C V.

b) Mostrar que uma sucesséo de elementos [f,] € L}, .(X, E) converge para
um elemento [f] € L} .(X,E) em L} (X,E) (cf. 111.4.19) se, e sO se,
converge para esta topologia.

c) Verificar que, para a topologia de L} (X, E) definida em a), cada
[f] € L, .(X, E) admite um sistema fundamental de vizinhancas numerével.
Mais precisamente, considerando uma sucessdo crescente de compactos
K, C X nas condicOes da alinea b) de I11.4.5 (para U = X)), verificar que se
obtém um tal sistema fundamental de vizinhangas tomando a classe dos

conjuntos BK”‘%([f]), com n € N. Sugestdo: Utilizar a propriedade das
coberturas dos compactos para mostrar que qualquer compacto X C X esta
contido num dos compactos K,,.

d) Verificar que a topologia que consideramos em L} (X, E) ¢ separada (de
Hausdorff).

e) Verificar que C.(X,E) é denso em L} (X,E), para a topologia que
consideramos neste espago (comparar com 111.4.14).

Sugestdo: Dados f em L} (X, E), um compacto K C X e § > 0, aplicar a
conclusdo da alinea a) de 111.4.5 para considerar um aberto U’ e um
compacto K’ com K C U’ C K', reparar que f;;» € L'(U', E) e aplicar o
resultado de densidade 111.4.14, reparando que uma aplicagdo em C.(U’, F) é
restricdo de umaem C.(X, E).

f) Sejam F',G, H trés espacos de Banach e & F' x G — H uma aplicacéo
bilinear continua, que encaramos como uma “multiplicacdo”, notando, para
cddaweFezeG, wxz=¢§w,z) € H. Seja f: X — F uma aplicacéo
continua. Verificar que é continua a aplicacdo

Lige(X, G) = Lio(X, H), [g] = [f] x [g]

(cf. a alinea a) de 111.4.22), quando se considera no dominio e no espaco de
chegada a topologia definida em a).

[11.4.7 (Resultados de colagem em Mens(X, E)) Sejam X um espaco
topolégico localmente compacto separado e de base contavel, pu: By — R,
uma medida de Radon e E um espaco de Banach.
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a) Seja f: X — E uma aplicacdo tal que exista uma familia de abertos
(Uj)jes de unido X com cada fy,:U; — E topologicamente mensuravel
(ou, equivalentemente, tal que, para cada x € X, exista um aberto U, de X
com z €U, e f;y,:U, — E topologicamente mensuravel). Mostrar que
f: X — E é topologicamente mensuravel. Sugestéo: Utilizar a existéncia de
uma base contavel de abertos de X para garantir a existéncia de uma
cobertura aberta (Vi)rex de X, com o conjunto K de indices contavel, tal
que cada V;, esteja contido nalgum U;.

b) Sejam (U;) jc; uma familia de abertos de X de unido X e para cada j € J
[fj] € Mens(U;, E). Suponhamos que, quaisquer que sejam os indices
J,j € J, as classes [f;] e [fy] tém a mesma restricdo a U; N U; (como
elemento de Mens(U;NUy, E)). Mostrar que existe uma, e uma so, classe
[f] € Mens(X, E) tal que, paracada j € J, [fj] = [f]v,

Sugestdo: Comecar por provar o resultado de unicidade. Seguir a mesma
ideia que a utilizada para a alinea a) para reduzir o problema ao caso em que
J € contavel. O lema 1.2.11 poderé ajudar a definir explicitamente a aplica-
cdo f.

85. Translacdes e produto de convolugdo em R™.

Nesta sec¢do, a medida que vai ser considerada é a medida de Lebesgue
A, Na o-algebra Br. dos borelianos de R", onde naturalmente, o caso
particular em que n = 1 também é considerado. Como referido em 111.4.3,
A, € uma medida de Radon, a qual podemos, em particular, aplicar o que
estudamos na secgdo I11.4.

111.5.1 Lembremos que, como referido em 11.5.7, para cada x € R" notamos
.- R" — R" a translagdo associada a x, isto &, aplicacdo bimensuravel
definida por 7,.(y) = = + y, cuja inversa é 7_,, e que a medida de Lebesgue
An € invariante por translagdo, isto é, que se tem A\, (7,(A)) = \,(A), para
cada A € Bg~ € cada x € R™. Nesta seccao estara implicito que a medida que
consideramos é a medida de Lebesgue )\, nos borelianos de R”™.

Dados E espaco de Banach, f:R" — F aplicacdo topologicamente mensu-
ravel e x € R", notamos 7,(f):R" — E a aplicacdo topologicamente
mensuravel definida por 7,.(f) = f o 7_, (cf. 11.2.7), portanto por

.(f)y) = fly — ).

Repare-se que, como se constata imediatamente, fica assim definida uma
aplicacéo linear

Ty Mens(R" ) E) — Mens(R", E),
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tendo-se

TO(f) =T TI(TuL’(f)) :Tw+z’(f)1
e portanto também 7_,.(7.(f)) = 1.

111.5.2 Nas condigBes anteriores, se A C R"™ é um boreliano e = € R", tem-se,
para a funcdo indicatriz I ,: R” — R,

To(La) = L, (4). 190

Dem: Basta atender a que
_ _J1, sey—xeA
n ) =T w) = {5 VT
onde a condi¢do y — x € A é equivalente ay € 7,.(A). O

111.5.3 Sejam E um espago de Banach, z € R" e f,¢g: R" — F duas aplica¢des
mensurdveis tais que [f]=[g] em Mens(R", E), isto é, tais que
f(z) = g(z) quase sempre. Vem entdo [7,.(f)] = [r=(g9)] em Mens(R", E).
A aplicacdo linear 7,: Mens(R", E) — Mens(R", E) dé assim origem a uma
aplicacdo linear 7,: Mens(R", E) — Mens(R"™, E) definida por

7 ([f]) = [ (H)]-

Dem: Basta atender a que, sendo A C R™ um boreliano com \,(4) = 0 tal
que f(y) = g(y), paracaday ¢ A, tem-se

()W) = fly—z) =9(y — ) = 7.(9)(v),

sempre que y —x ¢ A, isto é, sempre que y ¢ 7,(A), onde 7,(A) é um
boreliano com A, (7,(A)) = A, (A) = 0. O

111.5.4 Nas condigdes anteriores, para cada 1 < p < oo, a aplicacdo linear
To: Mens(R", E) — Mens(R", E)

aplica L?(R", E) em L*(R", E) e tem-se ||, ([f])[l, = [I[]ll,-

Dem: Comecemos por supor que p < oo e seja [f] € LP(R", E). Tendo em
conta o teorema trivial de mudanga de variaveis (cf. 11.1.38) e a invariéncia
por translagdo da medida de Lebesgue, obtemos entéo

L@l an) = [ 1wl da) -

= [ @I an ) < 4o

145Este resultado explica a razdo, porventura considerada estranha, de termos utilizado a
composi¢éo com 7_, na definicdo de 7,.(f).
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o que mostra que 7.([f]) € L"(R",E) e que |[m([fDl,=lLf]l
Suponhamos agora que [f] € L*(R™, E). Podemos assim considerar um
boreliano A c R™ com \,(A) =0 tal que [|f(y)|| < |/[f]ll~, para cada
y ¢ Aetem-se entdo

7 (H) @) = 11y =) < [ Flloes

sempre que y —x ¢ A, isto é, sempre que y ¢ 7,(A), onde 7,(A) é um
boreliano de R™ com A, (7,(A4)) = A\.(4) =0, o que implica que 7,([f])
estd em L*(R™, E) e que ||7([fDllco < I[f]|lo- Para mostrar que se tem
mesmo ||7.([f])]lec = I|[f]lloc basta agora reparar que se pode escrever

I oo = N2 (72 ([FD)lloe < 17 (1f]) lloc- O

I11.5.,5 (Teorema de continuidade) Sejam FE um espaco de Banach,
1<p<+oco e |[f]eLP(R" E). Tem entdo lugar uma aplicagdo
uniformemente continua de R™ para LP(R", F'), que a cada = € R" associa
([f])-

Dem: Vamos dividir a demonstragdo em varias partes:
1) Vamos fazer a hipétese suplementar de se ter f € C.(R", E) (cf. 111.4.8) e
mostrar que a aplicagdo referida é continuaem 0 € R".

Subdem: A hipétese feita implica que f:R" — E é continua e que,
para um certo R >0, vem f(y)=0, sempre que |y| > R. Seja
M = )\,(Br+1(0)) a medida da bola fechada de centro 0 e raio R + 1. Seja
6 > 0 arbitrario. A continuidade uniforme de f no compacto Br,2(0)
permite-nos escolher 0 <e <1 tal que, sempre que y,z € Bri2(0)
verificam ||z — y|| < ¢,

If () = F)ll < s M7

Seja agora x € R” tal que |jz|| <e. Se |ly]| > R+ 1, tem-se f(y)=0¢e
m(f) () = fly —x) =0 (se [ly — zf| < R, vinha [[y|| < ||y — =[] + [lz]| <
R+1). Se |ly| <R+1, vem [y —z| <|ly|l + [|z]| < R+2, e portanto
I f(y —x) — f(y)|| < 6 M~'/». Concluimos assim que

I7:(F)(Y) = (AW dAnly) = / 1y = =) = FWII" ddn(y) <

Br+1(0)

< / §7 /M d(y) = 67,

Br+1(0)

R~

portanto |7 ([f]) — 7o ([f])Il, < 6, 0 que prova a continuidade pretendida.
2) Vamos mostrar agora que a aplicagdo referida no enunciado é continua em
0, sem fazer nenhuma hipétese suplementar sobre f.

Subdem: Seja ¢ > 0 arbitrario. Tendo em conta o teorema de
densidade em 111.4.14, podemos considerar g€ C.(X,E) tal que
11f] = [glll, < & e, pelo caso particular estudado em 1), existe ¢ > 0 tal que,

sempre que = € R" verifica ||z|| <e, ||7.(lg]) — 7o([g])]l, < §. Para cada
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x € R" com ||z|| < €, tem-se entdo

17 ([F1) = 7o([fDll» <
< Al ([f1) = 7 (gDl + 7 (lg]) = 70Dl + l7o(lg]) = 7o ([FDIlp =

= [l ([f] = [aDllp + 7= ([g]) = 7o(lgDllp + gl = [f]ll» <

S
3 3 3 7

0 que prova a continuidade pretendida.
3) Provemos enfim a continuidade uniforme da aplicacéo referida.

Subdem: Dado 6 > 0, 0 que vimos em 2) garante-nos a existéncia de
e > 0 tal que, sempre que ||z|| < ¢,

7= (LfD) = [f1llp = 72 (Lf]) — 7o([fDllp <&
e entdo, sempre que ||y — z|| < &, vem

7y (L)) = 7= ([f Dl = 17 (7= ([f])) = 7= ([FDllp =
= (17 (7= ([f]) = [ Dllp = 7= ([F]) = DIl <&,

0 que prova a continuidade uniforme pretendida. O

Vamos agora estudar o produto de convolugdo de funcbes definidas em
R™, comegando por examinar o caso especial das funcdes com valores em
R,.

111.5.6 Sejam ¢, 1:R® — R, duas aplicacdes mensuraveis. Tem entdo lugar
uma aplicagdo mensuravel pxi: R* — R, , a que damos o0 nome de produto
de convolucéo de ¢ e v, definida por

pxp(z) = / o(x —y)Y(y) dAa(y).
Tem-se, além disso,
[ e@an) = ([ e@an@)x ([ v@anw).

ou seja, nas notacdes de 111.1.16,
lexipll = llelle x [l

Dem: Considerando a aplicagdo mensuravel R” x R* — R, que a (z,v)
associa ¢(x — y)u(y), resulta do teorema de Fubini em 11.4.9, em primeiro
lugar que @+t esta bem definido, isto é, que, para cada x € R", é
mensuravel a aplicagio R” — R, y — o(z — y)¥(y), e, em segundo lugar,
que a aplicagio @xi:R" — R, é mensuravel. O mesmo resultado, em
conjunto com o teorema trivial de mudanga de varidveis e a invariancia por
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transla¢do da medida de Lebesgue, garante que
[ em@an = [ o= pi@)dn e o) -
" R7xR?
([, #te = nvmran) i =
([ et dmm)) V(o) (o) =

A
)

/ 2) don(z ¢(y) dAa(y) =
= (/Rngo(z) dAn(Z)) x ( W) dkn(y))

0 que termina a demonstracao. O
I1.5.7 (Comutatividade) Sejam ¢, v: R” — R, duas aplicagdes mensuraveis.

Tem-se entdo p*p = xp: R" — R,

Dem: Tendo em conta o teorema trivial de mudanga de variaveis e a inva-

ridncia por translagdo e por simetria da medida de Lebesgue (cf. 11.5.7 ¢
I1.5.13), vem

pri@) = [ ole = 9)v() dhly) =
= [ ole = n(-2)u(ml-2) dhn(a) =
= [ eleplo=2) datz) = vroo). 0

II1.5.8 (Monotonia) Sejam @1, s, 1, R” — R, aplicagdes mensuraveis
tais que, para cada € R, ¢1(z) < po(x) e 91 (z) < 1ho(x). Tem-se entdo,
para cada z € R",

prx1(T) < poxtha(T).

Dem: Trata-se de uma consequéncia direta da propriedade de monotonia do
integral das fungdes positivas na alinea b) de II.1.16. O

IIL5.9 (“Bilinearidade”) Sejam 1, o, 91, P2: R" — R, aplicagdes mensu-
raveis e a € R,. Tem-se entdo

(01 + @2)xih1 = @1 + poxihr,  (ap1)xhr = alpr*¢r),
(1 + o) = prxhr + prxpe,  prx(ayn) = alprxir).
Dem: Trata-se de uma consequéncia das propriedades do integral das

fungdes mensuraveis positivas em I1.1.20, na alinea c¢) de II.1.16 e em
11.1.25. O
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111.5.10 (Convolucéo e conjuntos de medida nula) Sejam ¢, 3, ¥, o R" - R,
aplicagBes mensuraveis tais que o(z) = @(z) quase sempre e ¥ (z) = ¥ ()
quase sempre. Tem-se entdo, para cada z € R 146 pxap(z) = @) (z).

Dem: Para cada « € R" fixado, tem-se ¢ (y) = zﬁ(y) quase sempre, portanto

~

também ¢ (z — y)¥(y) = p(z — y)1(y) quase sempre, o que implica que
pro(o) = [ o= y)0) dly) =
— [ ola - 9)3w) dr ) = pd(a)

A igualdade @*{ﬁ\(x) = @MZ(x), da qual decorre a conclusdo, prova-se de
maneira analoga (tendo em conta a invariancia por translacéo e por simetria
da medida de Lebesgue) ou, ainda mais facilmente, aplicando o que
acabamos de ver e a propriedade comutativa da convolucéo. O

111.5.11 (Aplicagdo da desigualdade de Holder) Sejam ¢, :R" — R, duas
aplicagdes mensuraveis. Tem-se entdo:
a) Paracada z € R,

() < llelloo ¥l

em particular, [|p+¥[lo < [l [[¥]]1-
b) Sejam p > 1 e ¢ > 1 dois expoentes conjugados (cf. 111.1.15). Para cada
x € R", tem-se entdo

pxi(z) < llollp 1]y,

em particular, [|ox¢]lo <[]l ¥ [l 147

Dem: a) Seja A C R™ um boreliano com \,(A) =0 tal que, para cada
z € R"\ 4, ¢(z) < ||¢]l~- Sendo z € R™ arbitrario, podemos considerar o
boreliano A, =x — A de R" que, tendo em conta a invaridncia por
translagdo e simetria da medida de Lebesgue, verifica ainda \,(A,) =0 e
tem-se entdo, para cada y € R"\ A,, o(z — y) < ||¢|l~, pelo que podemos
escrever

pxp(z) = /R”\A o(r —y)(y) dh,(y) < /

Rn\A

lelloe ¥ (y) dAn(y) =
=liel [ 40)D0) = el I

b) Sendo x € R" arbitrario, podemos considerar a fungdo mensurével

148N30 s6 quase sempre...

147Reparar que a) ndo é mais do que o caso limite de b) em que p = oo e ¢ = 1 e que nio
€ necessario enunciar explicitamente o caso limite p =1 e ¢ = oo, tendo em conta a
comutatividade do produto de convolucéo.
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¢.:R" — R, definida por ¢.(y) = ¢(x — y), para a qual se tem, tendo em
conta a invariancia por translacao e simetria da medida de Lebesgue,

/”<Pm(y)1'd>\n(y) = / oz —y)Pd\(y) = /n@(z)l) dn(2),

isto &, ||¢z]l, = ll¢ll,- Podemos assim escrever, tendo em conta a desigual-
dade de Hélder em 111.1.17,

prtla) = [ ele= e = [ euwan) <
< lleall 1 = el Il 0

111.5.12 (Desigualdade de Young) Sejam ¢,v:R" — R, duas aplicacdes
mensuraveis e p > 1, ¢ > 1 e » > 1 nimeros reais tais que % + % =1+1

Tem-se entdo
sl < llollp 94 148

Dem: Vamos dividir a demonstracdo em varias partes:

a) Vamos provar a desigualdade do eunciado com a hipétese suplementar de
se ter ||¢|l, = |l®]l; = 1. Consideremos as medidas y e 1’ nos borelianos de
R"™ definidas respetivamente por

H(A) = /A p(@) dAn(z), 1/(A) = /A () ddn(z),

medidas que, por hipétese, verificam p(R™) = 1e ¢/(R™) = 1.
Reparemos agora que, para cada real s > 1, a funcéo g;: Ry — R, definida
por gs(t) = t° é crescente, com limite +oo para t — +oo e derivavel em
cada ponto e com derivada ¢.(t) = st*~!, portanto também crescente, em
particular g, € uma funcéo convexa.
Aplicando a desigualdade de Jensen para a fungéo g, (cf. 111.1.12), notando
Ay o boreliano de R" constituido pelos pontos x tais que i(x) = 0, para o
qual p/(Ag) = 0, e reparando que

pq

11
p+q—pg=pe(=+~-—-1) ===,
q P r

vemos que, para cada r € R",

148Reparar que o resultado precedente é o caso limite deste em que r = co. Reparar
também que um dos casos particulares deste resultado é aqueleemque p=g=r=1¢
que, nesse caso, vimos em 111.5.6 que temos mesmo uma igualdade. Reparar também na
diferenca relativamente a situacdo tratada em 111.2.34, em que, em vez do produto de
convolugdo, temos a multiplicagdo usual.
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ettt = ([ o= o) i) =
([ P i) =
= (|, sl —vw a' ()" <
< [ty ) =

”\AO

- / (@ — ) By)P P dA(y) =
R"\ Ag

- /R p(x = )" Y(y)"" dAa(y).

Tendo em conta a comutatividade do produto de convolucéo, a desigualdade
anterior também pode ser escrita na forma

oo < [ wla =0 ) Do) = [ vl = 9" duty),

Reparemos agora que de % % =1+ ! deduzimos que

1 1

p U

>

S| =
S| =

portanto p < r e é > 1. Podemos entdo aplicar de novo a desigualdade de
Jensen, agora para a fungdo g, com s = f, para concluir que

prie) = (pruie))” < ([ v -y du)) <
</ (wm—mw du(y)z/ﬂ@w(x—y)qdu(y):
/ b — )1 o (y)? dAn(y).

Resulta daqui, por integracdo, tendo em conta o teorema de Fubini e a
invariancia por translacdo da medida de Lebesgue, que
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losily = [ prbla) dhe) <
< [ ([ vle—uretw ) dn) -
= [ ([ vte =07 oty drate)) dnaio) =
[ [0 an) o) da) =
= ( . (2)" dha(2) ) x (/nw(y)” y)) =1,

e portanto também
lexapllr < 1= llllp 12llq,

que é a desigualdade que pretendiamos estabelecer.

b) Vamos agora mostrar que a desigualdade do enunciado é trivialmente
verdadeira nos casos em que ||¢l[, = 0 ou ||¢||, = 0. Ora, se for |4, = 0,
vem também

0= Il = [ v dr )

donde (y)? =0 quase sempre, portanto também, para cada z € R",
o(z — y)¥(y) = 0 quase sempre e

prio(o) = [ ol ~y)uly) dra(y) =0

e, no caso em que |¢||, =0, o que acabamos de verificar e a propriedade
comutativa em 111.5.7 garantem-nos que também

prip(x) = Pxp(z) =0,

para cada x € R". Verificamos assim que, sempre que |[j¢|, =0 ou
lv]l; = 0, tem-se px1p = 0, e portanto, trivialmente,

Il = 0= llllp [¥lq-

¢) Notemos agora que a desigualdade do enunciado é ainda trivialmente
verdadeira no caso em que, dos dois valores ||¢|, e [|¢|/4, um deles é +oc0 e
o0 outro é diferente de 0, uma vez que o segundo membro da desigualdade é
entao +oo.

d) Resta-nos provar a desigualdade do enunciado no caso em que se tem
simultaneamente 0 < [|¢|, < +oo e 0 < |[¢||; < +o0. Ora, notando
a=|¢l, e b=, podemos considerar as fungbes 3,:R" — R,
definidas por
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~ 1 - 1
B(@) =~ pla), W)=y )
a
para as quais se tem trivialmente || 3|, = ||¢[l, = 1 e

o 1
* = —*
Prip(a) = — oxi(2)
pelo que, tendo em conta o que se viu no caso particular estudado em a),

lpxlle = abll@d]l. < ab = [lell, 4],

como queriamos. O

Vamos agora estudar o produto de convolucéo no contexto mais geral das
aplicagBes com valores vetoriais, para 0 que supomos estar na posse de
uma “multiplicacdo” conveniente entre os vetores dos espacos vetoriais de
chegada, no contexto referido na alinea b) de 11.2.9, mais precisamente,
naquele em que temos trés espagos de Banach F', G, H e uma aplicacéo
bilinear continua &: F x G — H, que encaramos como uma “multiplica-
¢éo0”, notando, para cada w € F e z € G, w x z = &(w, z). Nessa situa-
¢do, como se verifica em cursos de topologia ou de analise funcional (cf.,
por exemplo, [9]), a continuidade da aplicacéo bilinear £ é equivalente a
existéncia de uma constante M > 0 tal que, sempre que w € F' e z € G,
lw x 2| < Mllw]]|z]].

N&o nos devemos deixar atemorizar pela generalidade desta situagdo:
Entre os exemplos mais frequentes de aplicacdo, estdo aquele em que os
trés espagos vetoriais sdo iguais ao corpo K dos escalares, R ou C, com o
valor absoluto como norma, e a multiplicacdo como aplicacdo bilinear, e
aquele em que G = H é um espago de Banach, F' é o corpo dos escalares
e a aplicacdo bilinear é a multiplicacéo dos escalares pelos vetores.

111.5.13 Sejam F', G, H trés espacos de Banach e &: F' x G — H uma aplicagéo
bilinear continua, que encaramos como uma “multiplicacdo”, notando, para
cldawe FezeG, wxz=¢w,z) € H e consideremos M > 0 tal que
se tenha ||&(w,2)| < M||lwl|||z||, para cada (w,z)€ F x G. Sejam
f:R" — F e g:R" — G duas aplicagdes topologicamente mensuraveis, por
outras palavras f € Mens(R", F') € g € Mens(R", G).

Considerando as aplicagdes mensurdveis ¢, v:R™ — R, definidas por
o(z) = ||f(z)|| e ¥(z) = ||g(x)]| e o seu produto de convolugéo

iR =By, (@) = [ ola = e (o)

definimos o dominio de convolugdo Dy, C R" como sendo o conjunto dos
x € R™ tais que px1(x) < +o0, conjunto esse que é um boreliano de R”.
Dizemos que f e g séo fortemente convolucionaveis se Dy , = R™ e podemos
entdo definir uma aplicagdo topologicamente mensurével
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frgR" — H,  frg(x) = A f(@—y) x g(y) da(y),
a que se da o nome de produto de convolugdo de f e ¢g. Mais geralmente,
dizemos que f e g séo fracamente convolucionaveis se A, (R" \ Dy ) =0 e
podemos entdo definir uma aplicagdo topologicamente mensuravel

Jeo Fx —y) x g(y) d\u(y), sex €Dy,

fxg:R" — H, f*g(x):{o, sex ¢ Dy,

a que se da 0 nome de produto de convolugéo de f e g.149

Dem: O facto de Dy, ser um boreliano de R™ € uma consequéncia de a
aplicagdo p#: R — R ser mensuravel (cf. 111.5.6).

Tendo em conta 11.2.7 e 11.2.9, podemos considerar uma aplicacdo
topologicamente mensuravel R” x R* — H, (z,y) — f(z —y) X g(y). O
facto de, para cada z € R", y— f(z —y) x g(y) ser uma aplicacéo
topologicamente mensuravel resulta de aplicar o teorema de Fubini em
11.4.10 aquela aplicacéo e o facto de se ter

[ 156 =) x @l anat) < [ 156 = yllgtw)l dxnty) =
Rn R
= M p*y(z)

implica que, para cada = € Dy 4, aquela aplicagdo € mesmo integravel. Mais
uma vez pelo teorema de Fubini, vemos que, no caso em que f e g sdo fraca-
mente convolucionaveis, a restricdo de fxg:R"™ — H a Dy, € topologica-
mente mensuravel, e portanto esta aplicacdo é topologicamente mensuravel,
uma vez que tem restricdo constante, e portanto também topologicamente
mensuravel, aR" \ Dy . O

111.5.14 (Comutatividade) Sejam F,G,H trés espacos de Banach e
& F x G — H uma aplicagdo bilinear continua, que encaramos como uma
“multiplicacdo”, notando, paracadaw € Fez € G, w x z = &(w, z) € H.
Consideremos também a aplicacdo bilinear continua ¢:G x F — H,
definida por &(z,w) = &(w, z), notando x’ e ' a multiplicagdo e a
convolugéo associadas a ¢.150 Dadas aplicacdes topologicamente mensu-
raveis f:R" — F e g: R" — @, tem-se entdo:

a) Coincidem os dominios de convolugéo Dy , e D, ¢, em particular f e g sédo

149A definigdo de fxg nos pontos de R™\ Dy, destina-se apenas garantir que ficamos
com uma aplicagdo de dominio R”, ndo tendo qualquer significado essencial. E por esse
motivo que s& apresentamos a definicdo do produto de convolugdo no caso em que
An(R"\ Dy g) = 0.

150Nos casos em que ndo hé perigo de confusdo sobre o significado da notago, é costume
escrever simplesmente x e %, em vez de x ' e *’. Esses casos incluem aquele em que
F # G (ou estamos a raciociar em geral, admitindo essa possibilidade) e aquele em que
F = G eaaplicagdo & F' x FF — H é comutativa, ou seja, & = &.
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fortemente convolucionaveis (respetivamente, fracamente convolucionaveis)
se, e sO se, g e f sdo fortemente convolucionaveis (respetivamente, fraca-
mente convolucionaveis).

b) Se f e g sdo fracamente convoluciondveis, tem-se

frg=g¥f:R" — H.

Dem: O facto de se ter Dy, =D, € uma consequéncia da propriedade
comutativa da convolugdo de funcéo positivas em I11.5.7. No caso em que f
e g sdo fracamente convoluciondveis, o teorema trivial de mudanca de
variaveis e e a invariancia por translagdo e por simetria da medida de
Lebesgue (cf. 11.5.7 e 11.5.13), garante que, para cada z € Dy, = D, ¢,

frg(x) = [ flz—y)xgly)d\.(y) =

Rn

= f(@ = 72(=2)) x g(1:(=2)) dM\u(2) =

Rn

= | f(z) x glz—2)dAn(2)

Rn

= [ ala=2) x ") d(z) = ¢S o),

igualdade que é trivialmente verificada também para = ¢ Dy, = D, ;. O

111.5.15 (Convolugéo e conjuntos de medida nula) Sejam F', G, H trés espacos
de Banach e &: F' x G — H uma aplicagdo bilinear continua.
Sejam f,?:R” — F e ¢g,g:R" — G aplicagbes topologicamente mensuré-
veis tais que f(z)= 7(:5) quase sempre e g(x) =7g(x) quase sempre.
Tem-se entdo:
a) Coincidem os dominios de convolugéo Dy , e D?@, em particular, se fe g
sdo fortemente convoluciondveis (respetivamente, fracamente convoluciona-
veis), também f e § sdo fortemente convolucionveis (respetivamente, fraca-
mente convolucionaveis).
b) Se f e g sdo fracamente convolucionaveis, entfo, para cada = € R",151

Frg(x) = F¥g().

Dem: O facto de se ter Dy, = D5, € uma consequéncia direta de 111.5.10.

Suponhamos que f e g sdo fracamente convolucionaveis e seja « € Dy,
fixado. Tem-se g(y) = g(y) quase sempre, portanto também

flz—y) xg(y) = f(z —y) xG(y)

guase sempre, 0 que implica que

151NZo s6 quase sempre...
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frg(z) = [ flz—y) xg(y)d(y) =

R

= & [z —y) xg(y) d\.(y) = f*g(x).
Esta igualdade ¢é trivialmente também verificada para « ¢ Dy .
Para concluir a demonstracdo, bastara verificarmos que se tem também
D5 =D;, € que, no caso em que f e g sdo fracamente convolucionaveis,

f%g :?*@. Essa verificacdo poderia ser feita de modo analogo ao anterior
(embora com um argumento suplementar, envolvendo a invariancia por
simetria e translacdo da medida de Lebesgue), mas é mais fécil utilizar a
conclusdo parcial ja estabelecida e a propriedade comutativa em 111.5.14 para
garantir que

Dy,

@)
I
S
)
I
RS

27 = Dig
e que, no caso em que f e g sdo fracamente convolucionaveis,

F¥g(x) =g« f(x) =G« f (x) = f¥g(x). O

111.5.16 Nas condi¢des do resultado precedente, e como consequéncia deste,

podemos definir, dadas as classes de equivaléncia [f] € Mens(R", F) e
[9] € Mens(R",G), o seu dominio de convolugdo Dy C R, Dip g =
Dy 4, € dizer que as classes sdo fortemente convolucionaveis se Dyy,; = R"
e que elas sdo fracamente convolucionaveis se \,(R"\ Dy ) = 0. Do
mesmo modo, no caso em que as classes sdo fracamente convoluciondveis,
podemos definir o seu produto de convolugdo [f]*[g]: R® — H, pondo
[f]*[g] = fx*g, produto esse que é assim um elemento de Mens(R™, H) € ndo

apenas uma classe de equivaléncia.152

.5.17 (Bilinearidade “no contexto forte”) Sejam F',G, H trés espacos de

Banach e & F' x G — H uma aplicagdo bilinear continua. Tem-se entdo:

a) Sejam a um escalar, g: R" — G uma aplicacdo topologicamente mensura-
vel e, para cada j € {1, 2}, f;: R" — F uma aplicacdo topologicamente men-
suravel tais que f; e g sejam fortemente convolucionaveis. Tem-se entéo que
tanto f; + f» e g como af; e g sdo fortemente convolucionaveis e, para cada
z € R"”,

(fi + fo)xg(x) = fixg(w) + faxg(z),
(afi)xg(z) = a(fixg)(z).

b) Sejam a um escalar, f:R™ — F uma aplicagdo topologicamente mensura-

152E claro que ndo hé qualquer inconveniente em utilizar a notagdo [f]+[g] para designar
também o elemento de Mens(R", H) associado, desde que seja claro qual o contexto em
que nos colocamos.
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vel e, para cada j € {1, 2}, g;: R — G uma aplicacéo topologicamente men-
suravel tais que f e g; sejam fortemente convolucionaveis. Tem-se entéo que
tanto f e g1 + go como f; e ag; sdo fortemente convoluciondveis e, para
cada z € R",

[#(g1+ g2)(z) = fxg1(x) + fxga(w),
fx(ag1)(x) = a(f*g)(z).

Dem: O facto de termos aplicacdes fortemente mensuraveis resulta das
propriedades da convolucdo das funcBes positivas em 111.5.8 e 111.5.9, tendo
em conta as desigualdades

[f1(2) + fol@) || < [[fr(@)]| + [ fa(2)l;
191(z) + g2 (@) | < [lg2 ()] + [|g2 ().

As igualdades no enunciado séo entdo uma consequéncia direta das proprie-
dades do integral de funcdes vetoriais em 11.2.34 e na alinea a) de 11.2.36. [

111.5.18 (Bilinearidade “no contexto fraco”) Sejam F',G, H trés espacos de
Banach e &: F' x G — H uma aplicagdo bilinear continua. Tem-se entéo:
a) Sejam a um escalar, g: R™ — G uma aplicagdo topologicamente mensura-
vel e, para cada j € {1,2}, f;: R" — F uma aplicacdo topologicamente men-
suravel tais que f; e g sejam fracamente convolucionaveis. Tem-se entéo que
tanto fi; + fo € g como af; e g sdo fracamente convolucionaveis e, quase
sempre,

(fi + f2)xg(x) = fixg(x) + faxg(w),
(afi)*g(x) = a(fixg)(x).

b) Sejam a um escalar, f: R — F' uma aplicacdo topologicamente mensura-
vel e, para cada j € {1, 2}, g;: R — G uma aplicacéo topologicamente men-
suravel tais que f e g; sejam fracamente convolucionaveis. Tem-se entéo que
tanto f e g1 + go como f; e ag; sdo fracamente convolucionaveis e, quase
sempre,

[x(g1+ g2)(z) = fxg1(x) + f*ga(w),
fx(agr)(x) = a(fxg)(z).

Dem: Tendo em conta as propriedades da convolucdo das func@es positivas
em 111.5.8 e 111.5.9 e a desigualdade

[1(z) + fa(2) | < [[F1(@)]] + [l f2(2),

concluimos que Dy, , N Dy, o C Dyigg€que Dy, g C Dag, g

Como consequéncia das propriedades do integral de fungfes vetoriais em
11.2.34 e na alinea a) de 11.2.36, concluimos agora que as duas igualdades em
a) sdo validas respetivamente para cada = € Dy ,NDy, e para cada
x € Dy, 4, onde, por ser A, (R" \ Dy, ;) = 0, vem também



324 Cap. I1l. Espagos funcionais e aplicacdes

A(R"\ (D, g N Dy, g)) = A((R"\ Dy ) U (R" \ Dy, g)) = 0. 153

A justificagdo de b) é analoga, ou, alternativamente, temos uma consequéncia
de a), tendo em conta a comutatividade do produto de convolucéo. O

111.5.19 (Condicbes suficientes para a convolucionabilidade forte) Sejam
F,G, H trés espacos de Banach e & F x G — H uma aplicacdo bilinear
continua e consideremos uma constante M >0 tal que
€ uw, w)|| < M]J]| [l _ _ _
Sejam f:R" — F e g:R™ — G aplicacbes topologicamente mensuraveis.
Tem-se entdo que, em qualquer das seguintes trés condicles, f e g sdo forte-
mente convolucionaveis e fxg: R™ — H é limitada e uniformemente conti-
nua:

H,) Se [f] € L*(R", F) e [g] € L™(R", ). Neste caso, tem-se

1S #glllec < M1 11 g]lloo-
H,) Se [f] € L=*(R", F) e [g] € L}(R", G). Neste caso, tem-se
I *gllloe < MI[[f ool g]l]1-

H,) Se [f] € LP(R", F) e [g] € L*(R",G), onde p > 1 e ¢ > 1 s&o expoen-
tes conjugados, isto &, 1 + - = 1. Neste caso, tem-se

I1f*glllse < MIFpIHTgMlg-

Dem: Coloquemo-nos sob as hipdteses em H;). Podemos entdo escrever,
para cada = € R™, tendo em conta a alinea a) de 111.5.11 e a comutatividade
do produto de convolucdo de fungdes positivas,

/R” 1 (@ = »)llllg)l drn(y) < £l < +o0,

0 que mostra que as aplicacGes sdo de facto fortemente convolucionaveis, e
concluimos também que

153pe facto, verifica-se facilmente que a segunda igualdade é vélida, mais geralmente,
para cada = € R”, por ambos os membros serem identicamente nulos, no caso em que
a = 0, e quando a # 0, por ambos os membros serem nulos para cada = ¢ Dy, ; = Dy, 4.
O facto de ndo se passar 0 mesmo com a primeira igualdade é o “castigo” que sofremos
pela arbitrariedade da definicdo que demos do produto de convolugdo nos pontos fora do
dominio de convolugéo e resulta de que podem existir pontos em Dy, s, , que Ndo estdo
nemem Dy, , nemem Dy, ..
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I£sa@l = | [ £(o =) x sty )] <

< 8 If(z —y) x g(y)ll dAa(y) <

S/ M| f( = y)llg@)ll drn(y) < Moo,
R

e portanto a aplicacdo f*g: R" — H é limitada e com
I[f*gllloc < MII[f1NI11]llo-

Por outro lado, dado 6 > 0, e afastando ja os casos em que [g] = 0 e em que
M = 0 (casos em que o produto de convolugdo é identicamente 0), podemos
aplicar 111.5.5 para garantir a existéncia de ¢ > 0 tal que, sempre que
[wl| <e,

7w (lfD) = [ = lIu(lf]) = 70D < 27—

e entdo sempre que ||z — y|| < &, podemos aplicar o que ja verificdmos, com
a funcéo 7,_,(f) — f no lugar de f, para concluir que

I£+9@) = ol = [ (7o =2) = o= 2) x ) i) <

= H/]R” (Tyfr(f)(y - Z) - f(y - Z)) X g(y) d>\n(y)H <
< M7y ([f]) = [f1ll[gllle <6,

0 que prova a continuidade uniforme da aplicagdo fxg: R" — H.

Para obtermos a mesma conclusdo sob as hipGteses H,) basta termos em
conta o que ja verificamos e a propriedade de comutatividade em 111.5.14.
Para obtermos ainda a mesma conclusdo sob as hipoteses Hs), basta
repetirmos o que fizémos no caso das hipdteses H;), aplicando a alinea b) de
111.5.11 em vez da respetiva alinea a) (sem necessitar de referir a comutativi-
dade) e utilizando a norma |||, no lugar da norma ||||; e a norma ||||, no lugar
da norma ||||oc-

111.5.20 (Condicdo suficiente para a convolucionabilidade fraca) Sejam
F,G, H trés espacos de Banach e & F x G — H uma aplicacdo bilinear
continua e consideremos uma constante M >0 tal que
1€(w, w)|| < M|wl|[]w’|]. _ _ o
Sejam f:R™ — F'e g: R" — G aplicacbes topologicamente mensuraveis tais
que [f] € LP(R",F) e [g] € LY(R",G), onde p>1 e ¢ >1 verificam
%+ 5 > 1. Tem-se entdo que f e g sdo fracamente convolucionaveis e,
sendo > 1 o definido por & + o = 1+ , tem-se [f+g] € L"(R", H) e
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I *gllle < Mgl llo-

Dem: Sendo ¢,:R™ — R, as aplicagdes mensuraveis definidas por

p(x) = [l ()]l e p(x) = llg(z)|, tem-se [[oll, = [I[f]ll, < +oo e [lvl]l; =
llgll; < +oc pelo que, tendo em conta a desigualdade de Young 111.5.12,

[ ertor drntz) = leswll < lelpvl; < +oc,

0 que, tendo em conta 11.1.29, implica a existéncia de um boreliano Y C R”",
com A, (Y) =0 tal que, para cada z € R"\ 'Y, w*ip(x) < 400, por outras
palavras, R"\Y C D;, Temos assim R"\D;, CY, portanto
An(R™\ Dy 4) = 0, 0 que mostra que f e g séo fracamente convolucionaveis.
Podemos agora escrever, para cada z € Dy g,

I£s9@ = | [ #e =) % st antw)]| <
<M [ 1@ = Do) dha(w) = M eri(o),

igualdade trivialmente também valida para = € R™ \ Dy ,4, donde

([ b an)” < (u [ omotey arn) " =

= Mllpxpll, < Mliellpllelly = ML 9o

COMO queremos. O

111.5.21 (Outras condigdes suficientes para a convolucionabilidade forte 1)
Sejam F,G, H trés espagos de Banach e & F x G — H uma aplicacdo
bilinear continua.

Sejam f:R"™ — F uma aplicacdo continua e de suporte compacto (cf. 111.4.8)
e ¢:R" — G uma aplicagdo localmente integravel (cf. 111.4.15). Tem-se
entdo que f e g sdo fortemente convolucionaveis e a aplicagdo f+g: R" — H
é continua.

Dem: Lembrando que a continuidade € uma propriedade local, basta provar-
mos que, para cada xzy € R™ e r > 0, a bola aberta B,(x,) esta contida no
dominio de convolugdo D, e a restricdo de fxg a esta bola aberta €
continua. Fixemos entdo zy € R™ e r > 0. Seja K C R"” um compacto, que
podemos j& supor nédo vazio, tal que f(x) =0, para cada = ¢ K e seja R 0
méaximo em K da fungdo continua x — || f(z)||. Notando B,(x;) a bola
fechada de centro 0 e raio r, consideremos o compacto K’ = B,(z,) — K,
imagem do compacto B,(zy) x K de R" x R" pela aplicagdo continua
(w, z) — w — z. Consideremos uma constante M > 0 tal que

1€ (w, w")[| < M Jwl||w'|].
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Considerando = € B,(zo), tem-se f(x —y) = 0 sempre que x — y ¢ K, isto
é, sempre que y ¢ = — K, em particular, sempre que y ¢ K, e daqui resulta
que, para cada y € R",

I1f(z = lllgw)ll < Rk (y) lg(y)ll,

donde

/ I1f(z =gl dru(y) < R/ gl dAn(y) < +oo,
R" K’

portanto = € Dy 4, €, por outro lado,
1f(z =) x g()ll < M|f (@ = y)llllg(w)]] < MRIx(y) 9y,

onde

/ MRIx(y) |g(v)] = MR / o)l drn(y) < +oo,
Rn K’

pelo que podemos aplicar o teorema de continuidade do integral paramétrico
(cf. 11.6.1) a aplicagdo R" x B,(zy) — H, (y,z) — f(z —y) x g(y) para
concluir que € continua a aplicagéo B,.(x) — H,

v flz —y) x g(y) d\(y) = fxg(x). g

111.5.22 (Caso do suporte compacto) Suponhamos que, para além das hipdteses
do resultado precedente, a aplicacdo localmente integravel g:R" — G ¢é
também de suporte compactol®. Tem-se entio que a aplicacdo continua
f*g:R™ — H é de suporte compacto.

Mais precisamente, se K, L C R™ s&o dois compactos tais que f(x) = 0 para
cadax ¢ K e g(x) =0 paracada = ¢ L, entdo K + L C R™ é um compacto
tal que fxg(x) = 0 paracadaxz ¢ K + L.

Dem: O facto de K + L ser compacto resulta de se tratar da imagem do
compacto K x L C R® x R™ pela aplicagdo continua (z,y) — x +y. A
concluséo resulta agora de que, se = ¢ K + L, entdo, para todo o y € R”,

f(xz —1vy) x g(y) = 0, e portanto

fxg(z) = Rnf (z —y) x g(y) dM\u(y) = 0. g

111.5.23 (Outras condicdes suficientes para a convolucionabilidade forte 11)
Sejam F,G, H trés espagos de Banach e & F x G — H uma aplicacdo
bilinear continua.

Sejam f:R"™ — F uma aplicacdo integravel e de suporte compacto (cf.

154Em particular, é mesmo integravel.
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111.4.8) e ¢: R" — G uma aplicacdo continua. Tem-se entdo que f e g sdo
fortemente convolucionaveis e a aplicagdo fxg: R" — H € continua.

Dem: Lembrando que a continuidade € uma propriedade local, basta provar-
mos que, para cada xzy € R™ e r > 0, a bola aberta B,(x,) esta contida no
dominio de convolugdo D, e a restricdo de fxg a esta bola aberta €
continua. Vamos, para isso, utilizar a propriedade comutativa do produto de
convolugéo em 111.5.14, que implica que = € Dy , se, e SO se,

[ 15@llgte = )l dx, (o)

e que, para um tal x,
frg(@) = 5 fy) x gz —y) dAi(y).

Fixemos entdo zy, € R" e r > 0. Seja K C R™ um compacto, que podemos ja
supor ndo vazio, tal que f(z) =0, para cada = ¢ K e, notando B,(x,) a
bola fechada de centro 0 e raio 7, consideremos o0 compacto
K'=B,(r)) — K e seja R o maximo em K’ da fungdo continua
x +— |lg(x)]||. Consideremos uma constante M > 0 tal que

1€ (w, w")[| < M jwl||w|].

Considerando x € B,(xy), tem-se ||g(z —y)|| < R sempre que y € K e
daqui resulta que, para cada y € R",

IF@llglz =)l < RIF W),

donde

/ 1 (@ = y)llllg)ll dAn(y) < R/ )] drn(y) < +oo,
R” K’

portanto « € Dy 4, €, por outro lado,
1 (y) x gz =yl < MI[fW)llg(z =yl < MR f ()],

onde

MR||f(y)| = MR / 1£ ) dh(y) < +oc,
R" Rn

pelo que podemos aplicar o teorema de continuidade do integral paramétrico

(cf. 11.6.1) a aplicagdo R™ x B.(xg) — H, (y,z) — f(y) x g(x —y) para
concluir que é continua a aplicagdo B, (xy) — H,

v f@ —y) x g(y) dMu(y) = fxg(z). -
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Repare-se que, ao contrario do que acontecia em 111.5.19, nos dois resul-
tados precedentes apenas garantimos que a aplicagdo fxg: R" — H é con-
tinua, ndo sendo assim necessariamente limitada nem uniformemente con-
tinua.

Note-se, no entanto, que, se, nestes resultados, fizermos hip6teses mais
fortes, j& poderemos aplicar 111.5.19 para concluir que fxg é limitada e
uniformente continua:

No caso de I11.5.21 bastard nomeadamente pedir que em vez de g ser
simplesmente localmente integravel, se tenha [¢g] € L?(R", G) para algum
p com 1 < p < +oo (cf. 111.4.21), uma vez que, sendo 1 < ¢ < +oo 0
exponente conjugado de p (portanto com % + é = 1), tem-se necessaria-
mente [f] € LY(R", F') (cf. 111.4.9).

No caso de I11.5.23, bastard simplesmente exigir que ¢ seja limitada,
portanto com [g] € L®(R", G), visto que, por hipdtese, [f] € L' (R, F).
Vamos agora examinar dois casos em que existe uma permutabilidade
entre o produto de convolucédo e a derivagdo. Recordemos que uma apli-
cacdo, definida num aberto de R™ e com valores num espaco vetorial
normado, se diz de classe C”, onde p > 0 é um inteiro, se for continua e
com derivadas parciais continuas até a ordem p e que ela se diz de classe
C* se for de classe C? para todo 0 p.

111.5.24 (Casos de derivabilidade do produto de convolucédo I) Sejam F', G, H
trés espacos de Banach e &: F' x G — H uma aplicacdo bilinear continua.
Seja f:R™ — F' uma aplicagdo continua e de suporte compacto, tal que, para
um certo 1 < i < n, exista, para cada x € R", a derivada parcial %(m) ea
aplicacdo %:R” — F seja continua. Seja g: R™ — G uma aplicacdo local-
mente integravel. Tem-se entdo que tanto f e g como % e g sdo fortemente

convolucionaveis, a aplicacdo f*g: R™ — H é continua e admite, para cada
x € R" uma derivada parcial

0 _,of
((T,Ei(f*g)(x) = (67%*9)(33):
e a aplicagdo
0 _of .
é continua.

Dem: Seja K C R"™ um compacto, que podemos j& supor ndo vazio, tal que
f(z) =0, para cada x ¢ K e, reparando que se tem entdo também
ngi(x) =0 para cada x ¢ K, seja R 0 maximo em K da funcéo continua
z (|5 ().

Tendo em conta 111.5.21, vemos que f e g sdo fortemente convolucionaveis,
e com fxg:R"™ — H é continua, e que g—i e g sdo fortemente convolucio-

naveis, e com %*g: R"™ — H continua. Resta-nos mostrar que, para cada
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xo = (201, ---,Zoy,), fxg tem derivada parcial em relagdo a varidvel ¢ em zg
dada por

0 0
Bz, (f*g)(z0) = 83{2- *g(x0)

e, para isso, basta mostrarmos que isso acontece com a restricdo de fxg a
uma certa bola aberta B, (), onde, para fixar ideias, consideramos em R™ a
norma do maximo ||||~.. Notando B, (z,) a bola fechada de centro 0 e raio r,
consideremos o compacto K’ = B,(z;) — K, imagem do compacto
B,(z9) x K de R®xR" pela aplicagio continua (w,z)— w — z.
Consideremos uma constante M > 0 tal que

1€(w, w")[| < M Jwl||w']].

Considerando z € B,(zg), tem-se %(m —y) =0 sempre que x —y ¢ K,

isto &, sempre que y ¢ x — K, em particular, sempre que y ¢ K’, e daqui
resulta que, para cada y € R",

155 =) x g0) < M55 = Dllg)] < MRTw () )],

onde

[ MRY) s = MR [ o) dnio) < +ox

pelo que, aplicando o teorema de derivacéo do integral paramétrico 11.6.2 &
aplicagdo R™ x Jxo; — r, xo; + 7],

(ya xl) = f((‘r()la geee s Ljyenny ‘rnz) - y) X g(y)'
concluimos que a restrigdo da funcéo fxg: R" — H a B,(z),
frofa) = [ 1@ =) gts) dlo)

tem efetivamente derivada em ordem a variavel ¢ no ponto x, igual a

of (o —y) x g(y) d\u(y) = gf

R” axl‘ xi

*g(wo). 0

.5.25 (Corolario) Nas condicGes anteriores, se a aplicagcdo f:R"™ — F' é de

classe C?, onde 1 <p<+o0, € a aplicacdo ¢g:R" — G € localmente
integravel, entdo a aplicacdo fxg: R" — H é também de classe C?.

Dem: O caso em que p = 1 resulta diretamente do resultado precedente e o
caso em que p é finito decorre entdo imediatamente por inducéo, se nos
lembrarmos que uma aplicacdo é de classe CP*! se, e s6 se, tem derivadas
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parciais em relacdo a cada uma das variaveis e estas sdo de classe C?. O caso
p = +o00 é uma consequéncia do caso em que p é finito. O

111.5.26 (Casos de derivabilidade do produto de convolugdo I1) Sejam
F,G, H trés espacos de Banach e & F x G — H uma aplicacdo bilinear
continua.

Seja f:R"™ — F' uma aplicagdo integrdvel e de suporte compacto. Seja
¢g:R™ — G uma aplicacdo continua tal que, para um certo 1 < ¢ < n, exista,
para cada x € R", a derivada parcial %(m) e a aplicagéo (%: R™ — F seja

continua. Tem-se entdo que tanto f e g como f e a—z" sdo fortemente
convoluciondveis, a aplicacdo f*g: R™ — H é continua e admite, para cada

x € R", uma derivada parcial

O (fug)(a) = (152

) (@),

ox; Ox;

e a aplicagéo
9 _ .99 o
8:c7;(f*g) = f*%'R — H,

é continua.
Dem: Tendo em conta 111.5.23, sabemos que f e g sdo fortemente convolu-
cionaveis, e com fxg:R"™ — H continua, e que f e g—;’ sdo fortemente

convolucionaveis, e com f*é%‘_’:R” — H continua. Resta-nos mostrar que,
para cada 1 < i <n e cada xy = (x¢y,...,T0,), f*g tem derivada parcial
em relagdo a varidvel i em xz, dada por

9g
89@

O (fug)(as) = f+

oz (o)

e, para isso, basta mostrarmos que isso acontece com a restricdo de fxg a
uma certa bola aberta B,.(x), onde, para fixar ideias, consideramos em R" a
norma do méaximo ||||«. Vamos, para isso, utilizar a propriedade comutativa
do produto de convolugdo em I11.5.14, que implica que, para cada = € R",

Fro(x) = | F) > gz —y)drn(y),
frpe) = [ 10 % 5o = ) dn)

Fixemos entdo zy, € R" e r > 0. Seja K C R™ um compacto, que podemos ja
supor ndo vazio, tal que f(z) =0, para cada = ¢ K e, notando B,(x,) a
bola fechada de centro 0O e raio 7, consideremos o0 compacto
K'=B,(r0) — K e seja R o maximo em K’ da fungdo continua
T ||%’l(:£)||. Consideremos uma constante A/ > 0 tal que



332 Cap. I1l. Espagos funcionais e aplicacdes

1€(w, w")]| < M Jwl|]|w'|].

Considerando = € B,(x), tem-se H%(m —y)|| < R sempre que y € K e
daqui resulta que, para cada y € R",

1£) x 322 =)l < MG 2L -l < MRS

onde

| MR = MR [ £ 0 ) <+

pelo que, aplicando o teorema de derivacéo do integral paramétrico 11.6.2 &
aplicagdo R" x Jxo; — r, xo; + 7],

(y)‘rl) = f(y) X g((x[)l,w"vxiw“)xni) - y)'

concluimos que a restrigdo da funcéo fxg: R" — H a B,(z),
frofa) = [ 1) % gl =) dAlo)

tem efetivamente derivada em ordem a variavel ¢ no ponto x, igual a

Fw) % 22z~ y) dAay) = 22 glan) 0

R 8xi Z;

111.5.27 (Corolario) Nas condi¢les anteriores, se a aplicagdo f:R"™ — F &
integrdvel e de suporte compacto e a aplicagdo ¢: R" — G de classe C?,
onde 1 < p < 400, entdo a aplicacdo fxg: R™ — H € também de classe C?.
Dem: O caso em que p = 1 resulta diretamente do resultado precedente e o
caso em que p é finito decorre entdo imediatamente por inducéo, se nos
lembrarmos que uma aplicacdo é de classe CP*! se, e s6 se, tem derivadas
parciais em relagdo a cada uma das variaveis e estas sdo de classe C?. O caso
p = 400 é uma consequéncia do caso em que p é finito. O

Exercicios

Ex 111.5.1 (Associatividade do produto de convolugéo no contexto positivo)
Consideremos aplicagdes mensuraveis ¢, ¥, p: R" — R, .
a) Utilizar o teorema de Fubini para funcGes positivas para mostrar que

(px)xp = (prp)*P: R" — Ry
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b) Deduzir de a) e da propriedade comutativa em 111.5.7 que se tem
(pxp)kp = px(Pxp): R" — Ry.

Ex 111.5.2 (Exemplo de associatividade do produto de convolucdo no
contexto vetorial) Seja £ um espago de Banach sobre K, igual a R ou C.
Sejam f,¢g:R" — K e h: R" — E aplicacGes topologicamente mensuraveis e
consideremos as aplicagdes mensuraveis o, ¢, p: R" — R definidas por

p(x) = f (@), ¥(@)=lg@)], p(x) = [h(z)]

a) Suponhamos que (p*)*p(z) < oo, para cada = € R™, e que, tanto f e
g como f e h, sdo fracamente convolucionaveis. Mostrar que, tanto fxg e h
como fxh e g sdo fortemente convolucionaveis e que, para cada « € R",

(Fxg)xh(x) = (f+h)xh(z).

b) Suponhamos que (p*v)*p(x) < +oo, para cada = € R™, e que, tanto f e
g como g e h, sdo fracamente convolucionaveis. Mostrar que, tanto fxg e h
como f e g«h sdo fortemente convolucionaveis e que, para cada « € R",

(fxg)xh(z) = f*(gh)(x).

Sugestao: Reparar que se tem um consequéncia da conclusdo de a), tendo em
conta as propriedades comutativas do produto de convolucdo em 111.5.7 e
111.5.14.

a’) Suponhamos que (¢xt)*p(x) < +oo, quase sempre, e que, tanto f e g
como f e h, sdo fracamente convolucionéveis. Mostrar que, tanto fxg e h
como fxh e g sdo fracamente convolucionaveis e que se tem quase sempre

(fxg)xh(x) = (fh)xh(z).

b’) Suponhamos que (p*)*xp(x) < +oo, quase sempre, e que, tanto f e g
como g e h, sdo fracamente convolucionaveis. Mostrar que, tanto fxg e h
como f e g«h sdo fracamente convolucionaveis e que se tem quase sempre

(frg)h(x) = fr(gh)(x).

Ex 111.5.3 (Caso concreto de aplicabilidade do exercicio 111.5.2) Seja £ um
espaco de Banach sobre K, igual a R ou C. Sejam f,g:R" —K e
h:R™ — FE aplicagdes topologicamente mensurdveis com [f] € L?(R", K),
[g] € LY(R™",K) e [h] € L*(R", E),onde 1 < p, ¢, s < +oc0. Mostrar que:

1) Se % + % + % = 2, entdo, tanto f e g como g e h, sdo fracamente convo-
lucionaveis, tanto fxg e h como f e g«xh sdo fortemente convolucionaveis,
para cada x € R",

(fxg)xh(z) = fx(geh)(z)

e (fxg)xh = fx(gxh):R" — E é limitada e uniformemente continua.
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2)Sel+ 14+ 1>2e1 << +ooéodefinido por

1 1 1 1
—+-+-=2+-,

p q S t
entdo, tanto f e g como g e h, sdo fracamente convoluciondveis, tanto fxg e
h como f e gxh séo fracamente convolucionaveis, tem-se quase sempre

(fxg)xh(x) = fr(geh)(x)

e [(fxg)xh] = [fx(gh)] € L'(R", E).

Ex 111.5.4 a) Sejam A C R" e B C R" dois borelianos e consideremos as respe-
tivas indicatrizes I4,15:R" — R,. Mostrar que o produto de convolucdo
I4#Ip: R"™ — R, esta definido por

Iaxlg(xz) = \((z — A) N B).

b) Sejam A Cc R™ e B C R" dois borelianos com A, (A) > 0 e A,(B) > 0.
Mostrar que o conjunto A + B, das somas de um vetor de A com um vetor
de B, tem interior ndo vazio.

Sugestdo: Comecar por reparar que se pode supor M\, (A) < 4oco e
An(B) < 400, se necessario substituindko A e B por An|[—kk]" e
BnN[—k,E]", para k € N suficientemente grande. Utilizar 111.5.19 e 111.5.6
para verificar que o produto de convolucéo I +I5: R" — R, é uma funcdo
continua com integral ndo nulo e deduzir que qualquer x, € R" tal que
I4xIp(xp) # 0 € um ponto interior a A + B.

c) Seja A C R"™ um boreliano com A, (A) > 0. Mostrar que se pode garantir,
mais precisamente, que 0 é um ponto interior ao conjunto A — A, das
diferencas entre elementos de A.

Sugestao: Proceder como na alinea precedente, mas notando agora que

H,A*HA(O) = /\H(A) > 0.

86. Aplicagdes do produto de convolucdo e derivadas fracas.

Nesta seccdo vamos comecar por utilizar as propriedades do produto de
convolucdo estabelecidas anteriormente para obter, no contexto dos
abertos de R™, resultados que ja encontramos na seccdo 111.4, no contexto
dos espacos localmente compactos, como o lema da Urysohn, o teorema
da particdo da unidade ou o teorema de densidade em 111.4.14, mas com as
aplicagdes continuas substituidas por fungdes de classe C*.
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111.6.1 (Lema) Tem lugar uma aplicagio de classe C'*°, ¢:R — [0, 1], definida

por
) = 0 , 56t <0
PUZVe 1t set>0"

1

/

1

Dem: Seja, mais geralmente, para cada inteiro p > 0, ¢,: R — R a aplicagdo
definida por

0 ,set <0

et ={ | ,
P Lel/t set>0

aplicacdo que é continua uma vez que se verifica, por indugdo em p, utili-
zando a regra de Cauchy para levantar indeterminagdes, que
p

. _ . S
lim s ¥ = lim — =0.
s—+00 s—+o00 e

A aplicacdo ¢ do enunciado ndo € mais do que a aplicagdo ¢,. Para cada
t # 0, a aplicagéo , € derivavel em ¢ e com
@p(t) = =P pi1(t) + pra(t)

e, tendo em conta a continuidade de ¢, e do segundo membro da igualdade
anterior, concluimos que a igualdade anterior é ainda valida para t = 0. E
agora imediato concluir, por indugéo em k, que todas as fungdes ¢, séo de
classe C*, para todo o k, e portanto de classe C. O

111.6.2 (A funcdo sino) Seja n > 1 fixado. Sendo ¢: R — [0,1] a fungdo do
lema precedente e considerando em R” a sua norma euclidiana, podemos
considerar

a= [ el=llel)aro)
que verifica 0 < a < 400, € definimos a funcéo sino
n 1
O:R" — [0,400], P(z)= ggp(l — ||z |?).

Esta funcdo é de classe C'* e de suporte compacto e verifica
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[ e@ e =1,

tendo-se, mais precisamente, ®(z) > 0 se, e s0 se, x € B;(0).
1 1

1

Mais geralmente, por transformacéo homotética da funcéo sino ®, definimos,
para cada k € N, uma funcéo de classe C* e de suporte compacto

O R" — [0, +00], Pp(z) = k" ®(kx),

a qual verifica ainda
/ Op(x)dN,(z) =1,

tendo-se @, (z) > 0 se, e sO se, x € By ;(0).
%)
&

1

Dem: O facto de a aplicagdo = — (1 — ||=||?) ser de classe C™ resulta de
que, para r = (z1,...,7,) em R", tem-se |z||?> = 2% + --- + x2. Por outro
lado, ¢(1 — ||z||*) > 0se,esose, 1 — ||z||> > 0 isto &, se, e sO se, ||z| <1,
0 que implica que a aplicagdo = — (1 — ||=||?) tem suporte compacto e ndo
¢ igual a 0 quase sempre, e portanto € efetivamente 0 < a < +oc.
Concluimos daqui que a aplicacdo & estd bem definida, é de classe C* e de
suporte compacto e verifica
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[ e@an@ = [ o= lal)driz) =1

tendo-se também ®(x) > 0 se, e sO se, € B;(0). E agora imediato que,
para cada k € N, &, é de classe C', tendo-se ®,(x) =0 se, e sO se
kx € B1(0), isto €, x € By/,(0), em particular ®; é de suporte compacto.
Quanto ao integral, considerando o isomorfismo £:R" — R", {(y) = %y
cujo coeficiente de dilatacdo é ¢ = Ai (cf. 11.5.16), podemos reparar que & é
compativel com as medidas quando se considera no dominio a medida %/\n e
no espago de chegada a medida A, pelo que, tendo em conta 11.1.37 e 0
teorema trivial de mudanca de variaveis 11.1.38, vemos que

[ @ an) = [ agm g -

1

= W/ E"®(y) dX,(y) = 1. O

Como primeira aplicagdo do produto de convolucéo e das aplicagdes ®;,
que acabamos de referir, podemos estabelecer, no contexto de R", uma
versdo C'* do lema de Urysohn em 111.4.11.

111.6.3 (Versdo C* do lema de Urysohn) Sejam K C R"™ um compacto e
U C R™ um aberto, com K C U. Existe entdo uma aplicacdo de classe C*
©:R" — [0,1] tal que ¢ < U 155 e p(x) = 1, paracada z € K.

Dem: Podemos afastar o caso trivial em que K = (), caso em gue se toma
para ¢ a aplicacdo 0. Seja 6 > 0 tal que, para cada = € K, Bs(z) C U (a
possibilidade de escolher um tal ¢ é trivial se U = R" e, caso contrario, basta
tomar para 6 o0 minimo para « € K da fungcdo continua que a = associa a dis-
tancia d(z,R"\ U)). Escolhamos k € N tal que ; < ¢ e consideremos os

compactos

K'=K+B,(0) =] Bi(x),
zeK
K"=K+B:(0) = B:(z) C U,
reK '

imagem dos compactos K x E% (0)e K x E% (0) de R™ x R™ pela aplicagéo
continua (u,@»—> u + v, reparando que, pela desigualdade triangular, para
cada z € K, Bi(z) C K".Uma vez que \,(K') < +oo, e portanto a funcéo
indicatriz Ix:R™ — {0,1} C R é integravel, em particular localmente
integravel, podemos aplicar o corolario 111.5.25 para garantir a existéncia de

155Cf. a notacdo em 111.4.10.
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uma aplicagdo de classe C'*
Y = (I)k*]IK,;]R” — R,

onde @, é a funcao referida em 111.6.2. Tendo em conta a comutatividade do
produto de convolugdo,  também esté definida por

o@) = [ B —pinm = [ awnwm.

Resulta daqui que, para cada = € R",

0< p(x) < / Bi(y) dAly) = 1,

que, para cada » € K, tem-se

(I)k(y)750=>y€B%(0)=>$—y€K/:>y€x—K/,

e portanto

o) = [ i = [ B -

e que, para cada « ¢ K", tem-se

yer—K =3 y=r—2=3 r=z2+y=y¢ B.1(0) = &,(y) =0,
2€K' 2€K' k

e portanto
(p(%) = / q)k(y) d)\n(y) =0,
z—K'
0 que mostra que ¢ verifica as propriedades no enunciado. O

O resultado precedente permite-nos adaptar trivialmente a demonstracéo
do teorema da parti¢do da unidade em 111.4.12 para obter, no contexto de
R™, uma versdo C* desse resultado

111.6.4 (Particdo C*° da unidade de um compacto) Sejam K C R™ um
compacto e (U;),c; uma familia finita de abertos de R" tal que K C (JU;.
Existem entdo aplicacdes ;: R" — [0, 1] de classe C*°, onde j € J, tais que:
a) Paracada j € J, ¢; < U;. 156
b) Paracadaz € R", )" ¢j(z) < 1.

jeJ
c)Paracadaz € K, ) p;(z) = 1.
jeJ

156Cf, a notacdo em 111.4.10.



86. Aplicagdes do produto de convolugéo e derivadas fracas 339

Costuma-se dizer que as fungdes ¢; constituem uma parti¢cdo da unidade de
classe C*° do compacto K subordinada a cobertura aberta finita constituida
pelos U;.
Dem: Vamos dividir a demonstragcdo em duas partes:
1) Vamos provar a existéncia de conjuntos compactos K; C U;, onde j € J,
tais que K C |J K;.

Subdem: Consideremos, para cada x € K, um indice j, € J tal que
x € U;, e uma vizinhanga compacta C, de z, tal que C, C U;,. Pela
propriedade das coberturas dos compactos, escolhamos entdo uma parte
finita K de K tal que se tenha ainda

K c | int(cy).

reK

Sendo, paracada j € J,

Kj = U Ci,

zleKQ

Jz=]
cada K; € um compacto (unigo finita de compactos), esta contido em U; e K
esta contido na uniéo dos K.
2) Pela versdo do lema de Urysohn em 111.6.3, podemos considerar, para cada
j€J, uma aplicagdo »;:R" — [0,1] de classe C*, tal que ; <U; e
$;(x) =1, para cada = € K; e definir uma aplicacdo »: X — R de classe
C™ por

P(x) = Z @;(x),

jeT

vindo entdo que, para cada x € K, existe j tal que z € Kj, e portanto
P(x) > p;(x) = 1. Consideremos o aberto V' de R", contendo K,
constituido pelos « € R” tais que @(z) > 0. Mais uma vez pelo resultado
referido, vai existir uma aplicagdo :R" — [0,1] de classe C*° tal que
Y=<V e ¢(x)=1, para cada z € K. Para cada z € R", tem-se
?(xz) + (1 —(x)) > 0, visto que, para x € V, $(x) >0 e, para = ¢ V,
¥(z) = 0. Podemos assim definir aplica¢des ¢;: X — [0,1] de classe C>
por

(z) = ?,(x)
T B + (1= o)

tendo-se y; < Uj, por ser $; < U;. Vem, para cada z € R”,

PR 5
200 = ST gy <
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e, paracadax € K, 1 —¢(x) = 0, e portanto

Pe)
290 = e i gy & .

Veremos adiante nesta seccdo que as fungbes @;:R™ — [0, +o0],
definidas em 111.6.2, jogam o papel de fungbes suavizadoras (em inglés
mollifiers) por permitirem, com o auxilio do produto de convolugéo, obter
aproximagOes de classe C*° de aplicagBes com menos regularidade. O
proximo resultado é um primeiro exemplo desse facto.

111.6.5 (Aproximagdo C* das fung¢des continuas) Sejam F um espago de

Banach e f:R" — E uma aplica¢do continua. Em particular f é localmente
integravel (cf. 111.4.18) pelo que, tendo em conta I11.5.25, podemos
considerar aplicagbes @« f:R" — E de classe C*°, tendo-se entdo, para
cada x € R", &y« f(x) — f(z) e esta convergéncia é uniforme sobre cada
compacto K C R".
Dem: Consideremos um compacto K C R™ e 6 > 0. Tendo em conta a
formulacdo forte da continuidade uniforme de f no compacto K, podemos
considerar ¢ > 0 tal que se tenha || f(2) — f(x)|| < é,semprez € K,z € R"
e ||z — z|]| <e. Sendo k, tal que ki” < g, vamos verificar que, para cada
k>ky e z€ K tem-se ||®yxf(x)— f(x)|]| <6, 0 que demonstrara o
resultado. Fixemos entdo k > ky e x € K. Lembrando a comutatividade do
produto de convolugdo em 111.5.14, tem-se entdo

e H—H/gk dA()(/}mmwawme=

= | [ o) (@ =9~ @) arn | <

< / Bu(y) @ — ) — F(@)]| dAnly) <
By ,(0)

< / CI)k(y) 6d)‘rr(y) = 0. ]
By1,(0)

111.6.6 Sejam U C R"™ um aberto, sobre cujos borelianos consideramos a medida
restricdo da medida de Lebesgue A,,, e 2 um espaco de Banach. Notamos

CP(U,E) CC(U,E) C Mens((U,E)
o0 conjunto das aplicacbes f: U — E de classe C* e de suporte compacto e
C*U,E)CcC.(U,E)C Mens(U,E)

0 conjunto das respetivas classes de equivaléncia (cf. as definicbes de
C.(U,E)e C.(U,E) em 111.4.8 e 111.4.14), conjuntos esses que sdo trivial-
mente subespacos vetoriais.
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Repare-se que, tendo em conta 111.4.9, tem-se
C(U,E) C L'(U, E),

paracada 1 < p < 4o0.

Repare-se também que, se f € C*(U, E) entdo, para cada 1 <i<n, a
derivada parcial % também pertence a C°(U, E); mais precisamente, se
K C U é um compacto com f(x) =0 para cada « € U \ K, entdo tem-se
também 5/ (z) = 0 paracadaz € U \ K.

111.6.7 (Versdo mais forte de 111.4.23) Sejam U C R™ um aberto e £ um
espaco de Banach e consideremos a aplicacdo bilinear

C((U7]R) X Lllm’(U7E) - E’
(o, [g]) = (o, o) = /U (@) 9(x) dA(2).

Se [g] € L,.(U, E) é tal que (p, [g]) = 0, para todo 0 ¢ € C*(U,R), entdo
[g] = 0, isto é, g(x) = 0 quase sempre.

Dem: Tendo em conta 111.4.23, bastara provar que se tem, mais geralmente,
(p,[g]) =0, paratodo o ¢ € C.(U,R). Fixemos entdo um tal ¢ € C.(U,R),
gue podemos j& supor diferente da fungéo 0.

Seja K C U um compacto tal que p(z) = 0, paracada z € U \ K. Podemos
entdo considerar ¢ > 0 tal que o compacto K’ = K + B.(0) D K esteja
ainda contido em U (a existéncia de um tal ¢ é trivial se U = R" e, caso
contrério, basta tomar £ menor que o minimo estritamente positivo para
x € K da distancia de - ao conjunto fechado R \ U, que é fungio continua
de x). Seja p:R™ — FE o prolongamento de ¢ que toma o valor 0 fora de U,
funcdo ainda com suporte compacto e cuja continuidade decorre da continui-
dade das suas restri¢cdes aos abertos U e R™ \ K de unido R", esta Gltima por
ser identicamente 0.

Seja 6 > 0 arbitrério. Aplicando 111.6.5, concluimos a existéncia de ky € N
tal que, para cada k > kg, a aplicacdo de classe C'™° e de suporte compacto
®.xp: R" — R verifica, para cada z € K,

| P(z) — (z)| <6

e, tendo em conta 111.5.22, ®;+@(z) =0 para cada = ¢ K + By.(0).
Fixando k > kq tal que kl < e, tem-se assim, em particular, ®;*p(x) =0
para cada x ¢ K' e podemos considerar a restricdo ¢ de ®;xp a U, que
pertence a C°(U, E) e verifica |p(z) —¢(x)| < 6, para cada =z € K, e
Y(x) = @(x) =0, para cada = € U\ K'. Uma vez que, por hipdtese,
(¥, [g]) = 0, concluimos daqui que
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e Lo = Nl = .l = || | (o(2) = w(eDgte) (@) <

< [ 1o(@) ~ s(@llgla)l dr(z <<s/ lgte)| (e

(lembrar que, por hipbtese, g tem restricdo integravel ao compacto K') e
daqui deduzimos, tendo em conta a arbitrariedade de ¢, que ||{¢, [g])]| = 0,
como queriamos.

111.6.8 (Corolario) Sejam U C R™ um aberto e £ um espago de Banach e
consideremos a correspondente aplicacéo bilinear

C.(U,R)x L}, (U,E) — E,
(o2 lg]) > (. [g]) = /U (@) glz) A (@),

Se [g],[n] € L}, (U,E) sdo tais que (p,[g]) = (¢,[h]), para todo o
v € C(U,R), entdo [g] = [h], isto é, g(x) = h(x) quase sempre.
Dem: Basta atender a que, para todo 0 ¢ € C*(U,R), vem

(0:[g = [h]) = (¢, lg]) = (@, [h]) =0,
portanto [g] — [h] = 0. O

Estamos agora em condicdes de abordar a definicdo das derivadas fracas,
que constituem, de certo modo, uma generalizagdo das derivadas parciais
usuais, que também faz sentido nalgumas situacdes em que estas ndo
existem.

111.6.9 Sejam E um espaco de Banach, U C R" um aberto e [f] € L}, (U, E)
(cf. 111.4.17). Diz-se que um elemento [¢] € L}, .(U, E) é uma derivada fraca
de [f] relativamente & variavel i se, para cada fungéo de classe C'™° de supor-
te compacto ¢ € C°(U,R), tem-se
¢
(s lal) = ~(5+ 1)

(cf. 111.6.7), por outras palavras,

[ @@ an) = - [ 226 s aro),
U U i

No caso particular em que n = 1, é redundante explicitar qual a varidvel
envolvida na derivacdo, pelo que dizemos simplesmente que g é uma
derivada fraca de f.

111.6.10 (Unicidade das derivadas fracas) Sejam E um espaco de Banach,
U CR" um aberto e [f] € L}, (U, E) admitindo como derivadas fracas
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relativamente a variavel i tanto [g] € L} .(U,E) como [h] € L} (U, E).
Tem-se entdo [g] = [h], isto é, g(x) = h(x) quase sempre.

Tendo em conta a unicidade, faz sentido notar, para cada [f] € L}, .(U, E)
que admita derivada fraca relativamente a variavel i, D;[f] € L, .(U,E)
essa derivada fraca.l®’ Como antes, no caso em que n =1, usamos
simplesmente a notagdo D|[f], em vez de D, [f].

Dem: Para cada ¢ € C°(U,R), vem

(o al) = ~(52. 1) = (o, 1],

pelo que a conclusdo resulta diretamente de 111.6.8. O

Vamos agora examinar um resultado que faz a ponte entre as derivadas
fracas e as derivadas usuais, resultado que serd comodo preceder de um
lema. Em cada caso, separamos o caso em que o dominio tem dimens&o 1
daquele em que a dimensdo é n > 2, uma vez que, no segundo caso,
podemos, sem dificuldade, admitir a existéncia de uma singularidade.

111.6.11 (Lema) Seja £ um espac¢o de Banach.
a) Sejam U C R um aberto e f:U — E uma fungdo continua de suporte
compacto tal que, para cada t € U, exista a derivada f’(t) € E e que a apli-
cacdo f':U — FE seja continua. Tem-se entdo que esta Ultima aplicagdo é
também de suporte compacto e verifica

/U f(t)dt =0.

b) Sejamn > 2, U C R™ um aberto e x, € U uma possivel singularidade.158
Sejam 1 <i<n e f,f:U — FE duas aplicagdes integraveis, de suporte
compacto, cujas restri¢des a U \ {x¢} sejam continuas e tais que, para cada
x € U\ {z}, exista a derivada parcial g—i(x) = fi(x). Tem-se entdo

/ fi(@) dha(z) = 0.
U

Dem: a) Seja K C U um compacto tal que f(¢) =0 paracadat € U \ K.
Podemos considerar a extensdo ?:IR{ — E que vale 0 nos pontos nao
pertencentes a U, aplicacdo essa que é continua e com derivada continua, por
isso acontecer a&s suas restricdes aos abertos U e R\ K de unido R, esta
Gltima por ser identicamente 0. Seja R > 0 tal que K C |—R, R[. Tendo em
conta a formula de Barrow (cf. 11.3.10), obtemos

157Podemos assim substituir o artigo indefinido em “uma derivada fraca” pelo
correspondente artigo definido.
158Repare-se que, no caso em que n = 1, ndo admitimos a existéncia de singularidade.
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/U F(t)dt = / 7 (t)dt = /{_Rm 7t dt = F(R) ~ F(—R) =0,

b) Seja K c U um compacto tal que f(x)=0 para cada =z € U \ K,
podendo j& supor-se xy € K, se necessério substituindo K por K U {zy}.
Podemos considerar as extensdes ?,?i: R"™ — FE que valem 0 nos pontos ndo
pertencentes a U, aplicagOes essas que sdo integraveis, com restricdes
continuas a R" \ {z} e com 5L (z) = f,(z), para cada = € R" \ {zy}, por
isso acontecer as suas restricdes aos abertos U \ {zo} e R"\ K de unido
R" \ {zo}, estas Ultimas identicamente 0. Em particular tem-se ainda

fi(x) =0, paracadaz € R" \ K. Notando
~ —1
.'L'():(l‘()l,---,l‘()i,l,x(]prl,...,.'L'()n) €R" )
a formula de Barrow implica que, para cada

(51717 ey L1, Ljg 1y e e ,1',1) S Rn_l \ {/.’E\(]},

tem-se
~ a}c
/fi(xlv‘“vmn)dmi:/ a—(mh...,xn)dgci:
R [-R,R] 9%i
= (56‘1,...,$i_1,R,CL‘l‘+1,...,CL‘n) —f(.I‘l,...,Z‘i_l,—R,CL‘l‘+1,...,l‘n) =

o =)

Reparando que A, ;({Zo}) = 0,159 podemos agora aplicar o teorema de
Fubini (11.4.10), depois de fazer uma mudanca trivial de variavel (cf. a alinea
a) de 11.5.5) para deduzir que

/U (@) dn(@) = [ Folx) drn() =

R»

= / Fi@) dAn1 @ N (@1, @ity Tigrs o, T0), 20) =
(Rr1\(#0)) <R

a,\
:/ Y }( a—xf(l'l,...,iﬂn)dl'i)d)\n,l(l'l,...,l’i,1,$i+1,...,l’n):
R=1\{Z R i

:/ 0dNy—1(T1, -, i1, Tig1,y -+ Tp) = 0. o
R=1\{Z}

111.6.12 (Comparagéo com as derivadas usuais) Seja &/ um espago de Banach.
a) Sejam U C R um aberto e f: U — E uma funcdo continua tal que, para
cada ¢t € U, exista a derivada f'(t) € F e que a aplicagdo f":U — F seja
continua. Tem-se entdo que [f'] € L}, .(U,E) é uma derivada fraca de

loc

159E para isso que necessitamos da hipotese n > 2.
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[f] € Li,.(U, E), por outras palavras, D[f] = [f'].

b) Sejamn > 2, U C R™ um aberto e z, € U uma possivel singularidade.160
Sejam 1 <i<n e f,f;:U — E duas aplicagdes localmente integraveis
cujas restricbes a U \ {xo} sejam continuas e tais que, para cada
x € U\ {xo}, exista a derivada parcial 57 (z) = f,(x). Tem-se entdo que
[fi] € L},.(U, E) é uma derivada fraca de [f [ ] € LI (U, E) relativamente a
varidvel 4, por outras palavras, D;[f] = [fi].

¢) Combinando as conclus@es de a) e b), a Ultima no caso em que néo existe
singularidade, podemos resumir:

Sejam n > 1, U C R" um aberto e f:U — FE uma aplicagdo continua tal
que, para um certo 1 <14 < n, admita em cada = € U, uma derivada parcial
a—f(ac) e que a aplicacdo %:U — F seja continua. Tem-se entdo que

ox;

loc

[g;f] L} .(U,E) é uma derivada fraca de [f] € L}, (U, E) relativamente a
variavel 4, por outras palavras D;[f] = [(g’;]

Dem: a) O facto de termos elementos de L; (U, E) resulta de toda a
aplicacdo continua ser localmente integravel (cf. 111.4.18). Seja agora
p € C(U,R) arbitrario. Sendo K C U um compacto tal que ¢(t) = 0, para
cadat € U \ K, tem-se também ¢'(t) = 0, paracada ¢ € U \ K, e podemos
considerar a aplicacdo continua de suporte compacto }: U — F definida por

Ft)=ot)f(1),

que é derivavel em cada ponto e com
~/

F@) =& @ f(t) + o) f 1),

em particular com 7:U — E continua e 7 (¢) = 0, para cada t € U \ K.
Tendo em conta a alinea a) do lema 111.6.11, vem

0= [ Fwyae= [ porwas [ eorma
0 que implica que se tem efetivamente
[ewrwa=-[ o
U U

b) Seja ¢ € C>*(U,R) arbitrario. Sendo K C U um compacto tal que
o(x) =0, para cada = € U \ K, tem-se também (%( ) =0, para cada
x € U\ K, e, tendo em conta a alinea b) de 111.4.22, podemos considerar as
aplicagBes integraveis, de suporte compacto, f U—EFE e f U—-FE

definidas por

160Repare-se que, no caso em que » = 1, ndo admitimos a existéncia de singularidade.
Ver a alinea b) do exercicio 111.6.1 para um contraexemplo.
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F@) = o) @), Ti@) = T2 @1(@) + o) o)

Estas aplicagbes tém restricdes continuas a U\ {z} e, para cada
x €U\ {xg}, tem-se f () = f.(x). Tendo em conta a alinea b) do lema
111.6.11, vem assim

= f T xTr) = 8SO T T x xX)Ji\x T
0= [ F@an@ = [ FE@f@ane@ + [ e@ihie e,

X

0 que implica que se tem efetivamente

[ @@ ant = [ F2@) @ dne),
U i

¢) No caso em que n = 1, temos uma mera reformulacéo de a) e no caso em
que n > 2, comegamos por afastar o caso trivial em que U = () e fixando
arbitrariamente =, € U, reparamos que, uma vez que as aplicacdes continuas
sdo localmente integraveis, temos uma consequéncia direta de b). O

111.6.13 (Compatibilidade com as restri¢des) Sejam E um espaco de Banach,
U CR" um aberto e [f] € L},.(U, E) admitindo [¢] € L},.(U,E) como
derivada fraca relativamente & varidvel . Para cada aberto V' C U tem-se
entdo que [fv] € L;,.(U,E) admite [g,v] € L;, (U, E) como derivada
fraca relativamente a variavel 4, ou seja,

Di([f1v) = (Di[f]) v

Dem: O facto de f,;- e g, serem ainda localmente integraveis € trivial.
Reparamos agora que, se ¢ € C°(V, R), é nula fora dum compacto K C V,
podemos considerar o prolongamento : U — R de ¢ que é nuloem V' \ U e
que, por ser, mais geralmente, nulo em V \ K, pertence a C*(U,R),
tendo-se entdo

of v [ ., 0f _
| @) G @ i) = [ #e) gh@ an @) =

op dy
| @ f@ine =~ [ @ i@ duE. o

111.6.14 (A derivada fraca tem carater local) Sejam F um espago de Banach,
U CR" um aberto, [f],[g] € L,.(U,E) e 1 <i<mn. Suponhamos que
existe uma familia (U;) c; de abertos de R", de unido U, tal que, para cada
jeJ, [fw) € Ly, (U;, E) admita [g,y] € L;,.(U;, E) como derivada fraca
relativamente a varidvel i. Tem-se entdo que [f] admite [g] como derivada
fraca relativamente & variavel i.

Dem: Seja ¢ € C>°(U,R). Seja K € U um compacto tal que ¢(x) = 0 para
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cada x € U\ K e, tendo em conta a propriedade das coberturas dos
compactos, seja I C J finito tal que X C |J U;. Tendo em conta a verséo do
jeI
teorema da particdo da unidade em 111.6.4, consideremos funces
;i R" — R de classe C*, onde j € I, tais que cada, para cada j € I, exista
um compacto K; C U; com v;(x) =0 para cada x € R"\ K; e que se
tenha, para cada = € K, ) 1;(x) = 1. Podemos considerar, para cada j € I,
jeI
uma funcdo ¢;: U — R de classe C* definida por ;(z) = ¥;(x)p(x), para
qual se tem, n&o s6 ¢; € C°(U,R), mas também ®i, € C>*(Uj;,R), por ser
@;(z) =0 para cada z € U \ K;. E claro que se tem também, para cada
xe U\ Kj, %(x) = 0. Uma vez que, para cada = € U, ¢(x) = 2}5@@),
je

ja que, para cada cada x ¢ K, ambos 0s membros sdo 0, deduzimos que se
tem também, paracada z € U,

0 1y =3~ iy,

x
(’“)xz- I 8901

e portanto

p(z) g(x)d oj(x An(z) =
Il =3 [ o

—Z/ SOJ/U g/U )d>‘<)

jel
_ S"J/U _
- _Z / o (m) dAn(7) =
jel
&PJ
x)dA, () =
;el 8332

_ 83:1( ) f(x) dh(2),

0 que prova o resultado. O

111.6.15 (Enunciado alternativo do carater local) Sejam E um espaco de
Banach, U C R" um aberto, [f],[g] € L},.(U, E) e 1 < i < n. Suponhamos
que, para cada =, € U, existe um aberto V de R", com x; € V C U, tal que
[fv] € L, (U;, E) admita [g/v] € L},.(U;, E) como derivada fraca relati-
vamente a variavel i. Tem-se entdo que [f] admite [g] como derivada fraca
relativamente a variavel i.

Dem: Sendo, para cada = € U, V,, um aberto com x € V,, C U nas condi¢des
do enunciado, a familia (V,).cy verifica as hipoteses em 111.6.14. O
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111.6.16 (Linearidade da derivagdo fraca) Sejam E um espa¢o de Banach,
U Cc R"umabertoe 1 < i < n. Tem-se entdo:
a) Se [f1],[f2] € Li,.(U, E) admitem respetivamente [g1], [¢2] € L;,.(U, E)
como derivadas fracas relativamente & varidvel ¢, e se a € um escalar de E,
entdo [f1 + f2] e [af1] admitem respetivamente [g1 + ¢2] € [ag1] como deri-
vadas fracas relativamente a mesma variavel. Por outras palavras,

Di([fil + [f2]) = Di[fil + Dilfe],  Di(alfi]) = aDi[f1].

b) Se F' é outro espago de Banach, &: F — F € uma aplicagdo linear continua
e [fle L, (U,E) admite [g] € L} (U, F) como derivada fraca relativa-
mente a variavel i, entdo [ o f] € L;, (U, F) admite [£ o g] como derivada
fraca relativamente a mesma variavel.

Dem: O facto de [f; + f2] € [af1] admitir [g; + g2] como derivada fraca
relativamente & varidvel ¢ resulta de que, para cada ¢ € C°(U,R), vem

Léwmﬂ (&) + 02(2)) ddn () =

=/Uso( z) g1(x) dAn(z +/U M) =

Dy
:_Uami() 1(z) dA () — 8a:l() 2(2) dAn(z) =
_ 390_ (@) (f1(2) + o)) dAu(z).
U Oo%;

A afirmacdo em a) relativa ao produto pelo escalar a pode-se demonstrar
analogamente, ou resulta de utilizar b) com a aplicagdo linear &: F — E,
¢(w) = aw. Quanto a b), podemos escrever, para cada ¢ € C2°(U,R),

[ wl@)€latan) drua) = [ elpata)) drte) -

—5(/‘w() o) () = €( aw(x)f@ﬂdAMxD==

B v 0z
_ O
—— [ dFE@ @ @ = [ FE@ @) dra)
0 que implica a concluséo. O

Até agora, 0 Unico resultado que encontramos e que nos permite identi-
ficar derivadas fracas foi aquele em que a funcéo é continua, admite deri-
vada parcial, no sentido usual, em todos os pontos (com uma eventual
singularidade no caso em que n > 2) e esta derivada parcial é continua
(cf. 111.6.12). Examinamos agora duas situacfes em que podemos garantir
a existéncia de derivadas fracas sem que as hipdteses referidas sejam
verificadas.
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111.6.17 (Derivadas fracas e integral indefinido) Sejam J C R um intervalo
aberto, £ um espaco de Banach, f:J — F uma aplicacdo localmente inte-
gravel e tp € J um elemento fixado e consideremos o correspondente
integral indefinido

N t
TJ—E, F1) = tf(s)ds

(cf. 11.3.5). Tem-se entdo que 7 ¢ uma aplicacdo continua, em particular
localmente integravel, e [f] é a derivada fraca de [f], isto é, D[f] = [f].

Dem: Seja ¢ € C°(J,R) arbitrério e consideremos a < b em J tal que, para
cadat € J \ [a,b], ¢(t) = 0, e portanto também ¢’ (¢) = 0 e reparemos que,
por continuidade, tem-se ainda ¢(a) = ¢(b) = 0. Reparemos que, pelas
propriedades usuais do integral indefinido (cf. 11.3.4), tem-se, para cada

teld,
7 t):c+/ f(s)ds

comc—ft s)ds, e que

b
/lwwwﬁ=dﬂw—wm»=a

Podemos agora escrever, tendo em conta o teorema de Fubini em 11.4.10,

/J (0T (t) dt = / ¥ / o) ds) it =
B /[a,b] #0) ( /[ y Tea(®) f (s )ds) di =

= / @' () Ls ) (t) f(5) dAa(s,t) =
la,b]x[a,b]

B /[(,;,,] (/[G_’b] Lo (8) /(1) dt) Fls)ds =

:/ w@—wmfww:—/wgﬂ@m
la,b] J

0 gque mostra que ? é efetivamente a derivada fraca de f. O

111.6.18 (Limites e derivadas fracas) Sejam E um espago de Banach, U C R"
um aberto e 1 <4 < n. Seja [fx], onde k € N, uma sucesséo de elementos de

L} .(U,E) convergente em L} (U, E) para [f] € L},.(U, E). Suponhamos

que cada [f;] admite uma derlvada fraca D;[f;] € L,.(U,E) e que a
sucessdo destas derivadas fracas converge em L} (U, E) para um certo

lg) € L} (U, E). Tem-se entdo que [g] = D;[f], isto é, [f] admite [g] como
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derivada fraca relativamente a variavel .161
Dem: Seja ¢ € C2°(U,R) arbitréario. Tendo em conta 111.4.22, tem-se

(b, DD = (oilalh (G2 ) — (5, 11D,
pelo que, uma vez que {p, D;[fi]) = —(3—;‘:, [f%]), concluimos que
(p.lal) = ~(52. 1D, 0

Ha ainda outras propriedades das derivadas usuais que, admitem versdes
no contexto das derivadas fracas, mas com justificacbes que ndo séo
facilmente obtidas de modo direto. Pensamos, por exemplo, em proprie-
dades envolvendo a derivada fraca de um produto ou sobre o que se
podera dizer sobre uma fungdo com derivadas fracas identicamente 0,
relativamente a cada uma das varidveis. Essas propriedades serdo estabe-
lecidas adiante com o auxilio de teoremas de aproximacéo por aplicagdes
de classe C'*™, que utilizam a convolugdo com as fungdes suavizadoras
®;:R" — [0,400[, definidas em 111.6.2, e que, por esse motivo,
envolvem, a partida, apenas fungdes cujo dominio é a totalidade de R™.
Antes de examinar esses resultados de aproximagdo, estabelecemos por
isso dois lemas que permitirdo obter resultados sobre aplicacbes definidas
em abertos de R" a partir de resultados que pressupdem a totalidade de
R™ como dominio.

111.6.19 (Lema sobre a derivada fraca de um produto) Sejam E um espaco de
Banach, U C R" um aberto e 1 <i < n. Seja [f] € L},.(U, E) admitindo
lg9) = D;[f] € L},.(U, E) como derivada fraca relativamente & variavel i. Se

¥ € C°(U,R), podemos considerar o produto

[WILf] = [¥f] € Li,e (U, B),
o qual vai admitir uma derivada fraca relativamente a varidvel ¢, dada por

oy
8xi

Dem: Notemos que o facto de se ter [1][f] = [ f] € L} (U, E) resulta da

loc

alinea a) de 111.4.22, resultado que implica também que

oy
o

Di([]lf]) = [5=1[f] + [WIDi[f]-

ILf1 € Lioe(U, E),  WDilf] € Ly, (U, E)

e portanto a sua soma também pertence a L} (U,E). Seja agora

loc

161Este resultado, apesar de ser de justificacdo elementar, est4 no centro da importancia
que as derivadas fracas tém nas aplicagdes & Andlise Funcional.
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p € CX(U,R) arbitrario. Uma vez que se tem também o € C* (U, R), vem

[ plarvtigte) ne) =t la) =~ 17 -
— [ F@w@ @i - [ e@3 @@ )
i U i
e portanto
(6 [52 11+ o) =
N _
= [ e@g @@ i@ + [ et i) -
= [ L@@ @) = (2 ). 0
U 4 i

111.6.20 (Lema de extensdo do dominio) Sejam E um espag¢o de Banach,
U C R"umabertoe [f] € L}, (U, E). Seja V C U um aberto tal que exista
um compacto K com V C K CU. Existe entio [f] e L'(R",E)
verificando as seguintes propriedades:

1) As classes [f] e [f] tém a mesma restricdo a V.

2) Para cada 1 < i < n tal que [f] tenha derivada fraca D, [f] €L, . (U,E)
relativamente & variavel i, [f] tem derivada fraca D;[f] € L}(R", E)
relativamente a mesma variavel.

3) Existe um compacto K’ C U tal que [3‘] tem restricdo nulaa R™ \ K.
Dem: Tendo em conta a versdo C* do lema de Urysohn em 111.6.3, podemos
considerar uma aplicagdo «:R"™ — [0,1] de classe C* e um compacto
K' C U tais que ¢(z) = 1, paracada x € K, e ¢(x) = 0, para cada = ¢ K.
Reparemos que, para cada x ¢ K', tem-se também %(m) =0. Seja
?: R™ — FE a aplicacdo topologicamente mensuravel definida por

~oy_ Ju(z)f(x), sexeU
f(x)_{o, sex ¢ U

e reparemos que ? ¢ integravel, por ter restricdo localmente integravel ao
aberto U (cf. a alinea a) de 111.4.22) e portanto restricdo integravel ao
compacto K’ C U, e ter restricdo 0 a R"\ K’. Uma vez que, para cada
z €V, vem ¢(x) =1, e portanto f(z) = f(x), vemos que [f] e [f] ttm a
mesma restricdo a V. Suponhamos agora que 1 < i < n € tal que [f] tenha
derivada fraca D;[f] = [fi] € L;,.(U, E) relativamente a variavel i. Seja

Af& R" — E aaplicagdo topologlcamente mensuravel definida por

Fia) = { % (2)f(@) + V@) @), sereU
Z 0, sex ¢ U
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e reparemos que, pela mesma razéo que 7 a aplicagdo 32 é integravel. Tendo
em conta o lema 111.6.19, [f,],; € L' (U, E) é uma derivada fraca relativa-

mente a variavel ¢ de [?]/U e, por exemplo por 111.6.12, [?i]/R"\K, =1[0] é
também a derivada fraca de [f] /i = [0] relativamente a mesma variavel.
Uma vez que R™ é a unido dos abertos U e R" \ K’, deduzimos finalmente

~ A~ ~

de 111.6.14 que [f] tem derivada fraca D;[f] = [f,] relativamente & variavel ]

Passemos agora aos resultados de aproximagéo que referimos atras.

111.6.21 (Lema — aproximagdo C°° das funcdes continuas de suporte
compacto) Sejam E um espaco de Banach e ¢:R™ — E uma aplicacdo
continua e de suporte compacto. Tem-se entdo que as fungdes &;xg: R" — F
sdo de classe C*° e de suporte compacto e, paracada 1 < p < +o0,

[Prxg] — [g]

em L?(R", E).

Dem: Como verificamos em 111.4.9, o facto de se ter g € C.(R", E') implica
que [g] € LP(R", E). Uma vez que g é, em particular, localmente integrével
(alids, mesmo integravel), ja sabemos, por 111.5.25 e 111.5.22, que, para cada
k€N, ®pxg:R" — E € de classe C* e de suporte compacto, e portanto
também se tem [®;xg] € LP(R™, E). De facto, este itimo resultado diz-nos,
mais precisamente, que, sendo K C R” um compacto tal que g(x) = 0, para
cada = ¢ K, entdo tem-se ®;xg(x) =0, para cada = ndo pertencente ao
compacto K + By, (0).

Provemos agora a convergéncia em LP(R", E) referida no enunciado, para o
que aplicaremos 111.6.5 ao compacto K’ = K + B1(0).

Tem-se ®;xg(x) = 0 = g(x), para cada = ¢ K, e portanto

» 1/p
@] = lllh = ([ 19ev0(@) ~ sl dratw) " =
1/p
= ([ Iowsgta) - gla)IP dr, ()
K/
pelo que afastando ja o caso trivial em que \,(K')=0, e portanto

l[®rxg] — [9]|l, = 0, vemos que, dado 6 > 0, podemos escolher k, € N tal
que, paracada k > kyex € K’

1
[@rxg(x) — g(z)| < WG

tando-se assim, para cada k > ky,
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ss) = ol < (| 575 2h0)

0 que prova a convergénciaem L?(R", E). O

111.6.22 (Aproximacdo C* em LP(R", E) e em L}, _(R™, E)) Sejam E um
espaco de Banach e [f] € L} (R", E). Tem-se entdo, para as correspon-
dentes aplicacdes @« f: R" — FE de classe C'* (cf. 111.5.25), que a sucessao
dos [®,xf] € L} .(R", E) converge para [f] em L; .(R", E).
Além disso, no caso em que [f] € LP(R™, E), com 1 < p < +o0, tem-se
[@pxf] € LP(R", E), [[[®rxf]llp < ILf]llp € [Rrxf] — [f] em LP(R", E).
Dem: Comecemos por supor que [f] € LP(R", E), com 1 <p < +oo e
lembremos que, por 111.4.21, tem-se, em particular, [f] € L} (R", E).

Reparando que [®;] € L' (R™,R) e ||®.||; = 1, resulta de 111.5.20 que se tem
efetivamente [®,xf] € LP(R", E) e

1@ fIllp < 1Ll = N

Seja agora 6 > 0 arbitrario. Tendo em conta o teorema de densidade 111.4.14,
podemos considerar uma aplicacdo continua e de suporte compacto
g:R" — E tal que ||[f]—[g]ll, <2 e aplicando o lema I11.6.21 a g,
concluimos a existéncia de kye N tal que, para cada k > ko,

|| [@xxg] — [g]]l, < &. Como, mais uma vez por 11.5.20,

iy
p:5,

I[@rxf] = [Prxgllly = [ Pe][f — glllp < ML = gl < g:

concluimos finalmente que, para cada k > ky,

(@4 £] = [£1lp < N[@ixf] = [@ixg]ll, + [[[@rxg] — [l +
5 6 6
il = [flls < 5 +3+3=4
0 que prova que [Py f] — [f] em LP(R", E).
Suponhamos agora que se tem apenas [f] € L},.(R", E). Seja K C R" um
compacto arbitrario. Considerando o compacto K’ = K + B,(0) de R", o
facto de se ter [f/x] € L'(K', E) implica que, sendo ? =g f, tem-se
(] € L)(R", E) e portanto, pelo que vimos no inicio, [®;+f] — [f] em
L'(R", E) e portanto também [(I),q*?]/K — [?]/K em L'(K, E). Mas, para
cada z € K, tem-se f(z) = f(z) e, uma vez que ®,(z —y) = 0 para cada
y ¢ K,
Oy f () =/ O — ) f(y)dMa(y) =/ Op(x — ) f(y)dra(y) =

<

- [ - 0f @ = [ Bl - I = B (2),
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pelo que podemos concluir que [®xxf]/x — [f];x em L'(K,E). Ficou
assim provado que [®;xf] — [f]em L} (R", E). O

loc

111.6.23 (Suavizacdo de uma derivada fraca) Sejam E um espaco de Banach e
[f] € L}, .(R", E) admitindo uma derivada fraca D;[f] € L} (R", E)
relativamente a variavel . Tem-se entdo que as aproximagdes
Opxf:R" - FE e &pxg:R" — E, de classe C*°, verificam, para cada
z € R"”,

XD ) = =Dl (0).

Dem: Seja = € R™ fixado. Podemos entdo considerar a funcdo C'*° de R"
para R que a y associa ®;(x — y), que € de suporte compacto, por ser nula
fora da bola B/, (), e cuja derivada em ordem a variavel i em cada ponto y

é igual a —&( y). Sendo D;[f] = [g] e tendo em conta a definicdo da
derivada fraca e 111.5.24, tem-se assim

BsD(f)() = Burgle) = [ Bile—y)gly) dra(y) =

0 )
-/ ;j (z —y)f(y) d\aly) = aif* fla) =
_ 0(%xf)

oz, (z). O

111.6.24 (Corolario — suaviza¢do num aberto) Sejam £ um espaco de Banach,
U C R"umaberto e [f] € L}, (U, E). Seja V C U um aberto tal que exista
um compacto K com V C K C U. Existe entdo uma sucessdo de fungdes
fe: U — E de classe C* tal que:
a) [fiyv] — [f]v em LY(V, E);
b) Para cada 1 <14 < n tal que exista a derivada fraca D;[f] €

tem-se [%/V] — Dy[f])y em LY (V, E).
Dem: Tendo em conta o lema de extensdo do dominio 111.6.20, podemos
considerar [f] € L'(R", E) com [f] = [f],v tal que, para cada 1 <i <n
nas condicdes referidas em b), exista a derivada fraca D;[f] € L}(R", E).
Tendo em conta 111.6.22, temos aplicac6es @k*?:IR{” — FE, de classe C*,
para as quais as classes [®+f] € L!(R", E) convergem para [f] neste
espaco. Definindo entéo as aplica¢des fi: U — E de classe C* como sendo
as restricOes das aplicactes ¢k7*7:R’L — E, vem que [f; ] converge para
m/v = [f]v em L*(V, E). Além disso, para cada 1 < i < n nas condicGes
de b), resulta de 111.6.23 que, paracada x € V,

U, E),

loc



86. Aplicagdes do produto de convolugéo e derivadas fracas 355

Ofi, \_0®xf, « o

5a (1) = “5 (@) = 2 Diff)(a),
onde, mais uma vez por 111.6.22, [®,«D;[f]] — Di[f] em L' (R", E) e
portanto, por restricdo [%/V] — D; [A] = D;[f]jy em L'(V,E). O

Vamos agora aplicar o corolario precedente, para estabelecer um resultado
sobre a derivada fraca de um produto.

111.6.25 (Regra de derivacdo dum produto) Sejam F',G, H trés espacos de

Banach e & F x G — H uma aplicacdo bilinear continua, que encaramos
como uma “multiplicagdo”, notando, para cada we F e z€QG,
wXz=~E&w,z2) € H.
Sejam U C R™ um aberto, 1 <i <n, f:U — F uma aplicacdo continua,
admitindo derivada parcial em relacdo a varidvel : em cada ponto e com
%:U — F continua, e [¢] € L},.(U,G), admitindo uma derivada fraca
Dilg] € L, (U,G) relativamente a varidvel 4. Tem-se entdo que
[f1x [g] € L}, (U, H) admite derivada fraca relativamente a variavel i dada
por

=[5  la] + [f] x Dilg] € Li, (U, H).

Dem: Comecemos por reparar que o facto de se ter [f] x [g] € L}

951 g+ 111 % Dila € L4 0, 1)

(U,H)e

loc

€ uma consequéncia da alinea a) de 111.4.22.

Tendo em conta o resultado de localizacdo em 111.6.15, para provarmos o
resultado bastard provar que, para cada xy € U, existe um aberto V C U,
com zy € V tal que a restricdo a V' de [f] x [g] admita como derivada fraca
relativamente a variavel 7 a restricdo a V de [%ﬁ] x [g] + [f] x Dilg].

Seja entdo xy € U arbitrério, e consideremos r > 0 tal que o compacto
K = B,(x¢) esteja contido em U. Seja V o aberto B,(z), que verifica
o€V C K.

Tendo em conta 111.6.24, podemos considerar uma sucessdo de funcdes
gr: U — FE de classe C* com

g
oz; v

9k v — gl e | ] = Dilglv

em L'(V,E). Lembrando a alinea e) de 11.3.6, sabemos que a aplicagdo
continua f x gy: U — H admite em cada x € U uma derivada parcial
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af xg), \_ Of gy
Txi(ﬂ?) = oz, (z) % gr(z) + f(2) x o, (z)

pelo queconcluimos, em particular, que M-U—J{ ¢ continua e

r;

portanto, por 111.6.12, [‘%/;%Ef“] = D;[f x gi]. Tendo em conta 111.4.22 e

111.4.20, vemos que, em L} (V, H),

loc

Lf X gljv = [fljv < [gelv — [f]v % gl

[8({')7;%)]/‘/ - [g—f}/v x glv + [fl)v x Dilgl v,

L

e daqui deduzimos finalmente, tendo em conta 111.6.18, que
of
Di([f1y x [glv) = [%]/v x [glyv + [flyv % Dilgl v,
como queriamos. O

Vamos agora examinar um segundo resultado previsto, mas nao evidente,
nomeadamente sobre o que se podera esperar de uma classe [f], com
f:U — E, com derivadas fracas iguais a 0 em relacdo a todas as varia-
veis. E claro que, se o dominio ndo for um aberto conexo, nio devemos
esperar que f tenha que ser constante, uma vez que isso ja ndo acontece
no contexto das derivadas usuais. Mas também ndo podemos esperar que
f tenha que ser constante, no caso em que U é conexo, uma vez que
podemos alterar os valores de f num conjunto de medida nula sem alterar
a classe de equivaléncia [f]. O que poderemos esperar é que, N0 caso em
que o doninio é um aberto conexo, a fungdo f seja quase sempre igual a
uma certa constante. VVeremos adiante que isso efetivamente acontece mas
convira comegar por examinar a nogao de classe localmente constante,
nogdo que é mais manejavel por ndo necessitar que o dominio seja
conexo.

111.6.26 Sejam U C R™ um aberto, E um espaco de Banach e

[f] € Mens(U, E).

1) Dizemos que a classe [f] é constante, com valor wy € E, se se tem
f(x) = wy quase sempre. Observe-se que, se U # (}, o facto de se ter
A (U) > 0 implica que uma classe constante ndo pode ter mais que um
valor.

Repare-se que, uma vez que as aplicages constantes sao continuas, podemos
concluir que, se [f] € Mens(U, E) é uma classe constante, entdo tem-se
[f] € Li,, (U, E).

2) Dado z( € U, diz-se que a classe [f] é localmente constante em x,, com
valor wy € E, se existe um aberto V' com zy € V C U tal que a classe
[f1)v = [f/v] seja constante, com valor w,. Como em 1), uma classe [f]

localmente constante em z, ndo pode ter mais que um valor (se [f,] é
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constante com valor w € [f;~] € constante com valor wy, entdo [f ] €
constante com ambos os valores w, e w).

3) Diz-se que a classe [f] é localmente constante se é localmente constante
em cada ponto de U (com um valor que poderd variar de ponto para ponto).
Note-se que, lembrando a alinea b) de 111.4.16 e o referido em 1), se
[f] € Mens(U,E) é uma classe localmente constante, entdo tem-se
/] € L (U, E).

loc

111.6.27 (Classes localmente constantes e classes constantes) Sejam U C R”
um aberto, £/ um espago de Banach e [f] € Mens(U, E). Tem-se entéo:
a) Se [f] é uma classe constante, com valor wy, entdo [f] € uma classe
localmente constante, com 0 mesmo valor wy em todos os pontos.
b) Se [f] é uma classe localmente constante, com o mesmo valor wy, em
todos os pontos, entdo [f] € uma classe constante, com valor wy.
Dem: A afirmacdo de a) é trivial. Suponhamos entéo que [f] é localmente
constante, com o mesmo valor w; em todos os pontos. Consideremos uma
familia contavel (V;);c; cujo conjunto dos termos seja uma base de abertos
de R e notemos J' o conjunto dos indices j tais que V; C U e [f,y] seja
constante de valor wy. Para cada j € .J', podemos considerar um boreliano
A; C Vi com\,(A4;) =0e f(x) =wparacadax € V;\ A;. Tem-se entéo
que A=J A; é um boreliano contido em U, com \,(A) =0 e vamos

jeJ’

verificar que f(xz) = wy, para cada x € U \ A, 0 que mostrard que [f] é
efetivamente uma classe constante com valor wy. Ora, se z € U\ A4,
podemos considerar um aberto V' com z €V C U tal que [f,y] seja
constante de valor w, e escolher j € J tal que = € V; C V, tendo-se entéo
também [f,1;] constante de valor wy, isto &, j € J', e por ser x ¢ Aj, tem-se
efetivamente f(x) = wy. O

111.6.28 (Classes localmente constantes de dominio conexo) Sejam U C R”
um aberto conexo, E um espago de Banach e [f] € Mens(U, E') uma classe
localmente constante. Tem-se entéo que [f] € mesmo uma classe constante.
Dem: Vamos afastar ja o caso trivial em que U = (). Seja xy € U fixado e
seja wy € E tal que [f] seja localmente constante em x, com valor wy. Seja
U’ o conjunto dos = € U tais que [f] seja localmente constante em = com
valor wy. Se x; € U’, podemos considerar um aberto V comz; € V C U tal
que [f/y] seja constante com valor wy e entdo vem V' C U’. Provamos assim
que U’ é aberto. Analogamente, se z; € U \ U’, podemos considerar um
aberto V .com z; € V C U tal que [f,y] seja constante com valor w; # wy €
entdo vem V' C U \ U’. Provamos assim que U \ U’ também é aberto. Uma
vez que U é conexo e que xg € U’, concluimos que U \ U’ = 0, isto €, que
U’ = U. Provamos assim que [f] é localmente constante com o mesmo valor
wy em todos os pontos donde deduzimos, por I11.6.27, que [f] é uma classe
constante com valor wy.
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111.6.29 (Lema — limites de classes localmente constantes) Sejam U C R" um
aberto, £ um espaco de Banach e, para cada k € N, [f] € L, (U, E) uma
classe localmente constante. Supondo que [fi] — [f] € L},.(U,E) em

L}, .(U,E), tem-se entdo que [f] é uma classe localmente constante. Além

disso, para cada xy € U, tem-se w;, — w, onde wy, e w sdo os valores dos
[fx] e de [f] como aplicacdes localmente constantes em x.
Dem: Seja xz € U arbitrario. Sejam wj;, os valores das classes [f] como
classes localmente constantes em z,. Seja r» > 0 tal que a bola fechada
K = B,(x), que é um compacto, esteja contida em U. Uma vez que 0
aberto V = B,.(xy) é conexo, resulta de 111.6.28 que se tem fk/v(x) = wy
quase sempre. Por hipétese, [fi 5] — [f/x] em L'(K,E), e portanto
também [f;. /] — [f/v] em L'(V, E) (cf. 111.2.7), e, sendo

a=X\(V) €]0,+o0],

deduzimos de 111.2.10 que

w= [ f@ @)~ [ f@)dne)

portanto wj;, — wem E, com

1
=- / f@)di,(x) € E
a Jy
Mas, de se ter

/nw fol@)]| dala /nw wil) ddn(z) = allw — wy | — 0,

concluimos que [fi ] converge em LY(V,E) para a classe da aplicagdo
constante de valor w pelo que a unicidade do limite num espago vetorial
normado implica que f,y(z) = w quase sempre, em particular que [f] €
localmente constante com valor w em xzy. Tendo em conta a arbitrariedade de
xg, provdmos, em particular, que [f] é localmente constante. O

111.6.30 (Lema — derivadas nulas quando o dominio é R™) Sejam E um
espaco de Banach e [f] € L},.(R", E) admitindo, para cada 1 < i < n, uma
derivada fraca D;[f] € Li,.(R", E). Seja U C R" um aberto tal que, para
cada 1<i<mn, Dify]=0. Tem-se entdo que [f,] € localmente
constante.
Dem: Seja, para cada 1 <i <mn, D;[f] = [¢;], onde se tem, por 111.6.13,
9: /7] = 0. Seja zy € U arbitrério. Seja r > 0 tal que By,(z9) C U e seja ko
tal que kio < r. Para cada x € B,(xp) e k > ko, resulta de 111.6.23 que a
aplicacdo ®;x f, de classe C'°, verifica
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8(37.?(1') = @k*gi(x) = /n@k(x - y)gi(y) d)\n(y)

e portanto, uma vez que, para cada y tal que ®(x —y)#0, tem-se
|z —y| <+ <r, dondey € By, (z) C U, vem

D w) = [ ante - vat) dnw) =0

O facto de o aberto B, () ser conexo implica assim que a restri¢do a B, (xo)
da aplicagdo &, f tem um valor constante wy,. Mas, por 111.6.22, a sucessdo
das classes [®,f] converge em L; (R", E) para [f], e portanto a sucessdo
das classes [®x f,p,(,,)] converge em L, (B,(x), E) para [f;p,(s,)]- Tendo
em conta o lema 111.6.29 e 111.6.28, concluimos que [f/p (.| € uma classe
localmente constante, e portanto constante. Acabamos asim de provar que a

classe [f/7] € localmente constante. O

111.6.31 (Teorema das derivadas nulas) Sejam E um espa¢o de Banach,
U C R" um aberto e [f] € L}, .(U, E) admitindo, para cada 1 < i < n, uma
derivada fraca D;[f] =0 € L}, (U, E). Tem-se entdo que [f] é uma classe
localmente constante.

Dem: Seja x, € U arbitrario. Seja » > 0 tal que o compacto B, (x) esteja
contido em U. Tendo em conta o lema de extensdo 111.6.20, podemos

considerar uma classe [?] € L}, .(R" E) admitindo, para cada 1 <i <n,

loc

uma derivada fraca D;[f] € L, (R", E) e tal que [f/p,@,)] = [?/Br(g;l))]. Em
particular tem-se, para cada 1 < ¢ < n, Diﬁ/37_<m(])} = Di[f/B.(y)] = 0, pelo

que, pelo lema I111.6.30, [f/B.(z)] = [f/B.x,)] € Uma classe localmente
constante. O facto de B,(x,) ser um aberto conexo implica entdo, por
111.6.28, que [f/p,(z,)] € mesmo uma classe constante, o que, tendo em conta
a arbitrariedade de x, implica que [f] é uma classe localmente constante. [

Ja sem relagdo com as derivadas fracas, aproveitamos ainda as
propriedades do produto de convolugdo com as fungdes suavizadoras
®;: R" — [0, +o00[ para examinar, no contexto dos abertos U C R", um
melhoramento do teorema de densidade em 111.4.14.

111.6.32 (Lema) Sejam U C R™ um aberto, £ um espago de Banach e
1<p<+co. Se geC.(U,FE), entdo existe um compacto K’ C U, com
g(x) =0 para cada = € U \ K, verificando a seguinte propriedade: Para
cada 6 > 0, existe h € C°(U, E) tal que h(z) = O paracadax € U \ K' e

Ilg] = (A, < é.

Dem: Seja K C U um compacto tal que g(x) =0, para cada z € U \ K.
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Podemos entdo considerar e > 0 tal que o compacto K’ = K + B.(0) D K
esteja ainda contido em U (a existéncia de um tal ¢ é trivial se K = () ou
U =R"™ e, caso contrario, basta tomar ¢ menor que 0 minimo estritamente
positivo para « € K da distancia de = ao conjunto fechado R™ \ U, que é
fungio continua de z). E claro que se tem ainda g(x) = 0 para cada
x €U\ K'. Sejag:R™ — E o prolongamento de g que toma o valor 0 fora
de U, aplicacdo ainda com suporte compacto e cuja continuidade decorre da
continuidade das suas restricdes aos abertos U e R" \ K de unido R", esta
Gltima por ser identicamente 0. Seja 6 > 0. Aplicando 111.6.21 e 111.5.22,
concluimos a existéncia de &y € N tal que, para cada k > ko, a aplicagdo de
classe C'™ e de suporte compacto &,xg: R" — FE verifica

I[®r¥g] — [9lll, <

e ®%g(x) = 0 para cada x ¢ K + By,(0). Fixando k > ko tal que ; <¢,
tem-se assim, em particular ®yxg(z) =0 para cada = ¢ K' e podemos
considerar a restricdo h de ®;xg a U, que pertence a C>°(U, E) e verifica

Ilg) = [p]ll, = [I[g] = Pwxg]ll, <o O

111.6.33 (Densidade de C°(U, E) em LP(U, E)) Sejam U C R™ um aberto,
E um espago de Banach e 1 < p < +oc0. Tem-se entdo que C°(U, E) é um
subespaco vetorial denso de L?(U, E).

Dem: Seja [f] € LP(U,E) e 6 > 0. Tendo em conta 111.4.14, podemos
considerar uma aplicacdo continua de suporte compacto ¢g: U — E tal que
I1f] — [g]ll, < &. Tendo em conta o lema I11.6.32, existe [h] € C>°(U, E) tal

que ||[g] — [R]|l, < § e obtemos entéo

6 6

1171 = [RJlly < WAL = [alllp + Mgl = [R]ll, < 5 + 5 =&,

0 que prova a densidade pretendida. O

Exercicios

Ex 111.6.1 Sejam f, g: R — R as fungdes definidas por

z, sex>0 |1, sex >0
f(x)_{(), sex <0’ g(x)_{o, sex <0’

a) Verificar que f e g sdo localmente integraveis e utilizar 111.6.17 para
mostrar que, apesar de f ndo admitir derivada no ponto 0, [f] admite [g]
como derivada fraca.

b) Verificar que, apesar de se ter ¢’(x) = 0 para todo 0 = # 0, a classe [0]
ndo é uma derivada fraca de [g].
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Ex 111.6.2 Sejam U C R um aberto, £ um espago de Banach e g:U — E uma

aplicacdo localmente integravel tal que [g] admita uma derivada fraca
[f] € L, .(U, E). Mostrar que [g] ¢ uma classe continua, isto é (cf. 111.2.4)
que existe g: U — E continua com [g] = [g].
Sugestdo: Lembrando que todo o aberto de R é a unido de uma familia
contavel de intervalos abertos disjuntos dois a dois (as suas componentes
conexas), reduzir a conclusdo ao caso em que U é um intervalo aberto J.
nesse caso, ter em conta 111.6.17, reparando que, por 111.6.31 e 111.6.28 duas
classes com a mesma derivada fraca diferem de uma classe constante.

Ex 111.6.3 Sejamn > 2 e a < n — 1 um ndmero real. Seja f,: R" — R a funcdo

definida por
o sex #0
= Izl
Ja(@) {0, sex=0"

onde a norma considerada ¢ a euclidiana (cf. o exercicio 11.5.6). Verificar que
fa € localmente integravel e que [f.] admite derivada fraca relativamente a
cada uma das variaveis e reparar que, no caso em que « > 0, [f,] ndo é uma
classe continua (cf. 111.2.4). Sugestao: Utilizar a alinea b) de 111.6.12.

Ex 111.6.4 (Exemplo de um espaco de Sobolev) Sejam n > 1, U C R" um
aberto e £ um espago de Hilbert, isto é, um espaco de Banach cuja norma
estd definida a partir de um produto interno por |w| = +/{w,w) (por
exemplo R ou C). Recordemos que, como referido em 111.2.31, o espaco de
Banach L*(U,E) é entdo um espaco de Hilbert, com o produto interno
definido por

W) loze = /U (@), (@) dha(z).

E usual notar H' (U, E) (ou W(U, E)) o subconjunto de Mens(U, E)
constituido pelas classes [f] que pertencem a L*(U, E) (em particular sdo
localmente integraveis) e tém derivadas fracas em relacdo a cada uma das
variaveis, com D;[f] € L*(U, E).

Os espagos H'(U, E) fazem parte de uma familia mais larga de espagos
muito importantes em Analise Funcional, conhecidos como espacos de
Sobolev e que podem envolver derivadas fracas de ordem superior a 1 e
espacos L” em vez dos espagos L'.

a) Verificar que H' (U, E) é um subespago vetorial de Mens(U, E) e que se
pode definir um produto interno neste espago vetorial por

()l = (UfL. s + 3 (DiLF). Dyla

b) Verificar que H'(U, E) é um espago de Hilbert, isto é, que é completo
para a norma associada ao produto interno referido em a). Sugestao: Ter em
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Ex

conta 111.6.18, assim como o facto de a convergéncia em L*(U, E) implicar a
convergénciaem L} (U, E) (cf. 111.4.21).

loc

111.6.5 (Mudanca de variaveis e derivadas fracas) Sejam V C R" e
U C R" dois abertos e f:V — U um difeomorfismo de classe C' (cf.
11.5.23). Seja £ um espaco de Banach. Na resolucdo das questBes seguintes
convira ter presente os teoremas de mudanca de variaveis 11.5.26 e 11.5.27,
aplicados ao difeomorfismo inverso f~1:U — V.

a) Mostrar que, se g: U — E é uma aplicacdo localmente integravel, entdo a
composta go f: V' — E é também localmente integravel e que, se [g] = [4]
em L}, .(U,E), entdo [go f] = [go fl em L}, .(V, E), o que mostra que fica

bem definida uma aplicacéo, trivialmente linear,

Lipe(U, E) = Liy(V,E), [g) = [g)of=Ig0 f].
b) Mostrar que, se [g,] — [g] em L} (U, E), entdo [g,]) o f — [g] o f em
L},.(V,E) (cf. 111.4.19). Sugestdo: Lembrar 111.4.22.
¢) Suponhamos que [g] € L},.(U, E) admite derivadas fracas relativamente a
todas as variaveis.Mostrar que [g] o f admite derivadas fracas relativamente a
todas as variaveis e que, sendo

f(l‘) = (fl(x)P'wf'n(l‘))’

tem-se

Dl =152

J=1

| x (Djlg] o f)-

Sugestdo: No caso em que g: U — E é uma aplicacéo de classe C*, reparar
gue temos uma consequéncia imediata do teorema de derivacdo da funcéo
composta. Em geral, reparar que o segundo membro estd em L] (V,E) e
que, tendo em conta o resultado de localizagdo em 111.6.15, bastard provar
que, para cada aberto V contido num subconjunto compacto de V' a restri¢éo
de [g]of a V admite a restricdo a V do segundo membro como derivada
fraca relativamente & variavel i. Para isso, considerar U = f(V') e aplicar o
corolario 111.6.24 para aproximar em L'(U, E) a restricdo de [g] por uma
sucessdo de restricoes de classes de aplicacbes g,,: U — E de classe C* de
forma compativel com cada uma das suas derivadas fracas, aplicando no fim
o resultado 111.6.18, sobre a derivada fraca de um limite.
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87. Medidas vetoriais e resultados de dualidade.

I11.7.1 Sejam (X, M) um espago mensurdvel e £ um espaco de Banach.
Dizemos que uma aplicacdo w: M — E é uma medida vetorial ou, se
guisermos ser mais precisos, uma FE-medida se se verificam as seguintes
propriedades (comparar com 1.2.10):

1) w(#) = 0; 162
2) (Aditividade) Qualquer que seja a familia contavel (A;);c; de conjuntos
disjuntos dois a dois, pertencentes a M,

w(l JA)) =D w(4y),

jeJ jeJ

com a familia dos vetores w(A;) absolutamente somavel (cf. 11.2.47 e
11.2.48)163,

Nos casos particulares em que £ =R e £ = C, em ambos 0s casos com 0
valor absoluto como norma, usamos alternativamente os nomes de medida
real e medida complexa, respetivamente.

Num contexto em que se trabalhe com medidas vetoriais, é costume utilizar a
designacdo “medida positiva” para as medidas definidas em 1.2.10. Note-se
que as medidas positivas ndo sdo necessariamente medidas reais uma vez
que, ao contrario destas Ultimas, podem tomar o valor +co.

111.7.2Se w: M — E é uma medida vetorial, entdo, sempre que B C A sdo
conjuntos mensuraveis, tem-se

w(A\ B) = w(A) — w(B).

Dem: Basta tender a que se tem A = BU (A \ B), com BN (A\ B) =,
donde, pela propriedade de aditividade, w(A) = w(B) + w(A \ B). O

111.7.3 Se w: M — E é uma medida vetorial, entdo:
a) Sendo (A4, ),en Uma sucessdo crescente de subconjuntos pertencentes a M
(isto €, supondo que A, C A,.1, paracadan € N), tem-se

162De facto esta hipdtese € desnecessaria, por resultar da aditividade em 2), se repararmos
quesetem () = 0 U 0.

163A condicio de termos a soma de uma familia absolutamente somavel é mais forte do
que a condicdo usual de termos apenas uma familia soméavel e veremos adiante que ela
implica que as medidas vetoriais que utilizamos sdo apenas aquelas que tém variacao total
finita. De qualquer modo, sdo apenas estas Ultimas as que nos interessardo e, ao exigir
esta condicdo mais forte, limitamos o conhecimento que seria necessario possuir sobre
familias somaves mais gerais.
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w(lJ An) = limw(A,).

neN

b) Sendo (A,,).en Uma sucessdo decrescente de subconjuntos pertencentes a
M (isto é, supondo que A,, D A, .1, para cada n € N), tem-se

w([] An) = limw(A,).

neN

Dem: Temos uma demonstracdo analoga a do resultado correspondente para

medidas positivas (cf. 5) e 7) de 1.2.12): Nas hip6teses de a), consideramos

0s conjuntos B, € M, onde p € N, disjuntos dois a dois, definidos por

By =A; e By =A4,.1\ A, e reparamos que |J B, = A4, e que
peN peN

U B, = A,,. Tem-se assim, lembrando a alinea €) de 11.2.47,
p<n

w(l J 4,) =D w(B,) = lim Z w(B,) = limw(A4,).

peN peN

Nas hipdteses de b), reparamos que os X \ A, constituem uma sucessao
crescente de unido X \ ((A.), pelo que, aplicando a),

([ An) = w(X) = (X N\ ((An) = w(X) — limw(X \ 4,) =
neN

= lim (w(X) — w(X \ 4,)) = limw(A,). 164 m

111.7.4 (A medida de variacao total) Sejam (X, M) um espago mensuravel, E
um espaco de Banach e w: M — E uma medida vetorial. Pode-se entdo
definir uma medida positiva associada |w|: M — R, também chamada
medida de variagdo total de w, pela condi¢do de, para cada A € M, |w|(A)
ser o supremo das somas > ||w(B;)|| com (B;);cr familia finita de conjuntos

i€l
de M disjuntos dois a dois e com B; C A. Além disso:
a) Para cada A, B € M, com B C A, tem-se |w(B)|| < |w|(A), em particu-
lar [|w(A)]| < |w|(A);
b) Se A € M, tem-se |w|(A) = 0 se, e sO se, w(B) = 0, paratodo o B € M
com B C A.
c)Sea € X étal que {a} € M, entdo |w|({a}) = |w({a})|
Dem: Comecemos por reparar que, para cada A € M existem sempre
familias finitas (B;);c; de conjuntos de M disjuntos dois a dois contidos em
A, como as familias com um Unico conjunto igual a B, onde Be M e
B C A (por exemplo B = A), 0o que mostra que faz sentido considerar o

164Reparar que, ao contrario do que sucedia no resultado referido, ndo ha aqui lugar a
exigir que uma certa medida seja finita, uma vez que as medidas vetoriais sdo sempre
finitas.
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supremo referido e que se tem ||w(B)|| < |w|(A), para cada B nas condi¢des
referidas. Se for w(B) = 0, para todo 0 B C A, todas as somas cujo supremo
define |w|(A) séo iguais a 0, 0 que mostra que |w|(A) = 0. Reciprocamente,
se |w|(A) = 0, entdo, para cada B € M com B C A, tem-se

lw(B)] < |w[(A) =0,

portanto w(B) = 0. Em particular, j& podemos concluir que |w|(#) = 0. No
caso em que {a} € M, tem-se mesmo |w|({a}) = ||w({a})||, uma vez que j&
sabemos que ||w({a})|| < |w|({a}) e a desigualdade oposta resulta de que,
para cada familia finita (B;);c; de conjuntos de M disjuntos dois a dois e
contidos em {a}, ou estes conjuntos s&o todos vazios ou ha um igual a {a} e
0s restantes sdo vazios, em qualquer caso Y |lw(B;)|| < |lw({a})]||. Observe-
mos também que, dados A, A" € M com A C A', tem-se |w|(4) < |w|(4),
uma vez que, para cada familia finita (B;);c; de conjuntos de M disjuntos
dois a dois e contidos em A, estes conjuntos estdo também contidos em A’.

Sejam agora (A;)c; uma familia contavel de conjuntos de M disjuntos dois

adoise A =J A; e provemos que |w|(A) = |w|(A;), 0 que terminara a
jeJ jeJ
demonstracdo. Dividimos essa prova em duas partes, em cada uma das quais
justificamos uma desigualdade.
1) Mostremos que se tem
D lwl(A))] < Jwl(A).

jedJ

Subdem: Para provarmos esta desigualdade basta mostrarmos que, para
cada parte finita I C J, ) |w|(4;) < |w|(A) e podemos j& supor que |w|(A)
jel

é finito, o que implica que se tem também |w|(A;) < +oo para cada j € I.
Fixemos entdo um tal conjunto finito I C J, que podemos ja supor ndo
vazio, seja n 0 nimero de elementos de I e seja 6 > 0 arbitrério. Para cada
Jj € I, podemos considerar uma familia finita (B;)rcx, de conjuntos de M
disjuntos dois a dois e contidos em A; tal que

D lw(Bin)ll > |wl(4;) —

keK;

A familia finita de todos estes conjuntos B;;, com j € I e k € K}, € entdo
constituida por conjuntos disjuntos dois a dois e contidos em A e vemos que

(o lel4) 6= 3 (ol 2) < 3= (X Bl <

jel jel jel  keK;
< |wl(A).

Tendo em conta a arbitrariedade de 6, concluimos que
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D lwl(4) < Jwl(4),

jel

como queriamos.
2) Provemos agora a desigualdade oposta

wl(4) < D fwl(A

jedJ

Subdem: Tendo em conta a definicdo de |w|(A) como um supremo,
basta mostrarmos que, para cada familia finita (B;);c; de conjuntos de M
disjuntos dois a dois e contidos em A,

Do llBl <Y [wl(4))

iel jedJ
Ora, dada uma tal familia, vemos que, para cada i € I, B, = |J (B; N 4;),
jeJ
com estes conjuntos disjuntos dois a dois, e que, para cada j € J, 0s
conjuntos B; N Aj, com ¢ € I, sdo disjuntos dois a dois e contidos em A;
pelo que podemos escrever

gnw H—ZHZ B4 <3 (X B0 a)]) =

el jedJ
=3 (X B apll) <3 lwl(4y),
jeJ iel jedJ
como queriamos. O

111.7.5 (A medida de variacéo total é finita) Sejam F um espaco de Banach,
(X, M) um espaco mensuravel e w: M — E uma E-medida. Tem-se entéo
que a medida de variagéo total |w|: M — R, verifica |w|(X) < +oo0.

Dem: Vamos dividir a demonstracdo é vérias partes, cada uma eventual-
mente com a sua prépria demonstracéo.
1) Comecemos por reparar que, tendo em conta a condigdo 2) na definicdo
em 111.7.1, qualquer que seja a familia contavel (A;);c; de conjuntos de M
disjuntos dois, tem-se > |w(A4;)|| < +oo.
jeJ

2) Apenas para efeito desta demonstracdo, vamos dizer que um conjunto
A e M é w-limitado se existir K >0 tal que, para cada B € M com
B C A, |w(B)| < K.165
3) Se A, A’ € M sdo dois conjuntos w-limitados, entdo AU A’ é também
w-limitado.

Subdem: Sejam K, K’ > 0 tais que ||w(B)|| < K, paracada B C A, e

165E claro que, depois de demonstrado este resultado, podemos concluir que todo o
conjunto é w-limitado, bastando tomar |w|(X) como constante K.
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lw(B)|| < K', para cada B C A’, para cada BC AU A’ tem-se entéo
B=(BNA)U(B\A),com(BNA)N(B\ A) =0, pelo que

lwB)]| = llw(BNA) +wB\ A < llwBNA)|+wB\A)| <K+ K.

4) Se A€ M ndo é w-limitado, entdo existe B € M tal que B C A,
lw(B)|| > 1e A\ B néo é w-limitado.

Subdem: Seja A'C A4, com A eM e [wA)| > |lw(A)|+ 1.
Considerando entdo A” = A\ A’, tem-se

la(A)] = llw(A) = w(A)]| = [lw(A) = w(A)]| = w(A) —w(A)] > 1.

Uma vez que A = A’ U A”, deduzimos de 3) que pelo menos um dos dois
conjuntos A’ e A” ndo é w-limitado, bastando agora tomar B = A’, se A”
ndo é w-limitado, e B = A” se A” é w-limitado.
5) (Fim da primeira parte) O espaco todo X € w-limitado.

Subdem: Suponhamaos, por absurdo, que X ndo era w-limitado. Vamos
construir recursivamente uma sucessdo (X,).cy de conjuntos de M
disjuntos dois a dois tais que, para cada neN, |w(X,)||>1 e

X\ (X1 U---UX,) ndo é w-limitado. Ter-se-4 entdo > ||w(X,,)|| = 400, 0

neN
que é absurdo, tendo em conta 1). Para fazer a construcao recursiva referida,
comecamos por utilizar 4), com A = X, para considerar X; € M tal que
lw(X1)]| > 1 e que X \ X; ndo seja w-limitado e, supondo j& construidos
Xi1,...,X,, nas condigdes referidas, utilizamos de novo 4), com
A=X\(X;U---UX,), para considerar X,,.; C X\ (XjU---UX,), tal
que X411 €M, [|w(X,1)|| >1e

(X\ (X3 U U X))\ Kot = X\ (X1 Une U Xopa)

n&do w-limitado.
6) Vamos mostrar que, se A € M verifica |w|(A) = +o0, entdo existe uma
familia finita (B;);c; de conjuntos de M, disjuntos dois a dois e contidos em
A tal que Y [lw(B))|l > 1 e |w](A\ UB;) = +00.166

Subdem: Tendo em conta a conclusdo de 5), podemos considerar
K >1 tal que, para cada A e M, |w(A)|| < K. O facto de se ter
|w|(A) = 400 permite-nos considerar uma familia finita (B;)i1<i<, de
conjuntos de M, disjuntos dois a dois e contidos em A, tal que
> llw(By)|| > 3K, podendo ja supor-se, se necessario juntando o conjunto
A\ UB;, que se tem mesmo | JB; = A. Sejany < n 0 menor natural tal que

o

Z lw(Bi)l = K.

O facto de se ter ||w(B,,)|| < K implica que

166Comparar com 4).
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o

Do lle(B) < 2K
i=1
e portantong < ne
> llw(B)] > K.
i=no+1

Reparando que se tem A = A’ U A”, com

A= @Bi, A" = LnJ B;,
i=1

1=ng

o facto de |w| ser uma medida com |w|(A) = +oco implica que se tem
|w]|(A") = 400 ou |w|(A”) = +oco pelo que, para obter as condi¢Bes reque-
ridas, basta tomar I = {1,...,n¢} se |w|(A") =+c0c eI ={ny+1,...,n}
se |w|(A") < +o0.
7) Vamos mostrar que |w|(X) < +oo, 0 que terminarg a demonstragéo.
Subdem: Suponhamos, por absurdo, que |w|(X) = +o00. Vamos cons-
truir recursivamente, para cada n € N, uma familia finita (B, ;)c;, de
conjuntos de M disjuntos dois a dois de modo que, notando X, a unido dos
B, ;comi € I, se tenha, paracadan, B,y1,; C X \ (X1 U---UX,)

ST Bl = 1, (X \ (X3 U+ U X,)) = +oo.

icl,

Para o fazermos, basta aplicar 6), com A = X, para construir a familia
(B1.)ier,, €, supondo construidos 0s By, @ € I, para 1 < k <n, basta
aplicar 6), com A= X\ (X;U---UX,) para construir 0s B,;;, com
1 € I,,1. Feita esta construgdo recursiva, podemos agora considerar a familia
contavel de todos os conjuntos mensuraveis B,, ;, com n € N e, para cada n,
1 € I,,, conjuntos esses que sdo disjuntos dois a dois, e tem-se

DS lw(Bui) =Y 1= +oo,

neN iel, neN

0 que é absurdo, tendo em conta 1). O

.7.6 (Exemplos) a) Sejam (X, M) um espago mensuravel e £ um espaco de

Banach. Tem-se entdo que a aplicacdo constante 0: M — E é uma
E-medida, para a qual vem |0|(A4) = 0, para cada A € M.

b) Sejam (X, M) um espaco mensurdvel e pu: M — R, uma medida
positiva finita. Tem-se entdo que x é uma R-medida e |u| = p.

Dem: A conclusdo de a) € trivial e, quanto a b), é evidente que uma medida
positiva finita € uma R-medida. Resta-os mostrar que, no contexto de b),
tem-se |u|(A) = u(A), para cada A € M. Ora, como ja vimos em 111.7.4,
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tem-se u(A) = |u(A)| < |u|(A) e a desigualdade oposta resulta da definigdo
de |p|(A) como um supremo, uma vez que, para cada familia finita (B;)cs
de conjuntos de M disjuntos dois a dois e contidos em A, vem

(B =" u(Bi) = plBi) < u(A). m

icl icl icl

I11.7.7 Sejam E um espago de Banach, (X, M) um espaco mensuravel e
w,w':M — E duas E-medidas. Tem-se entdo que w+w': M — E €
também uma E-medida e, para cada A € M,

|w+o|(4) < |w|(4) + [o|(A).

Dem: Tem-se (w+ «')(0) = w(®) + () =0. Se (A;);es é uma familia
contvel de conjuntos de M disjuntos dois a dois, tem-se

w(UAj) = ZW(A]'), W (UA]) = Zw'(AJ)

jeT

em ambos os casos com familias absolutamente somaveis no segundo
membro, pelo que, tendo em conta a caracterizacdo das somas das familias
absolutamente somaveis como integrais para medida de contagem (cf.
11.2.48), concluimos da aditividade do integral que

(w+o (UA)fw(UA)—Hu(UA) Z (A)) + W/ (A))),

com a familia do segundo membro absolutamente somavel, e portanto w + &/
é efetivamente uma E-medida. Seja agora A € M e consideremos uma
familia finita arbitraria (B;);c; de conjuntos de M disjuntos dois a dois e
contidos em A. Tem-se entdo

Do+ B <Y (B + [l (B)) =

iel iel
= lwB)+ ) I (B) <
iel icl

< |wl(A) + |w/|(A4),
donde, tendo em conta a arbitrariedade da familia,
w4+ W'(A) < |w[(A) + [&|(A). o
111.7.8 Sejam FE e F espagos de Banach, a: E — F uma aplicacdo linear

continua e M >0 tal que ||a(w)|| < M|w]||, para cada w € E.167 Sejam
(X, M) um espago mensurdvel e w: M — E uma E-medida. Tem entdo

167_embrar que a existéncia de um tal M > 0 é equivalente & continuidade da aplicagdo
linear a.
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lugar uma F-medida a,w: M — F definida por a,w(A) = a(w(A)), cuja
medida de variacdo total associada verifica |a.w|(A4) < M|w|(A), para cada
Ae M.

Dem: Tem-se

a.w(0) = alw(®)) = a(0) = 0.

Se (A;);cs € uma familia contavel de conjuntos de M disjuntos dois a dois,
tem-se

w(Jay) =D way),

jeJ jedJ

com a familia do segundo membro absolutamente soméavel, pelo que, tendo
em conta a caracterizagdo das somas das familias absolutamente somaveis
como integrais para medida de contagem (cf. 11.2.48), concluimos de 11.2.35
que

a*w<UA]-> = a(z w(A]-)> = Za(w(Aj)) = Za*w(Aj),

j jeJ jeg jes

com a familia do segundo membro absolutamente somavel, e portanto c,w é
efetivamente uma F'-medida. Seja agora A € M e consideremos uma familia
finita arbitraria (B;);c; de conjuntos de M disjuntos dois a dois e contidos
em A. Tem-se entdo

D law(Bi)l =) lla@B)) < Y Mlw(B)| =

il iel iel

=M |w(Bi)|| < M lw|(A),

iel
donde, tendo em conta a arbitrariedade da familia,
low|(A) < M |w[(A). o

111.7.9 (Corolario) Sejam E um espaco de Banach sobre o corpo K, igual a R ou

C, (X, M) um espaco mensuravel e w: M — E uma E-medida. Para cada
escalar a € K, tem-se entdo que aw: M — E é também uma E-medida e,
para cada A € M, |aw|(4) = |a]|w|(A).
Dem: O facto de aw ser uma E-medida e a desigualdade |aw|(A) <
lal|w|(A) resultam da propriedade precedente, relativa a aplicacdo linear
continua «,:F — E definida por o,(z)=ax, para a qual se tem
law(z)]] = |al||z]| € aaww = aw. No caso em que a = 0, esta desigualdade
implica trivialmente a igualdade pretendida e, no caso em que a # 0, a
desigualdade oposta resulta de se ter

allel(4) = lall aw(4) < o] lawl(4) = [alle](4). O
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111.7.10 (No caso particular E = C) Sejam (X, M) um espago mensuravel e
w: M — C uma medida complexa. Podemos entdo considerar uma nova
medida complexa w: M — C, dita conjugada de p, definida por

para a qual se tem |&| = |w|.
Dem: Trata-se do caso particular de 111.7.8, em que tomamos para a: C — C
a aplicagdo linear real definida por a(a) = @ (reparar que @ = w). O

Na seccdo 1.4 estudamos resultados de existéncia e de unicidade do
prolongamento de uma medida positiva definida num semianel a o-alge-
bra gerada, resultados que foram utilizados, em particular, na construcéo
da medida de Lebesgue e, mais geralmente, das medidas de Lebes-
gue-Stieltjes. Apesar de ndo nos debrugarmos aqui sobre a existéncia de
prolongamentos no contexto das medidas vetoriais, estabelecemos em
seguida um resultado simples de unicidade nesse contexto, que nos sera
Gtil adiante.

.7.11 (Unicidade do prolongamento como medida vetorial) Sejam (X, M)
um espa¢o mensurdvel, £ um espaco de Banach e S € M um semianel
o-total de partes de X (cf. 1.4.3), cuja o-algebra gerada seja M. Tem-se
entdo:
a) Seja w: M — FE uma medida vetorial tal que w(B) = 0, para cada B € S.
Tem-se entdo w = 0.
b) Sejam w,w': M — FE duas medidas vetoriais tais que w(B) = «/(B), para
cada B € S. Tem-se entdo w = o/'.
Dem: a) Seja w: M — E uma medida vetorial tal que w(B) = 0, para cada
B € S. Sejam A € M e ¢ > 0 arbitrarios. Tendo em conta 1.4.12, a medida
positiva finita |w|: M — R é o prolongamento de Hahn da sua restri¢do a S
e portanto, pela caracterizacdo desse prolongamento em 1.4.8, existe uma
familia contavel (B;);c; de conjuntos de S disjuntos dois a dois e com
A C B=Bj talque ) |w|(B;) < |w|(A) + 6. Deduzimos daqui que

[wI(B\ A) = [w](B) = [w](4) = D [wl(B)) — |w](4) <&

jeJ

Uma vez que

vemos agora que
[w(A)[| = [[w(B) = w(A)|| = [w(B\ A < |w[(B\ 4) <,

0 que, tendo em conta a arbitrariedade de 6, implica que ||w(A)|| =0, ou
seja, w(A) = 0.
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b) Se w,w': M — FE so duas medidas vetoriais tais que w(B) = «/(B), para
cada B € S, entdo w — ' € uma medida vetorial que toma o valor 0 em cada
B € S e portanto, tendo em conta a), w — ' = 0, donde w = /. O

111.7.12 (Medida definida por uma funcéo integravel) Sejam (X, M) um
espaco mensuravel e p: M — R, uma medida positiva. Se £ é um espago
de Banach e f: X — E é uma aplicacdo integravel, entdo tem lugar uma
medida vetorial associada i s: M — E, definida por

N = [ @) duate) = [ Lu@)f@) duta)
(cf. 11.2.40), cuja medida de variacdo total [u;| € a medida positiva 1),
associada a funcdo mensurdvel p: X — Ry, ¢o(x) = || f(x)].

Dem: O facto de p ;) ser uma E-medida resulta de 11.2.40 e 11.2.50.
Resta-nos mostrar que, dado A € M, tem-se

e |(A) = o) (A) = /A 1 (@)l dpu(z)

dividindo a prova deste facto em duas partes.

1) Vamos verificar que
A< [ 1@ dno

Subdem: Seja (B;);c; uma familia finita de conjuntos de M disjuntos
dois a dois e contidos em A. Tem-se entdo

> llun (B :;H / f(@) dp(a)| 3 / 1 @) du(z) =

—/U 1) dyu( /nf ) dia(z

pelo que, tendo em conta a definicdo de |u(s)[(A) como um supremo,
concluimos a desigualdade pretendida.

2) Vamos verificar que
A= [ 1@l duta)

Subdem: Para provar a desigualdade enunciada basta provar que, dado
6 > 0 arbitrério, tem-se

M i |(4) > /A 1 @) dulz) - 6.

Fixemos entdo 6 > 0. Tendo em conta 11.2.29, podemos considerar uma
sucessdo de aplicacfes em escada f,: X — E tais que, para cada x € X,
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fu(@) = f(z) e [|fu(z)]] <2[|f(2)]. Uma vez que |f.(z)|| — [[f()]l. o

teorema da convergéncia dominada para funcdes positivas mostra que

/A )| dpa(r) — /A 1 (@)l dp(z)

e portanto, para provar (1), bastard mostrar a existéncia de ny tal que, para
cadan > nyg,

@) g l(4) > /A | £l dp) — .

Uma vez que, paracada z € X, || f.(z) — f(x)| — 0, com

[ fn(2) = F@) | < W ful) |+ 1 @) < 3] F ()],

deduzimos, mais uma vez do teorema da convergéncia dominada, que

/an ~ f @)l dulz) — 0,

0 que nos permite fixar ng tal que, para cada n > ny,

/an ~ f(@) dp() < 6.

Consideremos entdo n > ny arbitrario e provemos a desigualdade (2), o que
terminara a demonstracdo. Lembrando 11.2.17, consideremos uma familia
finita (X;);c; de conjuntos de M disjuntos dois a dois e com pu(X;) < o0
tal que f,(x) tenha um valor constante w; € E para cada = € X; e que
fn(z) =0 para cada = ¢ |JX;. O conjunto A contém entdo 0s conjuntos
mensuraveis A N X, disjuntos dois a dois, pelo que

4) > S sy (AN X)) lleH/ ) dute)| =

el el

:ZH/ @ dnte) = [ o) = ) ante)] >

el

=2/,
>y (u(Aan,)nwin - [ 1@ f@l @) =

i€l

o) di ful@) = (@) du()||) =

=11,

- / o)l dpe(z) — / 1) — £(@)] da(z) >
A U(ANX;)

> /A o)l dpe(z) — &,

0 que prova (2). O
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111.7.13 (Complemento de unicidade) Sejam (X, M) um espago mensuravel e
pu: M — R, uma medida positiva o-finita. Se £ é um espaco de Banach e
f,9: X — E so aplicagOes integraveis entao iy = puy: M — E, se, e s0
se, f(z) = g(x) quase sempre.

Dem: Se f(x) = g(x) quase sempre, entdo, para cada A € M, tendo em
conta 11.2.43,

— [ f@)ant@) = [ o) duta) = iy ().
A A

Reciprocamente, se, para cada A € M, p5)(A) = py(A), entdo, para cada
Ae M,

/A £(2) = 9(@) dp(w) = pp(A) — pig (A) = 0

donde, aplicando 11.2.46 ao semianel constituido pelos A€ M com
w(A) < +oo, f(x)—g(x) =0 quase sempre, isto &, f(x) = g(x) quase
sempre. O

111.7.14 (No caso particular E = C) Sejam (X, M) um espago mensuravel e
pu: M — R, uma medida positiva. Se f: X — C é uma aplicagéo integravel
e se notarmos f: X — C a aplicagéo definida por f(z) = f(z), tem-se que f
e também integravel e a medida 1 € a conjugada da medida /1.
Dem: Para cada A € M, a igualdade

/f ) dp(z /f ) dp(z

é simplesmente um caso particular de 11.2.35, onde a aplicagdo linear
envolvida é a aplicacdo linear real o: C — C definida por a(a) = @. O

Vamos agora verificar como se podem estender sem dificuldade as medi-
das vetoriais os resultados sobre a decomposi¢do de Lebesgue de uma
medida, estudados na seccéo I11.3.

111.7.15 (Decomposicdo de Lebesgue para medidas vetoriais) Sejam (X, M)
um espaco mensuravel, £ um espago de Banach, p: M — R, uma medida
positiva e w: M — E uma medida vetorial. Generalizando 111.3.1 e 111.3.5,
diz-se que w é p-absolutamente continua se, para cada A € M com
u(A) =0, w(A) =0 e que w é p-singular se existir B € M com p(B) =0
tal que w(A) = 0, para cada A € M com A C X \ B.168 Como em 111.3.5,
chama-se decomposicdo de Lebesgue de w a um par ordenado (w,,w;) de

168Reparar que, no caso em que w é uma medida positiva, a condigdo w(X \ B) =0
implica trivialmente que w(A) = 0, paracada A € M com A C X \ B.
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E-medidas, com w, p-absolutamente continua, w, p-singular e, para cada
Ae M,w(A) =w,(A) + ws(A).

111.7.16 Sejam (X, M) um espaco mensuravel, £ um espago de Banach,
pw: M — R, uma medida positiva e w: M — E uma medida vetorial. Sendo
|w|: M — R, a medida de variacéo total de w, tem-se entéo:

a) A medida w é p-absolutamente continua se, e s6 se, a medida de variacéo
total |w| é p-absolutamente continua.

b) A medida w é p-singular se, e s6 se, a medida de variacéo total |w| é
u-singular.

Dem: a) Suponhamos que w € p-absolutamente continua. Se A € M verifca
wu(A) =0, entdo, para cada B € M com B C A, tem-se u(B) = 0, donde
w(B)=0 o que, como referido em 111.7.4, implica que |w|(A)=0.
Concluimos assim que |w| é p-absolutamente continua. Reciprocamente, se
|w| é u-absolutamente continua, entdo, para cada A € M com u(A) =0,
tem-se ||w(A)| < |w|(A) =0, donde w(A)=0, 0 que mosta que w €
u-absolutamente continua.

b) Se w é p-singular, entdo existe A € M com p(A) = 0 tal que, para cada
B e McomB C X\ A, w(B) =00 que, como referido em 111.7.4, implica
que |w|(X \ A) =0, portanto |w| é p-singular. Reciprocamente, se |w| €&
p-singular, entdo existe A € M com p(A) =0 tal que |w|(X\A)=0¢e
entdo, para cada Be€ M com B C X\ A, tem-se |w|(B) =0, donde
também w(B) = 0, 0 que mostra que w é p-singular. O

111.7.17 (Unicidade da decomposi¢do de Lebesgue)l®® Sejam (X, M, ) um
espaco de medida, E um espaco de Banach e (w,,ws) uma decomposicéo de
Lebesgue de uma medida vetorial w: M — E. Sendo B € M tal que
u(B) =0 e ws(A) =0, para cada A € M com A C X \ B, tem-se entdo,
para cada A € M,

wa(A) = w(A\ B), wy(A) =w(ANB).

Em consequéncia, se (w,,ws) € (v, w.) sdo duas decomposicOes de Lebes-
gue duma mesma medida w: M — E, entdo w, = w,, e ws = ..

Dem: O facto de w, ser p-absolutamente continua implica que, para cada
A e Mcom A C B, vem u(A) =0, donde w,(A) = 0. Para cada A € M,
A ¢é a unido dos conjuntos disjuntos AN B e A\ B que pertencem a M e
estdo respectivamente contidos em B e em X \ B, em particular verificam
w,(ANB) =0ews(A\ B) =0, e portanto, por ser w = w, + ws, vem

wWa(A) = wa(ANB) +wa(A\ B) = w,(A\ B) +ws(A\ B) =w(A\ B),
ws(A) =ws(ANB) +ws(A\ B) =ws(ANB) + w,(AN B) =w(AN B).

No caso em que (w,,ws) € (w),w’,) sdo duas decomposicdes de Lebesgue

a’

duma mesma medida w: M — E, podemos considerar B, B’ € M com

169Comparar com 111.3.7.
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uw(B) =0, wu(B)=0, tais que ws;(A)=0, para cada A€ M com
ACX\B, e w,(A) =0, para cada A€ M com AC X\ B, e entdo,
sendo B” = BU B', tem-se ainda u(B”) =0 e, para cada A € M com
AC X\ B" ws(A) =0e w,(A) =0 pelo que, pelo que vimos atras, para
cada A € M,

(ANB") = w.(A). O

111.7.18 (Existéncia da decomposicdo de Lebesgue) Sejam (X, M,pu) um
espaco de medida o-finita, £ um espaco de Banach e w: M — E uma
medida vetorial. Consideremos uma decomposicédo de Lebesgue da medida
finita |w|: M — R, definida pela medida positiva p-absolutamente continua
|wla: M — R, e pela medida positiva p-singular |w|;: M — R, e seja
B e M, com u(B) =0e |w|s(X \ B) = 0. Podem entéo definir-se medidas
vetoriais w,, ws: M — E por

wa(A) = w(A\ B), wy(A) =w(ANB),

para as quais se tem |wy| = |w|e: M — Ry € |ws| = |w]s: M — Ry, e estas
medidas definem uma decomposicdo de Lebesgue de w.

Dem: Vamos dividir a prova em varias partes:

a) Comecemos por mostrar que as aplica¢des w,,ws: M — E, definidas no
enunciado, sdo medidas vetoriais que verificam

wal(A) < Jwla(A),  |wsl(A) < |wls(A).

Subdem: Tem-se trivialmente w,(0) = ws(@) =0 e, se A é unido de uma
familia contavel (A;);c; de conjuntos de M disjuntos dois a dois, os
conjuntos A\ B e AN B sdo respetivamente as unides das familias dos
A;\ Bedos A;N B, em cada caso constituidas por conjuntos de M disjun-
tos dois a dois, pelo que

wa(4) =w(J(A\ B)) = D w4\ B) = > wa(4

jeJ jel jed
wS(A)zw(U (A]-ﬁB)) :Z (A;,NB) Zws
jeJ jel jer

em ambos os casos com as familia absolutamente somaveis, o que mostra que
w, & wy sao efetivamente medidas vetoriais. Por outro lado, dado A € M,
consideremos uma familia finita arbitraria (B;);,c; de conjuntos de M
contidos em A e disjuntos dois a dois. Reparando que os B;\ B séo
disjuntos dois a dois e contidos em A \ B e que 0s B; N B sdo disjuntos dois
a dois e contidos em A N B e tendo em conta a caracterizagdo de |w|, e |w|s
em 111.3.7, assim como a caracterizagdo das medidas de variag&o total, vemos
que
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D lwa(Bi)ll = D _llw(Bi\ B[ < |w|(A\ B) = |wla(A),

el el
D llws(B) =D llw(B; N B)|| < [w|(ANB) = |w]s(A),
el el

e portanto

wal(A) < Jwla(A),  |wsl(A) < |wls(A).

b) Para cada A € M, A é a unifo dos conjuntos A\ B e AN B, que sdo
disjuntos, pelo que

w(A) =w(A\ B) +w(ANB) = wy(A) + ws(A).

¢) Vamos verificar que w, € uma medida p-absolutamente continua e que w;
é uma medida p-singular, e portanto que elas constituem uma decomposi¢édo
de Lebesgue da medida vetorial w.

Subdem: Se A € M verifica 1(A) = 0, vem

0 = |wla(A) = [w[(A\ B),
portanto também
we(A) =w(A\ B) =0,

0 que mostra que w, € u-absolutamente continua. Por outro lado, se A € M
verifica A C X \ B, entéo

ws(A) =w(ANB) =w() =0,

0 que mostra que w; € u-singular.
d) Vamos mostrar finalmente que, para cada A € M, as desigualdades obti-
das em a) sdo mesmo igualdades:

wal(A) = |wla(A),  |wsl(A) = |w]s(A),

0 que terminara a demonstracao.

Subdem: Suponhamos, por absurdo, que pelo menos uma das desigualdades
estabelecidas em a) era estrita. Seja (B;);c; uma familia finita arbitraria de
conjuntos de M contidos em A e disjuntos dois a dois. Uma vez que, para
cada i € I, B; é a unido disjunta dos conjuntos B; \ B e B; N B e reparando
que o0s conjuntos B; \ B sdo disjuntos dois a dois e contidos em A \ B e que
0s conjuntos B; N B sdo disjuntos dois a dois e contidos em A N B, vemos
que
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S lwB)l = lw(B; \ B) +w(B: N B)|| <
el el
< wBAB)|+ ) lwBNB)| =
el el

=D llwa(B) + Y lws(Ball < lwal (A) + ol (4)

i€l iel
e portanto, considerando o supremo das somas no primeiro membro,
|w(A) < |wal(A) 4 |ws[(A) < |wla(A) + |w]s(A) = |w](A),

0 que era absurdo. O

Vamos agora exigir mais sobre o espaco de Banach E onde a medida
vetorial toma valores, nomeadamente que se trata de um espago de
Hilbert, e verificar que, nesse caso, qualquer medida vetorial w: M — E
¢ da forma ;) para uma medida positiva u: M — R, e uma aplicagdo
u-integravel f: X — FE convenientes (de facto, podemos tomar p = |w)).
Daqui deduziremos facilmente uma versdo do teorema de Radon-Ni-
kodym para medidas vetoriais.

111.7.19 (Decomposi¢do polar duma medida vetorial) Sejam (X, M) um
espago mensuravel, E um espaco de Hilbert sobre K, igual a R ou C, e
w: M — E uma medida vetorial e consideremos a correspondente medida
positiva p = |w|: M — R,. Existe entdo uma aplicacdo u-integravel
f[: X — Etal que w = py) e || f(z)]| = 1 quase sempre.

Dem: Vamos dividir a demonstracdo em varias alineas:

1) Uma vez que a medida p é finita, relativamente a esta medida as
aplicacfes em escada sdo as mesmas que as aplicacBes simples (cf. 11.2.16).
Considemos o espago vetorial S(X, E) das aplicaces simples g: X — F.
Vamos provar a existéncia de uma aplicacéo linear ®,: S(X, F) — K tal
que, para cada aplicacéo em escada g: X — E e cada familia finita (X;),c;
de conjuntos mensuraveis disjuntos dois a dois e de unido X tal que g(x)
tome o valor constante w; para x € X,

Do(g) = Y (wj,w(X;)). 17

jeJ

Subdem: Para mostrar que a aplicacdo ®, esta bem definida, o que
temos que verificar € que, dada outra familia finita (X}, )rcx de conjuntos
mensurdveis disjuntos dois a dois e de unido X tal que g(x) tome o valor
constante w), para x € X}, tem-se

170 existéncia de uma tal “particdo adaptada” foi estabelecida em 11.2.17.
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Y (wj (X)) =Y (ufw(X})

jeJ keK

e isso resulta de que

> (wpw(X5) = O (wpw(X;n X)) = > (w,w(X;N X))

jeJ jeJ kekK (j,k)eJx K
e, por troca dos papéis das duas particdes, também

D (whw(X)) = D (whw(X;N X))

keK (j,k)ET XK

onde, para cada par (j, k) € J x K
(wj, w(X; N X)) = (wp, w(X; N X))

uma vez que ambos os membros desta igualdade sdo 0, no caso em que
X; N Xj; =10, e, caso contrario, w; = wj, ja que ambos 0s vetores sdo iguais
a f(x), para z em X;N X170 A linearidade da aplicagdo ®, é uma
consequéncia direta da definicdo, desde que nos lembremos que, dadas duas
aplicacBes simples, existe uma particdo simultaneamente adaptada a ambas
(cf. 11.2.23).

2) Consideremos o espaco vectorial St(X, E) das classes de equivaléncia de
aplicacbes em escada g: X — E que, como referido em 111.2.26 e 111.2.31, é
um subespago vetorial denso do espago de Hilbert L?(X, E) (onde a medida
positiva considerada é a medida w). Tem entdo lugar uma aplicacdo linear
continua ®: St(X, E) — K, definida por ®([g]) = ®¢(g), para a qual se tem

12([g])] < 1(X)" |[[g]ll2-

Subdem: Consideremos uma familia finita (X;);c; de conjuntos
mensuraveis disjuntos dois a dois e de unido X tal que g(x) tome o valor
constante w; para x € X;. Podemos entdo escrever, tendo em conta duas
vezes a desigualdade de Cauchy-Schwarz, e notando o(x) = ||g(z)]|,

@o(9)] < D [wswGD] < D wglllo(X ] < Y fwgllu(X;) =

jeg jeg jeJ
= /Xl\g(x)\ldu(x) = ({1, [eD)] < I l2llfelll2 = (X)) [l {gll2-

Concluimos daqui, em particular, que se [g] = [g] em St(X, F), entdo

o(g) = o(9)] = |®olg — )| < u(X)"* |[[g] = [9)]l = 0,

171Comparar com 11.2.19, reparando que agora a situagio € mais simples por ndo ser
necessario lidar com o problema levantado por conjuntos de medida infinita.
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portanto ®y(g) = ®¢(g), 0 que mostra que fica bem definida uma aplicacéo
linear ®: St(X, F) — K por ®([g]) = ®o(g), a qual vai verificar a desigual-
dade enunciada.
3) Vamos mostrar a existéncia de [f] € L*(X,E) tal que, para todo o
9] € SH(X, E),

o(lg]) = (4], /1) = /X (9(), f(x)) dp(z).

Subdem: O teorema de Topologia sobre a extensdo de aplicacdes

lineares continuas definidas em subespacos vetoriais densos garante a exis-
téncia de uma Gnica aplicago linear continua ®: L?(X, E) — K que prolon-
gue a aplicacdo linear continua ®:St(X,FE) — K definida em 2). Pelo
teorema da representacdo de Riesz, sobre funcionais lineares continuos num
espaco de Hilbert, vai existir assim [f] € L?>(X, F) tal que, para todo o
lg] € L*(X, E), ®([g]) = ([g]. [f]), em particular, para cada [g] € St(X, E),
@([g]) = (lg], Lf])-
4) Tendo em conta 111.2.12, vemos que, em particular, a aplicacdo f: X — F
é integravel e vamos mostrar que ela verifica as condi¢Bes referidas no
enunciado. Seja A € M e consideremos w € E arbitrério. Tomando em 3),
para g, a funcdo simples g(x) = I4(z)w, obtemos, considerando a aplicago
linear, no sentido real, £ — K, z — (w, 2),

(ww(4)) = &(lg) = [ Ta(o)w, f(2) du(z) =

= [ tw.s@)dnte) = (v, [ s duta

0 que, tendo em conta a arbitrariedade de w, implica que
— [ 1) duta) = s,

portanto w = ). Reparamos agora que, tendo em conta 111.7.12, tem-se,
para cada A € M,

[ Ldnte) = 1) = ol () = by |(4) = [ 15@) ] dite)
A A

e daqui deduzimos, tendo em conta a alinea c) de 111.3.3, que || f(z)]| =1
quase sempre.

.7.20 (Corolario) Sob as hipoteses anteriores, se afastarmos o caso trivial em

que E = {0}, pode-se mesmo garantir a existéncia de uma aplicagdo u-inte-

gravel f: X — E'tal que w = p sy e || f(z)]| = 1, paratodo o z € X.
Dem: Sendo ?:X—>E uma aplicacdo pu-integravel tal que w = o)
7 (z)|| = 1 quase sempre, basta escolher w, € E \ {0} e definir f: X — E

e
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por

O

[T, selF@l =1
f(x)‘{ mse [F(o)l A1

[l *

111.7.21 (Teorema de Radon-Nikodym para medidas vetoriais) Sejam
(X, M) um espago mensuravel, £ um espago de Hilbert, z: M — R, uma
medida positiva o-finita e w: M — E uma medida vetorial p-absolutamente
continua. Existe entdo uma fungdo p-integravel g: X — E tal que w = p ).
Dem: Tendo em conta 111.7.19, sabemos que, sendo 7i = |w| a medida
positiva associada a w, existe uma fun¢do fi-integravel f: X — FE tal que
w = fi(s)- Reparemos agora que, sempre que A € M verifica u(A) =0,
tem-se, parea cada B C A em M, pu(B) =0, portanto, por hipotese,
w(B) =0, e daqui concluimos que se tem também fi(A) = |w|(A) = 0.
Podemos assim aplicar o teorema de Radon-Nikodym em 111.3.9 para garantir
a existéncia de uma aplicagdo mensuravel ¢: X — R, tal que I = p(,).
Tem-se entdo que a aplicagcdo topologicamente mensurdvel ¢: X — F
definida por g(x) = p(z) f(z) verifica

/ l9(@)|| dyu(z) = / (@)1 £ ()] dpxr) = / 1£(2)]| d(z) < +oo,
X X X
sendo assim p-integravel, e vem, para cada A € M,
w(A) = /A f(z) dp(z) = /A (@) (@) dulz) = /A o(z) du(x)
0 que mostra que se tem efetivamente w = 1(,). O

Vamos agora utilizar o estudo que fizemos das medidas vetoriais, em
especial daquelas com valores num espago de Hilbert E sobre o corpo K,
igual a R ou C, para estudar resultados de dualidade envolvendo os
espagos L?(X, E), onde (X, M,u) é um espaco de medida que, para
simplificar certos enunciados, suporemos sempre o-finito. Como motiva-
¢ao, recordamos gue, como se viu em 111.2.31, L2(X, E) é um espago de
Hilbert, com o produto interno definido por

(71, la1) :/X<f(fc)79(x)>du(w),

em particular, por uma propriedade geral dos espacgos de Hilbert, que ja
tivémos a ocasido de utilizarl72, para cada [g] € L?(X, E) tem lugar uma
aplicagéo linear continua &,: L*(X, E) — K, defnida por

g (F1 = ([f1, [9]),

172yer qualquer texto introdutério de Anélise Funcional, por exemplo, [9].
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e podemos mesmo afirmar (teorema da representacéo de Riesz) que toda a
aplicacéo linear continua L?(X, E) — K é da forma £y, para um (nico
9] € I*(X, E).

Comegamos por referir um artificio técnico trivial que permite ultrapassar
comodamente o embarago de aplicar resultados que envolvem uma
aplicagdo bilinear a situacdo em que trabalhamos com o produto interno
de um espaco de Hilbert complexo que, como é bem conhecido, é antili-
near na segunda variavel.

111.7.22 (Nota técnica trivial) a) Se £ é um espaco vetorial complexo, podemos
considerar sobre 0 mesmo conjunto uma nova estrutura de espaco vetorial
complexo, em que a soma estd definida do mesmo modo que na estrutura
inicial mas o produto de um escalar complexo a por um vetor w é, por
definicdo, o produto do conjugado @ por w, relativamente a estrutura origi-
nal. Notamos E este novo espaco vetorial complexo e dizemos que ele é o
espaco vetorial complexo conjugado de E. E claro que o espago vetorial
conjugado de E ¢ 0 espaco £. No caso em que E é um espaco vetorial real, é
por vezes comodo usar a notagdo £ como sinénima de E (o conjugado de
um namero real é ele mesmo...).

b) Uma norma sobre o espago vetorial complexo E é também uma norma
sobre 0 espaco conjugado E. Em particular, se £ é um espago de Banach, o
mesmo acontece com E. Uma aplicacdo integravel, definida num espaco de
medida positiva e com valores num espaco de Banach F, é também integra-
vel, e com o mesmo integral, como aplicagdo com valores em FE (a
multiplicacdo por escalares que ndo sejam reais ndo joga nenhum papel na
defini¢do do integral).

c) Se (X, M) é um espago mensurdvel, E & um espaco de Banach e
w: M — E é uma E-medida, entdo w é também uma E-medida (como antes,
a multiplicacdo pelos escalares ndo joga nenhum papel na definicdo das
medidas vetoriais).

d) Lembremos que, se F e F sdo espagos vetoriais complexos, uma
aplicacdo antilinear a: E — F' é uma aplicagdo linear, no sentido real, que
verifica a(aw) = aa(w), para cada a € C e we E. Uma aplicagéo
antilinear a: ¥ — F é assim a mesma coisa que uma aplicacdo linear
a: E — F e que uma aplicacio linear a: E — F. Em particular, se E é um
espaco de Hilbert complexo, o produto interno, apesar de ndo ser, em geral,
bilinear, como aplicagdo F x E — C, ja& € bilinear, como aplicacdo
ExE —C.

111.7.23 Sejam (X, M, i) um espago de medida o-finitol’3, £ um espago de
Hilbert sobre o corpo K, igualaRou C,e 1 < p< +ooel < ¢ < +oo dois

173pe facto, como se constata pela demonstragdo, a hipétese de a medida ser o-finita é
aqui totalmente desnecesséria. S6 a impomos para podermos retomar as mesmas hipdteses
em I11.7.24, resultado em que ela intervém na demonstragdo de um dos casos limites.
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expoentes conjugadosl’4. Podemos entdo definir, para cada [f] € L*(X, E)
e [g] € LY(X, E), um produto ([f], [¢]) € K por

(W1 Lol = /X (), 9(x)) dpu(z),

e ficamos com uma aplicacao bilinear continua

LP(X,E) x LI(X, E) = K, ([f],[9]) = ([f]; [g])
(cf. a nogdo de espaco vetorial conjugado em 111.7.22), para a qual se tem

KA1 LD < LA > Mgl

Dem: Se [f] € LP(X,E) e [¢] € LY(X, E), o facto de o produto interno de
E ser uma aplicagio bilinear continua E x E — K implica que é topolo-
gicamente mensuravel a fun¢do X — K, = — (f(x), g(z)) e a desigualdade
de Cauchy-Schwarz

(f(@), g < [If @)lllg()]l

implica, pela desigualdade de Holder (cf. 111.1.17 e 111.2.18) que aquela
fungdo é integravel, e com

[ @.g@)au@)] < [ 15@lls@l dute) < 11 sl

E agora facil constatar que ficamos com uma aplicacdo bem definida

LM(X, E) x L1(X, E) — K, ([f},[g])H/}((f(fﬂ),g(fv»d#(x)

(isto é, que o integral ndo se altera quando se substitui f e g por aplicaces
topologicamente mensurdveis iguais quase sempre a estas) e que esta
aplicacdo é bilinear e verifica a desigualdade no enunciado, em particular é
continua. O

Recordemos que, se F' e G sdo espacos de Banach e \: F — G é uma
aplicacéo linear continua, a sua norma ||| € o menor dos ndmeros
M >0 tais que, para cada v € F, ||A(v)|| < M]||v|| e pode ser também
caracterizada, no caso em que F' # {0}, como o supremo dos quocientes
[IA@)[I/[[v]l, comv # O em F.

111.7.24 Nas condicbes de 111.7.23, para cada [g] € LY(X, E), tem lugar uma
aplicagdo linear continua &,: L?(X, E) — K, definida por

174por outras palavras, ou 1 < p < 4+oo e 1 < g < +oo verificam % + % =l,oup=1e
qg=4oo,0up=-+ocoeq=1.
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(U1 = (). 1)) = /X (F(2), (@) du(z),

cuja norma € |4l = ||[g]ll4- Fica assim definida uma aplicagéo linear conti-

nua injetiva de L¢(X, ) para o dual L(L*(X, E); K), que a [g] associa &
Dem: A linearidade de &;: L”(X, E) — K é simplesmente a linearidade na
primeira variavel da aplicacdo ([f],[g]) — ([f],[g]) e a continuidade desta
aplicacdo linear é uma consequéncia de se ter

[ (D1 = KU b < 11T > [lglg,

desigualdade que implica também que ||| < ||[g]ll;- A linearidade na
segunda variavel da aplicagdo referida implica agora que é linear continua,
de LI(X,FE) para L(LP(X, E);K), a aplicagdo [g] — &, aplicacdo que
poderemos concluir que € injetiva se provarmos que ||yl = I|[g]ll4-
Resta-nos assim provar esta Ultima igualdade, para o que podemos ja afastar
0 caso trivial em que ||[¢]|l, = O, por outras palavras, podemos ja supor que
ndo se tem g(x) = 0 quase sempre. Tratamos separadamente os casos em que
q < oo eemque g = +o0.

A) Suponhamos que g < +oc. Uma vez que |[{, [l < ||[g]l4, para provarmos

a igualdade |||l = [|[g]ll, basta-nos encontrar [f] € LP(X, E) tal que se
tenha
@ 1€ (DI = (KA LD = [T < NlgMlg-

Consideremos a aplicacdo topologicamente mensurdvel f: X — E definida
por

_ [ llg@)l*? g(x), seg(x)#0
f@) = {0? ! se z(x) =0

No caso em que ¢ = 1, e portanto p = oo, tem-se || f(x)|| = 1,se g(x) #0 e
||f(z)|| =0, caso contrario, pelo que [f] € L*(X,E) e ||[f]ll« = 1. No
caso em que g > 1, e portanto p < +oo, tem-se

) (q—l)p=pq—p=pQ(1—$)=q

e portanto, para cada = € X,

LF @)IIP = Ng()" = llg(2)],

donde, mais uma vez tendo em conta (2), [f] € LP(X,E) e
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Al = ([ 1@ dnte) " =

®) " .
~( /X lg(@)li* data)) ™ = (llglll)"" = (Nlglll)"

Por outro lado, para cada z € X, (f(z), g(x)) = ||g(x)||? donde

b = [ lo@)"dutz) = sl

pelo que, no caso em que g = 1, temos

([ 1g1) = Ilglllx = IIlf1llse x [lg]ll1,

0 que implica (1), e, no caso em que ¢ > 1, temos

{111, 1aD) = (lgllla)™™" = Malllg = NN < Iglllq.

0 que, mais uma vez, implica (1).

B) Supomos agora que [g] € L>*(X, E). Uma vez que 4] < ||[9]llc, para
provarmos a igualdade ||&;; || = ||[g]l|o basta-nos mostrar que, fixado arbitra-
riamente 0 < a < |/[g]||~, podemos encontrar [f] € L'(X, E) tal que se
tenha

4) € (DI = KL [ > (111l % a.

Ora, o facto de ndo se ter ||g(z)|| < a quase sempre permite-nos considerar
Ae M, com u(A) > 0 tal que ||g(z)|| > a para cada x € A, podendo j&
supor-se que u(A) < +oo, se necessario considerando uma familia contavel
(X;)jes de conjuntos de M com unido X e u(X;) < +oo 175 e substituindo
A por AN X, para um indice j conveniente. Seja entdo f: X — E a
aplicacdo topologicamente mensuravel definida por

g(x)
flz) =4 T €TEA
0, sex ¢ A

Tem-se

/X V@)l dux) = [ 1du(z) = p(4),

A

donde [f] € L'(X, E) e ||[f]ll1 = n(A), e, tendo em conta 11.2.44,

175¢ para o podermos fazer que precisamos da hipGtese de 1 ser o-finita.
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([£1,19)) = <f(w),9(w)>du(fc)=/Allg(w)l\du(w)>

adp(z) = ap(A) = [|[f][L x a,

\%

—

0 que implica (4). O

Vamos agora estabelecer o teorema de dualidade que afirma que, no caso
emque 1 < p < o0, € portanto 1 < ¢ < 400, a aplicagéo linear injetiva
referida no resultado precedente € mesmo um isomorfismo. Comegamos
com um lema que corresponde ao caso particular em que X tem medida
finita.

111.7.25 (Lema de dualidade) Sejam (X, M, ) um espago de medida com
w(X) < +oo, E um espaco de Hilbert sobre o corpo K, igual a R ou C, e
1 <p< +00.Sejal < ¢ < +oo 0 expoente conjugado de p. Se

o: P(X,F)—K

€ uma aplicaco linear continua, entdo existe [g] € L(X, E) tal que ® = £,
isto é, tal que, para cada [f] € L*(X, E),

B(1f)) = (f1.1a) = [ (f(@).ole)) duta).
Dem: Vamos dividir a demonstragdo em varias alineas, cada uma com a sua
prépria demonstracao:
1) Vamos verificar que, para cada A € M, existe um, e um s6, w(A) € E tal
que, para cadaw € E,

(w,w(A)) = S([Lyw]),
tendo-se entfo ||w(A)| < ||®]|u(A)YP.

Subdem: Comecemos por reparar que, por ser u(X) < +oo, € portanto
também p(A) < +oo, podemos escrever

J @l dute) = [ ol due) = w(A) fulP < +oc.
0 que mostra que se tem [[yw] € LP(X,E) e ||[Taw]|, < u(A)Y?|w]],
donde
|@([Law))| < [[@[I|[Taw]llp < 19 (A)P||w].

Concluimos daqui que, fixado A € M, tem lugar uma aplicacdo linear
continua de E para K, que a w associa ®([I w]), e que esta aplicacdo linear
continua tem uma norma menor ou igual a ||®||u(A)Y? pelo que, pelo
teorema da representacdo de Riesz, sobre funcionais lineares continuos num
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espaco de Hilbert, existe um unico w(A) € E tal que, para cada w € E,
P([Taw]) = (w,w(A)),

elemento esse que verifica ||w(A)|| < ||®]|u(A)"7.

2) Vamos precorrer meio caminho no sentido de mostrar que a aplicagdo
w: M — E é uma medida vetorial, mais precisamente, vamos mostrar que
w(@) =0 e que, se (A;)jcs € uma familia finita de de conjuntos de M
disjuntos dois a dois, entdo, sendo A = |J A;, tem-se w(A) = Y w(A;).

jedJ jedJ
Subdem: Uma vez que, para cada z € X, I4(z) =) I4(x), vem,
jeJ

paracadaw € F,

(w,w(A)) = ([Law]) = > O([Law]) =Y (w,w(A)) = (w, Y w(A)))

jeJ jeJ jeJ

0 que, tendo em conta a arbitrariedade de w, implica que se tem efetivamente

w(A) =" w(A;). A igualdade w(@) =0 pode ser demonstrada de forma
Jjed

analoga mas também resulta de se ter § = ¢ U @), donde w(() = w(0) + w(0).

3) Se (4;);es é uma familia finita de de conjuntos de M disjuntos dois a

dois, entéo, sendo A = |J A;, tem-se
jeJ

D Il < 1@llu(A) .

JjeJ

Subdem: Para cada je<.J, ponhamos w; =0 se w(A;)=0 e

w; = HwE )H caso contrario, reparando que, em qualquer dos casos |Jw;|| <1
e

(wj, w(Aj)) = [lw(A))]-
Podemos entdo escrever, uma vez que a fungdo simples ) I;w; toma o
jeJ
valor w; em A; e ovalor 0 em X \ A,

ISl = (IS sl anw)™ =
= / ol ane)" < (3 [ 1auce)"” -

j€ J jeJ

= (L ua)) " =y

jedJ

e portanto
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>l Al = Y fwpw(4)) = 3 @(Law) = @[> Lywy)) <

jeJ jeJ jeJ jeJ

< Jlof| [J_;uw]} | < lelucay .

4) Seja agora, mais geralmente, (A;);c; uma familia contavel de conjuntos
de M disjuntos dois a dois e seja A = |J A;. Vamos verificar que a familia

jed
dos w(A;) € E é absolutamente somavel, com Z lw(A)| < || ®]|u(A)P, e
jeJ
que w(A) = Y w(A;). Em particular, ficara provado que w: M — E é uma

jeJ
medida vetorial.

Subdem: Para cada parte finita I C J, podemos aplicar a conclusdo de
3) a familia dos A;, com j € J, cuja uni&o esta contida em A, para deduzir
que

>l < el 4 ) < [[®[|u(A) VP

Jel jer

pelo que a definicdo da soma infinita como supremo das somas finitas
implica que se tem efetivamente Z||w( DI < [|@]|p(A)/P. Em particular, a

familia dos w(A;), com j € J, é absolutamente somavel, e portanto somavel.
Seja agora § > 0 arbitrario. Consideremos ¢ > 0 tal que ||®||c'/? < § Tendo
em conta o facto de se ter p(A) = > p(A;) < 400, podemos considerar um
jeJ
parte finita I, C J tal que, para cada parte finita I C J, com I D I, se tenha
p(ANJA)) = w(4) = 3 w4y <

jeI jel

Por outro lado, aplicando 2), a familia finita de conjuntos de M disjuntos

dois a dois e de unido A constituida pelos A;, com j € I, e por A\ U A4,
Jjel
vemos que

w(A) = w(4\J4)) + D w(a))

jel jel

donde, lembrando a concluséo de 1),
o) = 3wt = flo(arUan)| <
jel jel

1/p
< lloflu(A\UJan) " < lelle” <,
jel
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0 que mostra que se tem efetivamente w(A) = > w(A4;).

=
5) Vamos verificar a existéncia de uma aplicagdo integravel ¢g: X — E tal
que w = i, isto é, para cada A € M,

w(A) = /A o(x) du(z).

Subdem: Temos uma consequéncia do teorema de Radon-Nikodyn
para medidas vetoriais (cf. 111.7.21), desde que mostremos que se tem
w(A) =0, para cada A € M com pu(A) =0. Ora, isso resulta de se ter
entdo, para cada w € E, I4(x)w =0 quase sempre, donde [[,w] =0, e
portanto

(w,w(A)) = &([Law]) = 0 = (w,0).

6) Tem-se [g] € L'(X,E) e vamos mostrar que, qualquer que seja a
aplicacdo simples f: X — E,tem-se [f] € L*(X,E) C L’(X,E) e

o([f]) = /X (f(2), g(x)) du(x) = ([f], [9)-

Subdem: O facto de se ter [g] € L!(X,E) é simplesmente uma
traducdo de g: X — FE ser integravel. E evidente que, se f: X — E é uma
aplicacdo  simples, entdo [f]€ L>*(X,E) e a incluséo
L*(X,FE) C LP(X,E) resulta de se ter u(X) < 4oo (cf. 111.2.23). Seja
agora (X;);e; uma familia finita de conjuntos de M disjuntos dois a dois e
de unido X tal que f(z) tenha o valor constante w; para z € X;. Tem-se,
paracadaz € X, f(x) = ) Ix,(x)w;, pelo que obtemos

jeJ
)= #lxu) = Z (X)) = 3 (s [ ) -
_Z/ wj, g / > Ix (z)wj. g >dM( ) =

jeJ jeJ

- / (F(2), () dulz).
X

7) Sendo 1 < g < 400 0 expoente conjugado de p, suponhamos que Y € M
¢ tal que [g)y] € LY(Y,E). Vamos mostrar que, para cada aplicacdo
topologicamente mensurdvel f:Y — F tal que [f] € LP(Y, E), notando
f: X — E aaplicacio topologicamente mensuréavel que prolonga f e é nula
em X \ Y, que pertence trivialmente a L (X, E), tem-se

(7)) = /Y (f (@), 9(x)) dpu(z).

Subdem: Tendo em conta 11.2.26, podemos considerar uma sucessao
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de aplicagbes em escada f,,: Y — E tal que [f,,] — [f] em LP(Y, E) e entdo,
notando f,: X — E as aplicagbes em escada que prolongam os f, e sdo
nulas em X \Y, tem-se ||[f] — [f.]l = II[f] = [£,]ll, e portanto também
[f,] — [f] em L?(X, E). Tendo em conta a continuidade da aplicago linear
®:LP(X,E) —K e da aplicagdo bilinear L?(Y,E)x L1(Y,E) — K
referida em 111.7.23 e a concluséo de 6), vemos agora que

o([f]) = lim ®([f,]) = lim /X@n(w),g(fc»du(w):

= tim [ {5.a), @) ) = Jim (£, o) =

= (] o)) = /Y (f(2), (@) du(z).

8) Vamos agora mostrar que, de facto, tem-se mesmo [g] € LY(X, E) e que,
para cada [f] € L*(X, E), ®([f]) = ([f],[g]), 0 que terminard a demons-
tracdo.

Subdem: Para cadan € N, seja X,, € M,

Xy ={z e X[ |g(@)] <n}

e reparemos que 0s X,, constituem uma sucessdo crescente de unido X. Para
cada n, tem-se, por defini¢do [g/x, | € L>(X,, E) e portanto, por 111.2.23,
também [g,x ] € L?(X,, F). Podemos assim aplicar a conclusdo de 7) para
deduzir que, para cada aplicacdo topologicamente mensuravel f: X,, — F tal
que [f] € LP(X, E), notando f a aplicagio topologicamente mensuravel que
prolonga f e é nulaem X \ X, tem-se

([F1: lg/x.D) :/ (f(2), 9(x)) du(z) = @([f]) < II@IIFIll, = 12N,

n

e portanto, tendo em conta 111.7.24, concluimos que |/[g/x, ][, < ||®].
Vamos verificar por fim que se pode deduzir daqui [g] € LY(X, E), 0 que,
aplicando a conclusdo de 7) com Y = X, implicara, em particular, que se
tem efetivamente ®([f]) = ([f],[g]), para cada [f] € LP(X, E). Dividimos
essa verificagdo em dois casos:

No caso em que ¢ = +oo, existe, para cada n, um conjunto 4,, € M, com
A, C X, e u(A,) =0, tal que |lg(z)|| <||®| para cada = € X,, \ 4, e
entdo a unido A dos A, é um conjuto de M com wu(A,) =0 tal que
llg(z)|| < ||®|| para cada = € X \ A, o que mostra que se tem efetivamente
9] € L*(X, E).

Supondo agora que ¢ < +oo, a desigualdade ||[g/x,]ll; < ||®|| é traduzida
por

/X]Ixn(m) lg(@)]I* dp(z) < [[@]*
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pelo que, uma vez que as fungdes que a x associam Ix (x) ||g(x)||? consti-
tuem uma sucessdo crescente convergente, para cada x, para |g(x)|?,
deduzimos do teorema da convergéncia monétona que

[ g@* due) =lim [ Ly, (@) lg(a)|? du(z) < @] <+,
X X

0 que mostra que se tem efetivamente [g] € LY(X, E). O

111.7.26 (Teorema de dualidade) Sejam (X, M,u) um espaco de medida
o-finito, £ um espago de Hilbert sobre o corpo K, igual a R ou C, e
1 <p< +00.Sejal < ¢ < +oo 0 expoente conjugado de p. Se

. [P(X,F)—K

€ uma aplicagdo linear continua, entdo existe [g] € L/(X, E) tal que ® = &,
isto é, tal que, para cada [f] € L?(X, E),

([f]) = (f) gl = /X (f(@), g(x)) dp(). 170

Dem: Vamos utilizar o lema de Rudin em 111.3.4 para deduzir este resultado
do caso ja estudado no lema precedente. Esse lema garante nos a existéncia
de uma medida finita p': M — R, definida por x' = ), para uma certa
aplicacdo mensuravel p: X — 10,400, para a qual se tem para cada
Ae M, 1/(A)=0se esoseu(A) =0.

Em particular coincidem as relagdes de equivaléncia no espago das aplica-
¢Oes topologicamente mensuraveis X — FE associadas a i e a ¢4/, 0 que da ao
espaco vetorial Mens(X, E) das classes de equivaléncia um significado que
ndo depende de qual dessas duas medidas se considera, tal como sucede ao
seu subespago vetorial L>°(X, E). Isso ja ndo sucede com os subespagos
L"(X,FE), com 1 < r < +o0, pelo que reservaremos aquela notagao para 0s
associados a medida ;. e usaremos a notacdo alterada L'"(X, E') quando
considerarmos a medida y/, usando a notagéo || - ||.. para a respetiva norma.
Feitas estas observagdes, vemos que se pode considerar um isomorfismo

I': Mens(X,E) — Mens(X,E), T([f]) = [f],
onde f(x) = p(z)"/?f(z), e portanto f(x) = p(z) Y7 f(z). A igualdade

J 7@l aute) = [ 15@)17 st@yduto) = [ 1P dya)

mostra que o isomorfismo T" aplica L'”(X, E') sobre L?(X, E) e que se tem
IT(LfDII, = LI, em particular o isomorfismo é continuo. Temos assim,
por composicdo, uma aplicagdo linear continua ® oT: L'’(X, E) - K e 0

176podemos dizer que [g] “representa” o funcional linear continuo ®. A aplicago linear
injetiva referida em 111.7.24 é assim, neste caso, um isomorfismo.
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lema precedente garante a existéncia de [g] € L'(X, E) tal que, para cada
[f] € L'"(X, E),

No caso em que p = 1, e portanto ¢ = +o0, a igualdade anterior diz-nos que
®(7) = | (Fle)9(e) duta),

onde [g] € LI'*(X,F) = L™(X, E), que é a conclusdo pretendida, desde
que se tome g =7g. No caso em que p > 1, tem-se 1 — % = é e a igualdade
referida diz-nos que

(7)) = /X (F(a), g(2)) dpu(z),

desde que se defina g(x) = p(z)"43(z), 0 que é mais uma vez a conclusio
pretendida, por ser

/X (@) du(z) = /X [8()]1 p(a) dp(r) = /X [P i (z) < +oo,

e portanto [g] € LY(X, E). a

111.7.27 (Uma variante trivial no caso £ = C) 1) No caso particular em que o
espaco de Hilbert E, sobre o corpo K, é o proprio K, naturalmente com o
produto interno habitual (a,b) = a x b, no contexto de um espago de medida
o-finito (X, M, n), para cada par de expoentes conjugados 1 < p < 4oo e
1 < ¢ < 400, a aplicagdo bilinear

LP(X,K) x L(X,K) = K, ([f], [g]) = ([£], [9]),

definida em 111.7.23, esta definida, mais explicitamente por
(f1.la) = [ (@) % 5T (o).

E claro que, se K = R e portanto a conjugacio ¢ a identidade, temos uma
aplicacdo bilinear

LP(X,R) x LY(X,R) = R, ([f],[g]) = ([f], [9),

definida explicitamente por

(W1, Lol = /X £(2) x g(z) dp(z).
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2) Ja no caso em que E =K =C, podemos considerar uma aplicacdo
bilinear continua distinta da anteriormente referida, embora trivialmente
redutivel a esta,

LP(X,C) x LYX,C) = C, ([f],[g) — ([f1, [a))',

definida por
([f1,lg) = /Xf(x) x g(x) du(z) = ([f],[g])-

Em contextos em que ndo se considera importante examinar a situagéo geral
dos espagos de Hilbert, é esta a Unica aplicacdo bilinear que é costume
considerar, escrevendo-se, consequentemente, ([f], [g]) em vez de {[f], [g])’.

3) Como consequéncia trivial do que verificAmos em 111.7.24 ¢ 111.7.26
vemos que, para cada [g] € L%(X,C), tem lugar uma aplicacéo linear
continua

§lg: L7(X, C) — C, &y ([£1) = ([f1: [g])",

portanto 5@1] = {5, para a qual se tem ainda \|§f(/]\| = |l[g]ll4, e ficamos com
uma aplicagdo linear continua injetiva

LQ(X) (C) — L(LP(X, (C), (C)! [g] = fffl]’

a qual é mesmo um isomorfismo no caso em que 1 < p < +oco (ou, 0 que é
equivalente, 1 < ¢ < +o0).

Como segunda aplica¢do da decomposicdo polar de uma medida, referida
em 111.7.19, vamos agora definir, de modo simples, o integral de uma
aplicagdo relativamente a uma medida vetorial. Como preco que temos
que pagar por essa simplificacdo, apenas examinaremos o caso das
medidas vetoriais com valores num espaco de Hilbert, o que sera
suficiente para o que pretendemos. Uma via alternativa, que inclui o caso
das medidas com valores num espaco de Banach, mas que implica um
caminho ligeiramente mais longo, serd proposta adiante, como exercicio
para o leitor interessado (cf. o exercicio 111.7.5).

111.7.28 Sejam FE e G espagos de Banach, F' um espago de Hilbert e
& E x F — G uma aplicacdo bilinear continua, para a qual, para w € E €
z € F, usamos a notagdo w x z como alternativa a &(w, z). Sejam (X, M)
um espago mensuravel, w: M — F uma F-medida e p=|w: M — R, a
medida de variagdo total de w. Dizemos que uma aplicagdo f: X — F €
integravel, relativamente a w, se, e s6 se, ela € integravel relativamente a
u = |w| e, para uma tal aplicacdo, pode-se definir o seu integral, relativa-
mente a w, que notaremos
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/fxdw ou /f(x)xdw(x)

pela condigdo de se ter
/f X dw(z /f x g(z)dp(z) € G,

onde g: X — E é uma aplicagdo p-integravel com ||g(x)|| = 1 quase sempre,
tal que w = p,) (cf. 111.7.19).

Dem: Seja M >0 tal que ||(w,z2)| < M|wl||||z||, para cada w e E e
z € F. Sendo ¢g: X — E uma aplicacéo u-integravel com || g(x)|| = 1 quase
sempre, tal que w = 14, vemos que a aplicacéo topologicamente mensuravel
X — G,z — f(x) x g(x) verifica quase sempre

1f () x g(@)[| < M|[f(2)[llg()]| < M| f ()],

0 que implica que
/Hf % g(a@)|| du( /Mnf ) dua M/Hf )| dpz) < +oo,

e portanto temos mesmo uma aplicacdo integravel. O facto de o integral
J f(x) x dw(zx) ficar bem definido pela igualdade no enunciado resulta de
que, se também fosse w = 11(5), para outra aplicagdo u-integravel g: X — E,
tinha-se, por 111.7.13, g(x) = g(x) quase sempre, donde

/ F(2) x glz) dpx) = / £(2) % 3(z) dpz).

.7.29 Usamos o sinal x na notacdo do integral para sublinhar que este tem

implicito uma aplicac&o bilinear a qual associdmos o mesmo sinal. Um caso
particular importante em que essa aplicagdo bilinear é especialmente natural
€ aquele em que G = E é um espaco de Banach sobre K, F =K e a
aplicacdo bilinear continua £ x K — E é a multiplicagdo pelos escalares.
Nesse caso usaremos também a notacao mais habitual

[ @) duta)

como alternativa a [ f(z) x dw(x). Repare-se que ndo h risco de confuséo,
no caso em que olhamos uma medida positiva finita y: M — R, C K como
K-medida, uma vez que o integral [ f(z)dp(x), quando se olha para p
como medida vetorial, coincide com o integral para a medida positiva
(Reparar que se tem = f11)).

.7.30 (Propriedades triviais do integral) No contexto de 111.7.28, tem-se:

a) Se f,?:X — F sdo integraveis e a € um escalar, entdo f +}’ e af sdo
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integraveis e

[ @)+ @) % dute) = [ @) x diote) + [F0) x oo

Jer@) x dotw) = a [ £(2) x duf).

b) Se M >0 é tal que ||&(w,2)| < M||wl|l||z]| e f: X — E é integravel,

entdo
| [1@) % et <1 [ 1@ oz

c) Se f,f:X — E sdo aplicagBes integraveis com f(z)= f(z) quase
sempre (relativamente & medida positiva |w|)177, entdo

/f( x dw(x /f x dw(x

d) Suponhamos que f: X — E é uma aplicacéo simples e seja (X;),c; uma
familia finita de conjuntos mensuraveis disjuntos dois a dois e de unido X tal
que f(z) tenha o valor constante w; para x € X;. Tem-se entdo

/f( ) X dw(x Zw]xw

jedJ

Dem: Sendo p = |w|, seja g: X — F uma aplicacéo topologicamente mensu-
ravel, com ||g(z)|| = 1 quase sempre, tal que w = ;. Tem-se entdo:

a) Trata-se de uma consequéncia imediata da defini¢do, tendo em conta as
propriedades de linearidade do integral no contexto das medidas positivas.

b) Vem

| 1) x dota)]| = | [ 1) x gt2) duwHS/l\fﬂc ) x gl ldu(z) <

/Mllf o) due M/Hf Jldu(e

c) Trata-se de uma consequéncia de que, por ser f(z) = f(x) quase sempre,
tem-se também f(z) x g(z) = f(z) x g(z) quase sempre.

177Repare-se que os conjuntos mensuraveis A com w(A) =0 ndo jogam um papel
analogo aquele que é jogado no contexto das medidas positivas, em particular ndo permi-
tem definir uma nogdo conveniente da verificagdo quase sempre de uma propriedade, uma
vez que eles podem conter conjuntos de medida diferente de 0. A expressdo “quase
sempre” é sempre utilizada relativamente a uma medida positiva apropriada.
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d) Uma vez que, para cada = € X, f(x) = _ Ix,(z) w;, obtemos
jeJ

T dw(x I w] dw
[ @) x dota) = JE]/X % duo(a) =
= I w] d
Z/X x glx) dp(x) =
= w; X x)d
-3 / ) dia(a) =
wa]xu(,, Zw]xw O
jeJ jeJ

O proximo resultado tem uma natureza semelhante mas uma demons-
tragdo ndo téo direta.

111.7.31 (Linearidade relativamente a medida) Sejam F e G espagos de
Banach, F' um espaco de Hilbert e & E x FF — G uma aplicacdo bilinear
continua, para a qual, para w € E e z € F, usamos a notagdo w X z como
alternativa a £(w, z). Sejam (X, M) um espago mensuravel, w,’: M — F
duas F-medidas e ¢ um escalar. Se f: X — E ¢ integravel relativamente a w
eaw', entdo f é também integravel relativamente a w + ' € a aw € tem-se

a)/f(a:)xd(w+w /f ) x dw(z /f ) do (a
) [ £(e) x d(aw)(e) = a [ £(2) x dta)

Além disso, qualquer aplicacdo topologicamente mensuravel f: X — F é
integravel relativamente a medida vetorial 0: M — F' e

0 / f(z) do(z) =

Dem: Suponhamos primeiro que f: X — E é uma aplicagdo simples e seja
(X;)jes uma familia finita de conjuntos de M disjuntos dois a dois e de
unido X tal que f(x) tenha o valor constante w; € E para cada x € X.
Tem-se entéo
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/f(:c)xd(w+w Zw, (w+)(X;) =

jedJ
= ij X w(X;) —I—Zw]- x W'(X;) =
JeJ jeJ

/f ) X dw(z /f )dw' (z
e, analogamente,

l/ﬂ@xdwwﬁﬁz§:wxOMXXﬂ:a§:wxw@®:

jes jes

o [ #la) duto)

Suponhamos agora que a aplicagao topologicamente mensuravel f: X — F é
integravel realtivamente a cada uma das medidas vetoriais w e «’, portanto
também integravel relativamente as medidas positivas |w| e |«/|. Lembrando
a monotonia do integral das fungdes positivas relativamente a medida em
11.1.36 e o facto de se ter |w—+d'|(A) < |w|(A)+ |'|(A), para cada
A € M, vemos que

/Wf Y dlw + | (z l/w ) d(fw] + ) (@) =
/Hf ) dlwl(z /Wf ) dlef| () < +oo

e, analogamente
/HfIMW4 /WfHdMWI w/uf|wwm><+m

0 que implica, em particular, que a aplicacdo f é também integravel
relativamente a w + ' € a aw. Consideremos agora, lembrando 11.2.29, um
sucessdo de aplicagbes simples f,: X — E tal que, para cada = € X,
falz) = f(z) e |Ifal@)| < 2|f(z)||, concluimos que esta sucessdo é
dominada para qualquer das medidas |w|, ||, |w+ «'| € |aw| pelo que
podemos escrever
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/f ) X d(w+ ') —Ilm/fn ) X d(w+W')(x)

_||m /fn ) x dw(z /fn ) x du( )):

_ lim /fn(x)xdw(:c) +lim /fn(:c)xdw’(:c)):

/f ) X dw(z /f )do (z
e, analogamente,

/ (@) x d(aw) () = lim / Ful) x d(aw)(z) =
= alim/fn(x) x dw(zx) =

= a/f(x) dw(z)

0 que prova a) e b). Quanto a c), também se podia dar uma prova simples do
mesmo tipo, mas é mais facil notar que se trata de uma consequéncia de b),
com a =0, uma vez que o facto de qualquer aplicagdo topologicamente
mensuravel ser integravel para a medida vetorial 0 é uma consequéncia de se
ter |0 =0 e de o integral de qualquer fungdo mensurével positiva para a
medida positiva 0 ser igual a 0, em particular finito. O

Vamos agora utilizar um dos resultados de dualidade para examinar um
analogo do teorema da Riesz em 111.4.27, no contexto das medidas veto-
riais definidas nos borelianos de um espago topoldgico localmente com-
pacto, separado e de base contavel. Como ja fizémos anteriormente,
consideramos apenas 0 caso em que 0 espaco vetorial envolvido é um
espago de Hilbert.

111.7.32 Sejam X um espaco topologico localmente compacto e separado e £ um
espaco de Banach. Lembremos que o conjunto C.(X,FE) de todas as
aplicagcBes continuas de suporte compacto f: X — E € um subespago
vetorial do espaco de todas as aplicacdes de X para F (cf. 111.4.8). De facto,
lembrando que uma funcdo continua num compacto é sempre limitada,
C.(X, E) é mesmo um subespaco vetorial do espaco de todas as aplicacdes
limitadas e, como tal, admite uma norma induzida pela norma natural deste,
norma essa que sera notada | - ||, e que, afastado o caso trivial em que
X = 0, esta definida por

[1£lloc = sup [[ ()] = max || f ()]
reX ze

(lembrar que uma func¢&o continua real atinge um maximo sobre cada com-
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pacto ndo vazio). Naturalmente, se X = () tem-se necessariamente f =0 e
define-se || f{joo = 0.

E conveniente estarmos atentos a uma possivel confusdo com a notagéo para
a norma que referimos: No caso em que esté definida uma medida de Radon
w1 nos borelianos de X, cada f € C.(X, E) tem uma classe de equivaléncia
[f] € Mens(X, E) que pertence a L>°(X, E) (cf. 111.4.9) mas ndo devemos
esperar que se tenha necessariamente || f|lc = ||[f]llc, UmMa vez que o
segundo membro, ao contréario do primeiro, faz intervir a medida p, através
da consideracgdo de propriedades que se verificam quase sempre. O exercicio
111.7.6 adiante esclarece melhor esta questdo, examinando, em particular,
uma situacdo em que podemos garantir a igualdade.

111.7.33 (Lema geométrico elementar) Seja F um espago vetorial sobre K,
igual a R ou C, munido de um produto interno, sobre o qual consideramos a
norma associada. Sejam w, z € E com |lw|| < 1e ||z|| > 1. Tem-se entdo

z
o =2 2 [|w - ||
121l

Dem: Sendo Z = =, tem-se IZ]l =1 e z=||z|| Z, pelo que a desigualdade
do enunciado ficaré estabelecida se verificarmos que é crescente em [1, +o00]
a funcéo

p(t) = lw—2|* = (w— 2, w — 12) = |w|* + 1 - 2tR((w,2))

(reparar que (1) = |lw —2||* e ¢(||z]|) = ||lw — z||*). Ora isso resulta de
que ¢ é derivivel em cada ¢ e com

' (t) = 2t — 2R ((w,2)) > 0,
uma vez que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
R((w,2)) < Kw,2)] < [Jwll[[Z]| < 1. O

111.7.34 (O funcional associado a uma medida vetorial) Sejam X um espago
topolégico localmente compacto, separado e de base contavel, £ um espago
de Hilbert sobre K, igual a R ou C, e w: Bx — F uma medida vetorial nos
borelianos de X. Podemos entdo considerar a medida positiva associada
|w|: Bx — R, que é uma medida de Radon em X, e tem lugar um funcional
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linear associado a w,
D,:C.(X,E) =K, @,(f)= /f(x) x dw(x),

onde a aplicacdo bilinear continua E x E — K envolvida €, naturalmente, o
produto interno.178 Além disso:

a) A aplicagdo linear &,:C.(X,E) — K ¢é continua com norma
19, = |w|(X).

b) O funcional linear positivo @, associado a medida positiva |w| (cf.
111.4.26) verifica a condicdo de, para cada ¢ € C.(X,Ry) (cf. 111.4.25),
P, () ser o supremo dos numeros reais |®,(f)|, com f e C.(X,E)
verificando || f(z)|| < ¢(x), paracada z € X.

Dem: Vamos dividir a demonstracdo em vérias partes, afastando desde j& o
caso trivial em que E = {0}, caso em que se tem w = 0, e portanto também
lw| = 0:

1) O facto de |w| ser uma medida de Radon, isto é de os compactos de X
terem medida finita, resulta de que, como acontece com qualquer medida
vetorial, tem-se mesmo |w|(X) < +oo0.

2) Vamos verificar que tem lugar uma aplicagdo linear @,:C.(X,F) — K
definida pela formula no enunciado e que esta aplicagdo é continua e com
norma || @,.|| < |w|(X).

Subdem: O facto de cada f € C.(X, E) ser integravel relativamente &
medida w resulta de que, por 111.4.9, f é integravel relativamente a medida de
Radon |w|. O facto de a aplicagdo @.:C.(X, E) — K ser linear resulta das
propriedades de linearidade do integral na alinea a) de 111.7.30. Tendo em
conta a alinea b) do mesmo resultado, com M = 1, tem-se

|®u(f)] S/Xllf(x)\ldlwl(w)S/XllfllochWI(x)=IWI(X) [1flloc

0 que mostra que a aplicagdo linear ®,:C.(X, E) — K é continua e com
norma || @,.|| < |w|(X).

3) Tendo em conta 111.7.20, sendo p = |w|, podemos considerar uma apli-
cacdo p-integravel h: X — E com ||h(z)|| = 1, para cada = € X, tal que
w = ) € entdo, para cada aplicacdo integravel f: X — FE, relativamente a

w,

/ f(2) x dulz) = / (F(2), h(2)) dlw] (2).

4) Vamos provar a existéncia, para cada 6 >0, de uma aplicacdo
g€ C.(X,E)tal que ||g(x)|| < 1,paracadaz € X, e

178Repare-se que, no caso em que £ = R, com a multiplicagio como produto interno, e w
€ uma medida positiva finita, esta aplicacéo linear ®, ndo é mais do que a definida em
111.4.26.
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1)~ gl duo) <.

Subdem: O teorema de densidade em 111.4.14, com p = 1, garante a
existénciade g € C.(X, F) tal que

/uh )l du(z) < 6.

Podemos entdo definir g € C.(X, E) por
9(x),  selfglx)ll <1
g(x) =

e el >1

(tem restricdes continuas a dois subconjuntos fechados de X de unido X e é
nula sempre que g for nula), que verifica ||g(x)|| < 1, para cada = € X, e,
tendo em conta o lema geométrico 111.7.33, vem, para cada = € X,

[h(z) = g(@)|| < [[A(x) =G(=)]],

portanto também

[h(z) = g(x) || dp(z 1h(2) = g()[| dp(z) < &.
fie < fine

5) Vamos agora verificar, em complemento ao que se viu em 2), que se tem
mesmo ||P,,|| = |w|(X), 0 que terminara a verificagdo da concluséo de a).
Subdem: Podemos ja afastar o caso trivial em que |w|(X) = 0. Seja
0 < é < |w|(X) arbitrério. Tendo em conta 0 que se viu em 4), existe
g€C.(X,E) com gl <1 e [|g(z) — h(z)| du(z) < é. Vemos agora
que
1) = [ (o), h(o) du(z) =
= /<h(x) — g(x), h(z)) dp(z) + /<g(m), h(z)) du(z) =
~ [ (o) = g(a). 1) di(z) + 2.0
e portanto, por ser
| / (h(z) = 9(x), h(x)) du()| < / [(h(w) = g(a), h())| dpu() <
< [1hta) = gta) | dutz) <.

vemos que
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|w(X) = llw[(X)] < 6+ [Pu(g)],
em particular |®,(g)| > 0, e portanto g # 0, donde finalmente

[2.(9)]
191l

> [Pu(g)] > |w](X) — 6.
6) VVamos justificar finalmente a concluséo de b).

Subdem: Seja ¢ € C.(X,R,). Para cada f € C.(X,E) verificando
I f(z)]] < ¢(x) paracada z € X tem-se

2.0l = [ 1) x dota)| < [ dute

_/ (2) dp(z) = By ().

Resta-nos mostrar que, para cada 6 > 0, existe f € C.(X, E) verificando
I f(z)]] < p(x), paracada z € X, tal que

[@u(F)] > @y (e) — 6,

para o que podemos afastar o caso trivial em que ¢ =0 e considerar
M = ||¢]l > 0. Mais uma vez pelo que vimos em 4), podemos considerar
g €Ce(X, E), com |g(z)|| <1,paracadaz € X, e

J1nta) = gta)ldnta) < 5.

Podemos entdo definir f € C.(X, E) por f(z)= ¢(x)g(z), que verifica
| f(z)|| < ¢(z), paracada z € X, e de se ter

Bue) = [p@dn) = [ (o) hw)dp(z) =
— [(e@)(b@) - o) ha)duto) + [ (7)., he)dita) =
= [{e@)(b)  g@), b)) du(o) + 2.0,
onde
| [ te@)h@) - g@), k@) du(@)| < [1le(e)h@) - o), h@)ldp(z) <
< [e@)hie) - gla)ldptz) <
<M/M 2)lldu(z) < 6

vemos que
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D1y () = [Py ()] < 6+ [@u(f)]
ou seja |®,(f)| > @, () — 6, como queriamos. O

111.7.35 (Linearidade na medida vetorial) Nas condicGes anteriores, fica defi-
nida uma aplicacdo antilinear do espago das F-medidas w: Bx — F para 0
espago das aplicagdes lineares continuas C.(X, E) — K, que a w associa ®,,.
Mais precisamente, dadas medidas vetoriais w,w’: Bx — E e um escalar
a € K, tem-se

¢w+wl = @L«J + ¢w/! ¢ag} = EQ“J.

Dem: Trata-se de uma consequéncia direta da linearidade do integral,
relativamente & medida, referida em 111.7.31, tendo em atencéo o facto de a
aplicacdo bilinear envolvida, o produto interno, sé-lo enquanto aplicagéo
E x E — K, e ndo enquanto aplicacdo E x E — E. O

111.7.36 (Versdo do teorema de Riesz para medidas vetoriais) Sejam X um
espaco topoldgico localmente compacto, separado e de base contavel, £ um
espaco de Hilbert sobre K, igual a R ou C, e ®:C.(X,FE) — K uma
aplicacdo linear continua. Existe entdo uma, e uma sO, medida vetorial
w: Bx — E nos borelianos de X tal que ® = ®,, isto é, tal que, para cada
f el (X, E),

o(f) = [ @) x duo).

Dem: Vamos dividir a demonstracdo em vérias partes.
1) Vamos comegar por provar a unicidade, isto é, que se w,w’: By — E sdo
medidas vetoriais tais que @, = ®_,, entdo tem-se w = «'.

Subdem: Tendo em conta a linearidade em 111.7.35, que implica que
o, — P, =, ., bastard mostrar que se tem w = 0, sempre que &, = 0.
Ora isso resulta da alinea a) de 111.7.34 visto que se tem entdo

jw|(X) = [[®u]l =0,

e portanto, para cada boreliano A4, ||w(A)| < |w|(A) =0ew(A) = 0.

2) Podemos definir, para cada ¢ € C.(X,R;), um elemento A(p) € Ry,
como sendo o supremo dos |®(f)|, com feC.(X,FE) verificando
IIf(@)]| < ¢(zx), para cada x € X. Tem-se, além disso,

Alp) < @]l oo,

em particular A(0) = 0.

Subdem: Comecamos por notar que existe pelo menos um elemento
f €C.(X,FE) verificando || f(z)|| < (), para cada € X, nomeadamente
f=0. Além disso, para cada f nestas condicbes tem-se ||f|lc < ||¢lcos
portanto
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[ (N < @I flloe < 2]l oo

0 que garante que o supremo A(y) é finito e verifica e desigualdade enun-
ciada.
3)Sep eC(X,Ry)ea e Ry, entdo

Aap) = al(p).
Subdem: Podemos j& supor a > 0, uma vez que 0 caso a =10 é
simplesmente a igualdade A(0) = 0. Reparemos agora que, para cada

feC.(X,E) que verifica | f(z)| <ap(x), para cada z € X, tem-se
também || f(z)|| < ¢(z), paracada z € X, donde

“@ ()] = [2( ) < Alp)

ou seja, |®(f)| < aA(yp), 0 que implica, tendo em conta a definicdo de
A(ap) como um supremo, que A(ap) < aA(p). Para a desigualdade oposta,
reparamos que, utilizando a conclusdo a que ja chegamos, com % no lugar de
a e ayw no lugar de o, pode-se escrever

aA(g) = aA(cap) < aAap) = A(ag).

4) Sendo ¢, € C.(X,R,), tem-se
Alp) + A(Y) < Alp + ).

Subdem: Seja § > 0 arbitrario. Podemos considerar f, g € C.(X, E),
com || f(z)]| < ¢(z)ellglx)| < (x), paracada z € X, tais que

6

() > Ale) ~ 5. 18(9)] > AW) — 5.

Consideremos a, b € K, com |a| = |b|] = 1 tais que

()] = a®(f), [P(g)] = bP(g)
o

(se ©(f) =0, tomar a =1 e, caso contréario, tomar a = % e analoga-

o
mente para b). Podemos entdo considerar h = af + bg € C.(X, E), para o
qual se tem, para cada = € X,

[R()|| < llaf @) + [1bg(@)[| = [lf ()] + [lg(2)]| < ¢(z) + ()

evem

®(h) = a®(f) +b2(g) = [2(f)| + |(9)]|
e portanto
Al +¢) =2 [®(h)] = ®(h) > Alp) + A(y) — 6
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0 que implica a desigualdade enunciada, tendo em conta a arbitrariedade de
8.
5) Vamos agora verificar que, para ¢, v € C.(X, R ), tem-se mesmo

Alp) + A(Y) = Al + ),
faltando-nos portanto apenas provar que
Alp + ) < Alp) + A).

Subdem: Seja h € C.(X, E) arbitrario, verificando a desigualdade
|h(z)|| < ¢(z) +¢¥(z), para cada = € X. Consideremos as aplicacdes
f,g: X — E definidas por

fa) = { S imh(e), se (@) + () > 0
0, se p(x) +YP(x) =0
o(o) = { D h(x), s p(x) + () > 0
0, se () +¢¥(x) =0

que verificam f(z) + g(z) = h(x), para cada z € X. Apesar de isso ndo ser
eventualmente claro a primeira vista, a aplicacdo f, e portanto também a
aplicagdo g = h — f, € continua. Com efeito, sendo V o aberto de X
constituido pelos pontos com ¢(x) + ¢ (z) >0, a funcdo tem restrico
continua a V, e portanto € continua nos pontos de V, e a continuidade num
ponto z; € X \ V resulta da continuidade de h nesse ponto e de se ter
f(xo) = h(xp) = 0 e portanto, para cada x € X,

1f () = flzo)ll = I (@) < [h(@)[| = [P (2) = h(zo)]-

O facto de se ter f(x) = g(x) = 0, sempre que h(z) = 0 implica que se tem
também f,g € C.(X, E) e, por ser ||h(x)| < ¢(z) + ¢(x), tem-se, para
cadaz € X, || f(2)] < ¢(x) e |g(x)] <(x). Vemos agora que

@A)l = 12(f) + 2(g)]| < 12N + 12(9)]] < Alp) + A¥),

donde, tendo em conta a arbitrariedade de 2, A(p + ) < A(p) + A(¥).
6) Existe uma medida de Radon u: Bx — R, com u(X) < ||®||, tal que,
para cada ¢ € C.(X,R,),

Alp) = / (@) du(z).

Subdem: Tendo em conta 111.4.28, a aplicagdo A:C.(X,R.) — Ry
definida em 2) admite um Unico prolongamento a uma aplicagdo linear
A:C.(X,R) — R, o qual vai ser um funcional linear positivo, e, por aplica-
¢do do teorema de Riesz em 111.4.27, podemos considerar uma Unica medida
de Radon p: By — R, tal que A = ®,, para a qual, em particular, ;(X) € 0
supremo dos ndmeros reais da forma A(p) = A(p) com ¢ < X (cf. a
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notagdo em 111.4.10). Uma vez que, para cada ¢ nessas condigdes, tem-se
vl < 1, e portanto, pelo que se viu em 2), A(p) < ||®]|, concluimos que

w(X) < ||®||, em particular a medida de Radon p é finita. Para cada
v € C.(X,R,) tem-se entdo

Ap) = K() = B,(p) = / o (@) du(z).

7) Vamos concluir finalmente a existéncia de uma medida vetorial
w: Bx — F tal que, paracada f € C.(X, E),

o(f) = [ (@) x dufo).

Subdem: Para cada feC.(X,E), tem-se, considerando
p € C(X,Ry), o(x) = || f ()]l

1B(f)] < Alp) = / () dpu(z) = [l

onde a classe de equivaléncia de f e a norma || -||; sdo, naturalmente, as
relativas a medida positiva g (que é a Unica que temos presente). Em
particular, se f(x) =0 p-quase sempre, entdo ®(f) =0, e portanto, se
f(z) = f(z) p-quase sempre, entio ®(f) = ®(f), o que permite definir
uma aplicacéo linear continua do espago vetorial C.(X, E), das classes de
equivaléncia de elementos de C.(C, E), com a norma | - ||1, para K, que a
[f] associa ®(f). Uma vez que, por 111.4.14, C.(X, E) é um subespago
vetorial denso de L'(X, E), o teorema de Topolgia sobre a extensdo das
aplicacBes lineares continuas garante a existéncia de uma Unica aplicacdo
linear continua ®:L'(X,E) — K tal que, para cada f € C.(X,E),
®([f]) = ®(f). Aplicando agora o resultado de dualidade em 111.7.26,
concluimos a existéncia de [g] € L™(X,FE) tal que, para cada
[f] € LV(X, B),

B((/]) = / (f(2), () du(z).

Tendo em conta 111.2.23, tem-se também [¢] € L'(X, E) e portanto podemos
considerar a medida vetorial w = yi(,: Bx — F, paraa qual

o) =8(f) = [ @) g@)du(e) = [ 1) x do(e). O

.7.37 (Uma variante trivial no caso E = C, no mesmo espirito que em

111.7.27) 1) No caso particular em que o espaco de Hilbert £, sobre o corpo
K, é o proprio K, naturalmente com o produto interno habitual
{a,b) = a x b, no contexto de um espago topoldgico localmente compacto,
separado e de base contdvel X, para cada medida w: Bx — K, o funcional
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linear associado ®,,: C.(X,K) — K, definido em I11.7.34, esta definido por
2.(f) = [ $@) x dula).

onde a aplicagdo bilinear envolvida ¢ o produto interno, isto é, a aplicagdo
K x K — K definida por (a,b) — a x b. Em particular, no caso em que
K =R (e portanto a conjuga¢do ¢ a identidade) o produto interno ¢
simplesmente a multiplicagdo R x R — R e, de acordo com a convengdo em
II1.7.29, podemos escrever simplesmente

2.(f) = [ f@) doo).

2) Ja no caso em que F = K = C, podemos considerar um funcional linear
' :C.(X,C) — C, distinto de D, definido por

¥(f) = / f(z) do(z),

portanto com a multiplicagdo C x C — C como aplicagdo bilinear envol-
vida, em vez do produto interno.

Em contextos em que nio se considera importante examinar a situacdo geral
das medidas vetoriais e se examinam portanto apenas as medidas reais e
complexas, ¢ este o funcional linear que ¢ costume considerar, usando-se,
consequentemente, a notagdo ®,, no lugar de &/,.

3) As propriedades dos funcionais lineares @/, no espirito de II1.7.34, assim
como o analogo do teroema de Riesz em I11.7.36, resultam trivialmente das
propriedades estabelecidas nesse resultado, para os funcionais @, desde que
reparemos que se tem ®/ = &, onde @ é a medida conjugada de w, definida
em [I1.7.10.

Esta igualdade resulta simplesmente de que, sendo p = |w| = |[&| e sendo
g: X — C uma aplicagdo pu-integravel com |g(x)| = 1, para cada z € X, e
W = [i(y), tem-se, por I11.7.14, w = p ), € portanto

W) = [ 1@ dota) = [ f@)gla) duta) =
~ [ s@ 5@ (o) = [ 5(0) % dta) = Bo(),
Também como consequéncia da mesma igualdade @/, = &5, vemos que,
diferentemente da situagdo referida em II1.7.35, a aplicagdo do espaco das

medidas vetoriais complexas para o espago das aplicagdes lineares continuas
C.(X,C) — C, que a w associa ¥/, é agora linear, em vez de antilinear.
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Exercicios

Ex 111.7.1 (Propriedade minimizante da medida de variacdo total) Sejam
(X, M) um espaco mensurdvel, E um espago de Banach e w: M — E uma
E-medida. Mostrar que, se u: M — R, é uma medida positiva tal que, para
cada A € M, |lw(A)|| < u(A), entdo, paracada A € M, |w|(A) < u(A).

Ex I11.7.2 (O espago de Banach das E-medidas) Sejam (X, M) um espago
mensuravel e £ um espago de Banach. Reparar que, tendo em conta I11.7.7,
111.7.9 e a alinea a) de 111.7.6, o conjunto JMed(X, E') das E-medidas é um
espaco vetorial.

a) Verificar que Med(X, F) é um espaco vetorial normado desde que se
defina ||w|| = |w|(X).
b) Verificar que o espago vetorial normado Med(X, E) é um espago de
Banach.
Sugestdo generosa: Consideremos uma sucessdo de Cauchy de medidas
vetoriais w,: M — F.

1) Mostrar que, para cada A € M,

llwin(A) = w,(A)]| < |W'm - wn|(A) < lwm — wall

e deduzir que a sucessdo de vetores w,(A) de E é de Cauchy, o que permite
definir w(A) € E como o limite desta sucesséo de vetores.

2) Seja (A;)jes uma familia contavel de conjuntos de M disjuntos dois
a dois e notemos A a unido dos A;. Seja 6 > 0 arbitrario e fixemos n, tal
que, para m,n > nyg, |lwy, — w,|| < 6. Mostrar que, para cada parte finita 1
de J,

Z [lwm(4;) = wn (A < |lwm — wal(A) < [lwn — whll
jel

e deduzir, por passagem ao limite, que, se n > ny,

@) > llw(A)) — wa(4))] < 6

jel

e portanto

Dol ANI <8+ D lwn(AP] < 6+ wnl(A),

jel jel

0 que permite concluir que a familia dos w(A;) é absolutamente somavel.
Mostrar que, para cada parte finita I de .J, tem-se, lembrando (1),
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lo(A4) =Y w(AP] < Jlwn, (4

j{:‘unu ||+_

jel jel
+ w(A) = w ()] + D lw(A) = wny (4))] <
jel
f;|hdn0 jg:‘”nu ” +>25
jel

e concluir que, sempre que I contém uma certa parte finita I, de J,

lo(A4) = >~ w(A))l| < 38,
jel
o0 que implica que w(A) =Y w(A;), que é a Unica propriedade ndo trivial
jeJ
gue é preciso estabelecer para concluir que w é uma medida vetorial.
3) Reparar que a formula (1), estabelecida em 2), implica que, para cada

n 2 My,
[w = wall = |w—wn|(X) <6,

concluindo assim que a sucessdo das FE-medidas w, converge para a
E-medida w em Med(X, E).

Ex 111.7.3 (Decomposicao de Jordan de uma medida real) Sejam (X, M) um

espago mensuravel e w: M — R uma medida real.
a) Mostrar que existem medidas positivas finitas Unicas wy,w : M — R,
tais que, para cada A € M,

W(A) = wi(A) —w(A), [w|(4) = wi (4) +w_(A)

(diz-se que w, e w_ definem a decomposicéo de Jordan de w).

b) Mostrar que as medidas positivas w, e w_ sdo mutuamente singulares (cf.
111.3.5). Sugestdo: Considerar uma fungdo f:X — {—1,1} CR nas
condig¢des do corolario 111.7.20 e considerar o conjunto B dos = € X tais que
fl@)=1.

¢) Utilizar a conclusdo do exercicio I11.7.1 para mostrar que, dadas medidas
positivas finitas p,n: M — R, tais que w(A) = u(A4) — (A), para cada
A€M, entdo, para cada A e M, wi(A) <pu(d) e w(A) <n(A) e
deduzir que, se u e 71 80 mutuamente singulares, entdo y =w, e i = w_.
Sugestdo: Sendo B € M com u(B) =0 e (X \ B) =0, considerar uma
medida positiva finita p: M — R, definida por

p(A) = p(A) — wi(4) = i(A) —w-(4)

e deduzir que p=0 por ser p(A)=0 tanto para A C B como para
ACX\B.

Ex 111.7.4 (Contraexemplo para quem conhega o teorema de Hahn-Banach

— cf. Lang [7]) Consideremos a medida de Lebesgue nos borelianos do
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intervalo [0, 1]. Seja
C([0,1],R) = C.([0,1],R) c L>([0,1],R)

0 espaco vetorial das classes de equivaléncia de funcdes continuas
f:00,1] = R.
a) Verificar que, para cada fungéo continua f: [0, 1] — R, tem-se

[/ loo = max [ £ ()|

x€(0,1]

(por outras palavras, o supremo essencial coincide, neste caso, com o
supremo e é mesmo um maximo).
b) Verificar que se pode definir uma aplicacgdo linear continua

®:0([0,1],R) = R, &([f]) = f(1),

onde f:[0,1] — R é continua e consideramos em C([0,1],R) a norma
|l - |o- Utilizando o teorema de Hahn-Banach, concluir a existéncia de uma
aplicacdo linear continua

$:L=([0,1],R) — R

que prolongue @.
¢) Mostrar que, no entanto, ndo existe [g] € L!([0, 1],IR) que “represente” @,
isto é, tal que

B((f]) = / F(@)g(x) da,

para cada [f] € L*°([0,1],R). Sugestdo: Se existisse um tal [g], viria, em
particular, paracadan > 1,

1
/ 2" g(x)de =1,
0

quando o teorema da convergéncia dominada implica que aqueles integrais
constituem ums sucessdo convergente para 0.

Ex I11.7.5 (Construcéo alternativa mais geral do integral para uma medida
vetorial) Sejam FE, F' e GG espagos de Banach e & E x FF'— G uma
aplicacdo bilinear continua, para a qual, para w € F e z € F, usamos a
notagdo w x z como alternativa a &(w,z). Sejam (X, M) um espaco
mensurével, w: M — F uma F-medida e = |w|: M — R, a medida de
variaco total de w.

a) Verificar que € possivel definir o integral de uma funcdo simples
f: X — FE, relativamente a medida vetorial w, por
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fxdw= [ f(z) x dw(x wj x w(X;) € G,
Joxtom [rndoter =5

jedJ

onde (X;)jc; é uma familia finita arbitraria de conjuntos mensuraveis,
disjuntos dois a dois e de unido X tal que f(«) tenha o valor constante
w; € E para cada x € X;. Sugestédo: Examinar o que foi feito na secgéo 1.2,
para definir o integral de uma aplicagcdo em escada para uma medida positiva,
reparando que a situacdo é agora mais simples por ndo haver conjuntos de
medida infinita,

b) Enunciar e justificar as propriedades de linearidade do integral das
aplicacbes simples e mostrar que, sendo M >0 tal que
l€(w, 2)|| < M|jwl||||z|, para cada we E e z¢€ F, tem-se, para cada
aplicacéo simples f: X — E,

| [ @) < dute)]| <21 [ 15 dute)

c) Dizemos que uma aplicagdo f: X — E é integravel, relativamente a
medida vetorial w, se ela for integravel relativamente a medida positiva
= |w|. Mostrar que para uma tal aplicacdo, pode-se definir o seu integral

/fxdw:/f(x)xdw(m)eG

como sendo o limite dos integrais [ f,(z) x dw(z), onde (f,)nen € UMa
sucessdo dominada de aplicagdes simples f,: X — E (cf. 11.2.28, com a
medida positiva ;. = |w]) tal que, para cada = € X, f,(x) — f(x). Verificar
ainda que as aplicagbes simples sdo integraveis e o seu integral, como
definido nesta alinea, coincide com o seu integral definido em a).

Sugestdo: Examinar o que foi feito para definir o integral das aplicacGes
integraveis, para uma medida positiva, em 11.2.30.

d) Enunciar e justificar as propriedades de linearidade do integral das aplica-
¢Bes integraveis, relativamente a funcéo integranda.

e) Enunciar e justificar as propriedades de linearidade do integral das aplica-
¢Oes integraveis, relativamente a medida vetorial considerada.

f) Suponhamos agora que partimos de uma medida positiva : M — R, que
consideramos uma aplicacdo p-integravel g: X — F' e que consideramos a
correspondente medida vetorial ji(,) M — F. Mostrar que, se f: X — E €
uma aplicagdo integravel relativamente a medida vetorial ., entdo a
aplicacdo f x g: X — G é integravel relativamente & medida positiva u e

[ @) x duiy@) = [ £ g(0) dta).

Concluir, em particular, que, no caso em que F' é um espaco de Hilbert, o
integral definido neste exercicio coincide com o definido em 111.7.28.
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Ex 111.7.6 Sejam E um espaco de Banach, X um espago topoldgico localmente
compacto, separado e com base contavel e u: By — R, uma medida de
Radon. Seja f € C.(X, E), com a correspondente classe de equivaléncia
[f] € L*(X, E).

a) Reparar que se tem sempre

I lloe < 11.f 1l

e dar um exemplo de uma situagdo em que esta desigualdade seja estrita.

b) Mostrar que, no caso em que p € uma medida de Radon estritamente
positiva, por exemplo a medida de Lebesgue nos borelianos de um aberto de
R"™ (cf. o exercicio 111.4.1), tem-se mesmo

I oo = 11 loc-

88. O integral indefinido revisitado.

Nesta sec¢do vamos examinar um resultado classico sobre a derivabili-
dade do integral indefinido que complementa os que foram estudados na
seccdo 11.3. Seguimos essencialmente a via utilizada no livro de Rudin
[10], que passa por resultados que implicam o referido e que podem ser
enunciados no contexto mais geral de R”, embora com as simplificacdes
que foram possiveis pelo facto de ndo irmos tdo longe como nesse livro.
Nesta seccéo, e salvo aviso em contrario, a norma que consideraremos em
R™ serd4 a norma euclidiana, associada ao produto interno usual e conti-
nuaremos a notar \,, a medida de Lebesgue nos borelianos de R".

11.8.1 (Lema)’® Consideremos uma familia de bolas abertas B, (z;) de R",
onde j € J, e seja W a sua unido. Para cada real a < A, (W) existe entéo
uma parte finita I C J tal que os B,.(z;), com i € I, sejam disjuntos dois a
dois e com

a

> (B (@) > o

n
i€l 3

Dem: Vamos dividir a demonstracdo em duas partes:
a) Comecemos por mostrar que, para cada parte finita Jy C J, existe uma
parte finita I C J, tal que os B,.(z;), com i € I, sejam disjuntos dois a dois
e que, paracada j € Jo \ I, existai € I com B, (x;) C By, ().

Subdem: Os casos em que .Jy € vazio ou tem um Unico elemento séo

179este lema é atribuido a Wiener em Rudin [10].



88. O integral indefinido revisitado 413

triviais, uma vez que podemos tomar I = .J,. Provemos a nossa afirmagéo
por indugdo no ndmero de elementos de Jy, para o que supomos a afirmacgao
verdadeira quando J, tem k elementos e examinamos o que acontece quando
Jo tem k + 1 elementos. Consideremos entdo jy € Jp tal que r;, < r; para
cada j € Jy e apliqguemos a hipétese de indugéo ao conjunto Jj = Jy \ {jo}-
Existe assim uma parte finita I’ C J; tal que os B, (x;), com ¢ € I’, sejam
disjuntos dois a dois e que, para cada je< Jj\I', exista i € I' com
B, (x;) C By, (x;). No caso em B, (zj,) N By,(z;) =0, para cada i € I',
obtemos trivialmente o resultado pretendido com I = I’ U {j,}. No caso em
que existe i€ I' tal que B, (z;,)N By (z;) # 0, obtemos o resultado
pretendido com I = I’, uma vez que, sendo y um elemento daquela inter-
seccéo, vem, para cada x € B, (z;,),

J0

d(mivx) S d((l?“y) + d(y;%) + d(!l?ju,fl') S i + 27"]'0 S 3ri|

0 que mostra que B, (z,) C Bs, (7).

b) Passamos agora a demonstragdo do resultado. Tendo em conta a regula-
ridade interior da medida de Lebesgue (cf. a alinea c) de 111.4.6), conside-
remos um compacto K C W tal que a < A, (K). Podemos entdo considerar
uma parte finita Jo C J tal que K esteja contido na unido dos B, (z;) com
j € Jy e, aplicando o que se viu em a), uma parte finita I C J, tal que os
B,.(z;), com i € I, sejam disjuntos dois a dois e que, para cada j € Jy \ I,
exista i € I com B, (z;) C Bs,(x;). Uma vez que, tendo em conta o
comportamento da medida de Lebesgue com as translagdes e as homotetias,
tem-se

)‘n(BBn (z:)) = )‘n(BSn(O)) = 3”)‘71(37‘1 0)) = 3"\ (B, (:)),
e que

K C U B, (x;) C U B, (1),

jedy i€l
vemos agora que

a<A(K) < Z An(Bsr, (z;)) = 3" Z)‘n(Bn(xi))- o

iel i€l

111.8.2 Sejam U C R™ um aberto, ;» uma medida positiva de Radon nos bore-
lianos de U (cf. 111.4.1) e zy € U. Sendo ry > 0 com B,,(x¢) C U para cada
0<r<ry a bola aberta B,(x;) estd contida na correspondente bola
fechada, que é um compacto contido em U, e portanto tem-se
w(By(z0)) < +o0, 0 que nos permite considerar o quociente

(B, (x0))

M (Bolo)) <
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que pode ser encarado intuitivamente como uma densidade média da medida
w1 na bola B,(z(). Vamos dizer que a medida de Radon p tem densidade nula
no ponto z Se se tiver

i M(Br(w0)) _
B )

Uma observacdo simples, que nos seré por vezes Util, € que, no caso em que
w tem densidade nula em z, considerando as bolas fechadas B, (z,) tem-se
também

i 2B (@)

N Bowo))

Dem: Basta atender a que, por ser B,(xo) C Ba,(z9) €
)\n(BQr(-'I;O)) - An(2 B?(-TO)) =2" )\TL(BT(Q:O))I

tem-se
p(Br(9) _ p(Bar(w0)) _ o #(Bar(0))
An(Br(xU)) o An(Br(xU)) )\n(B2r((EO))'
onde o segundo membro tem limite 0 quando r tende para 0. O

111.8.3 (Teorema da densidade nula) Sejam U C R™ um aberto, ;. uma medida
positiva de Radon nos borelianos de U e A C U um boreliano com
u(A) = 0. Tem-se entdo que o conjunto A’, dos pontos = € A tais que x tem
densidade nula em z, é um boreliano tal que A, (A \ A’) = 0 (podemos assim
dizer que quase todos os pontos de A sdo pontos onde p tem densidade
nula).

Dem: Vamos dividir a demonstracdo em vérias partes:
a) Sera comodo considerarmos uma medida 7 nos borelianos de R™, definida
por i(A) = u(ANU), medida cuja restricdo aos borelianos de U é a medida
14 € que pode ser encarada como a imagem directa da medida p pela inclusdo
de U em R" (cf. 1.5.13).180
b) Para cada r > 0, ¢ mensuravel a fungdo A — R, z — fi(B,(x)).
Subdem: Trata-se de uma consequéncia direta do teorema de Fubini
para conjuntos (cf. a alinea a) de 11.4.6), considerando o produto A x R", em
que no primeiro fator se considera a medida induzida pela medida de
Lebesgue nos borelianos de R™ e no segundo a medida 1z, e considerando o
subconjunto aberto, em particular boreliano, C' de A x R" constituido pelos
pares (z,y)comz € A,y e R e ||z —y| < r.
c) Para cada 6 > 0, vamos notar A5 0 conjunto dos x € A tais que existe
r1 > 0talque paracada 0 < r < 7y

1800hserve-se, no entanto, que, ao contrario de £, a medida 7z ndo é necessariamente uma
medida de Radon.
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A(B(z))

(B, () ="

Tem-se entdo que As € um boreliano.
Subdem: Comecemos por notar que, fixado r; > 0, a condigéo de se

ter “<<B(( < ¢ para todo o real » com 0 < r < r; é equivalente & de isso

acontecer para todo o racional » com 0 < r < ry. Com efeito, se a condi¢do
se verificar para todo o racional r entre 0 e r;, dado um irracional r entre 0 e
r1, podemos considerar uma sucessdo crescente de racionais s, >0 com
s, — 7 € entdo o facto de B,(x) ser a uniéo da sucesséo crescente de bolas

By, (x) implica que 7(Bs,(z)) — 1(B,(z)) & Au(Bs,(2)) = Au(Br(2)) e

portanto, por se ter, para cada p, % < §, concluimos, por passagem ao

limite, que se tem efetivamente % < 6.
Uma vez que, pela invariancia por translacdo da medida de Lebesgue, tem-se
An(Br(x)) = A (B,(0)), concluimos de b) que, para cada r > 0, é boreliano

0 conjunto As, dos = € A tais que (B, << < 6. Concluimos daqui que, para

cada r1 > 0, 0 conjunto A§  dos z e A tais que, para todo 0 0 < 7 < 71y,

;‘(53(( 5 < 6 é também boreliano, uma vez que, como notado atras, € a inter-

seccdo contavel dos A, com r racional entre 0 e ;. Reparando finalmente
que As vai ser a unido contavel dos EM com r; racional maior que 0,
podemos concluir que As é efetivamente um boreliano.
d) Vamos agora mostrar que, para cada § > 0, tem-se A, (A \ As) = 0.
Subdem: Seja ¢ > 0 arbitrario. Tendo em conta a regularidade exterior
da medida p (cf. a alinea b) de 111.4.6), seja V' um aberto de R", com
ACV CU,talque u(V) < e. Para cada = € A\ As, depois de considerar
uma bola aberta de centro x contida em V', podemos, pela caracterizagéo dos
pontos de Ajs, considerar v, > 0 menor que o respetivo raio de modo que se
tenha

1(Br, (x))
An(Br, (2))

Sendo a < \,(A\ As) arbitrario, vem também

a< )\n( U Br(a:)>

reA\ 4

B, (x) CV, > 6.

pelo que, pelo lema 111.8.1, podemos considerar uma parte finita 7 de A \ As
tal que as bolas abertas B, (z) com = € I sejam disjuntas duas a duas e com

/\ a
; n r 3n

0 que implica que
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a<3"> A(B,,(x)) < _Z”

zel zel

= (Ut )_W

zel

Tendo em conta a arbitrariedade de a, concluimos agora que
3¢
6

e portanto, pela arbitrariedade de &, A,,(A \ As) = 0.
e) Reparemos agora que = € A é um ponto de densidade nula se, e so se,
paratodo o 6 > 0, x € As 0 que é trivialmente equivalente a condicdo de se

ter z € A, paratodo o k € N. Concluimos assim que A" = (] Ay, 0 que
keN

>\n(A \ Aé) S

implica que A’ é um boreliano e que

MANA) =0 (U AV A) < MA@\ Ay =0, O

keN keN

.8.4 (Resultado fundamental para a derivabilidade) Sejam U C R™ um

aberto, £ um espaco de Banach e f:U — E uma aplicagdo localmente
integravel (cf. 111.4.15).

Dado z € U, existe ry > 0 com B, (zy) C Ue entdo, paracada 0 < r < ry,
a bola aberta B, (z) estd contida na correspondente bola fechada, que é um
compacto contido em U, e portanto, por ser também localmente integravel a
aplicacdo x — f(x) — f(z¢) tem-se

[ 1@ = Sl drnfe) <+,
B,.(x)
0 que nos permite considerar o quociente

i)
TR 1f (@) = f (o) | dAn(2),

An(Br(20)) B, (x0)
que pode ser encarado intuitivamente como uma média na bola aberta da
funcdo z — [|f(x) — f (o).
Existe entdo um boreliano Y c U, com \,(Y) =0 tal que, para cada
o €U \ Y,

. 1
I Sy V1)~ T 0 =0

Dem: Uma vez que f(X) C E é separavel, podemos considerar uma parte
contivel densa C de f(X). Para cada w € C e cada racional a > 0, notemos
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Cuwa ={z €U [|[f(2) = w|| > a},
Una=U\Cuo={zcU||f(z)-wl] <a},

que sdo borelianos de U e seja ., @ medida positiva nos borelianos de U
definida por

() = /X @) - uldn(e) = /X 1£(@) - wll I, (2) dn(a),

medida que é uma medida de Radon, uma vez que ¢ localmente integravel a
aplicagdo = — f(x) — w e que se tem portanto, quando X é compacto,

i (X) < /X 1) — wl) ddn(z) < +oo.

Para cada w € C e cada racional a > 0, tem-se ju,,4(Uwq) = 0 pelo que
podemos aplicar o teorema da densidade nula (cf. 111.8.3) para deduzir a
existéncia de um boreliano A, , C U, tal que A, (Uyq \ Awqe) = 0 € que,
para cada « € A, 4, a medida (., , tenha densidade nula em z. Uma vez que
a classe dos pares (w,a), com w € C e a > 0 racional é contavel, podemos
considerar o boreliano Y C U, com A, (Y) = 0, definido por

YYZZLJ Lhua\14wﬂ,

wel
a>0,a€Q

boreliano que vamos mostrar que verifica a condicdo no enunciado.
Consideremos entdo z; € U \ Y. Seja § > 0 arbitrério. Fixemos um racional
a tal que 0 < a < g e seja w € C tal que ||f(xg) — w|| < a. Tem-se entdo
xo € Uy, € portanto, por ser zyp ¢ Y, zy € A, ,. O facto de a medida 1, ,
ter densidade nula em x, implica a existéncia de r; > 0 tal que, para cada
0<r<ry,

e portanto
[ @)~ wldn ) =
By(wo)
—[ W@ -uldn@+ [ @) - ul ) <
B (20)NClya

Br<zU)mUu',a)

< (B (0)) + / ad(z) <

B (20)NUy q)

< g An(Br(20)) + a M (By(z0)) < ? An(B(x0)),
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donde também
[ 1@ - sl drno) <
B (z9)

< / 1 (@) = wll + lw = f (o) | dAn()
B?‘(TO>
26
<

3 An(Br(20)) + a A\ (Br(0)) < 6 X\n(Br(0)),

por outras palavras,

1
m /By(:vn)”f(x) o f(xo)” d/\n(l') < 0.

Ficou assim provado que se tem
1
Iimi/ z) — f(zo)|| ), (z) = 0. O
o X (Br(z0)) ooy @) (0 ()

111.8.5 (Corolario) Nas hipoteses do resultado precedente, existe um boreliano
Y cU,com\,(Y)=0,tal que, paracadaxy € U \ Y,

. 1
lm s /B | F@ D) = 1)

Dem: Trata-se de uma consequéncia da conclusdo do resultado precedente,
com 0 mesmo conjunto Y, bastando reparar que se tem

s /. | H@ ) - S| =

- ﬁ/wf @40 = 5B / i) -
- @y [ f© - fe i

< S V)~ Sl ) _

111.8.6 (Aplicacdo a derivacdo do integral indefinido) Sejam J =J¢,d[ C R
um intervalo aberto ndo vazio, com extremidades finitas ou infinitas, £ um
espaco de Banach e f:J — E uma aplicacdo localmente integravel (cf.
11.3.1 ou 111.4.15)181, Seja ¢, € J e consideremos o correspondente integral

181y/gltamos aqui & opgdo de considerar apenas intervalos abertos como dominios, para
simplificar os enunciados, tendo presente o facto ja referido anteriormente de uma fungdo
definida num intervalo fechado numa ou em ambas as extremidades poder ser natural-
mente prolongada a um intervalo aberto que o contém.
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indefinido f:.J — E, definido por
t
f)=[ flz)dz
to

(cf. 11.3.5). Tem-se entdo ?/(t) = f(t) quase sempre.
Dem: Tendo em conta 111.8.4, concluimos a existéncia de um boreliano
Y c J,com A(Y) =0, tal que, paracadat; em J \ 'Y,

1
lim - - dz = 0.
g /]tlr,t1+r[||f(x) ft)lld=

Seja t; € J\'Y. Uma vez que, para cada r > 0 com [t; —r,t; + 1] C J,
tem-se

%/{t - [Hf(x)—f(tl)l\d:pgzx (%ﬂ/}t . [Hf(x)—f(tl)de),
1 1
- <ex (5 i - sela)

r 2r

e portanto também

r—0*t r

.1
lim — Al7tl+r[||f(l') — f(tl)” dx =0,

r—0t 7

.1
S Alml]uf(x) — f(t)||dx =0,

deduzimos de se ter

/J\t(h +7r)— /f(tl)

r

— f()] = Hi/[t | S e -

.
-|: /[ @ = sl < ! /[ @ = sl

e, do mesmo modo,

Ft) = Ft—1)

r

— fn)] = Hl/]t | Jaar= g -

r

=[5 ) s@=seas < L[ e - setas

r Jt1—r,t1]

que os limites a direita e a esquerda, quando ¢t — ¢, de

Fo-Ft)
t—1
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sdo ambos iguais a f(¢1), 0 que mostra que ? tem derivada em ¢; igual a

f(t). O

No caso em que a fungdo f:.JJ — E é integravel, e ndo s6 localmente
integravel, existe um enunciado que é trivialmente equivalente ao anterior
e é por vezes de utilizagdo mais natural.

111.8.7 (Versdo alternativa da derivada do integral indefinido) Sejam
J =]e,d] C R um intervalo aberto ndo vazio, £ um espaco de Banach e
f:J — E uma aplicacdo integravel. Podemos entdo definir uma variante do
integral indefinido f:.J — E, por

f@) =Ap(et)) = » f(z)de
que, fixado ¢, € J, se relaciona com o referido em 111.8.6 pela condicdo de
se ter, paracadat € J,

Fioy =+ [ ) do

Em consequéncia, tem-se também ]’(t) = f(t) quase sempre.

Dem: Tudo o que temos que justificar é a formula que relaciona a aplicagao
} com o integral indefinido referido em 111.8.6, visto que a conclusdo sera
entdo uma consequéncia do resultado referido, tendo em conta o facto de as
constantes terem derivada 0 e de a derivada de uma soma ser a soma das
derivadas. Ora, se t > tp, tem-se a unido disjunta |c,t] = ]e,to] U Jto, t],
donde

F) = A (e 1) = Aipyesto]) + Ay (o, 1) = Flto) + | f(x)d

to

e, set < ty, tem-se a unido disjunta |c, ¢y] = |c,t] U ]¢, %], donde
Fito) = N et = M st + A et = F0) - [ ) o

0 que implica, mais uma vez, que

. t

Ft)y=Fto)+ [ f(z)dz. m

to

Podemos perguntarmo-nos o que se podera dizer sobre a derivabilidade de
uma aplicacéo definida de modo anéaloga a aplicagdo f, mas com a medi-
da A-absolutamente continua Az substituida por uma medida A-singular.
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Os resultados estudados nesta sec¢do também nos permitem responder
simplesmente a esta questéo.

111.8.8 Sejam J =]c¢,d[ C R um intervalo aberto ndo vazio, £ um espago de
Banach e w: B — E uma medida vetorial nos borelianos de J que seja A-sin-
gular (cf. 111.7.15). Sendo h: J — FE a aplicacédo definida por

h(t) = w(le, t),

tem-se entdo A/(t) = 0 quase sempre (relativamente a medida de Lebesgue
A).

Dem: Tendo em conta 111.7.16, a medida positiva |w|: B — R, também é
A-singular pelo que podemos considerar um boreliano Y’ c J tal que
AY")=0¢e |w|(J\Y’) =0. Tendo em conta o teorema da densidade nula
(cf. 111.8.3), existe um boreliano Y” C J \ Y’ com A(Y") = 0 tal que, para
cada t; € (J \Y')\Y”, a medida positiva |w| tenha densidade nula em ;.
Sendo Y =Y'UY”, tem-se A\(Y)=0. Seja ty € J\Y =(J\Y')\Y"
Tendo em conta a observacdo em 111.8.2, tem-se

ol —rn ) L elBn
r—0 2r r—0 /\(Br(tl))

e, reparando que, para t > t;, tem-se |c,t] = ¢, ;] U]t1,¢], com estes
conjuntos disjuntos, e que, para t < t;, tem-se Jc,t1] = |e,t] U ¢, 1], com
estes conjuntos disjuntos, vemos que

[+ ) =) _ e+ o) = DI _ ol 7D
< bllntiard o il rti 4 o)

e, do mesmo modo,

[l =hits =) _ lollet) = ol =Dl _ ot =)
< bl =), el = 1)

<

pelo que, uma vez que em ambos 0s casos a expressdo a direita tende para 0
guando r — 0, concluimos que os limites a direita e a esquerda, quando
t — tq, de
h(t) — h(t1)
t—11

sdo ambos iguais a 0, ou seja, h'(¢;) = 0. O
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Exercicios

Ex 111.8.1 Sejam U C R"™ um aberto, EZ um espago de Banach e f: U — FE uma
aplicacdo localmente integravel. Define-se o conjunto de Lebesgue de f
como sendo o conjunto Ly C U dos pontos x € U tais que

. 1
S B o )~ @0l =0
Verificar que L; € um boreliano (e, portanto, tendo em conta 111.8.4,
M(U\ Ly) =0).

Sugestao: Seguir ideias semelhantes as utilizadas na demonstracéo de 111.8.3,
comegcando por considerar o prolongamento f de f a R™ que ¢ nulo fora de
U 182 Como na alinea c) dessa demonstragdo, mostrar que, para cada y € U,
tem-se y € Ly se, e sO se, para cada racional 6 > 0, existe um racional
r1 > 0 tal que, para cada racional , com 0 < r < 7y,

1 —
S o T = Flan ) <6

Tal como na alinea b) da demonstracéo referida, utilizar o teorema de Fubini,
agora na versdo 11.4.9, para mostrar que, para cada r > 0, € mensuravel a
funcdo U — R,

Y /B @ =Sl

Ex 111.8.2 Vamos dizer que uma sucesséo de borelianos X, de R" concentra-se
substancialmente no ponto xy € R™ se existir uma constante ¢ > 0 e uma
sucesséo de reais estritamente positivos r, — 0 tal que X, C Brp(sco) e

An(Xp)
An(Brp(xO)) -

a) Lembrando que todas as normas de R" sdo equivalentes, mostrar que,
dada outra norma de R", sendo r, — 0 com r, >0 e notando B; (o) as
bolas para essa nova norma, a sucessdo dos B, (z) concentra-se
substancialmente no ponto z.

b) Sendo =y € R e r, — 0 com r, > 0, mostrar que as sucessdes de inter-
valos |zg, xg + r[ e Jzg — 7, x| concentram-se substancialmente no ponto .

¢ 183

182prolongamento esse que nio é necessariamente localmente integravel.
183Rudin, em [10], utiliza a expressdo “shrinks nicely”.
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¢) Mostrar que a sucessao de intervalos ]?, 1'ndo se concentra substancial-
mente no ponto 0 (apesar de, num sentido ObVIO concentrar-se no ponto 0).
d) (Alternativa ao resultado fundamental para a derivabilidade) Sejam
U C R™ um aberto, £ um espaco de Banach e f:U — E uma aplicacéo
localmente integravel. Mostrar que existe um boreliano Y C U, com
A (Y) = 0, tal que, qualquer que seja zp € U \ Y e a sucesséo de borelianos
X, C U que se concentre substancialmente em x,

im = 1) = Szl dn) =,

onde a sucessdo esta definida para todo o p suficientemente grande. Deduzir
daqui, como em I11.8.5, que para cada ¢ € U \ Y, tem-se entdo também

lim /f ) dAn(z) = f(0).

Ex 111.8.3 (Pontos de densidade de um boreliano) Seja A € R™ um boreliano.
Diz-se que um ponto x, € R™ é um ponto de densidade de A se

An(A N B(x0))

M Bz

a) Verificar que se xy € um ponto interior dum boreliano A, entdo xy é um
ponto de densidade de A.

b) Utilizar as propriedades de invaridncia da medida de Lebesgue para
mostrar que, se zy € um ponto de densidade de A, entdo —z; € um ponto de
densidade de — A e, para cada w € R", w + z, é um ponto de densidade de
w+ A.

c) Verificar que 2y € R"™ é um ponto de densidade de A se, e S0 se,

. )‘n(Br(xO) \A) _
1IE]U An(By(0)) -0

d) Deduzir de c) que, se xp € R™ é um ponto de densidade de cada um de
dois borelianos A e A’, entdo x, é também um ponto de densidade de A N A’
e que, se xy € um ponto de densidade dum boreliano A e B D> A é outro
boreliano, entéo x( € também um ponto de densidade de B

e) Deduzir de c) que, se &: R™ — R™ é um isomorfismo e se xy € um ponto de
densidade de um boreliano A, entdo &(z,) é um ponto de densidade de £(A).
Sugestdo: Sendo a = ||¢7!|| > 0 e ¢¢ o coeficiente de dilatacdo de &, tem-se

An(Br(§(0)) \ §(A)) < An(€(Bar(20)) \ §(A)) < ¢ An(Bar(o) \ A).

f) Verificar que, se A C R" é um boreliano, entdo existe um boreliano
Y Cc R", com A, (Y) =0, tal que cada zp € A\ Y é um ponto de densidade
de A e cada zp € (R*\ A)\'Y é um ponto de densidade de R™\ A (em
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particular, quase todos os pontos de A sdo pontos de densidade de A).
Sugestdo: Aplicar o resultado fundamental 111.8.4 & funcdo indicatriz
I4:R™ — R.

g) Tendo em conta f), mostrar que, se A € um boreliano, entdo existe um
ponto de densidade de A se, e s6 se, A\, (A4) > 0.

Ex 111.8.4 Sejam A C R™" e A’ C R" dois borelianos e notemos, como ¢ habitual,
A+ Al = {1‘ + y}mGA,yeA’, A— Al = {1‘ - y}mGA,yeA’ .

a) (Um lema) Mostrar que, se 0 é um ponto de densidade tanto de A como
de A’, entdo 0 é um ponto interior de A — A'.
Sugestdo: Comegar por fixar » > 0 tal que

Mal(B,(0) N A) Au(B,(0) N A')

2 : 2
MB0) T3 B0 B

e deduzir que se pode fixar ' > r tal que
1 1
An(Br(0)NA) > EAH(B,./(O)), A(B(0)N A" > §A,l(Brr(0)).

Mostrar entdo que, se z € R™ verifica ||z|| <7 —r, entdo z € A — A’, uma
vez que B.(0)NA e z+ (B,(0)Nn A’) séo subconjuntos de B, (0) com
medidas grandes de mais para poderem ser disjuntos.

b) Deduzir de a) e das propriedades na alinea b) do exercicio 111.8.3 que, se
xo € um ponto de densidade de A e 1, € um ponto de densidade de A’, entdo
Ty — Yo € T + yo S&0 pontos de densidade de A — A’ e de A + A’, respetiva-
mente. 184

¢) Utilizar b) para obter justificacdes alternativas para as conclusBes das
alineas b) e c) do exercicio I11.5.4.

184Enunciado que inclui a conclusdo de a) como caso particular.
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89. Aplicagdes de variagdo limitada e medidas de
Lebesgue-Stieltjes vetoriais.

Nas seccoes 1.3 e 1.4 estudamos a medida de Lebesgue-Stieltjes associada
a uma fungdo crescente ¢:J — R, definida num intervalo aberto néo
vazio J = ¢, d[, com extremidades finitas ou infinitas. O nosso objectivo
nesta seccdo € tentar definir analogamente uma medida de Lebes-
gue-Stieltjes vetorial, associada a uma aplicagdo g: J — FE, onde E € um
espago de Banach. O facto de limitarmos a nossa atencdo aos intervalos
abertos, como dominios da aplicacdo g, tem uma justificacdo analoga a
desenvolvida, a propésito das medidas de Lebesgue-Stieltjes ordinarias,
nas observagdes que sucedem a 1.3.11, tendo assim a ver com 0 pouco
interesse em definir explicitamente medidas que sejam restricdo de outras
ja definidas em intervalos abertos. Quanto as condicdes a impor a aplica-
cdo g, espera-se que exista uma que substitua a de g ser uma funcéo
crescente que no contexto dos espagos vetoriais ndo faz qualquer sentido.
Essa hipdtese sera a de que g seja de variagdo limitada, nogéo que vamos
estudar em seguida.

111.9.1 Sejam ]e,d[ C R um intervalo aberto ndo vazio, com cada extremidade

finita ou infinita, £ um espaco de Banach e g:]c, d[ — E uma aplicagéo.

Definimos a variag&o total de g como sendo o supremo V (g) € R, de todas

as somas finitas >||g(b;) — g(a;)||, onde, para cada i, a; < b; pertencem a
iel

Je, d] e os intervalos abertos ]a;, b;| sdo disjuntos dois a dois.
Consideramos também uma fungéo

Ty:le,d[ — Ry,

a que chamaremos fungéo variacéo total associada a g, definindo, para cada

x € le,d[, Ty(x) como sendo o supremo de todas as somas finitas

> llg(b;) — g(a;)|| anteriormente referidas para as quais a;, b; € ], z].

iel

Dados = < y em ], d[, notaremos ainda 7,(z,y) € R, o supremo de todas

as somas finitas > |lg(b;) — g(a;)|| anteriormente referidas para as quais
iel

A, b?? € [:L'ay}
Dizemos que g é uma aplicagdo de variagdo limitada se V' (g) < +00.185

185Tal como ja referimos a propésito de outras situagbes, ndo haveria dificuldade em

considerar como possiveis dominios das aplicacbes de variacdo limitada também
intervalos ndo necessariamente abertos. Preferimos ndo o fazer para manter os enunciados
menos pesados e porque o estudo do que se passa com um intervalo que é fechado numa
das sua extremidades, ou em ambas, pode ser reduzido trivialmente ao caso dos intervalos
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111.9.2 (Nota) Tendo em conta aplica¢des futuras a construcdo das medidas de

Lebesgue-Stieltjes, em que se utilizam intervalos semiabertos |a, b], é Util
observar desde j& que, sempre que temos intervalos |a;, b;[, com a; < b;,
disjuntos dois a dois, os correspondentes intervalos semiabertos ]a;, b;] séo
ainda disjuntos dois a dois.186

Dem: Se b; pertencesse a ]a;, b;], com j # 4, entéo, sendo £ > 0 menor que
b; — a; e b; — a;, b; — € pertencia simultaneamente a |a;, b;[ e a |a;, b;[. O

.9.3 (Trivialidades) Sejam |c,d[ € R um intervalo aberto ndo vazio, £ um

espaco de Banach e ¢:]c¢,d[ — E uma aplicagdo. Registamos as seguintes
propriedades que sdo todas consequéncias do facto de o supremo de um
conjunto ndo vazio contido em R, ser maior ou igual ao supremo de
qualquer dos seus subconjuntos ndo vazios:

a)Sec < <d <d, tem-se

V(gpea)) <V(g),

em particular, se g € de variagdo limitada, o0 mesmo acontece a g)./,q-
b) Para cada a € ]c, d[, tem-se

V(g/]c,a[) < Tg(a‘) < V(g),

em particular podemos escrever T:]c,d[ — [0,V (g)].
) Sex < yem]c,d[, tem-se

l9(y) — g(z)|| < Ty(z,y) < Ty(y),
Tf](x) < V(g/]c.,y[) < Tg(y)y

em particular a funcéo 7}: ]c,d[ — [0,V (g)] € crescente (no sentido lato).

.9.4 (Exemplos) Sejam Jc¢,d[ C R um intervalo aberto ndo vazio, £ um

espaco de Banach e g:]c, d[ — E uma aplicago.

a) Se g € constante, entdo g € de variagdo limitadae V' (g) = 0.

b) Se £ =R e g é uma funcdo crescente e limitada, entdo ¢ é de variacao
limitada e, notando g(c*) e g(d~) os limites laterais nas extremidades,

V(g) = g(d™) — g(c™).

c) Suponhamos que g é derivavel em cada z= € ]c,d[, e que a derivada
g':]e,d] — E é continua e integravel. Entdo g é de variagio limitada e

abertos, considerando um prolongamento ao intervalo em que as extremidades em
questdo sdo infinitas que é constante na aderéncia cada um dos intervalos acrescentados.
Por exemplo, o estudo duma aplicagcdo g de dominio ]e,d], com d € R e ¢ finito ou
infinito, fica reduzido ao estudo do seu prolongamento a |¢, +oo[ que toma o valor g(d)
para cada z > d.

18634 os intervalos fechados [a;, b;] ndo teriam que o ser.
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Vs [ 19wl

Dem: a) Temos uma consequéncia do facto de para cada familia de interva-
los abertos ]a;, b;[ nas condicbes da defini¢do ser ||g(b;) — g(a;)|| = 0 para
cada 1.
b) Vamos comecar por mostrar que, para cada familia finita ndo vazia
(Jai, bi])icr, de intervalos abertos disjuntos dois a dois, com a; < b; em |c, d],
tem-se

> (g(b) — g(a) < g(b) — glc™),

icl

onde b é o maior dos b;. Mostramos isso por indugdo no numero de
elementos de 7, 0 caso em que I tem 1 elemento sendo uma consequéncia de
ser b; = b e g(a;) > g(c'). Suponhamos o resultado valido quando I tem p
elementos e vejamos 0 que se pode dizer quando I tem p+ 1 elementos.
Lembrando que, como referido na nota 111.9.2, os intervalos ]a;, b;] séo ainda
disjuntos dois a dois, seja iy 0 indice para o qual b; € maximo e reparemos
que, para cada i # 4o, tem que ser b; < a;,. Sendo b’ < a;, 0 maior dos b;
com 4 # g, obtemos, aplicando a hipdtese de inducao,

> (g(bi) = glai) = g(b) — glai,) + > (g(bi) — glai)) <
iel i#ig
< g(b) — glai,) + g(b') — g(c™) < g(b) — gl(c™),

0 que termina a prova por inducdo. Uma vez que para cada familia nas
condigdes referidas tem-se

D lgb) — gla)l =Y (g(bi) — g(ai

el iel

~
~
IN
Q
—~
(=
~
|
s
—~
o
+
~—
INA
s
—~
IS
~—
|
<
—~
o
+
~—

obtemos, por passagem ao supremo,
V(g) < g(d™) —g(ch),

em particular V(g) < +o0c. Seja agora ¢ > 0 arbitrario. Podemos entéo
considerar a < b em |c, d] tais que

N

oa) < o(et) + 5, o(b) > g(d) -

e tem-se entdo

187De facto, pode-se provar que esta desigualdade é mesmo uma igualdade, mas é mais
facil verificar isso depois de estudarmos as medidas de Lebesgue-Stieltjes vetoriais.
Propomos esse resultado como exercicio no fim da secgéo (cf. o exercicio 111.9.6).
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V(g) > |g(b) — g(a)| = g(b) — g(a) > g(d™) — g(c") =&,
donde, tendo em conta a arbitrariedade de 6,
Vi(g) > g(d™) —g(ch),

0 que garante a igualdade dos dois membros.
c) Consideremos uma familia finita (Ja;,b;[);c;, de intervalos abertos
disjuntos dois a dois, com a; < b; em |c, d[. Tem-se entéo

loto) —stall = | [ dwraal < [ gas
donde

S lg(b0) am<2/ 19 (e wwjﬁnﬂmm
iel icl a;,bi
§/|mwm,
Je,d]

pelo que, considerando o supremo das somas finitas no segundo membro,
obtemos a desigualdade pretendida. O

111.9.5 (Linearidade) Sejam |c,d[ C R um intervalo aberto ndo vazio e £ um
espaco de Banach. Se g, h:]c, d[ — E séo aplicacdes de variacédo limitada e a
é um escalar de E, entdo g + h e ag sdo também de variagdo limitada e

V(g+h)<V(g)+V(h), V(ag) = la|lV(g).

Dem: Consideremos uma familia finita (]a;, b;[);cs, de intervalos abertos
disjuntos dois a dois, com a; < b; em |c, d[. Tem-se entéo

(g + h)(bi) = (g + h)(an)ll = lI(g(b:) — g(ai)) + (h(bi) — h(a:))] <
< lg(®i) = glai)ll + [[2(b:) = hai)

donde

D Ig+h)(b:) = (g+ h)(a)]| <

el

< D lgbr) = glan)ll + D _lIa(b:) — h(a)]| < V(g) + V(h),

el iel
e portanto, considerando o supremo das somas no primeiro membro,
V(g+h) <V(g)+V(h).

Analogamente,
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> lagbi) — ag(a)ll = lal Y llg(b:) — glan)l < lal V (g),

el el

donde V (ag) < |a|V(g). No caso em que a = 0 temos automaticamente a
igualdade e, se a #0, temos também a igualdade, uma vez que a
desigualdade oposta deduz-se da anterior, reparando que

la| V(9) = IalV( ag)<|a||—|V(a9) V(ag). O

111.9.6 (Exemplo) Sejam Jc,d[C R um intervalo aberto ndo vazio e
g:]c, d[ — R uma funcéo decrescente e limitada. Tem-se entéo que g é de
variacdo limitada e

V(g) = g(c*) —g(d™).

Dem: Trata-se de uma consequéncia de aplicar o que foi visto na alinea b) do
exemplo 111.9.4 & aplicacéo crescente e limitada —g: |c,d[ — R, para a qual
setem V(—g) = V(g).

Os préximos resultados estabelecem algumas relagdes entre as quantida-
des T,(z), Ty(x,y) e V(g) introduzidas em I11.9.1, que complementam as
desigualdades triviais referidas em 111.9.3.

.9.7 Sejam ]¢, d[ C R um intervalo aberto ndo vazio, E um espaco de Banach
e g:|c,d[ — E uma aplicacdo. Tem-se, para cada z < y em|c,d|,

Ty(y) = Ty(x) + Ty(z,y).

Além disso, V'(g) é tanto o supremo dos 7,(z,y), com = < y em |c, d[, como
o supremo dos T,(y), com y € |c, d], e portanto também?188

Vig) = lim T, (y).

Dem: Seja z < y em ]c, d|[. Seja (]a;, b;[);c; uma familia finita arbitraria de
intervalos abertos disjuntos dois a dois, com a; < b; em |c,y]. Seja J' 0
conjunto dos j € J tais que b; < xz e J” o conjunto daqueles para os quais
a; > x. Se x ndo pertence a nenhum Ja;, b;[, J € a unido disjunta de J' e J”,
donde

> llatv) = gap)l =D llatby) = glap + Y llg(bs) — glay)|| <

jeJ jeJ’ jeJ"
< Ty(x) + Ty(x,y).

188Como acontece com o limite & esquerda de qualquer fungéo crescente.
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Se existe jj tal que z € ]a,,, b;,[, J é a unido disjunta de J’, J" e {jo} e
portanto também

D e (A1 =D lla(by) — gla)ll +

jeJ jeJ’
+ 3 llgvs) = gla)l + latbi) = glai)| <
jeJr
< (3 lgt®) = gtap)ll + lgtw) = gai)l) +
jeJ’
+ (3 o) — ga)ll + llg(bi) - g()ll) <

e

< Ty(@) + Ty(,y)-
Tendo em conta a arbitrariedade da familia dos ]a;, b;[, concluimos que
€ Ty(y) < Ty(z) + Ty(z. y),

o0 que implica ja a igualdade desejada no caso em que T,(y) = +oco. Supo-
nhamos agora que T,(y) < +oo, 0 que implica que se tem também
Ty(z) < +o00 e Ty(z,y) < +oo. Seja 6 > 0 arbirario. Consideremos uma
familia finita (Ja}, b,[)rex de intervalos abertos disjuntos dois a dois com
aj, < b, em Je,z] e uma familia finita (Ja/,b/[);c; de intervalos abertos

1771

disjuntos dois a dois com a < b em [z, y] tais que

> llg(vk) = glap)ll > Ty(z) = 5, > Ng(b) = glai)|l > Ty(z,y) ~

keK el 2

Considerando entdo a familia formada pelos intervalos ]aj,b;.[ e pelos
intervalos |a, b/'[, todos disjuntos dois a dois e com extremidades em Ja, y],
concluimos que

Ty(y) = Y llg(bi) — glap)ll + > Ng(v!) = glai)ll > Ty(x) + Ty(x,y) — &,

keK i€l
portanto, tendo em conta a arbitrariedade de 6,
Ty(y) = Ty(x) + Ty(z,y),

0 que, combinado com (1), garante que 7,(y) = Ty(x) + Ty(z, y).
Ja sabemos que

Ty(z,y) < Ty(y) < V(g),

para cada x < y em Jc,d[. Seja agora k < V(g) arbitrario. Por definicéo,
existe uma familia finita de intervalos abertos disjuntos dois a dois
(Jai, bi[)ier, com a; < b; em e, d[, tal que
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> llg(b) = glan)|| > k

el

e, sendo z € Jc,d[ 0 menor dos a; € y € |c,d[ 0 maior dos b;, tem-se que
todas a extremidades estdo em [, y], 0 que implica que

Ty(y) > Ty(z,y) > Y llg(bi) — glas)|| > k.

el

Ficou assim provado que V' (g) é efetivamente o supremo dosT,(x,y) e 0
supremo dos T,(y). O

111.9.8 Sejam ]e, d[ C R um intervalo aberto ndo vazio, £ um espaco de Banach,
g:]c, d[ — E uma aplicagdo e a € ]c, d] tal que g tenha limite & esquerda no
ponto a, que notaremos g(a~ ). Tem-se entdo

Ty(a) = V(9g)c.al) + llg(a) — g(a™ ).
Dem: Vamos comecar por verificar que se tem
(1) Ty(a) < V(gpea) + llgla) = gla™)l,

para 0 que podemos ja supor que o segundo membro € finito. Seja
(Jas, bi])icr uma familia finita de intervalos abertos disjuntos dois a dois, com
a; < b;em]e, a]. Se nenhum dos b; é igual a a, tem-se

> llgb) = gla)ll < V(gjea) < VI(g/ea) + llg(a) = gla)].

iel

Se a =1b,,, escolhamos uma sucessdo de elementos x, € ]a;,,b;[ com
x, — a. Reparando que, para cada n os intervalos ]a;,b;[, com i # iy, e
la;,, x,[ s80 disjuntos dois a dois e tm as extremidades contidas em |c, a,
podemos escrever

> ) = glanll = llg(b:) — gla)ll + llg(a) — glai,)|| <
iel i#io

< > llglbs) = glan)ll + llg(xa) — glai,)|l +

i#ig
+ llg(a) = glzn)l < V(gpear) + llgla) — g(za)|l

e portanto, por ser ||g(a) — g(z,)|| — |lg(a) — g(a™)||, mais uma vez,

> llg(b) = glai)ll < V(gjea) + llg(a) — gla™)].
el
Tendo em conta a arbitrariedade da familia dos ]a;, b;[, podemos assim

concluir a desigualdade (1).
Vamos agora provar a desigualdade oposta, para o que podemos ja supor que
Ty(a) < +oo. Seja (Ja;,bi[)icr uma familia finita de intervalos abertos
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disjuntos dois a dois e com extremidades em ]c,a[. Consideremos uma
sucessao x,, — a, com cada x,, menor que a e maior que o maximo dos b;.
Uma vez que, para cada n, a familia constituida pelos ]a;, b;[ e por ]z, af é
formada por intervalos abertos disjuntos dois a dois e com extremidades em
|e, a], podemos escrever

> lg(bi) = glai)ll + llga) — g(za)ll < Ty(a),

el

donde, uma vez que ||g(a) — g(z,)|| — |lg(a) — g(a™)]],

> llgb:) = glan)ll + llgla) — gla™)|| < Ty(a),
i€l
> llgbi) = gan)ll < Ty(a) = llg(a) — gla™)ll,
iel

0 que, tendo em conta a arbitrariedade da familia dos ]a;, b;[, implica que
Vi(gpea) < Tyla) —llgla) — gla™)],

e portanto, como queriamos,
Ty(a) = V(gpea) + llg(a) — gla™)|- O

111.9.9 Sejam |¢, d[ C R um intervalo aberto ndo vazio, £ um espaco de Banach,
g:]le,d[ — E uma aplicacdo, e z <y em Jc,d[ tais que g tenha limite a
direita no ponto x, que notaremos g(x*). Tem-se entdo

Ty(x,y) =Ty, () + llg(@™) — g(@)]
e portanto, no caso em que g também tem limite a esquerda no ponto y,
Ty(z,y) = V(g/) + lla(y) — gy )l + llg(a™) — g(=)].
Dem: Vamos comegar por verificar que se tem
@ Ty(w,y) < Ty, ,(y) +llgla™) — g(@)],

para 0 que podemos ja supor que o segundo membro é finito. Seja
(Jas, b:[)icr uma familia finita de intervalos abertos disjuntos dois a dois com
a; < b; em [z,y] Se nenhum dos a; é igual a z, tem-se

> llgi) = glall < Ty (v) < Ty () + llg(a™) = gla)]|.

el

Se x = a;,, escolhamos uma sucessdo de elementos z, € ]a;,, b;,[ com
x, — x. Reparando que, para cada n os intervalos ]a;, b;[, com i # iy, €
|zn, b;,[ S@0 disjuntos dois a dois e tém as extremidades em |z, y], podemos
escrever
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> lgbi) = glan)ll =Y llg(bs) — glan)ll + llg(biy) — g()|| <

el Z#Z(]

< D llg(0s) = glan)ll + llg(bi) — glan)ll +

iy
+ll9(zn) = 9@ < Ty (y) + llg(zn) — g(2)|

e portanto, por ser ||g(z,) — g(z)|| — |lg(z) — g(z)||, mais uma vez,

> llg®) = glai)ll < Ty, () + llg(a™®) = gl@)].
el
Tendo em conta a arbitrariedade da familia dos ]a;, b;[, podemos assim

concluir a desigualdade (1).

Vamos agora provar a desigualdade oposta, para o que podemos ja supor que
Ty(z,y) < 4oo. Seja (Jai, bi[)icr uma familia finita de intervalos abertos
disjuntos dois a dois com a; < b; em ]z,y]. Consideremos uma sucesséo
x, — x, com cada x,, maior que x € menor que 0 minimo dos a;. Uma vez
que, para cada n, a familia constituida pelos |a;, b;| e por |z, z,[ é formada
por intervalos abertos disjuntos dois a dois e com extremidades em [z, y],
podemos escrever

> lgbi) = glai)ll + llg(xa) — g(2)]| < Ty, y),

el

donde, uma vez que [|g(x,) — g(x)[| = llg(z™) — g()]l,

leg g(ai)|l + llg(x™) = g(@)l < Ty(z, ),

el

> " llg(bi) — gai)|| < Ty(z,y) — llg(@®) — g@)],

i€l
0 que, tendo em conta a arbitrariedade da familia dos ]a;, b;[, implica que
Tya ) < Ty(z,y) — llgla™) — g(@)],
e portanto, como queriamos,
Ty(z,y) = Ty, ,(y) + lg(a™) — g(@)].
A segunda igualdade no enunciado resulta da primeira, por 111.9.8. O

111.9.10 (O caso da aplicacdo de variag&o limitada) Sejam ]c, d[ C R um inter-
valo aberto ndo vazio, F um espago de Banach e g: |¢, d[ — E uma aplicacéo
de variag8o limitada. Tem-se entéo:

a) A funcdo crescente, no sentido lato, 7:]c,d[ — [0,V (g)] C Ry, que ja
sabemos verlflcarllrr(llT () =V(g), verlflca também JILLmL Ty(xz) = 0.

b) Para cada a € [c, d], a aplicagdo g admite limite lateral & direita em a, que
notaremos g(a™) e, para cada a € ]c, d|, g admite limite lateral & esquerda em
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a, que notaremos g(a™).
c) Paracada a € ]c, d[, tem-se

Ty(a™) = Jim T,(x) = T,(a) — [lg(a) — g(a")]]

em particular, T, é continua a esquerda no ponto «a se, e so se, g € continua a
esquerda no ponto a.
d) Paracada a € |c, d[, tem-se

Ty(a") = lim T,(x) = Ty(a) + llg(a”) - g(a)]|

em particular, T, € continua a direita no ponto « se, e so se, g € continua a
direita no ponto a.

e) O conjunto dos pontos de ]c, d[ onde g ndo é continua é contavel.

Dem: a) Seja ¢ > 0 arbitrario. Consideremos uma familia finita (Ja;, b;[)icr
de intervalos abertos disjuntos dois a dois e com a; < b; em |¢, d], tal que

> lgbi) = glai)ll > V(g) - 6.

iel

Sendoa € ]c, d[ o menor dos a; e b € ]c, d[ 0 maior dos b;, podemos escrever

(9) = 6 <> llg(b:) — glai)|| < Ty(a,b) = T,(b) — Ty(a)

el
e portanto, para cada x < a,
Ty(x) < Ty(a) < T,(b) — V(g) +6 < 6.

b) Tendo em conta a caracterizagdo da existéncia de limites pela condicéo de
Cauchy189, para provar a existéncia de limite lateral a direita num ponto
a € [c, d[, basta mostrarmos que, para cada é > 0, existe 0 < e < d — a tal
que, quaisquer que sejam x,y € la,a + €|, ||g(y) — g(x)|| < 6. Suponhamos,
por absurdo, que isso ndo acontecia, por outras palavras, que se podia fixar
6 > 0 tal que, para cada 0 < £ < d — a, existiam x < y em |a,a + [ com
llg(y) — g(x)|| > 6. Podiamos entdo definir recursivamente, para cada
neN, z, <y, em Ja,d[ com |[g(y,) — g(x,)|| = 6 € yn+1 < x,, tendo-se
entdo que os |z, y,[ constituiam uma familia infinita de intervalos abertos
disjuntos dois a dois e com ||g(y,) — g(z,)|| > 6 e isso contrariava o facto de
g ser de variagdo limitada, uma vez que as somas finitas

Z ”g yn - xn)” > p(S

todas menores ou iguais a V(g), podiam tomar valores arbitrariamente

189Reparar que, para a validade dessa caracterizagio, utilizamos a hipdtese de o espago
vetorial normado E ser completo.
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grandes. A prova da existéncia de limite a esquerda num ponto a € Jc,d] é
analoga, mostrando-se, por absurdo, que se este ndo existisse, podia-se
construir recursivamente, para um certo 6 >0 e cada n € N, x, < y, em

Je,alcomy, <z, € [|g(yn) — g(@n)|| = 6.
c) Tem-se, por 111.9.8 e 111.9.7,

Ty(a) = V(9/1ca) + llgla) = gla™)| = lim Ty(z) + [lg(a) — g(a™ )]
d) Tem-se, para cada = > a, por 111.9.7 e 111.9.9,
Ty(z) = Ty(a) + Ty(a, x) = Ty(a) + T, () + llg(a™) — g(a)l,
bastando agora reparar que, uma vez que g,.q também é de variagéo
limitada, o que vimos em a) garante que ,E!,T+Tg/1“’d[ () = 0.

e) Temos uma consequéncia de 1.3.9 uma vez que, tendo em conta as
conclusdes de c) e d), o conjunto dos pontos onde ¢ ndo é continua coincide
com o conjunto dos pontos onde a fungéo crescente T,:]c,d[ — R ndo €
continua. O

111.9.11 (Aditividade da variacéo total) Sejam ¢, d[ C R um intervalo aberto
ndo vazio, £ um espaco de Banach, a € |c,d[ e g:|c,d[ — E uma aplicagdo.
Tem-se entdo que g é de variacdo limitada se, e s6 se, admitir limites laterais
a esquerda e a direita no ponto a e as restricdes de g a ]c, a| e a ]a, d[ forem
de variag&o limitada. Quando isso acontecer,

V(9) = V(9)1c.ar) + V(9/j0a1) + llg(a) — gla™)|| + lg(a™) — g(a)],
em particular, no caso em que g é continua no ponto a,
V(g9) = V(g/1e.a) + V(9/10.a))-

Dem: Se g é de variacéo limitada, resulta da alinea a) de 111.9.3 que as duas
restricBes sdo de variacdo limitada e da alinea b) de 111.9.10 que existem os
dois limites laterais. Suponhamos, reciprocamente, que as duas restricdes sdo
de variacdo limitada e que existem os dois limites laterais. Tendo em conta
111.9.7, 111.9.8 e 111.9.9, vemos que, paracada a < z < d,
Ty(z) = Ty(a) + Ty(a, z) =
= V(9/ear) + l9(a) = gla™)]| + Ty, , (x) + llg(a™) = ga)ll,

0 que implica, por passagem ao limite quando = — d, por ser, pelo que
vimos em 111.9.7,

Vi) = imTye), Vigpaa) =lm1,, ()

a igualdade
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V(9) =V(gpea) + V(gpaa) + l9(a) = gla™)] + llg(a™) = g(a)]l,

em particular V (g) < +oo. O

Estamos agora em condicOes de definir as medidas de Lebesgue-Stieltjes
vetoriais associadas a aplicacdes g de variacdo limitada. Comegamos por
estabelecer dois resultados de natureza puramente algébrica.

111.9.12 Sejam J =]c,d[C R um intervalo aberto ndo vazio, com cada
extremidade finita ou infinita, £ um espaco de Banach e ¢g:J — E uma
aplicacdo de variacdo limitada. Pode entdo definir-se, para cada intervalo
semiaberto ]a, b], com a < b em J, um vetor

wy(la,b]) = g(b") — g(a™) € E 190

e tem-se wy(0) = 0 e, sempre que (B;);c; € uma familia finita de intervalos
daquele tipo disjuntos dois a dois e cuja unido B ainda seja um intervalo do
mesmo tipo,

w(B) = 3 wi(By).

iel

Dem: O facto w,(]a,b]) estar bem definido e de se ter w, () = 0 resulta de
qualquer intervalo semiaberto ndo vazio ter uma Unica representacdo na
forma ]a, b] e de o conjunto vazio () admitir vérias representacdes desse tipo,
mas todas da forma ]a,b] com a = b, e portanto g(b") — g(at) = 0. Para
provarmos a aditividade, podemos comegar por retirar de I os indices ¢ para
0s quais B; = 0. Fazemos entdo a prova por indu¢do no nimero de
elementos de 7. O resultado € trivial se 7 tem 0 ou 1 elemento. Suponhamos
que o resultado € valido quando I tem p elementos e provemo-lo no caso em
que I tem p + 1 elementos. Sendo B; = |x;,y;| € B = ]z, y], consideremos o
indice i, tal que y € B;,. Tem-se entdo y = y;, e concluimos que o intervalo
|z, x;,] € a unido disjunta dos p intervalos B;, com i # 4y. Aplicando a
hipotese de indugdo, vemos agora que

wy(B) = g(y*) — g(a™) = g(y}) — g(z}) + g(z}) — g(z™) =
= wy(Bi) +w,(UBi) = wy(By) + > wi(B) =

i#io i#ig

= w,(By). O

iel

190E claro que, no caso em que g é continua a direita, podemos escrever simplesmente
wy(lz,9]) = g(y) — g(z).



89. Aplicagdes de variacao limitada e medidas de Lebesgue-Stieltjes 437

111.9.13 (Lema algébrico) Sejam J = ]¢,d[ um intervalo aberto ndo vazio, F
um espaco de Banach e ¢g: J — E uma aplicacdo de variacdo limitada. Seja S
o0 semianel dos intervalos semiabertos |z, y], com = <y em J e notemos
Ss(J,R) o espago vetorial das aplicagbes S-simples ¢:J — R (cf.
111.2.28)191, Fica entfio bem definida uma aplicacéo linear

Uy:Ss(J,R) = B, Wy(p) = w;w,(B

iel

onde (B;)icr € uma familia finita de conjuntos de S disjuntos dois a dois tais
que ¢(z) tenha o valor constante w; para x € B; e que ¢(z) = 0 para cada z
nado pertencente a unido dos B;.

Dem: Vamos dividir a demonstracdo em duas partes:

1) Vamos verificar que W, estd bem definida, isto é, que, se (B;)icr €
(Cr)rer s80 duas familias de conjuntos de S, em cada uma delas disjuntos
dois a dois, tais que ¢(z) = w;, para cada = € B;, ¢(z) = 0, para cada  néo
pertencente a unido dos B;, ¢(z) = z, para cada « € Cy, e p(x) = 0, para
cada x ndo pertencente a unido dos Cy, entdo

E w; wy(B E 2 wy(Cr).

el keK

Subdem: VVamos comegar por mostrar que, para cada i € I,

1) w;wy(Bi) = w; Y wy(Bi N Cy).
kek

Para isso reparamos que, se w; = 0, a igualdade (1) é verdadeira, com ambos
0s membros iguais a 0, e que, se w; # 0, B; é a unido disjunta da familia
finita dos B; N C} (se existisse x € B; ndo pertencente a henhum dos Cy,
vinha w; = ¢(z) = 0), e portanto

w; wy(B;) = w; ng(Bi NCy),
keK

0 que, mais uma vez, implica a igualdade (1). Por simetria dos papéis das
duas familias, tem-se também, para cada k € K,

2 2k wg(Ck) = 2k ng(Bi N Ck).

il
Reparemos também que, paracadai € [ e k € K, tem-se
3) w; wg(BY; ﬂCk) = Zk wg(BZ- ka),
ja& que ambos os membros s&o 0, no caso em que B; N Cy, = 0 e, quando isso
191Reparar que as duas ocorréncias do carater S na notagdo Ss(£,R) tém explicagdes

diferentes: A primeira refere-se a inicial manuscrita da palavra “simples” e a segunda
refere-se & designacédo que estamos a dar ao semianel dos intervalos semiabertos.
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ndo acontecer, existe z € B; N C}, e entdo w; = p(x) = z,. Tendo em conta
(1), (2) e (3), obtemos finalmente

Zw wy(B Z(ZwlwgBﬂCk))

icl iel keK
= Z (Z 2k wg(Bi n Ck)) = Z 2k wg(Ck).
keK i€l keK

2) Vamos mostrar que a aplicacdo ¥,: Ss(J,R) — E € linear.

Subdem: Sejam ¢,%: J — R duas fungdes S-simples e a € R. Tendo
em conta 111.2.28, podemos considerar uma familia finita (B;);,c; de
conjuntos de S disjuntos dois a dois tal que, para cada = € B;, ¢(x) e ()
tenham valores constantes w; € z; € que ¢(z) = ¥ (x) = 0, para cada = ndo
pertecente a unido dos B;. Tem-se entdo que, para cada = € B;, p(z) + ()
e ap(x) tém valores constantes w; + z; € aw; € p(z) + ¥ () = ap(x) = 0,
e portanto

Vo(p+) = Y (wi+z)wy(Bi) =

iel
= wiwg(B) + Y ziwy(Bi) = Uy(p) + Ty(¥)
iel iel
e
Zawlwg i) = azwzwg ) = a¥(p),
el el
pelo que temos efetivamente uma aplicacdo linear. O

111.9.14 (Medidas vetoriais de Lebesgue-Stieltjes) Sejam J =]¢,d[ C R um
intervalo aberto ndo vazio, com extremidades finitas ou infinitas, £ um
espaco de Banach e g: J — E uma aplicacgéo de variag&o limitada. Sendo 13 a
o-algebra dos borelianos de J existe entdo uma, e uma s6, medida vetorial
wg: B — E tal que, paracadaa < bemJ,

wy(Ja,b]) = g(b™) — g(a™),

medida, a que damos o nome de medida de Lebesgue-Stieltjes associada a g.
Além disso, sendo p:B — R, a medida positiva de Lebesgue-Stieltjes
associada a fungdo crescente T,: J — R, esta medida ¢ finita e a medida de
variagéo total |wy|: B — R verifica |w,|(A) < p(A), para cada A € B em
particular, |wy|(J) <V (g).

Dem: Vamos dividir a demonstracdo em varias partes.

1) A unicidade de uma medida w, nos borelianos de J nas condi¢bes do
enunciado é uma consequéncia de I11.7.11, uma vez que a classe S dos
intervalos ]a,b], com a < b em J, & um semianel o-total cuja o-algebra
gerada é B (cf. 1.4.10).

2) Seja p a medida positiva de Lebesgue-Stieltjes associada a funcdo cres-
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cente e continua a direita 7,: J — R, e notemos que, tendo em conta a ali-
nea d) de 1.4.14 e o que vimos na alinea a) de 111.9.10, tem-se u(J) = V (g),
em particular p(J) < +oo. A relagdo de equivaléncia de igualdade quase
sempre que vamos considerar serd a relativa & medida ., e 0 mesmo acontece
anorma || - ||; no espago L*(J,R).

3) Para cada aplicacdo S-simples o:J — R, tem-se [¢] € L'(J,R) e, nas
notacgdes de 111.9.13,

1%y (D) < ]l

e portanto, se p,v: J — R sdo aplicagbes S-simples tais que ¢(x) = ¥(z)
quase sempre, entdo ¥, () = ¥, (1)).

Subdem: O facto de se ter [p] € L*(J,R) ja foi referido em 111.2.30,
resultado que teremos ocasido de voltar a aplicar adiante. Consideremos uma
familia finita de conjuntos B; = ]a;, b;] de S, disjuntos dois a dois e tais que
(x) = w;, para cada = € B;, e ¢(x) =0, para cada = ndo pertencente a
unido dos B;. Podemos entdo escrever, lembrando 111.9.3 e 111.9.7, e
reparando que a desigualdade, para =z < y em J,

lg(y) — g(@)|| < Ty(x,y) = Ty(y) — Ty(x)
implica, por passagem ao limite a direita,

lg(®;") = (@)l < Ty(b) = Ty(ar)),

?

1)1 = [ 3 wiwg (B < 3 il lo(b) — (a1 <

<D il (Ty(b)) = Tyla) =Y Jwil w(B;) =

i€l iel

_ / lo(@)| dpu(z) = ||[@]l.
J

Quando p(z) = v¥(x) quase sempre, tem-se [¢) — ¢| = 0, donde
Wy () = (@)l = 1%y (¢ = D) < [ = lls = 0,

0 que mostra que ¥, () = T (1).

4) Consideremos o espaco vetorial Ss(J,R) das classes de equivaléncia de
fungdes S-simples ¢: J — R que, como se viu em 111.2.30, é um subespago
vetorial denso de L!(.J,R). Podemos definir uma aplicacéo linear

Uy Ss(J,R) = B, Ty([e]) = y(p),
que é continua, por verificar a desigualdade

(DIl < Nl

para cada [¢] € Ss(J,R).
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5) Aplicando o teorema de Topologia, sobre a extensdo de aplicacdes
lineares continuas definidas em subespagos vetoriais densos e com valores
num espago de Banach, podemos garantir a existéncia de uma Unica apli-
cagdo linear continua ¥,: L'(J,R) — E que prolonga \179, a qual verifica
ainda, para cada [¢] € L'(J,R),

1%, (Dl < Nl

6) Reparemos que, para cada boreliano A C J, a funcdo indicatriz
I4:J — R é uma aplicagdo em escada, em particular [I4] € L*(J,RR) e que,
no caso em que A = |a, b] € S, tem-se

Wy ([La]) = Wy(Ia) = wy(A).

Podemos assim definir uma aplica¢do w,: B — E, que nos conjuntos de S
toma o valor referido em 111.9.12, pondo

wg(A) = Wy([La))-

7) Vamos mostrar que a aplicagéo w,: B — E definida em 6) que, como ja
referimos, verifica a igualdade wy(]a,b]) = g(b™) — g(a™), paraa < bem J,
€ uma medida vetorial para a qual |w,|(A) < p(A), paracada A € B.

Subdem: Para mostrar que w,: B — E € uma medida vetorial, o que
nos falta verificar € que, se (4;) .7 € uma familia contavel de conjuntos de B
disjuntos dois a dois e se A = [JA;, entdo wy(A) = Y wy(A;), com a familia
no segundo membro absolutamente somavel. Comecemos, para isso, por
mostrar um resultado auxiliar, nomeadamente que no espaco de Banach
L'(J,R), tem-se [I4] = > [I4,], com a familia no segundo membro absolu-
tamente soméavel. Ora, tem-se, por um lado,

DMLl =D w4y = p(A) < u(J) < +oo,

jer jer

e, por outro lado, dado 6 > 0, o facto de se ter ) u(A;) = u(A) < +oo
permite considerar uma parte finita I C I tal que, para cada parte finita
I' c IcomI' D1, setenha

p(ANU 4)) = m(a) = Y may) <o,

jeI jer

tendo-se entdo, para cada I’ nessas condicGes

=S malll, = hitag alls = n(a\ U 45) <6,

jer jer

0 que mostra que [I4] é efetivamente a soma da familia dos [I,,] no espago
de Banach L'(J,R). Estabelecido este resultado auxiliar, basta-nos recordar
a caracterizacdo das somas de familias contaveis absolutamente somaveis
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como integrais (para a medida de contagem, cf. 11.2.48) para deduzir de

11.2.35 que wy(A) = W, ([I4]) é efetivamente a soma da familia absoluta-
mente somavel dos W,([L4]) = w,(A;). Reparamos, por fim que, tendo em
conta o que foi visto em 5), para cada A € B tem-se

llwg (Al = 1T (LD < [1Ta]ll = p(A)

e portanto, para cada familia finita de conjuntos B; de B, onde i € I, disjun-
tos dois a dois e contidos em A,

DBl < Y u(B) = pll  Bi) < w(A),
i€l iel iel
o0 que implica que |w,y|(A) < p(A). O

111.9.15 (A medida de Lebesgue-Stieltjes de outros intervalos) Sejam
J =]e,d] C R um intervalo aberto ndo vazio, E um espago de Banach e
g:J — F uma aplicacdo de variacdo limitada e consideremos a correspon-
dente medida de Lebesgue-Stieltjes vetorial wy: B — E. Tem-se entdo:

a) Para cada a € ], d|,

wy({a}) = g(a™) —g(a™),
e portanto
lwgl({a}) = llg(a™) — g(a™)|l.
b) Para cada a € ]c, d],
wy(Je, a]) = g(a™) — g(c™),

onde g(c*) é o limite a direita de g no ponto ¢ (cf. a alinea b) de 111.9.10).
c) Sendo g(c*) e g(d™) os limites laterais de g nas extremidades c e d de .J,

wy(J) = g(d™) — g(cT). 192

Dem: a) O facto de o conjunto dos pontos de continuidade de g ser contavel
(cf. a alinea e) de 111.9.10), permite-nos considerar uma sucessao crescente
x, — a, com ¢ < x, < a € com g continua em cada x,,. Reparando que {a}
é a interseccdo da sucessdo decrescente de conjuntos ]z, a] deduzimos de
111.7.3 que

wy({a}) = limwy(Jz,, a]) = lim (g(a™) — g(xn)) = g(a™) — g(a™).

A segunda igualdade resulta da primeira tendo em conta a alinea c¢) de 111.7.4.
b) Considerando uma sucessdo decrescente =, — ¢, cOm c <z, <a € g

192apesar de a lista dos intervalos cuja medida explicitimos ndo esgotar todos os inter-
valos que se podem considerar, é facil determinar as medidas dos restantes, utilizando as
propriedades de aditividade da medida e a medida dos conjuntos singulares.
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continua em cada x,, e reparando que ]c,a] é a unido da sucessdo crescente
de conjuntos ]z, a], deduzimos de 111.7.3 que

wy(le, a]) = limwy(Jan, a]) = lim (g(a™) = g(2n)) = g(a™) — g(c™).

¢) Considerando uma sucessdo crescente x, —d, com c<x, <d € g
continua em cada x, e, reparando que J =]c,d[ é a unido da sucessdo
crescente de conjuntos |c, «,,] deduzimos de 111.7.3 que

wy(J) = limwy(Je, z,]) = lim (g(z,) — g(c")) = g(d") —g(c™). O

Referimos em 111.9.14 que, quando g¢:]c,d[ — E é uma aplicacdo de
variacdo limitada, a respetiva medida vetorial de Lebesgue Stieltjes
wy: B — E e a medida positiva de Lebesgue-Stieltjes p: B — R, asso-
ciada a fungéo crescente T,:]c,d[ — R, verificam a desigualdade
lwg|(A) < p(A), para cada boreliano A de |c,d[. A situacdo seria mais
interessante se pudéssemos garantir mesmo a igualdade |w,|(A4) = pu(A),
mas constatamos que, sem alguma hip6tese suplementar, isso ndo acon-
tece necessariamente, uma vez que, para cada a € J, decorre da alinea a)
de 111.9.15 e das alineas c) e d) de 111.9.10 que

|wgl({a}) = llg(a™) = g(a™)]l,
p({a}) =Ty(a") = Ty(a™) = llg(a®) — g(a)ll + llg(a) — g(a™)]l.

O resultado que estabelecemos a seguir, mostra que quando a igualdade
|wg|(A) = p(A) é verificada sempre que A é um conjunto unitério, ela é
também verificada para um boreliano arbitrario A.

111.9.16 Sejam J = ¢, d][ C R um intervalo aberto ndo vazio, com extremidades
finitas ou infinitas, £ um espaco de Banach e g: J — E uma aplicagdo de
variagdo limitada. Vamos dizer que g tem descontinuidades bem comporta-
das se, paracada a € |c,d|,

lg(a™) —gla™)| = llgla™) = gla)|| + llg(a) — gla™)]|.

Observe-se que esta igualdade é automaticamente verificada nos pontos a em
que g é continua ou, mais geralmente, naqueles em que g é continua a direita
ou continua a esquerda. Mais geralmente ainda, ela é também verificada nos
pontos « tais que g(a) pertence ao segmento afim de extremidades g(a™) e

g(a™) (cf. 111.1.2).
g(a_). g(a)
® . g(@)
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111.9.17 Sejam J = ]¢,d| C R um intervalo aberto ndo vazio, com extremidades
finitas ou infinitas, £ um espaco de Banach e ¢g: J — F uma aplicacdo de
variagéo limitada com descontinuidades bem comportadas. Sendo w, a
medida vetorial de Lebesgue-Stieltjes nos borelianos de J associadaa ge i a
medida positiva de Lebesgue-Stieltjes associada a fungdo crescente
Ty: J — Ry, tem-se entdo, para cada boreliano A de J,

|wyl(A) = u(A),
em particular, |w,|(J) = V(g) e, para cada a € Jc,d],
|wyl(e,a]) = Ty(a™) = Ty(a) + [lg(a™) — g(a)].

Dem: Vamos dividir a demonstracdo em varias partes:
1) Vamos mostrar que, sempre que a < b em e, d|,

19(0) — g(a)|| < lwyl(a,b]) — [lg(v™) — g(®)]| + [lg(a™) — g(a)]l.
Subdem: Vem
l9(b) = g(a)[l < [lg(b) — g(b7)I| + lg(b™) — g(a™)|| + [lg(a™) — g(a)| =
= [lg(6") = g0 )l = llg(b™) — g®)I| + [lg(®b7) — g(a)|| + [lg(a™) — g(a)|| =
= [lwy({ODI = llg(6™) = g®)|| + [lwg(a, D[l + [l9(a™) — g(a)|| <
< Jwgl(Ja; b)) = lg(®") — g(0)[| + llg(a™) = g(a)].

2) Vamos mostrar, mais geralmente, que, sempre que a < a’ <b < b em
Je,d],

lg(®") = g(a')ll < lwgl(Ja,b]) = [lg(®") = g(®)Il + lg(a™) — g(a)l.
Subdem: Tendo em conta o que vimos em 1), vem

lg(®') = g(a) [l < lg(b) = g(®)I| + [lg(®") — g(a)[| + llg(a’) — g(a)]| <
< Jwgl (0", 81) = lg(6™) = g(O) | + g("") — 9()I| +
+ lwgl(Ja’,0]) = [lg(®"") — gl + llg(a”") — gla')]| +
+ lwyl(Ja, a]) = llg(a”™) = g(a")l| + llg(a™) — g(a)l| =
= |wgl(Ja,b]) = [lg(6™) — g®)|I + llg(a™) — g(a).
3) Vamos agora mostrar que, se a <b em Jc,d[ e se (Ja;, bi[)icr € uma

familia finita de intervalos abertos disjuntos dois a dois, com a; < b; em
[a, b], entdo

> lg®) = glai)ll < lwyl(a, b)) — llg0*) = g(®)| + llg(a™) = gla)ll.

iel

Subdem: Vamos demonstrar o resultado por indu¢do no numero de
elementos de I, reparando desde ja que a desigualdade € trivial quando I tem
0 elementos e que ela resulta do que vimos em 2) quando I tem 1 elemento.
Suponhamos a desigualdade verdadeira quando I tem n elementos e prove-



444 Cap. III. Espacos funcionais e aplicacdes

mo-la quando I tem n + 1 elementos. Lembrando que, como referido em
I1.9.2, os intervalos ]a;,b;] também sdo disjuntos dois a dois, podemos
considerar iy € I para o qual b;, seja maximo e, reparando que b; < a;,, para
cada i # 1y, obtemos, aplicando 2) e a hip6tese de indugio,

> llg(b:) = glai)ll = llg(bi,) — glai)ll + > llg(bi) — glas)|| <
iel i#io
< |wgl(Jaiy, 0) = l9(0™) — g®)I + [lg(asi) — glas,)|| +
+ |wgl(a, ai,)) = [lg(as) — glai)ll +[lg(a™) = gla)|| =
= |wg|(Ja, b)) = [lg(b") — g(®)[| + llg(a™) — g(a)]].

4) Se a < b em ]c,d], a defini¢ao de Ty(a,b), como um supremo, em IIL.9.1
implica agora que se tem

Ty(a,b) < |wgl(Ja, b)) — [lg(b™) = g(®)Il + [lg(a™) — g(a)]l,
ou seja, tendo em conta I11.9.7,
Ty(b) — Ty(a) < |wyl(Ja,b]) = lg(b™) — g(®)[| + [lg(a™) — g(a)],

desigualdade que ¢ trivialmente também verdadeira no caso em que a = b.
5) Lembrando a caracterizagdo dos limites laterais de T,:]c,d][ — Ry na
alinea d) de I11.9.10, concluimos agora que, para cada a < b em ]c, d],

p(la,b]) = T,(b") — Ty(a™) =

=T,(0) + 9(b") = g(O)Il = Ty(a) = llg(a™) — g(a)l| <
< |wg[(Ja, b)).

Uma vez que a classe dos intervalos |a, b] nas condigdes anteriores constitui
um semianel o-total de partes de J, onde as medidas p e |w,| sdo finitas (cf.
1.4.3) e que a o-algebra gerada por este semianel ¢ a dos borelianos, podemos
aplicar [.4.17 para concluir que se tem, mais geralmente, para cada boreliano
Ade J, p(A) < |wy|(A), e portanto também p(A) < |wy|(A), uma vez que a
desigualdade oposta ¢ uma das conclusdes de I111.9.14.

6) As igualdades |w,|(J) = V(g) e, paracada a € |c, d],

|wgl (e, a]) = Ty(a™) = Ty(a) + llg(a™) — g(a)],

resultam das alineas c) e d) de 1.4.14 e do que vimos nas alineas a) e d) de
111.9.10. O

Vamos agora mostrar que, quando o espago de chegada ¢ um espago de
Hilbert, as aplicag¢des de variagdo limitada sdo derivaveis em quase todos
os pontos, resultado que vai ser consequéncia dos dois Gltimos que exami-
namos na sec¢ao precedente e de um lema que estabelecemos a seguir.
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111.9.18 (Lema)193 Sejam J = ]¢,d[ C R um intervalo aberto n&o vazio, £ um
espaco de Banach e h: J — E uma aplicacdo. Suponhamos que existe uma
parte contavel I C J tal que h(z) = 0, paracadax € J \ I, e que

> (@)l < +oo.

zel

Tem-se entdo que, para quase todo o = € J (relativamente & medida de
Lebesgue A), i é derivavel em = e com h'(z) = 0.
Dem: Vamos dividir a prova em duas partes:
1) Para cada natural &, notemos A o conjunto dos x € J \ [ tais que existe
um ntmero infinito de elementos y € I com
h 1
P B
y—x k
Vamos verificar que se tem \(A4;) = 0.
Subdem: Se z € J \ I, tem-se = € A, se, e sO se, existe uma infinitade

de elementos y € I tais que |y — x| < k||h(y)]| isto &, se, e sO se, = pertence
a uma infinidade de intervalos

Try =]y = kIh@)Il,y + k)],

ou ainda se, e s se, ¢.(z) = +oo, onde ¢;: R — R, €é a fungdo mensuravel
definida por

pr(x) =) Ly, (@).

yel

Ora, tendo em conta 11.1.21, tem-se

/R or(e)dr =3 / L, (1) dz = 3" A(Jey) = 26 [Ih(w)l] < +oo,

yel yel yel

pelo que, tendo em conta 11.1.29, o, (x) < +o00 quase sempre, isto é, existe
um boreliano Bj; com A(Bj;) =0 tal que, para cada z € R\ By,
vr(z) < +o0. O facto de se ter A, C By, implica que se tem efetivamente
A(Ag) =0.

2)SejaY C J,

Y =T1Ul A4
keN

que verifica A(Y)) = 0, por ser unido contdvel de conjuntos de medida 0 (os
conjuntos Ay e 0s conjuntos {y}, com y € I). Vamos verificar que, se
xg € J\ Y, tem-se h/(xy) = 0, 0 que terminard a demonstragéo.

Subdem: Seja 6 > 0 arbitrario. Seja k € N tal que % < 6. Umavez que

193¢f. Rudin [10].
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xo ¢ I, tem-se h(xy) =0 e, uma vez que xy ¢ Ag, sO existe um nimero
finito de elementos y € I tais que LITIR{IEN % 0 que nos permite considerar
e > 0tal que, paracaday € |zg —e,z9 + [N J,

y—2o
[ = [ < <

(reparar que o primeiro membro é 0 se y ¢ I). Ficou assim provado que
h'(zg) = 0. O

111.9.19 (Derivabilidade das aplicacbes de variagdo limitada) Sejam
J =]e,d] C R um intervalo aberto ndo vazio, E um espago de Hilbert e
g:J — E uma aplicacdo de variagdo limitada. Tem-se entéo:

a) Existe uma aplicacdo topologicamente mensuravel f:J — E tal que se
tenha ¢'(t) = f(¢) quase sempre (relativamente a medida de Lebesgue A), em
particular g é derivavel em quase todos os pontos de J.

b) Qualquer aplicacdo topologicamente mensuravel f: J — E nas condi¢bes
de a) é uma aplicacio integravel (relativamente & medida de Lebesgue )).194
Dem: Consideremos a medida de Lebesgue-Stieltjes vetorial w,: B — E nos
borelianos de J (cf. 111.9.14). Tendo em conta 111.7.18, consideremos uma
decomposicdo de Lebesgue de w,, relativa a medida de Lebesgue A,
constituida por uma medida A-absolutamente continua w: B — E e uma
medida A-singular w': B — E tais que w, =w+w'. Tendo em conta 0o
teorema de Radon-Nikodym para medidas vetoriais (cf. 111.7.21), conside-
remos uma aplicacdo integravel f:J — E tal que w = \(y), isto é, que

w(d) = [ fa)ds,

para cada boreliano A de J.195 Tendo em conta 111.9.15, para cada ¢ € J,
tem-se

9(t") = g(c™) = wy(le, t]) = Ay (e, 1]) + o' (Je, 1)),

portanto
1) g(t) = g(c™) + (g(t) — g(t")) + Ay (e, t]) + o/ (Je, t]) =
= g(c™) + hi(t) + ha(t) + hs(t),
onde

194Quem resolver o exercicio 111.9.10 adiante, constatara que ha uma escolha natural para
f, nomeadamente a aplicacéo que toma o valor ¢'(¢) nos pontos em que g é derivavel e,
por exemplo, o valor 0 nos restantes pontos.

195¢ para podermos aplicar esse resultado que exigimos que F seja um espaco de Hilbert,
e ndo meramente um espaco de Banach.
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(t) = g(t) = g(t"),  ha(t) = Aipy(Jest]) hs(t) = (e, 1)),

Tendo em conta 111.9.10, o conjunto I dos pontos ¢ € .J onde g ndo é conti-
nua é contavel, tendo-se h;(t) = 0 para cada t € J \ I. Além disso, notando
1 a medida positiva finita de Lebesgue-Stieltjes associada a funcéo variacdo
total, crescente e continua & direita, 7,: J — [0,V (g)] C Ry, deduzimos de
1.4.14 e 111.9.10 que

Yo Im@I <Y llgt) — g + llgt) = g7l =

tel tel
=Y V) = V(t) =D pl{t}) = u(I) < +oo.
tel tel

Podemos assim aplicar o lema 111.9.18 para concluir que se tem h{(t) =0
quase sempre. Por outro lado, resulta de I11.8.7 e 111.8.8 que h)(t) = f(t)
quase sempre e que h5(t) = 0 quase sempre. Deduzimos assim de (1) que,
para quase todo 0 ¢ € ]e,d[, g é derivavel em ¢, e com ¢/'(¢) = f(¢). Ficou
assim provada a afirmacdo em a) e a de b) resulta de que, se ?: J—FEé
outra aplicagdo topologicamente mensuravel com ¢/ (t) = ?(t) guase sempre,
entdo f(¢t) = F(t) quase sempre e portanto, por f ser integravel, f é também
integravel. O

111.9.20 (Coroléario — Teorema de Lebesgue sobre a derivabilidade das fun-
¢Oes crescentes) Sejam J = |¢,d[ C R um intervalo aberto ndo vazio, com
extremidades finitas ou infinitas, e ¢g:J — R uma funclo crescente (no
sentido lato). Tem-se entdo que g é derivavel em quase todos os pontos de J
(relativamente & medida de Lebesgue \).

Dem: Se a funcdo crescente g fosse limitada, ela seria uma aplicacdo de
variacdo limitada (cf. a alinea b) de 111.9.4) pelo que a conclusdo era uma
aplicacdo directa do resultado precedente. No caso geral, podemos considerar
duas sucessdes de elementos ¢, < d,, em ]c,d[, com ¢, — c e d, — d. Uma
vez que a restri¢do de g a cada |c,, d,,] ja é limitada, por admitir g(c,) e g(d,)
como minorante e majorante respectivamente, podemos concluir a existéncia,
para cada n de um boreliano Y;, C ]e,,d,[ com A(Y,) =0 tal que g seja
derivavel em cada ponto de |c,,d,[\ Y, e, sendo Y a unido dos Y;, que
verifica ainda A(Y") = 0, o facto de ]c, d[ ser a unido dos |c,, d,,[ implica que
g é derivavel em cada ponto de ]c,d[\ Y. O

Vamos agora examinar em que condicfes é que amedida de Lebes-
gue-Stieltjes w,: B — F, associada a uma aplicagdo de variagéo limitada
g:]e,d[ — E, é uma medida A-absolutamente continua, onde X\ é a
medida de Lebesgue na o-algebra 13 dos borelianos de ]c, d[. Comegamos
com um lema que é ja conhecido por quem tenha resolvido o exercicio
1.2.6 e é porventura facilmente antecipado por quem tenha feito o exer-
cicio 11.1.19, de certo modo mais elementar que aquele, e cuja resolucao
retomamos na parte essencial da demonstracéo do lema.
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111.9.21 (Lema) Sejam J =]¢,d[ C R um intervalo aberto, com extremidades
finitas ou infinitas, A a medida de Lebesgue na o-algebra B dos borelianos de
J e u: B — R, uma medida positiva finita. Tem-se entdo que p é A-absolu-
tamente continua (cf. 111.3.1) se, e sO se, qualquer que seja 6 > 0, existe
e > 0 tal que, para cada boreliano A de J que verifique A(A) < e, tem-se
u(A) < 8.

Dem: 1) Suponhamos que, para cada 6 > 0, existe £ > 0 tal que p(A) < 6,
sempre que A\(A) < e. Se A é um boreliano com A(A) = 0, podemos entéo
concluir que pu(A) < 6, para todo 0 6 > 0, portanto 1(A) = 0. Concluimos
assim que a medida p € A-absolutamente continua.

2) Suponhamos, reciprocamente, que u é A-absolutamente continua. Tendo
em conta o teorema de Radon-Nikodym (cf. 111.3.9), podemos considerar
uma aplicagdo mensuravel o:]c, d[ — R, tal que p = A, isto €, tal que,
para cada boreliano A de |c, d|,

u(a) = [ pla)do = /] P da

Seja 6 > 0 arbitrario. Consideremos a sucessdo crescente de borelianos
A, ={z € J|p(x) <n},

cuja unido é o intervalo J =]c,d[. Tem-se assim p(A4,) — u(J) < 400
pelo que podemos fixar n tal que 1i(A,) > u(J) — 2, isto &, pu(J \ A,) < .
Seja € = 2% e consideremos um boreliano arbitrario A com A(A) < e.
Tem-se entdo que A € a unido disjunta dos borelianos AN A, e A\ A, e,
por ser A\ A, C J\ A4, e ¢(x) <n, para cada z € AN A,, podemos
escrever

w(A) = p(ANA,) +pu(A\ A,) < /AM ndx + p(J \ 4,) <

O el O
3 ="ty

<nANANA,)+

111.9.22 Sejam J =]c,d[ C R um intervalo aberto ndo vazio, com cada
extremidade finita ou infinita, £ um espaco de Banach e ¢:]c,d[ — E uma
aplicacdo. Diz-se que g é absolutamente continua se, para cada 6 > 0, existe

e >0 tal que, qualquer que seja a familia finita de intervalos abertos
(Jai, bi])icr disjuntos dois a dois, com a; < b; em [c,d[ e > (b; — a;) < &,

vem
> llg(b )| <é.

el

Repare-se que uma aplicacdo absolutamente continua é, em particular,
continua, e mesmo uniformemente continua, como se constata considerando
familias constituidas por um Unico intervalo.



89. Aplicagdes de variacao limitada e medidas de Lebesgue-Stieltjes 449

111.9.23 (Comparacdo das duas nocbes de continuidade absoluta) Sejam
J =]e,d] C R um intervalo aberto néo vazio, com cada extremidade finita
ou infinita e X\: B — R, a medida de Lebesgue nos borelianos de .J. Sejam
E um espaco de Banach e g:]c,d[ — F uma aplicacéo de variacéo limitada
com descontinuidades bem comportadas (cf. 111.9.16) e consideremos a
correspondente medida de Lebesgue-Stieltjes vetorial w,: B — E. Tem-se
entdo que g é uma aplicacéo absolutamente continua se, e s6 se, w, é uma
medida vetorial A-absolutamente continua.

Dem: 1) Suponhamos que a medida vetorial w, € A-absolutamente continua.
Em particular, para cada a € ]c, d[ o facto de ser A({a}) = 0 implica que

9(a”) —g(a”) =w,({a}) =0,

e portanto, por as descontinuidades de g serem bem comportadas, g é
continua em a. Seja 6 > 0 arbitrdrio. Tendo em conta 111.7.16, a medida
positiva |w,| é também A-absolutamente continua e portanto, pelo lema
111.9.21, podemos considerar € > 0 tal que, para cada boreliano A de J com
A(A) < g, tem-se |w,|(A) < 6. Dada uma familia finita de intervalos abertos
(Jas, bi[)ier disjuntos dois a dois, com a; < b; em [c,d[ € D (b; — a;) < ¢,
tem-se entdo que o boreliano A = | J]a;, b;[ verifica

AA) =) (b —a) <e,
el
0 que implica que

> llg®) = glai)ll =Y llwy(Jai, biDIl < |wyl(4) < 6.

i€l iel

Provdmos assim que a aplicacdo g é absolutamente continua.

2) Suponhamos agora que a aplicacdo ¢g é absolutamente continua, em
particular continua.

Seja A C J um boreliano tal que A(4) = 0 e seja 6 > 0 arbitréario.

Seja € > 0 tal que, para cada familia finita de intervalos abertos (Ja;, b;[)icx
disjuntos dois a dois, com a; < b; em [¢,d[ e > (b; — a;) < €, venha

® 3 llotb)  g(a)] < <.

ieK

Reparemos que, para cada familia contavel de intervalos abertos (a;, bi[)icr
disjuntos dois a dois, com a; < b; em [c,d[e Y (b; — a;) < €, tem-se

> lo(e) — glanl < 5,

uma vez que, para cada parte finita K C I, a correspondente soma com
i € K é menor que &.
Tendo em conta 1.4.8, o facto de ser A(A) = 0 permite-nos considerar uma
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familia contavel de intervalos semiabertos (Ja;, b;]):c; disjuntos dois a dois,
com a; < b; em [c,d], A C ]as,b;] e > (b; — a;) < e. Lembrando o Iema
1.3.10, consideremos uma familia (é;);c; de nameros é; > 0 tal que > é; < 2
e escolhamos, para cada ¢ € I, uma familia finita de intervalos abertos
disjuntos dois a dois ]a; x, b; x[, onde k € K;, com a; < b em [a;, b;] tal
que

> Nlgbir) = glair)ll > Tylai, bi) — 6 = Ty(bi) — Ty(as) — 6,
keK;

ou seja, tendo em conta 111.9.17 e as alineas c) e d) de 111.9.10,

> lgbin) = glain)ll = |wyl(ai, bi]) — &

keK;

Consideremos a familia contavel dos intervalos abertos |a; i, b; [, com i € I
e k € K, que sdo também disjuntos dois a dois e que verificam

Z( ik — Qik) ZZ)\ @i ey bik) ZAQU]ai,kabi,k[) <

ik icl kek; iel cK;
<Y Maibi) = (bi—a)) <e
iel iel

e portanto, lembrando a desigualdade (1),

ol (4) < 3 lwalllai, b)) < 37 (8 + 3 llgbin) = glain)l) <

il il keK;
o
2

o 1
<2 Y lglbig) — glas)l < 5+ 5 =5,
ik

0 que, tendo em conta a arbitrariedade de 6 > 0, implica que |w,|(A4) = 0.
Ficou assim provado que a medida positiva |w,| € A-absolutamente continua,
e portanto, por 111.7.16, que a medida vetorial w, é também X-absolutamente
continua. O

111.9.24 (Derivabilidade das aplicacfes absolutamente continuas) Sejam
J =]e,d] C R um intervalo aberto néo vazio, com cada extremidade finita
ou infinita, £ um espaco de Hilbert e g:]c,d[ — E uma aplicagdo de
variacio limitadal9 e absolutamente continua. Tem-se entéo:

198 hipdtese de g ser de variagdo limitada pode ser dispensada desde que se enfraqueca
algumas das conclusdes, nomeadamente: a aplicagdo f podera ser so localmente integra-
vel, em vez de integravel, o valor g(c*) devera ser substituido por g(ty), para um ¢,
escolhido em ]e, d, e o integral em |c, ] deverd ser substituido pelo integral de ¢y a = (no
sentido referido em 11.3.5). O passo essencial para obter esta conclusdo mais geral consis-
te em aplicar o presente resultado as restricdes de ¢ a intervalos Ja,b[ com a < b em
le, d], reparando que, como se vera no exercicio 111.9.9 adiante, essas restri¢des sdo neces-
sariamente de variacdo limitada. Alias, e pela mesma razdo, a hipotese de g ser absoluta-
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a) Existe uma aplicacdo topologicamente mensuravel f:]c,d[ — F tal que
g (t) = f(t) quase sempre (relativamente & medida de Lebesgue \).

b) Qualquer que seja a aplicacdo topologicamente mensuravel f:]c,d[ — FE
nas condicBes de a),197 tem-se que f € integravel e, para cada = € ¢, d|,

glx) = g(c") + | ]f(t) dt.

Dem: Comecemos por notar que a conclusdo de a) foi jA& demonstrada em
111.9.19. Vamos, no entanto, reobté-la, em conjunto com a parte essencial da
concluséo de b). Seja w, a medida vetorial de Lebesgue-Stieltjes, nos bore-
lianos de J, associada a g, medida que, tendo em conta 111.9.23, é
A-absolutamente continua. Tendo em conta o teorema de Radon-Nikodym
para medidas vetoriais (cf. 111.7.21), consideremos uma aplicacéo integravel
f:J — Etalquew = Ay, isto é, que

w(d) = [ fa)a

para cada boreliano A de J. Tendo em conta 111.9.15, para cada z € J,
tem-se

Q
—
8
~
|
)
—~
o
+
~—
Il
Q
—
8
+
~—
|
)
—~
o
+
~—
Il

wy(le, 2]) = Ap (e, z]),

e portanto

9(z) = g(c) + Apy(e,2]) =g(c™) + [ f(t)dt.

le,x]

Quanto a b), basta repararmos que, se ?:]c,d[—> E ¢ outra aplicagdo

topologicamente mensuravel tal que ¢'(¢) = f(¢) quase sempre, entdo tem-se
f(t) = f(¢), e portanto f também é integravel e, para cada x € J

g@)=g(cH+ | fO)dt=gc)+ [ Ft)dt O

Je,z] Je,x]

mente continua pode ser enfraquecida, bastando pedir que g tenha restricdo absolutamente
continua a cada um dos intervalos ]a, b[ referidos (costuma-se entéo dizer-se que g é
localmente absolutamente continua).

197Quem resolver o exercicio 111.9.10 adiante, constatara que ha uma escolha natural para
f, nomeadamente a aplicacéo que toma o valor ¢'(¢) nos pontos em que g é derivavel e,
por exemplo, o valor 0 nos restantes pontos.
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EXERCICIOS

Ex 111.9.1 Mostrar que, se g:]c,d[ — E é uma aplicacdo de variagdo limitada,
entdo g é uma aplicacéo limitada.

Ex 111.9.2 Sejam J¢,d[ C R um intervalo aberto ndo vazio e ¢:]c,d[ — R uma
aplicacéo.
a) Verificar que, se g é de variagdo limitada, entéo a aplicagéo h:]c,d[ — R,
definida por h(z) = T,(x) — g(z), € uma aplicacéo crescente.
Sugestéo: Para x < y deduzir de 111.9.3 e 111.9.7 a desigualdade

9(y) — g(x) < Ty(y) — Ty(x).

b) (Teorema de Jordan) Deduzir de a) que a aplicacdo g:|c,d[ — R é de
variagdo limitada se, e s6 se, g é diferenca de duas funcGes crescentes e
limitadas |c, d[ — R.

Ex 111.9.3 a) Sejam ]¢, d[ C R um intervalo aberto ndo vazio, E e F espacos de
Banach e & E — F uma aplicacdo linear continua, com norma ||¢||.198
Mostrar que, se g:]c,d[ — E é uma aplicagdo de variacdo limitada, entdo
¢og:le,d[ — F é também de variacédo limitada e com V(£ o g) < [|€||V (¢g).
b) Deduzir de a) que, considerando em R™ uma qualquer das suas normas
equivalentes, se g: |c, d[ — R™ é uma aplicacéo, com

9(x) = (91(x), .., gn()),

entdo g € de variagdo limitada se, e so se, cada componente g;:]c,d[ — R é
de variagdo limitada. Concluir, em particular, que uma aplicagdo
g:]c, d[ — C é de variacéo limitada se, e s6 se, as suas partes real e imagi-
naria sdo ambas aplicacdes de variagdo limitada |c, d[ — R.

Ex 111.9.4 Sejam J¢,d[ C R um intervalo aberto ndo vazio, E um espaco de
Banach e g:]c,d] — E uma aplicagdo. Mostrar que, se existir uma medida
vetorial w, nos borelianos de |c, d[ tal que, para cada z < y em e, d],

wy(lz,y]) = 9(y) — g9(z),

entdo a aplicacdo g é de variacdo limitada e continua a direita.

Sugestao: Para verificar que g é de variagdo limitada lembrar a nota 111.9.2 e
o facto de a medida de variagdo total duma medida vetorial ser finita. Para
mostrar que g é continua & direita em y, escolher x < y e uma sucessdo

198Recordar que a norma de & é a menor das constantes M > 0 tais que ||£(u)]| < M|ul|,
paratodoou € E.
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decrescente de elementos y, >y com y, — y e relacionar ]z, y] com 0s
intervalos |z, y,].

111.9.5 Sejam J = ¢, d[ C R um intervalo aberto ndo vazio e g:|c,d[ — R
uma aplicacdo crescente e limitada. Mostrar que, para cada a € ]c, d[, tem-se
T,(a) = g(a) — g(c*) e deduzir que as medidas de Lebesgue Stieltjes nos
borelianos de J associadas a g e a 7, coincidem. Sugestdo: Lembrar o
exemplo na alinea b) de 111.9.4 e ter em conta 111.9.8.

[11.9.6 (Comparar com a alinea c) de 111.9.4) Sejam ¢, d[ C R um intervalo
aberto ndo vazio, £ um espago de Banach e g:]c,d[ — E uma aplicacéo
derivavel em cada t € |¢,d[ e com ¢':]c,d] — E continua.

a) Mostrar que se ¢':|c,d] — E, além de continua, é integravel, entdo g, que
ja sabemos ser de variacao limitada, verifica mesmo

Vig) = /] @l de

Sugestdo: Comecar por reparar que, para cada a < b em |e, d[, a medida de
Lebesgue-Stieltjes vetorial w, verifica

wy(Ja,b]) = /] )i

e coincide portanto com a medida Ay, definida a partir da medida de
Lebesgue pela funcéo integravel ¢’ (cf. 111.7.12). Utilizar esse resultado para
concluir que a medida de variagéo total |w,| coincide com a medida positiva
definida a partir da medida de Lebesgue pela fungdo ¢(z) = ||¢'(z)|| e
lembrar que, por 111.9.17, V' (g) = |wy|(Jc, d]).

b) Deduzir de a) que, se ¢: ]c,d[ — E é continua, mas ndo integravel, entdo
a aplicagdo g ndo é de variagdo limitada. Sugestdo: Reparar que, para cada
a < bem]e,d[, arestricdo de ¢ a]a, b[ j& é integravel.

111.9.7 Sejam J = ¢, d[ C R um intervalo aberto ndo vazio, £ um espago de
Banach e g:]c,d[ — E uma aplicagdo continua. Suponhamos que existe
M >0 e uma parte contavel X C J tal que, para cada = € J \ X, ¢ seja
derivavel em z e com ||¢/(z)]| < M.

a) Tendo presente a conclusdo do exercicio 11.3.2, mostrar que a aplicagéo g
é absolutamente continua.

b) Tendo presente a mesma conclusdo, mostrar que, se o intervalo J é
limitado, entdo g é de variagéo limitada e com V' (g) < M (d — ¢).

c) Verificar que as conclusdes de a) e b) ndo seriam vélidas se, em vez de
exigirmos que o conjunto excecional X seja contavel, exigissemos apenas
que ele verificasse A\(X) = 0. Sugestdo: Pensar na restricido ao intervalo
10, 1] da fung&o singular de Cantor-Lebesgue f:[0,1] — [0,1] C R, estudada
no exercicio 1.4.11 e ter em conta 111.9.24.
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Ex 111.9.8 Como referimos em 111.9.16, se uma aplicagdo de variacdo limitada
g:le,d[ — E é tal que, para cada a € ]c,d|, g(a) pertence ao segmento afim
de extremidades g(a™) e g(a”), entdo g tem singularidades bem
comportadas. Mostrar que, no caso em que 0 espago de Banach F é um
espaco de Hilbert, a reciproca é também verdadeira: Se uma aplicagdo de
variacdo limitada g:]c,d[ — E tem singularidades bem comportadas, entdo,
para cada a € |c,d|, g(a) pertence ao segmento afim de extremidades g(at)
egla).

Ex 111.9.9 a) Mostrar que, se J = ]¢,d[ C R é um intervalo aberto limitado e ndo
vazio, F é um espaco de Banach e g: J — F é absolutamente continua, entdo
g € de variacdo limitada. Sugestdo: Considerar £ > 0 tal que qualquer que
seja a familia finita de intervalos abertos (Ja;, b;[):cr disjuntos dois a dois
com a; <b; em [c,d] e > (b;—a;) <e vem > |g(b;) —gla;)]| <1 e
verificar que quaisquer que sejam a < b em ]e,d[ com b — a < ¢ a restrigcdo
de g ala, b] € de variacdo limitada e com V' (gj,s;) < 1. Aplicar entéo 111.9.11
para mostrar que, sendo n € N tal que % < &, g é de variacdo limitada e
comV(g) <n.

b) Sendo ¢:R — R a aplicagdo definida por g(z) = x, verificar que g é
absolutamente continua, mas ndo é de variacao limitada.

c) Sendo ¢:]0, 1] — R a aplicagéo definida por g(z) = xsin(1), verificar que
g ndo é de variacdo limitada, e portanto também ndo é absolutamente conti-
nua, mas que g é uniformemente continua (reparar que g € a restricao de uma
aplicacéo continua definida em [0, 1]).

Ex 111.9.10 (Mensurabilidade da aplicacdo derivada)Sejam J =]e,d[ C R
um intervalo aberto ndo vazio, com cada extremidade finita ou infinita, £ um
espaco de Banach e g:]c,d] — E uma aplicagdo que seja continua ou, mais
geralmente, que seja continua em todos os pontos de J ndo pertencentes a
uma certa parte contavel Y (é o que acontece, por exemplo, se g for de
variagdo limitada, como referido na alinea €) de 111.9.10).

a) Verificar que g € uma aplicacao topologicamente mensuravel.

Sugestdo: Lembrar 11.2.11 e considerar as restricdes de g a J \ Y e a cada
conjunto unitério {a} coma € Y.

b) Sendo X C J o conjunto dos pontos x tais que g seja derivavel em z,
mostrar que X é um boreliano e que é mensuravel a aplicagdo X — E,
x— ¢ ().

Sugestdo: Comecar por reparar que basta considerar o caso em que J = R,
se necessario substituindo g pelo seu prolongamento que toma o valor 0 em
cada ponto de R\ J. Lembrando a condi¢éo de Cauchy para a existéncia de
limite de uma aplicacdo num ponto, reparar que x € X se, e s6 se, para cada
racional 6 > 0, existe um racional ¢ > 0 tal que, sempre que y e ¢ pertencem
alr — e,z +e[\{z},
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Hg(y) —g(x)  g(y) —g(x) H <5
y—w v

e que esta Ultima condigdo é equivalente a de se ter, sempre que y e ¢’ perten-
cemalzr — e,z + €,

1(y" — ) (g(y) — g(x)) — (y —2)(9(¥) — g(x))| < 8ly — ||y’ — =

e utilizar um argumento de passagem ao limite para mostrar que ela também
é equivalente a de esta Ultima desigualdade ser verificada para y, 3’ na inter-
seccdo de |z —e,x + €[ com o conjunto contavel Q UY, mostrando, para
isso, que todo o elemento y em |z — e, x + ¢[ é limite de uma sucessdo de
elementos y,, do conjunto |z — e,z + £[ que pertencem a Q UY, podendo
escolher-se a sucessdo constante no caso em que y € Q U Y. Para cada par
de racionais § > 0 e ¢ > 0, e cada par de elementos y,y’ em Q U Y, mostrar
que é boreliano o conjunto X5, dos pontos = € R, tais que |y — z| > ¢,
ouly —z| >e¢,0u

(' — ) (g9(y) — g(x)) = (y — 2)(9(¥) — g(x))|| < bly — ||y’ — =],

e relacionar X com este conjunto. Reparar, enfim, que, para cada x € X,
tem-se

¢(@) = limn (gl + ) - g(a)).



Apéndice 1
Uma verséo do teorema de Sard

Na secgdo 1.5 estuddmos o modo como se pode calcular a medida de
Lebesgue da imagem de um subconjunto de um aberto U de R™ por meio
de um difeomorfismo de classe C!, f de U sobre um aberto V' C R".
Neste apéndice vamos examinar o que se pode dizer sob hipdteses mais
fracas, nomeadamente quando temos simplesmente uma aplicacdo
f:U — R™ de classe C', que pode ndo ser injetiva e que, mesmo que 0
seja, pode ndo ser um difeomorfismo. Uma vez que, para cada = € U, a
aplicacdo linear derivada Df,:R" — R" ja ndo é necessariamente um
isomorfismo, uma primeira coisa de que necessitaremos é generalizar a
nog¢do de coeficiente de dilatacdo de modo a incluir o caso das aplicacdes
lineares que ndo sdo isomorfismos.

Apl.l (Extensdo trivial dos coeficientes de dilatagdo) Podemos estender

trivialmente a definicdo dos coeficientes de dilatagdo em 11.5.10 definindo,
para cada aplicacéo linear £&: R™ — R™ que néo seja isomorfismo, ¢ = 0.

A propriedade definidora dos coeficientes de dilatacdo continua a valer, mas
com um cuidado suplementar:

Se A C R" é um boreliano e se £(A) também é boreliano,199 entdo

A(€(4)) = 0= ce An(A).

uma vez que £(A) C &(R™) e, tendo em conta 11.5.11 e o facto de £(R™) ser
um subespaco vetorial de dimens&o menor que n, tem-se X, ({(R")) = 0.
Repare-se que a propriedade na alinea b) de 11.5.13, continua a ser verificada
neste quadro estendido, nomeadamente se &, 7n:R"™ — R" s@o aplicacGes
lineares, entdo a aplicagdo linear n o £&: R™ — R”™ tem coeficiente de dilatagdo
Cpog = Cy X ¢¢ (no & € isomorfismo se, e s se, £ e n sdo ambos isomor-
fismos). Do mesmo modo, continua a ser valida para qualquer aplicacdo
linear a caracterizacdo

ce = |det(¢)].

Uma dificuldade que decorre de ndo estarmos a exigir que f:U — R”
seja um difeomorfismo de classe C'! estd em que nada nos garante que, se
A C U é um boreliano, f(A) tenha que ser um boreliano, pelo que néo
fard sentido falar da medida de f(A4). Comegamos assim por examinar

199|nfelizmente, nada nos garante que a imagem direta de um boreliano por uma aplica-

¢do continua, mesmo quando esta é uma aplicacéo linear, tenha que ser um boreliano.
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uma situagdo muito simples em que é possivel garantir que uma tal
imagem é um boreliano e mostramos em seguida que um ndmero
significativo de borelianos de R" esta nessa situagao.

Apl.2 Vamos dizer que um subconjunto A C R" é o-compacto290 se for unido
de uma familia contavel (K;);c; de subconjuntos compactos K; de R™.

Apl.3 Sejam A C R™ um conjunto o-compacto e f: A — RP uma aplicacdo

continua. Tem-se entdo que o conjunto f(A) C RP é também o-compacto,
em particular é boreliano.
Dem: Sendo (Kj);c; uma familia contavel de compactos de unido A, o
conjunto f(A) € a unido da familia contavel dos compactos f(k;), que s&o,
em particular, fechados em RP, e portanto borelianos, pelo que f(A) é
o-compacto e boreliano.

Apl.4 (Exemplos de conjuntos o-compactos)
a) Qualquer aberto U C R" é o-compacto.
b) Qualquer fechado A C R" é o-compacto.
c) Se A e B sdo subconjuntos o-compactos de R”, entdo A N B é também
o-compacto. Em consequéncia, uma interseccdo finita de subconjuntos
o-compactos de R é um subconjunto o-compacto.
d) Se (A;);c; € uma familia contavel de subconjuntos o-compactos de R",
entéo a unido | J A; é também um conjunto o-compacto.
=
Dem: a) O préprio R™ é o-compacto, por ser a unido, por exemplo, das bolas
fechadas de centro 0 e raio n (n € N), que sdo conjuntos fechados e limita-
dos, e portanto compactos. Se U é um aberto de R" diferente de R”,
podemos considerar, para cada n € N, 0 conjunto
K,={z€R"||z| <nAd(z,R"\U)> -}
que é fechado e limitado (lembrar que a norma e a fungdo distancia ao
subconjunto fechado ndo vazio R™\ U séo fungbes continuas) e portanto
compacto. Reparando que = € U se, e s6 se, d(z,R"\ U) > 0, vemos que
0s conjuntos K, estdo contidos em U e tém unido U, ja que, para cada
z € U, tem-se, para n suficientemente grande, ||z|| < n e d(z,R"\U) > 1.
b) Seja (K;);c; uma familia contavel de compactos de uniéo R". Se A C R"
é fechado, entdio A 4 a unido, dos conjuntos K; N A, que séo fechados nos
compactos K, e portanto compactos.
c) Sejam (K;)jc; e (K!)ic; duas familias contaveis de compactos com
uniBes iguais a A e B, respetivamente. Tem-se entdo que A N B é a unido da
familia contavel de conjuntos K;N K], com (j,i) € J x I, onde cada

S|

200Esta definicdo pode ser dada, mais geralmente, no caso em que substituimos R" por
um espago topologico X.
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K; N K é compacto, por ser fechado em K.

d) Para cada j, podemos considerar uma familia contavel de compactos K ;,

com i € I, com unido A;. Tem-se entdo que |J A; € a unido da familia
jeJ

contavel de conjuntos K ;, onde o conjunto de indices considerado é o dos

pares (j,:) com j € J e i € I; (unido contavel de conjuntos contaveis). O

No sentido de aligeirarmos a demonstracdo do resultado que temos em
vista, comegamos por estabelecer um lema, que inclui a parte essencial da
respetiva demonstracéo.

Apl.5 Repare-se que, se U C R™ é um aberto e f: U — R"™ é uma aplicacdo de
classe C!, entdo, para cada z € U, a matriz da aplicagdo linear
Df,:R" — R" é a matriz jacobiana, cujo elemento da linha i e coluna j é a
derivada parcial %(x) da coordenada i, f;: U — R, relativamente & variavel

j. Uma vez que, por definicdo, as funcdes g—Q:U—>R sdo continuas,

podemos assim concluir que tem lugar uma aplicacdo continua
U—[0,+c], x> cpy,,

ja que o coeficiente de dilatagéo cpy, € 0 valor absoluto do determinante da
matriz jacobiana e este Gltimo ¢ uma soma de produtos de entradas dessa
matriz, cada um multiplicado por +1.

Apl.6 (Lema) Sejam U C R" um aberto, f: U — R" uma aplicagdo de classe
C' e V. c U um aberto, cuja aderéncia V seja compacta e contida em U.
Tem-se entéo

M(F(V)) < /V eny. A ().

Dem: Para uma melhor sistematiza¢do, vamos dividir a demonstracdo em
varias alineas:

1) Podemos ja afastar o caso trivial em que V' = (). No caso em que U # R",
escolhamos ¢, > 0 menor que a distancia estritamente positiva do compacto
V ao fechado R"\ U (minimo sobre V da fungdo continua estritamente
positiva, que a z associa d(x,R"\ U)). No caso em que U = R", seja
go > 0 arbitrério.

2) Notemos M > 0 o maximo de | Df,|| para  no subconjunto compacto
V + B.,(0) de U. Em particular para cada = € V a bola fechada B, (z) =
x + B.,(0) esta contida em V + B, (0) e portanto, pelo teorema da média,
tem-se, para cada =’ € B. (), || f(2') — f(z)|| < M|z’ — =|.

3) Paracada 0 < e < gy notemos V. o subconjunto aberto de V

Vo={zeR"|d(z,R"\V) > ¢}
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e A. C V x R* C R?" o conjunto
A= {(z,y) €V xR" |y € f(B:(x))}-

Tem-se entdo que os conjuntos A. sdo fechados em V' x R”, em particular
borelianos, e

)\Qn(As) Z ﬁn En )‘n(f(VS))

Subdem: Seja (x,y) € V x R™ aderente a A.. Podemos considerar uma
sucesséo de elementos (z;,y;) € A., com z; — x e y; — y. Para cada j,
tem-se y; = f(«), para um certo z; € B.(x;) e, considerando a sucess&o de
elementos 2/ — z; do compacto B.(0), concluimos que, substituindo se
necessario todas as sucessdes por subsucessfes convenientes, podemos ja

supor que se tem z; — z; — 2, para um certo =’ € B.(0). Deduzimos entdo

que z; = («j — ;) + z; — 2’ + = € B(z) e vemos que

y=limy; = lim f(}) = f(2' + x),

donde y € f(B.(z)), ou seja, (z,y) € A.. Provamos assim que A. é fechado
em V' x R", em particular boreliano.
Reparemos agora que para cada y € f(V.) existe 2’ € V. tal que y = f ('),

tendo-se entdo B.(z') C V e para cada z € B.(z') tem-se 2’ € B.(z),

donde (z,y) € A., portanto B.(z') C {z € R" | (z,y) € A.}, 0 que implica
que

Bne" = AH(EE(IJ)) <h({z eR" | (z,y) € Ac}).

Podemos agora aplicar o teorema de Fubini, tendo em conta o homeomor-
fismo R” x R® — R?" na alinea b) de 11.5.5, para concluir que

dan(A) = [ Ml € B[ (2,9) € 4D dhuy) 2
z/’AAMewwmweAJMM@z
f(Vo)
z/’ﬁﬁwazmwam»
f(Vo)

0 que prova a desigualdade que queriamos estabelecer nesta alinea.
4) Paracada 0 < £ < gy, notemos C. C V x R™ c R?" o conjunto

C={(wy) €V x B |y €  (f(Ba(a)) - f(2))

Tem-se entdo que C. é fechado em V x R", em particular boreliano,
C.CV x BL[(O) e

>\2n(c€) Z ﬂﬂr )\n(f(va))
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Subdem: O facto de se ter
CE = {(‘sz) eV xR" | (x,f(z) +€y) € AE},

e de termos uma aplicacdo continua de V' x R™ para V x R" que a (z,y)
associa (z, f(z) + ey) implica que C. é fechado em V' x R™. O que vimos
em 2) implica que para cada (z, y) € C- tem-se y = 1(f(2') — f(x) paraum
certo 2’ € B.(x) donde

1 M
lyll = I/ (@) = f@)ll < — I’ = ]| < M.
Quanto a medida, podemos utilizar o teorema de Fubini para mostrar que
(@)= [ Mty € B[ () € C) ) =

= /VAn(1 (f(B.(z)) — f(x))) d\(z) =

g

:LiMmeWW@:

877,
1
= 8_71/‘/A”({y € R" | ($7y) € AE}) d)\n(l‘) =
1
= E_” Aon(Az) = B M (f (V).
5) Para cada inteiro £ > 1, seja D, C V' x R™ o conjunto

Dy ={JC.;
7>k
Tem-se entdo que os conjuntos Dj, sdo borelianos de R?", para os quais
B An(f(V)) < Aan(Dy) < +oc.
Subdem: Comecemos por reparar que da defini¢gdo em 3) decorre que
Varti © Veor(i+1)

e que os abertos V. ,; tém unido igual a V' (qualquer ponto de V tem
distancia estritamente positiva ao fechado R™ \ V' e portanto essa distancia é
maior que €,/ J, para todo o j suficientemente grande). Decorre daqui que 0s
borelianos f(V7,/;) constituem uma sucessdo crescente de conjuntos de uni&o
f(V), e portanto A, (f(V')) = limA,(f(V,,/;)). Para cada k> 1, tem-se
Dy, > C.,/; paratodo o j > k donde, pelo que se viu em 4),

AQn(Dk) Z >\2n(Cen/j) Z ﬂn Aﬂ(f(‘[c‘n/l))

de donde se deduz, tomando o limite em j, que Aan(Dy) = B A (F (V).
Pelo que vimos em 4), tem-se D, C V x Bj,;(0) portanto, uma vez que 0s
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conjuntos limitados tém medida de Lebesgue finita,
/\271,(Dk) < AIL(V) X /\n(EM(O)) < +o0.

6) Os borelianos D;, de R?" verificam Dy, D D, e, sendo D C V x R" a
intersec¢do dos conjuntos Dy, tem-se para cada (z,y) € D

Subdem: O facto de termos uma sucessdo decrescente de conjuntos
resulta imediatamente da definicdo dos conjuntos Dj. Suponhamos que
(z,y) € D. Seja 6 > 0 arbitrério. Por defini¢do da diferenciabilidade, existe
r > 0 tal que, sempre que ||z’ — z|| < r,setenhaz’ e U e

1f(z") = f(x) = Dfa(a’ = 2)|| < 6l|a" — z]].

Escolhendo £ tal que e9/k < r, o facto de se ter (z,y) € Dy implica que
existe j > k tal que (z,y) € C.,/;, isto €, existe 2’ € B, ,;(x) tal que

y= L (f@) - f(x))

€0

Resulta daqui que < («/ — z) € B1(0)

ly - sz(% (@' — )] = Eiollf(x’) — f(z) - D’ — 2)|| <

<§L | —z| <8,
€0

pelo que a distancia de y ao compacto Df,(B;(0)) é menor ou igual a é.
Tendo em conta a arbitrariedade de &, segue-se que a distancia referida é
igual a 0, e portanto y € D f,.(B1(0)), como queriamos.

7) Tem-se

e portanto, como queriamos, A, (f(V)) < fv CDf(z) A ().

Subdem: Lembrando 5), os D;. constituem uma sucessdo descrescente de
borelianos de R?" de medida finita e maior ou igual a 3, A, (f(V)), pelo que,
para a respetiva intersec¢do D, tem-se

/\271(D) = lim >\2n,(Dk) > B )‘n(f(v))
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Tendo em conta a concluséo de 6) e o teorema de Fubini, obtemos
3en(D) = [ Ml €R" | (2.9) € DY) dho(a) <
< [ AP E0)) (e =
= /V cpf, BudNi(x) = By /V cpy, A (). o

Apl.7 (J. T. Schwartz) Sejam U C R" um aberto e f: U — R" uma aplicacdo
de classe C'. Para cada boreliano A C U, existe um boreliano B c R™, com
f(A) C B, tal que

An(B) < / cnf, A\ (),
A
em particular, no caso em que f(A) é um boreliano de R",

M) < [ eopdri(a).
Dem: Vamos dividir a demonstragéo em varias partes:
1) Podemos afastar ja o caso particular trivial em que A = (), caso em que
podemos tomar B = {).
2) Vamos comecar por demonstrar o resultado no caso particular em que se
tem A C V, para um certo aberto V' de R” com IV compacto contido em U,
em particular \,(A4) < A, (V) < +o0.

Subdem: Seja M 0 maximo no compacto V' da fungéo continua que a x
associa cpy, (cf. Aplb5). Uma vez que R™ é um espaco topoldgico
localmente compacto, separado e de base contavel e que a medida de
Lebesgue A, é uma medida de Radon, podemos aplicar a propriedade de
regularidade na alinea b) de 111.4.6, para considerar, para p € N, um aberto
W, de R" com A C W, e \,(W,) < \,(4) + %, podendo ja supor-se que
W, C V, se necessario substituindo 1, pela sua intersec¢do com V. Uma
vez que W, é fechado e contido em V/, segue-se que W, é um subconjunto
compacto de U pelo que podemos utilizar o lema Apl.6 para deduzir que,
para o boreliano f(W,), que contém f(A), tem-se, por ser

1

A (W \ A) = A (W) — An(A) < 5



464 Ap. 1. Uma versdo do teorema de Sard

M (F(W) s/ cpf, ddn(z) =

W,

/CDf, d)\ -‘r/ CDf, d)\ )
A W\A

M
< / cpy, ddn(x) + —.
A p

Sendo B C R" o boreliano intersec¢do dos f(W,), p € N, tem-se f(A) C B
e, para cada p, B C f(W,), portanto

M(B) <X < [ engdho)+ 7,
0 que, tendo em conta a arbitrariedade de p, implica que se tem efetivamente
)\n(B) < fA cpf, d)\n(a:).
3) Passemos enfim a demonstracédo do resultado no caso em que A # () é um
subconjunto boreliano arbitrério de U
Subdem: Consideremos os borelianos A,, C A, onde p,q €N,
definidos por

1 1
Ay ={zcAlp—-1<|z][<p A qud(xyR”\U)>§},

onde, para evitar termos que tratar separadamente casos particulares, estamos
a fazer as convengdes § = +oo = d(x,0) (casos ¢ = 1 e U = R")?01. Como
se constata imediatamente, os conjuntos A, , séo disjuntos dois a dois e de
unido A. Uma vez que A, , esta contido no aberto

n 1
Vig={zeR"||lz]| <p A d(z,R"\U) > 5},

cuja aderéncia é compacta e contida em U, por V,, estar contido no
subconjunto compacto de U,

, 1
Kpg={z eR"|[lz| <p A d(z,R"\U) = ~},

L)

podemos aplicar o caso particular estudado em 2) para garantir a existéncia
de borelianos B, , C R" com f(A,,) C B,q€

M(Byy) < / )

Pa

201Repare-se que, no caso em que U = R", tem-se A,, = para p>2¢e A,; é 0
conjunto dos z taisque p — 1 < x < p.
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Tem-se entéo que B = |J B,,, € um boreliano de R™ contendo | f(4,,) =

y20) Y2
f(A)e
AIL(B) < Z n pq Z/ CDf, d/\n / CDf, d)\n( )
Pq Apy
gue é a desigualdade procurada. O

O resultado precedente permite deduzir como corolérios alguns resultados
importantes.

Apl.8 (Versdo do teorema de Sard) Sejam U C R"™ um aberto e f: U — R"
uma aplicacdo de classe C'*. Sendo

A ={z € U | Df, néo é isomorfismo},

tem-se que f(A) é um boreliano com A, (f(A)) = 0.202

Dem: Uma vez que A € o conjunto dos z € U onde a fungdo continua cpy,
toma o valor 0, concluimos que A é fechado em U, portanto a interseccédo do
aberto U com um subconjunto fechado de R", de onde deduzimos que A é
o-compacto (cf. Apl.4). Segue-se que o conjunto f(A) é também o-com-
pacto, em particular boreliano (cf. Ap1.3) e daqui deduzimos, tendo em conta
Apl.7, que

M(f(A)) < /

cpy, dAp(x) = / 0dA,(z)=0. O

A A

Apl.9 (Imagem de conjuntos de medida nula) Sejam U C R"™ um aberto e
f:U — R" uma aplicagdo de classe C'. Se A C U verifica \,(A) =0,
entdo existe um boreliano B C R” com f(A)C B e M\(B)=0 em
particular, no caso em que f(A) é boreliano, A,(f(A4)) = 0.
Dem: Temos uma consequéncia direta de Apl.7, uma vez que o facto de se
ter \,,(A) = 0 implica que

/ cpf, A\ (z) = 0. O
A

Apl.10 (Corolério) Sejam m <n, U C R™ um aberto e f:U — R" uma
aplicagdo de classe C'. Tem-se entdo que f(U) é um boreliano com

202A0s elementos de A da-se o nome de pontos criticos de f e aos de f(A) o de valores
criticos de f.
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A(f(U)) = 0.208

Dem: Uma vez que U é o-compacto, concluimos que f(U) é o-compacto,
em particular boreliano. Considerando entdo o aberto U x R"™™ de R" e a
aplicagdo f:U x R™™ — R" de classe C' definida por f(z,y) = f(),
basta agora reparar que f(U) = f(U x {0}), onde

AU % {0}) = A (U) % A ({0}) = A (U) x 0 = 0. O

203Esta conclusdo ndo seria possivel se tivéssemos exigido apenas que f fosse continua,
como se constata se considerarmos a curva de Peano h: [0,1] — [0,1] x [0, 1], referida na
alinea e) do exercicio 1.4.12.
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