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INTRODUÇÃO

Este livro concretiza um desejo antigo, o de reformular e completar um texto
sobre medida e integração aparecido em 1976 na coleção Textos e Notas do
CMAF e que há muito deixou de estar disponível.

A medida e a correspondente integração são assuntos há muito estabilizados
pelo que o único objetivo que pode ter um texto como este é o de propor uma
exposição que concretize um conjunto coerente de opções de base, eventual-
mente distintas das que orientam muitos dos livros que se debruçam sobre este
assunto. Mais do que descrever sucintamente o conteúdo deste texto, um exame
do índice substituirá com vantagem a leitura de uma tal descrição, procuraremos
nesta introdução referir as principais opções de base que tomámos e, eventual-
mente, justificar a escolha de algumas delas. Antes de o fazer, não queremos, no
entanto, deixar de referir os textos cuja leitura mais influenciou este texto,
nomeadamente os livros de Halmos, Rudin e Lang ([6], [10] e [7] da
bibliografia); o primeiro influenciou especialmente a via utilizada para construir
as medidas de Lebesgue e de Lebesgue-Stieltjes nos borelianos de ‘, o segundo
o modo de desenvolver o integral das funções positivas e o estudo dos resultados
de derivação do integral indefinido e o terceiro a escolha dos espaços de Banach
e de Hilbert como contexto privilegiado para abordar o integral e a medida nos
casos não positivos.

Para a construção das medidas mais utilizadas nas aplicações, nomeadamente
as medidas de Lebesgue e de Lebesgue-Stieltjes nos borelianos de , tal como,‘
posteriormente, para a definição das medidas produto e, através destas, da medi-
da de Lebesgue nos borelianos de , a via que preferimos utilizar foi a que‘8

resulta do teorema de Hahn sobre a possibilidade de prolongar de modo único à
5-álgebra gerada medidas definidas num semianel (para as primeiras, o semianel
dos intervalos semiabertos de ). A construção dessas medidas fica assim‘
totalmente independente do conhecimento prévio de qualquer teoria da inte-
gração de funções de variável real, como a do integral de Riemann. De facto, os
únicos integrais que serão considerados no nosso texto serão os integrais no
sentido de Lebesgue e abster-nos-emos, em particular, de examinar os resultados
que comparam os dois tipos de integral, resultados cuja utilidade não nos parece
evidente, uma vez que podem, nas aplicações mais frequentes, ser substituídos
pela constatação de que o integral no sentido de Lebesgue também pode ser
calculado, para funções suficientemente regulares, pela clássica fórmula de
Barrow.

É bem conhecido que, no contexto de um espaço de medida, podem-se
considerar tanto propriedades que são verificadas por todos os elementos do
espaço, podemos chamá-las universais, como propriedades que são verificadas
em quase todos os pontos, isto é, admitindo um conjunto de medida nula de
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possíveis pontos excecionais, chamemo-las quase universais. Muitos teoremas
são válidos tanto na versão em que as hipóteses e as conclusões são enunciadas
de forma universal como naquela em que ambas são consideradas nas suas
contrapartidas quase universais. Formalmente, nenhuma das versões implica
automaticamente a outra mas constata-se que é em geral trivial deduzir a versão
quase universal da versão universal, quando esta última é verdadeira. Por esse
motivo, e porque as versões universais tendem a ter enunciados mais concisos,
preferimos, sempre que possível, apresentar as versões universais e não
explicitar as versões quase universais que sejam consequências triviais daquelas.
O mesmo desejo de permitir a validade de certas versões universais levou-nos a
não partilhar a necessidade que muitos autores sentem de trabalhar apenas com
medidas completas e, consequentemente, de completar aquelas que o não são
(veja-se, por exemplo, o que sucede com o teorema de Fubini para subconjuntos
de , quando se completa a medida produto das medidas de Lebesgue em cada‘#

factor). De qualquer modo, é bem conhecido que, nas aplicações aos espaços de
funções, em que são as classes de equivalência destas que interessam, é indife-
rente estar a trabalhar com uma medida ou com a sua completada.

Uma última opção de base que gostaríamos de referir foi a de, feita a
construção do integral das funções positivas, passar diretamente para o integral
de funções vetoriais, com valores num espaço de Banach, sem passar antes,
como se faz frequentemente, pelas funções reais ou complexas. Pensamos, com
efeito, que a construção do integral para funções vetoriais não é essencialmente
mais complicada que a construção do integral das funções reais, pela via da
consideração das respetivas partes positivas e negativas, e obtemos deste modo,
sem precisar de novas definições, o integral das funções complexas e o das
funções com valores num espaço de Banach. Opções análogas à que acabámos
de referir, levaram-nos também a estudar as medidas vetoriais, sem passar
previamente pelas medidas reais ou complexas, assim como as aplicações de
variação limitada e as absolutamente contínuas com valores num espaço de
Banach (ou, nalguns casos, de Hilbert), sem passar previamente por aquelas que
tomam valores reais ou complexos.



CAPÍTULO I
Medidas em -álgebras5

§1. Somas e produtos no contexto positivo.

Na Teoria da Medida associamos aos conjuntos a sua medida, que vai ser,
idealmente, um número real maior ou igual a , mas que temos neces-!
sidade de permitir que possa ser também . Examinamos assim neste_
parágrafo o modo de trabalharmos, algébrica e analiticamente, no conjun-
to constituído pelos números reais maiores ou iguais a  e pelo elemento!
extra ._

I.1.1 Lembremos que a   é o conjunto reta acabada ‘ ‘  Ö_ß_×, sobre o
qual se considera uma relação de ordem total, estendendo a relação de ordem
total usual de  e que tem  como máximo e  como mínimo.‘ _ _
Lembremos também que a  de  é aquela cujas vizinhançastopologia usual ‘
de  são os conjuntos que contêm algum intervalo , com+ − Ó+  ß +  Ò‘ & &
&  ! _, cujas vizinhanças de  são os conjuntos que contêm algum
intervalo , com , e cujas vizinhaças de  são os conjuntosÒ_ßQÒ Q − _‘
que contêm algum intervalo , com . Relembremos ainda queÓQ_Ó Q − ‘
esta topologia induz em  a topologia usual de  e que  é um subconjunto‘ ‘ ‘
aberto de .‘

I.1.2 Vamos notar ‘ ‘ o intervalo  de Ò!ß_Ò .  Analogamente, notamos1

‘ ‘ §  o correspondente intervalo fechado em ,_

‘ ‘ œ Ò!ß_Ó œ   Ö_×.

Vamos prolongar a adição e a multiplicação, operações bem definidas em
‘ ‘ , a , pondo

B  Ð_Ñ œ Ð_Ñ  B œ _ B − Ò!ß_Ò

Ð_Ñ  Ð_Ñ œ _

B‚ Ð_Ñ œ Ð_Ñ ‚ B œ _ B − Ó!ß_Ò

Ð_Ñ ‚ Ð_Ñ œ _

! ‚ Ð_Ñ œ Ð_Ñ ‚ ! œ !

, se ,
,

, se ,
,

.

1Note-se que é frequente utilizar-se esta notação para o intervalo aberto , em vezÓ!ß _Ò
do intervalo fechado.
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A razão por que não tentamos estender estas duas operações à totalidade de
‘ deve-se à dificuldade de definir a soma  sem abrir mão dasÐ_Ñ  Ð_Ñ
propriedades usuais das operações (comutatividade, associatividade e
distributividade). O problema não é o facto de termos um dos casos usuais de
indeterminação, porque o mesmo acontece com  e, como veremos,! ‚ Ð_Ñ
o facto de termos dado uma definição para esse produto não vai comprometer
as propriedades desejadas e revela-se ser a opção importante no que respeita
às aplicações à Teoria da Medida.2

I.1.3 ) As operações de adição e mutipli-(Propriedades das operações em ‘

cação em  têm  e  como elementos neutros, respetivamente, são comu-‘ ! "
tativas e associativas e verificam a propriedade distributiva usual. Mais preci-
samente, dados , tem-seBß Cß D − ‘

!  B œ B  ! œ B " ‚ B œ B ‚ " œ B

B  C œ C  B B ‚ C œ C ‚ B

ÐB  CÑ  D œ B  ÐC  DÑ ÐB ‚ CÑ ‚ D œ B ‚ ÐC ‚ DÑ

B ‚ ÐC  DÑ œ B ‚ C  B ‚ D ÐC  DÑ ‚ B œ C ‚ B  D ‚ B

, ,
, ,

, ,
, .

Valem também as : Para ,propriedades de monotonia Bß B ß Cß C −w w
‘

ÐB   B • C   C Ñ Ê ÐB  C   B  C • B ‚ C   B ‚ C Ñw w w w w w ,

em particular,  e , quaisquer que sejam .B  C   B B  C   C Bß C − ‘

Dem: As afirmações relativas aos elementos neutros e à comutatividade das
operações decorrem imediatamente das definições e do facto de as proprie-
dades análogas para os números reais serem conhecidas. Também por esta
última razão, só temos que justificar as associatividades e a distributividade
no caso em que algum dos três elementos envolvidos seja . A_
associatividade da soma resulta de que, se algum dos três elementos
envolvidos for ambos os membros da igualdade são . A associativi-_ß _
dade do produto resulta de que, se algum dos três elementos envolvidos for
! ! !, ambos os membros da igualdade são  e de que, se nenhum deles for 
mas algum for , ambos os membros da igualdade são . Quanto à_ _
distributividade, basta justificar a primeira igualdade enunciada, tendo em
conta a comutatividade da multiplicação. Reparamos então que: Se ,B œ !
ambos os membros da igualdade são ; se , ambos os membros da! C œ !
igualdade são iguais a , e, se , ambos os membros da igualdadeB ‚ D D œ !
são iguais a ; se nenhum dos três elemento envolvidos é  e algumB ‚ C !
deles é , ambos os membros da igualdade são . As propriedades de_ _
monotonia são também bem conhecidas no caso dos elementos de . No‘

caso geral, relativamente à soma, atendemos a que, se um dos quatro
elementos envolvidos é , então  ou , e portanto_ B œ _ C œ _
B C œ _. No caso geral, relativamente ao produto, começamos por

2Intuitivamente, podemos dizer que estamos a dar ao  mais força que ao , no que! _
respeita à multiplicação.
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reparar que, se um dos quatro elementos envolvidos é , então  ou! B œ !w

C œ ! B ‚ C œ !w w w, e portanto  e, em seguida, supondo que nenhum dos
quatro elementos envolvidos é , reparamos que, se um dos quatro elementos!
envolvidos é , então  ou , e portanto ._ B œ _ C œ _ B‚ C œ _ 

I.1.4  Consideremos as aplicações (Nota topológica) : < ‘ ‘ ‘, À ‚ Ä  

definidas por

: <ÐBß CÑ œ B  C ÐBß CÑ œ B ‚ C, .

Dos resultados sobre a “álgebra dos limites de sucessões de números reais”
que se estudam em cursos de introdução à Análise Real, incluindo aqueles
que fazem intervir limites infinitos, deduz-se facilmente, tendo em conta a
definição da continuidade pelas vizinhanças e raciocinando por absurdo, que:
a) A aplicação  é contínua em todos os pontos de : ‘ ‘ ‚ . Em particular,
podemos afirmar, sem qualquer restrição sobre a finitude dos termos das
sucessões e dos limites, que, se  e , então .B Ä B C Ä C B  C Ä B  C8 8 8 8

b) , com excepA aplicação  é contínua em todos os pontos de ção< ‘ ‘ ‚
dos pares  e  (as indeterminações…)Ð!ß_Ñ Ð_ß !Ñ . Em particular,
podemos afirmar, sem qualquer restrição sobre a finitude dos termos das
sucessões e dos limites para além das referidas adiante, que, se ,B Ä B8

C Ä C B œ ! C œ _ B œ _ C œ !8  e não se tem, nem  e , nem  e , então
B C Ä B C8 8‚ ‚ .

I.1.5  Como sucede sempre que estamos na presença de(Somatórios finitos)
uma operação num conjunto, que seja comutativa, associativa e com
elemento neutro, faz sentido referirmo-nos à soma de uma família finita
ÐB Ñ B3 3−M  3

3−M

 de elementos de , que se nota . Estas somas podem ser‘ !
definidas, por recursão no número de elementos do conjunto de índices ,M
pela exigência de se ter

"
3−g

3B œ !

e, para cada ,3 − M!

" "
3−M

3 3 3

3−MÏÖ3 ×

B œ B  B
!

!

. 3

Estes somatórios finitos gozam das propriedades “familiares”  que enuncia-4

mos em seguida, onde, em cada caso, é dada uma família finita  deÐB Ñ3 3−M

elementos de :‘

3Propomos, como exercício no fim do capítulo (cf. o exercício I.1.1), a verificação de que
esta definição é legítima (independência da escolha de  em ), assim como a verificação3 M!

das propriedades “familiares” dos somatórios finitos explicitadas a seguir.
4No sentido que já foram, sem dúvida, utilizadas, porventura sem terem sido explici-
tamente enunciadas, no contexto dos números reais.
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a) No caso em que  tem um único elemento , tem-se  e, noM 3 B œ B! 3 3
3−M

!
!

caso em que  tem dois elementos,  e , . No caso em queM 3 3 B œ B  B! " 3 3 3
3−M

!
! "

B œ ! 3 − M B œ ! B œ B3 3 3
3−M

, para todo o , tem-se ; mais geralmente, se , para!
todo o , e  tem  elementos, então .3 − M M 5 B œ 5B!

3−M
3

b) (Mudança de índices) Seja  outro conjunto de índices e  umaM À M Ä Mw w:
aplicação bijetiva. Tem-se então

" "
3−M 4−M

3 Ð4ÑB œ B
w

: .

c) (Associatividade dos somatórios) No caso em que , comM œ M  M" #

M  M œ g" # ,

" " "
3−M 3−M 3−M

3 3 3B œ B  B
" #

.

Em particular, tem lugar a : Se ,primeira propriedade de monotonia M § Mw

então

" "
3−M 3−M

3 3
w

B Ÿ B

d) (Associatividade mais geral dos somatórios) No caso em que o conjunto
finito de índices  é união finita de uma família de subconjuntos , ,M M − E! !
disjuntos dois a dois,

" " "ˆ ‰
3−M 3−M

3 3

−E

B œ B
! !

.

e) (Linearidade) Para cada , tem-seC − ‘

C ‚ B œ ÐC ‚ B Ñ B ‚ C œ ÐB ‚ CÑˆ ‰ ˆ ‰" " " "
3−M 3−M 3−M 3−M

3 3 3 3, .

Além disso, se  é outra família de elementos de , tem-seÐC Ñ3 3−M ‘

" " "ˆ ‰ ˆ ‰
3−M 3−M 3−M

3 3 3 3ÐB  C Ñ œ B  C . 5

f) (Segunda propriedade de monotonia)  Se, para cada , , então3 − M C Ÿ B3 3

" "
3−M 3−M

3 3C Ÿ B .

5Esta última igualdade também pode resultar da associatividade referida em d) e as pri-
meiras também são conhecidas pelo nome de propriedades distributivas.
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Nas aplicações à Teoria da Medida teremos necessidade de considerar
também somas de famílias de elementos de  indexadas em conjuntos‘

não necessariamente finitos. Será cómodo não nos limitarmos ao contexto
das séries, em que o conjunto dos índices é usualmente , pelo que,
tirando partido da propriedade de monotonia das somas finitas, apresen-
tamos uma definição alternativa, que se revela equivalente no caso das
séries.

I.1.6  Seja  um conjunto arbitrário de índices e seja(Somatórios arbitrários) N
ÐB Ñ B4 4−N  4

4−N

 uma família de elementos de . Define-se então a sua soma ‘ !
como sendo o supremo em  do conjunto das  , com ‘ 4

4−M

somas parciais ! B M

parte finita de .N
Daqui decorre imediatamente que, se, para cada , , então  e4 B œ ! B œ !4 4

4−N

!
que, se existir  tal que , então . Daqui decorre4 B œ _ B œ _4 4

4−N

!
também que, se, para cada ,  e o conjunto  é infinito, então4 B œ B Á ! N4!
4−N

4B œ _.

Repare-se que, no caso em que  é finito, esta soma coincide com a jáN
conhecida, tendo em conta a propriedade de monotonia referida na alínea c)
de I.1.5, que implica que o supremo é, neste caso, um máximo, igual à soma
no sentido finito.

I.1.7  Sejam  uma família, finita ou infinita, de(Mudança de índices) ÐB Ñ4 4−N

elementos de ,  outro conjunto de índices e  uma aplicação‘ :
w wN À N Ä N

bijetiva. Tem-se então

" "
4−N 3−N

3 Ð3ÑB œ B
w

: .

Dem: Basta atender a que, tendo em conta o referido na alínea b) de I.1.5, o
conjunto das somas parciais finitas cujo supremo define o primeiro membro
coincide com o conjunto das somas parciais finitas cujo supremo define o
segundo membro. 

I.1.8  Seja  uma família de elementos de(Comparação com as séries) ÐB Ñ8 8−

‘  8 :
:œ"

8

 e consideremos, para cada , a soma finita . Tem-se8 − W œ B!
então que a soma infinita , no sentido da definição em I.1.6, é o limite!

:−
:



B

em  da sucessão de elementos .‘ 8W

Em particular, no caso em que os  são finitos, a série  é convergenteB B8 :
:œ"

_!
se, e só se,  e, quando isso acontecer,!

:−
:



B  _
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" "
:œ"

_

: :

:−

B œ B


.

Dem: Começamos por notar que, uma vez que  é a soma finita parcial daW8

definição de  que corresponde ao conjunto finito ,!
:−

:


B Ö"ß #ßá ß 8× § 

tem-se . Notamos então que, para cada , podemosW Ÿ B Q  B8 : :
:− :−

! !
 

considerar  finito tal que  e, sendo então  maior ou igualM § B  Q 8 !
:−M

: !

a todos os elementos de , tem-se, para cada , ,M 8   8 Ö"ß #ßá ß 8× ¨ M!

donde . No caso em que , o que acabamos deW   B  Q B œ _8 : :
:−M :−M

! !
ver mostra que a sucessão dos  tem limite  e, no caso em que  éW _ B8 :

:−M

!
finito, podemos concluir que, para cada , existe  tal que, para cada$  ! 8!

8   8 W  B  W Ÿ B  B ! 8 : 8 : :
:−M :−M :−M

, , tendo-se também , o que! ! !$ $

mostra que a sucessão dos  tem limite .W B8 :
:−M

! 

I.1.9  Seja  uma família, finita ou(Primeira propriedade de monotonia) ÐB Ñ4 4−N

infinita, de elementos de . Para cada , vem então .‘ 4 4
w

4−N 4−N

N § N B Ÿ B! !
w

Dem: Tendo em conta a definição do primeiro membro como um supremo,
basta mostrarmos que, para cada  finito,  e isso é umaM § N B Ÿ Bw

4−M 4−N
4 4! !

consequência de  ser também uma parte finita de .M N 

I.1.10  Seja  uma família, finita(Segunda propriedade de monotonia) ÐB Ñ4 4−N

ou infinita, de elementos de  e seja, para cada , . Tem-se‘ 4 44 − N C Ÿ B
então

" "
4−N 4−N

4 4C Ÿ B Þ

Dem: Tendo em conta a definição do primiro membro como um supremo,
basta mostrarmos que, para cada  finito, . Ora, issoM § N C Ÿ B! !

4−M 4−N
4 4

resulta do que referimos na alínea f) de I.1.5, visto que podemos escrever

" " "
4−M 4−M 4−N

4 4 4C Ÿ B Ÿ B . 

I.1.11  Seja  uma família, finita ou infinita, de(Propriedade associativa) ÐB Ñ4 4−N

elementos de . Suponhamos que o conjunto de índices  é união, finita ou‘ N
infinita, de subconjuntos , onde , disjuntos dois a dois. Tem-se entãoN − F" "
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" " "ˆ ‰
4−N 4−N

4 4

−F

B œ B
" "

.

Dem: 1) Vamos começar por mostrar que . Para isso, e! ! !ˆ ‰
4−N 4−N

4 4
−F

B Ÿ B
" "

tendo em conta a definição do primeiro membro como um supremo, bastará
mostrar que, para cada  finito, se tem . FixemosM § N B Ÿ B! ! !ˆ ‰

4−M 4−N
4 4

−F" "

então  finito. Seja  a parte finita de  constituída pelos  tais queM § N E F "
M  N Á g M"  (no máximo um  para cada elemento de ). Tem-se então que o"
conjunto finito  é a união finita dos conjuntos , com , que sãoM M  N − E" "
disjuntos dois a dois, pelo que, tendo em conta o referido nas alíneas d) e f)
de I.1.4, podemos escrever

" " " " " " "ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰
4−M 4−MN 4−N 4−N

4 4 4 4

−E −E −F

B œ B Ÿ B Ÿ B
" " "

  ,
" " "

como queríamos.
2) Vamos mostrar agora a desigualdade oposta , para o! ! !ˆ ‰

4−N 4−N
4 4

−F

B   B
" "

que podemos já supor que o primeiro membro é finito, em particular que
cada  é finito e cada  é finito. Para isso, e tendo em conta a definiçãoB B4 4

4−N

!
"

do segundo membro como um supremo, bastará provar que, fixado E § F
finito, se tem

" " "ˆ ‰
4−N 4−N

4 4

−E

B   B
" "

.

Suponhamos, por absurdo, que isso não acontecia, portanto que, para um
certo  finito com  elementos, . Sendo  tal queE 5 B  B  !! ! !ˆ ‰

4−N 4−N
4 4

−E" "

$

ˆ ‰ ˆ ‰" " "
4−N 4−N

4 4

−E

B   B$
" "

,

podemos, para cada , considerar  finito tal que" − E M § N" "

" "ˆ ‰
4−M 4−N

4 4

" "

B   B 
5

$

e, sendo  o conjunto finito união dos , com , obtemos, tendo emM M − E" "
conta a associatividade finita referida na alínea d) de I.1.5,
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" " " " " "ˆ ‰ ˆˆ ‰ ‰ ˆ ˆ ‰‰
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰" " " "" " "

"

−E −E −E4−N 4−M 4−M

4 4 4

4−M 4−N 4−N

4 4 4

−E

" " "

"

B Ÿ B  œ B  œ
5

œ B  Ÿ B   B

$
$

$ $ ,

o que é o absurdo procurado. 

I.1.12  Sejam  e  dois conjuntos,(Propriedade de Fubini para somatórios) N O
finitos ou infinitos, de índices e  uma família de elementos deÐB Ñ4ß5 Ð4ß5Ñ−N‚O

‘. Tem-se então

" " " " "ˆ ‰ ˆ ‰
4−N 5−O 5−O 4−N

4ß5 4ß5 4ß5

Ð4ß5Ñ−N‚O

B œ B œ B .

Em particular, sendo  um conjunto, finito ou infinito, de índices e  eN ÐB Ñ4 4−N

ÐC Ñ4 4−N  duas famílias de elementos de , tem-se‘

" " "ˆ ‰ ˆ ‰
4−N 4−N 4−N

4 4 4 4ÐB  C Ñ œ B  C .

Dem: A primeira afirmação é uma consequência da propriedade associativa
em I.1.11 e da propriedade de mudança de índices em I.1.7. Com efeito, a
primeira igualdade resulta de considerarmos  como a união disjuntaN ‚O
dos subconjuntos , com , e a segunda de considerarmos Ö4× ‚ O 4 − N N ‚O
como a união disjunta dos subconjuntos , com . Quanto àN ‚ Ö5× 5 − O
segunda afirmação, ela é uma consequência da primeira, se considerarmos
O œ Ö"ß #× D œ B D œ C e definirmos  e .4ß" 4 4ß# 4 

I.1.13  Sejam  uma família, finita ou infinita de ele-(Distributividade) ÐB Ñ4 4−N

mentos de  e . Tem-se então‘ ‘ C −

C ‚ B œ ÐC ‚ B Ñ B ‚ C œ ÐB ‚ CÑˆ ‰ ˆ ‰" " " "
4−N 4−N 4−N 4−N

4 4 4 4, .

Dem: Justificamos apenas a primeira igualdade, uma vez que a segunda
resulta daquela, tendo em conta a comutatividade da multiplicação. Para cada
parte finita  de , tem-seM N

" " "ˆ ‰ ˆ ‰
4−M 4−M 4−N

4 4 4ÐC ‚ B Ñ œ C ‚ B Ÿ C ‚ B ,

pelo que, tendo em conta a definição da soma indexada em  como umN
supremo, tem-se

" "ˆ ‰
4−N 4−N

4 4ÐC ‚ B Ñ Ÿ C ‚ B .

Resta-nos mostrar que se tem também
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C ‚ B Ÿ ÐC ‚ B Ñˆ ‰" "
4−N 4−N

4 4 ,

desigualdade que é verdadeira, por o primeiro membro ser igual a , quer no!
caso em que  quer naquele em que todos os  são iguais a  e que éC œ ! B !4

também verdadeira, por o segundo membro ser , no caso em que_
C œ _ B ! e nem todos os  são iguais a . Resta-nos verificar esta4

desigualdade no caso em que  é diferente de  e de . Ora, aplicando aC ! _
desigualdade já demonstrada com  no lugar de  e  no lugar de ,"

C 4 4C C ‚ B B

obtemos

" " "ˆ ‰
4−N 4−N 4−N

4 4 4B œ Ð ‚ C ‚ B Ñ Ÿ ‚ ÐC ‚ B Ñ
" "

C C

e multiplicando ambos os membros desta desigualdade por , obtemosC

C ‚ B Ÿ ÐC ‚ B Ñˆ ‰" "
4−N 4−N

4 4 ,

como queríamos. 

I.1.14  Sejam  e  duas famílias,(Produto de dois somatórios) ÐB Ñ ÐC Ñ4 4−N 5 5−O

finitas ou infinitas, de elementos de . Tem-se então‘

ˆ ‰ ˆ ‰" " "
4−N 5−O

4 5 4 5

Ð4ß5Ñ−N‚O

B ‚ C œ ÐB ‚ C Ñ.

Dem: Tendo em conta I.1.12 e I.1.13, vem

ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰" " " " " "
"4−N 5−O 4−N 5−O 4−N 5−O

4 5 4 5 4 5

Ð4ß5Ñ−N‚O

4 5

B ‚ C œ B ‚ C œ ÐB ‚ C Ñ œ

œ ÐB ‚ C Ñ. 

O resultado seguinte mostra que, apesar de o conjunto  dos índices deN
um somatório de elementos de  ser arbitrário, quando a soma for finita,‘

o subconjunto dos índices que “verdadeiramente interessam” é sempre
contável.

I.1.15 Seja  uma família de elementos de  tal que . ExisteÐB Ñ B  _4 4−N  4
4−N

‘ !
então um conjunto contável  tal que , para cada .N § N B œ ! 4 − N Ï N! 4 !

Dem: Para cada , o conjunto , dos  tais que , é finito,8 − N 4 − N B   8 4
"
8

sem o que
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" " "
4−N 4−N 4−N

4 4B   B   œ _
"

8
8 8

.

Podemos então considerar o conjunto contável  união de todos os  e,N N! 8

para cada , tem-se , para todo o , portanto .4 − N Ï N B  8 B œ !! 4 4
"
8 

Exercícios

Ex I.1.1 (Exercício com sabor algébrico) Verificar que a definição, por
recursão, das somas de famílias finitas de elementos de , sugerida em‘

I.1.5, é legítima, isto é, que o segundo membro da fórmula

" "
3−M

3 3 3

3−MÏÖ3 ×

B œ B  B
!

!

,

no caso em que  tem  elementos, não depende da escolha do elementoM 8  "
3 − M! , supondo que esse facto já é conhecido para o caso em que o conjunto
de índices tem um número de elementos menor ou igual a . Constatar, em8
particular, onde é que a comutatividade e a associatividade jogam o seu papel
e qual a importância de  ser elemento neutro.!
Justificar também  as afirmações feitas nas alíneas a) a f) de I.1.5.

Ex I.1.2 . Lembrando a fórmula para a soma dos termos de umaSeja !  B  "
série geométrica, calcular de duas maneiras distintas o somatório

"
Ð:ß;Ñ− ‚

:;

 

B

para deduzir que

" ˆ ‰
8−

8 #



Ð8  "ÑB œ
B

"  B
.

Ex I.1.3 Seja  um número real. Verificar que se tem!  "

"
8œ"

_ " #

8 #  #
Ÿ

! !

!

,

em particular que a série no primeiro membro é convergente.
Sugestão: Reparar que, para cada , a soma5   $

W œ
"

8
5

8œ"

5"
!
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verifica

W Ÿ "   Ÿ "  W  W
" " " "

Ð#:Ñ Ð#:  "Ñ # #
5 5 5

:œ" :œ"

5 5" "
! ! ! !

.

Ex I.1.4 Provar, por absurdo, que se tem  (divergência da série!
8−

"
8



œ _

harmónica), mostrando que, se fosse , vinha!
8−

"
8



œ +  _

+ œ  œ   
" " " " + +

8 8 #: #:  " # #
" " " "
8 8 :− :− par  ímpar

  .
 

Ex I.1.5 Para cada , seja5 − 

E œ Ö8 − ± #  8 Ÿ # ×5
5" 5

(um conjunto com  elementos) e reparemos que os conjuntos  são# E5"
5

disjuntos dois a dois e de união . Ï Ö"×
a) (De novo a divergência da série harmónica) Reparar que

" " " " " "Š ‹ Š ‹
8− 5− 5− 5−8−E 8−E

5
   

" " " "

8 8 # #
œ "    "    "  œ _

5 5

.

b) Adaptar o raciocínio feito em a) para deduzir de a) a divergência da série
de Bertrand:

"
8 #

"

8 Ð8Ñ
œ _

ln
.

§2. Medidas em -álgebras.5

Quando pensamos intuitivamente em medidas, pensamos em algo como a
noção de área no contexto de subconjuntos do plano e esperamos que
certas propriedades naturais sejam verificadas, como o facto de o conjunto
vazio ter área  e o de a área da união de dois conjuntos disjuntos ser a!
soma das áreas destes. Esta última propriedade arrasta facilmente, por
indução, que a área de uma união finita de conjuntos disjuntos dois a dois
é ainda a soma das áreas destes e isso leva-nos a pensar se esta última
propriedade não será válida, mais geralmente para uniões de famílias arbi-
trárias, finitas ou infinitas, de conjuntos disjuntos dois a dois. Tal não é
decerto o caso, como se reconhece facilmente se notarmos que qualquer
conjunto é união de conjuntos com um único elemento, os quais têm área
igual a , e que uma soma de parcelas todas iguais a  é igual a . Pelo! ! !
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contrário, a experiência mostra que faz sentido considerar a propriedade
referida desde que nos limitemos a considerar uniões finitas ou numerá-
veis de conjuntos, e esse facto vai ser de grande importância nas aplica-
ções. Aparece, no entanto, uma contrariedade. Para muitas medidas
importantes, um dos exemplos das quais é precisamente o da área,
constata-se a impossibilidade de considerar a medida de um subconjunto
arbitrário, de modo que se verifiquem as propriedades desejadas (cf. o
exercício I.2.1, no fim do capítulo, para o caso análogo do comprimento
no contexto de ). Uma solução de compromisso é supor que a medida‘
está apenas definida para uma certa classe de subconjuntos, que se espera
que seja suficientemente ampla e fechada para as operações usuais que
envolvem subconjuntos.

I.2.1 Seja  um conjunto. Diz-se que uma classe  de subconjuntos de  é\ \`
uma 5-álgebra6 se se verificam as seguintes propriedades:
1) O conjunto vazio  pertence a ;g `
2) Se , então o complementar  também pertence a ;E − \ Ï E` `
3) Se  é um conjunto finito ou numerável de índices e se, para cada ,N 4 − N
E − E −4 4

4−N

` `, então .- 7

I ção de um certo.2.2 Daqui em diante encontraremos com frequência a condi
conjunto ser finito ou numerável, o que torna útil encontrar uma expressão
mais simples de enunciar essa condição. Diremos que um conjunto é contável
se for finito ou numerável. Falaremos também de  para nosfamílias contáveis
referirmos a famílias cujo conjunto de índices seja contável. Analogamente,
uma  é uma família cujo conjunto de índices seja finito e umafamília finita
família não vazia é uma família cujo conjunto de índices seja não vazio.8

I -álgebra de partes.2.3  Se  é uma (Outras propriedades das -álgebras)5 ` 5
de , então verificam-se também as seguintes propriedades:\
4) Se  é um conjunto contável, não vazio , de índices e se, para cada ,N 4 − N9

6É natural interrogarmo-nos sobre a razão da utilização da letra grega . Ela destina-se a5
sublinhar que, na condição 3) adiante se consideram uniões finitas ou numeráveis, e não
apenas uniões finitas. Se apenas se exigisse a condição 3) para uniões finitas (e bastava
então referir apenas as uniões de dois conjuntos de ), obtinha-se o conceito de ,` álgebra
que não teremos ocasião de utilizar.
7No caso em que , a união é considerada como sendo o conjunto vazio pelo queN œ g
quem aceitar o conceito de união da família vazia poderia dispensar o enunciado da
propriedade 1).
8Esta última definição poderá considerada estranha por algumas pessoas que têm como
implícito que o conjunto dos índices de uma família nunca é o conjunto vazio, mas apre-
sentamo-la em atenção àqueles para quem estas últimas não devem ser afastadas .a priori
9Quando se trabalha no contexto dos subconjuntos de um conjunto fixado , é comum\
considerar a intersecção da família vazia de partes de  como sendo o próprio , pelo\ \
que, nesse contexto, a exigência  seria dispensável.N Á g
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E − E −4 4
4−N

` `, então ;+
5) ;\ −`
6) Se  e , então a diferençaE − F −` `

E Ï F œ ÖB − \ ± B − E • B Â F×

também pertence a .`
Dem: A conclusão de 4) resulta de que se pode escrever

, .ˆ ‰
4−N 4−N

4 4E œ \ Ï Ð\ Ï E Ñ .

A conclusão de 5) resulta de se ter  e a de 6) de se poder escrever\ œ \ Ï g
E Ï F œ E  Ð\ Ï FÑ. 

I.2.4  Se  é um conjunto, a classe , de(Exemplos de -álgebras) a)5 \ Ð\Ñc
todos os subconjuntos de , é uma -álgebra, que é máxima, no sentido de\ 5
conter qualquer -álgebra de subconjuntos de .5 \
b) Se  é um conjunto, a classe , é uma -álgebra, que é mínima, no\ Ögß\× 5
sentido de estar contida em qualquer -álgebra de partes de .5 \

I.2.5  Sejam  um conjunto e  uma -álgebra de(A -álgebra restrição)5 \ ` 5
partes de . Se  é um subconjunto pertencente a , então a classe\ ] § \ `
` `Î]  dos conjuntos pertencentes a , que estão contidos em , é uma]

5 5 `-álgebra de partes de , a que damos o nome de  da -álgebra ] restrição
a  e que é a que se considera implicitamente em  quando outra não for] ]
referida.
Dem: As propriedades 1) e 3) da definição em I.2.1 são triviais e a
propriedade 2) resulta da propriedade 6) em I.2.3, uma vez que estamos a
supor que .] −` 

O resultado a seguir dá-nos outro método útil de explicitar -álgebras,5
cujo único senão é não nos dar em geral nenhum método efetivo para
decidir em todos os casos se um dado conjunto pertence ou não a essa
5-álgebra.

I.2.6 Sejam  um conjunto e  uma classe arbitrária de partes de . Existe\ \V
então uma 5 ` V-álgebra  contendo , que é mínima, no sentido de estar
contida em qualquer -álgebra que contenha . A esta -álgebra, que é5 V 5
necessariamente única, dá-se o nome de  pela classe .5-álgebra gerada V
Dem: Seja  a classe de todos os subconjuntos de  que pertencem a` \
qualquer -álgebra que contenha , por outras palavras,  é a intersecção5 V `
de todas as -álgebras que contêm  (há pelo menos uma -álgebra nessas5 V 5
condições, nomeadamente a -álgebra ). Constata-se imediatamente5 cÐ\Ñ
que  é uma -álgebra que contém  e, por construção, a classe  está` 5 V `
contida em qualquer -álgebra que contém . A unicidade de uma -álgebra5 V 5
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nestas condições resulta de que, se  e  fossem duas -álgebras com` ` 5w

esta propriedade, tinha que se ter  e .` ` ` `§ §w w 

Um exemplo de -álgebra gerada, que para nós será de grande impor-5
tância, é o da -álgebra dos borelianos dum espaço topológico. Por exem-5
plo, o comprimento em , a área em  e o volume em  vão ser medi-‘ ‘ ‘# $

das que, como veremos adiante, não estando definidas para subconjuntos
arbitrários, estão definidas nas -álgebras dos borelianos dos espaços em5
questão.

I.2.7 Se  é um espaço topológico, chamam-se  de  os subconjuntos\ \borelianos
que pertencem à -álgebra gerada pela classe dos conjuntos abertos de ,5 \
5 U 5-álgebra  a que se dá naturalmente o nome de -álgebra dos borelianos\

de .\

I.2.8   Se  é um espaço topológico, os abertos de(Exemplos de borelianos) a) \
\ são borelianos, e os fechados também o são, uma vez que são
complementares de conjuntos abertos.
b) No caso em que o espaço topológico  é separado, os conjuntos contáveis\
são borelianos, uma vez que são uniões de famílias contáveis de conjuntos
com um único elemento, que são fechados; em consequência, também os
complementares de conjuntos contáveis são borelianos.
c) Em , todos os intervalos são borelianos, uma vez que são conjuntos‘
abertos ou conjuntos fechados ou interseções de um aberto com um fechado;
por exemplo,  é a intersecção do conjunto aberto  com oÓ+ß ,Ó Ó+ß_Ò
conjunto fechado .Ó_ß ,Ó

Como complemento, que não justificamos, ao que referimos atrás, pode-
mos dizer que o difícil é definir explicitamente um subconjunto de  (ou‘
de ) que não seja boreliano, ou sequer um subconjunto que não‘8

consigamos verificar que é boreliano. Esta observação é, de certo modo,
uma “boa notícia”, visto que, como já referimos, as medidas importantes
de  vão estar definidas nos borelianos e os conjuntos para os quais a‘8

medida está definida vão ser os mais interessantes.

I.2.9  Sejam  um espaço topológico(Borelianos de um subespaço topológico) \
e  a -álgebra dos borelianos de . Se  e , então aU 5 U\ \\ ] § \ ] −
5 U-álgebra  dos borelianos de , com a topologia induzida, coincide com a] ]
5 U-álgebra restrição .\Î]

Dem: Se  é aberto em , então , para um certo aberto  de ,Z ] Z œ ]  Y Y \
em particular  é um boreliano de , contido em , isto é,  pertence àZ \ ] Z
5 U 5 U-álgebra restrição . Uma vez que a -álgebra , dos borelianos de ,\ ]Î] ]

é a mais pequena -álgebra de partes de  que contém os abertos de ,5 ] ]
concluímos que .U U] \Î]§

Consideremos agora
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` Uœ ÖE § \ ± E  ] − ×] .

Tendo em conta as igualdades ,  eg  ] œ g Ð\ Ï EÑ  ] œ ] Ï ÐE  ] Ñˆ ‰- -
4−N 4−N

4 4E  ] œ ÐE  ] Ñ, concluímos que  é uma -álgebra de partes` 5

de , a qual vai conter os abertos  de , para os quais  é aberto em\ Y \ Y  ]
] §, em particular pertence a . Concluímos assim que , e portanto,U U `] \

se , vem  donde , o que mostraE − E − § E œ E  ] −U U ` U\ \ ]Î]

que .U U\ ]Î] § 

I.2.10  Sejam  um conjunto e  uma -álgebra de(Medida numa -álgebra)5 \ ` 5
partes de . Chama-se  na -álgebra  a uma aplicação\ medida 5 `
. ` ‘À Ä  verificando as seguintes propriedades:
1) ;.ÐgÑ œ !
2) (Aditividade) Qualquer que seja a família contável  de conjuntosÐE Ñ4 4−N

disjuntos dois a dois, pertencentes a ,`

. .Ð E Ñ œ ÐE Ñ. "
4−N 4−N

4 4 .

Diz-se que a medida  é  se verifica  e que é. ` ‘ .À Ä Ð\Ñ  _ finita
uma  se verifica .probabilidade .Ð\Ñ œ "

O lema seguinte, cujo enunciado é quase maior que a demonstração, será
utilizado várias vezes ao longo deste texto.

I.2.11  Sejam  um conjunto e  uma família contável de partes(Lema) \ ÐE Ñ4 4−N

de . Existe então uma família de partes de , , disjuntas duas a\ \ ÐE Ñw4 4−N

duas, com  e  , onde cada  é da formaE § E E œ E Ew w w
4 4 44 4

4−N 4−N

- -
E œ E Ï E œ E  Ð\ Ï E Ñw ww ww

4 4 44 4 ,

com  união de um número finito dos , .E E 5 − Nww
4 5

Em particular, no caso em que  é uma -álgebra de partes de  com` 5 \
E − 4 − N E − 4 − N4

w
4` `, para cada , tem-se também , para cada .

Dem: O facto de  ser contável permite-nos, por composição com umaN
bijeção de , ou de um  conjunto do tipo , sobre , examinar Ö"ß #ßá ßR× N
apenas os casos em que  ou . Ora, nesses casos,N œ N œ Ö"ß #ßá ßR×
basta definirmos  e, para cada ,E œ E 4  "w

" "

E œ E Ï Ew
4 4 5

54

ˆ ‰. ,
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uma vez que cada  vai pertencer a um único , nomeadamente oB − E E-
4−N

4
w
4

correspondente ao menor dos  tais que .4 B − E4 

I.2.12  (Outras propriedades das medidas) Sejam  um conjunto,  uma\ `
5 . ` ‘-álgebra de partes de  e  uma medida. Tem-se então:\ À Ä 

3) (Monotonia) Se , com , então  e, no casoEßF − E § F ÐEÑ Ÿ ÐFÑ` . .
em que .ÐFÑ  _

. . .ÐF Ï EÑ œ ÐFÑ  ÐEÑ;

Em particular, se  é uma medida finita,  toma valores em  e, se  é uma. . ‘ .

probabilidade,  toma valores em .. Ò!ß "Ó
4) (Subaditividade) Qualquer que seja a família contável  deÐE Ñ4 4−N

conjuntos pertencentes a , não necessariamente disjuntos dois a dois,`

. .Ð E Ñ Ÿ ÐE Ñ. "
4−N 4−N

4 4 .

5) Sendo  uma sucessão crescente de subconjuntos pertencentes a ÐE Ñ8 8− `
(isto é, supondo que , para cada ), tem-seE § E 8 −8 8" 

. .Ð E Ñ œ ÐE Ñ.
8−

8 8



lim .

6) Se , entãoEßF − `

. . . .ÐE  FÑ  ÐE  FÑ œ ÐEÑ  ÐFÑ.

7) Sendo  uma sucessão decrescente de subconjuntos pertencentes aÐE Ñ8 8−

`  (isto é, supondo que , para cada ), e supondo queE ¨ E 8 −8 8"

.ÐE Ñ  _" , tem-se

. .Ð E Ñ œ ÐE Ñ,
8−

8 8



lim .

Dem: As afirmações de 3) resultam de que se tem , comF œ E  ÐF Ï EÑ
E  ÐF Ï EÑ œ g ÐFÑ œ ÐEÑ  ÐF Ï EÑ, portanto . Para justificarmos 4),. . .
atendemos ao lema I.2.11, para concluirmos que se tem , com- -

4−N 4−N
4

w
4E œ E

E − E § E Ew w w
4 4 44`,  e os  disjuntos dois a dois, tendo-se então

. .ÐE Ñ Ÿ ÐE Ñw
4 4 , portanto

. . . .Ð E Ñ œ Ð E Ñ œ ÐE Ñ Ÿ ÐE Ñ. . " "
4−N 4−N 4−N 4−N

4 4
w w
4 4 .

Examinemos agora a conclusão de 5). Consideremos os conjuntos ,F −: `
onde , disjuntos dois a dois, definidos por  e: − F œ E " "

F œ E Ï E F œ E F œ E:" :" : : : : 8
:− :− :Ÿ8

, reparando que  e que .- - -
 
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Tem-se assim, lembrando I.1.8,

. . . .Ð E Ñ œ ÐF Ñ œ ÐF Ñ œ ÐE Ñ. " "
:− :−

: : : 8

:œ"

8

 

lim lim .

Quanto a 6), reparamos que , com , eE F œ E  ÐF Ï EÑ E  ÐF Ï EÑ œ g
que , com , e deduzimosF œ ÐF Ï EÑ  ÐE  FÑ ÐF Ï EÑ  ÐE  FÑ œ g
daqui que

. . . . .

. .

ÐE  FÑ  ÐE  FÑ œ ÐEÑ  ÐF Ï EÑ  ÐE  FÑ œ

œ ÐEÑ  ÐFÑ.

Quanto a 7), reparamos que os conjuntos  constituem umaE Ï E −" 8 `
sucessão crescente cuja união é , pelo que, tendo em conta asE Ï E" 8

8−

+


conclusões de 3) e 5),

. . . .

. .

ÐE Ñ  Ð E Ñ œ ÐE Ï E Ñ œ ÐE Ï E Ñ œ

œ Ð ÐE Ñ  ÐE ÑÑ

" 8 " 8 " 8

8− 8−

" 8

, ,
 

lim

lim ,

donde

. . . . .Ð E Ñ œ ÐE Ñ  Ð ÐE Ñ  ÐE ÑÑ œ ÐE Ñ,
8−

8 " " 8 8



lim lim . 

I.2.13  Sejam  um conjunto,  uma (Restrição de uma medida) \ ` 5-álgebra de
partes de  e  uma medida. Se , com , e se\ À Ä ] § \ ] −. ` ‘ `

considerarmos em  a -álgebra restrição , obtemos uma medida] 5 `Î]

. ` ‘ .Î] Î] À Ä ], a que damos o nome de  de  a , definida porrestrição

. . `Î] Î]ÐEÑ œ ÐEÑ E −, para cada .

I.2.14  Sejam  um conjunto arbitrário e  uma(Exemplo de medida) \ Ð Ñ!B B−\

família de elementos de . Tem então lugar uma medida ‘ .  definida na
5 c-álgebra  de todos os subconjuntos de  porÐ\Ñ \

. !ÐEÑ œ "
B−E

B.

Dizemos que esta é a  à família medida associada Ð Ñ!B B−\ .10

Dem: A propriedade 1) da definição de medida em I.2.10 resulta da
definição por recursão dos somatórios finitos e a propriedade 2) é uma
consequência imediata de I.1.11. 

10Estas medidas gozam de duas propriedades que se podem considerar atípicas: Em
primeiro lugar, estão definidas na -álgebra de todos os subconjuntos; em segundo lugar,5
a propriedade de aditividade é verificada para famílias arbitrárias de subconjuntos de \
disjuntos dois a dois, e não só para famílias contáveis.
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I.2.15  Seja  um conjunto(Casos particulares das medidas precedentes) a) \
arbitrário e consideremos a família Ð! !B B−\ BÑ œ " B − \ com , para cada .
À medida  na -álgebra , de todos os subconjuntos de , associada a/ 5 cÐ\Ñ \
esta família, dá-se o nome de . A razão deste nome estámedida de contagem
em que, como decorre do referido na alínea a) de I.1.5 e em I.1.6, para cada
E § \ ÐEÑ E E § \ finito,  é o número de elementos de  e, para cada  infi-/
nito, ./ÐEÑ œ _
b) Sejam  um conjunto arbitrário e  um elemento fixado.\ B − \!

Considerando a família  com , se , e , se Ð! ! !B B−\ B ! BÑ œ " B œ B œ !
B Á B Ð\Ñ \! B, à medida  na -álgebra , de todos os subconjuntos de ,. 5 c

!

associada a esta família dá-se o nome de  correspondente aomedida de Dirac
ponto . Repare-se que, como se constata facilmente, para cada B E § \!

tem-se , se , e , se .. .B ! B !! !
ÐEÑ œ " B − E ÐEÑ œ ! B Â E

c) Se  é um conjunto arbitrário e considerarmos a família  com\ Ð Ñ!B B−\

! . 5 cB œ ! B Ð\Ñ, para cada , a correspondente medida  na -álgebra  de todas
as partes de  é a medida identicamente nula, com , para cada .\ ÐEÑ œ ! E.

I.2.16 (Construção trivial de novas medidas) Sejam  um conjunto,  uma\ `
5 . . ` ‘ ‘-álgebra de partes de ,  duas medidas e . Têm\ ß À Ä + −w

 

então lugar novas medidas  e , definidas,. . ` ‘ . ` ‘ À Ä + À Äw
 

naturalmente, por

Ð  ÑÐEÑ œ ÐEÑ  ÐEÑ Ð+ ÑÐEÑ œ + ÐEÑ. . . . . .w w , .

Dem: Trata-se de consequências diretas das propriedades das somas não
necessariamente finitas em I.1.12 e I.1.13. 

Exercícios

Ex I.2.1 (Impossibilidade de definir o comprimento de um subconjunto arbi-
trário de )‘  Verificar que não existe nenhuma boa noção de comprimento,
definida para todos os subconjuntos de , mais precisamente, que não existe‘
nenhuma medida , definida na -álgebra de todas as partes de , que seja. 5 ‘
invariante por translação (no sentido de se ter , para cada. .ÐB  EÑ œ ÐEÑ
B − E § ÐÓ!ß "ÓÑ œ "‘ ‘ . e ) e tal que .
Sugestão: Considerar em  uma relação de equivalência, definida por ‘ B µ C
se, e só se,  é um número racional. Escolhamos em  um, e um sóB  C Ó!ß "Ó
elemento de cada classe de equivalência para esta relação e seja  oF § Ó!ß "Ó
conjunto dos elementos escolhidos. Notando  o conjunto numerável dosN
racionais do intervalo , mostrar queÓ"ß "Ò

Ó!ß "Ó § D  F § Ó"ß #Ó.
D−N

,

com os conjuntos  disjuntos dois a dois, deduzindo daí queD  F
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" Ÿ ÐD  FÑ Ÿ $"
D−N

. ,

o que é impossível por todos os  serem iguais a , e portanto a. .ÐD  FÑ ÐFÑ
sua soma ter que ser  ou .! _

Ex I.2.2 Seja  um conjunto infinito não numerável. Mostrar que a classe \ `
das partes de  que são contáveis ou de complementar contável é uma\
5 . 5-álgebra e que se pode definir uma medida  nesta -álgebra, pondo
. .ÐEÑ œ ! E ÐEÑ œ " \ Ï E, se  é contável, e , se  é contável.

Ex I.2.3 Se  é um conjunto, o que serão os borelianos de  associados à\ \
topologia discreta e os borelianos de  associados à topologia caótica?\

Ex I.2.4 -álgebra de partes de  e Sejam  um conjunto,  uma \ ` 5 . ` ‘\ À Ä 

uma medida. Lembrar que, como se verificou na alínea 7) de I.2.12, sendo
ÐE Ñ8 8− uma sucessão decrescente de subconjuntos pertencentes a  e`
admitindo que , tem-se.ÐE Ñ  _"

. .Ð E Ñ œ ÐE Ñ,
8−

8 8



lim .

Dar um contraexemplo que mostre que, sem a hipótese de se ter
.ÐE Ñ  _" , a conclusão referida pode falhar.  Pensar na medidaSugestão:
de contagem na -álgebra de todas as partes de .5 

Ex I.2.5 Sejam  um conjunto e  uma sucessão de subconjuntos de .\ ÐE Ñ \8 8−

Se E § \ E E Ä E, diz-se que a sucessão tem  , e escreve-se , se selimite 8

verificam as duas condições seguintes:
1) Para cada , existe  tal que, para todo o , ;B − E 8 8   8 B − E! ! 8

2) Para cada , existe  tal que, para todo o , .B Â E 8 8   8 B Â E! ! 8

a) Verificar que uma sucessão de subconjuntos pode ter ou não limite mas
que este, quando existe, é necessariamente único.
b) Verificar que, se a sucessão de subconjuntos  é crescente ouÐE Ñ8 8−

decrescente, então ela tem limite e dizer, em cada um dos casos, o que é esse
limite.
c) Suponhamos que  é uma -álgebra de partes de  e que  é uma` 5 \ ÐE Ñ8 8−

sucessão de subconjuntos pertencentes a . Verificar que, se a sucessão tem`
limite , então .E E − `

Ex I.2.6 -álgebra de partes de  ea) Sejam  um conjunto,  uma \ ` 5 \
. . ` ‘ .ß À Ä Ð\Ñ  _s s duas medidas, com , tais que, para cada
E − ÐEÑ œ ! Ê ÐEÑ œ !  !  !s` . . $ &, . Mostrar que, para cada , existe 
tal que, para cada , .F − ÐFÑ  Ê ÐFÑ s` . & . $
Sugestão: Supondo que a conclusão é falsa, considerar  tal que, para$  !
cada , existe  com  e . Considerar a8 − F − ÐF Ñ  ÐF Ñ  s ` . . $8 8 8

"
#8

sucessão decrescente de conjuntos  definida porE −7 `
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E œ F7 8

8œ7

_.
e o conjunto  e mostrar, tendo em conta a conclusão da alínea 7)E œ E+

7−
7



de I.2.12, que  e .. . $ÐEÑ œ ! ÐEÑ  s
b) Considerando na -álgebra , de todas as partes de , a medida de5 c  Ð Ñ
contagem  e a medida finita  associada à família  (cf. I.2.15 e/ . Ð Ñ"

8−28 

I.2.14), concluir que a hipótese, na alínea precedente, de a segunda medida
ser finita é essencial para a validade da respetiva conclusão.

§3. Medidas em semianéis.

O nosso objetivo principal para esta, e a próxima, secção é construir a
primeira medida de importância fundamental, a medida de Lebesgue nos
borelianos de , que estende a noção de comprimento de um intervalo,‘
sendo possível obter, sem acréscimo significativo de trabalho, generaliza-
ções desta, as medidas de Lebesgue-Stieltjes. Por uma questão técnica,
ligada à facilidade de decompor conjuntos como uniões de intervalos
disjuntos, será cómodo começarmos por considerar de início apenas inter-
valos de um tipo muito particular, abertos à esquerda e fechados à direita.
Começamos, nesta secção, por examinar as propriedades de que goza a
classe dos intervalos desse tipo e a noção de comprimento e mostraremos
na próxima secção que, sempre que estamos em presença de uma situação
desse tipo, é possível construir uma medida na -álgebra gerada.5

I.3.1 Dado um conjunto não vazio  de números reais, vamos chamar -X X inter-
valos semiabertos intervalos semiabertos (ou, simplesmente, , no caso em que
X ‘ ‘œ ) aos subconjuntos de  da forma

Ó+ß ,Ó œ ÖB − ± +  B Ÿ ,×‘ ,

onde . Repare-se que não fazemos nenhuma restrição sobre a relação+ß , − X
de ordem entre os reais  e  mas, se , tem-se .+ , +   , Ó+ß ,Ó œ g
Qualquer -intervalo semiaberto pode assim ser escrito na forma  comX Ó+ß ,Ó
+ Ÿ , em  e uma tal representação é única, no caso dos intervalos semiaber-X
tos não vazios, visto que então  tem que ser o máximo do intervalo e  o seu, +
ínfimo. É claro que o conjunto vazio admite infinitas representações daquele
tipo; essas representações são exatamente as do tipo , com  arbi-Ó+ß +Ó + − X
trário.

I.3.2  Dado um conjunto não vazio(Propriedades dos intervalos semiabertos)
X ‘ f X ‘§ , a classe  dos -intervalos semiabertos de , que tem o conjunto
vazio  como um dos seus elementos, verifica a seguinte propriedade:g
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Se  e , então  e existem  e , comE − F − E  F − G − H −f f f f f
G H œ g E Ï F œ G H, tais que .
Dem: Ponhamos

E œ Ó+ ß , Ó F œ Ó+ ß , Ó" " # #, ,

onde podemos já supor . Tem-se então+ Ÿ ,# #

E  F œ ÖB − ± +  B Ÿ , • +  B Ÿ , × œ Ó+ß ,Ó‘ " " # # ,

com  e  e+ œ Ö+ ß + × , œ Ö, ß , ×max min" # " #

E Ï F œ ÖB − ± +  B Ÿ , • ÐB Ÿ + ” B  , Ñ× œ Ó+ ß , Ó  Ó+ ß , Ó‘ " " # # " "
w w

onde  e , tendo-se então, œ Ö, ß + × + œ Ö+ ß , ×w w
" # " #min max

, Ÿ + Ÿ , Ÿ +w w
# # ,

o que implica que .Ó+ ß , Ó  Ó+ ß , Ó œ g" "
w w 

I.3.3 Seja  um conjunto. Diz-se que uma classe  de partes de  é um\ \f
semianel se se verificam as propriedades:
1) ;g − f
2) Se   e , então ;E − F − E  F −f f f
3) Se  e , então existe uma família finita  de conjuntosE − F − ÐG Ñf f 3 3−M

pertencentes a , disjuntos dois a dois, tal quef

E Ï F œ G.
3−M

3.

I.3.4 Uma -álgebra  de subconjntos de  é, em particular, um semianel, uma5 ` \
vez que, para a condição 3), podemos considerar uma família formada pelo
único conjunto . O que vimos atrás mostra-nos que, se  é nãoE Ï F §X ‘
vazio, a classe dos -intervalos semiabertos de  é um semianel, que,X ‘
evidentemente, não é uma -álgebra.5

I.3.5 Sejam  um conjunto e  um semianel de partes de . Se  é uma\ \ ÐG Ñf 3 3−M

família finita não vazia de conjuntos pertencentes a , então .f f+
3−M

3G −

Dem: Trata-se de uma consequência da propriedade 2) da definição de
seminanel, por indução no número de elementos, maior ou igual a , do"
conjunto de índices. 

I.3.6  Sejam  um conjunto e  um semianel de partes de .(O anel associado) \ \f
Notemos  a classe dos subconjuntos de  que são união de alguma famíliaT \
finita de conjuntos  disjuntos dois a dois e pertencentes a . Tem-seÐG Ñ3 3−M f
então que a classe  contém  e goza das seguintes propriedades:T f
1) Se  é uma família finita não vazia de conjuntos pertencentes a ,ÐE Ñ3 3−M T
então ;+

3−M
3E − T

2) Se  e , então .E − F − E Ï F −T T T
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3) Se  é uma família finita de elementos de , então .ÐE Ñ E −3 3−M 3
3−M

T T-
Dizemos que a classe  é o  ao semianel .T fanel associado
Dem: O facto de  conter  resulta de que cada  pode ser olhadoT f fE −
como a união de uma família constituída por um único conjunto .E
Reparemos também que da definição da classe  resulta imediatamente que,T
se ÐE Ñ3 3−M  é uma família finita de elementos de , disjuntos dois a dois,T
então , o que é menos do que o afirmado em 3), uma vez que aí-

3−M
3E − T

não estamos a exigir que os conjuntos sejam disjuntos dois a dois.
A propriedade 1) resulta por indução no número de elementos, maior ou
igual a , do conjunto de índices , desde que se mostre que, se  e" M E − T
F − E  F − E œ G F œ H ÐG ÑT T, então . Ora, sendo  e , onde - -

3−M 4−N
3 4 3 3−M

e  são duas famílias finitas de conjuntos de , em ambos os casosÐH Ñ4 4−N f
disjuntos dois a dois, tem-se

E F œ ÐG H Ñ.
Ð3ß4Ñ−M‚N

3 4 ,

ondo os conjuntos  pertencem a  e são disjuntos dois a dois.G H3 4 f
Para provarmos 2), comecemos por examinar o caso particular em que E − f
e . Ora, afastando já o caso trivial em que , e portantoF − F œ gT
E Ï F œ E F œ H ÐH Ñ, podemos escrever , onde  é uma família finita-

4−N
4 4 4−N

não vazia de conjuntos de  disjuntos dois a dois e tem-se entãof

E Ï F œ ÐE Ï H Ñ,
4−N

4 ,

onde, pela propriedade 3) dos semianéis, cada  pertence a , eE Ï H4 T
portanto, tendo em conta a propriedade 1) já demonstrada, vem .E Ï F − T
Suponhamos agora que  e . Podemos então escrever ,E − F − E œ GT T -

3−M
3

onde  é uma família finita de conjuntos de  disjuntos dois a dois eÐG Ñ3 3−M f
portanto , com os  disjuntos dois a dois e, comoE Ï F œ ÐG Ï FÑ G Ï F-

3−M
3 3

vimos no caso particular já estudado, cada . Como referimos noG Ï F −3 T
início, daqui decorre que  .E Ï F − T
Uma vez que , podemos provar 3) por indução no número deg − §f T
elementos, maior ou igual a , do conjunto de índices . Para isso, basta" M
mostrarmos que, se  e , então . Ora, isso resultaE − F − E  F −T T T
mais uma vez do que se disse no início, uma vez que se tem

E F œ E  ÐF Ï EÑ,

onde os conjuntos  e  pertencem a  e são disjuntos.E F Ï E T 



§3. Medidas em semianéis 23

No caso do seminanel  dos intervalos semiabertos de , podemos asso-f ‘
ciar a cada intervalo , com , o elemento . Se quiser-Ó+ß ,Ó + Ÿ , ,  + − ‘

mos ter esperanças de que esta aplicação de  em  possa ser prolon-f ‘

gada a uma medida numa -álgebra contendo  (o que, como veremos,5 f
vai efetivamente acontecer), o mínimo que se pode exigir é que, ao nível
de  já se tenha uma medida no sentido seguinte.f

I.3.7 Sejam  um conjunto e  um semianel de partes de . Diz-se que uma\ \f
aplicação  é uma  se se verificam as propriedades. f ‘À Ä  medida
seguintes:
1) ;.ÐgÑ œ !
2) (Aditividade) Qualquer que seja a família contável  de conjuntosÐE Ñ4 4−N

disjuntos dois a dois, pertencentes a , tal que ,f f-
4−N

4E −

. .Ð E Ñ œ ÐE Ñ. "
4−N 4−N

4 4 .

É claro que, no caso em que o semianel é uma -álgebra, reencontramos a5
definição de medida em I.2.10, a única diferença estando em que, naquele
caso, não era necessário explicitar em 2) a hipótese, verificada automati-
camente, de se ter  .-

4−N
4E − f

Provamos em seguida algumas propriedades das medidas em semianéis,
que decorrem das que já conhecemos no caso em que o semianel é uma
5-álgebra, mas que necessitam aqui de argumentos mais completos.
Apenas nos debruçamos sobre propriedades que serão utilizadas no pro-
cesso de prolongamento das medidas à -álgebra gerada, uma vez que,5
obtido um tal prolongamento, as restantes propriedades decorrem do que
se conhece para as -álgebras.5

I.3.8  Sejam  um(Algumas propriedades das medidas num semianel) \
conjunto,  um semianel de partes de  e f \ . f ‘À Ä  uma medida. Tem-se
então:
3) Se  é uma família de conjuntos em  disjuntos dois a dois, seÐE Ñ4 4−N f
F − E § Ff e se , então-

4−N
4

"
4−N

4. .ÐE Ñ Ÿ ÐFÑ.

4) (Monotonia) Se  e , então .EßF − E § F ÐEÑ Ÿ ÐFÑf . .
5) Se  e  é uma família contável de conjuntos de  (não neces-E − ÐF Ñf f4 4−N

sariamente disjuntos dois a dois) tal que , entãoE § F-
4−N

4
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. .ÐEÑ Ÿ ÐF Ñ"
4−N

4 .

Dem: Atendendo a que uma soma arbitrária é o supremo de todas as somas
parciais finitas, para demonstrar 3) basta examinar o caso em que o conjunto
dos índices  é finito. Ora, nesse caso, deduzimos das alíneas 2) e 3)  de I.3.6N
que  pertence ao anel gerado , isto é,F Ï Eˆ ‰-

4−N
4 T

F Ï E œ Gˆ ‰. .
4−N 5−O

4 5,

para uma certa família finita  de conjuntos de  disjuntos dois aÐG Ñ5 5−O f
dois. Então  vai ser a união dos conjuntos  e  de , todos disjuntosF E G4 5 f
dois a dois, pelo que, aplicando a propriedade associativa das somas finitas,

. . .ÐFÑ œ ÐE Ñ  ÐG Ñˆ ‰ ˆ ‰" "
4−N 5−O

4 5 ,

e portanto .!
4−N

4. .ÐE Ñ Ÿ ÐFÑ

A propriedade 4) é o caso particular de 3) em que consideramos para ÐE Ñ4 4−N

uma família com um único elemento .E
Passemos agora à demonstração de 5). Tem-se , com ,E œ E E œ E F- 4 4 4

em particular  e . Tendo em conta o lema I.2.11, podemosE § F E −4 4 4 f
escrever também , com  e os  disjuntos dois a dois, ondeE œ E E § E E- w w w

4 4 44

cada , apesar de poder não pertencer a , pertence, por I.3.6, à classe Ew
4 f T

referida nesse resultado, isto é,

E œ Gw
4

5 −O

4ß5.
4 4

4
,

para certas famílias finitas  de conjuntos de  disjuntos dois aÐG Ñ4ß5 5 −O4 4 4
f

dois. Pela alínea 3), já demonstrada,

"
5 −O

4ß5 4

4 4

4
. .ÐG Ñ Ÿ ÐF Ñ.

De se ter

E œ E œ G. . .Š ‹
4−N 4−N 5 −O

w
4 4ß5

4 4

4
,

com os conjuntos ,  e , disjuntos dois a dois, concluímosG 4 − N 5 − O4ß5 4 44
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finalmente, tendo em conta a propriedade associativa em I.1.11, que

. . .ÐEÑ œ ÐG Ñ Ÿ ÐF Ñ" " "Š ‹
4−N 5 −O 4−N

4ß5 4

4 4

4
. 

I.3.9   um(Generalidades sobre funções crescentes) Sejam N §œ Ó-ß .Ò ‘
intervalo aberto não vazio, com cada extremidade finita ou infinita,  e11

1À Ó-ß .Ò Ä ‘ uma função crescente (no sentido lato). Relembremos que, para
cada , a função  admite limites laterais esquerdo e direito finitos,+ − N 1
notados  e , que são respetivamente iguais ao supremo dos 1Ð+ Ñ 1Ð+ Ñ 1ÐBÑ 

com  e ao ínfimo dos  com , e que se temB  + 1ÐBÑ B  +

1Ð+ Ñ Ÿ 1Ð+Ñ Ÿ 1Ð+ Ñ  .

Analogamente,  admite limite à direita , finito ou , e limite à1 1Ð- Ñ _

esquerda , finito ou , iguais respectivamente ao ínfimo e ao1Ð. Ñ _

supremo dos .1ÐBÑ
Uma propriedade importante, que teremos ocasião de utilizar, é que, se
1À Ó-ß .Ò Ä B − Ó-ß .Ò‘ é uma função crescente então o conjunto dos pontos 
onde  não é contínua, isto é, onde , é contável.1 1ÐB Ñ Á 1ÐB Ñ 

Dem: Para cada  onde  não é contínua, podemos considerar um númeroB 1
racional  que verifique  e então a função que a < 1ÐB Ñ  <  1ÐB Ñ BB B

 

associa  é uma função injectiva do conjuntos dos pontos de<B
descontinuidade para o conjunto numerável dos números racionais. 

I.3.10 (Lema — A importância de um conjunto de índices ser contável)
Sejam  um conjunto contável de índices e . Existe então uma famíliaM  !$
Ð Ñ  ! Ÿ$ $ $ $4 4 44−M

4−M

 de números  tal que .! 12

Dem: Por uma mudança do conjunto de índices, podemos já supor que
M œ M œ Ö"ß #ßá ßR× œ Î# $ $ ou . Basta então definirmos , lembrando a4

4

caracterização da soma dos termos de uma série geométrica. 

I.3.11  Sejam(A medida de Lebesgue-Stieltjes nos intervalos semiabertos)
N §œ Ó-ß .Ò ‘ um intervalo aberto não vazio, com cada extremidade finita
ou infinita, e  uma função crescente (no sentido lato). Tem então 1À N Ä ‘
lugar uma medida , no semianel  dos -intervalos semiabertos, definida- f1 N
por

-1
 ÐÓ+ß ,ÓÑ œ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ,

sempre que .+ Ÿ , 13

11O conjunto  pode assim ser, além do próprio , um intervalo de um dos tipos ,X ‘ Ó+ß ,Ò
com  em ,  ou , com .+  , Ó+ß_Ò Ó_ß +Ò + −‘ ‘
12Reparar que, por I.1.15, se  não é contável é impossível existir uma tal família.N
13Repare-se que, no caso em que a função crescente  é contínua à direita, podemos1
escrever, mais simplesmente, . É frequente fazer-se esta exi--1ÐÓ+ß ,ÓÑ œ 1Ð,Ñ  1Ð+Ñ
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Dizemos que esta é a  associada à função . Nomedida de Lebesgue-Stieltjes 1
caso particular em que  e , a correspondente medida , queN œ 1ÐBÑ œ B‘ -
está definida por , se , toma o nome de -ÐÓ+ß ,ÓÑ œ ,  + + Ÿ , medida de
Lebesgue.
Dem: Para uma melhor sistematização, dividimos a prova em várias partes.
1) O facto de a aplicação  estar bem definida e verificar  resulta- -1 1ÐgÑ œ !
de que, como referido em I.3.1, qualquer intervalo semiaberto pode ser
escrito na forma  com , sendo então vazio se, e só se,  e, noÓ+ß ,Ó + Ÿ , + œ ,
caso em que ele não é vazio, uma tal representação é única. Resta-nos provar
a propriedade de aditividade em I.3.7.
2) Vamos provar a seguinte propriedade de “superaditividade finita”: Se
E œ Ó+ß ,Ó E œ Ó+ ß , Ó contém a união de uma família finita de conjuntos ,4 4 4

onde , disjuntos dois a dois, então4 − M

- -1 1 4

4−M

ÐEÑ   ÐE Ñ" .

  Sem alterar a união nem o segundo membro da igualdade aSubdem:
estabelecer, podemos já retirar de  os índices para os quais .M E œ g4

Podemos também afastar o caso trivial em que o conjunto de índices assim
obtido é vazio, caso em que a união é  e e o segundo membro dag
desigualdade é . Fazemos então a demonstração por indução no número de!
elementos do conjunto de índices . Se  tem apenas um elemento , tem-seM M 4
E ¨ E + Ÿ + ,   ,4 4 4, donde  e  e obtemos

- -1 1 4
   

4 4ÐEÑ œ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ   1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ œ ÐE Ñ.

Suponhamos que a desigualdade se verifica quando  tem  elementos eM 8
provemo-la quando  tem  elementos. Seja  o índice  para o qual  éM 8  " 4 4 ,! 4

máximo e reparemos que ,  e, para cada , , sem o, Ÿ , + Ÿ + 4 Á 4 , Ÿ +4 4 ! 4 4! ! !

que  pertencia a . Concluímos daqui que  contém a união, E  E Ó+ß + Ó4 4 4 4! !

dos , com , donde, tendo em conta a hipótese de indução,E 4 Á 44 !

-

- - - - -

1
     

4 4 4

1 4 1 4 1 4 1 4 1 4

4Á4 4−M

ÐEÑ œ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ   1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ  1Ð+ Ñ  1Ð+ Ñ œ

œ ÐE Ñ  ÐÓ+ß + ÓÑ   ÐE Ñ  ÐE Ñ œ ÐE Ñ

! ! !

! ! !

!

" " .

3) Vamos provar agora a seguinte propriedade de “subaditividade finita”: Se
E œ Ó+ß ,Ó está contido na união de uma família finita de conjuntos
E œ Ó+ ß , Ó 4 − M4 4 4 , onde , não necessariamente disjuntos dois a dois, então

gência suplementar sobre a função  o que não diminui a classe das medidas de1
Lebesgue-Stieltjes (cf. o exercício I.3.4 adiante). Preferimos não fazer essa exigência para
não introduzir uma assimetria artificial esquerda-direita.
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- -1 1 4

4−M

ÐEÑ Ÿ ÐE Ñ" .

  Sem alterar a união nem o segundo membro da igualdade aSubdem:
estabelecer, podemos já retirar de  os índices  para os quais .M 4 E œ g4

Podemos também afastar o caso trivial em que , caso em que oE œ g
primeiro membro da desigualdade é . Façamos a demonstração por indução!
no número de elementos do conjunto de índices . Se  tem apenas umM M
elemento , tem-se , o que implica que  e , donde4 E § E , Ÿ , + Ÿ +4 4 4

- -1 1 4
   

4 4ÐEÑ œ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ Ÿ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ œ ÐE Ñ.

Suponhamos que a desigualdade se verifica quando  tem  elementos eM 8
provemo-la quando  tem  elementos. Uma vez que , existe  talM 8  " , − E 4!
que , em particular . Se fosse , tinha-se, − E œ Ó+ ß , Ó , Ÿ , + Ÿ +4 4 4 4 4! ! ! ! !

trivialmente

- - -1 1 4 1 4
   

4 4
4−M

ÐEÑ œ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ Ÿ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ œ ÐE Ñ Ÿ ÐE Ñ
! ! !

" .

Caso contrário, ou  e o intervalo  está também contido na união+   , Ó+ß ,Ó4!

dos , com , donde, pela hipótese de indução,E 4 Á 44 !

- - -1 1 4 1 4

4Á4 4−M

ÐEÑ Ÿ ÐE Ñ Ÿ ÐE Ñ" "
!

,

ou  e podemos aplicar a hipótese de indução ao intervalo , que+  , Ó+ß + Ó4 4! !

está contido na união dos , com , tendo-se aindaE 4 Á 44 !

-

- - - -

-

1
     

4 4 4

1 4 1 4 1 4 1 4

4Á4

4−M

1 4

ÐEÑ œ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ Ÿ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ  1Ð+ Ñ  1Ð+ Ñ œ

œ ÐE Ñ  ÐÓ+ß + ÓÑ Ÿ ÐE Ñ  ÐE Ñ œ

œ ÐE Ñ

! ! !

! ! !

!

"
" .

4) Provemos, enfim, que, se  é a união de uma família contável deE œ Ó+ß ,Ó
conjuntos , onde  disjuntos dois a dois, então tem-seE œ Ó+ ß , Ó 4 − M4 4 4

- -1 1 4

4−M

ÐEÑ œ ÐE Ñ" ,

o que terminará a demonstração.
  Podemos já afastar o caso trivial em que , e portanto cadaSubdem: E
um dos , é vazio. Para cada  finito,  contém a união dos , comE M § M E E4 4

4 − M ÐE Ñ Ÿ ÐEÑ pelo que, tendo em conta o que vimos em 2), .!
4−M

1 4 1- -

Tendo em conta a definição da soma, para , como supremo de todas as4 − M
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somas finitas, concluímos assim que

"
4−M

1 4 1- -ÐE Ñ Ÿ ÐEÑ.

Para provar a igualdade vamos supor, por absurdo, que se tinha

"
4−M

1 4 1- -ÐE Ñ  ÐEÑ.

Sendo

$ - -œ ÐEÑ  ÐE Ñ  !1 1 4

4−M

" ,

podemos aplicar o lema I.3.10 para considerar uma família  de reaisÐ Ñ$4 4−M

$ $4 4

4−M
#

w ! Ÿ + − N 1 tais que  e fixar , onde a função  seja contínua, com! $

+  +  , 1Ð+ Ñ  1Ð+ Ñ  4 − M , − Nw w  w
# 4 e , assim como, para cada ,  onde a$

função  seja contínua, com  e . Como o compacto1 ,  , 1Ð, Ñ  1Ð, Ñ 4 4
w w
4 4 4

 $

Ò+ ß ,Ó Ó+ß ,Ó œ Ó+ ß , Ów

4−M

4 4 de , está contido em , e portanto também na união‘ -
dos abertos , , a propriedade das coberturas dos compactosÓ+ ß , Ò 4 − M4

w
4

14

garante a existência de uma parte finita  de  tal que  eM M Ò+ ß ,Ó § Ó+ ß , Òw w

4−M
4 4

-
portanto, por maioria de razão,  está contido na união, com ,E œ Ó+ ß ,Ó 4 − Mw w

dos . Podemos assim aplicar o que vimos em 3) para deduzir queE œ Ó+ ß , Ów w
4 44

- .
$ $

-
$ $

$
$

-

1 1
   w w

4−M 4−M

1
w w 
4 4 4

4−M 4−M
4 4
 

4

4−M

1 4

ÐEÑ œ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ  1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ  œ ÐE Ñ  Ÿ
# #

Ÿ ÐE Ñ  œ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ  Ÿ
# #

Ÿ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ   Ÿ
#

Ÿ ÐE

ˆ ‰ ˆ ‰" "
ˆ ‰ ˆ ‰" "
ˆ" Ñ  œ ÐEÑ‰ $ -1 ,

o que é o absurdo procurado. 

A principal razão pela qual nos limitámos no resultado precedente a
considerar apenas intervalos abertos para domínio  da função crescenteN
1, a partir da qual a medida de Lebesgue-Stieltjes foi construída, está em
que não é especialmente interessante estar a construir explicitamente
medidas em semianéis que resultem trivialmente, por restrição, a partir de

14Também conhecida por , no contexto da Análise Real.teorema de Borel-Lebesgue
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medidas que se conhecem em semianéis que contenham aqueles. Ora, se
partíssemos, por exemplo, de uma função crescente ,1À Ò+ß ,Ò Ä ‘
podíamos considerar o prolongamento, com as mesmas propriedades,
1À Ó_ß ,Ò Ä 1Ð+Ñ Ó_ß +Ò‘, que toma o valor constante  em  e que já
está definido num intervalo aberto e obter, a partir desse prolongamento
uma medida de Lebesgue-Stieltjes no semianel dos intervalos semiabertos
com extremidades em , que contém o semianel dos intervalosÓ_ß ,Ò
semiabertos com extremidades em . A mesma razão nos levou aÒ+ß ,Ò
enunciar as generalidades sobre funções crescentes em I.3.9 apenas no
caso em que o domínio é um intervalo aberto.
Pelo contrário, a importância de não nos limitarmos a funções definidas
na totalidade de  resulta de que, por exemplo, a função crescente e‘
contínua , com domínio  não pode ser prolongada a B È ÐBÑ Ó ß Òtan 1 1

# # ‘

como função crescente.
O resultado a seguir, que identifica a -álgebra gerada pelo semianel dos5
intervalos semiabertos, vai ser-nos útil mais adiante.

I.3.12 Seja  um intervalo aberto não vazio de N N œ‘ ‘ (por exemplo ) e
consideremos o semianel  dos -intervalos semiabertos. Tem-se então quef N
a -álgebra de partes de  gerada por  é a -álgebra  dos borelianos de5 f 5 UN N

N .
Dem: Notemos  a -álgebra de partes de  gerada por .` 5 fN
Comecemos por notar que cada conjunto  pertencente a  é a intersec-Ó+ß ,Ó f
ção do aberto  de  com o fechado  de , pelo que é umÓ+ß_Ò Ó_ß ,Ó‘ ‘
boreliano de  e, por estar contido no boreliano  de , é também um‘ ‘N
boreliano de  (cf. I.2.9). Tem-se assim  pelo que, por  ser a maisN §f U `N

pequena -álgebra de partes de  que contém , vem .5 f ` UN § N

Verifiquemos agora que, para cada  aberto em  (e portanto também emY N
‘), existe uma família contável de -intervalos semiabertos cuja união é ,N Y
e portanto que . Para isso, consideramos a família contável de todosY − `
os intervalos semiabertos , com  e  racionais, que estão contidos emÓ+ß ,Ó + ,
Y Y C − Y. É claro que a sua união está contida em . Por outro lado, dado 
arbitrário, podemos considerar  tal que  e escolher& & & ! ÓC  ß C  Ò § Y
então racionais  e  tais que , o que implica que+ , C   +  C  ,  C & &
C − Ó+ß ,Ó § Y C, ou seja, que  pertence a um dos intervalos da família. Uma
vez que  é a mais pequena -álgebra de partes de  que contém cadaU 5N N
aberto  de  e que, como verificámos,  é uma -álgebra nessas condi-Y N ` 5
ções, concluímos que .U `N §
Tem-se assim , como queríamos.` Uœ N 
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Exercícios

Ex I.3.1 , então  éReparar que, se  é um semianel de partes de  e f \ \ § ] f
também um semianel de partes de . Será que se pode fazer uma afirmação]
análoga com a palavra “ -álgebra” no lugar da de “semianel”?5

Ex I.3.2  constituído pelos -intervalosSeja  o semianel de partes de f ‘ ™
semiabertos (cf. a definição em I.3.1). Determinar explicitamente quais os
conjuntos que pertencem à -álgebra de partes de  gerada por .5 ‘ f
Sugestão: Essa -álgebra vai estar em correspondência biunívoca natural5
com a -álgebra de todos os subconjuntos de .5 ™

Ex I.3.3  têm, comoVerificar que as seguintes classes de subconjuntos de ‘
5 5 ‘-álgebra gerada a -álgebra dos borelianos de .
a) A classe dos intervalos , com .Ó_ß +Ó + − ‘
b) A classe dos intervalos , com .Ó_ß +Ò + − ‘

Ex I.3.4 Sejam  um intervalo aberto não vazio e  umaÓ-Þ.Ò § 1À Ó-ß .Ò Ä‘ ‘
função crescente. Mostrar que se pode definir uma nova função crescente
1À Ó-ß .Ò Ä 1ÐBÑ œ 1ÐB Ñ B − Ó-ß .Òs s‘ por  e que esta função tem em cada  os

mesmos limites laterais que  nesse ponto, em particular é contínua à direita1
em cada ponto. Verificar ainda que as medidas de Lebesgue-Stieltjes  e - -1 1s

coincidem.  Utilizando I.3.9, reparar que cada  é limite deSugestão: B − Ó-ß .Ò
duas sucessões de pontos de  onde  é contínua, uma constituída porÓ-ß .Ò 1
pontos menores que  e outra por pontos maiores que .B B

Ex I.3.5 , seja  fixado eSeja  o semianel dos intervalos semiabertos de f ‘ ‘B −!

seja  a restrição a  da medida de Dirac  correspondente ao. f ‘ f .À Ä  B!

ponto  (cf. I.2.15). Encontrar uma função crescente e contínua à direitaB!

1À Ä‘ ‘ . - tal que  seja a medida de Lebesgue-Stieltjes .1

Ex I.3.6  um intervalo aberto não vazio, com extremidadesSejam N œ Ó-ß .Ò § ‘
finitas ou infinitas, e  o semianel dos -intervalos semiabertos.f N
a) Seja  uma função e suponha que fica definida uma medida  no1À N Ä ‘ -1

semianel  por , sempre que  em . Mostrarf -1ÐÓ+ß ,ÓÑ œ 1Ð,Ñ  1Ð+Ñ + Ÿ , N
que a função  é crescente e contínua à direita (comparar com I.3.11).1
Sugestão: Dado , escolher  tal que  e considerar os+ − N  ! +  − N& &
intervalos semiabertos

Ó+  ß +  Ó
8  " 8

& &
,

onde , reparando que eles são disjuntos dois a dois e determinando a8 − 
respetiva união.
b) Seja  uma medida no semianel  (tomando, por hipótese,. f ‘ fÀ Ä 
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valores finitos nos conjuntos ). Verificar que existe um função cres-E − f
cente e contínua à direita  tal que , em particular  é neces-1À N Ä œ‘ . - .1

sariamente uma das medidas de Lebesgue-Stieltjes.
Sugestão: Fixar  e definir uma função  porB − N 1À N Ä! ‘

1ÐBÑ œ
ÐÓB ß BÓÑ B   B

 ÐÓBß B ÓÑ B  Bœ.
.

! !

! !

, se 
, se 

.

Ex I.3.7 Em I.3.11, provou-se que a medida de Lebesgue-Stieltjes, no semianel
dos intervalos semiabertos de um intervalo aberto N , é efetivamente uma
medida. Mostrar que, neste caso, é válida uma propriedade mais forte, a
saber, que se  uma família, não necessariamente contável, deÐE Ñ4 4−M

intervalos semiabertos, disjuntos dois a dois, então

. .Ð E Ñ œ ÐE Ñ. "
4−M 4−M

4 4 .

Sugestão: Mostrar que este aumento de generalidade é só aparente, no
sentido que, retirando a  os índices  tais que , o que não alteraM 4 E œ g4

nenhum dos dois membros da igualdade, o conjunto de índices  que resta éM
necessariamente contável, por existir uma aplicação injetiva de  para .M 

§4. Prolongamento de medidas em semianéis.

I.4.1 Seja  um conjunto. Chama-se  em  a uma aplica\ \medida exterior ção
. c ‘‡

À Ð\Ñ Ä  que verifique as seguintes condições:
1) ;.‡ÐgÑ œ !
2) Se , então ;E § F ÐEÑ Ÿ ÐFÑ. .‡ ‡

3) Se  é uma família contável de subconjuntos de , entãoÐE Ñ \4 4−N

. .‡ ‡

4−N 4−N

4 4ˆ ‰. "E Ÿ ÐE Ñ.

É claro que uma medida que esteja definida na -álgebra  de todos5 cÐ\Ñ
os subconjuntos de  é, em particular, uma medida exterior em  (cf. as\ \
propriedades 3) e 4) de I.2.12). No entanto, em geral, uma medida exterior
não será uma medida e, tal como acontecia com as medidas em semianéis,
as medidas exteriores apenas terão para nós um interesse provisório, como
auxiliares para a construção de medidas em -álgebras.5
O nosso próximo passo é mostrar como, partindo de uma medida num
semianel de partes de , conseguimos construir uma medida exterior\
associada em .\
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I.4.2 Sejam  um conjunto,  um semianel de partes de  e  uma\ \ À Äf . f ‘

medida. Para cada conjunto , chamamos  de  aE § \ Ef-cobertura contável
uma família contável  de conjuntos pertencentes a  tal queÐE Ñ4 4−N f

E § E E § \ ÐEÑ −-
4−N

4 
‡. Definindo então, para cada ,  como sendo o. ‘

ínfimo das somas , para as diferentes -coberturas contáveis!
4−N

4. fÐE Ñ

ÐE Ñ E _ E4 4−N  de , se estas existirem, e como sendo  se  não admite
nenhuma -cobertura contável , obtemos uma medida exteriorf 15

. c ‘ . . .‡ ‡
À Ð\Ñ Ä ÐEÑ œ ÐEÑ, que prolonga , no sentido de se ter , para

cada .E − f
Dizemos que  é a  em   à medida  no. .‡ medida exterior associada\
semianel .f
Dem: Suponhamos que . Tendo em conta a alínea 5) de I.3.8, paraE − f
cada -cobertura contável  de , tem-se  e daquif . .ÐE Ñ E ÐEÑ Ÿ ÐE Ñ4 4−N 4

4−N

!
resulta, pela definição de ínfimo, que . Mas uma das. .ÐEÑ Ÿ ÐEÑ‡

f-coberturas contáveis de  é a constituída pelo único conjunto  e daquiE E
resulta que , e portanto . Em particular, por ser. . . .‡ ‡ÐEÑ Ÿ ÐEÑ ÐEÑ œ ÐEÑ
g − ÐgÑ œ ÐgÑ œ ! E Ff . ., tem-se . Sejam agora agora  e  subconjuntos de‡

\ E § F F com . Uma vez que toda a -cobertura contável de  é tambémf
uma -cobertura contável de , concluímos que .f . .E ÐEÑ Ÿ ÐFÑ‡ ‡

Consideremos, enfim,  família contável de partes de , e mostremosÐE Ñ \4 4−N

que

. .‡ ‡

4−N 4−N

4 4ˆ ‰. "E Ÿ ÐE Ñ,

para o que podemos já supor que o segundo membro não é , em_
particular, para cada , . Seja  arbitrário. Pelo lema4 − N ÐE Ñ  _  !. $‡

4

I.3.10, podemos considerar, para cada ,  de modo que .4 − N  ! Ÿ$ $ $4 4
4−N

!
Para cada , consideremos uma -cobertura contável  de 4 − N ÐF Ñ Ef 4ß − 4# # >4 4 4

tal que

"
# >

#

4 4

4

−

4ß 4 4
‡. . $ÐF Ñ Ÿ ÐE Ñ  .

Tem-se então que a família de todos os , com  e , constituiF 4 − N −4ß 4 4#4 # >

uma -cobertura contável de , de onde deduzimos, tendo em conta af -
4−N

4E

propriedade associativa dos somatórios, que

15Quem não tenha dificuldade em pensar no ínfimo do conjunto vazio, no contexto de
‘, como sendo , considerará esta última explicitação dispensável._
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. . . $

. $ . $

‡ ‡

4−N 4−N 4−N

4 4ß 4 4

−

4−N 4−N 4−N

‡ ‡
4 4 4

ˆ ‰ ˆ ‰. " " "Š ‹
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰" " "

E Ÿ ÐF Ñ Ÿ ÐE Ñ  œ

œ ÐE Ñ  Ÿ ÐE Ñ 

# >

#

4 4

4

,
(1)

em particular o primeiro membro também é menor que . Tendo em conta_
a arbitrariedade de , deduzimos daqui que se tem, como queríamos,$  !

. .‡ ‡

4−N 4−N

4 4ˆ ‰. "E Ÿ ÐE Ñ,

visto que, se isso não acontecesse, podíamos escolher  com$  !

$ . . E  ÐE Ñ‡ ‡

4−N 4−N

4 4ˆ ‰. " ,

o que, substituído em (1), conduzia ao absurdo .. .‡ ‡

4−N 4−N
4 4ˆ ‰ ˆ ‰- -E  E 

I.4.3 Apesar de isso não ter sido necessário para a definição da medida exterior
associada no resultado precedente, são especialmente cómodos, e nalguns
casos essenciais, os semianéis  de partes dum conjunto  para os quais of \
próprio , e portanto qualquer parte de , admite uma -cobertura contável.\ \ f
Vamos assim dizer que um semianel  de partes de  é  se existirf 5\ -total
uma família contável  de conjunto de  tal que .Ð\ Ñ \ œ \4 4−N 4f -
Uma das vantagens dos semianéis -totais é que, na caracterização da5
medida exterior de um conjunto, feita em I.4.2, não é preciso tratar separada-
mente o caso em que não existe -cobertura contável.f
Por exemplo, se  é um intervalo aberto não vazio, com cadaN œ Ó-ß .Ò § ‘
extremidade finita ou infinita, o semianel de partes de  constituído pelosN
intervalos semiabertos , com  (cf. I.3.2) é um semianel -total,Ó+ß ,Ó +ß , − N 5
já que a classe daqueles intervalos para os quais  e  são racionais constitui+ ,
uma classe contável cuja união é  (para cada , podemos considerarN B − N
racionais  e  com  e  e então , um dos+ , -  +  B B  ,  . B − Ó+ß ,Ó
intervalos da classe).

I.4.4 Sejam  um intervalo aberto não vazio e  umaN œ Ó-ß .Ò À N Ä§ ‘ ‘ 1
função crescente (no sentido lato) e consideremos a correspondente medida
de Lebesgue-Stieltjes  no semianel dos -intervalos semiaberto (cf.-1 N

I.3.11). À medida exterior ( )  associada à medida  dá-se o- c ‘ -1
‡

 1À N Ä

nome de  associada a . No casomedida exterior de Lebesgue-Stieltjes 1
particular em que  e , obtemos a medida exteriorN œ 1ÐBÑ œ B‘
- c ‘ ‘‡

À Ð Ñ Ä  associada à medida de Lebesgue, a que se dá naturalmente o
nome de .medida exterior de Lebesgue

O resultado a seguir mostra-nos como, a partir de uma medida exterior
definida no conjunto , não necessariamente a associada a uma medida\
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num semianel, se pode obter, por restrição, uma autêntica medida,
definida numa -álgebra.5

I.4.5 Sejam  um conjunto e  uma medida exterior em .\ À Ð\Ñ Ä \. c ‘‡


Dizemos que um conjunto  é -  se, qualquer que sejaE § \ .‡ mensurável
F § \,

. . .‡ ‡ ‡ÐFÑ œ ÐF  EÑ  ÐF Ï EÑ. 16

Tem-se então:
a) Sendo  a classe dos conjuntos -mensuráveis,  é uma -álgebra de` . ` 5s s‡

partes de  e a restrição de  a  é uma medida.\ s. `‡

b) Mais geralmente, quaisquer que sejam a família contável  deÐE Ñ4 4−N

conjuntos de  disjuntos dois a dois e ,s̀ F § \

. .‡ ‡

4−N 4−N

4 4Ð F  E Ñ œ ÐF  E Ñ. " .

Dem: Para uma melhor sistematização, vamos dividir a demonstração em
várias partes, cada uma com a sua justificação:
1) Seja  um conjunto tal que, para cada ,E F § \

. . .‡ ‡ ‡ÐF  EÑ  ÐF Ï EÑ Ÿ ÐFÑ.

Então  é -mensurável.E .‡

  Atender a que a desigualdadeSubdem:

. . .‡ ‡ ‡ÐFÑ Ÿ ÐF  EÑ  ÐF Ï EÑ

é uma consequência de se ter  e de  ser umaF œ ÐF  EÑ  ÐF Ï EÑ .‡

medida exterior.
2) Tem-se  e, se , também .g − E − \ Ï E −s s s` ` `
  A primeira afirmação resulta de se ter  eSubdem: F  g œ g
F Ï g œ F ÐgÑ œ ! F  Ð\ Ï EÑ œ F Ï E, onde . A segunda resulta de que .‡

e .F Ï Ð\ Ï EÑ œ F  E

3) Se  e , então .E − E − E  E −s s s` ` `w w

  Para cada , podemos escreverSubdem: F § \

. .

. . .

. . .

. . .

‡ w ‡ w

‡ w ‡ w ‡ w

‡ w ‡ w ‡

‡ ‡ ‡

ÐF  ÐE  E ÑÑ  ÐF Ï ÐE  E ÑÑ œ

œ ÐF  E  E Ñ  ÐÐF Ï ÐE  E ÑÑ  EÑ  ÐÐF Ï ÐE  E ÑÑ Ï EÑ œ

œ ÐÐF  EÑ  E Ñ  ÐÐF  EÑ Ï E Ñ  ÐF Ï EÑ œ

œ ÐF  EÑ  ÐF Ï EÑ œ ÐFÑ.

4) Se  é uma família finita não vazia de conjuntos -mensuráveis,ÐE Ñ4 4−N
‡.

16Os conjuntos -mensuráveis são assim aqueles que dividem qualquer subconjunto .‡ F
de  em dois subconjuntos onde  é aditiva.\ .‡
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então  é também -mensurável.+
4−N

4
‡E . 17

  Temos uma consequência direta de 3), por indução noSubdem:
número de elementos do conjunto finito  de índices.N
5) Se  é uma família finita de conjuntos -mensuráveis, então ÐE Ñ E4 4−N 4

‡

4−N

. -
é também -mensurável..‡

  Trata-se de uma consequência de 2) e 4), uma vez que  éSubdem: g
.‡-mensurável e que se pode escrever

. ,ˆ ‰
4−N 4−N

4 4E œ \ Ï Ð\ Ï E Ñ .

6) Seja  uma família finita de conjuntos -mensuráveis disjuntosÐE Ñ4 4−N
‡.

dois a dois. Tem-se então, para cada ,F § \

. .‡ ‡

4−N 4−N

4 4ˆ ‰. "F  E œ ÐF  E Ñ.

  Fazemos a demonstração por indução no número deSubdem:
elementos do conjunto finito  de índices. Se  a igualdade reduz-se aN N œ g
.‡ÐgÑ œ ! N e a igualdade é também trivial quando  tem um único elemento.
Supondo a afirmação válida quando o conjunto de índices tem  elementos,8
vemos que, se  tem  elementos e  é um elemento escolhido, saiN 8  " 4 − N!

. . .

. .

. . .

‡ ‡ ‡

4−N 4−N

4 4 4 4

‡ ‡
4 4

4−NÏÖ4 ×

‡ ‡ ‡
4 4 4

4−NÏÖ4 × 4−N

ˆ ‰ ˆˆ ‰ ‰ ˆˆ ‰ ‰. .
ˆ ‰.

" "

.
4−N

4F  E œ F  E  E  F  E Ï E œ

œ ÐF  E Ñ  F  E œ

œ ÐF  E Ñ  ÐF  E Ñ œ ÐF  E Ñ

! !

!

!

!

!

.

7) Seja, mais geralmente,  uma família contável de conjuntosÐE Ñ4 4−N

.‡

4−N
4-mensuráveis, disjuntos dois a dois. Tem-se então que  é-E

.‡-mensurável e, para cada ,F § \

. .‡ ‡

4−N 4−N

4 4ˆ ‰. "F  E œ ÐF  E Ñ.

Em particular, tomando , temos a aditividade contávelF œ \

. .‡ ‡

4−N 4−N

4 4ˆ ‰. "E œ ÐE Ñ.

17Quem não tiver dificuldade em pensar na intersecção de uma família vazia de subcon-
juntos de  como sendo o próprio , reconhecerá que não é necessária a restrição “não\ \
vazia” na afirmação, uma vez que  é mensurável, pelo que vimos em 2).\ œ \ Ï g
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  Para cada  finito, tem-se ,Subdem: M § N F  E § F  E- -
4−M 4−N

4 4

donde, tendo em conta 6),

" . .ˆ ‰ ˆ ‰
4−M 4−M 4−N

‡ ‡ ‡
4 4 4. . .ÐF  E Ñ œ F  E Ÿ F  E .

Uma vez que  é o supremo de todas as somas parciais finitas,!
4−N

‡
4. ÐF  E Ñ

deduzimos do anterior que , portanto! -ˆ ‰
4−N 4−N

‡ ‡
4 4. .ÐF  E Ñ Ÿ F  E

" .ˆ ‰
4−N 4−N

‡ ‡
4 4. .ÐF  E Ñ œ F  E ,

já que a desigualdade oposta,  é uma conse-. .‡ ‡

4−N 4−N
4 4ˆ ‰- !F  E Ÿ ÐF  E Ñ

quência de  ser uma medida exterior. Para mostrarmos que  é.‡

4−N
4-E

.‡-mensurável, basta, tendo em conta 1), mostrar que, para cada conjunto
F § \,

. . .‡ ‡ ‡

4−N 4−N

4 4ÐF  E Ñ  ÐF Ï E Ñ Ÿ ÐFÑˆ ‰ ˆ ‰. . ,

para o que basta examinar o caso em que . Ora, para cada.‡ÐFÑ  _
M § N E finito, o facto de, por 5),  ser mensurável permite-nos escrever,-

4−M
4

tendo em conta 6) e a inclusão ,F Ï E § F Ï Eˆ ‰ ˆ ‰- -
4−N 4−M

4 4

" .ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰. .4−M 4−N

‡ ‡
4 4

‡ ‡ ‡

4−M 4−M

4 4

. .

. . .

ÐF  E Ñ  ÐF Ï E Ñ Ÿ

Ÿ ÐF  E Ñ  ÐF Ï E Ñ œ ÐFÑ,

donde

" .ˆ ‰
4−M 4−N

‡ ‡ ‡
4 4. . .ÐF  E Ñ Ÿ ÐFÑ  ÐF Ï E Ñ,

o que, tendo em conta a definição das somas como supremo das somas par-
ciais finitas, implica que

" .ˆ ‰
4−N 4−N

‡ ‡ ‡
4 4. . .ÐF  E Ñ Ÿ ÐFÑ  ÐF Ï E Ñ,

donde, lembrando que  é uma medida exterior e reparando que.‡

F  E F  E 4 − Nˆ ‰-
4−N

4 4 é a união dos , ,
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. .

. . .

‡ ‡

4−N 4−N

4 4

4−N 4−N

‡ ‡ ‡
4 4

ÐF  E Ñ  ÐF Ï E Ñ Ÿ

Ÿ ÐF  E Ñ  ÐF Ï E Ñ Ÿ ÐFÑ

ˆ ‰ ˆ ‰. .
" .ˆ ‰ ,

como queríamos.
8) A classe  é uma -álgebra de partes de  e a restrição de  a  é` 5 . `s s\ ‡

uma medida.
  Já verificámos, em 2), que  e que , paraSubdem: g − \ Ï E −s s` `

cada , em 3), que a intersecção de dois conjuntos em  ainda estáE − s s` `

em , em 5), que a união de uma família finita de conjuntos em  ainda` `s s

pertence a  e, em 7), que a união de uma família contável de conjuntos ems̀

` ` `s s s disjuntos dois a dois ainda pertence a . Para verificarmos que  é
uma -álgebra, resta-nos mostrar que, se  é uma família contável de5 ÐE Ñ4 4−N

conjuntos em , não necessariamente disjuntos dois a dois, a união s̀ E-
4−N

4

ainda pertence a . Ora, isso resulta do lema I.2.11, que garante que se tems̀- -
4−N 4−N

4
w w
4 4E œ E E, com os  disjuntos dois a dois e, pelo que referimos atrás,

E − s sw ‡
4 ` ` .. O facto de a restrição a  da medida exterior  ser uma medida

resulta de que  e da aditividade contável, provada em 7)..‡ÐgÑ œ ! 

O resultado precedente, apesar de profundo, corria o risco de ser de pouca
utilidade, uma vez que, apesar de garantir a obtenção de uma medida
numa -álgebra de partes de , nada nos diz sobre a quantidade de5 \
conjuntos que pertence a essa -álgebra; na situação limite até podia5
acontecer que apenas  e  fossem -mensuráveis, o que era claramenteg \ .‡

pouco interessante (cf. o exercício I.4.2 no fim do capítulo). O resultado
que apresentamos em seguida mostra que, no caso em que a medida
exterior é a associada a uma medida num semianel, pelo menos os
conjuntos do semianel são -mensuráveis..‡

I.4.6 Sejam  um conjunto,  um semianel de partes de  e  uma\ \ À Äf . f ‘

medida. Sendo  a medida exterior associada (cf. I.4.2),. c ‘‡
À Ð\Ñ Ä

tem-se então que qualquer conjunto  é -mensurável, ou seja,E − f .‡

f ` ` 5 .§ s s, onde  é a -álgebra dos conjuntos -mensuráveis.‡

Dem: Suponhamos que .E − f
Comecemos por supor que . Sabemos então que  e queF − F  E −f f
existe uma família finita  de conjuntos de  disjuntos dois a dois talÐG Ñ3 3−M f
que  e, uma vez que  é a união dos conjuntos de ,  eF Ï E œ G F F  E-

3−M
3 f

G 3 − M3, , que são disjuntos dois a dois, obtemos
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. . . . . .‡ ‡ ‡

3−M 3−M

3 3ÐFÑ œ ÐFÑ œ ÐF  EÑ  ÐG Ñ œ ÐF  EÑ  ÐG Ñ" "
donde, por  ser uma medida exterior e portanto ,. . .‡ ‡ ‡

3−M
3ÐF Ï EÑ Ÿ ÐG Ñ!

. . .‡ ‡ ‡ÐF  EÑ  ÐF Ï EÑ Ÿ ÐFÑ.(1)

Vamos agora mostrar que a desigualdade (1) continua a ser válida para um
conjunto  arbitrário, para o que se pode já supor que .F § \ ÐFÑ  _.‡

Seja então  uma -cobertura contável arbitrária de . Pelo que vimosÐF Ñ F4 4−N f
no início, tem-se, para cada ,4

. . . .‡ ‡ ‡
4 4 4 4ÐF  EÑ  ÐF Ï EÑ Ÿ ÐF Ñ œ ÐF Ñ

donde, por ser  e  e por  ser umaF  E § ÐF  EÑ F Ï E § ÐF Ï EÑ- -
4−N 4−N

4 4
‡.

medida exterior,

. . . .

. . .

‡ ‡ ‡ ‡

4−N 4−N

4 4

4−N 4−N

‡ ‡
4 4 4

ÐF  EÑ  ÐF Ï EÑ Ÿ ÐF  EÑ  ÐF Ï EÑ œ

œ ÐF  EÑ  ÐF Ï EÑ Ÿ ÐF Ñ

ˆ ‰ ˆ ‰" "
" "ˆ ‰ ,

o que, pela definição da medida exterior  como um ínfimo, implica que.‡ÐFÑ
se tem efetivamente

. . .‡ ‡ ‡ÐF  EÑ  ÐF Ï EÑ Ÿ ÐFÑ.

Uma vez que, por se ter  e por  ser uma medidaF œ ÐF  EÑ  ÐF Ï EÑ .‡

exterior, tem-se também , concluímos que. . .‡ ‡ ‡ÐFÑ Ÿ ÐF  EÑ  ÐF Ï EÑ
. . . .‡ ‡ ‡ ‡ÐFÑ œ ÐF  EÑ  ÐF Ï EÑ E, ou seja, que  é efetivamente -mensu-
rável. 

I.4.7  Sejam  um conjunto,  um semianel de(Teorema de extensão de Hahn) \ f
partes de  e  uma medida. Sendo  a -álgebra gerada por ,\ À Ä. f ‘ ` 5 f

fica definida uma medida , cuja restrição a  é , pela condição. ` ‘ f .sÀ Ä 

de, para cada ,  ser o ínfimo das somas , com E − ÐEÑ ÐE Ñ ÐE Ñs` . .!
4−N

4 4 4−N

f-cobertura contável de , se tais coberturas existirem, e, caso contrário,E
.sÐEÑ œ _.
Dizemos que a medida  é o  da medida .. .s prolongamento de Hahn
Dem: Tendo em conta I.4.2, pode-se definir uma medida exterior  em ,.‡ \
definindo, para cada ,  pela caracterização de  referida noE § \ ÐEÑ ÐEÑs. .‡

enunciado e tem-se, para cada , . Tendo em conta I.4.5E − ÐEÑ œ ÐEÑf . .‡

e I.4.6 a restrição de  a uma certa -álgebra , que contém , é uma. 5 ` f‡ s

medida, e então por definição de -álgebra gerada, tem-se , o5 f ` `§ § s

que implica trivialmente que a restrição  de  à -álgebra  é ainda uma. . 5 `s ‡

medida cuja restrição a  é .f . 
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I.4.8  Sejam  um(Caracterização alternativa do prolongamento de Hahn) \
conjunto,  um semianel de partes de ,  uma medida ef . f ‘\ À Ä 

. ` ‘ 5 `sÀ Ä  o respetivo prolongamento de Hahn à -álgebra  gerada por
f ` . .. Para cada ,  é também o ínfimo das somas , comE − ÐEÑ ÐE Ñs !

4−N
4

ÐE Ñ E4 4−N  -cobertura contável de  constituída por conjuntos disjuntos dois af
dois, se essas coberturas existirem, e, caso contrário, é  (essas coberturas_
existem sempre no caso em que o semianel  é -total).f 5
Dem: Uma vez que as -coberturas aqui consideradas são algumas dasf
utilizadas para a definição de , o resultado ficará provado se mostrarmos.sÐEÑ
que, para cada -cobertura contável  de , existe uma outraf ÐF Ñ E5 5−O

f-cobertura contável  de , esta com os conjuntos disjuntos dois aÐE Ñ E4 4−N

dois, tal que . Ora, tendo em conta I.2.11, existem! !
4−N 5−O

4 5. .ÐE Ñ Ÿ ÐF Ñ

conjuntos disjuntos dois a dois , com , onde cada ,F § F F œ F Fw w w
5 5 55 5- -

apesar de poder não pertencer a  é, por I.3.6, união de uma família finitaf
ÐE Ñ5ß3 3−M5  de conjuntos de  disjuntos dois a dois e podemos então considerarf
a família contável de conjuntos de  disjuntos dois a dois constituída pelosf
E 5 − O 3 − M5ß3 5, com  e , para a qual se tem

E § F œ F œ E. . .
5 5 5ß3

5 5ß3
w
5

e

" " " " "
5ß3 5ß3 5 5 5

5ß3 5ß3 5 5
w
5. . . . .ÐE Ñ œ ÐE Ñ œ ÐF Ñ Ÿ ÐF Ñ œ ÐF Ñs s s ,

como queríamos. 

A situação seria especialmente interessante se pudéssemos afirmar que o
prolongamento da medida  à -álgebra gerada , referido no. f ‘ 5 `À Ä 

teorema de extensão de Hahn, é o único prolongamento possível a essa
5-álgebra. Veremos a seguir que, com uma hipótese suplementar, verifi-
cada em muitos casos importantes, é esse efetivamente o caso.

I.4.9 Sejam  um conjunto,  um semianel de partes de  e  uma\ \ À Äf . f ‘

medida. Diz-se que  é  se existir uma família contável , de. 5-finita Ð\ Ñ4 4−N

conjuntos de  com , tal que . É claro que, quandof .Ð\ Ñ  _ \ œ \4 4
4−N

-
isso acontecer, o seminanel  é, em particular, -total (cf. I.4.3).f 5
Uma vez que uma -álgebra é, em particular, um semianel, a noção de5
medida -finita faz naturalmente também sentido para medidas em -álge-5 5
bras.

I.4.10 Por exemplo, se N œ Ó-ß .Ò é um intervalo aberto não vazio de , com‘
extremidades finitas ou infinitas, e  é uma função crescente (no1À N Ä ‘
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sentido lato), então a medida de Lebesgue-Stieltjes , no semianel  dos- f1

N -intervalos semiabertos (cf. I.3.11), é -finita, uma vez que o semianel é5
5-total (cf. I.4.3) e a medida é finita nos conjuntos do semianel.
Já vimos em I.3.12 que a -álgebra gerada por  é a -álgebra , dos5 f 5 UN

borelianos de .N

I.4.11 Outro exemplo simples, é aquele em que  é uma ` 5-álgebra de partes de
\ À Ä e  é uma medida -finita e consideramos a classe  dos. ` ‘ 5 f

E − ÐEÑ  _` . f tais que . A classe  é um semianel tal que a restrição
de  a  é ainda -finita e a -álgebra gerada por  é .. f 5 5 f `
Dem: O facto de  ser um semianel resulta de que uma parte mensurávelf
dum conjunto de medida finita ainda tem medida finita, o facto de a restrição
de  a  ser -finita é trivial e o facto de a -álgebra gerada por  ser . f 5 5 f `
resulta de que, sendo  uma família contável de conjuntos de  comÐ\ Ñ4 4−N `
. `Ð\ Ñ  _ \ œ \ E −4 4 e , cada  é a união contável dos conjuntos-
E \4, que pertencem a .f 

I.4.12 (Teorema de extensão de Hahn precisado) Sejam  um conjunto,  um\ f
semianel de partes de  e  uma medida -finita. Sendo  a\ À Ä. f ‘ 5 `

5 f-álgebra gerada por , tem-se então que o prolongamento de Hahn
. ` ‘ 5sÀ Ä , que é trivialmente ainda uma medida -finita, é a única medida
na -álgebra  cuja restrição a  é .5 ` f .
Tendo em conta este facto, é frequente utilizarmos o mesmo símbolo  para.
designar a medida -finita no semianel e o seu prolongamento de Hahn à5
5-álgebra gerada.
Dem: Suponhamos que  é uma medida cuja restrição a  seja .. ` ‘ f .w

À Ä
Comecemos por verificar que, para cada , , para o queE − ÐEÑ Ÿ ÐEÑs` . .w

podemos já supor que . Ora, se  é uma -cobertura. fsÐEÑ  _ ÐE Ñ4 4−N

contável de  arbitrária, vemE

. . . .w w w

4−N 4−N 4−N

4 4 4ÐEÑ Ÿ E Ÿ ÐE Ñ œ ÐE Ñˆ ‰. " " ,

donde, tendo em conta a definição de  como um ínfimo,.‡ÐEÑ

. . .w ‡ÐEÑ Ÿ ÐEÑ œ ÐEÑs .

Consideremos agora , para o qual exista um conjunto  comE − F −` f
E § F ÐFÑ  _ F œ E  ÐF Ï EÑ e . Uma vez que se tem , com.
E  ÐF Ï EÑ œ g, obtemos

. . . . .

. .

w w wÐEÑ  ÐF Ï EÑ œ ÐFÑ œ ÐFÑ œ ÐFÑ œs

œ ÐEÑ  ÐF Ï EÑs s ,

onde ambos os membros são finitos e, como já vimos,

. . . .w wÐEÑ Ÿ ÐEÑ ÐF Ï EÑ Ÿ ÐF Ï EÑs s, ,

pelo que concluímos que se tem necessariamente .. .wÐEÑ œ ÐEÑs
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Seja agora  arbitrário. O facto de termos partido de uma medidaE − `
5-finita, permite-nos considerar uma família contável , de conjuntosÐ\ Ñ4 4−N

de  com , tal que . Tem-se assim , comf .Ð\ Ñ  _ \ œ \ E œ E4 4 4
4−N 4−N

- -
E œ E \ −4 4 ` e, tendo em conta o lema I.2.11, existem conjuntos
F § E § \ F − E œ F4 4 4 4 4

4−N

, disjuntos dois a dois e com , tais que .` -
Uma vez que os  estão nas condições já estudadas anteriormente, eF4

verificam portanto , obtemos. .w
4 4ÐF Ñ œ ÐF Ñs

. . . .w w

4−N 4−N

4 4ÐEÑ œ ÐF Ñ œ ÐF Ñ œ ÐEÑÞs s" "
Ficou assim provado que .. .w œ s 

Como aplicação dos resultados precedentes, obtemos as medidas de
Lebesgue-Stieltjes nos borelianos de um intervalo aberto e, em particular,
a medida de Lebesgue nos borelianos de , que joga um papel especial-‘
mente importante no contexto da medida.

I.4.13  Sejam  um intervalo aberto(Medida de Lebesgue-Stieltjes) N œ Ó-ß .Ò
não vazio de , com extremidades finitas ou infinitas, e  uma‘ ‘1À N Ä
função crescente (no sentido lato). Existe então na -álgebra , dos5 UN

borelianos de , uma, e uma só medida  tal que, para cada -intervaloN N-1

semiaberto , com  em , se tenha , istoÓ+ß ,Ó + Ÿ , N ÐÓ+ß ,ÓÑ œ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ-1
 

é, cuja restrição ao semianel , dos -intervalos semiabertos, seja a medidaf N
de Lebesgue-Stieltjes definida em I.3.11.
Dizemos que , que é uma medida -finita, é a - 51 medida de Lebes-
gue-Stieltjes nos borelianos de  associada à função .N 1 18

Dem: Temos uma consequência de I.4.12, aplicado à medida de Lebes-
gue-Stieltjes no semianel , uma vez que, como vimos em I.4.10, temos umaf
medida -finita e a -álgebra gerada por  é a dos borelianos de .5 5 f N 

Para trabalhar com a medida de Lebesgue-Stieltjes, será útil podermos
determinar facilmente a medida de outros tipos de intervalos contidos em
N œ Ó-ß .Ò -, nomeadamente, daqueles cuja extremidade esquerda seja , ou
cuja extremidade direita seja , e daqueles que sejam fechados à esquerda,.
ou sejam abertos à direita. Tendo em conta a aditividade das medidas, as
medidas dos dois últimos tipos referidos podem ser determinadas se
conhecemos as medidas dos conjuntos unitários , com . OÖ+× + − N
resultado que apresentamos em seguida dá-nos os instrumentos que nos
permitem efetuar facilmente as determinações referidas.

18Esta caracterização da medida de Lebesgue-Stieltjes encerra uma aparente assimetria
entre os papéis da “esquerda” e da “direita”. Ver o exercício I.5.6 adiante para constatar
que esta assimetria, que resultou do semianel utilizado à partida, é apenas aparente.
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I.4.14 Sejam  um intervalo aberto não vazio de , com extremidadesN œ Ó-ß .Ò ‘
finitas ou infinitas, e  uma função crescente (no sentido lato) e1À N Ä ‘
consideremos a correspondente medida de Lebesgue-Stieltjes  na -álge-- 51

bra dos borelianos de . Tem-se então:N
a) Para cada ,+ − N

-1
 ÐÖ+×Ñ œ 1Ð+ Ñ  1Ð+ Ñ.19

b) Para cada ,+ − N

-1
 ÐÓ+ß .ÒÑ œ 1Ð. Ñ  1Ð+ Ñ,

se  for finito e , caso contrário.1Ð. Ñ ÐÓ+ß .ÒÑ œ _
1-

c) Para cada ,, − N

-1
 ÐÓ-ß ,ÓÑ œ 1Ð, Ñ  1Ð- Ñ,

se  for finito, e , caso contrário.1Ð- Ñ ÐÓ-ß ,ÓÑ œ _
1-

d) Tem-se

-1
 ÐÓ-ß .ÒÑ œ 1Ð. Ñ  1Ð- Ñ,

se ambos os limites laterais forem finitos, e , caso contrário.-1ÐÓ-ß .ÒÑ œ _
Dem:  Consideremos uma sucessão estritamente crescente de elementosa)
+ − N 1 + Ä +8 8 onde  seja contínua (cf. I.3.9) com  e reparemos que se pode
considerar a sucessão decrescente de borelianos  cuja intersec-E œ Ó+ ß +Ó8 8

ção é . Tendo em conta a alínea 7) de I.2.12, vem, por ser ,Ö+× ÐE Ñ  _-1 "

- -1 1 8 8
  ÐÖ+×Ñ œ ÐE Ñ œ Ð1Ð+ Ñ  1Ð+ ÑÑ œ 1Ð+ Ñ  1Ð+ Ñlim lim .

b) Consideremos uma sucessão crescente de elementos  onde  seja, − N 18

contínua, com  e . Tem-se então que  é a união da+ Ÿ , , Ä . Ó+ß .Ò8 8

sucessão crescente de borelianos  pelo que, tendo em conta a alínea 5)Ó+ß , Ó8
de I.2.12, vem

- -1 1 8 8
ÐÓ+ß .ÒÑ œ ÐÓ+ß , ÓÑ œ Ð1Ð, Ñ  1Ð+ ÑÑlim lim ,

que não é mais do que o valor referido no enunciado.
c) Consideremos uma sucessão decrescente de elementos  onde  seja+ − N 18

contínua, com  e . Tem-se então que  é a união da+ Ÿ , + Ä - Ó-ß ,Ó8 8

sucessão crescente de borelianos  pelo que, tendo em conta a alínea 5)Ó+ ß ,Ó8

de I.2.12, vem

- -1 1 8 8
ÐÓ-ß ,ÓÑ œ ÐÓ+ ß ,ÓÑ œ Ð1Ð, Ñ  1Ð+ ÑÑlim lim ,

que não é mais do que o valor referido no enunciado.
d) Temos uma consequência de b) e de c) uma vez que, escolhido ,+ − N
tem-se , com .Ó-ß .Ò œ Ó-ß +Ó  Ó+ß .Ò Ó-ß +Ó  Ó+ß .Ò œ g 

19A este valor também se dá o nome de  de  no ponto .salto 1 +
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I.4.15  Como caso particular das medidas de Lebes-(Medida de Lebesgue)
gue-Stieltjes, temos a  nos borelianos de , quemedida de Lebesgue ‘
notaremos : Trata-se da medida de Lebesgue-Stieltjes associada à função-
1ÐBÑ œ B, portanto a única medida nos borelianos de  para a qual, para cada‘
+ Ÿ , ÐÓ+ß ,ÓÑ œ ,  +, ,-  e vai corresponder à ideia intuitiva que temos de
comprimento.

I.4.16  Como consequência das(Outras propriedades da medida de Lebesgue)
propriedades da medida de Lebesgue-Stieltjes apontadas em I.4.14, podemos
dizer que, sendo  a medida de Lebesgue nos borelianos de ,- U ‘ ‘À Ä‘ 

tem-se , para cada  e, sempre que  é um intervalo de- ‘ÐÖ+×Ñ œ ! + − E
extremidade esquerda  e extremidade direita , aberto ou fechado em+ ,   +
cada extremidade finita, , no caso em que  e  são finitos, e-ÐEÑ œ ,  + + ,
-ÐEÑ œ _, no caso em que alguma das extremidades é infinita.

O resultado que examinamos a seguir, e que teremos ocasião de utilizar
mais adiante, ilustra outra aplicação dos teoremas de extensão de Hahn.

I.4.17 Sejam  um conjunto e  um semianel de partes de  e seja  a\ \f `
5 f . . ` ‘-álgebra gerada por . Sejam  duas medidas, cujasß À Äw



restrições a  sejam medidas -finitas e tais que, para cada ,f 5 fE −
. . ` . .ÐEÑ Ÿ ÐEÑ E − ÐEÑ Ÿ ÐEÑw w. Tem-se então, para cada , .
Dem: Tendo em conta I.4.12, as medidas  e  em  são os. . `w

prolongamentos de Hahn das respetivas restrições ao semianel . Dadof
E − ÐE Ñ E` f tem-se então, para cada -cobertura contável  de ,4 4−N

. . .ÐEÑ Ÿ ÐE Ñ Ÿ ÐE Ñ" "
4−N 4−N

4 4
w ,

donde deduzimos, tendo em conta a definição de  como um ínfimo, que.wÐEÑ
. .ÐEÑ Ÿ ÐEÑw . 

Exercícios

Ex I.4.1  uma medida exterior no conjunto . Mostrar que,Seja . c ‘‡
À Ð\Ñ Ä \

se  verifica , então  é -mensurável.E § \ ÐEÑ œ ! E. .‡ ‡

Ex I.4.2 ção Seja  um conjunto e consideremos uma aplica\ . c ‘‡
À Ð\Ñ Ä

definida por  e , para cada . Verificar que  é. . .‡ ‡ ‡ÐgÑ œ ! ÐEÑ œ " E Á g
uma medida exterior em  e que os únicos conjuntos -mensuráveis são  e\ g.‡

\.

Ex I.4.3 (Não unicidade do prolongamento) Seja  um conjunto infinito não\
numerável e seja  a classe de todos os subconjuntos finitos de .f \
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a) Verificar que  é um semianel de partes de  e que se pode considerarf \
uma medida . f ‘ . fÀ Ä ÐEÑ œ ! E −, definida por , para cada . Reparar
que o semianel  não é -total.f 5
b) Verificar que o anel associado a  (cf. I.3.6) é o próprio .f f
c) Verificar como está definida a medida exterior  associada. c ‘‡

À Ð\Ñ Ä
à medida  no semianel  e mostrar que a -álgebra dos conjuntos -men-. f 5 .‡

suráveis é a -álgebra .5 cÐ\Ñ
d) Verificar que a -álgebra  gerada por  é a -álgebra referida no5 ` f 5
exercício I.2.2 e determinar o prolongamento de Hahn  de  a .. . `s
e) Concluir que o prolongamento de Hahn não é a única medida na -álgebra5
` f f . gerada por  cuja restrição a  é Þ

Ex I.4.4  umaSejam  um conjunto,  um semianel de partes de  e \ \f . f ‘À Ä 

medida. Sejam  a medida exterior associada a ,  a -ál-. c ‘ . ` 5‡
À Ð\Ñ Ä

gebra gerada por  e  o prolongamento de Hahn, que é umaf . ` ‘sÀ Ä 

medida na -álgebra , restrição de .5 ` .‡

a) Mostrar que, para cada ,  é o mínimo dos , comF § \ ÐFÑ ÐEÑs. .‡

F § E − 8 − E −`  `.  Para cada , considerar  (uniãoSugestão: 8

contável de conjuntos em ) com  e  e tomarf . .F § E ÐE Ñ  ÐFÑ s8 8
‡ "

8

E œ E+ 8.
b) Lembrando que a -álgebra  é, em particular, um semianel, podemos5 `
também considerar a medida exterior  associada a .. c ‘ .s sÀ Ð\Ñ Ä‡



Mostrar que .. .s œ‡ ‡

c) Seja  uma família contável de partes de  tal que exista umaÐF Ñ \4 4−N

família  de conjuntos de  disjuntos dois a dois e com .ÐE Ñ F § E4 4−N 4 4`
Mostrar que se tem então

. .‡ ‡

4−N 4−N

4 4ˆ ‰. "F œ ÐF Ñ.

Sugestão: Ter em conta a alínea b) de I.4.5, tomando .F œ F-
4−N

4

Ex I.4.5  que “divida ao meioVerificar que não existe nenhum boreliano E § ‘
todos os intervalos”, no sentido de se ter, sempre que ,+ Ÿ ,

- -ÐE  Ó+ß ,ÓÑ œ ÐÓ+ß ,ÓÑ
"

#
,

onde  é a medida de Lebesgue.  Se existisse, considerar uma nova- Sugestão:
medida  nos borelianos de , definida por , e utilizar a. ‘ . -ÐFÑ œ ÐE  FÑ
precisão do teorema de extensão de Hahn em I.4.12 para garantir que se teria
então , para todo o boreliano , verificando o que acontece. -ÐFÑ œ ÐFÑ F"

#

para .F œ E  Ó!ß "Ó

Ex I.4.6  um intervalo aberto não vazio, com cadaSejam N §œ Ó-ß .Ò ‘
extremidade finita ou infinita, e  uma função crescente e conside-1À N Ä ‘
remos as correspondentes medidas de Lebesgue-Stieltjes , no semianel - f1 N
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dos -intervalos semi-abertos e na -álgebra gerada, que sabemos ser a -ál-N 5 5
gebra  dos borelianos de . Seja ainda  a medida exteriorU - c ‘N 1

‡N À ÐN Ñ Ä

de Lebesgue-Stieltjes em .N
a) Verificar que, se , com , é um -intervalo semiaberto, e seÓ+ß ,Ó + Ÿ , N
$  ! Y N Ó+ß ,Ó § Y, então existe um aberto  de , com , tal que

- - $1 1ÐY Ñ  ÐÓ+ß ,ÓÑ  .

b) Deduzir de a) que, para cada conjunto ,  é o ínfimo dosE § N ÐEÑ-1
‡

- U -1 N 1ÐY Ñ Y N E E − ÐEÑ, com  aberto de  contendo , em particular, se , 
coincide com o ínfimo referido.  Para cada -cobertura contávelSugestão: fN

ÐE Ñ E4 4−M  de , ter em conta o lema I.3.10 e aplicar a conclusão de a) a cada
E4.

Ex I.4.7 Sejam  um intervalo aberto não vazio de , com extremidadesN œ Ó-ß .Ò ‘
finitas ou infinitas,  duas funções crescentes (no sentido lato) e1ß 2À N Ä ‘
+   ! 1  2À N Ä em . Reparar que são ainda crescentes as funções  e‘ ‘

+1À N Ä ‘ e que se tem

- - - - -12 1 2 +1 1œ  œ +,

(cf. I.2.16).

Ex I.4.8  umaSejam  um conjunto,  um semianel de partes de  e \ \f . f ‘À Ä 

medida. Sejam  a medida exterior associada,  a -álgebra. c ‘ ` 5‡
À Ð\Ñ Ä s

dos conjuntos -mensuráveis e  a -álgebra gerada por  e lembre-. ` ` 5 f‡ § s

mos que a restrição de  a  é uma medida e que a sua restrição a  é,. ` `‡ s

por definição, o prolongamento de Hahn de ..
O objetivo deste exercício é encontrar argumentos no sentido de mostrar que,
pelo menos quando  é -finita, não se perde muito ao considerar o. f ‘ 5À Ä 

prolongamento de Hahn definido apenas em  e não na totalidade de .` s̀

a) Concluir da alínea a) do exercício I.4.4 que, se  verificaE − s̀

. ` .‡ ‡ÐEÑ  _ F − E § F ÐF Ï EÑ œ !, então existe  com  e .
b) No caso em que a medida  é -finita, mostrar, mais. f ‘ 5À Ä 

geralmente, que, para cada , existe  com  eE − F − E § Fs̀ `
.‡ÐF Ï EÑ œ !.
Sugestão: Construir uma família contável de conjuntos , , comE − 4 − Ns

4 `
.‡

4 4 4
4−N

ÐE Ñ  _ E œ E E e  e aplicar a cada  a conclusão de a).-
c) Ainda no caso em que a medida  é -finita, mostrar que, para. f ‘ 5À Ä 

cada , existem  com  e .E − FßG − G § E § F ÐF Ï GÑ œ !s̀ ` .‡

Sugestão: Aplicar b) ao conjunto , para construir , e ao conjunto ,E F \ Ï E
para construir , a partir do seu complementar.G

Ex I.4.9 (Semianel associado a uma partição) Sejam  um conjunto e \ Ð\ Ñ4 4−N

uma família finita de subconjuntos de , não vazios, disjuntos dois a dois e\
de união  (uma  de  por conjuntos não vazios).\ \partição
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a) Verificar que tem lugar um semianel  de partes de , constituído pelof \
conjunto vazio , pelos conjuntos , , e pelo conjunto  (o g \ 4 − N \4 semianel
associado à partição) .20

b) Verificar que se pode definir uma medida finita . f ‘À Ä , pondo
. . .ÐgÑ œ ! Ð\ Ñ œ " Ð\Ñ N,  e  igual ao número de elementos de .4

c) Verificar o que é a medida exterior  associada a  e qual a. c ‘ .‡
À Ð\Ñ Ä

5 .-álgebra dos conjuntos -mensuráveis, reparando que ela é, neste caso,‡

igual à -álgebra gerada por .5 f

Ex I.4.10 ção(Conjuntos magros e conjuntos de medida nula)21 A resolu
deste exercício pressupõe o conhecimento do , no contextoteorema de Baire
dos números reais, que afirma que, se  é uma família contável deÐG Ñ4 4−N

subconjuntos fechados de  com int , então‘ ÐG Ñ œ g4

int .ˆ ‰.
4−N

4G œ g 22

Neste contexto, chamam-se  os subconjuntos de  que estão contidosmagros ‘
nalguma união contável de conjuntos fechados de interior vazio.
Recordemos também que, notando  a medida de Lebesgue nos borelianos-
de  e  a medida exterior de Lebesgue um conjunto ‘ - c ‘ ‘ ‘‡

À Ð Ñ Ä F §
verifica  se, e só se, existe um boreliano  com  e- ‘‡ÐFÑ œ ! E § F § E
-ÐEÑ œ ! (cf. a alínea a) do exercício I.4.4).
As alíneas a) e b) a seguir mostram que, as noções de conjunto magro e de
conjunto de medida exterior  gozam de propriedades paralelas que as levam!
a “competir” pela função de traduzir a noção intuitiva de “pequenez” dum
conjunto. As alíneas c) e d) mostram que nenhuma destas noções implica a
outra.
a) Mostrar que os conjuntos unitários  são magros, que uma parteÖB×
arbitrária de um conjunto magro é magro e que uma união contável de
conjuntos magros é magro. Mostrar ainda que um conjunto magro tem
sempre interior vazio.
b) Verificar que os resultados enunciados em a) são ainda válidos se, em
cada ocorrência, substituirmos conjuntos magros por conjuntos de medida
exterior de Lebesgue igual a .!
c) Seja  uma sucessão cujo conjunto dos termos seja o dos racionaisÐ< Ñ8 8−

do intervalo . Para cada , sejaÒ!ß "Ó : − 

Y œ <  ß < 
" "

Ð:  "Ñ# Ð:  "Ñ#
: 8 8

8−
8" 8"

. ‘ 


.

20Se considerarmos apenas  e os conjuntos , também obtemos um semianel.g \4
21Os exemplos neste exercício encontram-se no livro de Halmos, [6]Þ
22Embora, em geral, esta união não seja fechada; pensar por exemplo no conjunto  dos
números racionais como união contável de conjuntos unitários.
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Verificar que  é um aberto de  com  e que  contém todosY ÐY Ñ Ÿ Y: : :
"

:"‘ -

os racionais do intervalo . Deduzir que  é um subcon-Ò!ß "Ó G œ Ò!ß "Ó Ï Y: :

junto fechado de  com interior vazio, em particular é um conjunto magro, e,‘
no entanto, .-ÐG Ñ  !:

d) Continuando com as notações de c), seja

E œ Y,
:−

:



.

Verificar que  é um boreliano de  com  e, no entanto,  não éE ÐEÑ œ ! E‘ .
magro (em particular  não é contável).  Reparar que , queE Ò!ß "ÓSugestão:
não é magro por ter interior não vazio, é a união de  com os conjuntosE
magros , .G : −: 

Ex I.4.11 (O conjunto de Cantor e a função singular de Cantor-Lebesgue)
a) (Generalidades sobre a escrita na base R "Ñ23 Fixemos um natural
R   " Ö!ß "ßá ßR× e consideremos no conjunto  de todas as sucessões

Ð: Ñ Ð: Ñ  Ð; Ñ8 8 " 8 8 " 8 8 " a  definida por  se, e sóordem total lexicográfica24

se, existe  com  e, para cada , . Identifiquemos ainda5 :  ; 8  5 : œ ;5 5 8 8

uma sucessão finita  com o elemento de  que seÐ: ßá ß : Ñ Ö!ß "ßá ßR×" 5


obtém por prolongamento com os restantes termos iguais a .!
Mostrar que tem lugar uma aplicação GRÀ Ö!ß "ßá ßR× Ä Ò!ß "Ó

sobrejetiva e crescente (no sentido lato) definida por

GR 8 8 "

8œ"

_
8

8
ÐÐ: Ñ Ñ œ

:

ÐR  "Ñ
" .

Verificar ainda a seguinte propriedade : Se , então tem-se25 Ð: Ñ  Ð; Ñ8 8 " 8 8 "

G GR 8 8 " R 8 8 "ÐÐ: Ñ Ñ œ ÐÐ; Ñ Ñ 5   " se, e só se, existe  verificando as três
condições:  Para cada , ;  ;  Para cada ,i) ii) iii)8  5 : œ ; :  " œ ; 8  58 8 5 5

: œ R ; œ !R 8 e  (por outras palavras, os elementos são, respetivamente, da
forma

Ð: ßá ß : ß : ßRßRß Ñ Ð: ßá ß : ß :  "Ñ" 5" 5 " 5" 5… , ).

Sugestão: Para provar a sobrejetividade, dado  construirB − Ò!ß "Ó
recursivamente os termos de uma sucessão  de modo que, para cadaÐ: Ñ8 8 "

5 Ð: ßá ß : Ñ 5, a sucessão finita  seja a maior sucessão de  termos (ordem" 5

lexicográfica) cuja imagem por  seja menor ou igual a .GR B
b) Utilizar a conclusão de a) para mostrar que a restrição da aplicação
G#À Ö!ß "ß #× Ä Ò!ß "Ó Ö!ß #×  a  é uma aplicação estritamente crescente, em
particular injetiva, [0,1]. Esta restrição é assim um isomorfismoÖ!ß #× Ä

23Para este exercício vão-nos interessar os casos  e . O caso R œ " R œ # R œ *
corresponde à escrita habitual na base ."!
24É essencialmente o que conhecemos sob o nome de ordem alfabética.
25Que, de certo modo, controla, tanto quanto possível, a não injetividade da aplicação.
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de ordem de  sobre o subconjunto  de , a queÖ!ß #× G œ ÐÖ!ß #× Ñ Ò!ß "Ó G#

damos o nome de .  Reparar que se tem, em particular,conjunto de Cantor 26

! − G " − G Ö!ß #× e  (imagens, naturalmente, do mínimo e do máximo de ).

c) Verificar que o conjunto de Cantor  não é contável, por ter a cardinali-G
dade do conjunto  de todas as partes de .c  Ð Ñ
d) Para cada  e cada sequência  de  elementos de ,5   ! : ßá ß : 5 Ö!ß #×" 5

notemos  o intervalo abertoN 5
: ßáß:" 5

N œ Ð: ßá ß : ß "Ñ ß Ð: ßá ß : ß #Ñ5
: ßáß: # " 5 # " 5" 5

‘ G G

(em particular, para , temos um único ). Mostrar que as5 œ ! N œ Ó ß Ò!
†

" #
$ $

extremidades deste intervalo são elementos do conjunto de Cantor e que
N 5
: ßáß:" 5

 não contém nenhum elemento do conjunto de Cantor.
Sugestâo: Lembrar que G# tem restrição estritamente crescente a  eÖ!ß #×

reparar que

G G# " 5 # " 5Ð: ßá ß : ß "Ñ œ Ð: ßá ß : ß !ß #ß #ß Ñ… .

e) Verificar que os intervalos  constituem uma família contável deN 5
: ßáß:" 5

conjuntos disjuntos dois a dois e de união  e que as respetivasÒ!ß "Ó Ï G
medidas de Lebesgue são  e deduzir que o conjunto de-ÐN Ñ œ5

: ßáß:
"

$" 5 5"

Cantor é compacto e verifica -ÐGÑ œ !.
Sugestão: 1) Mostrar que, dados intervalos abertos  e  deÓ+ß ,Ò Ó-ß .Ò
intersecção não vazia e com , tem que ser ; 2) Se,  . , − Ò-ß .Ò
B − Ò!ß "Ó Ï G B œ ÐÐ: Ñ Ñ 5   ! : œ ", então  onde, para um certo ,  eG# 8 8 " 5"

: Á " 8  5  "8  para todo o  e então

B − ‘ G G# " 5 # " 5Ð: ßá ß : ß "Ñ ß Ð: ßá ß : ß #Ñ .

f) (cf. Rudin [10]) Sendo  o conjunto de Cantor, mostrar queG § Ò!ß "Ó
G  G œ Ò!ß #Ó G  G C  D, onde  é, naturalmente, o conjunto das somas ,
com . Mostrar ainda que, para cada ,  (simetriaCß D − G B − G "  B − G
relativamente ao ponto ) e deduzir que se tem ."

# − Ò!ß "Ó G  G œ Ò"ß "Ó

Sugestão: Para a primeira propriedade, dado , considerar B − Ò!ß #Ó Ð< Ñ8 8 "

em  tal que  e escolher então  e Ö!ß "ß #× œ ÐÐ< Ñ Ñ Ð: Ñ Ð; Ñ B
# # 8 8 " 8 8 " 8 8 "G

em  tais que, para cada , .Ö!ß #× 8 #< œ :  ;
8 8 8

g) Sendo  o conjunto de Cantor, verificar que se pode definir umaG § Ò!ß "Ó
aplicação  pela sobrejetiva e crescente, no sentido lato, 0!À G Ä Ò!ß "Ó
condição de, para cada , com  e ,B − G B œ ÐÐ: Ñ Ñ Ð: Ñ − Ö!ß #×G# 8 8 " 8 8 "



vir . Verificar que, para cada um dos intervalos abertos0 ÐBÑ œ ÐÐ Ñ Ñ! " 8 "
:
#G 8

N 5
: ßáß:" 5

 definidos em d), a função  toma um mesmo valor nas suas duas0!
extremidades e deduzir que a função  admite um único prolongamento0!

26Para sermos mais precisos, este é apenas o exemplo mais simples de uma família de
subconjuntos de  a que se dá o nome de conjuntos de Cantor, mas não vamos ter‘
necessidade dessa generalidade.
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crescente , prolongamento esse que vai ser constante em0 À Ò!ß "Ó Ä Ò!ß "Ó
cada intervalo , aN 05

: ßáß:" 5
. Mostrar que este prolongamento À Ò!ß "Ó Ä Ò!ß "Ó

função singular de Cantor-Lebesgue, é uma função contínua, crescente,
sobrejetiva e com derivada igual a  em cada ponto de .! Ò!ß "Ó Ï G
Sugestão: Lembrar que uma função crescente, definida num intervalo, cujo
contradomínio seja um intervalo é necessariamente contínua.

Ex I.4.12  Para a resolução(Aplicações topológicas do conjunto de Cantor)
deste exercício vamos supor conhecimentos mais profundos de Topologia,
nomeadamente o teorema de Tychonoff, sobre a compacidade de um produto
infinito de compactos.
a) Seja  um inteiro fixado e consideremos em  a topologiaR   " Ö!ßá ßR×
discreta e em  a topologia produto infinito de Tychonoff.Ö!ß "ßá ßR×

Mostrar que a aplicação , definida na alínea a)GRÀ Ö!ß "ßá ßR× Ä Ò!ß "Ó

do exercício I.4.11, é contínua.  Dados  eSugestão: Ð: Ñ − Ö!ß "ßá ßR×8 8 "


$ $ ! 5   " , fixar  tal que  e mostrar que se tem"
ÐR"Ñ5

l ÐÐ; Ñ Ñ  ÐÐ: Ñ Ñl G GR 8 8 " R 8 8 " $

sempre que  para todo o .; œ : 8 Ÿ 58 8

b) Deduzir de a) que a restrição da aplicação contínua {G#À !ß "ß #× Ä Ò!ß "Ó

é um homeomorfismo de  sobre o conjunto de Cantor .Ö!ß #× G § Ò!ß "Ó

c) Utilizar o homeomorfismo referido em b) para construir um homeomor-
fismo , do conjunto de Cantor  sobre o produto cartesiano@sÀG Ä G ‚ G G
G ‚ G Ö!ß #× Ö!ß #× ‚ Ö!ß #×.  Considerar a aplicação de  para Sugestão:   

que a cada sucessão  associa o par de sucessões  eÐ: Ñ Ð: Ñ8 8− #8" 8− 

Ð: Ñ#8 8−.
d) (Versão trivial do teorema de extensão de Tietze)  Sejam  umN § ‘
intervalo não vazio,  um conjunto fechado e  uma funçãoE § 0 ÀE Ä N‘ !

contínua. Mostrar que existe uma função contínua  cuja restrição a0 À Ä N‘
E 0 Ï E seja .  Reparar que  é uma união de intervalos abertos! Sugestão: ‘
disjuntos dois a dois, cujas extremidades finitas são pontos de , e definir oE
prolongamento nos correspondentes intervalos fechados de modo a este ser
constante, quando uma das extremidades for infinita, e ser linear (ou, melhor
dito, afim) caso contrário.27

e) Utilizar o homeomorfismo , referido em c) e a aplicação contínua@s

sobrejetiva , referida na alínea g) do exercício I.4.11 (restrição0 À G Ä Ò!ß "Ó!

da função singular de Cantor-Lebesgue) para construir uma aplicação
contínua e sobrejetiva  e deduzir da alínea precedente2 ÀG Ä Ò!ß "Ó ‚ Ò!ß "Ó!  a

27Repare-se que, apenas com mudanças mínimas na demonstração, o resultado pode ser
adaptado ao caso em que se pede apenas que  seja fechado nalgum subconjunto abertoE
Y 0 Y de , obtendo-se então um prolongamento contínuo de  a . Analogamente,‘ !

podíamos substituir o intervalo  por um subconjunto convexo não vazio de umN § ‘
espaço vetorial normado.
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existência de uma aplicação contínua e sobrejetiva 2À Ò!ß "Ó Ä Ò!ß "Ó ‚ Ò!ß "Ó
(uma ).curva de Peano

§5. Aplicações mensuráveis.

I.5.1 Chamamos  a um par , onde  é um conjunto eespaço mensurável Ð\ß Ñ \`
` uma 5-álgebra de partes de . Quando um espaço mensurável se\
encontra implícito, chamam-se simplesmente  os conjuntos quemensuráveis
pertencem à -álgebra.5
Quando consideramos um espaço topológico como espaço mensurável, sem
explicitar qual a -álgebra considerada, fica subentendido que se trata da5
5 U-álgebra  dos borelianos de  (cf. I.2.7).\ \
Dados dois espaços mensuráveis  e , diz-se que  éÐ\ß Ñ Ð] ß Ñ 0 À\ Ä ]` a
uma  se, para cada , .aplicação mensurável F − 0 ÐFÑ −a `" 28

I.5.2  Se  é um espaço mensurável, então(Propriedades elementares) a) Ð\ß Ñ`
a aplicação identidade  é mensurável;M À\ Ä \\

b) Se  e  são espaços mensuráveis e  é umaÐ\ß Ñ Ð] ß Ñ 0 À\ Ä ]` a
aplicação de valor constante , então  é mensurável;C − ] 0!

c) Se ,  e  são espaços mensuráveis e  eÐ\ß Ñ Ð] ß Ñ Ð^ß Ñ 0 À\ Ä ]` a c
1À ] Ä ^ 1 ‰ 0 À\ Ä ^ são aplicações mensuráveis, então  é uma aplicação
mensurável.
Dem: A alínea a) resulta de que, para cada , . A alínea b)E § \ M ÐEÑ œ E\

"

resulta de que, se  é mensurável ou não, então  ouF § ] 0 ÐFÑ œ \"

0 ÐFÑ œ g C F G −"
!, conforme  pertença ou não a . Quanto a c), se , vemc

1 ÐGÑ −" a , donde

Ð1 ‰ 0Ñ ÐGÑ œ 0 Ð1 ÐGÑÑ −" " " `. 

I.5.3  Sejam  um espaço mensurável e(Subespaços mensuráveis) Ð\ß Ñ`
\ § \ \ −w w um conjunto mensurável (isto é, ). Como referido em I.2.5,`
podemos então considerar a -álgebra restrição , de partes de ,5 `Î\

w
w \

constituída pelos  tais que , e dizemos então que E − E § \ Ð\ ß Ñ` `w w
Î\w

é um  de .subespaço mensurável Ð\ß Ñ` 29

Relembremos que, como se viu em I.2.9, no caso em que  é um espaço\

28Não é possível deixar de fazer um paralelo com as funções contínuas entre espaços
topológicos: Uma aplicação  é contínua se, e só se, para cada aberto  de ,0 À\ Ä ] Z ]
0 ÐZ Ñ \"  é um aberto de .
29Mais uma vez, impõe-se naturalmente um paralelo com o que se passa num espaço
topológico : Se  é um aberto (o que corresponde, para os espaços mensuráveis à\ \ § \w

exigência de que  seja mensurável), então os abertos de  são exatamente os abertos\ \w w

de  que estão contidos em .\ \w
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topológico e a -álgebra de  é a dos borelianos, então a -álgebra do5 5\
subespaço mensurável é também a dos borelianos.

I.5.4 Sejam  um espaço mensurável e , com . Tem-seÐ\ß Ñ \ § \ \ −` `w w

então que a inclusão , , definida por , é uma+ ` ` +À Ð\ Ñ Ä Ð\ß Ñ ÐBÑ œ Bw
Î\w

aplicação mensurável. Em consequência, se  é um espaço mensurávelÐ] ß Ña
e  é uma aplicação mensurável, então  é também uma0 À\ Ä ] 0 À\ Ä ]Î\

w
w

aplicação mensurável.
Dem: A primeira afirmação vem de que, se , então E − ÐEÑ œ E \` +" w

é um conjunto de  contido em , e portanto um conjunto de . A` `\w
Î\w

segunda resulta da primeira e do facto de  ser a composta de0 À\ Ä ]Î\
w

w

0 À\ Ä ] À\ Ä \ com a inclusão .+ w 

I.5.5 Sejam  e  espaços mensuráveis, , com  eÐ\ß Ñ Ð] ß Ñ ] § ] ] −` a aw w

0 À\ Ä ] 0 Ð\ß Ñw uma aplicação. Tem-se então que  é mensurável de `
para  se, e só se, é mensurável de  para .Ð] ß Ñ Ð\ß Ñ Ð] ß Ña ` aw

Î] w

Dem: Que a primeira condição implica a segunda resulta imediatamente do
facto de cada conjunto de  pertencer, em particular, a . Que a segundaa aÎ] w

condição implica a primeira resulta de que  é a composta da0 À\ Ä ]
inclusão  com a aplicação .+À ] Ä ] 0À\ Ä ]w w 

I.5.6 Sejam  e  espaços mensuráveis e  uma famíliaÐ\ß Ñ Ð] ß Ñ Ð\ Ñ` a 4 4−N

contável de conjuntos  tal que . Se  é uma\ − \ œ \ 0À\ Ä ]4 4
4−N

` -
aplicação tal que, para cada ,  seja uma aplicação4 − N 0 À\ Ä ]Î\ 44

mensurável de  para , então  é mensurável de Ð\ ß Ñ Ð] ß Ñ 0 Ð\ß Ñ4 Î\` a `
4

para .Ð] ß Ña 30

Dem: Para cada , tem-seF − a

0 ÐFÑ œ Ð0 Ñ ÐFÑ" "

4−N

Î\.
4

,

onde cada  pertence a , e portanto a , o que implica queÐ0 Ñ ÐFÑÎ\ Î\
"

4 4
` `

0 ÐFÑ −" `. 

I.5.7  Sejam  e (Condição suficiente de mensurabilidade) Ð\ß Ñ Ð] ß Ñ` a
espaços mensuráveis e  uma classe de partes de  tal que a -álgebra deW 5]
partes de  gerada por  seja . Tem-se então que uma aplicação] W a
0 À\ Ä ] F − 0 ÐFÑ − é mensurável se, e só se, para cada , .W `"

Dem: Se  é mensurável, então, para cada , , e portanto0 F − 0 ÐFÑ −a `"

30Mais uma vez, impõe-se uma comparação com o que se passa no contexto dos espaços
topológicos: Para verificar que uma função é contínua, basta verificar que são contínuas
as suas restrições aos conjuntos de uma certa cobertura aberta. Aqui, em vez de
coberturas abertas arbitrárias, temos coberturas mensuráveis contáveis mas o que “se
perde” com a exigência de as coberturas serem contáveis “ganha-se” com o facto de, em
geral, os conjuntos mensuráveis serem muito mais “numerosos” que os abertos.
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isso acontece, em particular, para cada . Suponhamos, reciprocamente,F − W
que, para cada , . Tendo em conta as identidades  eF − 0 ÐFÑ −W `"

0 ÐgÑ œ g

0 Ð] Ï FÑ œ \ Ï 0 ÐFÑ

0 Ð F Ñ œ 0 ÐF Ñ

"

" "

" "

4−N 4−N

4 4

,

,

,. .
constatamos que a classe dos  tais que  é uma -álgebraF § ] 0 ÐFÑ −" ` 5
de partes de  que, por hipótese, contém a classe . Uma vez que  é a] W a
mais pequena -álgebra de partes de  que contém , segue-se que a classe5 W]
referida contém , o que significa precisamente que  é uma aplicaçãoa 0
mensurável. 

I.5.8  Sejam  e  espaços topológicos, sobre os quais(Corolário) \ ]
consideramos as -álgebras dos borelianos. Se  é uma aplicação5 0 À\ Ä ]
contínua, então  é mensurável.0
Dem: Lembrando que a -álgebra dos borelianos é a gerada pela classe dos5
abertos, temos uma consequência do resultado precedente, uma vez que, para
cada aberto  de , o conjunto  é aberto em , e portanto umZ ] 0 ÐZ Ñ \"

boreliano de .\ 

I.5.9 Sejam  e  espaços mensuráveis. Diz-se que uma aplicaçãoÐ\ß Ñ Ð] ß Ñ` a
0 À\ Ä ] 0 À ] Ä \ é  se é bijetiva, mensurável e com bimensurável "

também mensurável.

I.5.10 Tendo em conta I.5.8, se  e  são espaços  topológicos, sobre os quais\ ]
consideramos as -álgebras dos borelianos, e se  é um homeomor-5 0 À\ Ä ]
fismo, então  é uma aplicação bimensurável.0

I.5.11 Sejam  e  dois espaços mensuráveis e  eÐ\ß Ñ Ð] ß Ñ À Ä` a . ` ‘

. a ‘w
À Ä  duas medidas. Dizemos que uma aplicação mensurável

0 À\ Ä ] F − é  se, para cada ,compatível com as medidas a

. .Ð0 ÐFÑÑ œ ÐFÑ" w .

No caso particular em que ,  e  e temos portanto uma\ œ ] œ œ` a . .w

aplicação mensurável , dizemos que  é uma 0 À\ Ä \ . medida -invariante0
se  for compatível com as medidas.0

I.5.12  Se  é(Propriedades elementares das medidas compatíveis) a) Ð\ß Ñ`
um espaço mensurável, qualquer medida  é -invariante.. ` ‘À Ä M \

b) Sejam ,  e  três espaços mensuráveis e ,Ð\ß Ñ Ð] ß Ñ Ð^ß Ñ À Ä` a c . ` ‘

. a ‘ . c ‘w ww
 À Ä À Ä 0À\ Ä ] 1À ] Ä ^ e  três medidas. Se  e  são

compatíveis com as medidas, então  é também compatível com1 ‰ 0 À\ Ä ^
as medidas.
c) Sejam  e  dois espaços mensuráveis e  eÐ\ß Ñ Ð] ß Ñ À Ä` a . ` ‘

. a ‘w
À Ä 0À\ Ä ] duas medidas. Se  é bimensurável e compatível com
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as medidas, então  é também compatível com as medidas, ou0 À ] Ä \"

seja, para cada ,E − `

. .wÐ0 ÐEÑÑ œ ÐEÑ.

Dem: A alínea a) é trivial, b) resulta de que, para cada , vemG − c

. . . .ÐÐ1 ‰ 0Ñ ÐGÑÑ œ Ð0 Ð1 ÐGÑÑÑ œ Ð1 ÐGÑÑ œ ÐGÑ" " " w " ww

e c) resulta de que, para cada , tem-se , emE − 0ÐEÑ œ Ð0 Ñ ÐEÑ` " "

particular , e , donde0ÐEÑ − 0 Ð0ÐEÑÑ œ Ea "

. . . .w " " w "ÐÐ0 Ñ ÐEÑÑ œ Ð0ÐEÑÑ œ Ð0 Ð0ÐEÑÑÑ œ ÐEÑ. 

I.5.13  Sejam  e  espaços mensu-(Imagem direta duma medida) Ð\ß Ñ Ð] ß Ñ` a
ráveis e  uma aplicação mensurável. Dada uma medida0 À\ Ä ]
. ` ‘ . a ‘À Ä 0 À Ä ‡ , existe então uma medida , a que damos o nome
de  de  por meio de , definida pormedida imagem direta . 0

0 ÐFÑ œ Ð0 ÐFÑÑ‡
". . ,

a qual é a única medida  para a qual  fica compatível com as. a ‘w
À Ä 0

medidas.
Dem: Tem-se

0 ÐgÑ œ Ð0 ÐgÑÑ œ ÐgÑ œ !‡
". . .

e, se  é uma família contável de conjuntos em , disjuntos dois aÐF Ñ4 4−N a
dois, os conjuntos  pertencem a  e são disjuntos dois a dois pelo0 ÐF Ñ"

4 `
que

0 Ð F Ñ œ Ð0 Ð F ÑÑ œ Ð 0 ÐF ÑÑ œ

œ Ð0 ÐF ÑÑ œ 0 ÐF Ñ

‡ 4 4 4

4−N 4−N 4−N

" "

4−N 4−N

"
4 ‡ 4

. . .

. .

. . .
" " ,

o que mostra que temos efetivamente uma medida  na -álgebra . O0‡. 5 a
facto de, quando se considera esta medida em , a aplicação mensurável a 0
ficar compatível com as medidas e o facto de não haver mais nenhuma
medida em  com esta propriedade são consequências diretas da definiçãoa
de compatibilidade em I.5.11. 

I.5.14  Sejam(Invariância da medida de Lebesgue por translação e simetria)
U 5 ‘ - U ‘‘ ‘ a -álgebra dos borelianos de  e  a medida de LebesgueÀ Ä 

(cf. I.4.15). Têm então lugar aplicações bimensuráveis  e, para cada5 ‘ ‘À Ä
B − À Ä‘ 7 ‘ ‘,  definidas porB

5 7ÐCÑ œ C ÐCÑ œ B  C, ,B

(a  e as ) e a medida de Lebesgue é -invariante e, parasimetria translações 5
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cada , -invariante.B − ‘ 7B
Dem: O facto de estas aplicações serem bimensuráveis é uma consequência
de se tratar de homeomorfismos, cujos inversos são, respetivamente,  e .5 7B

Notemos  e, para cada ,  as medidas na -álgebra  imagens. ‘ . 5 UB − B ‘

diretas de  pelas aplicações mensuráveis  e . O que- 5 ‘ ‘ 7 ‘ ‘À Ä À ÄB

temos que mostrar é que se tem . Ora, isso resulta da definição da. . -œ œB

medida de Lebesgue em I.4.15 e das propriedades desta em I.4.16, visto que,
sempre que  em ,+ Ÿ , ‘

. - -

. - -

ÐÓ+ß ,ÓÑ œ ÐÓ+ß ,ÓÑ œ ÐÒ,ß+ÒÑ œ +  Ð,Ñ œ ,  +

ÐÓ+ß ,ÓÑ œ ÐB  Ó+ß ,ÓÑ œ ÐÓ+  Bß ,  BÓÑ œ

œ Ð,  BÑ  Ð+  BÑ œ ,  +

,

.
B



I.5.15  Sejam  e  dois conjuntos e(Imagem direta de uma -álgebra)5 \ ]
0À\ Ä ] \ 0 uma aplicação. Para cada classe  de partes de , notamos  aV V‡
classe de partes de , constituída pelos conjuntos  tais que] F § ]
0 ÐFÑ − \ 0"

‡V ` 5 `. Se  é uma -álgebra de partes de , tem-se então que  é
uma -álgebra de partes de , a que se dá o nome de 5 ] 5-álgebra imagem
direta de  por meio de , e, quando se consideram os espaços mensuráveis` 0
Ð\ß Ñ Ð] ß 0 Ñ 0 À\ Ä ]` ` e , a aplicação  é mensurável.‡

Dem: O facto de  ser uma -álgebra de partes de  é uma consequência0 ]‡` 5
das igualdades ,  e0 ÐgÑ œ g 0 Ð] Ï FÑ œ \ Ï 0 ÐFÑ" " "

0 Ð F Ñ œ 0 ÐF Ñ" "

4−N 4−N

4 4. . .

O facto de  ficar uma aplicação mensurável é uma consequência0 À\ Ä ]
direta da definição. 

Um caso particular da situação anterior, especialmente interessante e que
será o utilizado mais frequentemente, é aquele em que  é uma0 À\ Ä ]
aplicação bijetiva. Relembremos que, nesse caso, para cada , aF § ]
imagem recíproca  de , por meio de , coincide com a sua ima-0 ÐFÑ F 0"

gem direta por meio da aplicação inversa  (e portanto a notação não0"

levanta problemas) e tem-se . Relembremos também que0Ð0 ÐFÑÑ œ F"

esta última afirmação, aplicada à bijeção inversa , mostra-nos0 À ] Ä \"

que, para cada , .E § \ 0 Ð0ÐEÑÑ œ E"

Os três resultados seguintes são conclusões que se podem tirar neste caso
particular e que teremos ocasião de aplicar.

I.5.16  Sejam  e  dois conjuntos e  um aplicação bijetiva. Para\ ] 0À\ Ä ]
cada classe  de partes de , a classe  de partes de  também pode serV V\ 0 ]‡

caracterizada como sendo a classe dos conjuntos , com , e, no0ÐEÑ E − V
caso em que  é uma -álgebra de partes de ,  e é  a única -álgebra` 5 ` 5\ 0‡
a  de partes de  para a qual a aplicação  é bimensurável.] 0 À\ Ä ]
Dem: Se , o facto de se ter  mostra que .E − 0 Ð0ÐEÑÑ œ E 0ÐEÑ − 0V V"

‡
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Reciprocamente, se , tem-se , com . ParaF − 0 F œ 0ÐEÑ E œ 0 ÐFÑ −‡
"V V

verificar que, quando  é uma -álgebra de partes de  e se considera em` 5 \
] 0 0 a -álgebra ,  é mesmo uma aplicação bimensurável, falta-nos5 `‡
verificar que

0 À Ð] ß 0 Ñ Ä Ð\ß Ñ"
‡` `

também é uma aplicação mensurável e isso resulta de que, se , tem-seE − `
Ð0 Ñ ÐEÑ œ 0ÐEÑ − 0" "

‡` a 5. Quanto à unicidade, se  é uma -álgebra de
partes de  tal que  fique bimensurável, então, para cada ,] 0 À\ Ä ] F − a
tem-se , portanto , e, para cada , tem-se0 ÐFÑ − F − 0 F − 0"

‡ ‡` ` `
F œ 0ÐEÑ E −, para um certo , donde,`

F œ Ð0 Ñ ÐEÑ −" " a ,

o que mostra que .a `œ 0‡ 

I.5.17  Sejam  um conjunto e  e  duas -álgebras de partes(Corolário) \ ` ` 5w

de  tais que a aplicação identidade  seja bimensurável de\ M À\ Ä \\

Ð\ß Ñ Ð\ß Ñ œ` ` ` ` para . Tem-se então .w w

Dem: Trata-se de uma consequência da afirmação de unicidade no resultado
precedente, uma vez que  também é bimensurável de  paraM Ð\ß Ñ\ `
Ð\ß Ñ` . 

I.5.18 Sejam  um conjunto,  uma classe de partes de  e  a -álgebra de\ \V ` 5
partes de  gerada por  (cf. I.2.6). Se  é um conjunto e  é uma\ ] 0À\ Ä ]V
aplicação bijetiva, então a -álgebra de partes de  gerada por  é a5 V] 0‡
5 ` f-álgebra imagem direta . Além disso, se  é um semianel de partes de0‡
\ 0 ],  é também um semianel de partes de .‡f
Dem: Tendo em conta a caracterização de  (e, em particular, de ) no0 0‡ ‡V `
resultado precedente, é claro que a classe  de partes de  está contida na0 ]‡V
5 ` a 5-álgebra . Seja agora  uma -álgebra de partes de  que contenha0 ]‡

0 0‡
"
‡V 5 a. Podemos então considerar a -álgebra imagem direta , de partes

de , constituída pelos conjuntos , com , a qual contém, em\ 0 ÐFÑ F −" a
particular, para cada , o conjunto , ou seja, contém .E − 0 Ð0ÐEÑÑ œ EV V"

Uma vez que  é a -álgebra gerada por , concluímos que .` 5 V ` a§ 0"
‡

Para cada  tem-se assim , para algum , dondeE − E œ 0 ÐFÑ F −` a"

0ÐEÑ œ F − 0 § 0a ` a `, o que mostra que . Fica assim provado que ‡ ‡

é efetivamente a -álgebra gerada por .5 V0‡
Suponhamos agora que  é um semianel de partes de . Das igualdadesf \
0 ÐgÑ œ g 0 ÐF  F Ñ œ 0 ÐFÑ  0 ÐF Ñ g − 0" " w " " w

‡ e  decorre que , ef
que, se , também . Por outro lado, se ,FßF − 0 F  F − 0 FßF − 0w w w

‡ ‡ ‡f f f
o facto de  e  pertencerem a  implica a existência de uma0 ÐFÑ 0 ÐF Ñ" " w f
família finita de conjuntos , disjuntos dois a dois, tal queE −3 f

0 ÐF Ï F Ñ œ 0 ÐFÑ Ï 0 ÐF Ñ œ E" w " " w

3−M

3.
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e daqui resulta, por  ser bijetiva, que0

F Ï F œ 0Ð0 ÐF Ï F ÑÑ œ 0 E œ 0ÐE Ñw " w

3−M 3−M

3 3ˆ ‰. . ,

com os conjuntos  pertencentes a  e disjuntos dois a dois, o que0ÐE Ñ 03 ‡f
mostra que  é efetivamente um semianel de partes de .0 ]‡f 

Outra situação que será importante nas aplicações é aquela em que consi-
deramos o produto cartesiano de conjuntos munidos de -álgebras.5

I.5.19 Sejam  e  dois conjuntos e  e  duas classes de partes  de  e ,\ ] \ ]V W
respetivamente. Vamos notar  a classe das partes de  da formaV W‚ \ ‚ ]
E‚F E − F −, com  e .  No caso em que  e  são semianéis deV W V W31

partes de  e , respetivamente,  é um semianel de partes de .\ ] ‚ \ ‚ ]V W
Dem: Suponhamos que  e  são semianéis de partes de  e ,V W \ ]
respetivamente. Tem-se . Suponhamos que  eg œ g ‚ g − ‚ EßE −V W Vw

FßF −w W. Tem-se

ÐE ‚ FÑ  ÐE ‚ F Ñ œ ÐE  E Ñ ‚ ÐF  F Ñ − ‚w w w w V W.

Por outro lado, podemos considerar famílias finitas  de conjuntos deÐE Ñ3 3−M

V, disjuntos dois a dois, e , disjuntos dois a dois, tais queÐF Ñ4 4−N

E Ï E œ E F Ï F œ Fw w

3−M 4−N

3 4. .,

e tem-se então

ÐE ‚ FÑ Ï ÐE ‚ F Ñ œ ÐÐE Ï E Ñ ‚ FÑ  ÐÐE  E Ñ ‚ ÐF Ï F ÑÑ

œ ÐE ‚ FÑ  ÐE  E Ñ ‚ F

w w w w w

3−M 4−N

3 4
wˆ ‰ ˆ ‰. . ,

com os conjuntos  e os conjuntos  disjuntos dois aE ‚F ÐE  E Ñ ‚ F3 4
w

dois, o que mostra que  Ficou assim provadoÐE ‚ FÑ Ï ÐE ‚ F Ñ − ‚ Þw w V W
que  é também um semianel.V W‚ 

Pelo contrário, se  e  são -álgebras de partes de  e ,` a 5 \ ]
respetivamente, não podemos afirmar que  seja uma -álgebra de` a 5‚
partes de : Uma união de dois conjuntos de  não será em\ ‚ ] ‚` a
geral nem sequer um produto cartesiano, e portanto não pertencerá a
` a‚ .

31Trata-se de um abuso de notação, uma vez que  também designa o conjunto dosV W‚
pares  com  e . O significado que se dá à notação será claro noÐEßFÑ E − F −V W
contexto.
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I.5.20 Sejam  e  dois espaços mensuráveis. Define-se então aÐ\ß Ñ Ð] ß Ñ` a
5-álgebra produto  como sendo a -álgebra de partes de ` a 5Œ \ ‚ ]
gerada pela classe  de partes de , -álgebra que é a que se` a 5‚ \ ‚ ]
considera implicitamente em  quando outra não é referida. Dizemos\ ‚ ]
que  é o  dos espaçosÐ\ ‚ ] ß Œ Ñ` a espaço mensurável produto
mensuráveis  e .Ð\ß Ñ Ð] ß Ñ` a

O resultado seguinte mostra que o espaço mensurável produto goza das
propriedades que se esperam dum produto (comparar com o que se passa
com o produto de espaços topológicos, relativamente às aplicações
contínuas).

I.5.21 Sejam  e  dois espaços mensuráveis e consideremos oÐ\ß Ñ Ð] ß Ñ` a
espaço mensurável produto . Tem-se então:Ð\ ‚ ] ß Œ Ñ` a
a) As   e , definidas porprojeções canónicas 1 1" #À\ ‚ ] Ä \ À\ ‚ ] Ä ]

1 1" #ÐBß CÑ œ B ÐBß CÑ œ C, ,

são aplicações mensuráveis.
b) Sejam  um espaço mensurável,  uma aplicação eÐ^ß Ñ 0 À ^ Ä \ ‚ ]c
0 À ^ Ä \ 0 À^ Ä ]" # e  as respetivas , definidas porcomponentes

0ÐDÑ œ Ð0 ÐDÑß 0 ÐDÑÑ" # .

Tem-se então que  é mensurável se, e só se,  e  são ambas mensuráveis.0 0 0" #

Dem: a) Temos uma consequência de que, para cada ,E − `

1 ` a ` a"
"ÐEÑ œ E ‚ ] − ‚ § Œ

e, para cada ,F − a

1 ` a ` a#
"ÐFÑ œ \ ‚F − ‚ § Œ .

Se  é mensurável, a conclusão de a) e I.5.2 implicam que  e  são0 0 0" #

mensuráveis, uma vez que  e . Suponhamos, recipro-0 œ ‰ 0 0 œ ‰ 0" " # #1 1
camente, que  e  são aplicações mensuráveis. Para cada  e0 0 E −" # `
F − 0 ÐEÑ − 0 ÐFÑ −a c c, tem-se então  e , e portanto também"

" "
#

0 ÐE ‚ FÑ œ 0 ÐEÑ  0 ÐFÑ −" " "
" # c.

Tendo em conta I.5.7, concluímos que  é mensurável.0

I.5.22  Sejam  e(Compatibilidade com as restrições de -álgebras)5 Ð\ß Ñ`
Ð] ß Ña  dois espaços mensuráveis e consideremos o espaço mensurável
produto . Sejam  e  e consideremos asÐ\ ‚ ] ß Œ Ñ \ − ] −` a ` aw w

5 ` a-álgebras restrição  e , de partes de  e , respetivamente (cf.Î\ Î]
w w

w w \ ]

I.2.5). Tem-se então que a -álgebra produto , de partes de5 ` aÎ\ Î]w wŒ
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\ ‚ ] Œw w
Î\ ‚], coincide com a -álgebra restrição .5 ` a w w

32

Dem: Notemos  e utilizemos I.5.17 para mostrar que asc ` aœ Œ Î\ ‚]w w

5 ` a c-álgebras  e  coincidem. Em primeiro lugar, como asÎ\ Î]w wŒ

projeções canónicas  e  são mensuráveis,\ ‚ ] Ä \ \ ‚ ] Ä ]w w w w w w

quando se considera como -álgebras no domínio  e nos5 ` aÎ\ Î]w wŒ

espaços de chegada  e  (cf. a alínea a) de I.5.21), vemos que elas` aÎ\ Î]w w

são também mensuráveis como aplicações  e ,\ ‚ ] Ä \ \ ‚ ] Ä ]w w w w

quando se considera  e  como -álgebras nos espaços de chegada (cf.` a 5
I.5.5), pelo que a inclusão  é mensurável, quando se\ ‚ ] Ä \ ‚ ]w w

considera no espaço de chegada a -álgebra  (cf. a alínea b) de5 ` aŒ
I.5.21) e portanto, mais uma vez por I.5.5, a identidade de  é\ ‚ ]w w

mensurável de  para . Em segundo lugar, tendo em conta os` a cÎ\ Î]w wŒ

resultados já referidos, assim como I.5.4, vemos que, do facto de as
projeções canónicas  e  serem mensuráveis, quando\ ‚ ] Ä \ \ ‚ ] Ä ]
se considera como -álgebras no domínio  e nos espaços de chegada5 ` aŒ
` a e , podemos deduzir que as suas restrições  e\ ‚ ] Ä \w w

\ ‚ ] Ä ]w w  são também mensuráveis, quando se considera no domínio a
5 c-álgebra  e portanto as projeções canónicas  e\ ‚ ] Ä \w w w

\ ‚ ] Ä ]w w w são mensuráveis, quando se considera nos espaços de
chegada as -álgebras  e , o que implica que a identidade de5 ` aÎ\ Î]w w

\ ‚ ] Œw w
Î\ Î] é mensurável de  para .c ` aw w 

Um paralelo com a situação examinada em I.2.9, leva-nos a pergun-
tarmo-nos se, quando  e  são espaços topológicos, sobre os quais\ ]
consideramos a -álgebras dos borelianos  e , a -álgebra produto5 U U 5\ ]

U U 5\ ]Œ  será a -álgebra dos borelianos do espaço topológico produto
\ ‚ ] . De facto, vamos verificar que isso se passa, desde que os espaços
topológicos envolvidos verifiquem uma propriedade suplementar, a de
terem base contável, propriedade que teremos ocasião de encontrar com
frequência daqui em diante. Começamos por apresentar um resultado
auxiliar, para o qual uma condição de contabilidade é também necessária.

I.5.23 Sejam  e  conjuntos,  uma classe de partes de  e  uma classe de\ ] \V W
partes de  e suponhamos que existem famílias contáveis , de con-] Ð\ Ñ3 3−M

juntos de , e , de conjuntos de , tais que  e .V WÐ] Ñ \ œ \ ] œ ]4 4−N 3 4
3−M 4−N

- - 33

Sendo  a -álgebra de partes de  gerada por  e  a -álgebra de partes` 5 V a 5\
de  gerada por , tem-se então que  é a -álgebra de partes de] ŒW ` a 5
\ ‚ ] ‚ gerada por .V W
Dem: Uma vez que, para cada  e , tem-se  e ,E − F − E − F −V W ` a
donde

32Felizmente…, senão ficávamos na dúvida sobre qual a -álgebra a considerar implicita-5
mente em .\ ‚ ]w w

33É o que acontece, por exemplo, se as classes  e  forem semianéis -totais (cf. I.4.3).V W 5
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E‚F − ‚ § Œ` a ` a ,

concluímos que . Resta-nos mostrar que, se  é uma -ál-V W ` a c 5‚ § Œ
gebra arbitrária de partes de  tal que , então tem-se neces-\ ‚ ] ‚ §V W c
sariamente . Dividimos a prova desse facto em três partes:` a cŒ §
1) Vamos mostrar que .V a c‚ §
  Fixemos . Notemos  a classe dos conjuntos Subdem: E − F § ]V aE

tais que . O facto de se ter  mostra que .E‚F − E‚ g œ g − g −c c aE

Se , o facto de se ter, para cada , , eF − 4 − N E ‚ ] − ‚ §a V W cE 4

portanto

E‚ ] œ E‚ ] −.
4−N

4 c,

implica que

E‚ Ð] Ï FÑ œ ÐE ‚ ] Ñ Ï ÐE ‚ FÑ − c,

ou seja, . Sendo agora  uma família contável de] Ï F − ÐF ÑaE 5 5−O

conjuntos em , o facto de se ter, para cada ,  implica quea cE 55 E ‚ F −

E‚ F œ ÐE ‚ F Ñ −Š ‹. .
5−O 5−O

5 5 c,

ou seja, . Acabámos assim de verificar que  é uma -álgebra-
5−O

5 E EF − a a 5

de partes de  que, por hipótese, contém a classe , o que implica que que] W
se tem . Concluímos assim que, para cada  tem-sea a a§ F −E

E ‚ F − ‚ §c V a c, ou seja, .
2) Vamos mostrar que .` a c‚ §
  Fixemos . Notemos  a classe dos conjuntosSubdem: F − a `F

E § \ E‚F − g ‚ F œ g − tais que . O facto de se ter  mostra quec c
g − E − 3 − M` `F F. Se , o facto de se ter, para cada ,
\ ‚F − ‚ §3 V a c, e portanto

\ ‚F œ \ ‚F −.
3−M

3 c,

implica que

Ð\ Ï EÑ ‚ F œ Ð\ ‚FÑ Ï ÐE ‚ FÑ − c,

ou seja, . Sendo agora  uma família contável de\ Ï E − ÐE Ñ`F 5 5−O

conjuntos em , o facto de se ter, para cada ,  implica que` cF 55 E ‚ F −

Š ‹. .
5−O 5−O

5 5E ‚ F œ ÐE ‚ FÑ − c,

ou seja, . Acabámos assim de verificar que  é uma-
5−O

5 F FE − ` `
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5 V-álgebra de partes de  que, pelo que vimos em 1), contém a classe , o\
que implica que se tem . Concluímos assim que, para cada ` ` `§ E −F

tem-se , ou seja, .E‚F − ‚ §c ` a c
3) O facto de se ter  e de  ser a -álgebra gerada por` a c ` a 5‚ § Œ
` a ` a c‚ Œ § implica que , que era o que nos faltava provar. 

I.5.24 Lembremos que, se  é um espaço topológico, uma  de \ \base de abertos
é uma classe  constituída por alguns dos conjuntos abertos de  que tenhah \
a propriedade de qualquer conjunto aberto  de  ser união de algumaY \
família de abertos pertencentes a , propriedade que é equivalente àh
exigência de, para cada conjunto aberto  de  e cada , existir umY \ B − Y
Z − B − Z § Yh  tal que . É claro que um exemplo de base de abertos é a
classe de todos os abertos de .\
Diz-se que um espaço topológico  é  se ele admitir uma\ de base contável
base de abertos  que seja um conjunto contável.h

I.5.25  Sejam  um espaço(Exemplos e propriedades elementares) a) \
topológico e  um subconjunto, onde se considera a topologia indu-] § \
zida. Se  é uma base de abertos de , então a classe  dos conjuntos dah h\ w

forma , com , é uma base de abertos de . Em particular, se ]  Z Z − ] \h
é de base contável,  é também de base contável.]
b) Sejam  e  espaços topológicos e  um homeomorfismo. Se \ ] 0À\ Ä ] h
é uma base de abertos de , então a classe  dos abertos de  da forma\ 0 ]‡h
0ÐZ Ñ Z − ] \, com , é uma base de abertos de . Em particular, se  é deh
base contável,  também é de base contável.]
c) Sejam  e  espaços topológicos e consideremos em  a topologia\ ] \ ‚ ]
produto. Se  uma base de abertos de  e  é uma base de abertos de ,h h\ ]w

então a classe  dos abertos de  da forma , com  eh h h‚ \ ‚ ] Z ‚[ Z −w

[ − \ ‚ ] \ ]h w, é uma base de abertos de .  Em particular, se  e  são de34

base contável, também  é de base contável.\ ‚ ]
d) A reta real , com a topologia usual, é de base contável, por admitir como‘
base de abertos a classe contável dos intervalos  com  e  racionais (seÓ+ß ,Ò + ,
Y B − Y  ! ÓB  ß B  Ò Y é um aberto de  e , existe  com  contido em ‘ & & &
e pode então considerar-se números racionais  tais que+ß ,

B   +  B  ,  B & &,

para os quais se tem então ).B − Ó+ß ,Ò § Y
e) O espaço cartesiano , com a sua topologia usual, é de base contável. A‘8

justificação pode fazer-se por indução em , partindo de d) e do facto de8
‘ ‘ ‘8" 8 ser naturalmente homeomorfo a .‚
f) A reta acabada , com a sua topologia usual, é também de base contável.‘

34Reparar que, mesmo que  e  fossem as classes de todos os abertos,  nãoh h h hw w‚
seria, em geral, a classe de todos os abertos, uma vez que pode haver abertos de \ ‚ ]
que não são produtos cartesianos.
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Uma base contável de abertos de  é a constituída pelos intervalos ,‘ Ó+ß ,Ò
Ò_ß ,Ò Ó+ß_Ó + , e , com  e  racionais.

I.5.26  Seja  um espaço topológico(Importância das bases contáveis) \
admitindo uma base contável de abertos . Tem-se então que a -álgebrah 5
gerada por  é a -álgebra dos borelianos .h 5 U\

Dem: Uma vez que  contém todos os abertos de , contém também, emU\ \
particular, todos os conjuntos pertencentes a . Suponhamos agora que  éh `
uma -álgebra de partes de  que contém . Uma vez que qualquer aberto5 h\
de  é uma união de conjuntos pertencentes a , portanto uma união de uma\ h
família contável de conjuntos de , segue-se que todos os abertos de ` \
pertencem a  e portanto, por  ser a -álgebra gerada por estes últimos,` U 5\

U ` U 5\ \§ . Fica assim provado que  é efetivamente a -álgebra gerada por
h . 

I.5.27  Sejam  e  dois espaços topológicos de(Borelianos dum produto) \ ]
base contável e  e  as respetivas -álgebras dos borelianos. Tem-seU U 5\ ]

então que a -álgebra produto  é a -álgebra  dos borelianos5 U U 5 U\ ] \‚]Œ
de .\ ‚ ]
Dem: Sejam  e  bases contáveis de abertos de  e , respetivamente eh h w \ ]
lembremos que, como referido em I.5.25,  é uma base contável deh h‚ w

abertos de . Tendo em conta I.5.26, as -álgebras geradas por ,  e\ ‚ ] 5 h h w

h h U U U‚ w
\ ] \‚] são, respetivamente, ,  e . Mas, tendo em conta I.5.23, e

uma vez que  e , sendo abertos em si mesmos, são uniões contáveis de\ ]
conjuntos em  e , respetivamente, a -álgebra gerada por  é ah h 5 h hw w‚
5 U U U U U-álgebra . Concluímos assim que .\ ] \‚] \ ]Œ œ Œ 

Como aplicação do resultado precedente, estudamos agora a mensurabili-
dade da adição e da multiplicação, em dois contextos diferentes,
instrumento que será utilizado quando quisermos mostrar que a soma e o
produto de aplicações mensuráveis é mensurável.

I.5.28 Considerando em  a -álgebra  dos borelianos e em  a -álge-‘ 5 U ‘ ‘ 5‘ ‚
bra produto , são mensuráveis as aplicações ,U U : < ‘ ‘ ‘‘ ‘Œ À ‚ Ä
definidas por

: <ÐBß CÑ œ B  C ÐBß CÑ œ B ‚ C, .

Dem: Uma vez que estas aplicações são contínuas, elas são mensuráveis,
quando se considera em  a -álgebra dos borelianos . Mas, por‘ ‘ 5 U‚ ‘ ‘‚

I.5.27, esta -álgebra coincide com a -álgebra .5 5 U U‘ ‘Œ 

I.5.29 Considerando em  a -álgebra  dos borelianos e em  a‘ 5 U ‘ ‘  ‘
‚

5 U U : < ‘ ‘ ‘-álgebra produto , as aplicações ,  definidas‘ ‘ 
Œ À ‚ Ä  

por
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: <ÐBß CÑ œ B  C ÐBß CÑ œ B ‚ C, ,

são mensuráveis.
Dem: Comecemos por reparar que, uma vez que  e  induzem a mesma‘ ‘

topologia em  (a topologia induzida pela da reta acabada ),‘ ‘ œ Ò!ß_Ò
concluímos que as -álgebras  e ção a ,5 U ‘‘ U‘

 têm a mesma restri 

nomeadamente a -álgebra  dos borelianos de  (cf. I.2.9). Tendo em5 U ‘‘ 

conta I.5.22, concluímos que as -álgebras  e 5 U U‘ ‘Œ U U‘ ‘ 
Œ  têm

também a mesma restrição a , nomeadamente , pelo que‘ ‘ U U ‚ Œ‘ ‘ 

concluímos do resultado precedente que ções mensuráveis ao: < e  têm restri
subconjunto mensurável  do seu domínio. Apesar de a ideia ser‘ ‘ ‚
semelhante, separemos agora o exame dos dois casos:
1) O domínio ‘ ‘ ‚  é união de três subconjuntos mensuráveis, nomeada-
mente

‘ ‘ ‚ Ö_× ‚ ‚ Ö_×, ,‘ ‘ ,

e a restrição de  a cada um deles é mensurável, no primeiro caso como já:
foi referido e, nos outros dois, por termos aplicações de valor constante ._
Aplicando I.5.6, concluímos que  é mensurável.:
2) O domínio ‘ ‘ ‚  é união de cinco subconjuntos mensuráveis, nomea-
damente

‘ ‘ ‚ Ö!× ‚ ‚ Ö!×, ,‘ ‘ ,

Ö_× ‚ Ð Ð ‚ Ö_×‘ ‘ Ï Ö!×Ñ Ï Ö!×Ñ, ,

e a restrição de  a cada um deles é mensurável, no primeiro caso como<
referimos no início, no segundo e no terceiro por termos aplicações de valor
constante  e no quarto e quinto por termos aplicações de valor constante!

_. Aplicando, como em 1), I.5.6, concluímos que  é mensurável.< 

Exercícios

Ex I.5.1 Para cada número racional , seja den  o menor natural  tal queB ÐBÑ ;   "
B œ : −:

; , para algum ™ ‘ 5. Considerando em  a -álgebra dos borelianos,

utilizar I.5.6 para mostrar que é mensurável a aplicação  definida0 À Ä‘ ‘
por

0ÐBÑ œ
ÐBÑ B −

ÐlBlÑ B Âœ den , se ,
, se .


ln
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Ex I.5.2  a -álgebra  dos borelianos e seja  umaConsideremos em ‘ 5 U ‘ ‘0 À Ä
aplicação constante. Verificar o que é a -álgebra imagem direta , sobre5 U0‡
‘ U U, e concluir que, apesar de  ser mensurável, .0 0 Á‡

Ex I.5.3  umaSejam  e  dois espaços mensuráveis e Ð\ß Ñ Ð] ß Ñ 0` a À\ Ä ]
aplicação mensurável. Suponhamos que existe uma  de ,secção mensurável 0
isto é, uma aplicação mensurável  tal que, para cada ,1À ] Ä \ C − ]
0Ð1ÐCÑÑ œ C 0 À\ Ä ] (em particular,  tem que ser sobrejetiva). Verificar
que se tem .a `œ 0‡

Ex I.5.4  o semianel  associado à partição de Consideremos em ‘ f ‘# #

constituída pelos três conjuntos ,  eÓ_ß !Ò ‚ Ó_ß !Ò Ó_ß !Ò ‚ Ò!ß_Ò
Ò!ß_Ò ‚ 0À Ä‘ ‘ ‘ (cf. o exercício I.4.9). Sendo  a primeira projeção,#

definida por , verificar o que é  e concluir que não é um0ÐBß CÑ œ B 0‡f
semianel de partes de  (comparar com a última conclusão de I.5.18, no caso‘
em que  é bijetiva).0

Ex I.5.5  a medida de(Medida de Lebesgue e homotetias) Seja - U ‘À Ä‘ 

Lebesgue nos borelianos de . Para cada , mostrar que tem lugar‘ ‘+ − Ï Ö!×
uma bijeção bimensurável  definida por  e que, para( ‘ ‘ (+ +À Ä ÐBÑ œ +B
cada , .E − Ð ÐEÑÑ œ l+l ÐEÑU - ( -‘ +

Sugestão: Considerar a medida  nos borelianos de  imagem direta da. ‘
medida  (cf. I.2.16) pela aplicação  e verificar, separadamente nosl+l- (+
casos  e , que .+  ! +  ! œ. -

Ex I.5.6 (Aclarando uma aparente assimetria na definição das medidas de
Lebesgue-Stieltjes) Sejam  um intervalo aberto não vazio eN œ Ó-ß .Ò
1À N Ä ‘ uma função crescente. Lembremos que a medida de Lebes-
gue-Stieltjes  nos borelianos de  está caracterizada como sendo a única-1 N
que verifica a condição , para cada  em -1

 ÐÓ+ß ,ÓÑ œ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ + Ÿ , N
(cf. I.4.13), condição que envolve uma certa assimetria entre “esquerda” e
“direita”. Lembrando a caracterização das medidas de Lebesgue-Stieltjes de
outros tipos de intervalo que decorre de I.4.14, mostrar que  é também a-1

única medida nos borelianos de  que verifica ,N ÐÒ+ß ,ÒÑ œ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ-1
 

para cada  em .  Para a unicidade, pensar na função+ Ÿ , N Sugestão:
crescente  definida por  e utilizar o2À Ó.ß-Ò Ä 2ÐBÑ œ 1ÐBÑ‘
homeomorfismo  para transportar medidas nos borelianos de B È B Ó-ß .Ò
para medidas nos borelianos de .Ó.ß-Ò

Ex I.5.7  a medida(A medida exterior de Lebesgue) Seja - c ‘ ‘‡
À Ð Ñ Ä

exterior de Lebesgue, isto é, a associada à medida de Lebesgue no semianel
dos intervalos semiabertos (cf. I.4.4 ).
a) Ter em conta a caracterização alternativa de  na alínea a) do exercício-‡

I.4.4 e as propriedades da medida de Lebesgue referidas em I.5.14 e no
exercício I.5.5 para mostrar que, se ,  e , entãoF § B − + − Ï Ö!×‘ ‘ ‘

- - - -‡ ‡ ‡ ‡ÐB  FÑ œ ÐFÑ Ð+FÑ œ l+l ÐFÑ, .
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b) Deduzir de a) que, se  é -mensurável,  e ,E § B − + − Ï Ö!×‘ - ‘ ‘‡

então  e  são também -mensuráveis.B  E +E -‡

c) , referido na sugestão do exercício I.2.1,Mostrar que o conjunto F § ‘
não é -mensurável, e portanto também não é um boreliano de . Mostrar- ‘‡

que, para este conjunto, tem-se .!  ÐFÑ Ÿ "-‡

d) Adaptar o raciocínio feito em c) para mostrar que, se  é um\ § ‘
boreliano com , então existe  que não seja -mensurável.- -Ð\Ñ  ! ] § \ ‡

Sugestão: Começar por mostrar que se pode já supor , para\ § ÒQßQÓ
algum , uma vez que, em qualquer caso,  é a união de uma sucessãoQ  ! \
crescente de conjuntos nessas condições. Considerando a relação de
equivalência  referida na sugestão do exercício I.2.1, escolhamos em µ \
um, e um só elemento de cada classe de equivalência para esta relação e seja
] § \ N o conjunto dos elementos escolhidos. Sendo  o conjunto dos
racionais do intervalo , verificar queÒ#Qß #QÓ

\ § D  ] § Ò$Qß $QÓ.
D−N

com os conjuntos  disjuntos dois a dois.D  ]

Ex I.5.8 a) Sejam  e  dois espaços mensuráveis e consideremosÐ\ß Ñ Ð] ß Ñ` a
em \ ‚ ] ] ‚\ Œ Œ e em  as -álgebras produto  e ,5 ` a a `
respetivamente. Mostrar que a bijeção , definida por0 À\ ‚ ] Ä ] ‚\
0ÐBß CÑ œ ÐCß BÑ, é bimensurável.
b) Sejam ,  e  três espaços mensuráveis e consideremosÐ\ß Ñ Ð] ß Ñ Ð^ß Ñ` a c
em Ð\ ‚ ] Ñ ‚ ^ \ ‚ Ð] ‚ ^Ñ Ð Œ Ñ Œ e em  as -álgebras  e5 ` a c
` a cŒ Ð Œ Ñ, respetivamente. Mostrar que a bijeção

0 À Ð\ ‚ ] Ñ ‚ ^ Ä \ ‚ Ð] ‚ ^Ñ 0ÐÐBß CÑß DÑ œ ÐBß ÐCß DÑÑ, ,

é bimensurável.

Ex I.5.9 -álgebra dos borelianos  e em  aConsideremos em  a ‘ 5 U ‘ ‘ ‘  ‚

5 U U-álgebra produto . Verificar que são mensuráveis os‘ ‘ 
Œ

subconjuntos  e  de , definidos porYß Z ‚? ‘ ‘‘  

Y œ ÖÐBß CÑ − ‚ ± B  C×

Z œ ÖÐBß CÑ − ‚ ± B  C×

œ ÖÐBß CÑ − ‚ ± B œ C×

‘ ‘

‘ ‘

? ‘ ‘

 

 

 

,

,

. ‘

35

Sugestão: Atendendo a que  se, e só se, existe um racional  tal queB  C +
B  +  C Y, escrever  como uma união numerável de produtos cartesianos
de abertos de .‘

35Uma tentação óbvia seria descrever  como o conjunto dos pares  tais que?‘
ÐBß CÑ

B  C œ !, mas isso não é possível, uma vez que não existe subtração no contexto de .‘
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Ex I.5.10 Deduzir do exercício I.5.9 que, se  é um espaço mensurável eÐ\ß Ñ`
se 0 ß 1À\ Ä ‘ são duas aplicações mensuráveis, então são mensuráveis os
conjuntos

E œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ œ 1ÐBÑ×

F œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ  1ÐBÑ×Þ

,

Ex I.5.11 Considerando em  a -álgebra  dos borelianos e em  aa) ‘ 5 U ‘ ‘‘ ‚
5 U U-álgebra produto , verificar que tem lugar uma aplicação‘ ‘Œ
mensurável , definida por.À ‚ Ä‘ ‘ ‘

.ÐBß CÑ œ lB  Cl

(a função distância).  Adaptar o que foi feito na prova de I.5.28.Sugestão:
b) Considerando em  a -álgebra  dos borelianos e em  a‘ 5 U ‘ ‘  ‘

‚

5 U U-álgebra produto , verificar que tem lugar uma aplica‘ ‘ 
Œ ção

mensurável , definida por.À ‚ Ä‘ ‘ ‘  

.ÐBß CÑ œ
lB  Cl B − C −
_ B œ _ C œ _œ , se  e 

, se  ou  
‘ ‘ 

36

(extensão da função distância).  Adaptar o que foi feito na prova deSugestão:
I.5.29.

Ex I.5.12  um intervalo aberto não vazio, sobre o qual conside-Sejam N § ‘
ramos a -álgebra  dos borelianos, e  uma aplicação monótona.5 U ‘N 0 À N Ä
Mostrar que  é mensurável.0
Sugestão: Utilizar I.5.7, lembrando que a -álgebra dos borelianos de  é5 ‘
gerada pela classe dos intervalos semiabertos , com  (cf. I.3.12) eÓ+ß ,Ó + Ÿ ,
verificando que  é necessariamente um intervalo.0 ÐÓ+ß ,ÓÑ"

Ex I.5.13  (Aplicações mensuráveis para um subespaço topológico) Sejam
Ð\ß Ñ ]`  um espaço mensurável,  um espaço topológico, onde se considera
a 5 U-álgebra  dos borelianos e  um subespaço topológico, não] ] § ]s

necessariamente boreliano, onde se considera também a -álgebra dos5

borelianos . Verificar que uma aplicação  é mensurável se, e sóU]s 0 À\ Ä ]s

se,  é mensurável.0 À\ Ä ]
Sugestão: Utilizar I.5.7. Reparar que não se pode aplicar I.5.5 e I.2.9, uma
vez que, em ambos os casos, seria necessário que .] −s U]

Ex I.5.14 (Borelianos de um subespaço topológico) Sejam  um espaço topo-]

lógico, onde se considera a 5 U-álgebra dos borelianos  e  um subes-] ] § ]s

paço topológico, não necessariamente boreliano, onde se considera também a
5 U-álgebra dos borelianos .]s

36Quem tenha uma preferência por definir , pode fazê-lo sem alterar a.Ð_ß_Ñ œ !
conclusão do exercício, mas a definição que apresentámos ser-nos-á conveniente adiante.
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a) Mostrar que, se , então  se, e só se, existe  tal queE § ] E − E −s U U]s
w

]

E œ ]  Es w. Reparar que esta conclusão implica diretamente que, no caso
em que , .  Para uma das implicações atender a] − œs U U U] ]] Î]s s Sugestão:

que a inclusão  é contínua, e portanto mensurável.] Ä ]s

b) Sendo  uma medida e  a medida exterior. U ‘ . c ‘À Ä À Ð] Ñ Ä]  
‡

associada, verificar que a restrição de  a  é uma medida, que coincide. U‡
]s

com a medida , no caso em que .  Ter em conta a alínea. UÎ]s ]] −s Sugestão:

b) de I.4.5 e verificar que, se  é uma família contável de conjuntos deÐE Ñ4 4−N

U] 4 tal que os  sejam disjuntos dois a dois, então existe uma família]  Es

contável  de conjuntos de  disjuntos dois a dois e tais queÐE Ñw4 4−N ]U

]  E œ ]  Es s
4

w
4.

Ex I.5.15 (Um conjunto -mensurável não boreliano, cf. [5])-‡  Consideremos
a função singular de Cantor Lebesgue  (cf. a alínea g) do0 À Ò!ß "Ó Ä Ò!ß "Ó
exercício I.4.11) e o conjunto de Cantor  (cf. a alínea b) do exer-G § Ò!ß "Ó
cício I.4.11).
a) Verificar que tem lugar uma aplicação contínua, estritamente crescente e
sobrejetiva , definida por  e concluir que  é1À Ò!ß "Ó Ä Ò!ß #Ó 1ÐBÑ œ 0ÐBÑ  B 1
mesmo um homeomorfismo.
b) Considerando os intervalos abertos  I.4.11,N 5

: ßáß:" 5
 definidos no exercício

cuja união é , verificar que Ò!ß "Ó Ï G 1ÐN Ñ N5 5
: ßáß: : ßáß:" 5 " 5

 é uma translação de  e
concluir que a medida de Lebesgue do compacto  é 1ÐGÑ -Ð1ÐGÑÑ œ ".
c) Tendo em conta a alínea d) do exercício I.5.7, podemos considerar um
subconjunto  que não seja -mensurável, e portanto também não] § 1ÐGÑ -‡

seja boreliano. Concluir que  não é boreliano mas, pelo exercício1 Ð] Ñ § G"

I.4.1, é -mensurável.-‡



CAPÍTULO II
O integral

§1. Integração de funções positivas.

Nesta secção vamos definir o integral para funções mensuráveis, cujo
domínio é um espaço mensurável , munido de uma medidaÐ\ß Ñ`
. ` ‘ ‘À Ä  , e que tomam valores em . Para isso, vamos comple-
mentar o estudo das funções mensuráveis que fizémos em I.5 com
propriedades especiais que são válidas quando o espaço de chegada é ,‘

onde consideramos implicitamente a -álgebras dos borelianos .5 U‘

No caso do primeiro resultado, apresentamos simultaneamente uma
versão para funções mensuráveis com valores em , também implicita-‘
mente com a -álgebra dos borelianos, aliás com demonstração análoga,5
porque teremos adiante necessidade de a utilizar.

II.1.1 Seja  um espaço mensurável. Tem-se então:Ð\ß Ñ`
a) Se 0 ß 1À\ Ä ‘ são funções mensuráveis, então são também mensu-
ráveis as funções  e , definidas por0  1À\ Ä 0 ‚ 1À\ Ä‘ ‘ 

Ð0  1ÑÐBÑ œ 0ÐBÑ  1ÐBÑ Ð0 ‚ 1ÑÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ, .

b) Se 0 ß 1À\ Ä ‘ são funções mensuráveis, então são também mensuráveis
as funções  e , definidas por0  1À\ Ä 0 ‚ 1À\ Ä‘ ‘

Ð0  1ÑÐBÑ œ 0ÐBÑ  1ÐBÑ Ð0 ‚ 1ÑÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ, .

Em consequência, é também mensurável a função , definida0  1À\ Ä ‘
por

Ð0  1ÑÐBÑ œ 0ÐBÑ  1ÐBÑ. 37

Dem: a) Tendo em conta I.5.21, podemos considerar uma aplicação mensu-
rável , definida por , onde se considera em\ Ä ‚ B È Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ‘ ‘ 

‘ ‘ 5 ‚  a -álgebra produto U U‘ ‘ 
Œ 0  1. Basta então repararmos que 

e 0 ‚ 1 são as compostas desta aplicação mensurável com as aplicações
mensuráveis (adição e multiplica-: ‘ ‘ ‘ < ‘ ‘ ‘À ‚ Ä À ‚ Ä      e  
ção) referidas em I.5.29.

37Reparar que, no caso da alínea a), não fazia sentido considerar a função , uma vez0  1
que não se pode definir a diferença de elementos arbitrários de ‘
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b) Tendo em conta I.5.21, podemos considerar uma aplicação mensurável
\ Ä ‚ B È Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ ‚‘ ‘ ‘ ‘, definida por , onde se considera em  a
5-álgebra produto  sãoU U‘ ‘Œ 0  1 0. Basta então repararmos que  e ‚ 1
as compostas desta aplicação mensurável com as aplicações mensuráveis
: <À Ä À Ä‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘‚ ‚ e  (adição e multiplicação) referidas em I.5.28.
Quanto à função  temos uma consequência do que já verificámos, uma0  1
vez que se tem , onde a função constante0ÐBÑ  1ÐBÑ œ 0ÐBÑ  Ð"Ñ ‚ 1ÐBÑ
" é também mensurável. 

II.1.2  Sejam  um espaço mensurável e (Lema) Ð\ß Ñ 0` À\ Ä ‘ uma
aplicação. São então equivalentes as propriedades seguintes:
1) A aplicação  é mensurável;0
2) Para cada , é mensurável o conjunto+ − ‘

E œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ   +×+ .

3) Para cada , é mensurável o conjunto+ − ‘

F œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ  +×+ .

Dem: O facto de 1) implicar 2) resulta de se ter , ondeE œ 0 ÐÒ+ß_ÓÑ+
"

Ò+ß_Ó é fechado em , e portanto um boreliano. Suponhamos que se‘

verifica 2). Reparando que se tem  se, e só se, existe  tal que0ÐBÑ  + 8 − 
0ÐBÑ   +  + −"

8 , concluímos que, para cada ,‘

F œ E+

8−
+.



"
8
,

e portanto  é mensurável, o que mostra que se verifica 3). Suponhamos,F+

enfim, que se verifica 3) e mostremos que  é mensurável. Comecemos por0
reparar que, se  em , o conjunto , definido do mesmo modo que+  ! F‘ +

para , é igual a , em particular mensurável. Uma vez que +   ! \ 0ÐBÑ œ _
se, e só se, , para todo o , vemos que, sendo0ÐBÑ  8 8 − 
\ œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ œ _×_ , tem-se

\ œ F_ 8

8−

,


,

e portanto  é mensurável. O domínio  é assim a união dos conjuntos\ \_

mensuráveis  e  e a restrição de  a  é mensurável, por ser\ \ Ï \ 0 \_ _ _

constante. Tendo em conta I.5.6, para mostrar que  é mensurável0 À\ Ä ‘

basta assim mostrar que  é mensurável, o que é0 À\ Ï \ ÄÎ\Ï\ _ _
‘

equivalente a  ser mensurável, quando se considera em0 À\ Ï \ ÄÎ\Ï\ __
‘

‘ 5 U 5 a -álgebra  dos borelianos, uma vez que as restrições das -álgebras‘

U U‘
 e  a ‘ ‘ ‘ ‘  coincidem, já que  e  induzem a mesma topologia em

‘ 5 ‘ (cf. I.2.9). Uma vez que a -álgebra dos borelianos de  é gerada pela
classe dos intervalos semiabertos , com  (cf. I.3.12), paraÓ+ß ,Ó + Ÿ ,
verificarmos que  é mensurável basta verificarmos0 À\ Ï \ ÄÎ\Ï\ __

‘
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que, sempre que  em ,  é mensurável (cf. I.5.7) e isso vai+ Ÿ , 0 ÐÓ+ß ,ÓÑ‘ "

resultar de que

0 ÐÓ+ß ,ÓÑ œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ  + • 0ÐBÑ Ÿ ,× œ F Ï F"
+ ,. 

I  duas aplicaçõesI.1.3 Sejam  um espaço mensurável e Ð\ß Ñ 0 ß 1` À\ Ä ‘

mensuráveis. São então mensuráveis os conjuntos

E œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ œ 1ÐBÑ×

F œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ  1ÐBÑ×

G œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ×

,
, 
.

38

Dem: Notemos  o conjunto numerável dos números racionais em . ‘ 

Para cada , o lema II.1.2 garante-nos que são mensuráveis os+ − 

conjuntos

F œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ  +×

F œ ÖB − \ ± 1ÐBÑ  +×
+
w
+

,
,

e como se tem  se, e só se, existe  com ,0ÐBÑ  1ÐBÑ + − 0ÐBÑ Ÿ +  1ÐBÑ

podemos escrever

F œ ÐF Ï F Ñ.
+−

w
+ +



,

o que mostra que  é mensurável. Trocando os papéis de  e , vemos queF 0 1
também é mensurável o conjunto , o facto de F œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ  1ÐBÑ× Ew

ser mensurável resulta de se ter  e o facto de  serE œ \ Ï ÐF  F Ñ Gw

mensurável resulta de se ter .G œ E F 

I  I.1.4 (Supremos e ínfimos de funções mensuráveis) Sejam  umÐ\ß Ñ`
espaço mensurável e  uma família contável, não vazia, de aplicaÐ0 Ñ4 4−N ções
mensuráveis . São então mensuráveis as funções 0 À\ Ä 0ßJ À\ Ä4  ‘ ‘
definidas por

0ÐBÑ œ 0 ÐBÑ JÐBÑ œ 0 ÐBÑinf sup
4−N

4 4
4−N

, .  39

Dem: Para cada , tem-se  se, e só se, para todo o + − 0ÐBÑ   + 4 − N ß‘

0 ÐBÑ   +4 , e portanto

38Estas conclusões já foram encontradas por quem resolveu o exercício I.5.10. Tal como
referimos a propósito desse exercício, poderíamos ser tentados a transformar a condição
0ÐBÑ œ 1ÐBÑ 0ÐBÑ  1ÐBÑ œ ! em , mas iso não é possível, uma vez que não existe
subtração no contexto de .‘
39A restrição  é desnecessária para quem aceitar pensar no ínfimo e no supremo deN Á g
uma família vazia, no contexto de , como sendo respetivamente  e . É claro que,‘ _ !
nesse caso a conclusão é trivial, por  e  serem aplicações constantes.0 J
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ÖB − \ ± 0ÐBÑ   +× œ ÖB − \ ± 0 ÐBÑ   +×,
4−N

4

em que os conjuntos no segundo membro são mensuráveis, tendo em conta o
lema II.1.2. Concluímos assim que o conjunto do primeiro membro também é
mensurável o que, pelo mesmo lema, implica que  é mensurável.0
Para cada , tem-se  se, e só se, existe  tal que+ − JÐBÑ  + 4 − N‘

0 ÐBÑ  +4 , e portanto

ÖB − \ ± JÐBÑ  +× œ ÖB − \ ± 0 ÐBÑ  +×.
4−N

4

em que os conjuntos no segundo membro são mensuráveis, tendo em conta o
lema referido. Concluímos assim que o conjunto do primeiro membro
também é mensurável o que, ainda pelo mesmo lema, implica que  é0
mensurável. 

II.1.5  Sejam  um espaço mensurável(Limites de funções mensuráveis) Ð\ß Ñ`
e  uma sucessão de aplicações mensuráveis  tal que, paraÐ0 Ñ 0 À\ Ä8 8− 8  ‘
cada ,  em . Tem-se então que a aplicaçãoB − \ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ8 ‘
0 À\ Ä ‘, assim definida, é também mensurável.
Mais precisamente, sendo, para cada ,  a aplicação defi-8 − 1 À\ Ä ‘8 

nida por

1 ÐBÑ œ 0 ÐBÑ8 7
7 8
inf ,

tem-se

0ÐBÑ œ 1 ÐBÑsup
8−

8


.

Dem: Para cada , a aplicação  é mensurável tendo em8 − 1 À\ Ä ‘8 

conta II.1.4. Vamos verificar que se tem  o que, mais uma0ÐBÑ œ 1 ÐBÑsup
8−

8


vez pelo mesmo resultado, implicará que  é mensurável.0 À\ Ä ‘
40

Dividimos essa verificação em duas partes:
1) Vamos começar por verificar que, para cada , , isto é,8 − 1 ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ 8

que  é um majorante do conjunto dos .0ÐBÑ 1 ÐBÑ8

Ora, se isso não acontecesse, existia  tal que  e portanto8 0ÐBÑ  1 ÐBÑ! 8!

existia  tal que, para todo o ,  e isso era absurdo,8 7   8 0 ÐBÑ  1 ÐBÑ" " 7 8!

visto que, sendo ,  é um dos elementos do conjunto7 œ Ö8 ß 8 × 0 ÐBÑmax ! " 7

cujo ínfimo é .1 ÐBÑ8!

40Em geral, independentemente de a sucessão dos  convergir, podemos definir0 ÐBÑ8

1 ÐBÑ 0ÐBÑ œ 1 ÐBÑ 0ÐBÑ8 8
8−

 como acima e pôr  e então  é o que se chama o sup


limite

inferior da sucessão dos , notado . O que vamos fazer é mostrar, para0 ÐBÑ 0 ÐBÑ8 8lim inf
quem não o conheça, que quando existe o limite este coincide com o limite inferior.
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2) Vamos verificar que  é o menor dos majorantes do conjunto dos0ÐBÑ
1 ÐBÑ +  0ÐBÑ + 8 −8 !, ou seja, que, se ,  não é majorante, isto é, existe  tal
que .+  1 ÐBÑ8!

Ora, escolhendo  tal que , existe  tal que, para cada$ $  ! +   0ÐBÑ 8 −!

7   8 +   0 ÐBÑ 1 ÐBÑ! 7 8, , o que implica, por  ser o ínfimo desses$
!

0 ÐBÑ +  +  Ÿ 1 ÐBÑ7 8, que .$
!



II.1.6 Seja  um espaço mensurável. Vamos dizer que uma aplicaçãoÐ\ß Ñ`
0 À\ Ä 0Ð\Ñ‘ é uma  se é mensurável e o conjunto  éfunção simples
finito. Repare-se que, por definição, uma função simples não toma nunca o
valor ._

II.1.7 Sejam  um espaço mensurável e  uma função simples.Ð\ß Ñ 0 À\ Ä` ‘

Existe então uma família finita  de partes mensuráveis de ,Ð\ Ñ \4 4−N

disjuntas duas a duas e de união , tal que a restrição de  a cada  seja\ 0 \4

constante. A uma tal família, damos o nome de  à funçãopartição adaptada
simples.
Dem: Basta tomar para  o conjunto finito  e, para cada , tomarN 0Ð\Ñ 4 − N

\ œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ œ 4×4 ,

imagem recíproca por meio de  do conjunto fechado, em particular0
boreliano, .Ö4× 

Repare-se que, apesar de termos construído, de modo bem determinado,
uma partição adaptada a uma função simples dada, há, em geral outras
partições adaptadas possíveis, por exemplo juntando conjuntos vazios à
partição ou substituindo um dos conjuntos por uma partição finita desse
conjunto por conjuntos mensuráveis. Como veremos em breve, essa inde-
terminação das partições associadas que se podem considerar é essencial
para trabalhar comodamente com as funções simples. Vamos agora
verificar como se pode definir o integral de uma função simples, quando é
dada uma medida na -álgebra do domínio.5

II.1.8 Vamos chamar  a um triplo , onde  é umespaço de medida Ð\ß ß Ñ \` .
conjunto,  uma -álgebra de partes de  e  uma medida. Em` 5 . ` ‘\ À Ä 

particular,  é então um espaço mensurável.Ð\ß Ñ`

II.1.9 Sejam  um espaço de medida e  uma funçãoÐ\ß ß Ñ 0 À\ Ä` . ‘

simples. Sejam  e  duas partições adaptadas à função  eÐ\ Ñ Ð\ Ñ 04 4−N 5−O
w
5

sejam  e  famílias de elementos de  tais que ,Ð+ Ñ Ð, Ñ 0ÐBÑ œ +4 4−N 5 5−O  4‘
para cada , e que , para cada .  Tem-se entãoB − \ 0ÐBÑ œ , B − \4 5

w
5

41

41Repare-se que os  estão bem determinados para os índices  tais que  mas que,+ 4 \ Á g4 4

se , qualquer  verifica a condição referida. Análoga observação vale evi-\ œ g + −4 4 ‘
dentemente para os .,5
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" "
4−N 5−O

4 4 5
w
5+ Ð\ Ñ œ , Ð\ Ñ. . .

Dem: Para cada ,  é a união da família finita de conjuntos4 − N \4

mensuráveis , , que são disjuntos dois a dois, pelo que, tendo\ \ 5 − O4
w
5

em conta a distributividade e a propriedade de Fubini em I.1.12, obtemos

" " " "ˆ ‰
4−N 4−N 5−O

4 4 4 4 4
w w
5 5

Ð4ß5Ñ−N‚O

+ Ð\4Ñ œ + Ð\ \ Ñ œ + Ð\ \ Ñ. . . .

Por troca de papéis das duas partições, tem-se também

" "
5−O

5 5 4
w w
5 5

Ð4ß5Ñ−N‚O

, Ð\ Ñ œ , Ð\ \ Ñ. . .

Para concluir a igualdade do enunciado, basta assim verificar que, para cada
par Ð4ß 5Ñ − N ‚O

+ Ð\ \ Ñ œ , Ð\ \ Ñ4 4 5 4
w w
5 5. .

e isso é uma consequência de ambos os membros desta igualdade serem , no!
caso em que  e, caso contrário, ter que ser  (iguais a\ \ œ g + œ ,4 4 5

w
5

0 ÐBÑ B \ \ para um  em ).4
w
5 

II.1.10 Tendo em conta o resultado precedente, se  é um espaço deÐ\ß ß Ñ` .
medida e  é uma função simples, é legítimo definir o  de0 À\ Ä ‘ integral
0  como sendo o elemento de ‘

( ( "0 . œ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ + Ð\ Ñ. . .
4−N

4 4 ,

onde  é uma partição adaptada à função  e , para cadaÐ\ Ñ 0 0ÐBÑ œ +4 4−N 4

B − \4.
Repare-se que, apesar de  nunca ser , o integral pode ser , uma0ÐBÑ _ _
vez que, para alguns , pode ser ( )  e . Já no caso em que4 \ œ _ +  !. 4 4

. ‘Ð\Ñ  _ 0À\ Ä, tem-se evidentemente, para cada função simples ,' 0 .  _. .

II.1.11 Como exemplo trivial de função simples, temos a função identicamente
nula, , a qual admite a família formada pelo único conjunto !À\ Ä \‘

como partição adaptada. É claro que se tem

( ! . œ !. .

Outra consequência direta da definição é que, se  (ou, o que é.Ð\Ñ œ !
equivalente, se ), então, para cada função simples , tem-se. ‘œ ! 0À\ Ä 
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' 0ÐBÑ . ÐBÑ œ ! Ð\ Ñ 0. , visto que, sendo  uma partição adaptada a ,4 4−N

tem-se , para cada ..Ð\ Ñ œ ! 44

II.1.12 Seja  um espaço mensurável. Se  é uma família finita deÐ\ß Ñ Ð\ Ñ` 4 4−N

conjuntos mensuráveis disjuntos dois a dois e de união  e se  é uma\ Ð+ Ñ4 4−N

família de elementos de , então podemos definir uma função simples‘

0 À\ Ä Ð\ Ñ‘ 4, tendo a família dos  como partição adaptada, pela condição
de se ter , para cada  (o facto de  ser mensurável resulta de0ÐBÑ œ + B − \ 04 4

I.5.6, uma vez que a restrição a cada  é constante).\4

Como caso particular do anterior, se  e considerarmos a famíliaE − `
formada pelos dois conjuntos  e , concluímos que tem lugar a funçãoE \ Ï E
simples , definida porˆ ‘E À\ Ä

ˆEÐBÑ œ
" B − E
! B Â Eœ , se ,

, se ,

à qual se dá o nome de , ou , dofunção indicatriz função característica
conjunto , e para a qual se tem, dada uma medida E À Ä ß. ` ‘

( ˆ . .E . œ ÐEÑ

(também se usa a notação  com o mesmo significado que ). Repare-se, a; ˆE E

propósito, que, se  é uma família finita de conjuntos mensuráveisÐ\ Ñ4 4−N

disjuntos dois a dois e de união  e se  é uma família de elementos de\ Ð+ Ñ4 4−N

‘ ‘ , então a correspondente função simples , que toma o valor0 À\ Ä
constante  em  pode ser caracterizada por+ \4 4

0ÐBÑ œ + ÐBÑ"
4−N

4 \ˆ 4
.

II.1.13  Sejam  um espaço mensurável e  duas(Lema) Ð\ß Ñ 0 ß 1À\ Ä` ‘

funções simples. Existe então uma partição de  adaptada simultaneamente a\
0 1 e a .
Dem: Seja  uma família finita de conjuntos mensuráveis, disjuntosÐ\ Ñ4 4−N

dois a dois e de união , tais que  seja constante em cada  e seja\ 0 \4

Ð\ Ñw5 5−O  uma família finita de conjuntos mensuráveis, disjuntos dois a dois e
de união , tais que  seja constante em cada . Tem-se então que os\ 1 \w

5

conjuntos mensuráveis , , são disjuntos dois a dois e\ \ Ð4ß 5Ñ − N ‚O4
w
5

de união , constituem uma família finita e em cada um deles tanto  como\ 0
1 é constante. 

II.1.14  Sejam  um espaço de medida e(Monotonia e linearidade) Ð\ß ß Ñ` .
0 ß 1À\ Ä ‘ duas funções simples. tem-se então:
a) Se, para cada , , entãoB − \ 0ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ
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( (0 . Ÿ 1 .. .;

b) A função  também é simples e0  1À\ Ä ‘

( ( (0  1 . œ 0 .  1 .. . .;

c) Para cada , a função  também é simples e+ − +0 À\ Ä‘ ‘ 

( (+0 . œ + 0 .. ..

Dem: Tendo em conta o lema anterior, podemos considerar uma família
finita  de conjuntos mensuráveis disjuntos dois a dois e de união Ð\ Ñ \4 4−N

tal que, para cada ,  e . Sob a hipóteses de a),B − \ 0ÐBÑ œ + 1ÐBÑ œ ,4 4 4

tem-se, para cada , , visto que ambos os membros4 − N + Ð\ Ñ Ÿ , Ð\ Ñ4 4 4 4. .
são , se , e, caso contrário, , e daqui deduzimos que! \ œ g + Ÿ ,4 4 4

( (" "0 . œ + Ð\ Ñ Ÿ , Ð\ Ñ œ 1 .. . . .
4−N 4−N

4 4 4 4 .

Por outro lado, uma vez que  e  são funções que em cada  tomam0  1 +0 \4

os valores constantes  e , respetivamente, vemos que estas funções+  , ++4 4 4

são simples e que

( "
" " ( (

( (" "

0  1 . œ Ð+  , Ñ Ð\ Ñ œ

œ + Ð\ Ñ  , Ð\ Ñ œ 0 .  1 .

+0 . œ Ð++ Ñ Ð\ Ñ œ + + Ð\ Ñ œ + 0 .

. .

. . . .

. . . .

4−N

4 4 4

4−N 4−N

4 4 4 4

4−N 4−N

4 4 4 4

,

. 

Vamos agora estender a definição do integral das funções simples para as
funções mensuráveis. De facto, para a definição que apresentamos em
seguida, e para o primeiro resultado que provaremos, poderíamos traba-
lhar igualmente com funções não necessariamente mensuráveis, mas não
ganharíamos muito com isso, uma vez que há propriedades fundamentais,
que encontraremos mais adiante, que só no quadro das funções mensurá-
veis se conseguem provar (é o que acontece, por exemplo, com a aditivi-
dade, que será provada em II.1.20).

II.1.15 Sejam  um espaço de medida e  uma aplicaçãoÐ\ß ß Ñ 0 À\ Ä` . ‘

mensurável. Define-se então o  de  como sendo o elemento de integral 0 ‘
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que é supremo do conjunto dos integrais , com  função' 2 . 2À\ Ä. ‘

simples, verificando , para cada  (uma dessas funções  é2ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ B − \ 2
a função identicamente nula, ). O integral de  será notado, como antes,! 0

( (0 . œ 0ÐBÑ . ÐBÑ. . ,

ou ainda, quando se considerar importante explicitar qual o domínio da
função,

(
\

0ÐBÑ . ÐBÑ. .

Repare-se que, tendo em conta a propriedade de monotonia do integral na
alínea a) de II.1.14, no caso em que  é uma função simples, este integral0
coincide com o definido em II.1.10, uma vez que o supremo referido é, nesse
caso, um máximo, atingido precisamente para .2 œ 0
No caso em que ,  é a -álgebra dos borelianos e  é a medida de\ œ ‘ ` 5 .
Lebesgue, é comum omitir a referência explícita a  e escrever.

( (0ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .B
‘

,

em vez de .' 0ÐBÑ . ÐBÑ.

II.1.16 Seja  um espaço de medida. Tem-se então:Ð\ß ß Ñ` .
a) Para a função mensurável , vem!À\ Ä ‘

( ! . ÐBÑ œ !.

e, no caso em que  (ou, o que é equivalente, ), tem-se. .Ð\Ñ œ ! œ !

( 0ÐBÑ . ÐBÑ œ !. ,

para cada função mensurável ;0 À\ Ä ‘

b) Se  são duas funções mensuráveis tais que ,0 ß 1À\ Ä 0ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ‘

para cada , entãoB − \

( (0ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ . ÐBÑ. . ;

c) Se  é uma função mensurável e , então0 À\ Ä + −‘ ‘ 

( (+0ÐBÑ . ÐBÑ œ + 0ÐBÑ . ÐBÑ. . .

Dem: A primeira conclusão de a) resulta de que  é uma função simples de!
integral igual a  e de que o integral das funções mensuráveis estende o das!
funções simples e a segunda resulta de que, como já referimos, no caso em
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que , todas as funções simples têm integral igual a . A conclusão.Ð\Ñ œ ! !
de b) decorre diretamente da definição dos integrais como supremos, uma
vez que, se , para cada , então toda a função simples0ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ B − \
2À\ Ä 2ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ B − \‘ que verifica , para cada , verifica também
2ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ B − \ + œ !, para cada . Reparando que, no caso em que , c) é
uma consequência de a), provemos então c), no caso em que . Seja+ Á !
2À\ Ä 2ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ B − \‘ uma função simples tal que , para cada .
Tem-se então que  é uma função simples tal que+2À\ Ä ‘

+2ÐBÑ Ÿ +0ÐBÑ B − \, para cada , de onde deduzimos que

( ( (2ÐBÑ . ÐBÑ œ +2ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ +0ÐBÑ . ÐBÑ
" "

+ +
. . . ,

o que implica, tendo em conta a definição de  como um supremo, que' 0 ..

( (0ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ +0ÐBÑ . ÐBÑ
"

+
. . ,

e portanto

+ 0ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ +0ÐBÑ . ÐBÑ( (. . .

Para justificar a desigualdade oposta, aplicamos o que acabamos de concluir
à função mensurável  e ao escalar  e deduzimos que+0 "

+

( (
( (

+0ÐBÑ . ÐBÑ œ + ‚ ‚ +0ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ
"

+

Ÿ + +0ÐBÑ . ÐBÑ œ + 0ÐBÑ . ÐBÑ
"

+

. .

. . . 

Ficou a faltar-nos a aditividade do integral das funções mensuráveis, isto
é, o análogo para estas da conclusão da alínea b) de II.1.14. Apesar de
essa propriedade ser válida, só a conseguiremos provar mais tarde, depois
de obter resultados de aparência menos elementar (cf. II.1.20, adiante).
Apresentamos em seguida um lema, sobre a integração de funções simples
em subconjuntos mensuráveis do domínio, que será mais tarde genera-
lizado para as funções mensuráveis. Esse lema vai ser um instrumento
importante para a prova do primeiro resultado profundo sobre o integral, o
teorema da convergência monótona.

II.1.17  Sejam  um espaço de medida e  uma(Lema) Ð\ß ß Ñ 2À\ Ä` . ‘

função simples. Para cada , podemos então considerar o espaço deE − `
medida restrição  (cf. I.2.13) e são ainda simples as funçõesÐEß ß Ñ` .ÎE ÎE

2 ÀE Ä 2 ‚ À\ ÄÎE  E‘ ˆ ‘ e . Fica então definida uma nova medida
. ` ‘Ð2Ñ À Ä , com
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. . ˆ .Ð2Ñ ÎE ÎE EÐEÑ œ 2 ÐBÑ . ÐBÑ œ 2ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ( ( .

Dem: Seja  uma família finita de conjuntos mensuráveis, disjuntosÐ\ Ñ4 4−N

dois a dois e de união  e  uma família de elementos de , tais que,\ Ð+ Ñ4 4−N ‘
para cada , . Tem-se então que  é a união dos conjuntosB − \ 2ÐBÑ œ + E4 4

mensuráveis, disjuntos dois a dois, , onde  toma o valor constanteE \ 24 ÎE

+ \4 e  também é a união da família dos conjuntos mensuráveis disjuntos dois
a dois  e , onde  toma os valores constantes  e , o que\ Ï E E \ 2 ‚ ! +4 4Eˆ
mostra que as funções  e  são simples e que2 ÀE Ä 2 ‚ À\ ÄÎE  E‘ ˆ ‘

(1)

( "
"

(

2 ÐBÑ . ÐBÑ œ + ÐE \ Ñ œ

œ ! ‚ Ð\ Ï EÑ  + ÐE \ Ñ œ

œ 2ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ

ÎE ÎE

4−N

4 4

4−N

4 4

E

. .

. .

ˆ . .

Em particular, podemos definir  indiferentemente pelas duas igual-.Ð2ÑÐEÑ

dades no enunciado, assim como pelo segundo membro de (1). Tem-se

. .Ð2Ñ

4−N

4 4ÐgÑ œ + Ðg  \ Ñ œ !" .

Seja agora  uma família contável de conjuntos mensuráveis disjuntosÐE Ñ5 5−O

dois a dois e com . Tem-se então que, para cada ,  éE œ E 4 − N E \-
5−O

5 4

a união da família contável de conjuntos mensuráveis disjuntos dois a dois
E \ ÐEÑ5 4 Ð2Ñ e portanto, tendo em conta a fórmula para  obtida acima e a.

propriedade de Fubini para as somas em I.1.12,

. . .

. .

.

Ð2Ñ

4−N 4−N 5−O

4 4 4 5 4

4−N 5−O 5−O 4−N

4 5 4 4 5 4

5−O

Ð2Ñ 5

ÐEÑ œ + ÐE \ Ñ œ + ÐE \ Ñ œ

œ + ÐE \ Ñ œ + ÐE \ Ñ œ

œ ÐE Ñ

" " "ˆ ‰
" " " "ˆ ‰ ˆ ‰
" ,

o que mostra que  é efetivamente uma medida na -álgebra . 5 `Ð2Ñ Þ 

II.1.18  Sejam  um espaço de(Teorema da convergência monótona) Ð\ß ß Ñ` .
medida e  uma sucessão de funções mensuráveis , que éÐ0 Ñ 0 À\ Ä8 8− 8  ‘
crescente, isto é, com , para cada . Podemos então0 ÐBÑ Ÿ 0 ÐBÑ B − \8 8"

considerar uma função mensurável , definida por ,0 À\ Ä 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ‘ 8

para cada , e tem-seB − \
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( (0 ÐBÑ . ÐBÑ Ä 0ÐBÑ . ÐBÑ8 . . .

Dem: Para cada , o facto de a sucessão dos  ser crescente implicaB − \ 0 ÐBÑ8

que ela converge em  para o supremo dos seus termos, que é, por‘

definição . O facto de  ser mensurável é uma consequência0ÐBÑ 0 À\ Ä ‘

de II.1.5, ou, alternativamente, de II.1.4. Seja, para cada ,8 − 

j œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ −8 8 ( . ‘

e reparemos que, tendo em conta a alínea b) de II.1.16, tem-se ,j Ÿ j8 8"

para cada , e portanto, sendo  o supremo do conjunto dos ,  em8 j j j Ä j8 8

‘. O que temos que provar é que se tem

j œ 0ÐBÑ . ÐBÑ( .

e, nesse sentido, reparamos, desde já, que, uma vez que, para cada ,8 − 
0 ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ B − \8 , para cada , vem

j œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ . ÐBÑ8 8( (. . ,

o que, por  ser o supremo dos , implica quej j8

j Ÿ 0ÐBÑ . ÐBÑ( . .

Resta-nos assim provar que se tem também

( 0ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ j.

e, tendo em conta a definição do integral no primeiro membro como um
supremo, bastará, para isso, provar que, sendo  uma função2À\ Ä ‘

simples arbitrária, tal que , para cada , tem-se2ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ B − \

( 2ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ j. .

Suponhamos, por absurdo, que isso não acontecia, isto é, que

(1) j  2ÐBÑ . ÐBÑ( . .

Fixemos  tal que se tenha ainda!   "3

(2) j  2ÐBÑ . ÐBÑ3 .(
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(se o segundo membro de (1) é , qualquer  serve; caso contrário, basta_ 3
tomar ). Para cada , notemosjÎ 2.   " 8 −' . 3 

\ œ ÖB − \ ± 2ÐBÑ Ÿ 0 ÐBÑ×8 83 ,

conjunto que é mensurável por II.1.3.  O facto de a sucessão dos  ser42 0 ÐBÑ8

crescente, para cada , implica que, para cada ,  eB − \ 8 − \ § \ 8 8"

tem-se  , uma vez que, para cada , ou , e então-
8−

8


\ œ \ B − \ 2ÐBÑ œ !

B − \ 8 − 2ÐBÑ  ! 2ÐBÑ  2ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ8 para todo o , ou  e então , 3
donde, por  ser o supremo dos , , para algum0ÐBÑ 0 ÐBÑ 2ÐBÑ  0 ÐBÑ8 83
8 − B − \, para o qual se tem portanto . Consideremos agora a medida8

. 3 ‘Ð 2Ñ 3  associada à função simples  (cf. II.1.17). O facto de, para2À\ Ä

cada  e , se ter  (se , o primeiro8 − B − \ 2ÐBÑ ÐBÑ Ÿ 0 ÐBÑ B Â \ 3 ˆ\ 8 88

membro é  e, se , o primeiro membro é ) implica que! B − \ 2ÐBÑ8 3

. 3 ˆ . .Ð 2Ñ 8 \ 8 83 Ð\ Ñ œ 2ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 0 ÐBÑ . ÐBÑ œ j Ÿ j( (8

e portanto, tendo em conta a propriedade das medidas na alínea 5) de I.2.12,

3 . 3 . . .( (2ÐBÑ . ÐBÑ œ 2ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð\Ñ œ Ð\ Ñ Ÿ jÐ 2Ñ Ð 2Ñ 83 3lim ,

o que é o absurdo procurado, por contradizer (2). 

O resultado precedente, para além de muitas outras aplicações, permite
estender, em muitos casos, propriedades conhecidas para as funções
simples às funções mensuráveis uma vez que, como veremos em seguida,
toda a função mensurável é limite de uma sucessão crescente de funções
simples.

II.1.19 Sejam  um espaço mensurável e  uma funçãoÐ\ß Ñ 0 À\ Ä` ‘

mensurável. Existe então uma sucessão crescente  de funções simplesÐ0 Ñ8 8−

0 À\ Ä B − \ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ8  8‘  tal que, para cada , .
Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
1) Notemos

\ œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ œ _×_ ,

que é um subconjunto mensurável de , e, para cada ,\ 8ß : − 

\ œ ÖB − \ ± Ÿ 0ÐBÑ  ×
:  " :

# #
8ß: 8 8

,

que é também um subconjunto mensurável de , e reparemos que, para cada\

42Este é o primeiro ponto onde intervém, de modo essencial, o facto de estarmos a consi-
derar funções mensuráveis.
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8 − \ : − , os conjuntos , , são disjuntos dois a dois e de união8ß:

\ Ï \_.
2) Para cada , seja  a função definida por8 − 1 À\ Ä ‘8 

1 ÐBÑ œ
B − \

_ B − \
8

:"
# 8ß:

_
œ 8 , se ,

, se ,.

função que é mensurável por ter restrição constante, em particular mensu-
rável, a cada um dos conjuntos mensuráveis  e , , de união \ \ : − \_ 8ß: 
(cf. I.5.6).43

3) Vamos agora verificar que, para cada , a sucessão  éB − \ Ð1 ÐBÑÑ8 8−

crescente e com .1 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ8

  Se , isto é, se , isso resulta de se terSubdem: B − \ 0ÐBÑ œ __

1 ÐBÑ œ _ B 0ÐBÑ  _8 , para todo o . Caso contrário, tem-se  e a
afirmação resulta de que, como veremos, para cada 8 − , 1 ÐBÑ Ÿ 1 ÐBÑ8 8"

e

(1) 0ÐBÑ   1 ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ
"

#8
8 .

Ora, sendo  tal que , vem: − B − \ 8ß:

(2)
:  " :

# #
Ÿ 0ÐBÑ 

8 8
,

isto é,

1 ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ  1 ÐBÑ 
"

#
8 8 8

,

condições equivalentes a (1), e, por outro lado, escrevendo (2) na forma

#:  # #:

# #
Ÿ 0ÐBÑ 

8" 8"
,

vemos que, ou

#:  # #:  "

# #
Ÿ 0ÐBÑ 

8" 8"
,

ou

#:  " #:

# #
Ÿ 0ÐBÑ 

8" 8"
,

tendo-se, no primeiro caso,  e portanto  e, noB − \ 1 ÐBÑ œ8"ß#:" 8"
#:#
#8"

segundo caso,  e portanto , em ambos os casos,B − \ 1 ÐBÑ œ8"ß#: 8"
#:"
#8"

43As funções  não serão, em geral, simples, uma vez que podem tomar o valor  e1 _8

um número infinito de valores reais (embora discreto).
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1 ÐBÑ œ œ Ÿ 1 ÐBÑ
:  " #:  #

# #
8 8"8 8"

.

4) Seja, para cada 8 −  ‘,  a função mensurável definida por0 À\ Ä8 

0 ÐBÑ œ Ö1 ÐBÑß 8×8 8min

(cf. II.1.4), função que é simples, por tomar apenas um número finito de
valores, nomeadamente os da forma , com  e  :

#
8

8 : − ! Ÿ : Ÿ # ‚ 8™ (na
figura a seguir, representamos, para os primeiros valores de , os valores8
possíveis para ).0 ÐBÑ8

Estas funções simples verificam, para cada , as condições do enuncia-B − \
do, nomeadamente  e .0 ÐBÑ Ÿ 0 ÐBÑ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ8 8" 8

  De se terSubdem:

0 ÐBÑ Ÿ 1 ÐBÑ Ÿ 1 ÐBÑ

0 ÐBÑ Ÿ 8 Ÿ 8  "
8 8 8"

8

,
,

concluímos que

0 ÐBÑ Ÿ Ö1 ÐBÑß 8  "× œ 0 ÐBÑ8 8" 8"min .

Se , tem-se  e , pelo que , o queB − \ 0ÐBÑ œ _ 1 ÐBÑ œ _ 0 ÐBÑ œ 8_ 8 8

implica que . Se , tem-se  e,0 ÐBÑ Ä _ œ 0ÐBÑ B Â \ 0ÐBÑ  _8 _

escolhendo  tal que , tem-se, para cada ,8 − 8   0ÐBÑ 8   8! ! !
1 ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ Ÿ 88 , donde

0 ÐBÑ œ Ö1 ÐBÑß 8× œ 1 ÐBÑ8 8 8min ,

pelo que, por ser , tem-se também .1 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ8 8 

II.1.20  Sejam  um espaço de medida e (Aditividade) Ð\ß ß Ñ 0 ß 1À\ Ä` . ‘

duas aplicações mensuráveis. Tem-se então

( ( (0ÐBÑ  1ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  1ÐBÑ . ÐBÑ. . . .

Dem: Tendo em conta II.1.19, podemos considerar duas sucessões crescentes
de funções simples  tais que, para cada ,0 ß 1 À\ Ä B − \8 8 ‘
0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ 1 ÐBÑ Ä 1ÐBÑ8 8 e . Ficamos então com uma sucessão crescente
de funções simples , para a qual se tem, para cada ,0  1 À\ Ä B − \8 8 ‘
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0 ÐBÑ  1 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ  1ÐBÑ8 8 . Tendo em conta o teorema da convergência
monótona (II.1.18) e a conclusão da alínea b) de II.1.14, concluímos então
que

( ( (0 ÐBÑ  1 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ  1 ÐBÑ . ÐBÑ8 8 8 8. . .

tem, por um lado, limite  e, por outro lado, limite' 0ÐBÑ  1ÐBÑ . ÐBÑ.' '0ÐBÑ . ÐBÑ  1ÐBÑ . ÐBÑ. . , o que implica que

( ( (0ÐBÑ  1ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  1ÐBÑ . ÐBÑ. . . . 

II.1.21  Sejam  um espaço de medida e (Aditividade contável) Ð\ß ß Ñ Ð0 Ñ` . 4 4−N

uma família contável de funções mensuráveis . É então mensu-0 À\ Ä4 ‘

rável a função , definida por , e tem-se! ! !ˆ ‰
4−N 4−N 4−N

4  4 40 À\ Ä 0 ÐBÑ œ 0 ÐBÑ‘

( (" "
4−N 4−N

4 40 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ. . .

Dem: O caso em que o conjunto  é finito resulta de II.1.20, por indução noN
número de elementos de , tendo em conta o facto de o integral da funçãoN
identicamente  ser igual a . Para provarmos o caso numerável, basta, por! !
uma mudança do conjunto de índices, examinar o caso em que . Ora,N œ 
nesse caso, sabemos, por I.1.8, que se tem , ondeˆ ‰!

4−
4 8



0 ÐBÑ œ W ÐBÑlim

W ÐBÑ œ 0 ÐBÑ W ÐBÑ8 4 8
4œ"

8! , e portanto os  constituem uma sucessão crescente.

Uma vez que, pelo caso finito, os  são funções mensuráveis,W À\ Ä8 ‘
com

( ("W ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ8 4

4œ"

8

. . ,

deduzimos do teorema da convergência monótona II.1.18, tendo mais uma
vez em conta I.1.8, que

( ( (" "
"(

4−

4 8 4

4œ"

8

4−

4





0 ÐBÑ . ÐBÑ œ W ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ

. . .

.

lim lim

. 

II.1.22 . Sejam  um(Medida definida por uma função mensurável) Ð\ß ß Ñ` .
espaço de medida e  uma função mensurável. Para cada ,0 À\ Ä E −‘ `

podemos então considerar o espaço de medida restrição  (cf.ÐEß ß Ñ` .ÎE ÎE
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I.2.13) e fica definida uma nova medida , com. ` ‘Ð0Ñ À Ä

. . ˆ .Ð0Ñ ÎE ÎE EÐEÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ( ( ,

a que damos o nome de  .medida associada à função mensurável 0
Tem-se, além disso, , para cada  tal que .. ` .Ð0ÑÐEÑ œ ! E − ÐEÑ œ !

Dem: Lembremos que a conclusão é já conhecida no caso em que  é uma0
função simples (cf. o lema II.1.17). Supondo agora que  é uma0 À\ Ä ‘

função mensurável, podemos considerar, por II.1.19, uma sucessão crescente
de funções simples  tal que , para cada .0 À\ Ä 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ B − \8  8‘
Para cada , temos então sucessões crescentes de funções simplesE − `
0 ‚ À\ Ä 0 ÀE Ä 0 ÐBÑ ÐBÑ Ä 0ÐBÑ ÐBÑ8  8  8E E EÎEˆ ‘ ‘ ˆ ˆ e , com , para
cada  e , para cada , e portanto, tendo emB − \ 0 ÐBÑ Ä 0 ÐBÑ B − E8ÎE ÎE

conta o caso já conhecido e o teorema da convergência monótona,

( (
( (

0 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ 0 ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ

ÎE ÎE ÎE8ÎE

8 E E

. .

ˆ . ˆ .

lim

lim .

Podemos agora definir uma aplicação  por qualquer das duas. ` ‘Ð0Ñ À Ä

caracterizações no enunciado e, utilizando a segunda, vemos que .Ð0ÑÐgÑ œ' ! . ÐBÑ œ ! ÐE Ñ.  e que, se  é uma família contável de conjuntos4 4−N

mensuráveis disjuntos dois a dois, com , o facto de se terE œ E-
4−N

4

ˆ ˆE E
4−N

ÐBÑ œ ÐBÑ B − \!
4

, para cada , implica, por II.1.21, que

. ˆ . ˆ .

.

Ð0Ñ E E

4−N

4−N

Ð0Ñ 4

ÐEÑ œ 0ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ ÐE Ñ

( ("
"

4

,

o que mostra que temos efetivamente uma medida  na -álgebra  O. 5 `Ð0Ñ Þ

facto de se ter , sempre que , é uma consequência da. .Ð0ÑÐEÑ œ ! ÐEÑ œ !

primeira caracterização de , tendo em conta o referido na alínea a) de.Ð0ÑÐEÑ

II.1.16. 

II.1.23  (Nota) Em geral, sempre que  é um espaço de medida eÐ\ß ß Ñ` .
E − `, usa-se a notação

(
E

0ÐBÑ . ÐBÑ.

para significar , sempre que  é uma função definida numa' 0 ÐBÑ . ÐBÑ 0ÎE ÎE.

parte de  contendo , cuja restrição a  seja mensurável. No caso em que\ E E
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\ œ ‘ . ‘ e  é a medida de Lebesgue nos borelianos de , escreve-se também
simplesmente

(
E

0ÐBÑ .B.

Com esta notação, a primeira caracterização de  em II.1.22 pode.Ð0ÑÐEÑ

também ser escrita na forma

. .Ð0Ñ
E

ÐEÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ( .

II.1.24  Sejam  uma(Corolário) Ð\ß ß Ñ 0` .  um espaço de medida, À\ Ä ‘

função mensurável e  um conjunto mensurável, com .] § \ Ð] Ñ œ !.
Tem-se então

( (
\ \Ï]

0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ. . .

Dem: Uma vez que se tem também , vem.Ð0ÑÐ] Ñ œ !

(
(

\
Ð0Ñ Ð0Ñ Ð0Ñ

\Ï]

0ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð\Ñ œ Ð\ Ï ] Ñ  Ð] Ñ œ

œ 0ÐBÑ . ÐBÑ

. . . .

. . 

O corolário anterior é um primeiro exemplo do papel especial que os
conjuntos de medida nula jogam no contexto do integral das funções
mensuráveis com valores em . Outros exemplos vão aparecer como‘

corolário do resultado que enunciamos a seguir e que, só aparentemente,
constitui uma trivialidade sem interesse.

II.1.25  Sejam  um espaço de(Complemento da alínea c) de II.1.16) Ð\ß ß Ñ` .
medida e  uma função mensurável. Tem-se então0 À\ Ä ‘

( (Ð_Ñ ‚ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð_Ñ ‚ 0ÐBÑ . ÐBÑ. . .

Dem: Começamos por reparar que, para cada , a sucessão B − \ Ð80ÐBÑÑ8−
de elementos de  é crescente e tem limite .  Podemos então‘ Ð_Ñ ‚ 0ÐBÑ 44

44Isto, apesar de a multiplicação, como aplicação , não ser contínua em‘ ‘ ‘  ‚ Ä
todos os pontos. A validade desta conclusão, no caso em que , é consequência0ÐBÑ œ !
da convenção, que estamos a fazer desde o início, .Ð_Ñ ‚ ! œ !



§1. Integração de funções positivas 85

aplicar o teorema da convergência monótona, II.1.18, para obter

( ( (
(

Ð_Ñ ‚ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ 80ÐBÑ . ÐBÑ œ 8 0ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ Ð_Ñ ‚ 0ÐBÑ . ÐBÑ

. . .

.

lim lim

. 

II.1.26  Seja  um espaço de medida com .(Corolário) Ð\ß ß Ñ Ð\Ñ Á !` . .
Tem-se então

(
\

_. ÐBÑ œ _. . 45

Dem: Uma vez que a função constante  é simples e com"

(
\

" . ÐBÑ œ Ð\Ñ  !. . ,

deduzimos que

( (
\ \

_. ÐBÑ œ Ð_Ñ ‚ " . ÐBÑ œ Ð_Ñ ‚ Ð\Ñ œ _. . . . 

II.1.27  Sejam  um espaço de medida com  e(Corolário) Ð\ß ß Ñ Ð\Ñ Á !` . .

0 À\ Ä 0ÐBÑ  ! B − \‘ uma aplicação mensurável tal que , para cada .
Tem-se então

(
\

0ÐBÑ . ÐBÑ  !. .

Dem: Uma vez que , para cada , podemos ter emÐ_Ñ ‚ 0ÐBÑ œ _ B − \
conta o corolário precedente para deduzir que

Ð_Ñ ‚ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð_Ñ ‚ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ _. ÐBÑ œ _

( (
(

. .

.
\

,

portanto .' 0ÐBÑ . ÐBÑ  !. 

II.1.28 Em geral, no contexto de um espaço de medida , diz-se queÐ\ß ß Ñ` .
uma propriedade relativa aos pontos  é B − \ verdadeira quase sempre (ou
verdadeira em quase todos os pontos de )\ 46 se existir , com] −`

45É claro que, se , o integral referido é  (cf. a alínea a) de II.1.16)..Ð\Ñ œ ! !
46Em inglês e francês usa-se, respetivamente, “ ” e “ ”,almost everywhere presque partout
com as abreviaturas “ ” e “ ”  É frequente utilizar-se em português a expressãoa. e. p. p. Þ
“ ”, abreviadamente “ ” mas essaverdadeira em quase toda a parte verdadeira q. t. p.
expressão parece-nos ser demasiado longa.
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.Ð] Ñ œ ! B − \ Ï ], tal que a propriedade seja verdadeira para cada .
É claro que, se uma propriedade é verdadeira para todo o , então ela éB − \
também verdadeira quase sempre, visto que se pode considerar para  o]
conjunto vazio . É também claro que, se uma propriedade é verdadeirag
quase sempre e for falsa para todo o  num certo conjunto mensurável ,B ] w

então  (relativamente à caracterização na definição, tem que ser.Ð] Ñ œ !w

] § ] ]w w). Em particular, se o conjunto  dos pontos em que a propriedade é
falsa for mensurável, a propriedade é verdadeira quase sempre se, e só se,
.Ð] Ñ œ !w .
Um facto importante, que será aplicado muitas vezes, é que, se duas
propriedades são verdadeiras quase sempre, então a sua conjunção é também
verdadeira quase sempre, uma vez que, sendo , com  e] ß ] − Ð] Ñ œ !w ` .
.Ð] Ñ œ !w  tais que a primeira propriedade seja verdadeira para cada
B − \ Ï ] B − \ Ï ] e a segunda seja verdadeira para cada , entãow

]  ] − Ð]  ] Ñ œ !w w` . verifica ainda  e as duas propriedades são
simultaneamente verdadeiras para cada .B − \ Ï Ð]  ] Ñw

II.1.29  Sejam  um espaço de medida e  uma(Corolário) Ð\ß ß Ñ 0 À\ Ä` . ‘

função mensurável tal que

( 0ÐBÑ . ÐBÑ  _. .

Tem-se então  quase sempre, isto é, existe , com0ÐBÑ  _ ] −`
.Ð] Ñ œ ! 0ÐBÑ  _ B − \ Ï ], tal que , para cada .47

Dem: Sendo  o conjunto dos  tais que , tem-se] − B − \ 0ÐBÑ œ _`

( (
] \

Ð0Ñ 0Ð_Ñ . ÐBÑ œ Ð] Ñ Ÿ Ð\Ñ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  _. . . . ,

donde, pelo corolário II.1.26 .ß Ð] Ñ œ !. 

II.1.30  Sejam  um espaço de medida e  uma(Corolário) Ð\ß ß Ñ 0 À\ Ä` . ‘

função mensurável. Tem-se então

( 0ÐBÑ . ÐBÑ œ !.

se, e só se,  quase sempre, isto é, se, e só se, existe , com0ÐBÑ œ ! ] −`
.Ð] Ñ œ ! 0ÐBÑ œ ! B − \ Ï ], tal que , para cada .
Dem: Suponhamos que existe , com , tal que ,] − Ð] Ñ œ ! 0ÐBÑ œ !` .
para cada . Tendo em conta a alínea a) de II.1.16 e II.1.24, vemB − \ Ï ]
então

47Pelo contrário, de se ter  quase sempre, não se pode deduzir que 0ÐBÑ  _ 0 .' .
seja finito; basta pensar, por exemplo, numa função de valor constante  num espaço de"
medida ._
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( (
\ \Ï]

0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ !. . .

Suponhamos, reciprocamente, que  e seja  o' 0ÐBÑ . ÐBÑ œ ! ] −. `
conjunto dos  tais que . Tem-se entãoB − \ 0ÐBÑ  !

( (
] \

0 Ð0Ñ0 ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð] Ñ Ÿ Ð\Ñ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ !. . . .

e portanto, tendo em conta o corolário II.1.27, tem que ser ..Ð] Ñ œ ! 

II.1.31  Sejam  um espaço de medida e (Corolário) Ð\ß ß Ñ 0 ß 1À\ Ä` . ‘

duas aplicações mensuráveis tais que  quase sempre. Então0ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ

( (
\ \

0ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ . ÐBÑ. . .

Em particular, se  quase sempre, então0ÐBÑ œ 1ÐBÑ

( (
\ \

0ÐBÑ . ÐBÑ œ 1ÐBÑ . ÐBÑ. . . 48

Dem: Tendo em conta II.1.24, sendo  com  tal que, para] − Ð] Ñ œ !` .
cada , , vemB − \ Ï ] 0ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ

( ( (
(

\ \Ï] \Ï]

\

0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ 1ÐBÑ . ÐBÑ

. . .

. . 

O resultado que examinamos em seguida, identifica as somas de elemen-
tos de  como integrais para a medida de contagem, e é utilizado com‘

frequência para aplicar às somas resultados estudados para os integrais.

II.1.32  Sejam  um conjunto e(O integral para a medida de contagem) \
consideremos a -álgebra  de todas as partes de  e a medida de5 cÐ\Ñ \
contagem  (cf. I.2.15). Para cada função , tem-se/ c ‘ ‘À Ð\Ñ Ä 0À\ Ä 

então que  é mensurável e0

( "
\ B−\

0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ/ .

48Pelo contrário, do facto de duas funções mensuráveis terem o mesmo integral não se
pode inferir que elas tenham que ser iguais quase sempre. Ver, no entanto, o exercício
II.1.15, no fim do capítulo.
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Em particular, lembrando I.1.15, se , então existe um'
\ 0ÐBÑ . ÐBÑ  _/

conjunto contável  tal que , para cada .] § \ 0ÐBÑ œ ! B − \ Ï ]
Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
1) O facto de  ser mensurável é uma consequência direta do facto de a -ál-0 5
gebra considerada ser a de todas as partes de .\
2) Vamos mostrar que a igualdade do enunciado é verdadeira, no caso em
que  é uma função simples.0 À\ Ä ‘

  Seja  uma família finita de subconjuntos de ,Subdem: Ð\ Ñ \3 3−M

disjuntos dois a dois e de união  tal que  tome o valor constante \ 0ÐBÑ +3
para . Tem-se então, lembrando a propriedade associativa das somas,B − \3

( " " " " "ˆ ‰ ˆ ‰
" " "ˆ ‰

\ 3−M 3−M B−\ 3−M B−\

3 3 3 3

3−M B−\ B−\

0ÐBÑ . ÐBÑ œ + Ð\ Ñ œ + " œ + ‚ " œ

œ 0ÐBÑ œ 0ÐBÑ

/ /
3 3

3

.

3) Vamos mostrar que

" (
B−\ \

0ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ . ÐBÑ/ .

  Comecemos por notar que, se existe  tal queSubdem: B − \
0ÐBÑ œ _ _, a desigualdade é verdadeira, por o segundo membro ser 
(cf. II.1.29, tendo em conta o facto de, para a medida de contagem, /ÐEÑ œ !
implicar que ). Suponhamos então que , para todo oE œ g 0ÐBÑ  _49

B − \.
Seja  um subconjunto finito arbitrário. Tem-se então que a funçãoE § \
0 ‚ ˆE é uma função simples, com uma partição adaptada constituída pelos
conjuntos unitários , com , onde ela toma o valor , e peloÖB× B − E 0ÐBÑ
conjunto , onde ela toma o valor . Uma vez que ,\ Ï E ! 0ÐBÑ ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑˆE
para cada , vem entãoB − \

" "
( (

B−E B−E

\ \
E

0ÐBÑ œ ! ‚ Ð\ Ï EÑ  0ÐBÑ ÐÖB×Ñ œ

œ 0ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ . ÐBÑ

/ /

ˆ / / .

Tendo em conta a definição de  como supremo de todas as somas!
B−\

0ÐBÑ

parciais finitas, concluímos assim a desigualdade enunciada.
4) Vamos verificar, enfim, a desigualdade oposta

( "
\ B−\

0ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ/ ,

49Portanto, o que acontece quase sempre, acontece, de facto, sempre.
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o que terminará a demonstração.
  Seja  uma função simples arbitrária, comSubdem: 1À\ Ä ‘

1ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ B − \, para cada . Tendo em conta o que vimos em 2), tem-se
então

( " "
\ B−\ B−\

1ÐBÑ . ÐBÑ œ 1ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ/ ,

o que, tendo em conta a definição do integral de uma função mensurável
como supremo de integrais de funções simples, implica a desigualdade enun-
ciada. 

Vamos estudar agora outro resultado importante, que envolve o integral
de um limite de funções mensuráveis, o teorema da convergência domi-
nada, começando por uma versão do chamado Lema de Fatou que, apesar
de menos geral que a habitual, não faz apelo à noção de limite inferior de
uma sucessão em  e é suficiente para as aplicações que faremos.‘

II.1.33  Sejam  um espaço de medida e  uma(Lema de Fatou) Ð\ß ß Ñ Ð0 Ñ` . 8 8−

sucessão de funções mensuráveis  tais que , para0 À\ Ä 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ8  8‘
cada .  Tem-se então, para a função mensurável  assimB − \ 0À\ Ä50 ‘

definida, que, qualquer que seja

j  0ÐBÑ . ÐBÑ( . ,

existe  tal que, para todo o 8 − 8   8 ß! !

j  0 ÐBÑ . ÐBÑ( 8 . . 51

Dem: Para cada , seja  a função mensurável definida por8 − 1 À\ Ä ‘8 

1 ÐBÑ œ 0 ÐBÑ8 :
: 8
inf

(cf. II.1.4) e lembremos que, como se referiu em II.1.5,  é0 À\ Ä ‘

mensurável e . Uma vez que, para cada , a sucessão0ÐBÑ œ 1 ÐBÑ B − \sup
8−

8


dos  é evidentemente crescente, tem-se também  donde,1 ÐBÑ 1 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ8 8

50Comparando com o teorema da convergência monótona, reparar que aqui não exigimos
que a sucessão seja crescente mas, em compensação, a conclusão é mais fraca.
51Na versão mais forte do Lema de Fatou, não se exige que a sucessão dos  tenha0 ÐBÑ8

limite, e toma-se para  o sublimite mínimo . A conclusão costuma então0ÐBÑ 0 ÐBÑlim inf 8

ser enunciada na forma equivalente

( (lim inf lim inf0 ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 0 ÐBÑ . ÐBÑ8 8. . .
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pelo teorema da convergência monótona,

( (1 ÐBÑ . ÐBÑ Ä 0ÐBÑ . ÐBÑ8 . . .

Sendo  arbitrário, existe assim  tal que, para cadaj  0ÐBÑ . ÐBÑ 8' . !

8   8 j  1 ÐBÑ . ÐBÑ B! 8,  e então o facto de se ter, para cada ,' .
1 ÐBÑ Ÿ 0 ÐBÑ 1 ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 0 ÐBÑ . ÐBÑ8 8 8 8, portanto  implica que se tem' '. .
também .j  0 ÐBÑ . ÐBÑ' 8 . 

II.1.34 Sejam  um espaço de(Teorema da convergência dominada) Ð\ß ß Ñ` .
medida e  uma sucessão de funções mensuráveis  taisÐ0 Ñ 0 À\ Ä8 8− 8  ‘
que , para cada  e que exista uma aplicação mensurável0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ B − \8

1À\ Ä ‘, com

(
\

1ÐBÑ . ÐBÑ  _.

e , para cada  e .  Tem-se então, para a função0 ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ 8 − B − \8  52

mensurável  assim definida,0 À\ Ä ‘

( (
\ \

80 ÐBÑ . ÐBÑ Ä 0ÐBÑ . ÐBÑ. . .

Dem: Comecemos por notar que, de se ter , com0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ8

0 ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ 0ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ8 , concluímos que se tem também .
Vamos começar por demonstrar o resultado com a hipótese suplementar de
se ter , para todo o . A função , e portanto também as1ÐBÑ  _ B − \ 1
funções  e  tomam assim valores em . Tendo em conta a alínea b) de0 08 ‘
II.1.1, podemos considerar as funções mensuráveis  e1  0 À\ Ä8 ‘
1  0À\ Ä 1ÐBÑ  0 ÐBÑ Ä 1ÐBÑ  0ÐBÑ‘ 8, para as quais se tem , para
cada . De se ter, para cada ,  eB − \ B − \ 1ÐBÑ œ Ð1ÐBÑ  0ÐBÑÑ  0ÐBÑ
1ÐBÑ œ Ð1ÐBÑ  0 ÐBÑÑ  0 ÐBÑ8 8 , deduzimos que

(1)
( ( (
( ( (
\ \ \

\ \ \
8 8

1ÐBÑ . ÐBÑ œ 1ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ

1ÐBÑ . ÐBÑ œ 1ÐBÑ  0 ÐBÑ . ÐBÑ  0 ÐBÑ . ÐBÑ

. . .

. . .

,

,

em particular os integrais que aparecem nos segundos membros também são
finitos. Seja  arbitrário. Aplicando o lema de Fatou, II.1.33, às suces-$  !
sões de funções mensuráveis  e ,0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ 1ÐBÑ  0 ÐBÑ Ä 1ÐBÑ  0ÐBÑ8 8

52Pensamos na função  como estando a dominar as funções . Repare-se que, com-1 08
parando com o teorema da convergência monótona (II.1.18), cuja conclusão é análoga,
deixámos de pedir que a sucessão dos  seja crescente mas, para o compensar, tivémos08
que exigir a condição de dominação, que, aliás, não é necessariamente verificada no caso
da convergência monótona.
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e escolhendo já a maior das duas ordens envolvidas, vemos que existe
8 − 8   8! ! tal que, para cada ,

( (ˆ ‰
( (ˆ ‰

0 .  0 . 

1  0 .  1  0 . 

8

8

. . $

. . $

,

,

em que a segunda desigualdade, tendo em conta (1) pode ser escrita nas
formas equivalentes

ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰( ( ( (
ˆ ‰ ˆ ‰( (

1 .  0 .  1 .  0 . 

0 .  0 . 

. . . . $

. . $

8

8

,

.

Concluímos assim que, para cada ,8   8!

ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰( ( (0 .   0 .  0 . . $ . . $8 ,

o que mostra que se tem efetivamente .' '0 . Ä 0 .8 . .
Abandonemos agora a hipótese suplementar de se ter , para cada1ÐBÑ  _
B − \ ] −. Reparemos que, pelo corolário II.1.29, existe , com`
.Ð] Ñ œ ! 1ÐBÑ  _ B − \ Ï ], tal que , para cada , pelo que, por ser ainda

( (
\Ï] \

Ð1Ñ Ð1Ñ1ÐCÑ . ÐCÑ œ Ð\ Ï ] Ñ Ÿ Ð\Ñ œ 1ÐBÑ . ÐBÑ  _. . . . ,

podemos aplicar o caso já estudado às restrições de  e dos  a  para0 0 \ Ï ]8

concluir, tendo em conta II.1.24, que

( ( ( (
\ \Ï] \Ï] \

8 80 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ Ä 0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ. . . . ,

que é a conclusão pretendida. 

Vamos agora examinar alguns resultados que estudam o comportamento
do integral quando se altera a medida considerada.

II.1.35  Sejam  um espaço de(O integral para a medida ).Ð0Ñ Ð\ß ß Ñ` .

medida e  uma função mensurável e consideremos a corres-0 À\ Ä ‘

pondente medida , definida em II.1.22. Para cada aplicação. ` ‘Ð0Ñ À Ä

mensurável , tem-se então1À\ Ä ‘

( (1ÐBÑ . ÐBÑ œ 1ÐBÑ 0ÐBÑ . ÐBÑ. .Ð0Ñ .
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Dem: No caso em que  é a função indicatriz  de um conjunto , a1 E −ˆ `E

igualdade do enunciado reduz-se à definição de :.Ð0Ñ

( (ˆ . . ˆ .E EÐ0Ñ Ð0ÑÐBÑ . ÐBÑ œ ÐEÑ œ ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ.

Suponhamos agora que  é uma função simples e seja 1À\ Ä Ð\ Ñ‘ 4 4−N

uma família finita de conjuntos mensuráveis disjuntos dois a dois e de união
\ B − \ 1ÐBÑ œ + − tal que, para cada , . Tem-se então, para cada4 4 ‘
B − \ 1ÐBÑ œ + ÐBÑ, , donde, tendo em conta II.1.21 e a alínea c) de!

4−N
4 \ˆ 4

II.1.16,

( ("
" (
( ("

1ÐBÑ . ÐBÑ œ + ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ + ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ + ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ œ 1ÐBÑ 0ÐBÑ . ÐBÑ

. ˆ .

ˆ .

ˆ . .

Ð0Ñ Ð0Ñ

4−N

4 \

4−N

4 \

4−N

4 \

4

4

4
.

Suponhamos enfim que  é uma função mensurável arbitrária.1À\ Ä ‘

Podemos então considerar uma sucessão crescente de funções simples
1 À\ Ä B − \ 1 ÐBÑ Ä 1ÐBÑ 1ÐBÑ8  8‘  tal que, para cada , , e portanto  é o
supremo dos . As funções mensuráveis  constituem uma1 ÐBÑ 1 ÐBÑ0ÐBÑ8 8

sucessão crescente de funções com , visto que, tanto1 ÐBÑ0ÐBÑ Ä 1ÐBÑ0ÐBÑ8

no caso em que  como naquele em que , tem-se também0ÐBÑ œ ! 1ÐBÑ œ !
1 ÐBÑ0ÐBÑ œ ! 88 , para todo o . Podemos então aplicar o teorema da conver-
gência monótona e o caso particular, já estudado, das funções simples, para
deduzir que

( ( (
(

1ÐBÑ . ÐBÑ œ 1 ÐBÑ . ÐBÑ œ 1 ÐBÑ0ÐBÑ. ÐBÑ œ

œ 1ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ

. . .

.

Ð0Ñ Ð0Ñ8 8lim lim

. 

II.1.36  Sejam  um espaço(Monotonia relativamente à medida) Ð\ß Ñ`
mensurável e  duas medidas tais que, para cada ,. . ` ‘ `ß À Ä E −w



. . ‘ÐEÑ Ÿ ÐEÑ 0 À\ Äw
. Para cada aplicação mensurável , tem-se então

( (
\ \

w0ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ . ÐBÑ. . .

Dem: Comecemos por examinar o caso em que  é uma função simples e0
seja  uma família finita de conjuntos mensuráveis disjuntos dois aÐ\ Ñ3 3−M

dois e de união  tal que em cada  a função  tome o valor constante .\ \ 0 +3 3

Tem-se então
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( (" "
\ \3−M 3−M

3 3 3 3
w w0 ÐBÑ . ÐBÑ œ + Ð\ Ñ Ÿ + Ð\ Ñ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ. . . . .

No caso geral em que  é mensurável, podemos aplicar0 À\ Ä ‘

diretamente a definição do integral como um supremo: Para cada função
simples  tal que , para todo o , tem-se2À\ Ä 2ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ B − \‘

( ( (
\ \ \

w w2ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 2ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ . ÐBÑ. . .

e daqui decorre a desigualdade do enunciado. 

II.1.37  Sejam  um(Soma de medidas e produto por uma constante) Ð\ß Ñ`
espaço mensurável,  duas medidas e , e consideremos. . ` ‘ ‘ß À Ä + −w

 

as medidas  e  (cf. I.2.16). Para cada função. . ` ‘ . ` ‘ À Ä + À Äw
 

mensurável , tem-se então0 À\ Ä ‘

( ( (
( (
\ \ \

w w

\ \

0ÐBÑ .Ð  ÑÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ

0ÐBÑ .Ð+ ÑÐBÑ œ + 0ÐBÑ . ÐBÑ

. . . .

. .

;

.

Dem: Comecemos por examinar o caso em que  é uma função simples e0
seja  uma família finita de conjuntos mensuráveis disjuntos dois aÐ\ Ñ3 3−M

dois e de união  tal que em cada  a função  tome o valor constante .\ \ 0 +3 3

Tem-se então

( "
" "
( (

\

w w

3−M

3 3 3

3−M 3−M

3 3 3 3
w

\ \

w

0 ÐBÑ .Ð  ÑÐBÑ œ + Ð Ð\ Ñ  Ð\ ÑÑ œ

œ + Ð\ Ñ  + Ð\ Ñ œ

œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ

. . . .

. .

. .

e, do mesmo modo,

( " "
(

\ 3−M 3−M

3 3 3 3

\

0ÐBÑ .Ð+ ÑÐBÑ œ + + Ð\ Ñ œ + + Ð\ Ñ œ

œ + 0ÐBÑ . ÐBÑ

. . .

. .

Passemos agora ao caso geral em que  é uma função mensurável.0 À\ Ä ‘

Consideramos então uma sucessão crescente de funções simples 0 À\ Ä8 ‘
com , e portanto com  igual ao supremo dos , para0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ 0ÐBÑ 0 ÐBÑ8 8

cada  (cf. II.1.19) e aplicamos o teorema da convergência monótonaB − \
(II.1.18) para concluir que
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( (
Š ‹( (
( (

( (

\ \

w w
8

\ \
8 8

w

\ \
8 8

w

\ \

w

0 ÐBÑ .Ð  ÑÐBÑ œ 0 ÐBÑ .Ð  ÑÐBÑ œ

œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ  0 ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ  0 ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  0ÐBÑ . Ð

. . . .

. .

. .

. .

lim

lim

lim lim

BÑ

e, do mesmo modo, reparando que, para cada , , donde8 − 0 . Ÿ 0. . .' '8' '0 . œ ! 0. œ !8 . ., no caso em que ,

( ( (
( (

\ \ \
8 8

\ \
8

0ÐBÑ .Ð+ ÑÐBÑ œ 0 ÐBÑ .Ð+ ÑÐBÑ œ + 0 ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ + 0 ÐBÑ . ÐBÑ œ + 0ÐBÑ . ÐBÑ

. . .

. .

lim lim

lim

(no caso em que  ou , tem-se , para cada ).+ œ ! 0. œ ! + 0 . œ ! 8' '. .8 

II.1.38  Sejam  e(Teorema trivial da mudança de variáveis) Ð\ß ß Ñ` .
Ð] ß ß Ñ À\ Ä ]a . :w  dois espaços de medida e  uma aplicação mensurável
compatível com as medidas, isto é, com , para cada. : .Ð ÐFÑÑ œ ÐFÑ" w

F − 0À ] Äa ‘ (cf. I.5.11). Para cada aplicação mensurável , tem-se

então, para a aplicação mensurável ,0 ‰ À\ Ä: ‘

( (
] \

w0 ÐCÑ . ÐCÑ œ 0Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ. : . .

Dem: Comecemos por examinar o caso em que a função  é simples. Seja0
então  uma família finita de subconjuntos mensuráveis de , disjuntosÐ] Ñ ]3 3−M

dois a dois e de união , tais que, para cada ,  tenha um valor] C − ] 0ÐCÑ3

constante . Tem-se então que os conjuntos  são+ − Ð] Ñ −3  3
"‘ : `

disjuntos dois a dois e de união  e a aplicação  toma o valor constante\ 0 ‰ :
+ Ð] Ñ 0 ‰3 3

" em  pelo que  também é uma função simples e, por definição,: :

( (" "
] \

w w "

3−M 3−M

3 3 3 30 ÐCÑ . ÐCÑ œ + Ð] Ñ œ + Ð Ð] ÑÑ œ 0Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ. . . : : . .

Passemos agora ao caso geral, em que  é mensurável. Podemos0 À ] Ä ‘

então considerar uma sucessão crescente de funções simples ,0 À ] Ä8 ‘
com , para cada , e, uma vez que os 0 ÐCÑ Ä 0ÐCÑ C − ] 0 ‰ À\ Ä8 8 : ‘
constituem também uma sucessão crescente de funções simples, com
0 Ð ÐBÑÑ Ä 0Ð ÐBÑÑ B − \8 : : , para cada , obtemos, pelo teorema da
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convergência monótona,

( ( (
(

] ] \

w w
8 8

\

0ÐCÑ . ÐCÑ œ 0 ÐCÑ . ÐCÑ œ 0 Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ œ

œ 0Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ

. . : .

: .

lim lim

. 

Exercícios

Ex II.1.1 Sejam  um espaço mensurável e  uma sucessão deÐ\ß Ñ Ð0 Ñ` 8 8−

aplicações mensuráveis . Verificar que são mensuráveis os0 À\ Ä8 ‘
seguintes subconjuntos de :\
a) O conjunto dos  tais que os termos da sucessão  constituamB − \ 0 ÐBÑ8

uma parte limitada de .‘

b) O conjunto dos  tais que a sucessão dos  seja crescente.B − \ 0 ÐBÑ8

c) O conjunto dos  tais que .B − \ 0 ÐBÑ Ä _8

d) Dado , o conjunto dos  tais que .+ − B − \ 0 ÐBÑ Ä +‘ 8

e) O conjunto dos  tais que a sucessão dos  convirja para algumB − \ 0 ÐBÑ8

+ − B‘.  Caracterizar esses pontos  por uma condição do tipoSugestão:
Cauchy que utiliza a aplicação  no exercício I.5.11..

Ex II.1.2 ção alternativa de II.1.5, que não passe pelaApresentar uma demonstra
consideração de supremos ou ínfimos de funções mensuráveis, embora utilize
as caracterizações no lema II.1.2. Nomeadamente, mostrar que, se  éÐ\ß Ñ`
um espaço mensurável e  é uma sucessão de funções mensuráveisÐ0 Ñ8 8−

0 À\ Ä 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ B − \8  8‘  tal que , para cada , então a função
0 À\ Ä + −‘ ‘  assim definida é também mensurável.  Dado ,Sugestão:
mostrar que se tem  se, e só se, existe  tal que, para todo o0ÐBÑ  + : − 
8   : 0 ÐBÑ  + , .8

"
:

Ex II.1.3  duas aplicaçõesSejam  um espaço mensurável e Ð\ß Ñ 0 ß 1` À\ Ä ‘

mensuráveis tais que, para cada , . Mostrar que existe umaB − \ 0ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ
função mensurável  (não necessariamente única) tal que, para2À\ Ä ‘

cada , . Mostrar ainda que, se assim o desejarmos,B − \ 1ÐBÑ œ 0ÐBÑ  2ÐBÑ
podemos construir  de modo que, para cada ,  se, e só se,2 B − \ 2ÐBÑ œ !
0ÐBÑ œ 1ÐBÑ.

Ex II.1.4 Sejam  um conjunto e  um elemento fixado e consideremos\ B − \!

na 5 c .-álgebra  de todas as partes de  a medida de Dirac  (cf.Ð\Ñ \ B!

I.2.15). Para cada função , automaticamente mensurável,0 À\ Ä ‘
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caracterizar o integral

(
\

B0ÐBÑ . ÐBÑ.
!

.

Ex II.1.5 Sejam  um espaço mensurável e  uma medida.Ð\ß Ñ À Ä` . ` ‘

Lembrar que, como se verificou na alínea 6) de I.2.12, dados conjuntos EßF
em , tem-se`

. . . .ÐE  FÑ  ÐE  FÑ œ ÐEÑ  ÐFÑ.

a) Obter uma nova justificação da fórmula referida, lembrando que a medida
de um conjunto concide com o integral da respetiva função indicatriz,
reparando na caracterização trivial da função indicatriz de uma intersecção de
dois conjuntos e deduzindo desta, pelas leis de de Morgan, uma caracteri-
zação da função característica da união de dois conjuntos.
b) Utilizar a mesma ideia que em a) para mostrar que, dados três conjuntos
E ßE ßE" # $ em , tem-se`

. . . .

. . . .

ÐE  E  E Ñ  ÐE  E Ñ  ÐE  E Ñ  ÐE  E Ñ œ

œ ÐE Ñ  ÐE Ñ  ÐE Ñ  ÐE  E  E Ñ
" # $ # $ " $ " #

" # $ " # $ .

c) Enunciar e justificar uma fórmula no mesmo espírito que a de b), para a
medida  da união de quatro conjuntos de  e. `ÐE  E  E  E Ñ" # $ %

explicitar, mais geralmente, uma fórmula para a união de  conjuntos5
mensuráveis.53

Ex II.1.6  a medida de contagem, definida naSeja  um conjunto e notemos \ /
5 c ! ‘-álgebra  de todas as partes de  (cf. I.2.15). Seja  umaÐ\Ñ \ À\ Ä 

aplicação arbitrária e notemos  a medida, definida na -álgebra ,. 5 cÐ\Ñ
associada à família  (cf. I.2.14). Utilizar II.1.32 para mostrar que aÐ ÐBÑÑ! B−\

medida  coincide com a medida , associada à medida  e à função. / /Ð Ñ!

mensurável  (cf. II.1.22). Concluir daqui que, para cada aplicação! ‘À\ Ä 

0À\ Ä ‘,

( "
\ B−\

0ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ0ÐBÑ. !

e reparar que a conclusão do exercício II.1.4 é uma consequência direta desta
conclusão.

Ex II.1.7  um espaço de medida. Sejam  uma famíliaSeja Ð\ß ß` .Ñ Ð\ Ñ4 4−N

contável de conjuntos de , disjuntos dois a dois e de união  e ` \ Ð+ Ñ4 4−N

uma família de elementos de . Sendo  a aplicação definida por‘ ‘ 0 À\ Ä
0ÐBÑ œ + B − \ 04 4, se , verificar que  é mensurável e que

53Estas fórmulas, pelo menos no caso em que  é a medida de contagem, são atribuídas.
ao matemático português Daniel da Silva (1814 – 1878).
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( "
\ 4−N

4 40 ÐBÑ . ÐBÑ œ + Ð\ Ñ. .

(reparar que esta conclusão é uma generalização da definição do integral das
funções simples).

Ex II.1.8  um espaço de medida. Seja  uma sucessão deSeja Ð\ß ß` .Ñ ÐE Ñ8 8−

partes mensuráveis de . Seja  um subconjunto.\ E § \
a) Verificar que  (cf. o exercício I.2.5) se, e só se, para cada ,E Ä E B − \8

ˆ ˆE E8
ÐBÑ Ä ÐBÑ, e reobter, a partir daqui, a conclusão da alínea c) do

exercicio I.2.5.
b) Supondo que  e que existe um conjunto , comE Ä E F −8 `
.  . .ÐFÑ  _ E § F 8 − ÐE Ñ Ä ÐEÑ e , para cada , mostrar que .8 8

Ex II.1.9  um espaço de medida finita, isto é, com .Seja Ð\ß ß` . .Ñ Ð\Ñ  _
Se  é uma função mensurável majorada, mostrar que0 À\ Ä ‘

(
\

0ÐBÑ . ÐBÑ  _. .

Ex II.1.10  um espaço de medida com  -finita (cf. I.4.9) ea) Seja Ð\ß ß` . . 5Ñ
seja  uma aplicação mensurável. Mostrar que a correspondente0 À\ Ä ‘

medida  (cf. II.1.22) também é -finita.. ` ‘ 5Ð0Ñ À Ä

Sugestão: Sendo  uma família de conjuntos mensuráveis de uniãoÐ\ Ñ8 8−

\ Ð\ Ñ  _ : −, com , considerar, para cada , os conjuntos. 8

\ œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ Ÿ :×8ß: 8 .
b)  um espaço de medida com  -finita. Mostrar que existeSeja Ð\ß ß` . . 5Ñ
uma função mensurável  com .0 À\ Ä Ï Ö!× 0 .  _‘ . '
Sugestão: Verificar que  é união de uma sucessão de conjuntos\
mensuráveis disjuntos dois a dois , com  e tomar paraÐ\ Ñ Ð\ Ñ  _8 8− 8 .
0 \ uma função com um valor constante conveniente em cada .8
c)  um espaço de medida tal que exista uma aplicaçãoSeja Ð\ß ß` .Ñ
mensurável  com . Mostrar que  é -finita.0 À\ Ä Ï Ö!× 0 .  _‘ . . 5 '
Sugestão: Para cada , considerar o conjunto  dos pontos  tais8 − \ B − \ 8

que .0ÐBÑ   "
8

Ex II.1.11  um espaço de medida e  duas funçõesSejam Ð\ß ß` . ‘Ñ 0 ß 1À\ Ä 

mensuráveis tais que

( (
\ \

0ÐBÑ . ÐBÑ  _ 1ÐBÑ . ÐBÑ  _. ., .

Sendo  a função definida por , mostrar2À\ Ä 2ÐBÑ œ Ö0ÐBÑß 1ÐBÑ×‘ max
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que  é mensurável e com2

(
\

2ÐBÑ . ÐBÑ  _. .

Ex II.1.12  a medida de Lebesgue, mostrarConsiderando nos borelianos de ‘
que, para cada função mensurável , tem-se0 À Ä‘ ‘

( (
‘

0ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .Blim
Ò8ß8Ó

.

Ex II.1.13 . Mostrar queSeja  uma família de elementos de Ð+ Ñ5 5− ‘

lim
8Ä_

5œ" 5œ"

_ _
5Î8

5 5" "/ + œ + .

Ex II.1.14  a medida de Lebesgue, mostrarConsiderando nos borelianos de ‘
que, se  é uma função contínua tal que0 À Ä‘ ‘

(
‘

0ÐBÑ .B œ !,

então tem-se , para todo o .0ÐBÑ œ ! B − ‘

Ex II.1.15  um espaço de medida e  duasSejam Ð\ß ß` . ‘Ñ 0 ß 1À\ Ä 

aplicações mensuráveis tais que, para cada ,  e queB − \ 0ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ

( (
\ \

0ÐBÑ . ÐBÑ œ 1ÐBÑ . ÐBÑ  _. . .

Mostrar que se tem  quase sempre. Mostrar ainda que a hipótese0ÐBÑ œ 1ÐBÑ
de o integral ser diferente de  é essencial para a conclusão._
Sugestão: Utilizar a conclusão do exercício II.1.3.

Ex II.1.16  um espaço de medida e  uma famíliaSejam Ð\ß ß` .Ñ ÐE Ñ4 4−N

numerável de conjuntos mensuráveis tais . Seja  o!
4−N

4.ÐE Ñ  _ E § \

conjunto dos  tais que , para um número infinito de valores deB − \ B − E4

4 E ÐEÑ œ !. Mostrar que  é um conjunto mensurável e que ..

Sugestão: Considerar a função  definida por0 À\ Ä ‘

0ÐBÑ œ ÐBÑ"
4−N

Eˆ 4
.
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Ex II.1.17  a medida de Lebesgue, mostrar queConsiderando nos borelianos de ‘

lim
cos(

Ò!ß"Ó

#

# &

#8  Ð8Ñ8

8  B
.B œ #.

Ex II.1.18  um espaço de medida com  eSejam Ð\ß ß` . .Ñ Ð\Ñ  _
0À\ Ä Ò!ß "Ó E uma função mensurável. Mostrar que, sendo  o conjunto dos
pontos  tais que , tem-seB − \ 0ÐBÑ œ "

lim(
\

80ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐEÑ. . .

Ex II.1.19  um espaço de medida e  uma funçãoSejam Ð\ß ß` . ‘Ñ 0 À\ Ä 

mensurável tal que

(
\

0ÐBÑ . ÐBÑ  _. .

Mostrar que, para cada , existe  tal que, sempre que $ & ` !  ! E −
verifica , tem-se. &ÐEÑ 

(
E

0ÐBÑ . ÐBÑ . $.

Duas sugestões alternativas: 1) Aplicar a conclusão do exercício I.2.6 às
medidas  e .  Sendo , mostrar que. .Ð0Ñ 82) \ œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ  8×

lim( (
\ \8 _

0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ !. . ,

onde  é um conjunto mensurável conveniente, e usar esse facto para fixar\_

8 tal que

(
\8

0ÐBÑ . ÐBÑ 
#

.
$

.

Ex II.1.20  Se  é um conjunto, uma  de(Sucessões duplas) ] sucessão dupla
elementos de  é uma família  de elementos de , em que o] ÐC Ñ ]7ß8 Ð7ß8Ñ− ‚ 

conjunto de índices é o produto cartesiano . Se  é um espaço ‚ ]
topológico, diz-se que a sucessão dupla   para umÐC Ñ7ß8 Ð7ß8Ñ− ‚  converge
elemento , ou que  , e escreve-se , se, qualquerC − ] C C Ä Ctem limite 7ß8

que seja a vizinhança  de , existe  tal que, sempre que  eZ C 8 − 7   8! !
8   8 C − Z! 7ß8, .
a) Mostrar que, se  num espaço topológico , então a sucessão,C Ä C ]7ß8

indexada em , de elementos  também converge para  (embora a C C8ß8

recíproca não seja válida) e deduzir, em particular, que num espaço
topológico separado uma sucessão dupla não admite mais que um limite.
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b) Reparar que uma sucessão , de elementos dum espaço métrico ,ÐC Ñ ]8 8−

é de Cauchy se, e só se, a sucessão dupla de números reais, que a
Ð7ß 8Ñ − ‚ .ÐB ß B Ñ !  associa  tem limite .7 8

c) (Teorema da convergência dominada para sucessões duplas)  Sejam
Ð\ß ß Ñ Ð0 Ñ` .  um espaço de medida e  uma sucessão dupla de7ß8 Ð7ß8Ñ− ‚ 

funções mensuráveis  tal que, para cada  a sucessão0 À\ Ä B − \7ß8 ‘

dupla de elementos  tenha limite . Verificar que a0 ÐBÑ − 0ÐBÑ −7ß8  ‘ ‘

função  assim definida é mensurável e que, se existir uma função0 À\ Ä ‘

mensurável  com  e , para cada1À\ Ä 1.  _ 0 ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ‘ . 7ß8'
Ð7ß 8Ñ − ‚ B − \  e , então

( (
\ \

7ß80 ÐBÑ . ÐBÑ Ä 0ÐBÑ . ÐBÑ. . .

Sugestão: Para verificar que  é mensurável ter em conta a0 À\ Ä ‘

conclusão de a). Para provar a convergência da sucessão dupla dos integrais,
reciocinar por absurdo, notando que, se esta não convergisse, existia uma
vizinhança  de  em  tal que, para cada , existia  eZ 0 . 8 − Ð8Ñ   8' . ‘  !

" .Ð8Ñ   8 0 . Â Z com , chegando então ao absurdo por aplicação' ! "Ð8Ñß Ð8Ñ

do teorema da convergência dominada à sucessão de funções

1 œ 0 À\ Ä8 Ð8Ñß Ð8Ñ! " ‘ .

Ex II.1.21 (Para quem conheça as sucessões generalizadas) Neste exercício
consideraremos , ou seja, famílias indexadas numsucessões generalizadas
conjunto dirigido de índices, isto é, num conjunto de índices munido de uma
relação , com as propriedades habituais que permitem trabalhar conve-¤
nientemente com a noção de limite (ver, por exemplo, [9]).
a) Seja  um conjunto arbitrário de índices e seja  o conjunto de todasN ÐN Ñc0

as partes finitas . Verificar que  fica um conjunto dirigido, para aM § N ÐN Ñc0

relação  e que, se  é uma família de elementos de ,M ¤ M Í M ¨ M ÐB Ñw w
4 4−N ‘

a sua soma  (cf. 1.1.6) é o limite da sucessão generalizada ,!
4−N

4 M M− ÐN ÑB ÐW Ñ c0

com .W œ BM 4
4−M

!
b) Sejam  um espaço mensurável e  uma sucessãoÐ\ß Ñ Ð0 Ñ` 4 4−N

generalizada de funções mensuráveis  tal que, para cada ,0 À\ Ä B − \4 ‘

a sucessão generalizada dos elementos  tenha limite  em .0 ÐBÑ − 0ÐBÑ4  ‘ ‘
Verificar que, apesar de  admitir uma caracterização, em termos de0ÐBÑ
ínfimos e supremos, análoga à referida em II.1.5, isso não nos permite
concluir que a função  tenha que ser mensurável.0 À\ Ä ‘

c) Suponhamos que o espaço mensurável  é tal que os conjuntosÐ\ß Ñ`
unitários , com , são mensuráveis. Mostrar que qualquer funçãoÖB× B − \

0À\ Ä ‘, mensurável ou não, é limite, ponto a ponto, de uma sucessão
generalizada de funções mensuráveis .  Considerar, para\ Ä ‘ Sugestão:
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conjunto de índices, o conjunto  das partes finitas de  e definir, parac0 Ð\Ñ \
cada , uma função , que se verificará ser mensurável, porM − Ð\Ñ 0c0 M

0 ÐBÑ œ 0ÐBÑ ÐBÑM Mˆ .
d) Verificar que a noção de limite de uma sucessão dupla  deÐC Ñ7ß8 Ð7ß8Ñ− ‚ 

elementos de um espaço topológico , referida no exercício II.1.20, é]
equivalente à noção de limite de uma sucessão generalizada, correspondente
a uma relação  naturalmente definida em .¤ ‚ 
e) Lembrar a noção de aplicação admissível entre conjuntos dirigidos, que é
utilizada na definição da noção de subsucessão generalizada. Diremos que
um conjunto dirigido  é  se existir uma aplicação admis-N de tipo numerável
sível , onde em  se considera, naturalmente, a ordem usual.!  À Ä N
Verificar que , com a relação  considerada em d), é um conjunto ‚ ¤
dirigido de tipo numerável e que, se  é um conjunto contável de índices, oN
conjunto , referido em a), é de tipo numerável.c0 ÐN Ñ
Sugestão: No primeiro caso, tomar  e, no segundo, afastado já!Ð8Ñ œ Ð8ß 8Ñ
o caso trivial em que , considerar uma aplicação sobrejetiva N œ g À Ä N: 
e definir .! : : :Ð8Ñ œ Ö Ð"Ñß Ð#Ñßá ß Ð8Ñ×
f) Adaptar a demonstração do teorema da convergência dominada para suces-
sões duplas na alínea c) do exercício II.1.20, para provar a seguinte versão do
teorema da convergência dominada para sucessões generalizadas:
Sejam  um conjunto dirigido de tipo numerável,  um espaço deN Ð\ß ß Ñ` .
medida e  uma sucessão generalizada de funções mensuráveisÐ0 Ñ4 4−N

0 À\ Ä B − \ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ4  4‘  tais que, para cada , . Tem-se então que
0 À\ Ä 1À\ Ä‘ ‘  é mensurável e, supondo que existe  mensurável,
com , tal que , para cada  e ,'

\ 41ÐBÑ . ÐBÑ  _ 0 ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ 4 − N B − \.

vem

( (
\ \

40 ÐBÑ . ÐBÑ Ä 0ÐBÑ . ÐBÑ. . .

§2. Integração de funções com valores num espaço de Banach.

Na secção precedente vimos como definir o integral de uma função
mensurável com valores em . Do ponto de vista intuitivo, pelo menos‘

no caso dos espaços de medida mais interessantes, uma função ser mensu-
rável pode ser interpretado como ela não ser “demasiado estranha” e, na
prática, todas as funções que nos aparecem explicitamente descritas
acabam por ser mensuráveis. A contrapartida que temos que pagar pelo
facto de qualquer função com valores em , que não seja “demasiado‘

estranha”, ter integral é que esse integral pode ser , o que não é um_
preço demasiado alto desde que nos situemos num contexto de números
positivos (no sentido lato).
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Na secção que agora iniciamos, vamos abandonar as hipóteses de positi-
vidade mas, em compensação, teremos que ser muito mais cuidadosos em
afastar a hipótese de algumas expressões poderem tomar um valor
infinito. Analisando o que é necessário para integrar uma função, consta-
tamos que precisamos multiplicar valores da função por medidas de
conjuntos, somar valores assim obtidos e tomar limites de sucessões de
valores assim obtidos. Estas observações levam-nos a pôr a hipótese de o
contexto natural para a integração ser o das funções com valores num
espaço vetorial normado, espaço que será conveniente ser completo (isto
é, um espaço de Banach) para termos um método importante para garantir
a convergência de certas sucessões. Vamos verificar que é esse efetiva-
mente o caso.
Tal como já encontrámos na secção I.5, também no contexto dos espaços
vetoriais normados vão ser importantes os subconjuntos que, munidos da
topologia induzida são espaços de base contável (cf. I.5.24). Vamos, por
isso, iniciar a secção com algumas observações sobre espaços de base
contável, no contexto dos espaços métricos, em particular no dos subcon-
juntos de espaços vetoriais normados que complementam o referido em
I.5.25, I.5.26 e I.5.27.

II.2.1 Um espaço topológico  diz-se  se existe uma parte contável\ separável
E § \ \ que seja densa, isto é, cuja aderência seja .
Se  é um espaço métrico, então  é de base contável se, e só se, é\ \
separável.
Dem:  Seja  uma base contável de abertos de . Para cada , tal1) h h\ Y −
que , seja  um elemento escolhido e seja  o conjunto contávelY Á g B − Y EY

dos elementos escolhidos . Verifiquemos que  é uma parte densa de .B E \Y

Ora se  e  é uma vizinhança arbitrária de , tem-se int , que éB − \ Z B B − ÐZ Ñ
um aberto pelo que, por  ser uma base de abertos, existe  tal queh hY −
B − Y § ÐZ Ñ B − Z  E Z  E Á gint  e então , portanto .Y

2) Seja  um subconjunto contável denso . Seja  o conjuntoE § \ E h
contável de abertos , com  e  racional e verifiquemos que F Ð+Ñ + − E <  !< h
é uma base de abertos, ou seja, que, sendo  um aberto de  e , existeY \ B − Y
um conjunto de  que contém  e está contido em . Ora, podemosh B Y
considerar  tal que , considerar um racional  com&  ! F ÐBÑ § Y <&

!  <  Î# B E + − E  F ÐBÑ&  e, por  ser aderente a , um elemento . Por ser<

.Ð+ß BÑ  < B − F Ð+Ñ tem-se também , que é um dos conjuntos em , e, pela< h
desigualdade triangular, tem-se

F Ð+Ñ § F ÐBÑ § F ÐBÑ § Y< #< & . 

II.2.2  Seja  um espaço(Subconjuntos separáveis dum espaço métrico) \
métrico. Tem-se então:
a) Se ] § \ ] é contável, então  é separável.
b) Se ] § \ ] § ] ] é separável e , então  é também separável.w w

c) Se  é separável, então a aderência ad , de  em , é também] § \ Ð] Ñ ] \
separável.
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d) Se  é uma família contável de subconjuntos separáveis de , entãoÐ] Ñ \4 4−N-
4−N

4]  é também separável.

e) Se  é compacto, então  é separável.] § \ ]
Dem:  Temos uma consequência de  ser uma parte densa em .a) ] ]
b) A conclusão resulta de II.2.1 e da alínea a) de I.5.25.
c) Se  é um conjunto contável denso em ,  é também denso emF § ] ] F
ad , uma vez que ad , sendo um fechado de  que contém , contémÐ] Ñ ÐFÑ \ ]
também ad .Ð] Ñ
d) Seja, para cada ,  é um conjunto contável denso em .4 − N F § ] ]4 4 4

Então  é uma parte contável densa de .- -
4−N 4−N

4 4F ]

e) Para cada , a propriedade das coberturas dos conjuntos compactos8 − 
garante a existência de uma parte finita  tal que a união das bolasF § ]8

abertas , com , contenha . Tem-se então que a união  dosF ÐBÑ B − F ] F"Î8 8

F 8 − ] ]8, com , é um subconjunto contável de  que é denso em , uma vez
que, para cada  e , podemos escolher  tal que  eC − ]  ! 8 $ $"

8

B − F § F C − F ÐBÑ B − ]  F ÐCÑ8 "Î8 tal que , e então .$ 

II.2.3 Sejam  um espaço topológico(Imagem por uma aplicação contínua) \

de base contável, \s s0À\ Ä \ um espaço métrico e  uma aplicação contínua.
Tem-se então que  é separável.0Ð\Ñ § \s

Dem: Seja  uma base contável de abertos de  e escolhamos, para cadah \
Y − Y Á g B − Yh , com , um elemento . Vemos verificar que oY

subconjunto contável , cujos elementos são os , é denso emF § 0Ð\Ñ 0ÐB ÑY

0Ð\Ñ C − 0Ð\Ñ  ! C œ 0ÐBÑ B − \. Ora, se  e , vem , para um certo $
donde, pela continuidade de  em , existe um aberto  de , com 0 B Y \ B − Yw w

tal que  e, sendo  tal que  tem-se0ÐY Ñ § F ÐCÑ Y − B − Y § Yw w
$ h

0ÐB Ñ − F  F ÐCÑY $ . 

II.2.4 (Aplicações topologicamente mensuráveis) Sejam  um espaçoÐ\ß Ñ`
mensurável,  um espaço de Banach  e  uma aplicação. VamosI 0À\ Ä I54

dizer que  é  se  é mensurável, quando se0 0topologicamente mensurável
considera em  a -álgebra  dos borelianos, e  é separável.I 0Ð\Ñ5 UI

Analogamente ao que referimos no início desta secção, relativamente às
funções com valores em , as funções topologicamente mensuráveis‘

com valores num espaço de Banach vão ser intuitivamente encaradas
como aquelas que não são “demasiado estranhas” para efeitos de
integração. Repare-se que, no caso das funções com valores em , não‘

fazia sentido estar a pedir que a imagem tivesse base contável, uma vez

54Com frequência trabalharemos com espaços de Banach, mesmo em situações em que se
poderia trabalhar com espaços vetoriais normados, não necessariamente completos. Os
espaços completos são essenciais em muitas situações e, ao trabalharmos sistematica-
mente com estes, dispensamos a necessidade de nos lembrarmos dos pontos em que eles
são essenciais.
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que ela era uma parte de , o qual já tem base contável.‘

Tal como acontecia com as funções com valores em , vamos ver em‘

seguida que muitas das construções habituais de novas funções a partir de
outras que sejam topologicamente mensuráveis, conduzem a funções
topologicamente mensuráveis o que, de certo modo, explica o facto de
estas serem “muito numerosas”,

II.2.5  Entre os espaços de Banach que é mais frequente encontrarmos no(Nota)
contexto da integração estão ‘ ‚ e , em ambos os casos com o valor absoluto
como norma implícita, e, mais geralmente, os espaços vetoriais  deI
dimensão finita, com qualquer das normas equivalentes que estes espaços
possuem. Em todos estes casos particulares, o próprio espaço  já é de baseI
contável, e portanto separável, como constatamos se lembrarmos o referido
nas alíneas b) e e) de I.5.25 e tivermos em conta que um espaço vetorial real
de dimensão  é isomorfo, e portanto também homeomorfo, a  e que um8 ‘8

espaço vetorial complexo de dimensão  é também um espaço vetorial real8
de dimensão . Nestes casos particulares, uma aplicação topologicamente#8
mensurável é assim simplesmente uma aplicação mensurável, sem mais
nenhuma condição suplementar.
Observe-se também que, mesmo no caso dos espaços de Banach de dimensão
infinita, muitos dos que são encontrados com frequência são, de facto,
espaços separáveis, pelo que a eles se aplica também a observação que
fizemos atrás (ver, por exemplo, III.4.7 adiante).

II.2.6 Sejam  um espaço(Composta com uma aplicação contínua) Ð\ß Ñ`
mensurável,  um espaço de Banach e I 0À\ Ä I uma aplicação
topologicamente mensurável. Sejam  um espaço de Banach,  umJ F § I
boreliano, com  e  uma aplicação contínua. Tem-se0Ð\Ñ § F 1ÀF Ä J
então que  é também topologicamente mensurável.1 ‰ 0 À\ Ä J
Dem: O facto de  ser mensurável implica que  é0 À\ Ä I 0À\ Ä F
também mensurável, quando se considera em  a -álgebra  dosF 5 UF

borelianos (cf. I.5.5 e I.2.9). Uma vez que  é mensurável, por ser1ÀF Ä J
contínua (cf. I.5.8), concluímos que  é mensurável. O facto de1 ‰ 0 À\ Ä J
1 ‰ 0Ð\Ñ œ 1Ð0Ð\ÑÑ § J 0Ð\Ñ § I ser separável resulta de  ser de base
contável, tendo em conta II.2.3. 

II.2.7 (Composta com uma aplicação mensurável) Sejam  e Ð\ß Ñ Ð] ß Ñ` a
dois espaços mensuráveis e  uma aplicação mensurável. Sejam :À\ Ä ] I
um espaço de Banach e  uma aplicação topologicamente0 À ] Ä I
mensurável. Tem-se então que  é também topologicamente0 ‰ À\ Ä I:
mensurável.
Dem: A aplicação  é mensurável, enquanto composta de duas0 ‰ :
mensuráveis e o facto de  ser separável é uma consequência de se0 ‰ Ð\Ñ:
ter , onde  é separável.0 ‰ Ð\Ñ § 0Ð] Ñ 0Ð] Ñ: 

II.2.8 (Aplicação com valores num produto) Sejam  e  espaços de Banach,I J
e consideremos no espaço vetorial  a normaI ‚ J
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mÐDß AÑm œ ÖmDmß mAm×max ,

que sabemos definir a topologia produto e tornar  um espaço deI ‚ J
Banach. Sejam  um espaço mensurável e  e Ð\ß Ñ 0 À\ Ä I 1À\ Ä J`
duas aplicações topologicamente mensuráveis. É então também topologica-
mente mensurável a aplicação , definida por2À\ Ä I ‚ J

2ÐBÑ œ Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ. 55

Dem: Uma vez que  e  são separáveis, o mesmo vai0Ð\Ñ § I 1Ð\Ñ § J
acontecer às respetivas aderências ad  e ad , que são^ œ Ð0Ð\ÑÑ [ œ Ð1Ð\ÑÑ
fechados, em particular borelianos de  e , respetivamente. Uma vez queI J
0À\ Ä ^ 1À\ Ä [ ^ [ e  também são mensuráveis, quando em  e  se
consideram as -álgebras dos borelianos  e , respetivamente, tendo em5 U U^ [

conta I.5.21, vem então mensurável a aplicação , quando se2À\ Ä ^ ‚[
considera no espaço de chegada a -álgebra produto  que, por5 U U^ [Œ
I.5.27, coincide com a -álgebra dos borelianos de , o que implica5 ^ ‚[
que  é mensurável, quando se considera em  a2À\ Ä I ‚ J I ‚ J
5-álgebra dos borelianos. O facto de  ser separável é uma consequência2Ð\Ñ
de se ter , que é de base contável, e portanto separável2Ð\Ñ § 0Ð\Ñ ‚ 1Ð\Ñ
tendo em conta a alínea c) de I.5.25. 

II.2.9 (Somas e produtos de aplicações topologicamente mensuráveis) Seja
Ð\ß Ñ`  um espaço mensurável. Tem-se então:
a) Se  é um espaço de Banach e  são duas aplicaçõesI 0ß 1À\ Ä I
topologicamente mensuráveis, então  é também topologica-0  1À\ Ä I
mente mensurável.
b) Sejam  três espaços de Banach e  uma aplicaçãoJßKßL ÀJ ‚ K Ä L0
bilinear contínua, que encaramos como uma “multiplicação”, notando, para
cada  e ,A − J D − K

A‚ D œ ÐAß DÑ − L0 .

Se  e  são duas aplicações topologicamente mensuráveis,0 À\ Ä J 1À\ Ä K
então é topologicamente mensurável a aplicação , definida por0 ‚ 1À\ Ä L

Ð0 ‚ 1ÑÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ œ Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ0 .

c) Em particular, se  é um espaço de Banach sobre o corpo , igual a  ouI Š ‘
‚ : Š, e se  e  são aplicações topologicamente0 À\ Ä I À\ Ä
mensuráveis , então é também topologicamente mensurável a aplicação56

:0 À\ Ä I.

55Este resultado é uma das razões pelas quais temos que trabalhar com aplicações topo-
logicamente mensuráveis. Se  e  fossem apenas aplicações mensuráveis, não consegui-0 1
ríamos mostrar que  é mensurável, sem as hipóteses de  e  serem de separáveis.2 I J
56No caso de , topologicamente mensurável é o mesmo que mensurável, uma vez que:
Š ‘ ‘, igual a  ou , é separável.#
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Dem: As alíneas a) e b) têm uma justificação totalmente análoga: Tendo em
conta II.2.8, consideramos a aplicação topologicamente mensurável
\ Ä I ‚I \ Ä J ‚K B È Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ (respetivamente, ),  e reparamos
que  (respetivamente, ) é a composta daquela aplicação com a0  1 0 ‚ 1
soma (respetivamente a aplicação ), que é uma aplicação contínua0
I ‚I Ä I J ‚K Ä L (respetivamente ). A alínea c) é o caso particular
de b) em que tomamos para  a multiplicação pelos escalares, uma aplicação0
bilinear contínua .Š‚I Ä I 

II.2.10 Sejam  um espaço topológico de base contável, sobre o qual conside-\
ramos a 5 U-álgebra dos borelianos , e  um espaço de Banach. Se\ I
0À\ Ä I 0 é uma aplicação contínua, então  é topologicamente mensurável.
Dem: Tendo em conta I.5.8,  é mensurável e o facto de  ser separável0 0Ð\Ñ
é uma consequência de II.2.3. 

II.2.11 Sejam  um espaço mensurável e  uma família contável deÐ\ß Ñ Ð\ Ñ` 4 4−N

conjuntos de  tal que . Sejam  um espaço  e` \ œ \ I-
4−N

4 de Banach

0 À\ Ä I 4 − N 0 À\ Ä I uma aplicação tal que, para cada ,  seja topo-Î\ 44

logicamente mensurável. Tem-se então que  é topologicamente0 À\ Ä I
mensurável.
Dem: A aplicação é mensurável, tendo em conta I.5.6, e o facto de  ser0Ð\Ñ
separável é uma consequência de se tratar da união dos , que são0Ð\ Ñ4
separáveis (cf. a alínea d) de II.2.2). 

II.2.12 Sejam  um espaço mensurável,  um espaço métrico e Ð\ß Ñ ] Ð0 Ñ` 8 8−

uma sucessão de aplicações mensuráveis tal que, para cada ,B − \
0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ 0 À\ Ä ]8 . Tem-se então que a aplicação , assim definida, é
mensurável.
Dem: Tendo em conta I.5.7, tudo o que temos que verificar é que, para cada
aberto  de , , podendo já afastar-se o caso trivial em queZ ] 0 ÐZ Ñ −" `
Z œ ] 0 ÐZ Ñ œ \, e portanto . Lembrando que, no contexto dos espaços"

métricos, a distância a um conjunto fechado não vazio é uma função contínua
que se anula exatamente nesse conjunto fechado, podemos, para cada ,7 − 
considerar o aberto , definido porZ § Z7

Z œ ÖC − ] ± .ÐCß ] Ï Z Ñ  ×
"

7
7 .

Vamos mostrar em seguida que se tem

0 ÐZ Ñ œ 0 ÐZ Ñ" "

Ð7ß5Ñ− ‚ 8 5
8 7. ,

 

,

o que, uma vez que cada , provará que , e0 ÐZ Ñ − 0 ÐZ Ñ −8
" "

7 ` `
terminará a demonstração.
Suponhamos que . Vem , ou seja, ,B − 0 ÐZ Ñ 0ÐBÑ − Z .Ð0ÐBÑß ] Ï Z Ñ  !"

pelo que existe  tal que  e, por ser7 − .Ð0ÐBÑß ] Ï Z Ñ  "
7
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.Ð0 ÐBÑß ] Ï Z Ñ Ä .Ð0ÐBÑß ] Ï Z Ñ8 ,

existe  tal que, para todo o , , por outras5 − 8   5 .Ð0 ÐBÑß ] Ï Z Ñ  8
"
7

palavras,  e . Ficou assim provado que0 ÐBÑ − Z B − 0 ÐZ Ñ8 7 78
"

B − 0 ÐZ Ñ. ,
Ð7ß5Ñ− ‚ 8 5

8
"

7

 

.

Suponhamos, reciprocamente, que  pertence ao conjunto referido e sejaB
7ß 5 8   5 B − 0 ÐZ Ñ fixados tais que, para cada , , ou seja,8

"
7

.Ð0 ÐBÑß ] Ï Z Ñ 
"

7
8 .

Mais uma vez por ser

.Ð0 ÐBÑß ] Ï Z Ñ Ä .Ð0ÐBÑß ] Ï Z Ñ8 ,

concluímos que , donde , ou seja,.Ð0ÐBÑß ] Ï Z Ñ    ! 0ÐBÑ − Z"
7

B − 0 ÐZ Ñ" . 

II.2.13  Sejam  um espaço(Limites de topologicamente mensuráveis) Ð\ß Ñ`
mensurável,  um espaço  e  uma sucessão de aplicaI Ð0 Ñde Banach ções8 8−

topologicamente mensuráveis  tal que, para cada ,0 À\ Ä I B − \8

0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ 0 À\ Ä I8 . Tem-se então que a aplicação , assim definida, é
topologicamente mensurável.
Dem: Já sabemos que  é mensurável, tendo em conta II.2.12. Uma0 À\ Ä I
vez que cada  é separável, deduzimos sucessivamente, das alíneas d) e0 Ð\Ñ8

c) de II.2.2, que  e a sua aderência são também separáveis. Uma vez-
8−

8


0 Ð\Ñ

que cada  é limite da sucessão dos , que pertencem a ,0ÐBÑ 0 ÐBÑ 0 Ð\Ñ8 8
8−

-


concluímos que

0Ð\Ñ § 0 Ð\Ñadˆ ‰.
8−

8



e portanto, pela alínea b) do resultado citado,  é separável.0Ð\Ñ 

II.2.14 Notemos que, se  é um espaço de Banach, o facto de a funçãoI
I Ä § D È mDm‘ ‘ , , ser contínua, em particular mensurável, implica
que, se  é um espaço mensurável e se é mensurável (emÐ\ß Ñ 0 À\ Ä I`
particular, se é topologicamente mensurável), então é mensurável a aplicação

\ Ä § B È m0ÐBÑm‘ ‘ , .

Esta propriedade será usada amiúde sem referência explícita.

II.2.15 (Aplicações integráveis) Sejam  um espaço de medida e Ð\ß ß Ñ I` .
um espaço de Banach. Vamos dizer que uma aplicação  é0 À\ Ä I
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integrável se ela é topologicamente mensurável e

( m0ÐBÑm . ÐBÑ  _. .

Com o objetivo de definir o integral das funções integráveis, vamos, por
analogia com o que se fez no contexto das funções com valores em ,‘

começar por examinar uma classe particular de aplicações integráveis, as
aplicações em escada, que vão jogar o papel que então jogavam as
funções simples. Repare-se que, ao contrário do que sucedia com as
funções simples em II.1.6, a definição de aplicação em escada já faz
intervir a medida que se considera no domínio.

II.2.16 Sejam Ð\ß`Ñ I um espaço mensurável e  um espaço de Banach. Por
analogia com II.1.6, vamos dizer que uma aplicação  é uma0 À\ Ä I
aplicação simples se ela é mensurável e o contradomínio  é finito. Mais0Ð\Ñ
particularmente, e essas serão as aplicações com um papel mais importante
nesta secção, dada uma medida , vamos dizer que uma aplicação. ` ‘À Ä 

0À\ Ä I é uma  se ela é simples e integrável.aplicação em escada
Repare-se que, no caso particular em que , toda a aplicação.Ð\Ñ  _
simples  é uma aplicação em escada, uma vez que a função0 À\ Ä I
B È m0ÐBÑm é então simples, e portanto de integral finito.

II.2.17 Sejam Ð\ß`Ñ I um espaço mensurável,  um espaço de Banach e
0 À\ Ä I Ð\ Ñ uma aplicação simples. Existe então uma família finita  de4 4−N

partes mensuráveis de , disjuntas duas a duas e de união , tais que a\ \
restrição de  a cada  seja constante.0 \4

A uma tal família damos então o nome de  à aplicaçãopartição adaptada
simples  (comparar com II.1.7) e, no caso em que é dada uma medida0
. ` ‘À Ä N !, usamos a notação  para designar o conjunto dos índices
4 − N Ð\ Ñ  _ Ð\Ñ  _ tal que . É claro que, no caso em que ,. .4

tem-se  simplesmente .N œ N!

No caso em que é dada uma medida  e  é mesmo uma. ` ‘À Ä 0À\ Ä I

aplicação em escada, tem-se , para cada  e .0ÐBÑ œ ! 4 − N Ï N B − \! 4

Dem: Para obter uma partição adaptada, basta tomar para  o conjunto finitoN
0Ð\Ñ 4 − N e, para cada , tomar

\ œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ œ 4×4 ,

imagem recíproca por meio de  do conjunto fechado, em particular0
boreliano . Supondo agora que a aplicação é em escada, dada umaÖ4× § I
partição adaptada , tem-se, para cada , com , paraÐ\ Ñ 4 − N 0ÐBÑ œ A4 4−N ! 4!

B − \4! ,57

57A \ Á g4 4! !
 está bem determinado se .
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_  m0ÐBÑm . ÐBÑ œ m0ÐBÑm . ÐBÑ  

  m0ÐBÑm . ÐBÑ œ Ð\ Ñ mA m

( ("
(
\ \4−N

\
4 4

. .

. .

4

4!

! !
,

pelo que, se , isto é, se , tem-se  e4 − N Ï N Ð\ Ñ œ _ mA m œ !! ! 4 4.
! !

A œ !4! . 

II.2.18 Repare-se que, tal como em II.1.12, se 0 À\ Ä I é uma aplicação
simples e se  é uma partição adaptada tal que , para cadaÐ\ Ñ 0ÐBÑ œ A4 4−N 4

B − \ À\ Ä \4 \  4, então, sendo  a função indicatriz de , tem-se, paraˆ ‘
4

cada ,B − \

0ÐBÑ œ ÐBÑA"
4−N

\ 4ˆ
4

e, no caso em que é dada uma medida  e  é mesmo uma. ` ‘À Ä 0

aplicação em escada, também

0ÐBÑ œ ÐBÑA"
4−N

\ 4

!

4
ˆ .

II.2.19 Sejam  um espaço de medida,  um espaço de Banach eÐ\ß ß Ñ I` .
0 À\ Ä I Ð\ Ñ Ð\ Ñ uma aplicação em escada. Sejam  e  duas4 4−N 5−O

w
5

partições adaptadas à aplicação  e sejam  e  famílias de0 ÐA Ñ ÐD Ñ4 4−N 5 5−O

vetores de  tais que , para cada , e que , paraI 0ÐBÑ œ A B − \ 0ÐBÑ œ D4 4 5

cada .  Tem-se entãoB − \w
5

58

" "
4−N 5−O

4 4 5
w
5

! !

. .Ð\ ÑA œ Ð\ Ñ D .

Dem: Comecemos por observar que, sempre que , tem-se\ \ Á g4
w
5

A œ D 0ÐBÑ B4 5, uma vez que ambos os vetores são iguais a , para  em
\ \ 4 − N \4 ! 4

w
5. Para cada ,  é a união da família finita dos conjuntos

mensuráveis , , que são disjuntos dois a dois, e obtemos\ \ 5 − O4
w
5

" " " "ˆ ‰
4−N 4−N 5−O

4 4 4 4 4 4
w w
5 5

Ð4ß5Ñ−N ‚O! ! !

. . .Ð\ ÑA œ Ð\ \ Ñ A œ Ð\ \ ÑA .

Para cada  e , tem-se , uma vez que, se4 − N 5 − O Ï O Ð\ \ ÑA œ !! ! 4 4
w
5.

\ \ œ g Ð\ \ Ñ œ ! A œ D œ !4 4 4 5
w w
5 5, tem-se  e, caso contrário, ..

Deduzimos assim das igualdades anteriores que se tem também

58Repare-se que os  estão bem determinados para os índices  tais que  mas que,D 4 \ Á g4 4

se , qualquer  verifica a condição referida. Análoga observação vale evi-\ œ g D − I4 4

dentemente para os .A5
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" "
4−N

4 4 4 4

Ð4ß5Ñ−N ‚O

w
5

! ! !

. .Ð\ ÑA œ Ð\ \ ÑA .

Por troca dos papéis das duas partições, tem-se também

" "
5−O

w w
5 55 4 5

Ð4ß5Ñ−N ‚O! ! !

. .Ð\ Ñ D œ Ð\ \ Ñ D .

Para concluir a igualdade do enunciado, basta assim verificar que, para cada
par Ð4ß 5Ñ − N ‚O! !

. .Ð\ \ ÑA œ Ð\ \ Ñ D4 4 4 5
w w
5 5

e isso é uma consequência de ambos os membros desta igualdade serem , no!
caso em que  e, caso contrário, de ser .\ \ œ g A œ D4 4 5

w
5 

II.2.20 Tendo em conta o resultado precedente, sendo Ð\ß ß` .Ñ um espaço de
medida,  um espaço de Banach e  uma aplicação em escada, I 0À\ Ä I é
legítimo definir o  de  como sendo o vetor de integral 0 I

( ( "0 . œ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð\ ÑA. . .
4−N

4 4

!

,

onde  é uma partição adaptada à função , , para cadaÐ\ Ñ 0 0ÐBÑ œ A4 4−N 4

B − \ N 4 − N Ð\ Ñ  _4 ! 4 e  é o conjunto dos  tais que ..
Observe-se desde já que, no caso em que consideramos para  o espaço ,I ‘
uma função  é uma aplicação em escada se, e só se, é uma0 À\ Ä §‘ ‘

função simples (cf. II.1.6) e com  e que, nesse caso, o integral' 0 .  _.
de  como aplicação em escada coincide com o seu integral como função0
simples, uma vez que, para cada , tem-se .4 − N Ï N A œ !! 4

II.2.21 Como exemplo trivial de aplicação em escada, temos a aplicação identi-
camente nula, , a qual admite a família formada pelo único!À\ Ä I
conjunto  como partição adaptada. É claro que se tem\

( ! . œ !. .

Outra consequência direta da definição é que, se  (ou, o que é.Ð\Ñ œ !
equivalente, se ), então, para cada aplicação em escada ,. œ ! 0À\ Ä I
tem-se , visto que, sendo  uma partição adaptada a' 0ÐBÑ . ÐBÑ œ ! Ð\ Ñ. 4 4−N

0 Ð\ Ñ œ ! 4, tem-se , para cada .. 4

II.2.22 Sejam  um espaço mensurável e  um espaço de Banach. SeÐ\ß Ñ I`
Ð\ Ñ4 4−N  é uma família finita de conjuntos mensuráveis disjuntos dois a dois e
de união  e se  é uma família de elementos de , então podemos\ ÐA Ñ I4 4−N

definir uma aplicação simples , tendo a família dos  como0 À\ Ä I \4

partição adaptada, pela condição de se ter , para cada . No0ÐBÑ œ A B − \4 4
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caso em que é dada uma medida  e  sempre que. ` ‘À Ä A œ ! 4

.Ð\ Ñ œ _4 , esta aplicação é mesmo uma aplicação em escada.
Dem:  O facto de  ser topologicamente mensurável resulta de I.5.6, já que a0
restrição a cada  é constante, e do facto de  ser finito, em particular\ 0Ð\Ñ4

separável. Reparamos enfim que, com a hipótese suplementar, a função
\ Ä B È m0ÐBÑm mA m \‘ 4 4,  é uma função simples, que toma o valor  em ,
donde

( " "m0ÐBÑm . ÐBÑ œ mA m Ð\ Ñ œ mA m Ð\ Ñ  _. . .
4−N 4−N

4 4 4 4

!

. 

II.2.23  Sejam (Lema) Ð\ß Ñ I`  um espaço mensurável,  um espaço de Banach
e  duas aplicações simples. Existe então uma partição 0 ß 1À\ Ä I Ð\ Ñ4 4−N

adaptada simultaneamente a  e a .0 1
Dem: Seja  uma família finita de conjuntos mensuráveis, disjuntosÐ\ Ñ4 4−N

dois a dois e de união , tais que  seja constante em cada  e seja\ 0 \4

Ð\ Ñw5 5−O  uma família finita de conjuntos mensuráveis, disjuntos dois a dois e
de união , tais que  seja constante em cada . Tem-se então que os\ 1 \w

5

conjuntos mensuráveis , , são disjuntos dois a dois e\ \ Ð4ß 5Ñ − N ‚O4
w
5

de união , constituem uma família finita e em cada um deles tanto  como\ 0
1 é constante. 

II.2.24  Sejam (Aditividade) Ð\ß ß Ñ I` .  um espaço de medida,  um espaço de
Banach e  duas aplicações em escada. Tem-se então que0 ß 1À\ Ä I
0  1À\ Ä I é também uma aplicação em escada e

( ( (0ÐBÑ  1ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  1ÐBÑ . ÐBÑ. . . .

Dem: Tendo em conta o lema anterior, podemos considerar uma família
finita  de conjuntos mensuráveis disjuntos dois a dois e de união Ð\ Ñ \4 4−N

tal que, para cada ,  e  e sabemos que entãoB − \ 0ÐBÑ œ A 1ÐBÑ œ D4 4 4

tem-se , sempre que . ComoA œ D œ ! Ð\ Ñ œ _4 4 4.
0ÐBÑ  1ÐBÑ œ A  D B − \ A  D œ !4 4 4 4 4, sempre que , onde , sempre que
.Ð\ Ñ œ _ 0  14 , segue-se que  é uma aplicação em escada e que

( "
" "
( (

0ÐBÑ  1ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð\ Ñ ÐD  A Ñ œ

œ Ð\ Ñ D  Ð\ ÑA œ

œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  1ÐBÑ . ÐBÑ

. .

. .

. .

4−N

4 4 4

4−N 4−N

4 4 4 4

!

! !

. 

II.2.25 (Composição com uma aplicação linear) Sejam  um espaçoÐ\ß ß Ñ` .
de medida,  e  espaços de Banach e  uma aplicação linear. SeI J ÀI Ä J!
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0 À\ Ä I ‰ 0À\ Ä J é uma aplicação em escada, então  é também uma!
aplicação em escada e

( (Š ‹! . ! .Ð0ÐBÑÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ . 59

Dem: Seja  uma família finita de conjuntos mensuráveis disjuntosÐ\ Ñ4 4−N

dois a dois e de união  tais que em cada  a aplicação  tome o valor\ \ 04

constante  e que , sempre que . Uma vez que A A œ ! Ð\ Ñ œ _ ‰ 04 4 4. !
toma o valor constante  em  e que , sempre que! !ÐA Ñ \ ÐA Ñ œ !4 4 4

. !Ð\ Ñ œ _ ‰ 04 , concluímos que  é também uma aplicação em escada e

( " "Š ‹
Š ‹(

! . . ! ! .

! .

Ð0ÐBÑÑ . ÐBÑ œ Ð\ Ñ ÐA Ñ œ Ð\ ÑA œ

œ 0ÐBÑ . ÐBÑ

4−N 4−N

4 4 4 4

! !

.

II.2.26  (Corolário) Sejam  um espaço de medida e  um espaço deÐ\ß ß Ñ I` .
Banach sobre , igual a  ou . Tem-se então:Š ‘ ‚
a) Se  é uma aplicação em escada e , então é também em0 À\ Ä I + − Š
escada a aplicação , , e+0 À\ Ä I B È +0ÐBÑ

( (+0ÐBÑ . ÐBÑ œ + 0ÐBÑ . ÐBÑ. . ;

b) Se  é uma aplicação em escada e , então é também em0 À\ Ä A − IŠ
escada a aplicação , , e0 AÀ\ Ä I B È 0ÐBÑA

( (Š ‹0ÐBÑA . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ A. . .

Dem: Basta considerar, para a), a aplicação linear , , e, paraI Ä I D È +D
b), a aplicação linear , .Š Ä I , È ,A 

II.2.27 Sejam  um espaço de medida,  um espaço de Banach eÐ\ß ß Ñ I` .
0 À\ Ä I uma aplicação em escada. É então também em escada, em
particular simples, a função ,  e\ Ä § B È m0ÐBÑm‘ ‘

½ ½( (0ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ m0ÐBÑm . ÐBÑ. . .

59Considerando duas normas arbitrárias, equivalentes ou não, sobre um mesmo espaço
vetorial , este resultado, aplicado a , com uma norma no domínio e a outraI M ÀI Ä II

no espaço de chegada, mostra que o facto de uma função ser em escada e o valor do seu
integral não dependem da norma que se considera. De facto, foi só por comodidade e por
ser nesse contexto que o integral de funções mais gerais vai ser definido adiante, que
considerámos que o espaço de chegada é de Banach, para podermos falar de funções
integráveis.
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Dem: Seja  uma família finita de conjuntos mensuráveis disjuntosÐ\ Ñ4 4−N

dois a dois e de união  tais que em cada  a aplicação  tome o valor\ \ 04

constante  e que , sempre que . Uma vez que A A œ ! Ð\ Ñ œ _ m0ÐBÑm4 4 4.
toma o valor constante  em  e que , sempre quemA m \ mA m œ !4 4 4

.Ð\ Ñ œ _ B È m0ÐBÑm4 , concluímos que  é também uma aplicação em
escada e

½ ½ ½ ½( " "
" (

0ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð\ ÑA Ÿ m Ð\ ÑA m œ

œ Ð\ Ñ mA m œ m0ÐBÑm . ÐBÑ

. . .

. .

4−N 4−N

4 4 4 4

4−N

4 4

! !

!

. 

No estudo do integral das funções mensuráveis com valores em , um‘

instrumento fundamental foi a possibilidade de obter qualquer função
mensurável como limite de uma sucessão crescente de funções simples
(cf. II.1.19), instrumento que foi usado em conjunção com o teorema da
convergência monótona. Uma vez que, no contexto das funções com
valores vetoriais, não faz sentido falar de sucessões crescentes, vamos
arranjar um substituto daquele instrumento, vocacionado para a utilização
do teorema da convergência dominada.

II.2.28 Sejam Ð\ß ß` .Ñ I um espaço de medida e  um espaço de Banach.
Dizemos que uma sucessão  de aplicações  é  seÐ0 Ñ 0 À\ Ä I8 8− 8 dominada
existir , mensurável e com , tal que, para: ‘ : .À\ Ä ÐBÑ . ÐBÑ  _ '
cada  e , .8 − B − \ m0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑ :8

II.2.29  Sejam (Aproximação dominada por aplicações em escada) Ð\ß`Ñ
um espaço mensurável,  um espaço de Banach e  uma aplicaçãoI 0À\ Ä I
topologicamente mensurável. Existe então uma sucessão  deÐ0 Ñ8 8−

aplicações simples  tal que:0 À\ Ä I8

a) Para cada , ;B − \ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ8

b) Para cada  e , ;8 − B − \ m0 ÐBÑm Ÿ #m0ÐBÑm 8

c) Para cada , .8 − 0 Ð\Ñ § 0Ð\Ñ  Ö!× 8

Em particular, no caso em que temos uma medida  e . ` ‘À Ä 0À\ Ä I

é integrável, a sucessão  é uma sucessão dominada de aplicações emÐ0 Ñ8 8−

escada.
Dem: Uma vez que  é separável, e portanto o mesmo acontece a0Ð\Ñ
0Ð\Ñ  Ö!× 0Ð\Ñ  Ö!×, podemos considerar uma parte densa contável de ,
que supomos já conter o vetor , assim como uma sucessão  de! ÐA Ñ8 8−

vetores, com , cujo conjunto dos termos seja essa parte densa deA œ !"

0Ð\Ñ  Ö!×.
Fixado , considere-se, para cada , o conjunto8 − " Ÿ 5 Ÿ 8
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E œ ÖB − \ ± a m0ÐBÑ  A m Ÿ m0ÐBÑ  A m×8ß5 5 4
"Ÿ4Ÿ8

,

conjunto que é mensurável por ser a intersecção, para , das ima-" Ÿ 4 Ÿ 8
gens recíprocas de  pelas funções mensuráveis ,Ò!ß_Ò \ Ä ‘

B È m0ÐBÑ  A m  m0ÐBÑ  A m4 5 .

Para cada , a união dos , com , é igual a , uma vez8 − E " Ÿ 5 Ÿ 8 \ 8ß5

que, para cada , dos vetores , há pelo menos um a distânciaB − \ A ßá ßA" 8

mínima de . Além disso, se , tem-se0ÐBÑ B − E8ß5

m0ÐBÑ  A m Ÿ m0ÐBÑ  A m œ m0ÐBÑm5 " ,

donde

mA m œ mÐA  0ÐBÑÑ  0ÐBÑm Ÿ mA  0ÐBÑm  m0ÐBÑm Ÿ #m0ÐBÑm5 5 5 .

Apesar de, para cada , os conjuntos  não serem necessariamente8 − E 8ß5

disjuntos dois a dois, por poder existir na sequência  mais que umA ßá ßA" 8

vetor a distância mínima de , podemos deduzir do lema I.2.11 a0ÐBÑ
existência de conjuntos mensuráveis disjuntos dois a dois , paraF § E8ß5 8ß5

" Ÿ 5 Ÿ 8 \, ainda com união igual a .
Defina-se agora, para cada , uma aplicação  pela condição8 − 0 À\ Ä I 8

de se ter , para cada , aplicação que verifica, como0 ÐBÑ œ A B − F8 5 8ß5

mostrámos atrás, , e para a qualm0 ÐBÑm Ÿ #m0ÐBÑm8

0 Ð\Ñ § ÖA ßá ßA × § 0Ð\Ñ  Ö!×8 " 8 ,

As aplicações  são topologicamente mensuráveis, por terem restrições08
constantes, em particular topologicamente mensuráveis, aos conjuntos F8ß5

de união , e, no caso em que  é integrável, são mesmo aplicações em\ 0
escada, por terem imagem finita e verificarem

( ( (m0 ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ #m0ÐBÑm . ÐBÑ œ # m0ÐBÑm . ÐBÑ  _8 . . . .

As desigualdades , considerando ,m0 ÐBÑm Ÿ #m0ÐBÑm ÐBÑ œ #m0ÐBÑm8 :
mostram também que, no caso em que  é integrável, a sucessão das0
aplicações  é dominada.08
Resta-nos mostrar que, para cada , . Ora, fixado B − \ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ B − \8

e  arbitrário, podemos considerar  tal que  e$  $ ! 8 − m0ÐBÑ  A m ! 8!

então, para cada , sendo  tal que , vem8   8 " Ÿ 5 Ÿ 8 B − F § E! 8ß5 8ß5

m0ÐBÑ  0 ÐBÑm œ m0ÐBÑ  A m Ÿ m0ÐBÑ  A m 8 5 8!
$,

o que prova a convergência pretendida. 

II.2.30 Sejam Ð\ß ß` .Ñ I um espaço de medida,  um espaço de Banach e
0 À\ Ä I uma aplicação integrável. Tem-se então:
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a) Se  é uma sucessão dominada de aplicações em escada Ð0 Ñ 0 À\ Ä I8 8− 8

tal que, para cada , , então a sucessão dos integraisB − \ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ8

A œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ − I A − I8 8' .  converge para um certo .
b) Se  e  são duas sucessões dominadas de aplicações emÐ0 Ñ Ð0 Ñs

8 8− 8−8 

escada,  e , tais que, para cada , 0 À\ Ä I 0 À\ Ä I B − \ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑs
8 88

e , então0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑs
8

lim lim( (0 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑs
8 8. . .

Dem:  Para mostrar que a sucessão dos  converge em , basta mostrara) A I8

que se trata de uma sucessão de Cauchy. Suponhamos, por absurdo, que isso
não acontecia, portanto que existia  tal que, qualquer que seja ,$  ! : −
existam naturais  e  com .! " $Ð:Ñ   : Ð:Ñ   : mA  A m  ! "Ð:Ñ Ð:Ñ

Tendo em conta II.2.24, II.2.26 e II.2.27, podemos escrever, para ,: − 

(1)
$ .

.

Ÿ mA  A m œ 0 ÐBÑ  0 ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ

Ÿ m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm . ÐBÑ

! " ! "

! "

Ð:Ñ Ð:Ñ Ð:Ñ Ð:Ñ

Ð:Ñ Ð:Ñ

½ ½(
(

e, sendo  uma função mensurável, com , tal: ‘ : .À\ Ä ÐBÑ . ÐBÑ  _ '
que, para cada , , tem-se8 − m0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑ :8

m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm Ÿ m0 ÐBÑm  m0 ÐBÑm Ÿ # ÐBÑ! " ! "Ð:Ñ Ð:Ñ Ð:Ñ Ð:Ñ : ,

onde  Para cada , dado ' '# ÐBÑ . ÐBÑ œ # ÐBÑ . ÐBÑ  _Þ B − \  !: . : . &
arbitrário, podemos escolher  tal que, para cada , se tenha: − 8   :! !
m0 ÐBÑ  0ÐBÑm  :   :8 !#

& , pelo que, em particular, para cada ,

m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm Ÿ m0 ÐBÑ  0ÐBÑm  m0ÐBÑ  0 ÐBÑm ! " ! "Ð:Ñ Ð:Ñ Ð:Ñ Ð:Ñ &,

o que mostra que a sucessão dos reais  tem limite .m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm !! "Ð:Ñ Ð:Ñ

Podemos assim aplicar o teorema da convergência dominada (cf. II.1.34)
para deduzir que a sucessão dos integrais  tem' m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm . ÐBÑ! "Ð:Ñ Ð:Ñ .

limite , o que contradiz a desigualdade (1).' ! . ÐBÑ œ !.

b) Sejam

A œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ A œ 0 ÐBÑ . ÐBÑs slim lim( (8 8. ., ,

limites que existem pelo que vimos em a).
Sejam  duas funções mensuráveis, com  e: : ‘ : .ß À\ Ä ÐBÑ . ÐBÑ  _s  '': . : :s sÐBÑ . ÐBÑ  _ m0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑ m0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑs, tais que,  e . Pela8 8

continuidade da soma, do produto e da norma, nos espaços vetoriais
normados, tem-se, para cada ,B − \
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m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm Ä m0ÐBÑ  0ÐBÑm œ !s
8 8 ,

onde

m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm Ÿ m0 ÐBÑm  m0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑ  ÐBÑs s s8 88 8 : : ,

com

( ( (: : . : . : .ÐBÑ  ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ  ÐBÑ . ÐBÑ  _s s ,

pelo que, tendo em conta o teorema da convergência dominada (cf. II.1.34),

( (m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm . ÐBÑ Ä ! . ÐBÑ œ !s
8 8 . .

e portanto, por ser

½ ½ ½ ½( ( (
(

0 ÐBÑ . ÐBÑ  0 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ  0 ÐBÑ . ÐBÑ Ÿs s

Ÿ m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm . ÐBÑs

8 88 8

8 8

. . .

. ,

vem

mA  Am œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ  0 ÐBÑ . ÐBÑ œ !s slim½ ½( (8 8. . ,

o que mostra que se tem efetivamente .A œ As 

II.2.31 Sejam Ð\ß ß` .Ñ I um espaço de medida,  um espaço de Banach e
0 À\ Ä I uma aplicação integrável. Tendo em conta II.2.29 e II.2.30, é
legítimo definir o integral de  como sendo o vetor de , para o qual0 I
usaremos qualquer das notações

( ( (0 . œ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ. . .
\

,

que é limite dos integrais , com  sucessão dominada' 0 ÐBÑ . ÐBÑ Ð0 Ñ8 8 8−. 

arbitrária de aplicações em escada  tal que, para cada ,0 À\ Ä I B − \8

0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ \ œ8 . Tal como em II.1.15, no caso em que  e  é a medida‘ .
de Lebesgue nos borelianos de , usa-se também as notações alternativas‘

( (0ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .B
‘

.

Observe-se que, no caso em que  é uma aplicação em escada, esta0 À\ Ä I
definição dá o mesmo resultado que a dada em II.2.20, uma vez que uma das
escolhas possíveis para sucessão dominada dos , é a sucessão com todos os08
termos iguais a .0
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II.2.32 Sejam Ð\ß ß` . ‘ ‘Ñ 0 À\ Ä § um espaço de medida e  uma função

integrável, isto é, uma função mensurável com  Tem-se' 0ÐBÑ . ÐBÑ  _Þ.
então que o integral de  como função mensurável positiva (cf. II.1.15)0
coincide com o integral de  como função integrável com valores no espaço0
de Banach  (cf. II.2.31).‘ 60

Dem: Tendo em conta II.1.19, sabemos que existe uma sucessão crescente
Ð0 Ñ 0 À\ Ä § 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ8 8− 8  8 de funções simples , com , para cada‘ ‘
B − \ 0 ÐBÑ Ÿ 0ÐBÑ B − \, tendo-se então , para cada , o que mostra que8

temos uma sucessão dominada de funções. A desigualdade anterior mostra
também que , o que mostra que as funções simples' '0 . Ÿ 0 .  _8 . .
são mesmo funções em escada e como, para estas, já sabemos que os inte-
grais nos dois contextos coincidem (cf. II.2.20), deduzimos do teorema da
convergência monótona (cf. II.1.18) que o integral de , como função0
integrável, igual, por definição ao limite dos integrais , coincide com' 0 .8 .
o integral de , como função mensurável positiva.0 

II.2.33 Sejam Ð\ß ß Ñ I` .  um espaço de medida e  um espaço de Banach.
Tem-se então:
a) A função identicamente nula  é integrável e com .!À\ Ä I !. ÐBÑ œ !' .

b) No caso em que  (ou, o que é equivalente, ), cada apli-. .Ð\Ñ œ ! œ !
cação topologicamente mensurável  é integrável e com0 À\ Ä I

(
\

0ÐBÑ . ÐBÑ œ !. .

Dem: A conclusão de a) resulta de a aplicação identicamente nula ser uma
aplicação em escada, com o integral referido. Nas hipóteses de b), se
0 À\ Ä I é topologicamente mensurável, resulta da alínea a) de II.1.16 que' m0ÐBÑm . ÐBÑ œ !  _ 0. , portanto que  é integrável e o facto de se ter' 0ÐBÑ . ÐBÑ œ !.  resulta diretamente da definição visto que, como referido
em II.2.21, isso já acontece no caso em que  é uma aplicação em escada.0

II.2.34  Sejam (Aditividade) Ð\ß ß Ñ I` .  um espaço de medida,  um espaço de
Banach e  duas aplicações integráveis. Tem-se então que0 ß 0 À\ Ä Is

0  0À\ Ä Is  é também uma aplicação integrável e

( ( (0ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑs s. . . .

Daqui decorre, naturalmente, por indução, que, se  é uma família finitaÐ0 Ñ4 4−M

de aplicações integráveis , é também integrável a aplicação0 À\ Ä I4!
4−N

40 À\ Ä I e

60O que permite que utilizemos sem risco, como estamos a fazer, a mesmo notação nos
dois casos.
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( (" "
4−N 4−N

4 40 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ. . .

Dem: Sejam  e  sucessões dominadas de aplicações emÐ0 Ñ Ð0 Ñs
8 8− 8−8 

escada tais que, para cada ,  e . SendoB − \ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑs s
8 8

: : ‘ : . : .ß À\ Ä .  _ .  _s s aplicações mensuráveis, com  e ,' '
tais que  e , tem-se quem0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑ m0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑs s8 8: :

m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm Ÿ m0 ÐBÑm  m0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑ  ÐBÑs s s8 88 8 : : ,

onde , o que mostra que a sucessão' ' 'Ð  Ñ . œ .  .  _s s: : . : . : .

de aplicações  é também dominada. Tendo em conta II.2.24,0  0 À\ Ä Is
8 8

estas aplicações são em escada e tem-se, por definição

( (
( (

( (

0ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ  0 ÐBÑ . ÐBÑ œs s

œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ  0 ÐBÑ . ÐBÑ œs

œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑs

. .

. .

. .

lim

lim lim

8 8

8 8

. 

Recordemos que, se  e  são espaços vetoriais normados e  éI J ÀI Ä J!
uma aplicação linear, então  é contínua se, e só se, existe uma constante!
Q   ! A − I m ÐAÑm Ÿ QmAm tal que, para cada , . Recordemos!
também que esta caracterização fornece, em particular uma condição
simples para verificar se duas normas sobre um mesmo espaço vetorial I
são equivalentes (isto é, definem a mesma topologia), uma vez que isso
acontece se, e só se, a aplicação linear identidade  é contínuaM À I Ä II

de cada uma das normas para a outra.

II.2.35 (Composição com uma aplicação linear) Sejam  um espaçoÐ\ß ß Ñ` .
de medida,  e  espaços de Banach e  uma aplicação linearI J ÀI Ä J!
contínua. Se  é uma aplicação integrável, então  é0 À\ Ä I ‰ 0À\ Ä J!
também uma aplicação integrável e

( (Š ‹! . ! .Ð0ÐBÑÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ .

Em particular, se considerarmos num espaço de Banach outra norma
equivalente , uma aplicação  é integrável relativamente à primeira61 0 À\ Ä I
norma se, e só se, for integrável relativamente à segunda norma e então o

61Que o torna portanto também um espaço de Banach distinto, uma vez que a sucessões
convergentes para um dado vetor e as sucessões de Cauchy são as mesmas para duas
normas equivalentes.
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integral é o mesmo dos dois pontos de vista (a aplicação identidade
M À I Ä II  é linear contínua de cada uma das normas para a outra).
Dem: Seja  tal que, para cada , . Uma vezQ   ! A − I m ÐAÑm Ÿ QmAm!
que  é a composta da aplicação contínua  com a aplicação! !‰ 0
topologicamente mensurável ,  é também topologicamente mensurável0 ‰ 0!
e tem-se

( ( (m Ð0ÐBÑÑm . ÐBÑ Ÿ Qm0ÐBÑm . ÐBÑ œ Q m0ÐBÑm . ÐBÑ  _! . . . ,

o que mostra que  é também uma aplicação integrável. Seja agora! ‰ 0
Ð0 Ñ 0 À\ Ä I8 8− 8 uma sucessão dominada de aplicações em escada  tal que
0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ B − \ À\ Ä8  para cada . Sendo  uma função mensurável: ‘
com  tal que,, para cada , , vem': . :.  _ B − \ m0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑ8

m Ð0 ÐBÑÑm Ÿ Qm0ÐBÑm Ÿ Q ÐBÑ Q . œ Q .  _! : : . : .8 , com , o' '
que mostra que a sucessão dos  é também dominada. Tendo! ‰ 0 À\ Ä J8

em conta II.2.25, os  são aplicações em escada, com ! !‰ 0 Ð0 ÐBÑÑ Ä8 8

!Ð0ÐBÑÑ, e portanto

( ( (Š ‹
Š ‹ Š ‹( (

! . ! . ! .

! . ! .

Ð0ÐBÑÑ . ÐBÑ œ Ð0 ÐBÑÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ

lim lim

lim

8 8

8 . 

II.2.36  (Corolário) Sejam  um espaço de medida e  um espaço deÐ\ß ß Ñ I` .
Banach sobre , igual a  ou . Tem-se então:Š ‘ ‚
a) Se  é uma aplicação integrável e , então é também inte-0 À\ Ä I + − Š
grável a aplicação , , e+0 À\ Ä I B È +0ÐBÑ

( (+0ÐBÑ . ÐBÑ œ + 0ÐBÑ . ÐBÑ. . ;

b) Se  é uma aplicação integrável e , então é também inte-0 À\ Ä A − IŠ
grável a aplicação , , e0 AÀ\ Ä I B È 0ÐBÑA

( (Š ‹0ÐBÑA . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ A. . .

Dem: Basta considerar, para a), a aplicação linear contínua , ,I Ä I D È +D
e, para b), a aplicação linear contínua , .Š Ä I , È ,A 

II.2.37  (Corolário) Sejam  um espaço de medida,  um espaço deÐ\ß ß Ñ I` .
Banach e  um subespaço vetorial fechado que é, em particular,J § I
também um espaço de Banach. Se  é uma aplicação, então  é0 À\ Ä J 0
integrável quando se considera  como espaço de chegada, se, e só se, éJ
integrável quando se considera  como espaço de chegada e então o integralI'
\ 0ÐBÑ . ÐBÑ.  é o mesmo nos dois contextos, em particular este integral

pertence a .J
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Dem: O facto de  ser fechado, em particular um boreliano de ,J I
permite-nos deduzir, tendo em conta I.5.5 e I.2.9, que  é mensurável de 0 \
para  se, e só se, é mensurável de  para . O facto de  ser separávelJ \ I 0Ð\Ñ
é uma propriedade da topologia induzida de  e não depende assim de se0Ð\Ñ
considerar  ou  como espaço de chegada. A propriedade de se terJ I'
\m0ÐBÑm . ÐBÑ  _.  também não depende de qual o espaço de chegada

considerado. O facto de o valor do integral ser o mesmo nos dois contextos
resulta de aplicar II.2.35, considerando para  a aplicação linear contínua!
inclusão de  em .J I 

II.2.38 Sejam  um espaço de medida,  um espaço de Banach eÐ\ß ß Ñ I` .
0 À\ Ä I uma aplicação integrável. É então também integrável, a função
\ Ä § B È m0ÐBÑm‘ ‘ ,  e

½ ½( (0ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ m0ÐBÑm . ÐBÑ. . .

Dem: O facto de  ser integrável implica, por definição que a função0
mensurável ,  tem integral finito, ou seja, é integrável.\ Ä B È m0ÐBÑm‘

Seja  uma sucessão dominada de aplicações em escada Ð0 Ñ 0 À\ Ä I8 8− 8

tal que , para cada . Seja  mensurável, com0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ B − \ À\ Ä8 : ‘': . :.  _ m0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑ, tal que . Tendo em conta II.2.27, tem-se,8

para cada ,8 − 

(1) .½ ½( (0 ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ m0 ÐBÑm . ÐBÑ8 8. .

Uma vez que, por definição, tem-se , e' '0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ. .lim 8

portanto também  e que, pelo teore-½ ½ ½ ½' '0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ. .lim 8

ma da convergência dominada em II.1.34, por ser , param0 ÐBÑm Ä m0ÐBÑm8

cada , , concluímos de (1) queB − \ m0 ÐBÑm . ÐBÑ Ä m0ÐBÑm . ÐBÑ' '8 . .

½ ½( (0ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ m0ÐBÑm . ÐBÑ. . . 

II.2.39  Sejam (Teorema da convergência dominada) Ð\ß ß` .Ñ um espaço de
medida,  um espaço de Banach e  uma sucessão dominada deI Ð0 Ñ8 8−

aplicações integráveis  tal que, para cada , a sucessão dos0 À\ Ä I B − \8

0 ÐBÑ 0ÐBÑ I 0À\ Ä I8  tenha um limite  em . Tem-se então que a aplicação 
assim definida é integrável e

( (0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ. .lim 8 .

Dem: Seja  uma função mensurável, com  tal que,: ‘ : .À\ Ä .  _ '
para cada  e , , donde também ,B − \ 8 − m0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑ m0ÐBÑm Ÿ ÐBÑ : :8

por ser . Tendo em conta II.2.13,  é topologica-m0 ÐBÑm Ä m0ÐBÑm 0 À\ Ä I8
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mente mensurável, e portanto integrável, uma vez que

( (m0ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ ÐBÑ . ÐBÑ  _. : . .

Considerando as aplicações mensuráveis , , o\ Ä B È m0 ÐBÑ  0ÐBÑm‘ 8

facto de se ter, para cada ,  eB − \ m0 ÐBÑ  0ÐBÑm Ä !8

m0 ÐBÑ  0ÐBÑm Ÿ m0 ÐBÑm  m0ÐBÑm Ÿ # ÐBÑ8 8 : ,

com , implica, pelo teorema da' '# ÐBÑ . ÐBÑ œ # ÐBÑ . ÐBÑ  _: . : .
convergência dominada em II.1.34,

( (m0 ÐBÑ  0ÐBÑm . ÐBÑ Ä ! . ÐBÑ œ !8 . .

e portanto, por ser

½ ½ ½ ½( ( (
(

0 ÐBÑ . ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ

Ÿ m0 ÐBÑ  0ÐBÑm . ÐBÑ

8 8

8

. . .

. ,

também

½ ½( (0 ÐBÑ . ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ Ä !8 . . ,

o que prova a convergência no enunciado. 

II.2.40 Sejam Ð\ß ß` .Ñ I um espaço de medida,  um espaço de Banach e
0 À\ Ä I E § \ E − uma aplicação integrável. Para cada , com ,`
podemos considerar o espaço de medida restrição  e vêm inte-ÐEß ß Ñ` .ÎE ÎE

gráveis as aplicações  e . Podemos então definir0 ÀE Ä I 0À\ Ä IÎE Eˆ

uma aplicação  por. `Ð0ÑÀ Ä I

. . ˆ .Ð0Ñ ÎE ÎE
E \

EÐEÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ( ( .

Esta aplicação verifica , para cada  com , em. ` .Ð0ÑÐEÑ œ ! E − ÐEÑ œ !

particular , e, qualquer que seja a família finita  de.Ð0Ñ 4 4−MÐgÑ œ ! ÐE Ñ

conjuntos de  disjuntos dois a dois,`

. .Ð0Ñ Ð0Ñ

4−M 4−M

4 4ˆ ‰. "E œ ÐE Ñ. 62

62Comparar com II.1.22. Repare-se que não enunciamos aqui uma propriedade de
aditividade numerável, uma vez que não sabemos o que é a soma de uma família infinita
de vetores do espaço de Banach . Fa-lo-emos, no entanto, adiante em II.2.50.I
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Dem: Comecemos por verificar que, se  é uma aplicação em0 À\ Ä I
escada, então  e  são aplicações em escada e0 ÀE Ä I 0À\ Ä IÎE Eˆ

(1) .( (
E \

ÎE ÎE E0 ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ. ˆ .

Seja então  uma família finita de conjuntos de  disjuntos dois aÐ\ Ñ5 5−O `
dois e de união  tal que em cada  a aplicação  tome um valor constante\ \ 05

A − I O 5 − O5 ! e lembremos que, sendo  o conjunto dos  tais que
.Ð\ Ñ  _ A œ ! 5 Â O5 5 !, tem-se , para cada  (cf. II.2.17). Tem-se então
que  toma os valores constantes  nos conjuntos mensuráveis0 ÀE Ä I AÎE 5

E  \ E5, que são disjuntos dois a dois e de união , e que só podem verificar
. .ÐE  \ Ñ œ _ Ð\ Ñ œ _5 5 se for , pelo que deduzimos de II.2.22 que
0 ÀE Ä I O ¨ OÎE

w
! ! é uma aplicação em escada, e, sendo  o conjunto dos

5 − O ÐE \ Ñ  _ tais que , vem, por definição,. 5

(2) .( "
E

ÎE ÎE

5−O

5 50 ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐE \ ÑA. .
w
!

Analogamente,  toma os valores constantes  em  e oˆE 5 50 À\ Ä I A E \
valor constante  em  pelo que, uma vez que temos mais uma vez! \ Ï E
conjuntos disjuntos dois a dois e de união , concluímos que esta é uma\
aplicação em escada e que, por definição,

(3) ( "
\

E

5−O

5 5ˆ . .ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐE \ ÑA
w
!

(no caso em que  faltou, no segundo membro, a parcela.Ð\ Ï EÑ  _
.Ð\ Ï EÑ † ! œ !, que não altera este). Comparando as igualdades (2) e (3),
obtemos assim (1).
Passemos agora à prova de (1) no caso geral em que  é uma0 À\ Ä I
aplicação integrável. Consideremos uma sucessão dominada  de apli-Ð0 Ñ8 8−

cações em escada  tal que, para cada , . Seja0 À\ Ä I B − \ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ8 8

: ‘ : .À\ Ä ÐBÑ . ÐBÑ  _ \ uma aplicação mensurável, com , tal que,'
para cada  e , . Uma vez queB − \ 8 − m0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑ :8

( (
E \

ÎE Ð Ñ Ð ÑE: . . . : .ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐEÑ Ÿ Ð\Ñ œ ÐBÑ . ÐBÑ  _: :

e que , temos sucessôes dominadas dem ÐBÑ0 ÐBÑm Ÿ m0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑˆ :E 8 8

aplicações em escada  e , com , paraÐ0 Ñ Ð 0Ñ 0 ÐBÑ Ä 0 ÐBÑ8 8− 8− 8ÎE ÎEE ÎE ˆ

cada , e , para cada , donde, peloB − E ÐBÑ0 ÐBÑ Ä ÐBÑ0ÐBÑ B − \ˆ ˆE E8

teorema da convergência dominada (II.2.39),  e  são0 ÀE Ä I 0À\ Ä IÎE Eˆ

aplicações integráveis e
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( (
( (
E E

8ÎE ÎE ÎE ÎE

\ \
E E8

0 ÐBÑ . ÐBÑ Ä 0 ÐBÑ . ÐBÑ

ÐBÑ0 ÐBÑ . ÐBÑ Ä ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ

. .

ˆ . ˆ .

,

.

Uma vez que, pelo que se verificou no início, para cada ,8 − 

( (
E \

8 8ÎE ÎE E0 ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ0 ÐBÑ . ÐBÑ. ˆ . ,

podemos concluir que se tem efetivamente (1), para cada função integrável
0 À\ Ä I E − ÐEÑ − I e cada , o que nos permite definir  por` .Ð0Ñ

qualquer das duas expressões no enunciado.
O facto de se ter , sempre que , é uma consequência da. .Ð0ÑÐEÑ œ ! ÐEÑ œ !

primeira caracterização, tendo em conta II.2.33. O facto de, sempre que
ÐE Ñ4 4−M  é uma família finita de conjuntos mensuráveis disjuntos dois a dois,
ter-se  é uma consequência da segunda caracteri-. .Ð0Ñ Ð0Ñ

4−M 4−M
4 3ˆ ‰- !E œ ÐE Ñ

zação, tendo em conta II.2.34, uma vez que, sendo , tem-se, paraE œ E-
4−M

4

cada ,B − \

ˆ ˆE E

4−M

ÐBÑ0ÐBÑ œ ÐBÑ0ÐBÑ"
4

. 

II.2.41  Analogamente ao que se disse em II.1.23 , para as fun(Nota) ções positi-
vas, se  é um espaço de medida,  um espaço de Banach, Ð\ß ß Ñ I E −` . `
e  é uma aplicação com valores em , definida num subconjunto de 0 I \
contendo  e cuja restrição a  seja uma aplicação integrável, usa-se aE E
notação

(
E

0ÐBÑ . ÐBÑ.

para significar .  e  é a medida de'
E ÎE ÎE0 ÐBÑ . ÐBÑ. ‘ .No caso em que \ œ

Lebesgue  nos borelianos de , escreve-se também simplesmente- ‘

(
E

0ÐBÑ .B.

Com esta notação, a primeira caracterização de  em II.2.40 pode.Ð0ÑÐEÑ

também ser escrita na forma

. .Ð0Ñ
E

ÐEÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ( .
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II.2.42  Sejam (Corolário) Ð\ß ß` .Ñ I um espaço de medida,  um espaço de
Banach,  uma aplicação integrável e  um conjunto0 À\ Ä I ] § \
mensurável com . Tem-se então.Ð] Ñ œ !

( (
\ \Ï]

0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ. . .

Dem: Tendo em conta II.2.40, podemos escrever

(
(

\
Ð0Ñ Ð0Ñ Ð0Ñ

Ð0Ñ
\Ï]

0ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð\Ñ œ Ð\ Ï ] Ñ  Ð] Ñ œ

œ Ð\ Ï ] Ñ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ

. . . .

. . . 

II.2.43  Sejam (Corolário) Ð\ß ß` .Ñ I um espaço de medida,  um espaço de
Banach,  duas aplicações integráveis tais que 0 ß 0 À\ Ä I 0ÐBÑ œ 0ÐBÑs s

quase sempre (cf. II.1.28). Tem-se então

( (
\ \

0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑs. . .

Dem: Sendo  com  tal que, para cada ,] − Ð] Ñ œ ! B − \ Ï ]` .

0ÐBÑ œ 0ÐBÑs , vem

( ( (
(

\ \Ï] \Ï]

\

0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ œs

œ 0ÐBÑ . ÐBÑs

. . .

. . 

A propriedade de monotonia do integral, enunciada para funções positivas
na alínea b) de II.1.16, não faz em geral sentido para funções com valores
num espaço de Banach, mas já o faz no caso em que esse espaço de
Banach é , caso em que, como vamos ver, é verdadeira e tem uma justi-‘
ficação muito simples.

II.2.44 Sejam Ð\ß ß` . ‘Ñ 0 ß 1À\ Ä um espaço de medida e  duas aplicações
integráveis tais que, para cada , . Tem-se entãoB − \ 0ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ

( (
\ \

0ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ . ÐBÑ. .

e, no caso em que , tem-se necessariamente' '
\ \0ÐBÑ . ÐBÑ œ 1ÐBÑ . ÐBÑ. .

0ÐBÑ œ 1ÐBÑ quase sempre.
Dem: Pode-se escrever , com 1ÐBÑ œ 0ÐBÑ  Ð1ÐBÑ  0ÐBÑÑ 1ÐBÑ  0ÐBÑ   !
e  integrável, o que implica que  é mensurável1  0À\ Ä 1  0À\ Ä‘ ‘

e com . Tem-se! Ÿ 1ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ' .
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( ( (1ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  1ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ. . . ,

o que implica que  e que, se for' '
\ \0ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 1ÐBÑ . ÐBÑ. .

( (
\ \

0ÐBÑ . ÐBÑ œ 1ÐBÑ . ÐBÑ. . ,

tem-se , portanto, por II.1.30, ' 1ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ œ ! 1ÐBÑ  0ÐBÑ œ !.
quase sempre, ou seja,  quase sempre.0ÐBÑ œ 1ÐBÑ 

No contexto das funções positivas, viu-se em II.1.30 que, se  é0 À\ Ä ‘

uma função mensurável com , então  quase'
\ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ ! 0ÐBÑ œ !.

sempre. É claro que, nesta forma, o resultado deixa de ser válido para
aplicações integráveis com valores num espaço de Banach (considerar,
por exemplo uma função em escada que tome valores simétricos em dois
conjuntos com igual medida e se anule no restante do domínio). O melhor
que conseguimos nesta direção vai ser um corolário do resultado que
apresentamos em seguida.

II.2.45 (Do integral para a aplicação) Sejam  um espaço de medidaÐ\ß ß Ñ` .
e  um semianel tal que a -álgebra gerada por  seja  e que af ` 5 f `§
restrição de  a  seja -finita (cf. I.4.9).  Sejam  um espaço de Banach,. f 5 63 I
G § I 0À\ Ä I um subconjunto fechado e  uma aplicação topologica-
mente mensurável tal que, sempre que , se tenha ,E − ÐEÑ  _f .
0 ÀE Ä I ÐEÑ  !ÎE  integrável e, se ,.

"

ÐEÑ
0ÐBÑ . ÐBÑ − G

.
.(

E

.

Tem-se então  quase sempre, isto é, existe  com 0ÐBÑ − G ] − Ð] Ñ œ !` .
tal que , para cada .0ÐBÑ − G B − \ Ï ]
Dem: Vamos dividir a demonstração em duas partes:
1) Sejam  e  tais que , onde  é a bolaA − I <  ! F ÐAÑ § I Ï G F ÐAÑ< <

aberta de  com centro  e raio . Vamos mostrar que se tem quase sempreI A <
0ÐBÑ Â F ÐAÑ< .
  Seja  a aplicação mensurável definida por Subdem: 1À\ Ä 1ÐBÑ œ‘

m0ÐBÑ  Am E − e reparemos que, para cada , tem-sef

63Como exemplos típicos de situações deste tipo, temos aquele em  é uma medida.
5 5 ` f ` .-finita numa -álgebra  e tomamos para  a classe dos  com (cf.E − ÐEÑ  _
I.4.11) e aquele em que  é a -álgebra dos borelianos de um intervalo aberto  de , ` 5 X ‘ .
é a medida de Lebesgue-Stieltjes associada a uma certa função  e  é a classe dos1 f
X-intervalos semiabertos (cf. I.4.10). Repare-se que nestes exemplos os conjuntos dos
semianel têm todos medida finita.
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. . .

. .

Ð1Ñ
E E

E

ÐEÑ œ 1ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ m0ÐBÑm  mAm . ÐBÑ œ

œ m0ÐBÑm . ÐBÑ  ÐEÑmAm  _

( (
( ,

o que implica, em particular, que a restrição a  da medida  éf . ` ‘Ð1Ñ À Ä

também -finita. Seja  arbitrário. Se , o facto de se ter5 f .E − ÐEÑ  !
"
ÐEÑ E.

' 0ÐBÑ . ÐBÑ − G.  implica que

½Š ‹ ½("

ÐEÑ
0ÐBÑ . ÐBÑ  A   <

.
.

E

donde

. . .

. .

. . .
.

Ð1Ñ
E E

E

E

ÐEÑ œ m0ÐBÑ  Am . ÐBÑ   0ÐBÑ  A. ÐBÑ œ

œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  ÐEÑA œ

œ ÐEÑ 0ÐBÑ . ÐBÑ  A   < ÐEÑ
"

ÐEÑ

( (½ ½
½ ½(

½Š ‹ ½( ,

e portanto , desigualdade que é também válida, trivialmente,. .Ð1ÑÐEÑ   < ÐEÑ

no caso em que . Uma vez que a medida  tem também. . ` ‘ÐEÑ œ ! < À Ä 

restrição -finita ao semianel , podemos deduzir de I.4.17 que a desigual-5 f
dade  é válida, mais geralmente, para todo o .. . `Ð1ÑÐEÑ   < ÐEÑ E −

Seja agora ,E − `

E œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ − F ÐAÑ× œ ÖB − \ ± 1ÐBÑ  <×<

e seja  uma família contável de conjuntos de  tal queÐ\ Ñ §4 4−N f `
\ œ \ Ð\ Ñ  _ 4 − N-

4−N
4 4 e . Uma vez que, para cada , o conjunto.

\ E − Ð\  EÑ  _4 4` . verifica , deduzimos de II.2.44 que

. . . .Ð1Ñ 4 4
\ E \ E

Ð\  EÑ œ 1ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ < . ÐBÑ œ < Ð\  EÑ( (
4 4

pelo que, por ser também, como vimos atrás, ,. .Ð1Ñ 4 4Ð\  EÑ   < Ð\  EÑ

temos mesmo , donde, mais uma vez pelo. .Ð1Ñ 4 4Ð\  EÑ œ < Ð\  EÑ

mesmo resultado, tem que ser  quase sempre em , isto é,1ÐBÑ œ < \  E4

.Ð\  EÑ œ ! E œ Ð\  EÑ4 4
4−N

. Uma vez que , concluímos que-
. .ÐEÑ Ÿ Ð\  EÑ œ !"

4−N

4 ,

o que mostra que se tem efetivamente  quase sempre em .m0ÐBÑ  Am   < \
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2) Vamos agora utilizar a conclusão de 1) para justificar a propriedade do
enunciado. Afastando já o caso trivial em que , seja  uma parte0Ð\Ñ § G ^
contável densa de  e seja  uma sucessão cujo conjunto de0Ð\Ñ Ï G ÐF Ñ8 8−

termos seja o conjunto contável das bolas abertas de centro num ponto de ^
e raio racional estritamente positivo, que estão contidas em . Para cadaI Ï G
B − \ 0ÐBÑ Â G <  ! tal que , podemos considerar  tal quew

F Ð0ÐBÑÑ § I Ï G <  ! <  < Î#<
w

w , um racional  com  e um ponto
D − F Ð0ÐBÑÑ  ^ 0ÐBÑ − F ÐDÑ F ÐDÑ § F Ð0ÐBÑÑ §< < < #<, tendo-se então  e 
I Ï G F ÐDÑ F, o que mostra que  é um dos conjuntos . Provámos assim que< 8

0Ð\Ñ Ï G § F-
8−

8


. O que verificámos em 1) garante-nos que, para cada

8 − 0ÐBÑ Â F ] − `, tem-se  quase sempre, isto é, existe  com8 8

.Ð] Ñ œ ! 0ÐBÑ Â F B − \ Ï ] ] œ ]8 8 8 8
8−

 tal que , para cada . Sendo ,-


tem-se ,  e, para cada ,] − Ð] Ñ Ÿ Ð] Ñ œ ! B − \ Ï ]` . .!
8−

8


0ÐBÑ Â F 0ÐBÑ − G-
8−

8


, portanto . Ficou assim provado que se tem

efetivamente  quase sempre.0ÐBÑ − G 

II.2.46  (Corolário) Sejam  um espaço de medida e  umÐ\ß ß Ñ §` . f `
semianel tal que a -álgebra gerada por  seja  e que a restrição de  a 5 f ` . f
seja -finita. Sejam  um espaço de Banach e  uma aplicação5 I 0À\ Ä I
topologicamente mensurável tal que, sempre que , se tenhaE − f
.ÐEÑ  _ 0 ÀE Ä I,  integrável eÎE

(
E

0ÐBÑ . ÐBÑ œ !. .

Tem-se então  quase sempre.0ÐBÑ œ !
Dem: Trata-se do caso particular do resultado precedente em que se
considera para  o conjunto fechado .G Ö!× § I 

Com o objetivo de generalizarmos a aditividade finita do integral, referida
em II.2.40, vamos agora definir as somas de famílias, eventualmente
infinitas, de vetores dum espaço de Banach, estudando especialmente o
caso em que o conjunto de índices é contável.

II.2.47  Sejam  um espaço  e  uma(Famílias somáveis)64 I ÐA Ñde Banach 4 4−N

família, finita ou infinita, de vetores de . Diz-se que aquela família éI
somável se existir um vetor  com a seguinte propriedade: QualquerA − I
que seja $  ! M § N, existe uma parte finita  tal que, para cada parte finita!

M § N M § M com ,!

64Para um estudo mais aprofundado das famílias somáveis num espaço de Banach, ver,
por exemplo [9].
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½ ½"A A 
4−M

4 $.

Tem-se então:
a) Se a família é somável, não existe mais que um vetor  com a propriedadeA
referida, pelo que é legítimo definir a soma de uma família somável, notada

"
4−N

4A

como sendo o único vetor  nessas condições.A
b) No caso em que  é finito, qualquer família  é somável e temN ÐA Ñ4 4−N

como soma a soma , no sentido algébrico (se isto não acontecesse, a!
4−N

4A

notação seria ambígua).
c) No caso em que  e  é uma família de elementos de , entãoI œ Ð+ Ñ‘ ‘4 4−N 

a família é somável se, e só se, no sentido de I.1.6,  e, nesse caso!
4−N

4+  _

a soma da família é igual à soma  no sentido referido (por outras!
4−N

4+

palavras, mais uma vez, a notação não é ambígua).
d) (Mudança de índices)  Sejam  uma família de vetores de , ÐA Ñ I N4 4−N

w

outro conjunto de índices e  uma aplicação bijetiva. Tem-se então:À N Ä Nw

que a família  é somável se, e só se, a família  é somável e,ÐA Ñ ÐA Ñ4 4−N 3−NÐ3Ñ: w

quando isso acontecer,

" "
4−N 3−N

3 Ð3ÑA œ A
w

: .

e) (Séries e famílias somáveis)  Sejam  um espaço de Banach e I ÐA Ñ8 8−

uma família somável de vetores de  indexada em . Sendo, para cadaI 
8 − ,

W œ A8 :

:œ"

8"
(a soma parcial no contexto das séries), tem-se então que .W Ä A8 8

8−

!


65

Dem: a) Suponhamos que  e  eram vetores distintos com a mesmaA Aw

65Por outras palavras, se a família é somável então a série é convergente e a soma da
família coincide com a soma da série. Note-se que não afirmamos a recíproca: Por
exemplo, no contexto de , é bem conhecido que a série harmónica alternada, correspon-‘
dente à família que a  associa , é convergente (as correspondentes somas parciais8 Ð"Ñ8 "

8

W8 convergem) e, no entanto, esta família não é somável, uma vez que se podem
considerar somas finitas com valores tão grandes quanto se queira, cujo conjunto de
índices contenha um conjunto finito dado.
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propriedade e seja . Podíamos escolher partes finitas  e $ œ mA  A m M M"
#

w w
! !

de  tais que, para cada parte finita , e cada parte finita ,N M ¨ M M ¨ M!
w w

!

½ ½ ½ ½" "A A  A  A 
4−M 4−M

4 4
w$ $, .

w

Tomando então a parte finita , tinha-se entãoM œ M  M!
w
!

# œ mA  A m œ A  A  A  A Ÿ

Ÿ A A  A  A   œ #

$

$ $ $

w w

4−M 4−M

4 4

4−M 4−M

4 4
w

½Š ‹ Š ‹½" "
½ ½ ½ ½" " ,

o que era absurdo.66

b) Basta reparar que, para cada , podemos tomar para  o próprio .$  ! M N!

c) Suponhamos que . Dado , a definição de  como!
4−N

4+ œ +  _  ! +$

um supremo garante a existência de uma parte finita  tal que M § N + ! 4
4−M

!
!

+  +   !$ e o facto de se ter  implica então que, para cada parte finita4

M ¨ M!, tem-se

+   + Ÿ + Ÿ +$ " "
4−M 4−M

4 4

!

,

donde . Ficou assim provado que a família  é somávell+  + l  Ð+ Ñ!
4−M

4 4 4−N$

e de soma . Suponhamos, reciprocamente, que a família é somável e com+
soma . Podemos então considerar uma parte finita  tal que, para cada+ M § N!

parte finita , . Tem-se então, para uma parteM ¨ M +  "  +  +  "! 4
4−M

!
finita arbitrária , por  ser uma parte finita contendo ,M M  M M! !

" "
4−M 4−M M

4 4+ Ÿ +  +  "
!

,

e portanto, tomando o supremo, .!
4−N

4+ Ÿ +  "  _

d) O resultado é claro no caso em que  é finito (cf. a discussão feita naN
secção I.1 no contexto de ) e, no caso geral, resulta de termos uma bijeção‘

natural das partes finitas de  para as partes finitas de , .N N M È ÐMÑw ":
e) Temos uma consequência direta do facto de, para cada parte finita ,M § 

66Quem conhecer as sucessões generalizadas terá já reconhecido que o facto de uma
família ser somável é equivalente a uma certa sucessão generalizada ser convergente e
que o que acabámos de fazer foi demonstrar, neste caso particular, a propriedade geral de
unicidade dos limites para as sucessões generalizadas.
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existir  tal que  e de se ter então, para cada , tam-8 M § Ö"ßá ß 8 × 8   8! ! !

bém .M § Ö"ßá ß 8× 

II.2.48  Sejam (Famílias somáveis e o integral para a medida de contagem) I
um espaço de Banach,  um conjunto de índices e  uma família deN ÐA Ñ4 4−N

vetores de  (ou seja, o que é o mesmo, uma aplica . Seja I ção )  aN Ä I /
medida de contagem na -álgebra  de todas as partes de . Tem-se5 cÐN Ñ N
então que a família é uma aplicação integrável  se, e só seN Ä I

"
4−N

4mA m  _,

e, quando isso acontecer, a família é somável e com soma

" (
4−N

4 4
N

A œ A . Ð4Ñ/ ,

tendo-se, em particular,

½ ½" "
4−N 4−N

4 4A Ÿ mA m.

Às famílias  dá-se o nome da ÐA Ñ4 4−N  com !
4−N

4mA m  _ famílias absoluta-

mente somáveis.67

Dem: Reparemos que, no caso em que  é finito, a aplicação  é emN ÐA Ñ4 4−N

escada, em particular integrável, por ter o valor constante  em cadaA4

conjunto  de medida , pelo que obtemosÖ4× "

" " (
4−N 4−N

4 4 4
N

A œ ÐÖ4×ÑA œ A . Ð4Ñ/ / .

Passemos ao caso geral em que  é arbitrário. Qualquer família  deN ÐA Ñ4 4−N

vetores de  é evidentemente mensurável como aplicação. Tendo em contaI
II.1.32, concluímos assim que a família é uma aplicação integrável se, e só
se,

" (
4−N

4 4
N

mA m œ mA m . Ð4Ñ  _. ,

já que esta condição implica, em particular, que  para cada  fora demA m œ ! 44

uma certa parte contável de , pelo que o conjunto dos  é contável eN A4

portanto a família é mesmo uma aplicação topologicamente mensurável.

67Comparar com II.1.32. Note-se que não afirmamos que uma família somável tenha que
ser absolutamente somável (embora se possa provar que isso acontece no caso em que
I œ I‘ ou, mais geralmente, em que  tenha dimensão finita, ver, por exemplo, os
exercícios da secção 2.5 de [9]).
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Suponhamos então que esta condição se verifica. Seja  arbitrário. Seja$  !
M § N!  finito tal que

" "
4−M 4−N

4 4

!

mA m  mA m  $,

portanto

"
4−NÏM

4

!

mA m  $.

Para cada parte finita , com , tem-se então ,M § N M ¨ M N Ï M § N Ï M! !

donde também

"
4−NÏM

4mA m  $

e daqui deduzimos, tendo em conta II.2.40, que

½ ½ ½ ½( ( ("
½ ½( (
"

N N M
4 4 4 4

4−M

NÏM NÏM
4 4

4−NÏM

4

A . Ð4Ñ  A œ A . Ð4Ñ  A . Ð4Ñ œ

œ A . Ð4Ñ Ÿ mA m . Ð4Ñ œ

œ mA m 

/ / /

/ /

$,

o que mostra que a família é, de facto, somável, e com  como'
N 4A . Ð4Ñ/

soma. A desigualdade  resulta de II.2.38.½ ½! !
4−N 4−N

4 4A Ÿ mA m 

II.2.49  Sejam (O integral de uma soma contável) Ð\ß ß` .Ñ um espaço de
medida,  um espaço de Banach e  uma família contável deI Ð0 Ñ4 4−N

aplicações integráveis  tal que exista uma aplicação mensurável0 À\ Ä I4

1À\ Ä 1.  _ B − \‘ ., com  e, para cada ,'
"
4−N

4m0 ÐBÑm Ÿ 1ÐBÑ

(em particular, a família  de vetores de  é absolutamenteÐ0 ÐBÑÑ I4 4−N

somável). Sendo então  a aplicação definida por ,0 À\ Ä I 0ÐBÑ œ 0 ÐBÑ!
4−N

4

tem-se que  é integrável e0

( ("
\ \4−N

40 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ. . ,

em que a soma do segundo membro é a de uma família absolutamente
somável de vetores de .I
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Dem: Comecemos por notar que, no caso em que o conjunto dos índices  éN
finito, o resultado é uma consequência de II.2.34. Resta-nos mostrar o
resultado no caso em que  é numerável, caso em que, por uma mudança doN
conjunto de índices, podemos supor que  Nesse caso, sabemos que seN œ Þ

tem  onde , e portanto os  são0ÐBÑ œ = ÐBÑ = ÐBÑ œ 0 ÐBÑ = À\ Ä Ilim 8 8 4 8
4œ"

8!
aplicações integráveis e com integrais

( ("
\ \

8 4

4œ"

8

= ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ. . .

Uma vez que, para cada ,8 − 

m= ÐBÑm Ÿ m0 ÐBÑm Ÿ m0 ÐBÑm Ÿ 1ÐBÑ8 4 4

4œ"

8

4−N

" " ,

podemos aplicar o teorema da convergência dominada em II.2.39 para
concluir que  é integrável e que0 À\ Ä I

(1) .( ( ("
\ \ \

8 4

4œ"

8

0ÐBÑ . ÐBÑ œ = ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ. . .lim lim

Por outro lado,

" "½ ½( (
( "
(

4−N 4−N\ \
4 4

\ 4−N

4

\

0 ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ m0 ÐBÑm . ÐBÑ œ

œ m0 ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ

Ÿ 1ÐBÑ . ÐBÑ  _

. .

.

.

o que mostra que a família dos integrais  é absolutamente'
\ 40 ÐBÑ . ÐBÑ.

somável, e portanto

lim" "( (
4œ"

8

\ \
4 4

4−N

0 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ. . ,

o que, tendo em conta (1), implica a conclusão pretendida. 

II.2.50  Sejam (Corolário) Ð\ß ß` .Ñ I um espaço de medida,  um espaço de
Banach e  uma aplicação integrável. Notemos, para cada ,0 À\ Ä I E −`

. . ˆ .Ð0Ñ ÎE ÎE
E \

EÐEÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ( (
(cf. II.2.40). Qualquer que seja a família contável  de conjuntos de ÐE Ñ3 3−M `
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disjuntos dois a dois, tem-se então

. .Ð0Ñ Ð0Ñ

3−M 3−M

3 3ˆ ‰. "E œ ÐE Ñ,

onde a soma do segundo membro é a de uma família absolutamente somável
de vetores de .I
Dem: Pondo , temos uma consequência direta do resultado prece-E œ E-

3−M
3

dente, considerando para  a função definida por  e1À\ Ä 1ÐBÑ œ m0ÐBÑm‘

para  a aplicação definida por , reparando que,0 À\ Ä I 0 ÐBÑ œ ÐBÑ0ÐBÑ3 3 Eˆ 3

para cada , , para todo o , e, para cada ,B − \ Ï E 0 ÐBÑ œ ! 4 B − E3 3!

0 ÐBÑ œ 0ÐBÑ 0 ÐBÑ œ ! 3 Á 3 ÐBÑ0ÐBÑ3 3 ! E!
 e , para cada , em qualquer caso  é aˆ

soma dos  e, por outro lado, .0 ÐBÑ m0 ÐBÑm Ÿ m0ÐBÑm3 3
3−M

! 

II.2.51 (Associatividade contável nas famílias absolutamente somáveis)
Sejam  um espaço de Banach e  uma família absolutamenteI ÐA Ñ4 4−N

somável de vetores de . Seja  uma família contável de partes de ,I ÐN Ñ N3 3−M

disjuntas duas a duas e de união . Tem-se entãoN

" " "Š ‹
4−N 3−M 4−N

4 4A œ A
3

,

onde cada um dos somatórios aparecendo no segundo membro é o de uma
família absolutamente somável de vetores de .I
Dem: Considerando na -álgebra de todas as partes de  a medida de5 N
contagem , temos uma consequência do corolário II.2.50 uma vez que, por/
II.2.48,

" "( (
4−N 4−N

4 4 4 4
N N

A œ A . A œ A ./ /Ð4Ñ Ð4Ñ, .
3 3

II.2.52  Recordemos que, se(Nota sobre produtos de espaços de Banach)
I ßI" #ßá ßIR  são espaços de Banach, então o produto cartesiano
I ‚I ‚â‚I" # R  é também um espaço de Banach, com qualquer das
normas que define a topologia produto, uma das quais é a definida por

mÐA ßA ßá ßA Ñm œ ÖmA mß mA mßá ß mA m×" # R " # Rmax .

Recordemos também que, neste contexto, temos, para cada , apli-" Ÿ 4 Ÿ R
cações lineares contínuas

1

+
4 " # R 4

4 4 " # R

ÀI ‚ I ‚â‚I Ä I

ÀI Ä I ‚I ‚â‚I

,
,

(as  e as ) definidas, respetivamente,projeções canónicas injeções canónicas
por
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1

+
4 " # R 4

4 4 4

ÐA ßA ßá ßA Ñ œ A

ÐA Ñ œ Ð!ßá ß !ßA ß !ßá ß !Ñ

,
.

Um dos casos particulares da situação referida é aquele em que , paraI œ4 ‘
todo o , caso em que o produto cartesiano é o espaço  e a norma consi-4 ‘R

derada em  é a chamada “ ”, notada frequentemente‘R norma do máximo
mm_.

II.2.53  Sejam (Integração com valores num produto) Ð\ß ß` .Ñ um espaço de
medida,  espaços de Banach e, para cada ,I ßI ßá ßI " Ÿ 4 Ÿ R" # R

0 À\ Ä I 0À\ Ä I ‚I ‚â‚I4 4 " # R uma aplicação. Seja  a aplicação
definida por

0ÐBÑ œ Ð0 ÐBÑß 0 ÐBÑßá ß 0 ÐBÑÑ" # R .

Tem-se então que  é uma aplicação integrável se, e só se, para cada0
" Ÿ 4 Ÿ R 0,  é integrável e, quando isso acontecer,4

( ( ( (Š ‹
\ \ \ \

" # R0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑß 0 ÐBÑ . ÐBÑßá ß 0 ÐBÑ . ÐBÑ. . . . .

Dem: Temos uma consequência da nota precedente, de II.2.35 e de II.2.34,
uma vez que se tem  e0 ÐBÑ œ Ð0ÐBÑÑ4 41

0ÐBÑ œ Ð0 ÐBÑÑ"
4œ"

R

4 4+ . 

Tal como fizémos na secção II.1, vamos agora examinar alguns resultados
que estudam o comportamento do integral quando se altera a medida con-
siderada.

II.2.54  Sejam  um espaço de(O integral para a medida ).Ð Ñ: Ð\ß ß Ñ` .

medida e  uma função mensurável e consideremos a corres-: ‘À\ Ä 

pondente medida , definida em II.1.22.  Sejam  um espaço. ` ‘Ð Ñ : À Ä I68

de Banach e  uma aplicação topologicamente mensurável. É então0 À\ Ä I
também topologicamente mensurável a aplicação , definida por:0 À\ Ä I
B È ÐBÑ0ÐBÑ 0: ., a aplicação  é integrável relativamente à medida  se, e só:

se,  é integrável relativamente à medida  e, quando isso acontecer,: .0

( (0ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ. : .Ð Ñ: .

68Repare-se que, ao contrário do que acontecia em II.1.35, não permitimos aqui que :ÐBÑ
possa tomar o valor , visto que não fez sentido multiplicar um vetor de  por ._ I _
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Dem: O facto de  ser topologicamente mensurável é uma:0 À\ Ä I
consequência da alínea c) de II.2.9. O facto de  ser integrável relativamente0
a  se, e só se  é integrável relativamente a  é uma consequência de. : .Ð Ñ: 0

II.1.35, uma vez que podemos escrever

( ( (m0ÐBÑm . ÐBÑ œ ÐBÑm0ÐBÑm. ÐBÑ œ m ÐBÑ0ÐBÑm . ÐBÑ. : . : .Ð Ñ: .

Examinemos agora o caso particular em que  é uma função em0 À\ Ä I
escada, relativamente a . Tendo em conta II.2.17, existe então uma.Ð Ñ:

família finita  de conjuntos mensuráveis disjuntos dois a dois e deÐ\ Ñ4 4−N

união  tal que em cada  a aplicação  tome o valor constante ,\ \ 0 A4 4

tendo-se , sempre que . Tal como referido em II.2.18,A œ ! Ð\ Ñ œ _4 4Ð Ñ. :

sendo  o conjunto dos índices  tais que , tem-se, paraN 4 Ð\ Ñ  _! 4Ð Ñ. :

cada ,B − \

0ÐBÑ œ ÐBÑA œ ÐBÑA" "
4−N 4−N

\ 4 \ 4ˆ ˆ
4 4

!

e daqui decorre, tendo em conta II.2.34 e a alínea b) de II.2.36, que

( ( "
"Š ‹(
" (

: . : ˆ .

: ˆ .

. .

ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ ÐBÑA . ÐBÑ œ

œ ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ A œ

œ Ð\ ÑA œ 0ÐBÑ . ÐBÑ

4−N

\ 4

4−N

\ 4

4−N

Ð Ñ Ð Ñ4 4

!

4

!

4

!

: : .

Passemos enfim ao caso geral em que  é integrável relativamente a0 À\ Ä I
.Ð Ñ 8 8−: . Seja  uma sucessão dominada de funções em escada relativa-Ð0 Ñ

mente a  tal que, para cada , . Sendo . < ‘Ð Ñ 8 : B − \ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ À\ Ä

mensurável e com  e , tem-se, tendo'< . <ÐBÑ . ÐBÑ  _ m0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑÐ Ñ 8:

em conta II.1.35,

( : < . < .ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ  _( Ð Ñ: ,

: : : : <ÐBÑ0 ÐBÑ Ä ÐBÑ0ÐBÑ m ÐBÑ0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑ ÐBÑ8 8 e . Uma vez que, como
vimos no início, os  são aplicações integráveis relativamente a  e com: .08

( (: . .ÐBÑ0 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ8 8 Ð Ñ:

podemos aplicar o teorema da convergência dominada em II.2.39 para
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deduzir que

( ( (
(

: . : . .

.

ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ0 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ œ

0ÐBÑ . ÐBÑ

lim lim8 8 Ð Ñ

Ð Ñ

:

:œ . 

II.2.55  Sejam  um(Soma de medidas e produto por uma constante) Ð\ß Ñ`
espaço mensurável,  duas medidas e , e consideremos. . ` ‘ ‘ß À Ä + −w

 

as medidas  e  (cf. I.2.16). Sejam  um. . ` ‘ . ` ‘ À Ä + À Ä Iw
 

espaço de Banach e  uma aplicação integrável relativamente a0 À\ Ä I
ambas as medidas  e . Tem-se então que  é integrável relativamente a. .w 0
ambas as medidas  e  e. . . +w

( ( (
( (
\ \ \

w w

\ \

0ÐBÑ .Ð  ÑÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ

0ÐBÑ .Ð+ ÑÐBÑ œ + 0ÐBÑ . ÐBÑ

. . . .

. .

,

.

Dem: O facto de  ser integrável relativamente a  e a  resulta de0  +. . .w

que, tendo em conta II.1.37

( ( (
( (
\ \ \

w w

\ \

m0ÐBÑm .Ð  ÑÐBÑ œ m0ÐBÑm . ÐBÑ  m 0ÐBÑm . ÐBÑ  _

m0ÐBÑm .Ð+ ÑÐBÑ œ + m0ÐBÑm . ÐBÑ  _

. . . .

. .

,

.

Examinemos agora o caso em que  é uma aplicação em escada0
relativamente a  e seja  uma família finita de conjuntos. . Ð\ Ñw

4 4−N

mensuráveis disjuntos dois a dois e de união  tal que em cada  a aplica-\ \4

ção  tome o valor constante . Sendo  o conjunto dos índices  tais que0 A N 44 !

. .Ð\ Ñ  Ð\ Ñ  _ A œ ! 4 − N Ï N4 4 4 !
w , tem-se , para cada  e, por

definição,

(1)

( "
" "

\

w w

4−N

4 4 4

4−N 4−N

4 4 4 4
w

0 ÐBÑ .Ð  ÑÐBÑ œ Ð Ð\ Ñ  Ð\ ÑÑA œ

œ Ð\ ÑA  Ð\ ÑA

. . . .

. .

!

! !

.

Uma vez que se tem  sempre que , ou ,A œ ! Ð\ Ñ œ _ Ð\ Ñ œ _4 4 4
w. .

ou , concluímos que  também é uma aplicação em escada+ Ð\ Ñ œ _ 0. 4

relativamente às medidas ,  e  e vemos que se tem. . .w +



§2. Integração de funções com valores num espaço de Banach 137

(2)

( "
( "

( " "

\ 4−N

4 4

\

w w

4−N

4 4

\ 4−N 4−N

4 4 4 4

0 ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð\ ÑA

0ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð\ ÑA

0ÐBÑ .Ð+ ÑÐBÑ œ + Ð\ ÑA œ + Ð\ ÑA

. .

. .

. . .

!

!

! !

,

,

,

onde, em cada caso, poderão ter ficado a faltar parcelas nos segundos
membros, correspondentes a alguns dos índices  em , mas todas iguais4 N Ï N!

a  por ser . Comparando as igualdades destacadas em (1) e (2)! A œ !4

obtemos assim, neste caso particular, as igualdades no enunciado.
Passemos agora ao caso geral em que  é integrável relativamente a  e a ,0 . .w

e portanto também relativamente a  e a . Relativamente a ,. . . . . + w w

podemos considerar uma sucessão dominada  de funções em escadaÐ0 Ñ8 8−

0 À\ Ä I 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ B − \8 8 tais que , para cada , existindo assim uma
função mensurável , com , tal que: ‘ : . .À\ Ä ÐBÑ .Ð  ÑÐBÑ  _

w'
m0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑ B − \ 8 −8 : , para cada  e . Uma vez que, por II.1.37, tem-se

( ( (
( (

\ \ \

w w

\ \

: . . : . : .

: . : .

ÐBÑ .Ð  ÑÐBÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ  ÐBÑ . ÐBÑ

ÐBÑ .Ð+ ÑÐBÑ œ + ÐBÑ . ÐBÑ

,

,

e portanto também ,  e' '
\ \

w: . : .ÐBÑ . ÐBÑ  _ ÐBÑ . ÐBÑ  _'
\: .ÐBÑ.Ð+ ÑÐBÑ  _, podemos aplicar o teorema da convergência

dominada e o caso já estudado das aplicações em escada para concluir que

( (
Š ‹( (
Š ‹ Š ‹( (

( (

\ \

w w
8

\ \
8 8

w

\ \
8 8

w

\ \

0ÐBÑ .Ð  ÑÐBÑ œ 0 ÐBÑ .Ð  ÑÐBÑ œ

œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ  0 ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ  0 ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  0ÐBÑ

. . . .

. .

. .

.

lim

lim

lim lim

. ÐBÑ.w

e, do mesmo modo,

( ( (Š ‹
Š ‹( (

\ \ \
8 8

\ \
8

0ÐBÑ .Ð+ ÑÐBÑ œ 0 ÐBÑ .Ð+ ÑÐBÑ œ + 0 ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ + 0 ÐBÑ . ÐBÑ œ + 0ÐBÑ . ÐBÑ

. . .

. .

lim lim

lim . 
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II.2.56  Sejam  e(Teorema trivial da mudança de variáveis) Ð\ß ß Ñ` .
Ð] ß ß Ñ À\ Ä ]a . :w  dois espaços de medida e  uma aplicação mensurável
compatível com as medidas, isto é, com , para cada. : .Ð ÐFÑÑ œ ÐFÑ" w

F − Ia  (cf. I.5.11). Para cada espaço de Banach  e cada aplicação
integrável , tem-se que  é integrável e0 À ] Ä I 0 ‰ À\ Ä I:

( (
] \

w0 ÐCÑ . ÐCÑ œ 0Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ. : . .

Dem: É conhecido que, sendo  topologicamente mensurável, o0 À ] Ä I
mesmo acontece a . O facto de  ser integrável resulta de0 ‰ À\ Ä I 0 ‰: :
que, por II.1.38,

( (
\ ]

wm0Ð ÐBÑÑm . ÐBÑ œ m0ÐCÑm . ÐCÑ: . . .

Comecemos por examinar o caso em que  é uma aplicação em escada. Seja0
então  uma família finita de subconjuntos mensuráveis de ,Ð] Ñ ]4 4−N

disjuntos dois a dois e de união , tais que, para cada ,  tenha um] C − ] 0ÐCÑ4

valor constante . Sabemos que, sendo então  o conjunto dos A − I N 4 − N4 !

tais que , tem-se , para cada . Uma vez que os.w
4 4 !Ð] Ñ  _ A œ ! 4 − N Ï N

conjuntos  são disjuntos dois a dois e de união  e a aplicação: `"
4Ð] Ñ − \

0 ‰ A Ð] Ñ Ð Ð] ÑÑ œ Ð] Ñ: : . : . toma o valor constante  em , onde ,4 4 4 4
" " w

vemos que  também é uma aplicação em escada e, por definição,0 ‰ :

( (" "
] \

w w "

4−N 4−N

4 4 3 40 ÐCÑ . ÐCÑ œ Ð] ÑA œ Ð Ð] ÑÑA œ 0Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ. . . : : .
! !

.

Passemos agora ao caso geral, em que  é uma aplicação integrável.0 À ] Ä I
Podemos então considerar uma sucessão dominada  de aplicações emÐ0 Ñ8 8−

escada , com , para cada , e portanto uma0 À ] Ä I 0 ÐCÑ Ä 0ÐCÑ C − ]8 8

função mensurável , com , tal que, para< ‘ < .À ] Ä ÐCÑ . ÐCÑ  _ ]
w'

cada  e , . Vem então, tendo em conta II.1.38,8 − C − ] m0 ÐCÑm Ÿ ÐCÑ <8

( (
\ ]

w< : . < .Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ œ ÐCÑ . ÐCÑ  _

pelo que os  constituem também uma sucessão dominada de0 ‰ À\ Ä8 : ‘
aplicações em escada, com , para cada , e obte-0 Ð ÐBÑÑ Ä 0Ð ÐBÑÑ B − \8 : :
mos, pelo teorema da convergência dominada,

( ( (
(

] ] \

w w
8 8

\

0ÐCÑ . ÐCÑ œ 0 ÐCÑ . ÐCÑ œ 0 Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ œ

œ 0Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ

. . : .

: .

lim lim

. 
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Exercícios

Ex II.2.1  uma aplicaçãoSejam  um espaço mensurável e Ð\ß Ñ 0` À\ Ä ‚
mensurável tal que , para todo o . Verificar que também é0ÐBÑ Á ! B − \
mensurável a aplicação , .\ Ä B È‚ "

0ÐBÑ

Ex II.2.2 de BanachSejam  um espaço mensurável,  um espaço  eÐ\ß Ñ I`
0 À\ Ä I uma aplicação topologicamente mensurável. Verificar que
também é topologicamente mensurável a aplicação  definida por1À\ Ä I

1ÐBÑ œ
0ÐBÑ m0ÐBÑm
! m0ÐBÑm Þœ , se  é racional

, se  é irracional

Ex II.2.3 Provar a seguinte recíproca de II.2.8: Sejam  um espaçoÐ\ß Ñ`
mensurável e  e  espaços  e consideremos em I J Ide Banach  a “norma‚ J
do máximo”, definida no resultado referido. Se  é uma2À\ Ä I ‚ J
aplicação topologicamente mensurável onde, , para cada2ÐBÑ œ Ð0ÐBÑß 1ÐBÑÑ
B − \ 0À\ Ä I 1À\ Ä J, então as aplicações  e  também são topologica-
mente mensuráveis.

Ex II.2.4 vetorial normado  umSejam  um espaço , real ou complexo, e I E § I
subconjunto separável. Sendo  o subespaço vetorial gerado por ,J § I E
verificar que  também é separável.  Sendo  um conjuntoJ F § ESugestão:
contável denso em , considerar o conjunto das combinações lineares finitasE
de elementos de  (de , no caso complexo) com coeficientesF F  3F
racionais.

Ex II.2.5 Sejam  um espaço vetorial normado, real ou complexo,  umaI ÐC Ñ8 8−

sucessão de vetores de  e  o subespaço vetorial de  gerado peloI J I
conjunto dos . Mostrar que  é um boreliano de .  Mostrar queC J I8 Sugestão:
J  é a união de uma família numerável de compactos. Para isso, considerar,
para cada R − , a bola fechada de centro  e raio  do subespaço vetorial! R
de dimensão finita gerado pelos  com .C " Ÿ 8 Ÿ R8

Ex II.2.6 de BanachSejam  um espaço mensurável,  um espaço  eÐ\ß Ñ I`
0 ß 1À\ Ä I duas aplicações topologicamente mensuráveis. Verificar que é
mensurável o conjunto

E œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ œ 1ÐBÑ×.

Sugestão: Ao contrário do que sucedia no contexto de , é possível‘

considerar aqui a função topologicamente mensurável .0  1À\ Ä I

Ex II.2.7 de BanachSejam  um espaço mensurável,  um espaço ,Ð\ß Ñ I`
Ð0 Ñ8 8− uma sucessão de funções topologicamente mensuráveis 0 À\ Ä I8
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e  uma aplicação topologicamente mensurável. Mostrar que são0 À\ Ä I
mensuráveis:
a) O conjunto dos pontos  tais que a sucessão dos  sejaB − \ 0 ÐBÑ − I8

limitada.
b) O conjunto dos pontos  tais que .B − \ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ8

c) O conjunto dos pontos  tais que a sucessão dos  admita B − \ 0 ÐBÑ 0ÐBÑ8

como sublimite.
d) O conjunto dos pontos  tais que a sucessão dos  seja conver-B − \ 0 ÐBÑ8

gente.

Ex II.2.8   um espaço de medida finita,(Teorema de Egoroff) Sejam Ð\ß ß` .Ñ
isto é, com ,  um espaço de Banach e, para cada ,. Ð\Ñ  _ I 8 −
0 À\ Ä I8  uma aplicação topologicamente mensurável. Suponhamos que,
para cada , a sucessão dos  tem limite . Mostrar que,B − \ 0 ÐBÑ 0ÐBÑ − I8

para cada , existe um conjunto  com  tal que em& ` . & ! E − ÐEÑ 
\ Ï E 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ a convergência  seja uniforme.8

Sugestão: Para cada  e , considerar o conjunto mensurável5 − : − 

F œ ÖB − \ ± a m0 ÐBÑ  0ÐBÑm  ×
"

5
5ß: 8

8 :
.

Verificar que, para cada , a sucessão dos conjuntos  é crescente e5 − F 5ß:

de união  e utilizar esse facto para escolher  tal que\ :5

.
&

Ð\ Ï F Ñ 
#

5ß: 55
.

Tomar então

E œ \ Ï F.
5−

5ß:


5
.

Ex II.2.9   um(Versão modificada da aproximação dominada) Seja Ð\ß ß` .Ñ
espaço de medida finita, isto é, com . Sejam  um espaço de.Ð\Ñ  _ I
Banach e  uma aplicação integrável. Mostrar que existe então uma0 À\ Ä I
sucessão dominada  de aplicações em escada  tal queÐ0 Ñ 0 À\ Ä I8 8− 8

0 Ð\Ñ § 0Ð\Ñ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ B − \8 8 e , para cada .  Reparar que, no caso69

em que  e , uma tal aproximação é impossível, por.Ð\Ñ œ _ ! Â 0Ð\Ñ
não existirem aplicações em escada tomando valores em .0Ð\Ñ
Sugestão: Afastado o caso trivial em que , fixar  e aplicar\ œ g B − \!

II.2.29 à função integrável , cujo contradomínio con-0ÐBÑ œ 0ÐBÑ  0ÐB Ñs
!

tém , somando depois  às aplicações em escada que aproximam .! 0ÐB Ñ 0s!

69Relativamente ao que foi provado em II.2.29, abrimos mão da majoração m0 ÐBÑm Ÿ8

#m0ÐBÑm 0 Ð\Ñ § 0Ð\Ñ, mas obtivémos a condição mais forte de se ter , e não apenas8

0 Ð\Ñ § 0Ð\Ñ 8 {0}, que, nalguns casos, é importante.
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Ex II.2.10  (Uma variante de II.2.29 com aproximação uniforme) Sejam
Ð\ß ß` .Ñ I 0 À\ Ä I um espaço de medida,  um espaço de Banach e  uma
aplicação topologicamente mensurável. Suponhamos que  tem dimensãoI
finita e  é limitado . Mostrar que existe uma sucessão de aplicações0Ð\Ñ 70

topologicamente mensuráveis  verificando as condições a), b) e c)0 À\ Ä I8

de II.2.29 mas também a condição mais forte que a) que consiste em afirmar
que  uniformemente.0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ8

Sugestão: Repetir a demonstração de II.2.29, com a única alteração que
consiste em escolher mais cuidadosamente a sucessão dos . MaisA8

precisamente, depois de tomar , considerar a seguir um número finitoA œ !"

de pontos de  tais que a união das bolas de centro nesses pontos e0Ð\Ñ  Ö!×
raio  contenha , e fazer o mesmo sucessivamente, com o raio " 0Ð\Ñ "
subsituído por , , , etc…" " "

# $ %

Ex II.2.11  um espaço de medida finita, isto é, comSeja Ð\ß ß` .Ñ
.Ð\Ñ  _ I 0À\ Ä I, e sejam  um espaço de Banach e  uma aplicação
topologicamente mensurável e limitada (isto é, com o contradomínio 0Ð\Ñ
contido nalguma bola de centro  de ). Mostrar que a aplicação  é! I 0
integrável.

Ex II.2.12  Seja(Construção alternativa do integral das funções reais)
Ð\ß ß Ñ` .  um espaço de medida.
a) Mostrar que, se  é uma função integrável, isto é, uma função0 À\ Ä ‘
mensurável e com , então existem funções mensurá-' l0 ÐBÑl . ÐBÑ  _.
veis, , com  e , tais1ß 2À\ Ä 1ÐBÑ . ÐBÑ  _ 2ÐBÑ . ÐBÑ  _‘ . . ' '
que, para cada , .B − \ 0ÐBÑ œ 1ÐBÑ  2ÐBÑ
Sugestão: Tomar para  e  as funções  e  definidas, respetivamente,1 2 0 0 

por

0 ÐBÑ œ 0 ÐBÑ œ
l0ÐBÑl  0ÐBÑ l0ÐBÑl  0ÐBÑ

# #
 , .  71

b) Mostrar que, se  são outras duas funções mensuráveis, com1ß 2À\ Äs s ‘

integrais finitos, tais que se tenha também , para cada0ÐBÑ œ 1ÐBÑ  2ÐBÑs s

B − \, então

( ( ( (
\ \ \ \

1ÐBÑ . ÐBÑ  2ÐBÑ . ÐBÑ œ 1ÐBÑ . ÐBÑ  2ÐBÑ . ÐBÑs s. . . . ,

o que permite definir, sem ambiguidade e de forma independente do que
fizémos na secção II.2, o integral de  por0

70Mais geralmente, quem conheça a noção de subconjunto precompacto de um espaço
métrico (cf., por exemplo, [9]), poderá apenas supor que  seja precompacto, sem que0Ð\Ñ
I tenha que ter dimensão finita.
71Há, no entanto, vantagem em admitir que  e  possam ser outras funções.1 2
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( ( (
\ \ \

0ÐBÑ . ÐBÑ œ 1ÐBÑ . ÐBÑ  2ÐBÑ . ÐBÑ. . . ,

para qualquer par  nas condições referidas em a).1ß 2
c) Verificar que, se  fosse integrável, o integral definido em b)0 À\ Ä ‘

coincide com o já conhecido, no contexto das funções positivas.
d) Verificar que, se  é uma função integrável, então o integral0 À\ Ä ‘
definido em b) coincide com o que definimos no decurso da secção II.2,
encarado  como espaço de Banach.‘
e) Verificar, mais uma vez sem supor conhecido o que fizémos na secção
II.2, que, se  são funções integráveis e , então0 ß 0 À\ Ä + −s ‘ ‘

( ( (
( (
¹ ¹( (

\ \ \

\ \

\ \

0ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑs s

+0ÐBÑ . ÐBÑ œ + 0ÐBÑ . ÐBÑ

0ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ l0ÐBÑl . ÐBÑ

. . .

. .

. .

,

,

.

Ex II.2.13 (Conjuntos convexos) Seja  é um espaço vetorial. Se , oI Aß D − I
segmento afim de  para  é o conjunto  dos vetores da formaA D ÒÒAß DÓÓ
=A  >D, com ,  ou, por outras palavras, o conjunto  e =ß > − =  > œ "‘

72

dos vetores da forma , com ,Ð"  >ÑA  >D œ A  >ÐD  AÑ > − Ò!ß "Ó
conjunto que, se , fica em correspondência biunívoca com  porA Á D Ò!ß "Ó

> È Ð"  >ÑA  >D œ A  >ÐD  AÑ.

Um conjunto G § I Aß D − G diz-se  se, quaisquer que sejam ,convexo
tem-se .ÒÒAß DÓÓ § G
a) Verificar que se tem , ,  eÒÒAß DÓÓ œ ÒÒDß AÓÓ A − ÒÒAß DÓÓ D − ÒÒAß DÓÓ
ÒÒAßAÓÓ œ ÖA× C  ÒÒAß DÓÓ œ ÒÒC  Aß C  DÓÓ. Verificar ainda que .
b) Reparar que  é um conjunto convexo e verificar que a intersecção de umag
família arbitrária de subconjuntos convexos de  é ainda um subconjuntoI
convexo, que, se  é convexo e , então a translaçãoG § I C − I
C  G œ ÐGÑ J § I7C  é também um subconjunto convexo e que, se  é um
subespaço vetorial, então  é um conjunto convexo.J
c) Verificar que, no espaço vetorial , tem-se  ou‘ ÒÒ+ß ,ÓÓ œ Ò+ß ,Ó
ÒÒ+ß ,ÓÓ œ Ò,ß +Ó + Ÿ , , Ÿ +, conforme  ou , e, consequentemente, que um
subconjunto de  é convexo se, e só se, é um intervalo.‘
d) Verificar que, se  e  são espaços vetoriais e  é uma aplicaçãoI J ÀI Ä J-
linear, então  e, consequentemente, que, para cada- - -ÐÒÒAß DÓÓÑ œ ÒÒ ÐAÑß ÐDÑÓÓ
G § I ÐGÑ § J H § J convexo,  é convexo e, para cada  convexo,-

72Os elementos da forma , com  e , podem ser encarados como=A  >D =ß > − =  > œ "‘

médias pesadas de  e  associadas aos pesos  e .A D = >
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-"ÐHÑ § I é convexo.
e) Seja  um espaço vetorial normado. Mostrar que, para cada  eI A − I
<  ! A < F ÐAÑ F ÐAÑ, as bolas aberta e fechada de centro em  e raio ,  e , são< <

conjuntos convexos. Mostrar que, se  é um conjunto convexo, então aG § I
aderência ad  é um conjunto convexo.ÐGÑ
f) Sejam  um espaço vetorial normado e  um conjunto convexo.I G § I
Mostrar que o interior int  é também um conjunto convexo e, mais do queÐGÑ
isso, que, se int  e ad , então int . Deduzir,A − ÐGÑ D − ÐGÑ ÒÒAß DÓÓ Ï ÖD× § ÐGÑ
em particular, que, se  é um conjunto convexo com int , entãoG § I ÐGÑ Á g
qualquer  aderente a  é também aderente a int .D G ÐGÑ
Sugestão: Fixado , para um certo , tem-seC œ Ð"  >ÑA  >D ! Ÿ >  "

A œ
C  >D

Ð"  >Ñ
,

pelo que existe  tal que, para cada  e &  ! C − F ÐCÑ D − F ÐDÑw w
& &

C  >D

Ð"  >Ñ
− G

w w

;

fixando , concluir que .D − F ÐDÑ  G F ÐCÑ § Gw
& &

g) Sejam  um espaço vetorial,  um conjunto convexo, I G § I A ßá ßA" 8

elementos de  e  com . Mostrar, porG > ßá ß > − > â > œ "" 8  " 8‘
indução em , que8

> A â > A − G" " 8 8 . 73

h) (Integral e conjuntos convexos)  Sejam  um espaço de Banach e I G § I
um conjunto convexo. Sejam  um espaço de medida comÐ\ß ß Ñ` .
.Ð\Ñ œ " 0 À\ Ä G § I (um espaço de probabilidade) e  uma aplicação
integrável. Mostrar que

(
\

0ÐBÑ . ÐBÑ − ÐGÑ. ad . 74

Sugestão: Reparar que no caso em que  é uma aplicação em escada, temos0
uma consequência da conclusão de g). Para o caso geral, utilizar a conclusão
do exercício II.2.9.
i) (Reformulação de h))  Sejam  um espaço de Banach e  um75 I G § I
conjunto convexo. Sejam  um espaço de medida,  umÐ\ß ß Ñ E § \` .
conjunto mensurável, com , e  uma!  ÐEÑ  _ 0ÀE Ä G § I.

73Como no caso ,  pode ser encarado como uma média pesada8 œ # > A â > A" " 8 8

dos vetores , associada aos pesos .A ßá ßA > ßá ß >" 8 " 8
74Mais uma vez, o integral  pode ser encarado como uma média'

\ 0ÐBÑ . ÐBÑ − G.

pesada dos valores de , com a “distribuição de pesos” definida pela medida de0
probabilidade .Þ
75A conclusão de g) também podia ter sido reformulada no mesmo sentido.
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aplicação integrável. Mostrar que

"

ÐEÑ
0ÐBÑ . ÐBÑ − ÐGÑ

.
.(

E

ad .

Sugestão: Aplicar a conclusão de h) ao espaço de probabilidade que se
obtém considerando na -álgebra  de partes de  a medida .5 ` .ÎE ÎE

"
ÐEÑE .

k) (Complemento à conclusão de h))  Sob as hipóteses de h), mostrar que,
notando fr  a fronteira de , seÐGÑ G

(
\

0ÐBÑ . ÐBÑ − ÐGÑ. fr ,

então fr  quase sempre, em particular, se int , então0ÐBÑ − ÐGÑ 0Ð\Ñ § ÐGÑ

(
\

0ÐBÑ . ÐBÑ − ÐGÑ. int .

Sugestão: Aplicando II.2.45, se não fosse fr  quase sempre,0ÐBÑ − ÐGÑ
existia  com  tal queE − ÐEÑ  !` .

"

ÐEÑ
0ÐBÑ . ÐBÑ − ÐGÑ

.
.(

E

int

e tinha então que ser . Aplicar então a conclusão de f), reparando.ÐEÑ  "
que  fica no segmento afim de extremidades'

\ 0ÐBÑ . ÐBÑ.

"

ÐEÑ
0ÐBÑ . ÐBÑ − ÐGÑ

"

Ð\ Ï EÑ
0ÐBÑ . ÐBÑ − ÐGÑ

.
.

.
.

(
(

E

\ÏE

int ,

ad .

Ex II.2.14 (Cones convexos) Seja  um espaço vetorial. Dizemos que umI
conjunto G § I ! − G A − G > − >A − G é um se  e, para cada  e , .cone ‘

a) Mostrar que, se  é um cone, então  é convexo se, e só se,G § I G
quaisquer que sejam , . Em particular, qualquer subes-Aß D − G A  D − G
paço vetorial  é um cone convexo.J § I
b) Sejam  um espaço vetorial normado e  um cone convexo.I G § I
Mostrar que a aderência ad  é também um cone convexo e que, seÐGÑ
A − ÐGÑ D − ÐGÑ A  D − ÐGÑint  e ad , então int .  Lembrar aSugestão:
conclusão da alínea f) do exercício II.2.13.
c) Verificar que, se  é um espaço vetorial normado,  é um cone eI G § I
! − ÐGÑ G œ Iint , então .
d) Sejam  um espaço de Banach,  um cone convexo,  umI G § I Ð\ß ß Ñ` .
espaço de medida e  uma aplicação integrável. Mostrar que0 À\ Ä G § I
se tem
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(
\

0ÐBÑ . ÐBÑ − ÐGÑ. ad .

e) Sob as hipóteses de d) e supondo, para simplificar,  que a medida  é76 .
5-finita, mostrar que, se

(
\

0ÐBÑ . ÐBÑ − ÐGÑ. fr ,

então fr  quase sempre, em particular, se int , então0ÐBÑ − ÐGÑ 0Ð\Ñ § ÐGÑ

(
\

0ÐBÑ . ÐBÑ − ÐGÑ. int .

Sugestão: Se não fosse fr  quase sempre deduzíamos de II.2.45 a0ÐBÑ − ÐGÑ
existência de , com  tal queE − !  ÐEÑ  _` .

"

ÐEÑ
0ÐBÑ . ÐBÑ − ÐGÑ

.
.(

E

int ,

e portanto também int . Aplicar então a conclusão de b),'
E 0ÐBÑ . ÐBÑ − ÐGÑ.

reparando que

( ( (
\ E \ÏE

0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ. . . .

f) Verificar que a condição de a medida  ser -finita pode ser dispensada,. 5
sem afetar a validade da conclusão em e).
Sugestão: Por c), fr . Sendo , a alínea c) do! − ÐGÑ ] œ ÖB − \ ± 0ÐBÑ Á !×
exercício II.1.10 garante que a restrição de  a  já é -finita e reparar que. 5]

( (
\ ]

0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ. . .

Ex II.2.15  um(O centro de gravidade) Sejam  um espaço de Banach, I \ § I
subconjunto boreliano limitado e  uma medida nos borelianos de. U ‘À Ä\ 

\ !  Ð\Ñ  _ tal que ..
a) Mostrar que fica bem definido , a que chamamos o B − I\ centro de
gravidade de  (relativamente à medida ) por\ .

B œ B. ÐBÑ
"

Ð\Ñ
\

\.
.( .

b) Seja  um conjunto convexo tal que . Mostrar queG § I \ § G
B − ÐGÑ Ð\  ÐGÑÑ  !\ ad  e que, no caso em que int , tem-se mesmo.
B − ÐGÑ\ int .

76Ver a alínea f) a seguir.
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c) Suponhamos que , com  e  borelianos disjuntos\ œ \ \ \ \" # " #

verificando  e . Sendo  e  os centros de. .Ð\ Ñ  ! Ð\ Ñ  ! B B" # \ \" #

gravidade de  e , respetivamente, mostrar que  pertence ao segmento\ \ B" # \

afim de extremidades  e .B B\ \" #

Ex II.2.16 (O teorema da convergência dominada para sucessões generali-
zadas) Seja  um conjunto dirigido de tipo numerável (cf. a alínea e) doN
exercício II.1.21). Sejam Ð\ß ß` .Ñ I um espaço de medida,  um espaço de
Banach e  uma sucessão generalizada de aplicações integráveisÐ0 Ñ4 4−N

0 À\ Ä I B − \4 . Suponhamos que, para cada , a sucessão generalizada
Ð0 ÐBÑÑ I 0ÐBÑ − I4 4−N  de vetores de  tem limite  e que existe uma função
mensurável  com  e , para cada: ‘ : . :À\ Ä .  _ m0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑ 4'
B − \ 4 − N 0À\ Ä I e . Verificar que a aplicação , assim definida, é inte-
grável e que

( (
\ \

40 ÐBÑ . ÐBÑ Ä 0ÐBÑ . ÐBÑ. . .

Sugestão: Reduzir este resultado à versão do teorema da convergência
dominada para as sucessões indexadas em  (cf. II.2.39) por um processo
análogo ao utilizado para resolver a alínea f) do exercício II.1.21.

Ex II.2.17 (Versão melhorada de II.2.49 para quem conhece as sucessões
generalizadas) Sejam Ð\ß ß` .Ñ I um espaço de medida,  um espaço de
Banach e  uma família contável de aplicações integráveis .Ð0 Ñ 0 À\ Ä I4 4−N 4

Suponhamos que, para cada , a família  de vetores de  éB − \ Ð0 ÐBÑÑ I4 4−N

somável  e de soma . Suponhamos ainda que existe uma função77 0ÐBÑ − I
mensurável  com  tal que, para cada parte finita: ‘ : .À\ Ä .  _ '
M § N 0 ÐBÑ Ÿ ÐBÑ 0 À\ Ä I, . Mostrar que a aplicação  assim¼ ¼!

4−M
4 :

definida é integrável e que

( ("
\ \4−N

40 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ. . .78

Sugestão: Temos uma aplicação direta do teorema da convergência
dominada para sucessões generalizadas, examinado no exercício II.2.16, se
repararmos que a soma de uma família somável de vetores de  é um casoI
particular de limite de uma sucessão generalizada, cujo conjunto dirigido de
índices é de tipo numerável .(cf. a alínea e) do exercício II.1.21)

Ex II.2.18  (Aplicações lineares fechadas e integração) Sejam  e  espaçosI J
de Banach, I! § I um subespaço vetorial (não necessariamente fechado) e
-À I Ä J!  uma aplicação linear (não necessariamente contínua). Diz-se que

77Não necessariamente absolutamente somável.
78Soma de uma família somável, mas não necessariamente absolutamente somável de
vetores de .I
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- - é uma  se o  de ,aplicação linear fechada gráfico
K œ ÖÐAß DÑ − I ‚ J ± A − I D œ ÐAÑ×- ! e  for um subespaço vetorial-
fechado em .I ‚ J 79

a) (Exemplo) Seja  o espaço de Banach das aplicaçõesI œ J œ ÐÒ!ß "Óà ÑV ‘
contínuas , com a norma definida por  e seja0 À Ò!ß "Ó Ä m0m œ l0Ð>Ñl‘ _

>−Ò!ß"Ó
max

I § I I œ ÐÒ!ß "Óà Ñ! !
" o subespaço vetorial , cujos elementos são asV ‘

aplicações de classe , , isto é, as aplicações deriváveis emG 0À Ò!ß "Ó Ä" ‘
cada  e com  contínua. Verificar que tem lugar uma> − Ò!ß "Ó 0 À Ò!ß "Ó Äw ‘
aplicação linear

- V ‘ V ‘ -À ÐÒ!ß "Óà Ñ Ä ÐÒ!ß "Óà Ñ Ð0Ñ œ 0" w, ,

a qual não é uma aplicação linear contínua, mas é uma aplicação linear
fechada.
b) Sejam  um subespaço vetorial eI J I e  espaços de Banach, ! § I
- ` .À I Ä J Ð\ß ß Ñ!  uma aplicação linear fechada. Sejam  um espaço de
medida e  uma aplicação integrável, tal que  e que0 À\ Ä I 0Ð\Ñ § I!

- .‰ 0 À\ Ä J 0ÐBÑ . ÐBÑ − I também seja integrável. Mostrar que  e'
\ !

que

( (Š ‹
\ \

- . - .Ð0ÐBÑÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ .

Ex II.2.19  um espaço de medida,  um(Variante de II.2.49) Sejam Ð\ß ß` .Ñ I
espaço de Banach e  uma família contável de aplicações integráveisÐ0 Ñ4 4−N

0 À\ Ä I4  tal que

"(
4−N \

4m0 ÐBÑm . ÐBÑ  _. .

Mostrar que existe , com , tal que, para cada , a] − Ð\ Ï ] Ñ œ ! B − ]` .
família  de vetores de  seja absolutamente somável, e portantoÐ0 ÐBÑÑ I4 4−N

somável. Mostrar ainda que, sendo  a aplicação definida por0 À ] Ä I

0ÐBÑ œ 0 ÐBÑ"
4−N

4 ,

0  é integrável e

( ("
] \4−N

40 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ. . , 80

em que a soma do segundo membro é a de uma família absolutamente

79Reparar que, em qualquer caso,  é um subespaço vetorial de .K I ‚ J-
80Para o primeiro membro, lembrar a notação referida em II.2.41.
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somável de vetores de .I
Sugestão: Considerar a aplicação mensurável  definida por: ‘À\ Ä 

:ÐBÑ œ m0 ÐBÑm ]!
4−N

4 , ter em conta II.1.21 e II.1.29, definindo  como o

conjunto dos  tais que  e aplicando ções a  dasB ÐBÑ  _ ]: II.2.49 às restri
aplicações .04

§3. Propriedades elementares do integral indefinido.

Nesta secção vamos estudar algumas propriedades elementares do integral
indefinido, em que a palavra “elementar” significa que não pretendemos ir
muito além do que é estudado no contexto do integral de Riemann num
primeiro curso de Análise Real. Apesar de, no contexto do integral de
Lebesgue, que temos estado a estudar, existirem propriedades mais pro-
fundas (ver III.8.6 adiante), que aliás estiveram na origem da seu apareci-
mento, pensamos não ser prioritário que nos debrucemos sobre elas neste
momento, para podermos mais rapidamente chegar a outros resultados
importantes. O estudo das propriedades elementares do integral indefinido
vai servir-nos, em particular, para continuar a desenvolver a teoria do
integral de modo totalmente independente da dos integrais encontrados
anteriormente, mostrando que os métodos utilizados para calcular aqueles
são também válidos no presente contexto. A medida que utilizaremos
nesta secção será usualmente a medida de Lebesgue  nos borelianos de-
‘ e relembramos que nos integrais relativos a esta medida é utilizada
frequentemente a notação  no lugar de ..B . ÐBÑ-

II.3.1 Seja  um intervalo de extremidades finitas ou infinitas e aberto ouN § ‘
fechado em cada uma das extremidades. Sejam  um espaço de Banach eI
0À N Ä I 0 0 uma aplicação. Diz-se que  é  se  élocalmente integrável
topologicamente mensurável e a restrição de  a cada intervalo fechado e0
limitado  é integrável.M § N
É claro que uma aplicação integrável  é também localmente0 À N Ä I
integrável e que, no caso em que o intervalo  é fechado e limitado, umaN
aplicação  é localmente integrável se, e só se, é integrável.0 À N Ä I
Repare-se que, uma vez que qualquer intervalo fechado e limitado é com-
pacto e que qualquer compacto não vazio  está contido num intervaloO § N
fechado e limitado contido em  (nomeadamente, aquele cujas extremidadesN
são o seu máximo e o seu mínimo), concluímos que  é localmente0 À N Ä I
integrável se, e só se, é topologicamente mensurável e com restrição inte-
grável a cada compacto .O § N 81

81Esta observação permite fazer a ponte com a definição mais geral de aplicação local-
mente integrável que será apresentada adiante em III.4.15.
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II.3.2 Sejam  um intervalo,  um espaço de Banach e  umaN § I 0À N Ä I‘
aplicação contínua. Tem-se então que  é localmente integrável.0
Dem: A aplicação , sendo contínua, é mensurável e é mesmo0
topologicamente mensurável, tendo em conta II.2.3, uma vez que , sendoN
um subconjunto de , é de base contável. Seja agora  um‘ M œ Ò+ß ,Ó § N
intervalo fechado e limitado, que supomos já não vazio. A função contínua
real  atinge um máximo  no compacto  pelo queB È m0ÐBÑm - M

( (
M M

m0ÐBÑm .B Ÿ - .B œ -Ð,  +Ñ  _,

o que mostra que a restrição a  da aplicação  é integrável.M 0 

II.3.3 Sejam  um intervalo,  um espaço de Banach e  umaN § I 0À N Ä I‘
aplicação localmente integrável. Dados  com , nota-se+ß , − N + Ÿ ,' '
+ Ò+ß,Ó

,
0 ÐBÑ.B 0ÐBÑ .B ÐÖ+×Ñ œ ÐÖ,×Ñ œ ! o integral . Uma vez que ,. .

podemos escrever as caracterizações alternativas seguintes:

( ( (
( (

+ Ò+ß,Ó Ó+ß,Ó

,

Ò+ß,Ò Ó+ß,Ò

0 ÐBÑ.B œ 0ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .B œ

œ 0ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .B.

Como habitualmente, a notação anterior pode ser estendida ao caso em que
+  ,, pondo então, por definição,

( (
+ ,

, +

0 ÐBÑ.B œ  0ÐBÑ.B.

II.3.4 Sejam  um intervalo,  um espaço de Banach e  umaN § I 0À N Ä I‘
aplicação localmente integrável. Quaisquer que sejam , tem-se+ß ,ß - − N
então:

(
( (
( ( (

+

+

, +

+ ,

+ + ,

- , -

0 ÐBÑ .B œ !

0ÐBÑ .B œ  0ÐBÑ .B

0ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .B  0ÐBÑ .B

,

,

.

Dem: A primeira igualdade resulta de se ter . No caso em que-ÐÖ+×Ñ œ !
+ œ , +  ,, a segunda igualdade resulta da primeira e, nos casos em que  e
em que , a segunda igualdade resulta da definição. Quanto à terceira+  ,
igualdade, temos que examinar separadamente as diferentes posições
relativas que os três pontos  podem ter. Se , o intervalo +ß ,ß - + Ÿ , Ÿ - Ó+ß -Ó
é a união dos intervalos  e , que são disjuntos, pelo queÓ+ß ,Ó Ó,ß -Ó
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( ( ( (
( (

+ Ó+ß-Ó Ó+ß,Ó Ó,ß-Ó

-

+ ,

, -

0 ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .B  0ÐBÑ .B œ

œ 0ÐBÑ .B  0ÐBÑ .B.

O caso em que  reduz-se ao que acabámos de estudar, já que- Ÿ , Ÿ +

( ( ( (Š ‹
( (

+ - - ,

- + , +

+ ,

, -

0 ÐBÑ .B œ  0ÐBÑ .B œ  0ÐBÑ .B  0ÐBÑ .B œ

œ 0ÐBÑ .B  0ÐBÑ .B.

A fórmula está assim estabelecida nos casos em que  está entre  e  (no, + -
sentido lato) e passamos a estabelecê-la nos casos em que  está entre  e  e+ , -
em que  está entre  e . Ora, tendo em conta o caso já estudado, temos, no- + ,
primeiro caso,

( ( ( ( (
, , + + +

- + - , -

0 ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .B  0ÐBÑ .B œ  0ÐBÑ .B  0ÐBÑ .B,

e, no segundo caso,

( ( ( ( (
+ + - + ,

, - , - -

0 ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .B  0ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .B  0ÐBÑ .B,

o que, em ambos os casos, implica a igualdade pretendida. 

II.3.5  Sejam  um intervalo,  um espaço de(O integral indefinido) N § I‘
Banach e  uma aplicação localmente integrável. Fixado ,0 À N Ä I > − N!

chamamos  de  associado a  à aplicação integral indefinido 0 > 0 À N Ä Is
!

definida por

0Ð>Ñ œ 0ÐBÑ .Bs (
>

>

!

.

Tem-se então que o integral indefinido  é uma aplicação contínua.0 À N Ä Is

Dem: Seja  uma sucessão de elementos de  tal que .Ð> Ñ N > Ä > − N8 8− 8

Temos que mostrar que . O conjunto constituído pelos termos0Ð> Ñ Ä 0Ð>Ñs s
8

da sucessão dos  e pelo seu limite  é compacto e, consequentemente,> >8

admite um mínimo  e um máximo .  Para cada , notemos+ − N , − N 8 −82 

82Trata-se de uma propriedade geral das sucessões convergentes em  e, mais geral-‘
mente, em qualquer espaço topológico. Alternativamente, quem não conhecer este resul-
tado poderá tomar para  e  o ínfimo e o supremo do conjunto dos  em  e verificar,+ , >8 ‘

em seguida, que  e que se  (respetivamente ) não for um dos termos da+ Ÿ > Ÿ , + ,
sucessão então tem que ser  (respetivamente ).+ œ > , œ >
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M Ò>ß > Ó Ò> ß >Ó > Ÿ > > Ÿ >8 8 8 8 8 o intervalo  ou o intervalo , conforme  ou , e repa-
remos que

(1)
m0Ð> Ñ  0Ð>Ñm œ 0ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .B Ÿs s

Ÿ m0ÐBÑm.B œ ÐBÑm0ÐBÑm .B

8
> M

>

M Ò+ß,Ó
M

½ ½ ½ ½( (
( (

8

8

8

8
ˆ .

Mas, tem-se , com ,ˆM Ò+ß,Ó8
ÐBÑm0ÐBÑm Ÿ m0ÐBÑm m0ÐBÑm .B  _'

ˆM 88
Ð>Ñm0Ð>Ñm œ m0Ð>Ñm 8 B Á > > Ä >, para todo o  e, para cada , por ser , vem

ˆM8ÐBÑm0ÐBÑm œ !, a partir de certa ordem. Podemos então aplicar o teorema
da convergência dominada para garantir que

( ( (
Ò+ß,Ó Ò+ß,Ó Ö>×

M Ö>×ˆ ˆ
8
ÐBÑm0ÐBÑm .B Ä ÐBÑm0ÐBÑm .B œ m0ÐBÑm .B œ !,

o que, tendo em conta (1), implica que se tem 0, isto é,m0Ð> Ñ  0Ð>Ñm Äs s
8

0Ð> Ñ Ä 0Ð>Ñs s
8 . 

O próximo passo é estudar em que condições se pode garantir a derivabili-
dade do integral indefinido. Uma vez que o leitor poderá não ter encon-
trado ainda o conceito de derivada para funções com valores vetoriais,
começamos por fazer algumas observações que mostram como se podem
estender facilmente a este contexto os factos básicos já conhecidos no
contexto das funções com valores em .‘

II.3.6 Sejam  um espaço ,  um conjunto, , ponto deI N § > − Nde Banach ‘ !

acumulação de  (ou seja,  aderente a ) e  umaN > N Ï Ö> × 0 À N Ä I! !

aplicação. Diz-se que  é  , se existir o limite0 >derivável em !

lim
>Ä>

>Á>

!

!!

!

0 Ð>Ñ  0Ð> Ñ

>  >
− I

e a esse limite, que se nota , dá-se o nome de  de  no ponto0 Ð> Ñ 0w
! derivada

>!.
a) Tal como no caso real, se  é uma aplicação constante de valor ,0 À N Ä I A
então para cada ponto de acumulação , a aplicação  é derivável em > − N 0 >! !

e com .0 Ð> Ñ œ !w
!

b) Se  é derivável em , então  é contínua em .0 > 0 >! !

Dem: Sendo  uma sucessão qualquer de elementos de  comÐ> Ñ N Ï Ö> ×8 8− !

> Ä >8 !, tem-se

0Ð> Ñ  0Ð> Ñ œ Ð>  > Ñ Ä ! † 0 Ð> Ñ œ !
0Ð> Ñ  0Ð> Ñ

>  >
8 ! 8 ! !

8 !

8 !

w . 

c) Se  são deriváveis em  e  é um escalar, então as aplicações0 ß 1À N Ä I > +!
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0  1À N Ä I +0À N Ä I > e  são deriváveis em  e!

Ð0  1Ñ Ð> Ñ œ 0 Ð> Ñ  1 Ð> Ñ Ð+0Ñ Ð> Ñ œ +0 Ð> Ñw w w w w
! ! ! ! !, .

Dem: Sendo  uma sucessão qualquer de elementos de  comÐ> Ñ N Ï Ö> ×8 8− !

> Ä >8 !, tem-se

Ð0  1ÑÐ> Ñ  Ð0  1ÑÐ> Ñ 0Ð> Ñ  0Ð> Ñ 1Ð> Ñ  1Ð> Ñ

>  > >  > >  >
œ  Ä 0 Ð> Ñ  1 Ð> Ñ

Ð+0ÑÐ> Ñ  Ð+0ÑÐ> Ñ 0Ð> Ñ  0Ð> Ñ

>  > >  >
œ + Ä +0 Ð> Ñ

8 ! 8 ! 8 !

8 ! 8 ! 8 !

w w
! !

8 ! 8 !

8 ! 8 !

w
!

,

. 

d) Se  é derivável em ,  é outro espaço  e 0 À N Ä I > J ÀI Ä J! de Banach -
é uma aplicação linear contínua, então  é derivável em  e- ‰ 0 À N Ä J >!

Ð ‰ 0Ñ Ð> Ñ œ Ð0 Ð> ÑÑ- -w w
! ! .

Dem: Sendo  uma sucessão qualquer de elementos de  comÐ> Ñ N Ï Ö> ×8 8− !

> Ä >8 !, tem-se

Ð ‰ 0ÑÐ> Ñ  Ð ‰ 0ÑÐ> Ñ 0Ð> Ñ  0Ð> Ñ

>  > >  >
œ Ä Ð0 Ð> ÑÑ

- -
- -

8 ! 8 !

8 ! 8 !

w
!ˆ ‰ .

e) Sejam  três espaços de Banach e  uma aplicaçãoJßKßL ÀJ ‚ K Ä L0
bilinear contínua, que encaramos como uma “multiplicação”, notando, para
cada  e ,A − J D − K

A‚ D œ ÐAß DÑ − L0 .

Se  e  são duas aplicações deriváveis em , então a0 À N Ä J 1À N Ä K >!
aplicação , , é também derivável em 0 ‚ 1À N Ä L 0 ‚ 1Ð>Ñ œ 0Ð>Ñ ‚ 1Ð>Ñ >!
e com

Ð0 ‚ 1Ñ Ð> Ñ œ 0 Ð> Ñ ‚ 1Ð> Ñ  0Ð> Ñ ‚ 1 Ð> Ñw w w
! ! ! ! ! .

Dem: Sendo  uma sucessão qualquer de elementos de  comÐ> Ñ N Ï Ö> ×8 8− !

> Ä >8 !, tem-se

Ð0 ÑÐ> Ñ  Ð0 ÑÐ> Ñ 0Ð> Ñ  0Ð> Ñ

>  > >  >
œ

 0Ð> Ñ

‚ 1 ‚ 1
‚ 1Ð> Ñ 

‚ Ä 0 Ð> Ñ ‚ 1Ð> Ñ  0Ð> Ñ ‚ 1 Ð> Ñ
1Ð> Ñ  1Ð> Ñ

>  >

8 ! 8 !

8 ! 8 !

!

8

8 !

8 !

w w
! ! ! ! . 

Ao contrário das propriedades anteriores, cujas demonstrações são clara-
mente análogas às que se faziam no contexto das funções com valores em
‘, o teorema da média, que enunciamos em seguida, que naquele contexto
costuma aparecer como aplicação do teorema do valor intermédio de
Lagrange, necessita aqui de uma demonstração diferente (aliás, já para
funções com valores em  isso acontece).‘#
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II.3.7  Sejam  em ,  um espaço de Banach, (Teorema da média) + Ÿ , I Q   !‘
e  uma aplicação contínua, derivável em todos os pontos de0 À Ò+ß ,Ó Ä I
Ó+ß ,Ò > − Ó+ß ,Ò m0 Ð>Ñm Ÿ Q e tal que, para cada , . Tem-se entãow

m0 Ð,Ñ  0Ð+Ñm Ÿ QÐ,  +Ñ.

Dem:83 Uma vez que o caso  é trivial vamos supor já que . Tendo+ œ , +  ,
em conta a continuidade de , para mostrar a desigualdade do enunciado0
basta mostrar que, para cada  se tem+  +  ,w

m0Ð,Ñ  0Ð+ Ñm Ÿ QÐ,  + Ñw w .

Fixemos um tal  e seja  arbitrário. Consideremos o conjunto  dos+  ! Gw $
> − Ò+ ß ,Ów  tais que

m0Ð>Ñ  0Ð+ Ñm Ÿ ÐQ  ÑÐ>  + Ñw w$ .

Trata-se de um subconjunto fechado de , que é não vazio, por conter ,Ò+ ß ,Ó +w w

pelo que podemos considerar o máximo  do conjunto , que verifica- G
portanto a desigualdade

m0Ð-Ñ  0Ð+ Ñm Ÿ ÐQ  ÑÐ-  + Ñw w$ .

Se se tivesse , então o facto de se ter-  ,

lim
>Ä-

w½ ½0Ð>Ñ  0Ð-Ñ

>  -
œ m0 Ð-Ñm Ÿ Q  Q  $

implicava a possibilidade de escolher , com  tal que> -  >  ,

½ ½0Ð>Ñ  0Ð-Ñ

>  -
 Q  $,

de onde deduzíamos que

m0Ð>Ñ  0Ð+ Ñm Ÿ m0Ð>Ñ  0Ð-Ñm  m0Ð-Ñ  0Ð+ Ñm Ÿ

Ÿ ÐQ  ÑÐ>  -Ñ  ÐQ  ÑÐ-  + Ñ œ ÐQ  ÑÐ>  + Ñ

w w

w w$ $ $ ,

ou seja, , o que contrariava a hipótese de  ser o máximo de . Tem-se> − G - G
assim , ou seja, . Por fim, uma vez- œ , m0Ð,Ñ  0Ð+ Ñm Ÿ ÐQ  ÑÐ,  + Ñw w$
que  é arbitrário, a desigualdade anterior implica que se tem mesmo$  !
m0Ð,Ñ  0Ð+ Ñm Ÿ Ql,  + lw w , como queríamos. 

II.3.8  Sejam  em ,  um espaço de Banach e (Corolário) + Ÿ , I 0À Ò+ß ,Ó Ä I‘
uma aplicação contínua tal que, para cada ,  seja derivável em  e> − Ó+ß ,Ò 0 >
0 Ð>Ñ œ ! 0w . Tem-se então que  é uma aplicação constante.

83A demonstração que vamos fazer é a simplificação de uma, devida a J. Dieudonné, para
um resultado mais forte em que se permite a existência de um conjunto contável de
pontos do intervalo onde não se exige a derivabilidade de  (cf. [3]). Ver o exercício0
II.3.2, no fim do capítulo, para uma versão desse resultado mais forte.
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Dem: Sendo  em , o facto de se ter  resulta de aplicarB Ÿ C Ò+ß ,Ó 0 ÐBÑ œ 0ÐCÑ
o teorema da média, com , à restrição de  ao intervalo , deQ œ ! 0 ÒBß CÓ
forma a concluir que .m0ÐCÑ  0ÐBÑm Ÿ ! 

II.3.9  Sejam  um intervalo de inte-(Derivada do integral indefinido)84 N § ‘
rior não vazio,  um espaço de Banach e  uma aplicação local-I 0À N Ä I

mente integrável. Sejam  e  o correspondente integral indefi-> − N 0 À N Ä Is
!

nido, definido por

0Ð>Ñ œ 0ÐBÑ .Bs (
>

>

!

.

Se  é contínua em , então  é derivável em  e com .0 > − N 0 > 0 Ð> Ñ œ 0Ð> Ñs s
" " " "

w

Dem: Seja  arbitrário. Seja  tal que, para cada  com$ & !  ! > − N
>   >  >  m0Ð>Ñ  0Ð> Ñm  > − N Ï Ö> ×" " " "& & $, se tenha . Para cada 
nessas condições, tem-se então, notando  o intervaloM § Ó>  ß >  Ò" "& &
fechado de extremidades  e ,> >"

m0Ð>Ñ  0Ð> Ñ  Ð>  > Ñ0Ð> Ñm œs s

œ 0ÐBÑ .B  0ÐBÑ .B  Ð>  > Ñ0Ð> Ñ œ

œ 0ÐBÑ .B  0Ð> Ñ .B œ 0ÐBÑ  0Ð> Ñ .B Ÿ

Ÿ m0ÐBÑ  0Ð> Ñm .B Ÿ

" " "

> >

> >

" "

> > M

> >

" "

M M
"

½ ½( (
½ ½ ½ ½( ( (
( (

! !

"

" "

$ $.B œ l>  > l" ,

donde

½ ½0Ð>Ñ  0Ð> Ñs s

>  >
 0Ð> Ñ Ÿ

"

"
" $,

o que mostra que se tem de facto , quando .0Ð>Ñ0Ð> Ñs s

>> " "
"

"
Ä 0Ð> Ñ > Ä > 

O resultado precedente permite-nos deduzir que os métodos que utilizá-
vamos com mais frequência para calcular o valor dos integrais de funções
reais a partir do conhecimento de uma primitiva continuam a valer no
contexto que estamos a estudar, em particular que, nesses casos, o integral
que estamos a estudar coincide com o integral que já encontráramos
anteriormente. Mais precisamente:

II.3.10  Sejam(Das primitivas para os integrais — a fórmula de Barrow)
Ò+ß ,Ó § I‘ um intervalo fechado e limitado,  um espaço de Banach e
0 À Ò+ß ,Ó Ä I Ó+ß ,Ò uma aplicação integrável e contínua nos pontos de .

84Ver III.8.6 adiante para um resultado mais profundo no mesmo contexto.
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Suponhamos que existe uma aplicação contínua  tal que, para0̃ À Ò+ß ,Ó Ä I

cada ,  seja derivável em  e com . Tem-se então˜ ˜> − Ó+ß ,Ò 0 > 0 Ð>Ñ œ 0Ð>Ñ
w

(
+

,

0 ÐBÑ .B œ 0Ð,Ñ  0Ð+Ñ˜ ˜ .

Dem: Podemos já afastar o caso trivial em que . Seja  o+ œ , 0 À Ò+ß ,Ó Ä Is

integral indefinido, definido por

0Ð>Ñ œ 0ÐBÑ .Bs (
+

>

,

que é uma aplicação contínua, com  e derivável em cada  e0Ð+Ñ œ ! > − Ó+ß ,Òs

com . Concluímos daqui, tendo em conta o corolário II.2.8, que0 Ð>Ñ œ 0Ð>Ñs w

a função contínua , que é derivável em cada  e˜1 œ 0  0À Ò+ß ,Ó Ä I > − Ó+ß ,Òs

com  tem que ser constante, em particular˜1 Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ  0 Ð>Ñ œ !sw w w

0 Ð,Ñ  0ÐBÑ .B œ 0Ð,Ñ  0Ð,Ñ œ 0Ð+Ñ  0Ð+Ñ œ 0Ð+Ñs s˜ ˜ ˜ ˜ ,(
+

,

ou seja,

(
+

,

0 ÐBÑ .B œ 0Ð,Ñ  0Ð+Ñ˜ ˜ . 

II.3.11  Sejam  um intervalo(Aplicação à medida de Lebesgue-Stieltjes) N § ‘
aberto não vazio e  uma função crescente (no sentido lato),: ‘À N Ä
derivável em todos os pontos e com derivada contínua , e: ‘w

À N Ä
consideremos a correspondente medida de Lebesgue-Stieltjes nos borelianos
de ,  (cf. I.4.13). Tem-se então, para cada ,N À Ä E −- U ‘ U: N  N

- ::ÐEÑ œ ÐBÑ .B(
E

w ,

por outras palavras, a medida  coincide com a medida , definida, a- -: :Ð Ñw

partir da restrição a  da medida de Lebesgue, pela função mensurávelN
: ‘w

À N Ä  (cf. II.1.22).
Dem: Uma vez que  é, por definição, a única medida nos borelianos de -: N
que verifica , sempre que  em , tudo o que- : ::ÐÓ+ß ,ÓÑ œ Ð,Ñ  Ð+Ñ + Ÿ , N
temos que verificar é que, para a medida , tem-se também - -Ð Ñ Ð Ñ: :w w ÐÓ+ß ,ÓÑ œ

: :Ð,Ñ  Ð+Ñ. Ora, isso é uma consequência de que, tendo em conta II.3.10,

- : : : :Ð Ñ
Ó+ß,Ó +

w w
,

:w ÐÓ+ß ,ÓÑ œ ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B œ Ð,Ñ  Ð+Ñ( ( . 
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O resultado II.3.10 dá-nos um processo para calcular o integral quando o
domínio é um intervalo fechado e limitado. Para calcularmos integrais
quando o intervalo de definição é aberto nalguma das extremidades, em
particular quando alguma destas é infinita, usa-se com frequência os dois
resultados seguintes, que têm relações naturais com os “integrais impró-
prios” decerto já encontrados anteriormente.

II.3.12 (O integral das funções mensuráveis positivas do ponto de vista dos
integrais impróprios).
a) Sejam + − ‘ ‘ ‘, , pertencente a  ou igual a , e ,  + _ 0À Ò+ß ,Ò Ä 

uma função mensurável. Tem-se então

( (
Ò+ß,Ò +CÄ,

C−Ó+ß,Ò

C

0 ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .Blim .

b) , , pertencente a  ou igual a , e  umaSejam + − ‘ ‘-  + _ 0À Ó-ß +Ó Ä I
função mensurável. Tem-se então

( (
Ó-ß+Ó CCÄ-

C−Ó-ß+Ò

+

0 ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .Blim .

Dem:  A existência de limite resulta de termos uma função crescente de .a) C
Escolhendo uma sucessão crescente de elementos , com ,C − Ó+ß ,Ò C Ä ,8 8

podemos então utilizar o teorema da convergência monótona para mostrar
que, uma vez que, para cada , os  constituem umaB − Ò+ß ,Ò ÐBÑ0ÐBÑˆÒ+ßC Ò8

sucessão crescente igual a  a partir de certa ordem,0ÐBÑ

lim lim lim
CÄ,

C−Ó+ß,Ò
+ + Ò+ß,Ò

C C

Ò+ßC Ò

Ò+ß,Ò

( ( (
(

0ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .B œ ÐBÑ0ÐBÑ .B œ

œ 0ÐBÑ .B

8

8
ˆ

.

b) Pode-se dar uma demonstração análoga à de a) ou, alternativamente,
reduzir a conclusão de b) à de a), tendo em conta a invariância da medida de
Lebesgue por simetria em I.5.14 e o teorema trivial de mudança de variáveis
em II.1.38:

( ( (
( (

Ó-ß+Ó Ò+ß-Ò +AÄ-
A−Ó+ß-Ò

A

AÄ- CÄ-
A−Ó+ß-Ò

A C

+ +

C−Ó-ß+Ò

0 ÐBÑ .B œ 0ÐDÑ .D œ 0ÐDÑ .D œ

œ 0ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .B

lim

lim lim . 
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II.3.13 (O integral das aplicações integráveis do ponto de vista dos integrais
impróprios) Seja  um espaço de Banach.I
a) Sejam + − ‘ ‘, , pertencente a  ou igual a , e  uma,  + _ 0À Ò+ß ,Ò Ä I
aplicação integrável. Tem-se então

( (
Ò+ß,Ò +CÄ,

C−Ó+ß,Ò

C

0 ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .Blim .

b) , , pertencente a  ou igual a , e  umaSejam + − ‘ ‘-  + _ 0À Ó-ß +Ó Ä I
aplicação integrável. Tem-se então

( (
Ó-ß+Ó CCÄ-

C−Ó-ß+Ò

+

0 ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .Blim .

Dem:  Temos que mostrar que, qualquer que seja a sucessão de elementosa)
C − Ò+ß ,Ò C Ä ,8 8, com , tem-se

( (
Ò+ß,Ò +

C

0 ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ .Blim
8

.

ora, isso é uma consequência do teorema da convergência dominada, uma
vez que se tem

( (
+ Ò+ß,Ò

C

Ò+ßC Ò

8

8
0 ÐBÑ .B œ ÐBÑ 0ÐBÑ .Bˆ

onde, para cada ,  e  aB m ÐBÑ 0ÐBÑm Ÿ m0ÐBÑm ÐBÑ 0ÐBÑ œ 0ÐBÑˆ ˆÒ+ßC Ò Ò+ßC Ò8 8

partir de certa ordem, e a função  tem, por hipótese, integralB È m0ÐBÑm
finito.
b) Pode-se dar uma demonstração análoga à de a) ou, alternativamente,
reduzir a conclusão de b) à de a), do mesmo modo que no resultado
precedente, tendo em conta a invariância da medida de Lebesgue por simetria
em I.5.14 e o teorema trivial de mudança de variáveis em II.2.56. 

Examinamos em seguida uma aplicação de II.3.10 à integração por
mudança de variáveis, apresentando duas versões do resultado, a primeira
com hipóteses mais fortes e demonstração mais simples, mas que será
suficiente para a maioria das aplicações, e a segunda mais geral mas com
uma demonstração que, não sendo difícil, utiliza alguns instrumentos téc-
nicos mais rebuscados. Aconselhamos o leitor a utilizar a primeira versão
e só se debruçar sobre a segunda se disso vier a necessitar.

II.3.14 (Integração por mudança de variáveis em , versão mais simples)‘
Sejam  um intervalo aberto não vazio e  uma funçãoN § À N Ä‘ : ‘
estritamente monótona, derivável em todos os pontos e com derivada
contínua . Tem-se então:: ‘wÀ N Ä
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a) Sendo , tem-se que  é um intervalo aberto de  e a aplicaçãoN œ ÐN Ñ Nw w: ‘
:À N Ä N w é mensurável e compatível com as medidas (cf. I.5.11), quando se
considera em  a restrição da medida de Lebesgue  e em  a medidaN Nw -
. -œ Ðl lÑ:w , definida, a partir da restrição da medida de Lebesgue, pela função
mensurável ,  (cf. II.1.22).N Ä B È l ÐBÑl‘ :

w

b) Seja  uma função mensurável. É então também mensurável a0 À N Äw ‘
função , , eN Ä B È 0Ð ÐBÑÑl ÐBÑl‘ : :

w

( (
N N

w

w

0 ÐCÑ .C œ 0Ð ÐBÑÑ l ÐBÑl .B: : .

c) Sejam  um espaço de Banach e  uma aplicação integrável. ÉI 0À N Ä Iw

então também integrável a aplicação , , eN Ä I B È l ÐBÑl0Ð ÐBÑÑ: :w

( (
N N

w

w

0 ÐCÑ .C œ l ÐBÑl 0Ð ÐBÑÑ .B: : .

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes.
1) Uma vez que  é contínua em todos os pontos, por ser derivável,:
concluímos que  é mensurável e que  é um intervalo e este: :N œ ÐN Ñw

intervalo é necessariamente aberto, uma vez que o facto de  ser estritamente:
monótona implica que ele não pode ter máximo nem mínimo.
Ponhamos  e , onde, em ambos os casos, as extremi-N œ Ó+ß ,Ò N œ Ó+ ß , Òw w w

dades podem ser finitas ou infinitas.
2) Vamos provar a) no caso particular em que  é estritamente crescente,:
portanto com , para cada .:wÐBÑ   ! B − N
  O que se pretende mostrar é que coincidem nos borelianos deSubdem:
N w

‡ a restrição da medida de Lebesgue  e a medida imagem direta  (cf.- : .
I.5.13) e, tendo em conta I.4.10 e a versão precisada do teorema de extensão
de Hahn em I.4.12, bastará, para isso, provar que, quaisquer que sejam
- Ÿ . Ó+ ß , Òw w w w em , tem-se

- : .ÐÓ- ß . ÓÑ œ ÐÓ- ß . ÓÑw w w w
‡ .

Ora isso resulta de que, sendo  em  os pontos definidos por- Ÿ . Ó+ß ,Ò
- œ Ð-Ñ . œ Ð.Ñw w: : e , tem-se, tendo em conta II.3.10,

: . . : . :

: : : -

‡
w w " w w w

Ó-ß.Ó

-

.
w w w w w

ÐÓ- ß . ÓÑ œ Ð ÐÓ- ß . ÓÑÑ œ ÐÓ-ß .ÓÑ œ ÐBÑ .B œ

œ ÐBÑ .B œ Ð.Ñ  Ð-Ñ œ .  - œ ÐÓ- ß . ÓÑÞ

(
(

3) Para terminar a prova de a), resta-nos examinar o caso em que  é:
estritamente decrescente, e portanto , para cada . Ora, nesse:wÐBÑ Ÿ ! B − N
caso, podemos aplicar o que já demonstrámos à aplicação estritamente
crescente  definida por , para a qual se tem< ‘ < :À N Ä ÐCÑ œ ÐCÑ
<ÐN Ñ œ N w, e, lembrando a invariância da medida de Lebesgue por simetria
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em I.5.14 e o teorema trivial de mudança de variáveis em II.1.38, obtemos,
para cada boreliano ,F § N w

- < :

: :

ÐFÑ œ ÐCÑ .C œ  ÐCÑ .C

œ  ÐBÑ .B œ l ÐBÑl .B

( (
( (
< :

: :

" "

" "

ÐFÑ  ÐFÑ

w w

ÐFÑ ÐFÑ

w w ,

o que prova a) também neste caso.
4) Passemos à prova de b). Ora, tendo em conta a conclusão de a), o teorema
trivial de mudança de variáveis em II.1.38 e II.1.35, tem-se

( ( (
N N N

w

w

0 ÐCÑ .C œ 0Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ œ 0Ð ÐBÑÑ l ÐBÑl .B: . : : .

5) Passemos à prova de c). Ora, tendo em conta a conclusão de a), o teorema
trivial de mudança de variáveis em II.2.56 e II.2.54, tem-se

( ( (
N N N

w

w

0 ÐCÑ .C œ 0Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ œ 0Ð ÐBÑÑ l ÐBÑl .B: . : : . 

II.3.15 (Integração por mudança de variáveis em , versão mais geral)‘
Sejam  um intervalo de interior não vazio e  uma funçãoN § À N Ä‘ : ‘
monótona (no sentido lato), derivável em todos os pontos e com derivada
contínua . Tem-se então:: ‘wÀ N Ä
a) Sendo , tem-se que  é um intervalo de  e a aplicaçãoN œ ÐN Ñ Nw w: ‘
:À N Ä N w é mensurável e compatível com as medidas (cf. I.5.11), quando se
considera em  a restrição da medida de Lebesgue  e em  a medidaN Nw -
. -œ Ðl lÑ:w , definida, a partir da restrição da medida de Lebesgue, pela função
mensurável ,  (cf. II.1.22).N Ä B È l ÐBÑl‘ :

w

b) Seja  uma função mensurável. É então também mensurável a0 À N Äw ‘
função , , eN Ä B È 0Ð ÐBÑÑl ÐBÑl‘ : :

w

( (
N N

w

w

0 ÐCÑ .C œ 0Ð ÐBÑÑ l ÐBÑl .B: : .

c) Sejam  um espaço de Banach e  uma aplicação integrável. ÉI 0À N Ä Iw

então também integrável a aplicação , , eN Ä I B È l ÐBÑl0Ð ÐBÑÑ: :w

( (
N N

w

w

0 ÐCÑ .C œ l ÐBÑl 0Ð ÐBÑÑ .B: : .

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes.
1) Uma vez que  é contínua em todos os pontos, por ser derivável,:
concluímos que  é mensurável e que  é um intervalo.: :N œ ÐN Ñw

2) Vamos provar a) no caso particular em que  é crescente, portanto com:
:w w w wÐBÑ   ! B − N N œ Ó+ ß , Ò, para cada , e em que  (extremidades finitas ou
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infinitas), caso em que, por este intervalo não ser vazio, tem-se .+  ,w w

  Uma vez que  é crescente e  não tem mínimoSubdem: : :N œ ÐN Ñw

nem máximo, concluímos que  não tem mínimo nem máximo, portantoN
N œ Ó+ß ,Ò +  ,, com  (extremidades finitas ou infinitas). O que se pretende
mostrar é que coincidem nos borelianos de  a restrição da medida deN w

Lebesgue  e a medida imagem direta  (cf. I.5.13) e, tendo em conta- : .‡
I.4.10 e a versão precisada do teorema de extensão de Hahn em I.4.12,
bastará, para isso, provar que, quaisquer que sejam  em , tem-se- Ÿ . Ó+ ß , Òw w w w

(1) - : .ÐÓ- ß . ÓÑ œ ÐÓ- ß . ÓÑw w w w
‡ .

Ora, comecemos por reparar que, para cada , o facto de  serC − Ó+ ß , Òw w w :
crescente e contínua implica que  é um intervalo não vazio fechado:" wÐÖC ×Ñ
em , cuja extremidade direita não pode ser  (senão  não tomavaÓ+ß ,Ò , :
valores maiores que ), portanto necessariamente com máximo em .C Ó+ß ,Òw 85

Podemos assim tomar  igual ao máximo do conjunto  e- − Ó+ß ,Ò ÐÖ- ×Ñ:" w

. − Ó+ß ,Ò ÐÖ. ×Ñ igual ao máximo do conjunto  e constatamos, mais uma:" w

vez por  ser crescente, que para cada : B − Ó+ß ,Ó

B Ÿ - Í ÐBÑ Ÿ - B Ÿ . Í ÐBÑ Ÿ .: :w w, ,

portanto . Podemos agora escrever, tendo em conta:" w wÐÓ- ß . ÓÑ œ Ó-ß .Ó
II.3.10,

: . . : : :

: : -

‡
w w " w w w w

Ó-ß.Ó -

.

w w w w

ÐÓ- ß . ÓÑ œ Ð ÐÓ- ß . ÓÑÑ œ ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B œ

œ Ð.Ñ  Ð-Ñ œ .  - œ ÐÓ- ß . ÓÑ

( (
,

o que prova (1).
3) Vamos agora provar a) ainda com a hipótese de  ser crescente, portanto:
com  para cada , mas deixando de exigir que os intervalos :wÐBÑ   ! B − N N
e  sejam abertos.N w

  O que temos que provar é que, para cada boreliano ,Subdem: F § N w

tem-se

(2) - . : :ÐFÑ œ Ð ÐFÑÑ œ ÐBÑ .B" w

ÐFÑ
(
:"

.

No caso trivial em que  tem um único elemento, vem  e, por N ÐFÑ œ !w - :
ser constante, , para cada , pelo que a igualdade (2) é verda-:wÐBÑ œ ! B − N
deira. Suponhamos então que  tem mais que um elemento e sejam N +  ,w w w

as extremidades esquerda e direita de , finitas ou infinitas que, quandoN w

finitas, podem pertencer ou não a . Tendo em conta o facto de  ser cres-N w :
cente, vemos que o intervalo  é união de três intervalos disjuntos,N

85Analogamente, esse conjunto também tem mínimo em , mas não utilizaremos esseÓ+ß ,Ò
facto.
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N œ ÖB − N ± ÐBÑ œ + ×

N œ ÖB − N ± ÐBÑ − Ó+ ß , Ò×

N œ ÖB − N ± ÐBÑ œ , ×


w

w w


w

:

:

:

,
,

,
0

onde o primeiro e o último podem eventualmente ser vazios, e
: . .( . Tem-se  visto que cada um destesN Ñ œ Ó+ ß , Ò ÐN Ñ œ ÐN Ñ œ !!  

w w

intervalos ou é de interior vazio, e nesse caso tem medida de Lebesgue , ou!
tem interior não vazio, e nesse caso , para cada  no intervalo.:wÐBÑ œ ! B
Aplicando o que vimos em 2) à restrição , obtemos:ÎN !

w w
!
À N Ä Ó+ ß , Ò

- - . : . :

. : . : . :

. :

ÐFÑ œ ÐF  Ó+ ß , ÒÑ œ Ð ÐFÑÑ œ Ð ÐFÑ  N Ñ œ

œ Ð ÐFÑ  N Ñ  Ð ÐFÑ  N Ñ  Ð ÐFÑ  N Ñ œ

œ Ð ÐFÑÑ

w w " "
ÎN !

" " "
!  

"

!

,

o que prova (2).
4) Para terminar a prova de a), resta-nos examinar o caso em que  é:
decrescente, e portanto , para cada . Ora, nesse caso,:wÐBÑ Ÿ ! B − N
podemos aplicar o que já demonstrámos à aplicação crescente < ‘À N Ä
definida por , para a qual se tem , e, lembrando a< : <ÐCÑ œ ÐCÑ ÐNÑ œ N w

invariância da medida de Lebesgue por simetria em I.5.14 e o teorema trivial
de mudança de variáveis em II.1.38, obtemos, para cada boreliano ,F § N w

- < :

: :

ÐFÑ œ ÐCÑ .C œ  ÐCÑ .C

œ  ÐBÑ .B œ l ÐBÑl .B

( (
( (
< :

: :

" "

" "

ÐFÑ  ÐFÑ

w w

ÐFÑ ÐFÑ

w w ,

o que prova a) também neste caso.
5) Passemos à prova de b). Ora, tendo em conta a conclusão de a), o teorema
trivial de mudança de variáveis em II.1.38 e II.1.35, tem-se

( ( (
N N N

w

w

0 ÐCÑ .C œ 0Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ œ 0Ð ÐBÑÑ l ÐBÑl .B: . : : .

6) Passemos à prova de c). Ora, tendo em conta a conclusão de a), o teorema
trivial de mudança de variáveis em II.2.56 e II.2.54, tem-se

( ( (
N N N

w

w

0 ÐCÑ .C œ 0Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ œ 0Ð ÐBÑÑ l ÐBÑl .B: . : : . 
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Exercícios

Ex II.3.1  um intervalo e  uma função monótona. MostrarSejam N § 0À N Ä‘ ‘
que  é localmente integrável.  O facto de  ser mensurável já foi0 0Sugestão:
examinado na alínea a) do exercício I.5.12. Reparar que, se  é umM œ Ò+ß ,Ó
intervalo fechado e limitado não vazio contido em , a restrição de  a N 0 M
admite um máximo e um mínimo, cada um deles igual a  ou  e0Ð+Ñ 0Ð,Ñ
deduzir daí que  é majorado em .l0 ÐBÑl M

Ex II.3.2 Sejam  em , (Generalização do teorema da média, cf. [3]) + Ÿ , I‘
um espaço de Banach,  e  uma aplicação contínua. Supo-Q   ! 0À Ò+ß ,Ó Ä I
nhamos que existe um conjunto contável  tal que, para cada\ § Ò+ß ,Ó
> − Ò+ß ,Ó Ï \ 0 > m0 Ð>Ñm Ÿ Q,  seja derivável em  e com . Mostrar que se temw

então .m0Ð,Ñ  0Ð+Ñm Ÿ QÐ,  +Ñ
Sugestão: Fixar  arbitrário. Considerar uma aplicação injetiva$  !
: À\ Ä G > − Ò+ß ,Ó  e o conjunto  dos pontos  tais que

m0Ð>Ñ  0Ð+Ñm Ÿ ÐQ  ÑÐ>  +Ñ 
#

$
$"

B−\
B>

ÐBÑ:
.

Notando que , considerar o supremo  de  e mostrar, primeiro, que+ − G - G
- − G - œ , e, depois, que tem que ser . Deduzir que

m0Ð,Ñ  0Ð+Ñm Ÿ ÐQ  ÑÐ,  +Ñ $ $

e considerar o limite quando .$ Ä !

Ex II.3.3  Sejam  um conjun-(Variante da condição de derivabilidade) N § ‘
to,  um ponto de acumulação de ,  um espaço de Banach e + N I 0À N Ä I
uma aplicação derivável em , com derivada . Mostrar que se tem então+ 0 Ð+Ñw

lim
Ð=ß>ÑÄÐ+ß+Ñ

=+>

w0 Ð>Ñ  0Ð=Ñ

>  =
œ 0 Ð+Ñ.

Sugestão: Verificar que, para cada ,  pertence ao segmento=  +  > 0Ð>Ñ0Ð=Ñ
>=

de  de extremidades  e .I 0Ð+Ñ0Ð=Ñ 0Ð>Ñ0Ð+Ñ
+= >+

Ex II.3.4  um intervalo,  um espaço de Banach e  umaSejam N § I 0À N Ä I‘
aplicação integrável (e não só localmente integrável). Dado , mostrar> − N!

que o integral indefinido , definido por0 À N Ä Is

0Ð>Ñ œ 0ÐBÑ .Bs (
>

>

!

,
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é uma aplicação uniformemente contínua (e não só contínua). Sugestão: Ter
em conta a conclusão do exercício II.1.19.

Ex II.3.5  um intervalo aberto,  um espaço de Banach eSejam N § I‘
0 À N Ä I 1À N ‚ N Ä I uma aplicação contínua. Sendo  a aplicação
definida por

1Ð=ß >Ñ œ 0ÐBÑ .B(
=

>

,

mostrar que  é uma aplicação contínua, determinar as derivadas parciais1
`1 `1 `1 `1
`= `> `= `>Ð=ß >Ñ Ð=ß >Ñ ß À N ‚ N Ä I e  e mostrar que  são aplicações
contínuas.

Ex II.3.6 Sendo  e , v :+  ! −! ‘ erificar que

a) (
Ó!ß+Ó

B .B  _ Í  "! ! ;

b) (
Ò+ß_Ò

B .B  _ Í  "! ! .

Ex II.3.7  Sejam  e  uma função contínua tal que, paraa) +  ! À Ò+ß_Ò Ä: ‘

um certo ,!  "

lim
BÄ_

B ÐBÑ œ !! : .

Mostrar que

(
Ò+ß_Ò

:ÐBÑ .B  _.

b)  uma aplicação contínua talSejam  um espaço de Banach e I 0À Ä I‘
que, para um certo ,!  "

lim lim
BÄ_ BÄ_

lBl m0ÐBÑm œ lBl m0ÐBÑm œ !! ! .

Mostrar que  é uma aplicação integrável.0

Ex II.3.8 Verificar que é finito o integral

( ÈÓ!ß_ÒÏÖ"×

"

lB  B l
.B

$ % #
.

Sugestão: Ter em conta as conclusões do exercício II.3.6.

Ex II.3.9 de Banach(Integração por partes) Sejam  três espaços  eJßKßL
0À J ‚ K Ä L  uma aplicação bilinear contínua, que encaramos como uma
“multiplicação”, notando, para cada  e ,A − J D − K
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A‚ D œ ÐAß DÑ − L0 .

Sejam  em  e  e  duas aplicações deriváveis+  , 0 À Ò+ß ,Ó Ä J 1À Ò+ß ,Ó Ä K‘
em todos os pontos e com derivadas contínuas. Mostrar que

( (
+ +

, ,
w w0 ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ .B œ 0Ð,Ñ ‚ 1Ð,Ñ  0Ð+Ñ ‚ 1Ð+Ñ  0ÐBÑ ‚ 1 ÐBÑ .B.

Ex II.3.10 (Produto de contínua por localmente integrável) Sejam JßKßL
três espaços  e de Banach  uma aplicação bilinear contínua,0À J ‚ K Ä L
que encaramos como uma “multiplicação”, notando, para cada  eA − J
D − K,

A‚ D œ ÐAß DÑ − L0 .

Seja  um intervalo de extremidades finitas ou infinitas e aberto ouN § ‘
fechado em cada uma das extremidades e sejam  uma aplicação0 À N Ä J
contínua (respetivamente, localmente integrável) e  uma aplicação1À N Ä K
localmente integrável (respetivamente, contínua). Mostrar que a aplicação
0 ‚ 1À N Ä L B È 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ, definida por , é também localmente
integrável.

Ex II.3.11   Verificar que, para cada  em(A função gama em ) a)Ó!ß_Ò B  !
‘ ‘, é integrável a função , , pelo que faz sentidoÓ!ß_Ò Ä > È > /

B" >

definir uma função  (a ) por> ‘À Ó!ß_Ò Ä  função gama

>ÐBÑ œ > / .>(
Ó!ß_Ò

B" > .

Sugestão: Para a integrabilidade em , atender à conclusão da alínea a)Ó!ß "Ó
do exercício II.3.6 e, para a integrabilidade em , mostrar queÒ"ß_Ò

lim
>Ä_

B" >Î#> / œ !.

b) Efetuar uma integração por partes em cada intervalo e passar aoÒ ß 8Ó"
8

limite, para deduzir que, para cada  em ,B  ! ‘

> >ÐB  "Ñ œ B ÐBÑ.

c) Verificar que  e deduzir, por indução em , que, para cada>Ð"Ñ œ " 8
8 − ,

>Ð8Ñ œ Ð8  "Ñx.

Ex II.3.12  (Um integral impróprio duma função não integrável) Seja
0 À Ä 0Ð!Ñ œ " 0ÐBÑ œ‘ ‘

ÐBÑ
B a função contínua definida por  e , sesin

B  !.
a) Mostrar que a função  não é integrável.0
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Sugestão: Reparar que se tem , onde  é am0ÐBÑm   1ÐBÑ 1À Ò!ß_Ò Ä ‘

função que toma o valor constante  em cada intervalo"
#Ð8"Ñ1

 ‘8  ß 8 
' '

&
1 1

1 1
,

onde  é inteiro e é nula fora da união destes intervalos. Verificar que a8   !
função  tem integral , calculando o seu integral como soma de uma1 _
série.
b) Mostrar que existe e é finito o limite dos integrais

lim
CÄ_ !

C( 0ÐBÑ .B. 86

Sugestão: Para cada , utilizar uma integração por partes para concluirC  "
que

( (
" "

C C

#
0 ÐBÑ .B œ   Ð"Ñ  .B

ÐCÑ ÐBÑ

C B

cos cos
cos

e mostrar que o integral no segundo membro tem limite finito quando
C Ä _ B È Ò"ß_Ò, mostrando que a função  é integrável em  ecosÐBÑ

B#

utilizando II.3.13.

Ex II.3.13  Sejam  um intervalo de(Generalização trivial de II.3.15) N § ‘
interior não vazio e  uma função monótona (no sentido lato),: ‘À N Ä
derivável em todos os pontos e com derivada contínua  e: ‘wÀ N Ä
consideremos o correspondente intervalo . Mostrar que:N œ ÐN Ñw :
a) Se  é uma função mensurável e  é um boreliano, então0 À N Ä F § Nw w

‘

( (
F ÐFÑ

w0 ÐCÑ .C œ 0Ð ÐBÑÑ l ÐBÑl .B
:"

: : .

Sugestão: Reduzir os integrais em subconjuntos a integrais na totalidade dos
intervalos, utilizando as funções indicatrizes dos subconjuntos.
b) Se  é um espaço de Banach,  é uma aplicação topologica-I 0À N Ä Iw

mente mensurável e  é um boreliano tal que  seja integrável, entãoF § N 0w
ÎF

( (
F ÐFÑ

w0 ÐCÑ .C œ 0Ð ÐBÑÑ l ÐBÑl .B
:"

: : ,

onde, em particular, estamos a afirmar que a função no segundo membro é
integrável.

86Ver o exercício II.4.9 adiante para o cálculo do valor deste integral.
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§4. Produto de medidas e teorema de Fubini.

II.4.1 Sejam Ð\ß ß` . a .Ñ Ð] ß ß Ñ e  dois espaços de medida. Fica então bemw

definida uma medida  no semianel  de partes de  (cf.. . ` a‚ ‚ \ ‚ ]w

I.5.19) pela condição de se ter, para cada , com ,G − ‚ G œ E‚F` a
E − F −` a e ,

. . . .‚ ÐGÑ œ ÐEÑ ‚ ÐFÑw w .

Dem: O facto de  estar bem definida vem de que, se , com. .‚ g œ E ‚Fw

E − F − E œ g F œ g` a e , então  ou , em ambos os casos
. .ÐEÑ ‚ ÐFÑ œ ! G Á g G œ E‚F œ E ‚Fw w w e de que, se , com , então
E œ E F œ F G \ ‚ ]w w e  (imagens de  pelas projeções canónicas de  para
\ ] e para , respetivamente).  Esta mesma observação mostra que se tem87

. .‚ ÐgÑ œ !w .
Resta-nos mostrar que, dada uma família contável  de conjuntos deÐG Ñ4 4−N

` a ` a‚ G − ‚ disjuntos dois a dois, cuja união seja um conjunto ,
então

. . . .‚ ÐGÑ œ ‚ ÐG Ñw w

4−N

4" ,

para o que podemos já supor , para cada  (retirando de  os índices G Á g 4 N 44

para os quais isso não acontece) e afastar seguidamente o caso trivial em que
G œ g N œ g, e portanto .
Seja então , com  e  e, para cada , G œ E‚F E − F − 4 − N G œ` a 4

E ‚ F E − F −4 4 4 4, com  e  e reparemos que as suposições feitas` a
implicam que, para cada ,  e . Consideremos as funções4 − N E § E F § F4 4

mensuráveis,  e, para cada ,  definidas por0 À\ Ä 4 − N 0 À\ Ä‘ ‘ 4 

0ÐBÑ œ ÐFÑ ‚ ÐBÑ 0 ÐBÑ œ ÐF Ñ ‚ ÐBÑ. ˆ . ˆw w
E E4 4, ,

4

e reparemos que, tendo em conta II.1.12, a alínea c) de II.1.16 e II.1.25,

( (
( (
\ \

w w w
E

\ \
4 4 4 4 4

w w w
E

0ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐFÑ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐEÑ ÐFÑ œ ‚ ÐGÑ

0 ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐF Ñ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐE Ñ ÐF Ñ œ ‚ ÐG Ñ

. . ˆ . . . . .

. . ˆ . . . . .

,

.
4

Mas, para cada , tem-seB − \

87A razão desta observação está em que se pode ter, por exemplo, ,g ‚ F œ g œ g ‚ Fw

com , pelo que poderia haver  ambiguidade na definição de .F Á F ‚ ÐgÑw wa priori . .
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0ÐBÑ œ 0 ÐBÑ"
4−N

4 ,

visto que, se , tem-se  e  para cada  e, seB Â E 0ÐBÑ œ ! 0 ÐBÑ œ ! 4 − N4

B − E N œ Ö4 − N ± B − E × F F 4 − N, notando ,  é a união dos , com , queB 4 4 B

são disjuntos dois a dois, e portanto

0ÐBÑ œ ÐFÑ œ ÐF Ñ œ 0 ÐBÑ œ 0 ÐBÑ. .w w

4−N 4−N 4−N

4 4 4" " "
B B

.

Tendo em conta II.1.21, obtemos assim

. . . . . .‚ ÐGÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ œ ‚ ÐG Ñw w

\ \4−N 4−N

4 4( (" " ,

como queríamos. 

A partir de agora será cómodo, e várias vezes essencial, supor que os
espaços de medida envolvidos são -finitos (cf. I.4.9), pelo que faremos5
sempre essa hipótese.

II.4.2  e  dois espaços de medida -finitos. Tem-seSejam Ð\ß ß` . a . 5Ñ Ð] ß ß Ñw

então que a medida  no semianel de partes de  é também. .‚ \ ‚ ]w

5 . . ` a ‘-finita e, portanto, existe uma única medida , naŒ À Œ Äw


5 ` a ` a ` a-álgebra  gerada por  (cf. I.5.20) cuja restrição a  éŒ ‚ ‚
. . . . 5‚ Œw w. Dizemos que , que é também -finita, é a  dasmedida produto
medidas  e  e é ela a que se considera implicitamente num produto,. .w

quando outra não for referida.
Dem: Sejam  e  famílias contáveis de subconjuntos em  eÐ\ Ñ Ð] Ñ4 4−N 5 5−O `
a . ., respetivamente, tais que , ,  eÐ\ Ñ  _ Ð] Ñ  _ \ œ \4 5 4

w -
] œ ] \ ‚ ]- 5. Tem-se então que  é a união da família contável de
conjuntos em ,  que verificam` a‚ Ð\ ‚ ] Ñ4 5 Ð4ß5Ñ−N‚O

. . . .‚ Ð\ ‚ ] Ñ œ Ð\ Ñ Ð] Ñ  _w w
4 5 4 5 ,

o que mostra que a medida  no semianel  é efetivamente. . ` a‚ ‚w

5 5 ` a-finita. A existência e unicidade de uma medida na -álgebra  cujaŒ
restrição a  é  é agora uma consequência do teorema de` a . .‚ ‚ w

extensão de Hahn em I.4.12 e o facto de esse prolongamento ser uma medida
5 ` a-finita é uma consequência trivial de a sua restrição ao semianel  já‚
ser uma medida -finita.5 

II.4.3  Sejam  e  dois(Compatibilidade com as restrições) Ð\ß ß Ñ Ð] ß ß Ñ` . a .w

espaços de medida -finitos e consideremos a medida produto  na5 . .Œ w

5 ` a ` a-álgebra . Sejam  e . Tem-se então que as medidasŒ \ − ] −w w

restrição  e , nas -álgebras  e , de partes de  e de ,. . 5 ` aÎ\ Î\ Î]
w w w
Î]w w ww \ ]
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respetivamente, são ainda -finitas e a medida produto  na5 . .Î\
w
Î]w wŒ

5-álgebra

` a ` aÎ\ Î] Î\ ‚]w w w wŒ œ Ð Œ Ñ

de partes de  (cf. I.5.22) coincide com a medida ,\ ‚ ] Ð Œ Ñw w w
Î\ ‚]. . w w

restrição da medida .. .Œ w 88

Dem: Sendo  uma família contável de conjuntos em  comÐ\ Ñ4 4−N `-\ œ \ Ð\ Ñ  _ \4 4
w e , vemos que  é a união da família contável dos.

conjuntos  em , que verificam\ \w
4 Î\` w

. . .Î\
w w

4 4 4wÐ\  \ Ñ œ Ð\ \ Ñ Ÿ Ð\ Ñ  _,

o que mostra que a medida  é também -finita. O mesmo argumento. 5Î\w

mostra que a medida  é também -finita. A igualdade das duas medidas. 5w
Î] w

resulta agora de  ser, por definição, a única medida que nos. .Î\
w
Î]w wŒ

conjuntos da forma , com  e , toma o valorE‚F E − F −` aÎ\ Î]w w

. . . .ÐEÑ ÐFÑ Ð Œ Ñw w
Î\ ‚] e de a medida  verificar essa propriedade.w w 

II.4.4  Sejam  e  dois espaços de medida(Comutatividade) Ð\ß ß Ñ Ð] ß ß Ñ` . a .w

5 5-finitos. Tem-se então que a bijeção , definida porÀ ] ‚ \ Ä \ ‚ ]
5ÐCß BÑ œ ÐBß CÑ é bimensurável e compatível com as medidas, quando se
considera no domínio a medida  na -álgebra  e no espaço de. . 5 a `w Œ Œ
chegada a medida  na -álgebra . . . 5 ` aŒ Œw 89

Dem: O facto de  ser mensurável é uma consequência direta de I.5.21 e o5
facto de ser mesmo bimensurável vem de que  é a aplicação do mesmo5"

tipo, com os papéis de  e  trocados. Verificar que  é compatível com as\ ] 5
medidas é o mesmo que verificar que a medida imagem direta  (cf.5 . .‡

wÐ Œ Ñ
I.5.13) coincide com a medida , na -álgebra , e isso resulta. . 5 ` aŒ Œw

da definição, uma vez que, para cada  e , tem-seE − F −` a

5 . . . . 5

. . . .
‡

w w "

w w

Ð Œ ÑÐE ‚ FÑ œ Œ Ð ÐE ‚ FÑÑ œ

œ Œ ÐF ‚ EÑ œ ÐEÑ ÐFÑ. 

Queremos examinar em seguida o resultado que permite calcular, em
muitos casos de forma mais efetiva, a medida de um subconjunto mensu-
rável dum produto cartesiano e que é uma primeira versão do teorema de
Fubini. Para isso precisamos de examinar primeiro um lema, cujo enun-
ciado não tem nada a ver com o produto de medidas.

88Felizmente…, senão ficávamos na dúvida sobre qual a medida a considerar implicita-
mente em .\ ‚ ]w w

89Como era de desconfiar, trata-se de uma trivialidade, que apenas enunciamos porque
será cómodo utilizá-la.
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II.4.5  Sejam  um conjunto,  um semianel de partes de , tal que(Lema) ^ ^f
^ − ^f c 5 f Y e  a -álgebra de partes de  gerada por . Seja  uma classe de
partes de , com  e que verifique as condições:^ §f Y
1) Sempre que  e , tem-se ;EßF − F § E E Ï F −Y Y
2) Sempre que  é uma família contável de conjuntos em  disjuntosÐE Ñ5 5−O Y
dois a dois, tem-se .-

5−O
5E − Y

Tem-se então .c Y§
Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
1) Vamos dizer, em geral, que uma classe  de partes de  é  seY ^ razoável90

verificar as condições 1) e 2) no enunciado. Uma vez que a classe , decÐ^Ñ
todas as partes de , é razoável e que a intersecção de uma família arbitrária^
de classes razoáveis é trivialmente uma classe razoável, podemos chamar Y!

à intersecção de todas as classes razoáveis que contêm , que vai ser umaf
classe razoável contendo  e contida em qualquer classe razoável quef
contenha  (podemos dizer que  é a  ). Of Y f! classe razoável gerada por
lema ficará provado se verificarmos que , para o que bastará provarc Y§ !

que  é uma -álgebra,  e é isso que vamos fazer em seguida.Y 5!
91

2) Para cada conjunto , sejaG § ^

Y YG !œ ÖE § ^ ± E  G − ×.

Tem-se então que  é uma classe razoável.YG

  Sendo , com , tem-se ,Subdem: EßF − F § E F  G § E  GYG

donde

ÐE Ï FÑ  G œ ÐE  GÑ Ï ÐF  GÑ − Y!,

o que mostra que . Sendo  uma família contável deE Ï F − ÐE ÑYG 5 5−O

conjuntos de  disjuntos dois a dois, os conjuntos  são tambémYG 5E  G
disjuntos dois a dois, donde

Š ‹. .
5−O 5−O

5 5 !E  G œ ÐE  GÑ − Y ,

o que mostra que  .-
5−O

5 GE − Y

3) Vamos verificar que, sempre que , tem-se .EßF − E  F −Y Y! !

90Trata-se de um nome nitidamente pouco interessante. A única desculpa para o utilizar-
mos é que esta noção será utilizada apenas no decurso desta demonstração, podendo ser
esquecida uma vez esta terminada. Esta noção joga um papel análogo ao das “classes
monótonas”, que são utilizadas em vários textos para demonstrar um lema análogo a este
e que tem o mesmo objetivo. A demonstração que apresentamos é, aliás, inspirada na do
lema análogo que se encontra no livro de Halmos [6].
91Apesar de qualquer -álgebra ser evidentemente uma classe razoável, não estamos, de5
modo nenhum, a afirmar que toda a classe razoável seja uma -álgebra. O que vamos5
provar é que a classe razoável gerada por um semianel, que verifique a propriedade
especial no enunciado, é uma -álgebra.5



170 Cap. II. O integral

  Comecemos por supor que . O facto de  ser semianelSubdem: G − f f
implica que, para cada , tem-se , portanto .E − E  G − § E −f f Y Y! G

Provámos assim que  donde, por  ser uma classe razoável, tem-sef Y Y§ G G

também . A conclusão a que acabámos de chegar diz-nos que, paraY Y! G§
cada  e , tem-se , condição que é equivalente, porG − E − E −f Y Y! G

definição, a . Dito de outro modo, fixado , tem-se ,G − E − §Y Y f YE E!

donde, como antes, por  ser uma classe razoável, tem-se tambémYE

Y Y Y Y Y! ! !E E§ E − F − F −. Concluímos assim que, se  e , tem-se , ou
seja .E F − Y!

4) Vamos verificar agora que  é uma -álgebra, o que, como referimos emY 5!

1), terminará a demonstração.
  Vamos dividir esta verificação em alíneas sucessivas:Subdem:
a) Tem-se . Do mesmo modo, , portanto, para cadag − § ^ − §f Y f Y! !

F − ^ Ï F −Y Y! !, .
b) Se  (sem ser necessariamente ), então .EßF − F § E E Ï F −Y Y! !

Com efeito, tem-se  pelo que basta ter em conta o queE Ï F œ E  Ð^ Ï FÑ
vimos em 3).
c) Se  é uma família finita de conjuntos em , então .ÐE Ñ E −4 4−N ! 4 !Y Y-
Com efeito, raciocinando por indução no número de elementos de , bastaN
mostrar que, se , tem-se  e isso resulta de se terEßF − E  F −Y Y! !

E  F œ E  ÐF Ï EÑ F Ï E − E  ÐF Ï EÑ œ g, onde , por b), e .Y!

d) Se  é uma família contável de conjuntos em , então .ÐE Ñ E −4 4−N ! 4 !Y Y-
Com efeito, tendo em conta o lema I.2.11, podemos escrever ,- -E œ E4

w
4

onde os conjuntos  são disjuntos dois a dois e, tendo em conta b) e c),Ew
4

pertencem a .Y! 

II.4.6  Sejam  e  dois(Teorema de Fubini para conjuntos) Ð\ß ß Ñ Ð] ß ß Ñ` . a .w

espaços de medida -finitos e consideremos a medida produto  na5 . .Œ w

5 ` a ` a-álgebra . Seja . Tem-se então:Œ G − Œ
a) Para cada , o conjuntoB − \

G œ ÖC − ] ± ÐBß CÑ − G×Bß†

pertence a . Além disso, é mensurável a função , definida pora ‘\ Ä 

B È ÐG Ñ.w
Bß†  e tem-se

. . . .Œ ÐGÑ œ ÐG Ñ . ÐBÑw w

\
Bß†( .

b) Para cada , o conjuntoC − ]

G œ ÖB − \ ± ÐBß CÑ − G×†ßC

pertence a . Além disso, é mensurável a função , definida por` ‘] Ä 

C È ÐG Ñ. †ßC  e tem-se
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. . . .Œ ÐGÑ œ ÐG Ñ . ÐCÑw w

]
†ßC( .

Dem: Basta-nos provar apenas a), uma vez que b) resulta de aplicar a) ao
conjunto ,G − Œs a `

G œ ÖÐCß BÑ − ] ‚\ ± ÐBß CÑ − G×s ,

para o qual se tem  (cf. II.4.4). Vamos dividir a. . . .w wŒ ÐGÑ œ Œ ÐGÑs

prova de a) em duas partes:
1) Vamos provar a) com a hipótese suplementar de se ter  e.Ð\Ñ  _
.wÐ] Ñ  _, portanto também

. . . .Œ Ð\ ‚ ] Ñ œ Ð\Ñ Ð] Ñ  _w w .

  Seja  a classe dos conjuntos , para os quais asSubdem: Y G § \ ‚ ]
conclusões de a) são verdadeiras.
Suponhamos que , portanto que , com  eG − ‚ G œ E‚F E −` a `
F − B − E G œ F B Â Ea . Para cada , tem-se  e, para cada , tem-seBß†

G œ g G − B È ÐG ÑBß† Bß† Bß†
w, em qualquer caso , e a função  vai ser umaa .

função simples, em particular mensurável, que em  toma o valor constanteE
.wÐFÑ \ Ï E ! e em  o valor constante , e vemos então que

. . . . . .Œ ÐGÑ œ ÐEÑ ÐFÑ œ ÐG Ñ . ÐBÑw w w

\
Bß†( ,

o que mostra que se tem .G − Y
Suponhamos agora que , com . Para cada , tem-seGßG − G § G B − \w wY
G § G ÐG Ï G Ñ œ G Ï G −w w w

B BB B B e , coma

. . .w w w w w
B B BÐÐG Ï G Ñ Ñ œ ÐG Ñ  ÐG Ñ,

o que mostra que é mensurável a função  (diferençaB È ÐG Ñ  ÐG Ñ. .w w w
Bß† B

de duas funções integráveis com valores em ), e tem-se então‘

. . . . . .

. . . .

. . .

. .

Œ ÐG Ï G Ñ œ Œ ÐGÑ  Œ ÐG Ñ œ

œ ÐG Ñ . ÐBÑ  ÐG Ñ . ÐBÑ œ

œ ÐG Ñ  ÐG Ñ . ÐBÑ œ

œ ÐÐG Ï G Ñ Ñ . ÐBÑ

w w w w w

\ \

w w w
Bß† Bß†

\

w w w
Bß† B

\

w w
Bß†

( (
(
( ,

portanto .G Ï G −w Y
Suponhamos, enfim, que , onde  é uma família contável deG œ G ÐG Ñ- 4 4 4−N

conjuntos , disjuntos dois a dois. Para cada ,  é a união daG − B − \ G4 Bß†Y
família contável de conjuntos , que são disjuntos dois a dois, peloG −4Bß† a
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que  e , o que implica que é mensurável aG − ÐG Ñ œ ÐG ÑBß† Bß† 4
w w

4−N
Bß†a . .!

função , e tem-se então, lembrando II.1.21,B È ÐG Ñ.w
Bß†

. . . . . .

. . . .

Œ ÐGÑ œ Œ ÐG Ñ œ ÐG Ñ . ÐBÑ œ

œ ÐG Ñ . ÐBÑ œ ÐG Ñ . ÐBÑ

w w w

4−N 4−N

4 4
\

Bß†

\ \4−N

w w
4 Bß†Bß†

" "(
( (" ,

portanto .G − Y
Verificámos assim que a classe  contém o semianel  (que incluiY ` a‚
\ ‚ ] ) e verifica as hipóteses 1) e 2) do lema II.4.5 pelo que, por esse lema,
Y 5 ` a contém a -álgebra gerada , que é exatamente o que pretendemos.Œ
2) Passemos agora à demonstração de a) no caso geral. O facto de a medida
. 5 ser -finita permite-nos, por uma mudança de conjunto de índices,
considerar uma sucessão , de conjuntos  comÐ\ Ñ \ −8 8− 8 `
.Ð\ Ñ  _ \ œ \ \8 8 8, tal que . De facto, podemos já supor que os -
constituem uma sucessão crescente de conjuntos, se necessário substituindo
cada  pelo conjunto , que verifica ainda\ \ œ \8 :

w
8

"Ÿ:Ÿ8

-
. .Ð\ Ñ Ÿ Ð\ Ñ  _w

8
"Ÿ:Ÿ8

:" .

Analogamente, podemos considerar uma sucessão crescente de conjuntos
] − Ð] Ñ  _ ] œ ] G8 8 8

wa ., com  e . Tem-se então que  é a união da-
sucessão crescente de conjuntos , o queG œ G  Ð\ ‚ ] Ñ − Œ8 8 8 ` a
implica que

. . . .Œ ÐGÑ œ Œ ÐG Ñw w
8lim .

Por outro lado, aplicando o caso particular estudado em 1), ao conjunto ,G8

relativamente a  com a medida induzida, vemos que, para cada\ ‚ ]8 8

B − \ G − \ Ä B È ÐG Ñ8 8 8  8Bß† Bß†
w, , que é mensurável a função , , ea ‘ .

que

. . . .Œ ÐG Ñ œ ÐG Ñ . ÐBÑw w
8 8

\
Bß†(

8

,

e portanto, uma vez que, para cada , , em particularB − \ Ï \ G œ g8 8Bß†

. ‘w
8 Bß†ÐG Ñ œ ! \ Ä, também podemos dizer que é mensurável a função ,

B È ÐG Ñ.w
8Bß†  e que

. . . .Œ ÐG Ñ œ ÐG Ñ . ÐBÑw w
8 8

\
Bß†( .

Por outro lado, para cada ,  é a união da sucessão crescente dosB − \ GBß†

conjuntos  pelo que  é mensurável e com  eG G ÐG Ñ œ ÐG Ñ8 Bß† Bß† 8Bß† Bß†
w w. .lim
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daqui concluímos, pelo teorema da convergência monótona (cf. II.1.18) que a
aplicação , , é mensurável e que\ Ä B È ÐG Ñ‘ . Bß†

w

( (
\ \

w w w w
Bß† 8 8Bß†. . . . . . . .ÐG Ñ . ÐBÑ œ ÐG Ñ . ÐBÑ œ Œ ÐG Ñ œ Œ ÐGÑlim lim ,

como queríamos. 

Como exemplo de aplicação do resultado precedente, determinamos a
medida da bola de centro  e raio  de , valor esse que seráÐ!ß !Ñ " ‘#

importante para nós mais adiante.

II.4.7   a medida de Lebesgue na -álgebra  dos(A área do círculo) Seja - 5 U‘
borelianos de . Seja  o círculo fechado de centro  e raio ,‘ ‘F § Ð!ß !Ñ "#

F œ ÖÐBß CÑ − ± B  C Ÿ "×‘# # # .

Tem-se então que  e .F − œ Œ Œ ÐFÑ œU U U - - 1‘ ‘ ‘#

Dem: O facto de  ser um boreliano de  resulta de se tratar de umF ‘#

conjunto fechado. Para cada , o conjunto B − F œ ÖC − ± ÐBß CÑ − F×‘ ‘Bß†

é vazio, se , e é o intervalo , se .B Â Ò"ß "Ó Ò "  B ß "  B Ó B − Ò"ß "ÓÈ È# #

Deduzimos assim de II.4.6 que

- -Œ ÐFÑ œ # "  B .B œ # "  B .B( (È È
Ò"ß"Ó Ó"ß"Ò

# # .

Podemos agora aplicar o resultado sobre integração por mudança de
variáveis em II.3.14, com a aplicação estritamente crescente de classe  eG"

sobrejetiva , sen , para obter: :À Ó ß Ò Ä Ó"ß "Ò Ð>Ñ œ Ð>Ñ1 1
# #

- -

1

Œ ÐFÑ œ # "  Ð>Ñ Ð>Ñ .> œ

œ # Ð>Ñ .> œ Ð#>Ñ  " .> œ

( È
( (
Ó ß Ò

#

 Î#  Î#

Î# Î#
#

1 1
# #

sen

.

cos

cos cos
1 1

1 1



II.4.8  A determinação que acabamos de fazer fará pouco sentido para(Nota)
quem  seja, por definição, a área do círculo referido; é, em particular, o que1
acontece quando nos colocamos no contexto da definição geométrica das
funções trigonométricas. Essa determinação já faz, no entanto, todo o sentido
quando nos colocamos num contexto em que definimos as funções trigono-
métricas de forma não geométrica, por exemplo por
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sen ,

1 ,

ÐBÑ œ Ð"Ñ
B

Ð#8  "Ñx

ÐBÑ œ  Ð"Ñ
B

Ð#8Ñx

"
"

8œ"

_
8"

#8"

8œ"

_
8

#8

cos

e definimos  como o menor zero estritamente positivo da função sen ,1 ÐBÑ
caso em que o que fazemos neste exercício é mostrar a relação entre esta
definição de  e a definição geométrica.1

II.4.9  Sejam  e(Teorema de Fubini para funções positivas )92 Ð\ß ß Ñ` .
Ð] ß ß Ña . 5w  dois espaços de medida -finitos e consideremos a medida
produto  na -álgebra . Seja  uma função. . 5 ` a ‘Œ Œ 0À\ ‚ ] Äw



mensurável. Tem-se então:
a) Para cada , é mensurável a função , definida porB − \ 0 À ] ÄBß† ‘

0 ÐCÑ œ 0ÐBß CÑ \ ÄBß† . Além disso, é mensurável a função  definida por‘
B È 0ÐBß CÑ . ÐCÑ'

]
w.   e tem-se

( ( (Š ‹
\‚] \ ]

w w0 ÐBß CÑ . Œ ÐBß CÑ œ 0ÐBß CÑ . ÐCÑ . ÐBÑ. . . . .

b) Para cada , é mensurável a função , definida porC − ] 0 À\ Ä†ßC ‘

0 ÐBÑ œ 0ÐBß CÑ ] Ä†ßC . Além disso, é mensurável a função  definida por‘
C È 0ÐBß CÑ . ÐBÑ'

\ .   e tem-se

( ( (Š ‹
\‚] ] \

w w0 ÐBß CÑ . Œ ÐBß CÑ œ 0ÐBß CÑ . ÐBÑ . ÐCÑ. . . . .

Dem: Basta-nos provar apenas a), uma vez que b) resulta de aplicar a) à
aplicação mensurável  definida por , para0 À ] ‚ \ Ä 0ÐCß BÑ œ 0ÐBß CÑs s‘

a qual se tem

( (
\‚] \‚]

w w0 ÐCß BÑ . Œ ÐCß BÑ œ 0ÐBß CÑ . Œ ÐBß CÑs . . . .

(cf. II.4.4 e o teorema trivial de mudança de variáveis em II.1 38). VamosÞ
dividir a prova de a) em duas partes:
1) Vamos demonstrar o resultado no caso em que  é uma0 À\ ‚ ] Ä ‘

função simples. Seja  uma família finita de conjuntos de Ð^ Ñ Œ4 4−N ` a
disjuntos dois a dois e de união  tal que em cada  a função  tome\ ‚ ] ^ 04

um valor constante . Com as notações de II.4.6, vemos que, para+ −4 ‘
cada , o conjunto  é a união da família finita de conjuntos B − \ ] ^ −4Bß† a

disjuntos dois a dois e a função  toma o valor constante  em , o que0 + ^Bß† 4 4Bß†

mostra que  é uma função simples, em particular mensurável, e com0Bß†

92Também conhecido por teorema de Tonelli.
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( "
]

w w

4−N

4 4Bß†0 ÐBß CÑ . ÐCÑ œ + Ð^ Ñ. . .

Tendo em conta II.4.6, vemos que a função , \ Ä B È 0ÐBß CÑ . ÐCÑ‘ . ]
w'

é mensurável e com

( ( (Š ‹ "
"
(

\ ] \

w w

4−N

4 4Bß†

4−N

4 4
w

\‚]

w

0 ÐBß CÑ . ÐCÑ . ÐBÑ œ + Ð^ Ñ . ÐBÑ œ

œ + Œ Ð^ Ñ œ

œ 0ÐBß CÑ . Œ ÐBß CÑ

. . . .

. .

. . .

2) Passemos a examinar o caso geral em que  é uma função0 À\ ‚ ] Ä ‘

mensurável. Podemos então considerar uma sucessão crescente de funções
simples  tal que , para cada 0 À\ ‚ ] Ä 0 ÐBß CÑ Ä 0ÐBß CÑ ÐBß CÑ −8  8‘
\ ‚ ] B − \. Para cada , temos, pelo que vimos em 1), funções mensuráveis
0 À ] Ä8 Bß† ‘ , as quais vão constituir uma sucessão crescente e com

0 ÐCÑ œ 0 ÐBß CÑ Ä 0ÐBß CÑ œ 0 ÐCÑ8 8 Bß†Bß† ,

o que, tendo em conta o teorema da convergência monótona, implica que 0Bß†
é mensurável e com

( (
] ]

w w
80 ÐBß CÑ . ÐCÑ œ 0 ÐBß CÑ . ÐCÑ. .lim .

Uma vez que, mais uma vez pelo que vimos em 1), as funções ,\ Ä ‘

B È 0 ÐBß CÑ . ÐCÑ'
] 8

w.  são mensuráveis e que, por ser
0 ÐBß CÑ Ÿ 0 ÐBß CÑ8 8" , vem

( (
] ]

8 8"
w w0 ÐBß CÑ . ÐCÑ Ÿ 0 ÐBß CÑ . ÐCÑ. . ,

podemos aplicar o que vimos em 1) e mais duas vezes o teorema da conver-
gência monótona para garantir que a função  éB È 0ÐBß CÑ . ÐCÑ'

]
w.

mensurável de  em  e que\ ‘

( ( ( (Š ‹ Š ‹
(

(

\ ] \ ]

w w
8

\‚]
8

w

\‚]

w

0 ÐBß CÑ . ÐCÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBß CÑ . ÐCÑ . ÐBÑ œ

œ 0 ÐBß CÑ . Œ ÐBß CÑ œ

œ 0ÐBß CÑ . Œ ÐBß CÑ

. . . .

. .

. .

lim

lim

. 



176 Cap. II. O integral

II.4.10  Sejam  e(Teorema de Fubini para funções vetoriais) Ð\ß ß Ñ` .
Ð] ß ß Ña . 5w  dois espaços de medida -finitos e consideremos a medida
produto  na -álgebra . Sejam  um espaço de Banach e. . 5 ` aŒ Œ Iw

0 À\ ‚ ] Ä I uma aplicação topologicamente mensurável. Tem-se então:
a) Para cada , é topologicamente mensurável a aplicação ,B − \ 0 À ] Ä IBß†

definida por  e, sendo  o conjunto dos  tais que0 ÐCÑ œ 0ÐBß CÑ \ B − \Bß† _

esta aplicação não é integrável, tem-se  e é topologicamente mensu-\ −_ `
rável a aplicação  definida por\ Ï \ Ä I_

B È 0ÐBß CÑ . ÐCÑ(
]

w. .

Além disso, no caso em que  é integrável, tem-se0 À\ ‚ ] Ä I
.Ð\ Ñ œ ! \ Ï \ Ä I_ _, a referida aplicação  é integrável e

( ( (Š ‹
\‚] \Ï\ ]

w w0 ÐBß CÑ . Œ ÐBß CÑ œ 0ÐBß CÑ . ÐCÑ . ÐBÑ. . . .
_

.

b) Para cada , é topologicamente mensurável a aplicação ,C − ] 0 À\ Ä I†ßC

definida por  e, sendo  o conjunto dos  tais que esta0 ÐBÑ œ 0ÐBß CÑ ] C − ]†C _

aplicação não é integrável, tem-se  e é topologicamente mensurável] −_ a
a aplicação  definida por] Ï ] Ä I_

C È 0ÐBß CÑ . ÐBÑ(
\

. .

Além disso, no caso em que  é mesmo integrável, tem-se0 À\ ‚ ] Ä I
.w

_ _Ð] Ñ œ ! ] Ï ] Ä I, a referida aplicação  é mesmo integrável e

( ( (Š ‹
\‚] ] Ï] \

w w0 ÐBß CÑ . Œ ÐBß CÑ œ 0ÐBß CÑ . ÐBÑ . ÐCÑ. . . .
_

.

Dem: Basta-nos provar apenas a), uma vez que b) resulta de aplicar a) à
aplicação topologicamente mensurável  definida por0 À ] ‚ \ Ä Is

0ÐCß BÑ œ 0ÐBß CÑ 0 À\ ‚ ] Ä Is , que, no caso em que  é integrável, é
integrável e com

( (
\‚] \‚]

w w0 ÐCß BÑ . Œ ÐCß BÑ œ 0ÐBß CÑ . Œ ÐBß CÑs . . . .

(cf. II.4.4 e o teorema trivial de mudança de variáveis em II.2 56).Þ
O facto de, para cada , ser topologicamente mensurável a aplicaçãoB − \
0 À ] Ä IBß†  resulta de que ela é a composta da aplicação topologicamente
mensurável  com a aplicação , , que é0 À\ ‚ ] Ä I ] Ä \ ‚ ] C È ÐBß CÑ
mensurável por o serem as suas duas componentes (cf. II.2.7). Reparando
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agora que, para cada , tem-se  se, e só se,B − \ B − \_

(
]

wm0ÐBß CÑm . ÐCÑ œ _.

e que, tendo em conta a versão do teorema de Fubini em II.4.9 relativa à
aplicação mensurável , , é mensurável a\ ‚ ] Ä ÐBß CÑ È m0ÐBß CÑm‘

aplicação , que a  associa o integral referido, concluímos que se\ Ä B‘

tem efetivamente . Além disso, no caso em que  é\ − 0À\ ‚ ] Ä I_ `
integrável, a mesma versão do teorema de Fubini garante que

( ( (Š ‹
\ ] \‚]

w wm0ÐBß CÑm . ÐCÑ . ÐBÑ œ m0ÐBß CÑm . Œ ÐBß CÑ  _. . . . ,

pelo que, tendo em conta II.1.29, existe  com  tal que,\ − Ð\ Ñ œ !w w` .
para cada , , o que implica queB − \ Ï \ m0ÐBß CÑm . ÐCÑ  _w w

]
' .

\ § \ Ð\ Ñ œ !_ _
w, portanto também ..

Vamos dividir o resto da prova de a) em duas partes:
1) Vamos examinar o caso particular em que a aplicação topologicamente
mensurável  é simples. Podemos considerar uma família finita0 À\ ‚ ] Ä I
Ð^ Ñ Œ ÐA Ñ4 4−N 4 4−N de conjuntos de  disjuntos dois a dois e uma família ` a
de vetores de  tais que, para cada ,I Ï Ö!× ÐBß CÑ − \ ‚ ]

0ÐBß CÑ œ ÐBß CÑA"
4−N

^ 4ˆ
4

,

(cf. II.2.17 e II.2.18, dispensando os índices  com ). Tem-se então,4 A œ !4

para cada ,ÐBß CÑ − \ ‚ ]

ˆ^
4

4
ÐBß CÑ Ÿ m0ÐBß CÑm

"

mA m

e portanto, se ,B − \ Ï \_

( (
] ]

^
w w

4
ˆ . .

4
ÐBß CÑ . ÐCÑ Ÿ m0ÐBß CÑm . ÐCÑ  _

"

mA m
.

Tendo em conta a versão do teorema de Fubini em II.4.9 é mensurável a
aplicação \ Ï \ Ä §_ ‘ ‘

B È ÐBß CÑ . ÐCÑ(
]

^
wˆ .

4

e, uma vez que, tendo em conta as propriedades de linearidade do integral em
II.2.34 e II.2.36, para cada B − \ Ï \_

( ("Š ‹
] ]

w w

4−N

^ 40 ÐBß CÑ . ÐCÑ œ ÐBß CÑ . ÐCÑ A. ˆ .
4

,
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concluímos de II.2.9 que é efetivamente topologicamente mensurável a
aplicação ,\ Ï \ Ä I_

B È 0ÐBß CÑ . ÐCÑ(
]

w. .

Suponhamos agora que a aplicação simples  é mesmo0 À\ ‚ ] Ä I
integrável, portanto é uma aplicação em escada. Vem então

( (
\‚] \‚]

^
w w

4
ˆ . . . .

4
ÐBß CÑ . Œ ÐBß CÑ Ÿ m0ÐBß CÑm . Œ ÐBß CÑ  _

"

mA m

e, tendo em conta a versão do teorema de Fubini em II.4.9 e II.2.42,

( ( (Š ‹
( (Š ‹

\‚] \ ]
^ ^

w w

\Ï\ ]
^

w

ˆ . . ˆ . .

ˆ . .

4 4

_

4

ÐBß CÑ . Œ ÐBß CÑ œ ÐBß CÑ . ÐCÑ . ÐBÑ œ

œ ÐBß CÑ . ÐCÑ . ÐBÑß

sendo assim integrável a função ,\ Ï \ Ä §_ ‘ ‘

B È ÐBß CÑ . ÐCÑ(
]

^
wˆ .

4
.

Aplicando mais uma vez as propriedades do integral em II.2.34 e II.2.36,
podemos concluir que

( ("Š ‹
"Š Š ‹ ‹( (
( ("Š ‹
(

\‚] \‚]

w w

4−N

^ 4

4−N \Ï\ ]
^ 4

w

\Ï\ ]4−N

^ 4
w

0 ÐBß CÑ . Œ ÐBß CÑ œ ÐBß CÑ . Œ ÐBß CÑ A œ

œ ÐBß CÑ . ÐCÑ . ÐBÑ A œ

œ ÐBß CÑ . ÐCÑ A . ÐBÑ œ

œ

. . ˆ . .

ˆ . .

ˆ . .

4

_

4

_

4

\Ï\ ] 4−N

^ 4
w

\Ï\ ]

w

_

4

_

Š ‹( "
( (Š ‹

ˆ . .

. .

ÐBß CÑA . ÐCÑ . ÐBÑ œ

œ 0ÐBß CÑ . ÐCÑ . ÐBÑ.

2) Passemos a tratar o caso geral em que  é uma aplicação0 À\ ‚ ] Ä I
topologicamente mensurável arbitrária. Tendo em conta II.2.29, podemos
considerar uma sucessão de aplicações topologicamente mensuráveis
0 À\ ‚ ] Ä I 0 Ð\ ‚ ] Ñ8 8, tais que cada  seja finito e que, para cada
ÐBß CÑ − \ ‚ ] 0 ÐBß CÑ Ä 0ÐBß CÑ m0 ÐBß CÑm Ÿ #m0ÐBß CÑm,  e . Para cada8 8

B − \ Ï \_, tem-se
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( (
(

] ]
8

w w

]

w

m0 ÐBß CÑm . ÐCÑ Ÿ # m0ÐBß CÑm . ÐCÑ œ

œ # m0ÐBß CÑm . ÐCÑ  _

. .

.

em particular, pelo teorema da convergência dominada,

( (
] ]

8
w w0 ÐBß CÑ . ÐCÑ Ä 0ÐBß CÑ . ÐCÑ. .

e, para cada , sendo  o conjunto dos  tais que8 \ B − \8_

(
]

8
wm0 ÐBß CÑm . ÐCÑ œ _. ,

tem-se . Pelo que vimos em 1), são assim topologicamente\ § \8 __

mensuráveis as aplicações ,  e podemos\ Ï \ Ä I B È 0 ÐBß CÑ . ÐCÑ_ 8]
w' .

concluir de II.2.13 que é também topologicamente mensurável a aplicação
\ Ï \ Ä I_ ,

B È 0ÐBß CÑ . ÐCÑ(
]

w. .

Suponhamos agora que a aplicação  é mesmo integrável. De0 À\ ‚ ] Ä I
se ter

( (
(

\‚] \‚]
8

w w

\‚]

w

m0 ÐBß CÑm . Œ ÐBß CÑ Ÿ # m0ÐBß CÑm . Œ ÐBß CÑ œ

œ # m0ÐBß CÑm . Œ ÐBß CÑ  _

. . . .

. .

concluímos que as aplicações  também são integráveis.0 À\ ‚ ] Ä I8

Tendo em conta o que vimos no caso particular estudado em 1) e o facto de
se ter, para cada ,B − \ Ï \_

½ ½( ( (
] ] ]

8 8
w w w0 ÐBß CÑ . ÐCÑ Ÿ m0 ÐBß CÑm . ÐCÑ Ÿ #m0ÐBß CÑm . ÐCÑ. . . ,

onde

( ( ( (Š ‹ Š ‹
(

\Ï\ ] \ ]

\‚]

_

#m0ÐBß CÑm . ÐCÑ . ÐBÑ œ #m0ÐBß CÑm . ÐCÑ . ÐBÑ œ

œ #m0ÐBß CÑm . Œ ÐBß CÑ  _

. .

.

w w

w

. .

. ,

podemos aplicar o teorema da convergência dominada para garantir que é
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integrável a aplicação , , e que\ Ï \ Ä I B È 0ÐBß CÑ . ÐCÑ_ ]
w' .

( ( ( (Š ‹ Š ‹
(

(

\Ï\ ] \Ï\ ]
8

\‚]
8

\‚]

_ _

0ÐBß CÑ . ÐCÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBß CÑ . ÐCÑ . ÐBÑ œ

œ 0 ÐBß CÑ . Œ ÐBß CÑ œ

œ 0ÐBß CÑ . Œ ÐBß CÑ

. .

.

.

w w

w

w

. .

.

.

lim

lim

. 

II.4.11  Sejam  e  dois espaços de(Notação alternativa) Ð\ß ß Ñ Ð] ß ß Ñ` . a .w

medida -finitos e consideremos a medida produto  na -álgebra5 . . 5Œ w

` a ‘Œ 0À\ ‚ ] Ä. Tanto no caso em que  é uma função mensurável

como naquele em que  é um espaço de Banach e  é umaI 0À\ ‚ ] Ä I
aplicação integrável, o integral

(
\‚]

w0 ÐBß CÑ . Œ ÐBß CÑ. .

é muitas vezes notado alternativamente

(
\‚]

w0 ÐBß CÑ . ÐBÑ . ÐCÑ. . ,

fazendo-se ainda a simplificação usual, no caso de alguma das medidas, por
exemplo a primeira, ser a medida de Lebesgue nos borelianos de , de‘
escrever  em vez de ..B . ÐBÑ.

Exercícios

Ex II.4.1 Sejam  e  espaços mensuráveis e consideremos o espaço Ð\ß Ñ Ð] ß Ñ` a
mensurável produto Ð\ ‚ ] ß Œ Ñ G § \ ‚ ]` a . Verificar que, se 
pertence a , então, para cada , o conjunto` aŒ B − \

G œ ÖC − ] ± ÐBß CÑ − G×Bß†

pertence a  e, para cada , o conjuntoa C − ]

G œ ÖB − \ ± ÐBß CÑ − G×†ßC

pertence a , por outras palavras, esta parte das conclusões das alíneas a) e`
b) de II.4.6 não depende da consideração das medidas  e  e, muito menos,. .w

do facto de estas serem -finitas.  Reparar que estes conjuntos são5 Sugestão:
imagens recíprocas de  por aplicações mensuráveis convenientes.G

Ex II.4.2  Reparar que, se  (Cf. Halmos [6]) Ð\ß ß` . a .Ñ Ð] ß ß Ñ e  são espaçosw

de medida, não necessariamente -finitos, faz sentido generalizar a definição5
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em II.4.2, definindo no espaço mensurável  a medidaÐ\ ‚ ] ß Œ Ñ` a
produto, notada ainda , como sendo o prolongamento de Hahn (cf.. .Œ w

I.4.7) da medida  no semianel  referida em II.4.1.. . ` a‚ ‚w 93

Consideremos o exemplo em que ,  é a restrição da medida\ œ ] œ Ò!ß "Ó .
de Lebesgue  nos borelianos de , definida na -álgebra dos borelianos de- ‘ 5
Ò!ß "Ó Ò!ß "Ó e  é a medida de contagem na -álgebra  de todas as partes de ,/ 5 a
reparando que a medida  é finita, mas a medida  não é sequer -finita.- / 5
a) Seja  o conjunto diagonal,G œ § Ò!ß "Ó ‚ Ò!ß "Ó?Ò!ß"Ó

G œ ÖÐBß CÑ − Ò!ß "Ó ‚ Ò!ß "Ó ± B œ C×.

Verificar que  e que .  Por um lado,G − Œ Œ ÐGÑ œ _` a - / Sugestão:
mostrar que todo o boreliano pertence a . Por outro lado, mostrar` aŒ
que, dada uma cobertura contável arbitrária de  por conjuntosG
E ‚F − ‚ 4 − N Ò!ß "Ó4 4 ` a , onde , então  está contido na união dos
E F 4 ÐE  F Ñ  !4 4 4 4

‡ e portanto existe pelo menos um índice  tal que ,-
onde  é a medida exterior de Lebesgue (cf. I.4.4).-‡

b) Verificar que as conclusões das alíneas a) e b) de II.4.6 falham neste caso,
uma vez que, com as notações desse resultado

(
(
Ò!ß"Ó

Bß†

Ò!ß"Ó
†ßC

/ -

- /

ÐG Ñ . ÐBÑ œ "

ÐG Ñ . ÐCÑ œ !

,

.

Ex II.4.3 Seja  Ð\ß ß` . 5 -Ñ um espaço de medida -finito e notemos  a medida
de Lebesgue na -álgebra  dos borelianos de . Seja  uma5 U ‘ ‘‘ 0 À\ Ä 

função e notemos

E œ ÖÐBß >Ñ − \ ‚ ± ! Ÿ >  0ÐBÑ×‘ .

Mostrar que a função  é mensurável se, e só se,  e que,0 E − Œ` U‘
quando isso acontecer,

(
\

0ÐBÑ . ÐBÑ œ Œ ÐEÑ. . - .

Ex II.4.4 Seja  Ð\ß ß` . 5 -Ñ um espaço de medida -finito e notemos  a medida
de Lebesgue na -álgebra  dos borelianos de . Sejam  duas5 U ‘ ‘‘ 0 ß 1À\ Ä
funções mensuráveis e notemos

F œ ÖÐBß >Ñ − \ ‚ ± 0ÐBÑ Ÿ > Ÿ 1ÐBÑ ” 1ÐBÑ Ÿ > Ÿ 0ÐBÑ×‘ .

93A diferença é que não podemos garantir que esta seja a única extensão de  a. .‚ w

` aŒ .
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Mostar que  e queF − Œ` U‘

. - .Œ ÐFÑ œ l0ÐBÑ  1ÐBÑl . ÐBÑ(
\

.

Ex II.4.5 Seja  Ð\ß ß` . 5 -Ñ um espaço de medida -finito e notemos  a medida
de Lebesgue na -álgebra  dos borelianos de . Seja  uma5 U ‘ ‘‘ 0 À\ Ä
função mensurável. Mostrar que, para quase todo o ,> − ‘

.ÐÖB − \ ± 0ÐBÑ œ >×Ñ œ !,

isto é, que existe  com  tal queF − ÐFÑ œ !U -‘

.ÐÖB − \ ± 0ÐBÑ œ >×Ñ œ !

para cada .  Calcular de duas maneiras diferentes a medida> Â F Sugestão:

. - ‘Œ ÐÖÐBß >Ñ − \ ‚ ± > œ 0ÐBÑ×Ñ.

Ex II.4.6 Consideremos  a medida de Lebesgue  na -álgebra  dos borelianos- 5 U‘
de . Sendo‘

E œ ÖÐBß CÑ − ± ! Ÿ B Ÿ # • ! Ÿ C Ÿ B ×‘# # ,

mostrar que  e determinarE − ŒU U‘ ‘

(
E

$BC .B .C.

Ex II.4.7 Se  é um espaço vetorial e se  são linearmente indepen- I Bß C − I
dentes, chamamos  de lados  e  ao conjunto  das combi-paralelogramo B C T
nações lineares , com .=B  >C =ß > − Ò!ß "Ó
Seja  a medida de Lebesgue na -álgebra  dos borelianos de  e - 5 U ‘‘

consideremos em  a -álgebra  e a medida , lembrando que,‘ 5 U U - -#
‘ ‘Œ Œ

por I.5.27,  é a -álgebra dos borelianos de . Dados ,U U 5 ‘ ‘‘ ‘Œ +ß ,ß - −#

com  e , notar que  e  são linearmente independentes e+ Á ! - Á ! Ð+ß !Ñ Ð,ß -Ñ
mostrar que o paralelogramo , cujos lados são aqueles vetores, é umT § ‘#

boreliano com .- -Œ ÐTÑ œ l+-l

Ex II.4.8  Neste (Visão alternativa sobre as famílias absolutamente somáveis)
exercício vamos ignorar o que foi feito nos resultados II.2.47 a II.2.51, isto é
nos resultados em que intervém a noção de família somável de vetores dum
espaço de Banach. O objetivo é reobter alguns desses resultados de forma
independente, depois de transformar um deles em definição.
a) Nesta alínea e nas próximas,  é um espaço de Banach,  é um conjuntoI N
de índices, que, para simplificar, suporemos contável, e notamos  a medida/
de contagem na -álgebra de todas as partes de . Se  é uma família5 N ÐA Ñ4 4−N

de vetores de , mostrar que a família constitui uma aplicação mensurável eI
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que esta aplicação é integrável se, e só se,  (isto é, a família é!
4−N

4mA m  _

absolutamente somável). Nesse caso pomos, por definição,94

" (
4−N

4 4A œ A . Ð4Ñ/ .

b) No caso em que  é finito, verificar que toda a família  de vetoresN ÐA Ñ4 4−N

de  é absolutamente somável e que a soma definida em a) coincide com aI
soma finita habitual de vetores de .I
c) No caso em que , verificar que, para uma família absolutamenteN œ 
somável, , a soma da família coincide com a soma da série, noÐA Ñ: :−

sentido análogo ao habitual:

" "
:−

: :
8Ä_

:œ"

8



A œ Alim .

Sugestão: Aplicar o teorema da convergência dominada.
d) Sejam  e  conjuntos contáveis e  uma aplicação bijetiva.N N À N Ä Nw w:
Mostrar que uma família  é absolutamente somável se, e só se, aÐA Ñ4 4−N

família  é absolutamente somável e que, nesse caso,ÐA Ñ:Ð4 Ñ 4 −Nw w w

" "
4−N 4 −N

4 Ð4 ÑA œ A
w w

w: .

Sugestão: Temos uma aplicação do teorema trivial de mudança de variáveis.
e)  um espaço de medida que, para simplificar, vamos suporSejam Ð\ß ß` .Ñ
5-finito  e  uma família contável de aplicações integráveis95 Ð0 Ñ4 4−N

0 À\ Ä I À\ Ä4  tal que exista uma aplicação mensurável , com< ‘'< .  e, para cada ,.  _ B − \

"
4−N

4m0 ÐBÑm Ÿ ÐBÑ<

(em particular, a família  de vetores de  é absolutamenteÐ0 ÐBÑÑ I4 4−N

somável). Sendo então  a aplicação definida por ,0 À\ Ä I 0ÐBÑ œ 0 ÐBÑ!
4−N

4

mostrar que  é integrável e0

( ("
\ \4−N

40 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ. . ,

em que a soma do segundo membro é a de uma família absolutamente
somável de vetores de .I 96

94Comparar com II.2.48.
95A alínea c) do exercício II.1.10 dá-nos uma pista para dispensarmos esta hipótese.
96Comparar com II.2.49.
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Sugestão: Aplicar o teorema de Fubini, considerando a medida  na/ .Œ
5 c `-álgebra  de partes de  e a aplicação .ÐN Ñ Œ N ‚\ JÐ4ß BÑ œ 0 ÐBÑ4

f) Sejam  um espaço de medida que, para simplificar, vamos suporÐ\ß ß` .Ñ
5-finito e  uma aplicação integrável. Mostrar que, se  é0 À\ Ä I ÐE Ñ4 4−N

uma família contável de conjuntos de  disjuntos dois a dois e se ,` E œ E- 4

então

( ("
E E4−N

0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ. .
4

, 

em que a soma do segundo membro é a de uma família absolutamente
somável de vetores de .I 97

Sugestão: Reparar que, para cada , tem-seB − \

ˆ ˆE E

4−N

ÐBÑ0ÐBÑ œ ÐBÑ0ÐBÑ"
4

.

g) (Associatividade)  Suponhamos que  é uma família contável abso-ÐA Ñ4 4−N

lutamente somável de vetores de  e que o conjunto de índices  é umaI N
união contável de subconjuntos , , disjuntos dois a dois. Verificar queN 3 − M3

" " "ˆ ‰
4−N 3−M 4−N

4 4A œ A
3

,

onde cada soma do segundo membro é a de uma família absolutamente
somável de vetores de .  Temos um caso particular da alínea f).I Sugestão:

Ex II.4.9   Efetuar duas integrações por partes (cf. o exercício (Cf. Rudin [10]) a)
II.3.9)  para mostrar que, para cada 98 > − ‘  e ,8 −

(
!

# 8
B> # 8>

#

1
1sinÐBÑ / .B œ Ð"  / Ñ

"

"  >
.

b) Mostrar que, para cada  em , tem-seB  ! ‘

(
Ò!ß_Ò

B>/ .> œ
"

B
.

Sugestão: Lembrar a conclusão de II.3.12.
c) Utilizar o teorema de Fubini para funções integráveis e as conclusões de a)
e b) para deduzir que, para cada ,8 − 

( (
Ó!ß# 8Ó Ò!ß_Ò

# 8>

#
1

1sinÐBÑ "  /

B "  >
.B œ .>.

97Comparar com II.2.50.
98Alternativamente, reparar que  é o coeficiente da parte imaginária de  e utilizarsinÐBÑ /3B

esse facto para obter diretamente uma primitiva.



§4. Produto de medidas e teorema de Fubini 185

Sugestão: Para verificar que a função definida em , queÓ!ß # 8Ó ‚ Ò!ß_Ò1
vai ser utilizada, é integrável, utilizar o teorema de Fubini para funções
positivas, reparando que  é limitado em .l ÐBÑl

B
sin Ó!ß # 8Ó1

d) Deduzir de c) e do teorema da convergência monótona que se tem

lim
sin

8Ä_ Ó!ß# 8Ó
(

1

ÐBÑ

B #
.B œ

1
,

apesar de a função  não ser integrável em  (cf. a alínea a) dosinÐBÑ
B Ó!ß_Ò

exercício II.3.12 — ao limite anterior dá-se o nome de ).integral de Dirichlet

Ex II.4.10  Sejam  (Um tipo de integração por partes) N §œ Ó-ß .Ò ‘ um
intervalo aberto não vazio e  uma aplicação crescente (no sentido: ‘À N Ä
lato) e notemos  a correspondente medida de Lebesgue-Stieltjes nos bore--:
lianos de  (cf. I.4.13). Sejam  em ,  um espaço de Banach eN +  , N I
0À Ò+ß ,Ó Ä I uma aplicação derivável em todos os pontos e com
0 À Ò+ß ,Ó Ä Iw  contínua.
a) Mostrar que  é integrável, relativamente à restrição da0 À Ó+ß ,Ó Ä I
medida , que  é integrável, relativamente à restrição da- :: 0 À Ò+ß ,Ó Ä Iw

medida de Lebesgue  e que se tem-

( (
Ó+ß,Ó +

  w
,

0 ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð, Ñ0Ð,Ñ  Ð+ Ñ0Ð+Ñ  ÐBÑ0 ÐBÑ .B- : : :: .

Sugestão: Sendo  o conjunto dos pares  com ,G § Ó+ß ,Ó ‚ Ó+ß ,Ó ÐBß CÑ B  C
usar o teorema de Fubini para calcular de duas maneiras distintas o integral

(
G

w0 ÐCÑ . ÐBÑ .C-: ,

e lembrar que  salvo para um conjunto contável de valores de: :ÐB Ñ œ ÐBÑ

B.
b) Deduzir do resultado obtido em a) caracterizações com o mesmo espírito
dos integrais

( ( (
Ò+ß,Ó Ó+ß,Ò Ò+ß,Ò

0 ÐBÑ . ÐBÑ 0ÐBÑ . ÐBÑ 0ÐBÑ . ÐBÑ- - -: : :, , .

Sugestão: Lembrar a caracterização das medidas dos conjuntos unitários em
I.4.14.
c) Verificar que, no caso em que a aplicação  é derivável em todos os:
pontos e com derivada contínua, a conclusão de a) implica a fórmula de
integração por partes, obtida, num contexto mais geral, no exercício II.3.9.

Ex II.4.11  Sejam  (Outro tipo de integração por partes) N § ‘ um intervalo
aberto não vazio e   duas funções crescentes (no sentido lato) e: < ‘ß À N Ä
notemos  e  as correspondentes medidas de Lebesgue-Stieltjes nos- -: <

borelianos de . Sejam  em  tais que no intervalo  as funções  eN +  , N Ó+ß ,Ó :
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< não tenham nenhum ponto de descontinuidade comum.
Mostrar que as restrições de  e  a  são integráveis, relativamente às: < Ó+ß ,Ó
medidas  e , respetivamente, e que se tem- -< :

( (
Ó+Þ,Ó Ó+ß,Ó

   < - : < : < : -ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð, Ñ Ð, Ñ  Ð+ Ñ Ð+ Ñ  ÐBÑ . ÐBÑ: < .

Sugestão: Sendo  o conjunto dos pares  tais queG § Ó+ß ,Ó ‚ Ó+ß ,Ó ÐBß CÑ
B  C, utilizar o teorema de Fubini para calcular de duas maneiras distintas a
medida

- - - - ?: < : <Œ ÐGÑ œ Œ ÐG  Ñ,

reparando que a inexistência de descontinuidades comuns implica que

< < <ÐB Ñ œ ÐBÑ œ ÐB Ñ  ,

-:-quase sempre, e que

: : :ÐB Ñ œ ÐBÑ œ ÐB Ñ  ,

-<-quase sempre.

Ex II.4.12 Consideremos uma medida  . ‘ nos borelianos de  que seja finita nos
borelianos limitados. Mostrar que, para cada , é mensurável a função<   !
0 À Ä 0ÐBÑ œ ÐÒB  <ß B  <ÓÑ‘ ‘ . . definida por .  Reparar que Sugestão:
é -finita e aplicar o teorema de Fubini a um subconjunto conveniente de5
‘ ‘‚ Þ

Ex II.4.13 (O produto de dois integrais indefinidos como integral indefinido)
Sejam  três espaços de Banach e JßKßL 0À J ‚ K Ä L  uma aplicação
bilinear contínua, que encaramos como uma “multiplicação”, notando, para
cada  e ,A − J D − K

A‚ D œ ÐAß DÑ − L0 .

Sejam  em  e  e  aplicações integráveis e+  , 0 À Ò+ß ,Ó Ä J 1À Ò+ß ,Ó Ä K‘

consideremos os correspondentes integrais indefinidos  e0 À Ò+ß ,Ó Ä Js

1À Ò+ß ,Ó Ä Ks , que sabemos serem aplicações contínuas, definidos por

0ÐBÑ œ 0Ð>Ñ .> 1ÐBÑ œ 1Ð>Ñ .>s s( (
+ +

B B

, .

Mostrar que a aplicação  é também um integral indefinido,0 ‚ 1À Ò+ß ,Ó Ä Ls s
mais precisamente, que, para cada ,> − Ò+ß ,Ó

0 Ð>Ñ ‚ 1Ð>Ñ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ  0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ .Bs ss s(
+

>

.

Sugestão: Fixado , reparar que  é a união disjunta dos subcon-> Ò+ß >Ó ‚ Ò+ß >Ó
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juntos  e , constituídos respetivamente pelos  com  e porE F ÐBß CÑ B  C> >

aqueles com  e utilizar o teorema de Fubini para mostrar queB Ÿ C

( (
+ E

>

0 ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ .B œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐCÑ .B .Cs
>

e que

( ( (
+ + F

> >

0 ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ .B œ 0ÐCÑ ‚ 1ÐCÑ .C œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐCÑ .B .Cs s
>

.

§5. Medida de Lebesgue em dimensões superiores.

II.5.1 (Intervalos semiabertos em ‘8ÑDado um natural , chamamos8   "
intervalo semiaberto de  a todo o conjunto  da forma‘ ‘8 8E §

(1) E œ Ó+ ß , Ó ‚ Ó+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , Ó" " # # 8 8 ,

onde, para cada ,  são números reais." Ÿ 4 Ÿ 8 + Ÿ ,4 4

É claro que, no caso em que , os intervalos semiabertos de  são8 œ " ‘
exatamente os -intervalos semiabertos definidos em I.3.1.‘
Tal como referido, no caso , em I.3.1, no caso em que um intervalo8 œ "
semiaberto  é não vazio, os elementos  e  na representação (1) ficamE + ,4 4

univocamente determinados por  e verificam , já que  éE +  , Ó+ ß , Ó4 4 4 4

necessariamente a imagem direta de  pela projeção canónica ,E À Ä1 ‘ ‘4
8

14 " 8 4ÐB ßá ß B Ñ œ B g, mas o conjunto vazio  é um intervalo semiaberto que
admite infinitas representações do tipo  nomeadamente todas aquelas emÐ"Ñ
que, para algum , .4 + œ ,4 4

II.5.2  Para cada , a classe (Os intervalos semiabertos como semianel) 8   " f8

dos intervalos semiabertos de ‘ 58 é um semianel cuja -álgebra gerada é a
5 U ‘-álgebra  dos borelianos de .‘8

8

Dem: O caso em que  é já conhecido (cf. I.3.2 e I.3.12). Suponhamos o8 œ "
resultado válido para um certo . Uma vez que  é a união da família8   " ‘8

contável de conjuntos , com , deduzimos de I.5.19 e de I.5.23Ó:ß :Ó : −8 
que a classe  dos produtos , com  ef f f8 8" 8" 8‚ E ‚ Ó+ ß , Ó E −
+ Ÿ , ‚8" 8"

8, é um semianel de partes de , cuja -álgebra gerada é‘ ‘ 5
U U 5 U‘ ‘ ‘ ‘8 8Œ , ou seja, tendo em conta I.5.27, é a -álgebra  dos‚

borelianos de . Considerando o homeomorfismo ,‘ ‘ : ‘ ‘ ‘8 8 8"‚ À ‚ Ä
definido por

:ÐÐB ßá ß B Ñß B Ñ œ ÐB ßá ß B ß B Ñ" 8 8" " 8 8" ,

deduzimos de I.5.18 e I.5.16 que  coincide com  e é umf : f f8" ‡ 8Ð ‚ Ñ
semianel de partes de  cuja -álgebra gerada é  ou seja,‘ 5 : U U8"

‡Ð Œ Ñ‘ ‘8
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tendo em conta I.5.10, é a -álgebra  dos borelianos de . O5 U ‘‘8"
8"

resultado fica assim demonstrado por indução. 

II.5.3 Para cada , existe(A medida de Lebesgue nos borelianos de ‘8Ñ 8   "
uma, e uma só, medida - 5 U ‘8

8 na -álgebra  dos borelianos de  tal que,‘8

para cada

E œ Ó+ ß , Ó ‚ Ó+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , Ó −" " # # 8 8 8f

(onde ), se tenha+ Ÿ ,4 4

-8 " " # # 8 8ÐEÑ œ Ð,  + Ñ ‚ Ð,  + Ñ ‚â‚ Ð,  + Ñ.

Esta medida, a que damos o nome de  nos borelianos demedida de Lebesgue
‘ 58, é -finita e coincide, no caso em que , com a medida de Lebesgue8 œ "
- ‘ nos borelianos de , definida em I.4.15 e, no caso em que , com a8 œ #
medida produto .- -Œ
Dem: Demonstramos o resultado por indução em . O caso  é já8 8 œ "
conhecido, uma vez que a medida de Lebesgue  nos borelianos de  é a- ‘
única que verifica a condição , sempre que .-ÐÓ+ß ,ÓÑ œ ,  + + Ÿ ,
Suponhamos o resultado verdadeiro para um certo  Podemos então8   "Þ
considerar a medida produto  na -álgebra  (cf.- - 5 U U U8 ‚Œ Œ œ‘ ‘ ‘ ‘8 8

I.5.27) e tomar para  a medida imagem direta , na -álgebra- : - - 58" ‡ 8Ð Œ Ñ
dos borelianos de  (cf. I.5.13), onde  é o homeomor-‘ : ‘ ‘ ‘8" 8 8"À ‚ Ä
fismo definido por

:ÐÐB ßá ß B Ñß B Ñ œ ÐB ßá ß B ß B Ñ" 8 8" " 8 8" ,

medida para a qual se tem, para cada

E œ Ó+ ß , Ó ‚ Ó+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , Ó −" " # # 8" 8" 8"f

(onde ),+ Ÿ ,4 4

- - - :

- -

- -

8" 8
"

8 " " 8 8 8" 8"

8 " " 8 8 8" 8"

" " 8 8 8"

ÐEÑ œ Ð Œ ÑÐ ÐEÑÑ œ

œ Ð Œ ÑÐÐÓ+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , ÓÑ ‚ Ó+ ß , ÓÑ œ

œ ÐÓ+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , ÓÑ ‚ ÐÓ+ ß , ÓÑ œ

œ Ð,  + Ñ ‚â‚ Ð,  + Ñ ‚ Ð,  +8"Ñ.

Esta medida é -finita, e tem mesmo restrição -finita ao semianel ,5 5 f8"

uma vez que  é a união da família contável dos conjuntos‘8"

Ó:ß :Ó − ÐÓ:ß :Ó Ñ œ Ð#:Ñ  _8" 8" 8"
8" 8"f -, com . A unicidade da

medida  nas condições do enunciado é uma consequência do teorema de-8"

Hahn em I.4.12. Uma vez que, para a medida produto , também se tem- -Œ

- - - -Œ ÐÓ+ ß , Ó ‚ Ó+ ß , ÓÑ œ ÐÓ+ ß , ÓÑ ‚ ÐÓ+ ß , ÓÑ œ

œ Ð,  + Ñ ‚ Ð,  + Ñ
" " # # " " # #

" " # # ,

concluímos que .- - -# œ Œ 
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II.5.4 A medida de Lebesgue nos borelianos de ‘8 tem as seguintes proprie-
dades:
a) Se  é um boreliano limitado , então E § ÐEÑ  _Þ‘ -8

8
99

b) Se  é um boreliano com int , então .E § ÐEÑ Á g ÐEÑ  !‘ -8
8

Dem: Nas hipóteses de a), podemos considerar  tal que V  ! E § ÓVßVÓ8

pelo que temos

- -8 8
8 8ÐEÑ Ÿ ÐÓVßVÓ Ñ œ Ð#VÑ  _.

Na hipótese de b), sendo int , podemos considerar+ œ Ð+ ßá ß + Ñ − ÐEÑ" 8

&  ! tal que

Ó+  ß +  Ó ‚â‚ Ó+  ß +  Ó § E" " 8 8& & & &

e então

!  Ð# Ñ œ ÐÓ+  ß +  Ó ‚â‚ Ó+  ß +  ÓÑ Ÿ ÐEÑ& - & & & & -8
8 " " 8 8 8 . 

Para trabalharmos com a medida de Lebesgue nos borelianos de  é‘8

muitas vezes cómodo utilizar o teorema de Fubini, e para isso é impor-
tante considerar bijeções com produtos de dois espaços mensuráveis que
sejam compatíveis com as medidas. Dois exemplos dessas bijeções, que
poderiam ser multiplicados, mas são de utilização especialmente fre-
quente, são enunciados a seguir.

II.5.5 (Alguns homeomorfismos compatíveis com as medidas)
a) Para cada , temos um homeomorfismo " Ÿ 4 Ÿ 8 < ‘ ‘ ‘4

8"À ‚ Ä
definido por

<4 " 8" " 4" 4 8ÐÐB ßá ß B Ñß BÑ œ ÐB ßá ß B ß Bß B ßá ß B Ñ,

o qual é compatível com as medidas, quando no domínio se considera a
medida  e no espaço de chegada a medida  (em ambos os casos- - -8" 8Œ
nas -álgebras dos borelianos).5
b) Para cada , temos um homeomorfismo " Ÿ 7  8 À ‚ Ä) ‘ ‘ ‘7

7 87 8

definido por

)7 " 7 " 8 " 7 " 8ÐÐB ßá ß B Ñß ÐC ßá ß C ÑÑ œ ÐB ßá ß B ß C ßá ß C Ñ,

o qual é compatível com as medidas, quando no domínio se considera a
medida  e no espaço de chegada a medida  (em ambos os casos- - -7 87 8Œ
nas -álgebras dos borelianos).5
Dem:  Temos que mostrar que a medida imagem direta a) < - -4 8"‡Ð Œ Ñ
coincide com a medida  e isso resulta da caracterização desta em II.5.3,-8

99Lembrar que em  todas as normas são equivalentes, e é relativamente a qualquer uma‘8

dessas normas que a noção de conjunto limitado é considerada, tal como já temos estado a
fazer relativamenbte às noções topológicas no contexto de .‘8
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uma vez que se tem

< -

- -

-

4 8" " " 8 8‡

8" " " 4" 4" 4" 4" 8 8 4 4

8" " " 4" 4" 4" 4

Ð Œ ÑÐÓ+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , ÓÑ œ

œ Œ ÐÐÓ+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , Ó ‚ Ó+ ß , Ó ‚ Ó+ ß , ÓÑ ‚ Ó+ ß , ÓÑ œ

œ ÐÓ+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , Ó ‚ Ó+ ß ,

-

" 8 8 4 4

" " 8 8

Ó ‚ Ó+ ß , ÓÑ ‚ ÐÓ+ ß , ÓÑ œ

œ Ð,  + Ñ ‚â‚ Ð,  + Ñ

-

.

b) Temos que mostrar que a medida imagem direta ) - -7 7 87‡Ð Œ Ñ
coincide com a medida  e isso resulta da caracterização desta em II.5.3,-8

uma vez que se tem

) - -

- -

- -

7 7 87‡

7 87

7 87

Ð Œ ÑÐ

œ Œ ÐÐ ‚ Ð

œ Ð ‚ Ð

Ó+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , ÓÑ œ

Ó+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , ÓÑ Ó+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , ÓÑÑ œ

Ó+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , ÓÑ Ó+ ß , Ó ‚â‚

" " 8 8

" " 7 7 7" 7" 8 8

" " 7 7 7" 7" Ó+ ß , ÓÑ œ

Ð,  + Ñ ‚â‚ Ð,  + Ñ
8 8

" " 8 8œ . 

II.5.6  Se, para cada , (Corolário) " Ÿ 4 Ÿ 8 E4 § ‘ é um boreliano, então o
conjunto  é um boreliano eE ‚â‚E §" 8

8‘

- - -8 " 8 " 8ÐE ‚â‚E Ñ œ ÐE Ñ ‚â‚ ÐE Ñ.

Em particular, tem-se, tal como já sabíamos no caso em que ,8 œ "
- ‘ ‘8 " 8

8 8Ð Ñ œ _ B œ ÐB ßá ß B Ñ − e, para cada ,

- -8 8 " 8ÐÖB×Ñ œ ÐÖB × ‚â‚ ÖB ×Ñ œ !.

Dem: Fazemos a demonstração por indução em , o caso  sendo8 8 œ "
trivial. Supondo o resultado verdadeiro para um certo  e tomando, para cada8
" Ÿ 4 Ÿ 8  " E §, um boreliano  a hipótese de indução garante que4 ‘
E ‚â‚E" 8

8 é um boreliano de  com‘

- - -8 " 8 " 8ÐE ‚â‚E Ñ œ ÐE Ñ ‚â‚ ÐE Ñ

pelo que  é um boreliano de  comÐE ‚â‚E Ñ ‚ E ‚" 8 8"
8‘ ‘

- - - - -8 " 8 8" " 8 8"Œ ÐÐE ‚â‚E Ñ ‚ E Ñ œ ÐE Ñ ‚â‚ ÐE Ñ ‚ ÐE Ñ

e deduzimos então da alínea a) do resultado precedente, com , que4 œ 8  "
E ‚â‚E ‚E" 8 8"

8" é um boreliano de  com‘

- - - -8" " 8 8" " 8 8"ÐE ‚â‚E ‚E Ñ œ ÐE Ñ ‚â‚ ÐE Ñ ‚ ÐE Ñ,

o que termina a prova por indução. 

II.5.7  A medida de Lebesgue (Invariância por translação) - 5 U8 na -álgebra ‘8

dos borelianos de  é , isto é, para cada‘8 invariante por translação
B œ ÐB ßá ß B Ñ − À Ä" 8 B

8 8 8‘ 7 ‘ ‘, tem lugar uma aplicação bimensurável ,
7 - -B 8 8ÐCÑ œ B  C, que é compatível com a medida de Lebesgue  (ou seja, 
é -invariante, para cada ).7B B
Dem: O facto de  ser bimensurável resulta de se tratar de um7B
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homeomorfismo, com inverso . O que temos que mostrar é que a medida7B

imagem direta  coincide com a medida  e isso vai resultar da7 - -B 8 8‡

afirmação de unicidade na definição de , uma vez que, sendo-8

E œ Ó+ ß , Ó ‚ Ó+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , Ó −" " # # 8 8 8f

(onde ), vem+ Ÿ ,4 4

7 - -

-

-

B 8 8‡

8 " " " " 8 8 8 8

" " " " 8 8 8 8

" " 8 8 8

ÐEÑ œ ÐB  EÑ œ

œ ÐÓ+  B ß ,  B Ó ‚â‚ Ó+  B ß ,  B ÓÑ œ

œ ÐÐ,  B Ñ  Ð+  B ÑÑ ‚â‚ ÐÐ,  B Ñ  +  B ÑÑ œ

œ Ð,  + Ñ ‚â‚ Ð,  + Ñ œ ÐEÑ. 

II.5.8 (Outra caracterização da medida de Lebesgue) A medida de Lebesgue
- 5 U ‘ . 58

8, na -álgebra  dos borelianos de , é a única medida  nessa -ál-‘8

gebra que é invariante por translação e verifica ..ÐÓ!ß "Ó Ñ œ "8

Dem: Já verificámos que a medida de Lebesgue  é invariante por-8

translação e, por definição, ela verifica . Suponhamos-8
8 8ÐÓ!ß "Ó Ñ œ " œ "

agora que  é uma medida arbitrária invariante por translação e. U ‘À Ä‘8 

tal que . Vamos mostrar que se tem , dividindo essa. . -ÐÓ!ß "Ó Ñ œ " œ8
8

prova em várias partes:
1) Comecemos por mostrar que, se , então; ßá ß ; −" 8 

.ÐÓ!ß Ó ‚ Ó!ß Ó ‚â‚ Ó!ß ÓÑ œ ‚ ‚â‚
" " " " " "

; ; ; ; ; ;" # 8 " # 8
.

  O conjunto , onde a medida  toma o valor , é a uniãoSubdem: Ó!ß "Ó "8 .
disjunta dos  subconjuntos do tipo; ‚ ; ‚â‚ ;" # 8

Ó ß Ó ‚ Ó ß Ó ‚â‚ Ó ß Ó
: :  " : :  " : :  "

; ; ; ; ; ;
" " # # 8 8

" " # # 8 8
,

com os inteiros  a verificar , subconjuntos esses: ß : ßá ß : ! Ÿ : Ÿ ;  "" # 8 4 4

que são todos translações do conjunto , eÓ!ß Ó ‚ Ó!ß Ó ‚â‚ Ó!ß Ó" " "
; ; ;" # 8

portanto são medidos por  com o mesmo valor..
2) Vejamos agora que, mais geralmente, se  são racionais estrita-< ßá ß <" 8

mente positivos, então

.ÐÓ!ß < Ó ‚ Ó!ß < Ó ‚â‚ Ó!ß < ÓÑ œ < ‚ < ‚â‚ <" # 8 " # 8.

  Escrevendo , com  e  em , basta notarSubdem: < œ ; − :   !4 4 4
:
;
4

4
 ™

que  é a união disjunta dos Ó!ß < Ó ‚ Ó!ß < Ó ‚â‚ Ó!ß < Ó : ‚ : ‚â‚ :" # 8 " # 8

conjuntos

Ó ß Ó ‚ Ó ß Ó ‚â‚ Ó ß Ó
5 5  " 5 5  " 5 5  "

; ; ; ; ; ;
" " # # 8 8

" " # # 8 8
,

com os inteiros  a verificar , conjuntos esses5 ß 5 ßá ß 5 ! Ÿ 5 Ÿ :  "" # 8 4 4
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que são todos translações do conjunto , eÓ!ß Ó ‚ Ó!ß Ó ‚â‚ Ó!ß Ó" " "
; ; ;" # 8

portanto são medidos por  com o mesmo valor .. " " "
; ; ;" # 8

‚ ‚â‚

3) Vejamos agora que, mais geralmente, se  são reais estritamente< ßá ß <" 8

positivos, então

.ÐÓ!ß < Ó ‚ Ó!ß < Ó ‚â‚ Ó!ß < ÓÑ œ < ‚ < ‚â‚ <" # 8 " # 8.

  Para cada , consideremos uma sucessão deSubdem: " Ÿ 4 Ÿ 8
números racionais estritamente positivos  decrescente e a convergirÐ= Ñ4ß: :−

para . Sendo, para cada ,< : −4 

E œ Ó!ß = Ó ‚ Ó!ß = Ó ‚â‚ Ó!ß = Ó: "ß: #ß: 8ß: ,

tem-se  e, pelo que vimos no caso estudado em 2),E ¨ E: :"

.ÐE Ñ œ = ‚ = ‚â= Ä < ‚ < ‚â‚ <: "ß: #ß: 8ß: " # :,

em particular . Uma vez que.ÐE Ñ  _"

,
:

: " # 8E œ Ó!ß < Ó ‚ Ó!ß < Ó ‚â‚ Ó!ß < Ó,

a igualdade pretendida é uma consequência da alínea 7) de I.2.12.
4) Para cada

E œ Ó+ ß , Ó ‚ Ó+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , Ó −" " # # 8 8 8f

(onde ), tem-se+ Ÿ ,4 4

.ÐEÑ œ Ð,  + Ñ ‚ Ð,  + Ñ ‚â‚ Ð,  + Ñ" " # # 8 8 ,

e, consequentemente, tendo em conta a definição de  em II.5.3, .- . -8 8œ
  Se existir  tal que , a igualdade resulta de se terSubdem: 4 + œ ,4 4

E œ g. Caso contrário, temos uma consequência do que foi visto em 3), uma
vez que se tem

E œ Ð+ ßá ß + Ñ  Ó!ß ,  + Ó ‚â‚ Ó!ß ,  + Ó" 8 " " 8 8 . 

I  uma medida definida nos borelianos de , invarianteI.5.9 (Corolário) Seja . ‘8

por translação e tal que , para cada boreliano limitado ..ÐEÑ  _ E
Tem-se então , para um certo , nomeadamente. -œ - ! Ÿ -  _8

- œ ÐÓ!ß "Ó Ñ. 8 .
Dem: Seja . Se , o facto de  ser a união da família- œ ÐÓ!ß "Ó Ñ - œ !. ‘8 8

numerável de conjuntos da forma

Ó: ß :  "Ó ‚ Ó: ß :  "Ó ‚âÓ: ß :  "Ó" " # # 8 8 ,

com os  números inteiros, conjuntos esses que são todos translações de:4
Ó!ß "Ó Ð Ñ œ ! !8 8, implica que , e portanto que a medida  é identicamente .. ‘ .
Se , podemos considerar a medida , que é invariante por translação e-  ! "

-.
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toma o valor  em , tendo-se assim, por I.5.8, , portanto" Ó!ß "Ó œ8 "
- 8. -

. -œ - 8. 

I  Seja  umI.5.10 (O coeficiente de dilatação de um isomorfismo) 0 ‘ ‘À Ä8 8

isomorfismo. Existe então um único real  tal que, para cada- − Ó!ß_Ò0

boreliano , . Dizemos que  é o E § Ð ÐEÑÑ œ - ÐEÑ -‘ - 0 -8
8 80 0 coeficiente de

dilatação do isomorfismo 0Þ
Dem: Que não pode existir mais que um número real  nas condições-0
anteriores é uma consequência de que, escolhendo um boreliano  comE
!  ÐEÑ  _ !-8  (por exemplo uma bola de raio maior que , que é
limitada e de interior não vazio), não pode deixar de ser .- œ0

- 0
-
8

8

Ð ÐEÑÑ
ÐEÑ

Considere-se agora a medida  nos borelianos de  definida por. ‘8

. - 0 -ÐEÑ œ Ð ÐEÑÑ8 8 (a medida imagem direta de  pela aplicação mensurável
0 ‘ ‘ ‘" 8 8 8À Ä Ñ B −, medida para a qual se tem, para cada ,

. - 0 - 0 0 - 0 .ÐB  EÑ œ Ð ÐB  EÑÑ œ Ð ÐBÑ  ÐEÑÑ œ Ð ÐEÑÑ œ ÐEÑ8 8 8 ,

ou seja, é invariante por translação. Por outro lado, uma vez que a aplicação
linear  é contínua (como qualquer aplicação linear ,0 ‘ ‘ ‘ ‘À Ä Ä Ñ8 8 8 8

sabemos que existe  tal que , para cada , eQ   ! m ÐCÑm Ÿ QmCm C −0 ‘8

daqui resulta que, se  é um boreliano limitado, o boreliano E § ÐEÑ‘ 08

também é limitado, e portanto . Deduzimos agora. - 0ÐEÑ œ Ð ÐEÑÑ  _8

de II.5.9 que existe  tal que , isto é, tal que, para cada- − Ò!ß_Ò œ -0 0. -8

boreliano  de , , tendo-se mesmo , uma vezE Ð ÐEÑÑ œ - ÐEÑ -  !‘ - 0 -8
8 80 0

que

_ œ Ð Ñ œ Ð Ð ÑÑ œ - Ð Ñ- ‘ - 0 ‘ - ‘8 8 8
8 8 8

0 . 

I  um subespaço vetorial de dimensão .I.5.11  Seja (Corolário) J § 7  8‘8

Tem-se então que  é um boreliano com .J ÐJÑ œ !-8

Dem: O caso em que , e portanto  já foi referido em II.5.6.7 œ ! J œ Ö!×
Supondo agora que , seja  uma base de  e completemo-la7  ! D ßá ß D J" 7

de modo a obter uma base  de . Seja  oD ßá ß D ß D ßá ß D À Ä" 7 7" 8
8 8 8‘ 0 ‘ ‘

isomorfismo definido por , que é, em particular, um homeomor-0Ð/ Ñ œ D4 4

fismo. Tem-se então , onde  é umJ œ Ð ‚ Ö!× Ñ Ö!× §0 ‘ ‘7 87 87 87

boreliano com

- -87
87 87 87ÐÖ!× Ñ œ ÐÖ!×Ñ œ ! œ !

pelo que  é um boreliano e, tendo em conta a alínea b) de II.5.5,J

- - ‘ -8 7 87
7 87ÐJÑ œ - Ð Ñ ‚ ÐÖ!× Ñ œ - ‚ Ð_Ñ ‚ œ !0 0 0 ,

como queríamos. 

I  umI.5.12  Seja (Mudança de variáveis linear num integral) 0 ‘ ‘À Ä8 8

isomorfismo, com coeficiente de dilatação .-0  Tem-se então:
a) Para cada função mensurável ,1À Ä‘ ‘8


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( (
‘ ‘

0
8 8

1 1ÐCÑ . ÐCÑ œ - Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ- 0 -8 8 .

b) Se  é um espaço de Banach, para cada aplica  integrável I 1ção ,À Ä I‘8

( (
‘ ‘

0
8 8

1ÐCÑ . ÐCÑ œ - 1Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ- 0 -8 8 .

Dem: O facto de se ter , para cada boreliano pode ser- 0 -8 8Ð ÐEÑÑ œ - ÐEÑ0

encarado como afirmando que o isomorfismo  é compatível com as0
medidas, quando se considera no espaço de chegada a medida de Lebesgue
- . -8 8 e no domínio a medida . Tendo em conta o teorema trivial deœ -0
mudança de variáveis (II.1.38, nas hipóteses de a), e II.2.56, nas hipóteses de
b)), tem-se

( (
‘ ‘8 8

1 1ÐCÑ . ÐCÑ œ Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ- 08 .

onde, por II.1.35, nas hipóteses de a), e por II.2.54, nas hipóteses de b)),

( (
‘

0
8

1Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ œ - 1Ð0ÐBÑÑ . ÐBÑ0 -.
Y

8 . 

I  Os coeficientes deI.5.13 (Propriedades dos coeficientes de dilatação)
dilatação  dos isomorfismos  verificam as seguintes proprie-- À Ä0 0 ‘ ‘8 8

dades:
a) Se  é um isomorfismo ortogonal, então . Em particular,0 ‘ ‘À Ä - œ "8 8

0

o isomorfismo identidade  e o seu simétrico M À Ä M À Ä‘ ‘8 8‘ ‘ ‘ ‘8 8 8 8

têm coeficiente de dilatação igual a ."
b) Se  são isomorfismos, então o isomorfismo 0 ( ‘ ‘ ( 0 ‘ ‘ß À Ä ‰ À Ä8 8 8 8

tem coeficiente de dilatação .- œ - ‚ -( 0 ( 0‰

c) Se  é um isomorfismo, então o isomorfismo inverso0 ‘ ‘À Ä8 8

0 ‘ ‘" 8 8 "
-À Ä - œ tem coeficiente de dilatação .0"
0

Dem: Consideremos em  a norma associada ao produto interno usual. Seja‘8

F œ ÖB − ± mBm  "×‘8 , que é um conjunto aberto, limitado e não vazio e
para o qual se tem portanto . Sendo  um!  ÐFÑ  _ À Ä- 0 ‘ ‘8

8 8

isomorfismo ortogonal, tem-se , para cada , pelo quem ÐBÑm œ mBm B −0 ‘8

0ÐFÑ œ F. Resulta daqui que

- - 0 -8 8 8ÐFÑ œ Ð ÐFÑÑ œ - ÐFÑ0 ,

portanto , o que prova a). A propriedade em b) resulta de se ter, para- œ "0

cada boreliano ,E § ‘8

- ( 0 - ( 0 - 0 -8 8 8 8Ð ‰ ÐEÑÑ œ Ð Ð ÐEÑÑÑ œ - Ð ÐEÑÑ œ - - ÐEÑ( ( 0 .
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Por fim, c) resulta de que

" œ - œ - œ - ‚ -M ‰‘8
" "0 0 00 . 

I  é umaI.5.14  Lembremos que, se (Revisão sobre determinantes) 0 ‘ ‘À Ä8 8

aplicação linear, define-se o seu  como sendo odeterminante detÐ0Ñ
determinante da matriz de  na base canónica de  Esta noção tem as0 ‘8Þ100

seguintes propriedades, que resultam de propriedades correspondentes dos
determinantes de matrizes:
a) ;detÐM Ñ œ "‘8

b) Se  são aplicações lineares, então0 ( ‘ ‘ß À Ä8 8

det det detÐ ‰ Ñ œ Ð Ñ ‚ Ð Ñ( 0 ( 0

(a matriz da composta é o produto das matrizes);
c)  é um isomorfismo se, e só se,  e, nesse caso,0 ‘ ‘ 0À Ä Ð Ñ Á !8 8 det
detÐ Ñ œ0" "

Ð Ñdet 0 ;

d) Se  é um isomorfismo ortogonal, isto é, se, quaisquer que sejam0À I Ä I
Bß C − ‘8,

Ø ÐBÑß ÐCÑÙ œ ØBß CÙ0 0 ,

então  (a matriz  de  verifica , e portanto tem-sedetÐ Ñ œ „" E E ‚E œ M0 0 X

detÐEÑ œ "# ).

II.5.15 (Lema de Álgebra Linear) Sejam  e  espaços euclidianos eI J
0À I Ä J  uma aplicação linear. Existe então uma base ortonormada
A ßá ßA I ÐA Ñßá ß ÐA Ñ" 8 " 8 de  tal que os vetores  sejam ortogonais dois a0 0
dois.
Dem: Sendo  a aplicação linear adjunta de ,  obtemos uma0 0‡À J Ä I 101

aplicação linear autoadjunta , existindo portanto uma base0 0‡ ‰ À I Ä I
ortonormada  de  constituída por vetores próprios de , istoA ßá ßA I ‰" 8

‡0 0
é, com  para certos números reais . Podemos então0 0‡

4 4 4 4‰ ÐA Ñ œ + A +
escrever

Ø ÐA Ñß ÐA ÑÙ œ Ø Ð ÐA ÑÑß A Ù œ Ø+ A ßA Ù œ + ØA ßA Ù0 0 0 04 5 4 5 4 4 5 4 4 5
‡ ,

e portanto  sempre que .Ø ÐA Ñß ÐA ÑÙ œ ! 4 Á 50 04 5 

I  Seja  umI.5.16 (Determinação do coeficiente de dilatação) 0 ‘ ‘À Ä8 8

isomorfismo. Tem-se então . Em particular, se  e- œ l Ð Ñl > − Ï Ö!×0 det 0 ‘
0 ‘ÐBÑ œ >B B − - œ l>l, para cada , tem-se .8 8

0

100Mais geralmente, se  é um espaço vetorial de dimensão finita e  é umaI ÀI Ä I0
aplicação linear, pode definir-se o determinante de  como sendo o determinante da0
matriz de  numa base arbitrária de , determinante esse que se prova não depender da0 I
base escolhida.
101No caso em que estamos especialmente interessados, aquele em que , I œ J œ ‘ 08 ‡

é simplesmente a aplicação linear cuja matriz é a transposta da matriz de .0
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Dem: Consideremos, pelo lema II.5.15, uma base ortonormada  deA ßá ßA" 8

‘ 0 08
" 8 tal que os vetores  sejam ortogonais dois a dois. Sendo,ÐA Ñßá ß ÐA Ñ

para cada , , podemos considerar então a base" Ÿ 4 Ÿ 8 - œ m ÐA Ñm  !4 40

ortonormada  de , definida por .D ßá ß D D œ ÐA Ñ" 8 4 4
8 "

-‘ 0
4

Consideremos os isomorfismos ortogonais  definidos pelas! " ‘ ‘ß À Ä8 8

condições  e , respetivamente, onde  é a base! "Ð/ Ñ œ A ÐD Ñ œ / / ßá ß /4 4 4 4 " 8

canónica de . Vem que‘8

" 0 ! " 0 "‰ ‰ Ð/ Ñ œ Ð ÐA ÑÑ œ Ð- A Ñ œ - /4 4 4 4 4 4,

o que implica, por um lado, que a matriz de  é a matriz diagonal" 0 !‰ ‰

Ô ×Ö ÙÖ Ù
Õ Ø
- ! â !
! - â !
ã ã ä ã
! ! â -

"

#

8

e portanto  e, por outro lado, quedetÐ ‰ ‰ Ñ œ - ‚â‚ -" 0 ! " 8

" 0 !‰ ‰ ÐÓ!ß "Ó Ñ œ Ó!ß - Ó ‚â‚ Ó!ß - Ó8
" 8 ,

portanto, por ser  e ,- -8 8 " 8 " 8
8ÐÓ!ß "Ó Ñ œ " ÐÓ!ß - Ó ‚â‚ Ó!ß - ÓÑ œ - ‚â‚ -

- œ - ‚â‚ -" 0 !‰ ‰ " 8. Podemos enfim escrever, lembrando a alínea a) de
II.5.13 e a alínea b) de II.5.14,

- œ - ‚ - ‚ - œ - œ - ‚â‚ - œ Ð ‰ ‰ Ñ œ

œ Ð Ñ ‚ Ð Ñ ‚ Ð Ñ œ „ Ð Ñ œ l Ð Ñl
0 " 0 ! " 0 !‰ ‰ " 8 det

det det det det det
" 0 !

" 0 ! 0 0 .

No caso em que , para cada , a matriz de  é uma matriz0 ‘ 0ÐBÑ œ >B B − 8

diagonal com todos os elementos da diagonal iguais a , e portanto vem>
- œ l Ð Ñl œ l>l0 det 0 8. 

I çãoI.5.17 A partir de agora, nesta sec  e salvo aviso em contrário, a norma que
consideraremos implicitamente em  é a associada ao seu produto interno‘8

usual. Dados B −! ‘8
< ! e um real , notaremos  a bola fechada de<  ! F ÐB Ñ

centro  e raio ,B <!

F ÐB Ñ œ ÖB − ± mB  B m Ÿ <×< ! !
8‘ ,

e  a medida . Tem-se então  e, para cada " - " ‘8 8 " 8 !
8ÐF Ð!ÑÑ !   _ B −

e <  !

- - "8 < ! 8 ! " 8
8ÐF ÐB ÑÑ œ ÐB  <F Ð!ÑÑ œ < .

Dem: O facto de se ter  resulta de  ser um conjunto!   _ F Ð!Ñ"8 "

limitado e de interior não vazio. O facto de o isomorfismo  ,ß À Ä0 ‘ ‘8 8

0ÐBÑ œ <B <, ter coeficiente de dilatação igual a , implica, lembrando a8
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invariância de  por translação, que-8

- - - 0 "8 < ! 8 ! < 8 " 8
8ÐF ÐB ÑÑ œ ÐB  F Ð!ÑÑ œ Ð ÐF Ð!ÑÑÑ œ < . 

I ção, no caso em que ,I.5.18 Repare-se que, tendo em conta a determina 8 œ #
de , feita em II.4.7 e o facto de, no caso em que , ter-se-# "ÐF Ð!ÑÑ 8 œ "
F Ð!Ñ œ Ò"ß "Ó" , podemos afirmar que

" " 1" #œ # œ, .

Veremos adiante como determinar os restantes valores de ."8

I  aI.5.19  Para cada , vamos notar (As medidas esféricas) 8   ! W8 § ‘8"

esfera unitária,

W œ ÖB − ± mBm œ "×8
8"‘ ,

que é um subconjunto fechado de , em particular um boreliano.‘8"

Considerando a bola fechada , tem lugar uma aplicaçãoF Ð!Ñ §"
8"‘

contínua, em particular mensurável ,3À F Ð!Ñ Ï Ö!× Ä W" 8

3ÐBÑ œ
B

mBm
,

e definimos na -álgebra  dos borelianos de  uma medida , pondo,5 U .W 8 W8 8
W

para cada boreliano ,E § W8

. - 3W 8"
"

8
ÐEÑ œ Ð8  "Ñ Ð ÐEÑÑ.

A medida , a que damos o nome de  de. U ‘W W 8 8
À Ä medida de Lebesgue

W 8  "8, ou , é assim o produto de  pela medida imagemmedida esférica
direta por  da restrição a  da medida de Lebesgue de .3 ‘F Ð!Ñ Ï Ö!×"

8" 102

Repare-se que, uma vez que , tem-se, para a medida da esfera-8"ÐÖ!×Ñ œ !
total,

. - "W 8 8" " 8"8
ÐW Ñ œ Ð8  "Ñ ÐF Ð!Ñ Ï Ö!×Ñ œ Ð8  "Ñ ,

em particular, lembrando os valores determinados em II.5.18,

. . . 1W ! W W "! ! "
ÐW Ñ œ ÐÖ"ß "×Ñ œ # ÐW Ñ œ #, .

II.5.20  No caso em que , e(Medida esférica dum conjunto unitário) 8 œ !
portanto , tem-se W œ Ö"ß "×! . .W W! !

ÐÖ"×Ñ œ ÐÖ"×Ñ œ ". No caso em que
8   " ÐÖB×Ñ œ ! B − W, tem-se , para cada ..W 88

Dem: As conclusões no caso  resultam de se ter8 œ !

- 3 - - 3 -Ð ÐÖ"×ÑÑ œ ÐÒ"ß !ÒÑ œ " Ð ÐÖ"×ÑÑ œ ÐÓ!ß "ÓÑ œ "" ", .

102A razão do fator multiplicativo  será em breve mais clara.8  "
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O caso em que  é uma consequência de II.5.11, uma vez que 8   " ÐÖB×Ñ3"

está contido no subespaço vetorial  de dimensão .‘B "  8  " 

Uma das razões da importância das medidas esféricas, que, no caso
8 œ ", se inserem na ideia intuitiva de comprimento de uma curva e, no
caso , na de área de uma superfície, é que, se, por um lado, elas são8 œ #
definidas a partir da medida de Lebesgue de esta última, como vamos‘8ß
ver, também pode ser recuperada a partir daquelas.

II.5.21  Para cada , tem lugar um(Coordenadas polares generalizadas) 8   !
homeomorfismo

F ‘ FÀ Ó!ß_Ò ‚ W Ä Ï Ö!× Ð>ß BÑ œ >B8
8" , ,

o qual é compatível com as medidas, quando se considera no espaço de
chegada a restri  medida de Lebesgue ção da , nos borelianos de , e- ‘8"

8"

no domínio a medida ( , na -álgebra- . 5Œ ÑW Ð Ñ8 :

U U UÓ!ß_Ò‚W Ó!ß_Ò W8 8
œ Œ ,

definida pela função contínua , , a partir: ‘ :À Ó!ß_Ò ‚ W Ä Ð>ß BÑ œ >8 
8

da medida produto da restrição da medida de Lebesgue  nos borelianos de-
‘ . pela medida esférica  nos borelianos de . Por outras palavras, paraW 88

W
cada boreliano ,F § Ó!ß_Ò ‚ W8

- F - . .8 W W
F F

8 8Ð ÐFÑÑ œ > . Œ ÑÐ>ß BÑ œ > .> . ÐBÑ( (( .
8 8

Costuma-se dizer que  e  são as > − Ó!ß_Ò B − W8 coordenadas polares
generalizadas do ponto .>B − Ï Ö!×‘8" 103

Dem: O facto de , que é uma aplicação contínua, ser um homeomorfismo éF
uma consequência de admitir um inverso bilateral contínuo

‘8"
8Ï Ö!× Ä Ó!ß_Ò ‚ W C È ÐmCmß Ñ

C

mCm
, .

Em particular,  é uma aplicação bimensurável, pelo que, para ver que  éF F
compatível com as medidas, basta ver que nos borelianos de Ó!ß_Ò ‚ W8

103As coordenadas polares usuais de um ponto  são  e  tais queB − Ï Ö!× >  ! −‘ ! ‘#

B œ Ð> Ð Ñß > Ð ÑÑcos ! ! !sen , em que  fica só determinado a menos de um múltiplo inteiro de
2 . Quando se pretende ter uma aplicação bijetiva, restringe-se  a um intervalo1 !
conveniente, por exemplo  e se se pretender ter mesmo um homeomorfismo,Ò!ß # Ò1
diminui-se ainda mais o domínio de , por exemplo para , retirando-se neste caso a! 1Ó!ß # Ò
‘# os pontos da forma , com , que constituem um conjunto de medida nula. AÐ>ß !Ñ >   !
vantagem das coordenadas polares generalizadas, que substituem , por um elemento da!
esfera, está em que são dispensados estes artifícios e a generalização para  é mais‘8

simples.
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coincidem a medida (  e a medida imagem direta de  por .- . - FŒ ÑW 8"Ð Ñ
"

8 :

Comecemos por considerar  em  e . Reparemos que+ Ÿ , Ó!ß_Ò E − UW8

F Ð!Ñ Ï Ö!× œ ÐÓ!ß "Ó ‚ W Ñ" 8F  e portanto, nas notações de II.5.19,

3 F"ÐEÑ œ ÐÓ!ß "Ó ‚ EÑ œ Ó!ß "Ó † E

donde

. -W 8"8
ÐEÑ œ Ð8  "Ñ ÐÓ!ß "Ó † EÑ.

Vemos agora que

F - - F

- F

- -

-

"
‡ 8" 8"

8"

8" 8"
8" 8"

8"
8

ÐÓ+ß ,Ó ‚ EÑ œ Ð ÐÓ+ß ,Ó ‚ EÑÑ œ

œ Ð ÐÐÓ!ß ,Ó ‚ EÑ Ï ÐÓ!ß +Ó ‚ EÑÑÑ œ

œ Ð, † Ó!ß "Ó † EÑ  Ð+ † Ó!ß "Ó † EÑ œ

œ Ð,  + Ñ ÐÓ!ß "Ó † EÑ œ

œ
, " 8"

W
 +

8  "
ÐEÑ.

8

e, por outro lado, pelo teorema de Fubini para funções positivas,

Ð Œ Ñ ÐÓ+ß ,Ó ‚ EÑ œ > .> . ÐBÑ œ

œ > .> . ÐBÑ œ

œ . ÐBÑ œ
,  +

8  "

œ ÐEÑ
,  +

8  "

- . .

.

.

.

W WÐ Ñ
Ó+ß,Ó‚E

8

E Ó+ß,Ó

8
W

E

8" 8"

W

8" 8"

W

8 8

8

8

8

: (
( (Š ‹
(

,

o que mostra que

F - - ."
‡ 8" W Ð ÑÐÓ+ß ,Ó ‚ EÑ œ Ð Œ Ñ ÐÓ+ß ,Ó ‚ EÑ  _

8 : .

Uma vez que estes produtos cartesianos  constituem um semianelÓ+ß ,Ó ‚ E
de partes de  cuja -álgebra gerada éÓ!ß_Ò ‚ W8 5

U U UÓ!ß_Ò‚W Ó!ß_Ò W8 8
œ Œ

(cf. I.5.19 e I.5.23) o teorema de Hahn de unicidade do prolongamento em
I.4.12 garante que, efetivamente, as medidas  e F - - ."

‡ 8" W Ð ÑÐ Œ Ñ
8 :

coincidem. 

Como primeira aplicação das coordenadas polares generalizadas, exami-
namos agora uma fórmula que permite calcular recursivamente os valores
das constantes ."8 8 "œ ÐF Ð!ÑÑ-
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I , definidas em II.5.17, verificam a seguinte relação deI.5.22 As constantes "8

recorrência:

"
1"

8#
8

œ
#

8  #
.

Em particular, além dos valores referidos em II.5.18, tem-se, por exemplo

" " " "
1 1 1 1

$ % & '

# # $

œ œ œ œ
% )

$ # "& '
, , ,

e, para as correspondentes medidas das esferas, podemos continuar a série de
valores referidos em II.5.19 com

. 1 . 1 . . 1
1

W # W $ W % W &
# $

#

# $ % &
ÐW Ñ œ % ÐW Ñ œ # ÐW Ñ œ ÐW Ñ œ

)

$
, , , .

Dem: Considerando o homeomorfismo , compatível com‘ ‘ ‘8 # 8#‚ Ä
as medidas, referido na alínea b) de II.5.5 e aplicando o teorema trivial de
mudança de variáveis e o teorema de Fubini, vemos que

" - - ‘ ‘

- ‘ -

- ‘ -

1

8# 8 #
8 # # #

F Ð!Ñ
# 8

# # #

F Ð!Ñ
# 8

# # #

F Ð!Ñ

#

œ Œ ÐÖÐBß CÑ − ‚ ± mBm  mCm Ÿ "×Ñ œ

œ ÐÖC − ± mCm Ÿ "  mBm ×Ñ . ÐBÑ œ

œ Ð "  mBm ÖC − ± mCm Ÿ "×Ñ . ÐBÑ œ

œ Ð"  mBm Ñ

(
( È
(

"

"

"

. ÐBÑ-8 .

Podemos agora calcular este último integral com o auxílio das coordenadas
polares generalizadas, isto é, considerando o homeomorfismo

F ‘ FÀ Ó!ß_Ò ‚ W Ä Ï Ö!× Ð>ß BÑ œ >B8"
8 , ,

(cf. II.5.21) e obtemos, tendo em conta mais uma vez o teorema de Fubini,

" 1 .

1 .

1 .

1 "
1"

8# W
Ó!ß"Ó‚W

8" #

Ó!ß"Ó‚W

8" #
W

W 8"
!

"
8" 8"

8
8

œ > "  m>Bm .> . ÐBÑ œ

œ > "  > .> . ÐBÑ œ

œ ÐW Ñ >  > .> œ

œ 8 Ð  Ñ œ
" " #

8 8  # 8  #

( ˆ ‰
( ˆ ‰

(

8"

8"

8"

8"

8"

. 

Vamos agora examinar como se comporta a medida de um conjunto
quando este é transformado por um difeomorfismo de classe  entreG"
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abertos de . Supomos, naturalmente, que o leitor está familiarizado‘8

com os resultados fundamentais do Cálculo Diferencial no contexto de
‘8.

II.5.23 Lembremos que, se  é um aberto e Y § 0‘8 À Y Ä ‘8 é uma aplicação
de classe , então, para cada , temos uma aplicação linear derivadaG B − Y"

H0 À ÄB
8 8 8‘ ‘ ‘ que é aquela cuja matriz na base canónica de  é a matriz

jacobiana, isto é, aquela cujo elemento da linha  e coluna  é a derivada3 4

parcial , da coordenada , , relativamente à variável .`0
`B 3

3

4
ÐBÑ 3 0 À Y Ä 4‘

Lembremos também que, no caso em que  é um  0 Gdifeomorfismo de classe "

dum aberto  sobre um aberto , isto é, uma bijecção que é deY § Z §‘ ‘8 8

classe  assim como a sua inversa, então, para cada , a aplicaçãoG B − Y"

linear derivada  é um isomorfismo, tendo  comoH0 À Ä HÐ0 ÑB
8 8 "

0ÐBÑ‘ ‘

isomorfismo inverso.
Neste último caso, e uma vez que, por definição, as funções  são`0

`B
3

4
À Y Ä ‘

contínuas, podemos concluir que tem lugar uma aplicação contínua

Y Ä Ó!ß_Ò B È -, ,H0B

já que o coeficiente de dilatação  é o valor absoluto do determinante da-H0B

matriz jacobiana e este último é uma soma de produtos de entradas dessa
matriz, cada um multiplicado por .„"

O próximo resultado é um lema que encerra o essencial da demonstração
do resultado mais geral que examinaremos em seguida.

I ,  um difeomorfismo deI.5.24  Sejam  e  abertos de (Lema) Y Z ‘8 0 À Y Ä Z
classe  e  um ponto tal que o compactoG + œ Ð+ ßá ß + Ñ −" 8

" 8 ‘

O œ Ò+ ß +  "Ó ‚â‚ Ò+ ß +  "Ó" " 8 8

esteja contido em . SendoY

E œ Ó+ ß +  "Ó ‚â‚ Ó+ ß +  "Ó § O" " 8 8 ,

tem-se então que  e  são borelianos eE 0ÐEÑ

- -8 H0 8
E

Ð0ÐEÑÑ Ÿ - . ÐBÑ  _( B
.

Dem: Vamos dividir a prova em várias partes, cada uma tendo eventual-
mente a sua própria demonstração.
a) O conjunto  é um boreliano, por ser um produto cartesiano de borelianosE
de , e o facto de  ser, em particular, um homeomorfismo, e portanto‘ 0
bimensurável, implica que  é também um boreliano. Observe-se0ÐEÑ
também que  e que, sendo  o máximo no compacto  da-8ÐEÑ œ " Q O
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função contínua , tem-seB È -H0B

(
E

H0 8 8- . ÐBÑ Ÿ Q ÐEÑ œ Q  _
B
- - .

b) Ao contrário do que tem estado implícito ao longo desta secção, a norma
de  que consideraremos nesta demonstração não será a norma euclidiana‘8

mas sim a norma do máximo, definida, para , porB œ ÐB ßá ß B Ñ" 8

mBm œ lB lmax
"Ÿ4Ÿ8

4 .

Lembrando que as bolas aberta e fechada de centro  e raio , para esta, <  !
norma, são respetivamente

F Ð,Ñ œ Ó,  <ß ,  <Ò ‚â‚ Ó,  <ß ,  <Ò

F Ð,Ñ œ Ò,  <ß ,  <Ó ‚â‚ Ò,  <ß ,  <Ó

< " " 8 8

< " " 8 8

,

,

notaremos

F Ð,Ñ œ Ó,  <ß ,  <Ó ‚â‚ Ó,  <ß ,  <Ów
< " " 8 8 ,

um boreliano que verifica  eF Ð,Ñ § F Ð,Ñ § F Ð,Ñ< <
w
<

- - -8 8 < 8 <
w 8
<ÐF Ð,ÑÑ œ Ð#<Ñ œ ÐF Ð,ÑÑ œ ÐF Ð,ÑÑ.

Por exemplo, o conjunto  no enunciado é da forma , com  eE F Ð,Ñ < œw
<

"
#

, œ Ð+  ßá ß +  Ñ" 8
" "
# # .

c) Recordemos que, se  é uma aplicação linear, a norma de0 ‘ ‘À Ä8 8

operador de , notada  é, por definição, o menor dos números  tais0 0m m 5   !
que, para cada , , tendo-se assim, em particular, a? − m Ð?Ñm Ÿ 5m?m‘ 08

desigualdade , para cada .m Ð?Ñm Ÿ m mm?m ? −0 0 ‘8

d) Nesta alínea, e ao longo das alíneas e) e f), vamos considerar fixado um
número  arbitrário.$  !
Notaremos  o mínimo sobre o compacto  da função contínua7  ! O
B È -H0B .
Fixemos  maior ou igual ao máximo sobre o compacto  da funçãoV   " O
contínua .B È mÐH0 Ñ mB

"

Tendo em conta a continuidade uniforme sobre o compacto  das funçõesO
contínuas  e , escolhemos  tal que, sempre queB È H0 B È -  !B H0B &
, − O B − O mB  ,m Ÿ e  verificam , tem-se&

mH0 H0 m Ÿ  - l Ÿ 7B , H0 H0$ $, |c .
B ,

(1)

Reparemos que, pelo teorema da média do Cálculo Diferencial, decorre da
primeira desigualdade que, sempre que  e  verificam, − O B − O
mB  ,m Ÿ &, tem-se

m0ÐBÑ  0Ð,Ñ  H0 ÐB  ,Ñm Ÿ mB  ,m, $ .(2)
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e) Vamos mostrar que, quaisquer que sejam  e  tais que, − O !  < Ÿ &
F Ð,Ñ § Ow

< , tem-se

- $ -8 H0 8
w 8"
<

F Ð,Ñ

Ð0 ÐF Ð,ÑÑÑ Ÿ Ð"  V Ñ - . ÐBÑ(
w
<

B
.(3)

  Para cada , deduzimos de (2), tendo em conta oSubdem: B − F Ð,Ñw
<

facto de se ter , quemÐH0 Ñ m Ÿ V,
"

mÐH0 Ñ Ð0ÐBÑ  0Ð,ÑÑ  ÐB  ,Ñm œ

œ mÐH0 Ñ Ð0ÐBÑ  0Ð,Ñ  H0 ÐB  ,ÑÑm Ÿ

Ÿ Vm0ÐBÑ  0Ð,Ñ  H0 ÐB  ,Ñm Ÿ V mB  ,m

,
"

, ,
"

, $ ,

portanto

mÐH0 Ñ Ð0ÐBÑ  0Ð,ÑÑm œ

œ mÐH0 Ñ Ð0ÐBÑ  0Ð,ÑÑ  ÐB  ,Ñ  ÐB  ,Ñm Ÿ

Ÿ V mB  ,m  mB  ,m œ Ð"  V Ñ<

,
"

,
"

$ $ ,

isto é,

ÐH0 Ñ Ð0ÐBÑ  0Ð,ÑÑ − F Ð!Ñ,
"

Ð"V Ñ<$ ,

ou ainda

0ÐBÑ − 0Ð,Ñ  H0 ÐF Ð!ÑÑ, Ð"V Ñ<$ .

Verificámos assim  que

0ÐF Ð,ÑÑ § 0Ð,Ñ  H0 ÐF Ð!ÑÑw
< , Ð"V Ñ<$

e portanto, tendo em conta a definição dos coeficientes de dilatação e a
invariância  por translação da medida de Lebesgue,

- - $8 H0 8 H0
w 8 8
< Ð"V Ñ<Ð0ÐF Ð,ÑÑÑ Ÿ - ÐF Ð!ÑÑ œ - Ð#<Ñ Ð"  V Ñ

, ,$ .(4)

Por outro lado, lembrando a segunda desigualdade em  e a definição deÐ"Ñ
7 B − F Ð,Ñ, vemos que, para cada ,w

<

- œ -  Ð-  - Ñ Ÿ - 7 Ÿ - Ð"  Ñ Ÿ - Ð"  V ÑH0 H0 H0 H0 H0 H0 H0, B , B B B B
$ $ $

e portanto

- Ð#<Ñ œ - . ÐBÑ Ÿ Ð"  V Ñ - . ÐBÑH0 H0 8 H0 8
8

F Ð,Ñ F Ð,Ñ
, , B

w w
< <

( (- $ - .(5)

Combinando as desigualdades em (4) e (5) obtemos agora a desigualdade (3)
pretendida.
f) Vamos agora deduzir de e) que se tem, para o próprio , a desigualdadeE
análoga a (3),
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- $ -8 H0 8
8"

E

Ð0ÐEÑÑ Ÿ Ð"  V Ñ - . ÐBÑ( B
.(6)

  Suponhamos que mostrámos a existência de uma famíliaSubdem:
finita  de borelianos disjuntos dois a dois nas condições de e), isto é,ÐE Ñ4 4−N

tais que , com , tal que . Uma vez que oE œ F Ð, Ñ !  < Ÿ E œ E4 4 4 4
w
<4

& -
boreliano  será então a união dos borelianos  que são disjuntos0ÐEÑ 0ÐE Ñ4
dois a dois, poderemos então concluir que

- - $ -

$ -

8 8 4 H0 8

4−N 4−N

8"

E

8"

E
H0 8

Ð0ÐEÑÑ œ Ð0ÐE ÑÑ Ÿ Ð"  V Ñ - . ÐBÑ œ

œ Ð"  V Ñ - . ÐBÑ

" " (
(

4

B

B
,

que é a desigualdade pretendida. Resta-nos mostrar a existência de uma
família  nas condições que referimos. Para isso, fixamos  talÐE Ñ : −4 4−N 

que  e reparamos que o conjunto"
#: Ÿ &

E œ Ó+ ß +  "Ó ‚â‚ Ó+ ß +  "Ó" " 8 8

é então a união dos  conjuntos:8

E œ F ÐÐ+  ßá ß +  ÑÑ œ
#5  " #5  "

#: #:

œ Ó+  ß +  Ó ‚â‚ Ó+  ß +  Ó
5  " 5 5  " 5

: : : :

5 ß5 ßáß5 " 8
w " 8

" " 8 "
" " 8 8

" # 8 "
#:

,

com , que são disjuntos dois a dois.Ð5 ßá ß 5 Ñ − Ö"ßá ß :×" 8
8

g) Na desigualdade estabelecida em f),  é arbitrário. Podemos então$  !
tomar, em particular, , com  e, passando ao limite em  as$ œ 5 − 5"

5

desigualdades assim obtidas, obtemos, por ser ,lim
5

<
5

8"Ð"  Ñ œ "

- -8 H0 8
E

Ð0ÐEÑÑ Ÿ - . ÐBÑ( B
,

que é a desigualdade pretendida. 

II.5.25  Sejam  e (Lema — metade do teorema de mudança de variáveis) Y Z
abertos de ‘8 ",  um difeomorfismo de classe . Para cada0 À Y Ä Z G
boreliano ,  é boreliano eE § Y 0ÐEÑ

- -8 H0 8
E

Ð0ÐEÑÑ Ÿ - . ÐBÑ( B
.

Dem: Vamos dividir a demonstração em duas partes:
a) Começamos por notar que a desigualdade é trivialmente verdadeira, com
ambos os membros iguais a , no caso em que  e vamos mostrar que se! E œ g



§5. Medida de Lebesgue em dimensões superiores 205

tem

- -8 H0 8
E

Ð0ÐEÑÑ Ÿ - . ÐBÑ  _( B

no caso em que o boreliano  é da formaE

E œ Ó+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , Ó" " 8 8 ,

com , para cada , e  (isto é, com+  , " Ÿ 4 Ÿ 8 Ò+ ß , Ó ‚â‚ Ò+ ß , Ó § Y4 4 " " 8 8

a aderência de  contida em ).E Y
  Seja, para cada ,  e notemosSubdem: " Ÿ 4 Ÿ 8 < œ ,  +  !4 4 4

0 ‘ ‘À Ä8 8 o isomorfismo definido por

0ÐB ß B ßá ß B Ñ œ Ð< B ß < B ßá ß < B Ñ" # 8 " " # # 8 8 .

Consideremos o aberto  e reparemos que se temY œ ÐYÑ §s 0 ‘" 8

E œ ÐEÑs0 , com

E œ Ó+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , Ós w w w w
" " 8 8 ,

onde  e , assim como+ œ , œ œ +  "w w w
4 4 4

+ ,
< <
4 4

4 4

Ò+ ß , Ó ‚â‚ Ò+ ß , œ ÐÒ+ ß , Ó ‚â‚ Ò+ ß , ÓÑ § Ysw w w w "
" " 8 8 " " 8 8] .0

Podemos considerar o difeomorfismo , de classe  e0 œ 0 ‰ À Y Ä Z Gs s0ÎYs
"

deduzir do lema II.5.24 que se tem

- - -8 8 8
Es

H0sÐ0ÐEÑÑ œ Ð0ÐEÑÑ Ÿ - . ÐBÑ  _s s (
B

.(1)

Mas, do teorema de derivação da função composta, vem ,H0 œ H0 ‰s
B ÐBÑ0 0

donde

- œ - ‚ -H0s H0
B ÐBÑ0 0

e portanto, aplicando a alínea a) de II.5.12 aos prolongamentos a  que são‘8

nulos fora dos conjuntos mensuráveis envolvidos,

( ( (
E E Es s

H0s 8 H0 8 H0 8- . ÐBÑ œ - - . ÐBÑ œ - . ÐCÑ
B ÐBÑ C
- - -0 0

,

o que, combinado com as desigualdades (1), dá as desigualdades pretendidas.
b) Vamos agora provar a desigualdade do enunciado para um boreliano
E § Y  arbitrário.
  Consideremos duas medidas  e  nos borelianos de ,Subdem: . .w Y
definidas respetivamente por
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. - . -ÐEÑ œ Ð0ÐEÑÑ ÐEÑ œ - . ÐBÑ8 H0 8
w

E

, ,( B

a primeira a imagem direta de  por meio de  (cf. I.5.13) e a segunda a-8
"0

definida a partir de  pela função mensurável positiva  (cf.-8 H0B È -
B

II.1.22). Reparemos que o nosso objetivo é provar que se tem . .ÐEÑ Ÿ ÐEÑw

para cada boreliano . Tendo em conta II.5.2, constatamosE § Y
imediatamente que a classe  formada pelos intervalos semiabertosf

E œ Ó+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , Ó" " 8 8 ,

com , cuja aderência está contida em , é um semianel de partes de + Ÿ , Y Y4 4

e o que mostrámos em a) foi que se tem , para cada . .ÐEÑ Ÿ ÐEÑ  _ Ew

no semianel . Tendo em conta I.4.17, o nosso objetivo ficará atingido sef
mostrarmos que as restrições de  e de  a  são -finitas e que a -álgebra. . f 5 5w

de partes de  gerada por  é a dos borelianos, bastando, para esta segundaY f
afirmação, mostrar que ela contém todos os abertos . O resultadoY § Yw

ficará assim provado se verificarmos que qualquer aberto  é união deY § Yw

uma família contável de conjuntos de . Ora, sendo  a parte contável de f f f

constituída pelos conjuntos de  da forma , com os f Ó+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , Ó +" " 8 8 4

e os  racionais, qualquer aberto  é a união de todos os conjuntos de, Y § Y4
w

f que estão contidos nele, uma vez que, para cada ,B œ ÐB ßá ß B Ñ − Y" 8
w

podemos considerar  tal que&  !

ÓB  ß B  Ò ‚â‚ ÓB  ß B  Ò § Y" " 8 8
w& & & &

e então, fixando, para cada ,  com4 + ß , −4 4 

B   +  B  ,  B 4 4 4 4& &,

o conjunto  pertence a , contém o ponto  e estáÓ+ ß , Ó ‚â‚ Ó+ ß , Ó B" " 8 8 f
contido em .Y w 

Podemos agora demonstrar finalmente o resultado fundamental sobre a
medida da imagem de um boreliano por um difeomorfismo de classe .G"

I  eI.5.26 (Teorema de mudança de variáveis para conjuntos) Sejam Y § ‘8

Z § 0ÀY Ä Z‘8 dois abertos e  um . Para cadadifeomorfismo de classe G"

boreliano  tem-se então que  é um boreliano eE § Y 0ÐEÑ § Z

- -8 H0 8
E

Ð0ÐEÑÑ œ - . ÐBÑ( B
.

Dem: Tendo em conta o lema II.5.25, já sabemos que, para cada boreliano
E § Y 0ÐEÑ,  é boreliano e
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- -8 H0 8
E

Ð0ÐEÑÑ Ÿ - . ÐBÑ( B
,(1)

pelo que o que nos falta provar é a desigualdade oposta.
Aplicando o lema II.5.25, ao difeomorfismo  de classe ,0 À Z Ä Y G" "

sabemos que, para cada boreliano , tem-seF § Z

- -8 8
"

F
H0Ð0 ÐFÑÑ Ÿ - . ÐCÑ( "

C
,

por outras palavras, considerando as medidas  e  nos borelianos de . .w Z
definidas por

. - . -ÐFÑ œ Ð0 ÐFÑÑ ÐFÑ œ - . ÐCÑ8 8
" w

F
H0, ,( "

C

(a primeira é a imagem direta da medida de Lebesgue , nos borelianos de-8

Y 0, pelo homeomorfismo  e a segunda é a definida a partir da medida de
Lebesgue , nos borelianos de , pela função contínua positiva que a -8 Z C
associa ), tem-se , para cada boreliano . De- ÐFÑ Ÿ ÐFÑ F § ZH0

w
"
C

. .

II.1.36 concluímos que, para cada função mensurável , tem-se1À Z Ä ‘

( (
Z Z

w1ÐCÑ . ÐCÑ Ÿ 1ÐCÑ . ÐCÑ. . ,

isto é, tendo em conta o teorema trivial de integração por mudança de
variáveis e a caracterização do integral para a medida definida por uma
função mensurável positiva (cf. II.1.38),

( (
Y Z

8 H0 81Ð0ÐBÑÑ . ÐBÑ Ÿ 1ÐCÑ - . ÐCÑ- -"
C

.

Dado o boreliano , podemos tomar na desigualdade precedente para E § Y 1
a aplicação mensurável que é  para  e em  toma o valor! C Â 0ÐEÑ C − 0ÐEÑ
- 1Ð0ÐBÑÑ œ ! B Â E 1Ð0ÐBÑÑ œ -H0 H00 ÐCÑ" B

. Reparando que  para , que  para

B − E e que, pelo teorema de derivação da aplicação composta, para cada
C − 0ÐEÑ,

1ÐCÑ - œ - ‚ - œ - œ - œ - œ "H0 H0 H0 ‰H0 HÐ0‰0 ÑH0 M" " " "
C C C0 ÐCÑ" 0 ÐCÑ" C

,

a desigualdade anterior diz-nos que

( (
E 0ÐEÑ

H0 8 8 8- . ÐBÑ Ÿ " . ÐCÑ œ Ð0ÐEÑÑ
B
- - - ,

desigualdade que, juntamente com a desigualdade (1), implica a igualdade do
enunciado. 
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II.5.27 (Integração por mudança de variáveis em )‘8 104 Sejam  eY § ‘8

Z § 0ÀY Ä Z G‘8 " dois abertos e  um difeomorfismo de classe . Tem-se
então:
a) Para cada função mensurável ,1À Z Ä ‘

( (
Z Y

8 H0 81ÐCÑ . ÐCÑ œ 1Ð0ÐBÑÑ- . ÐBÑ- -
B

.

b) Se  é um espaço de Banach, para cada aplica  integrável I 1ção ,À Z Ä I

( (
Z Y

8 H0 81ÐCÑ . ÐCÑ œ 1Ð0ÐBÑÑ- . ÐBÑ- -
B

.

Dem: Tendo em conta o resultado precedente, podemos considerar uma nova
medida  definida nos borelianos de  por qualquer das duas caracterizações. Y
equivalentes:

. - . -ÐEÑ œ Ð0ÐEÑÑ ÐEÑ œ - . ÐBÑ8 H0 8
E

, .( B

Basta agora repararmos que, pelo teorema trivial de mudança de variáveis
(II.1.38, nas hipóteses de a), e II.2.56, nas hipóteses de b)), tem-se

( (
Z Y

81ÐCÑ . ÐCÑ œ 1Ð0ÐBÑÑ . ÐBÑ- .

e que, pela caracterização do integral para a medida definida por uma função
mensurável positiva (II.1.35, nas hipóteses de a), e II.2.54, nas hipóteses de
b)), tem-se

( (
Y Y

H0 81Ð0ÐBÑÑ . ÐBÑ œ 1Ð0ÐBÑÑ- . ÐBÑ.
B
- . 

Exercícios

Ex II.5.1 (Medida de paralelogramos multidimensionais )105  Se  é umI
espaço vetorial e B ß B" #ßá ß B I8 são vetores linearmente independentes de ,
chamamos  gerado por aqueles vetores aoparalelogramo multidimensional
conjunto  das combinações lineares , comT > B  > B â > B" " # # 8 8

> − Ò!ß "Ó I œ4
8 (comparar com o exercício II.4.7). No caso em que ,‘

mostrar que  é um boreliano e que a medida de Lebesgue  é igual aoT ÐT Ñ-8

104Comparar com II.3.14.
105Generalização do exercício II.4.7.
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valor absoluto do determinante da matriz em que cada coluna  é constituída4
pelas coordenadas do vetor .B4

Ex II.5.2 (Propriedade de invariância das medidas esféricas) Seja  um8   !
inteiro e consideremos a esfera unitária W8 § ‘8", assim como a
correspondente medida esférica  nos borelianos de  (cf. I.5.19)..W 88

W
Mostrar que, para cada isomorfismo ortogonal , tem-se0 ‘ ‘À Ä8" 8"

0 0ÐW Ñ œ W À W Ä W8 8 8 8ÎW e a restrição  é compatível com as medidas (por
8

outras palavras,  é -invariante).  Lembrar a alínea a) de. 0W ÎW8 8
Sugestão:

II.5.13.

Ex II.5.3 (Propriedades de invariância da medida esférica em )W §"
#‘

Consideremos a medida esférica  nos borelianos de  e. ‘ ‚W "
#

"
W § œ

reparemos que  tem uma estrutura de grupo multiplicativo em que aW"

operação é a multiplicação de complexos, o elemento neutro é  e o inverso"
de  é . Reparar que têm lugar homeomorfismos, em particularD − W D œ D"

"

aplicações bimensuráveis  e, para cada , ,, 7À W Ä W D − W À W Ä W! D!

definidos por

, 7ÐDÑ œ D œ D ÐDÑ œ D ‚ D"
D !, .
!

a) Mostrar que a medida  é -invariante e, para cada , -inva-. , 7W ! D" !
D − W

riante (comparar com I.5.14).  Reparar que temos dois casosSugestão:
particulares da situação examinada no exercício II.5.2.
b) (Propriedade de unicidade) Mostrar que, se  é uma medida nos.w

borelianos de  que seja -invariante, para cada , e que verifiqueW D − W" D ! "7
!

. 1 . .w w
" WÐW Ñ œ # œ, então .

"

Sugestão: Dado um boreliano , considerar o boreliano E § W E § W ‚ Ws
" " "

definido por

E œ ÖÐDß AÑ − W ‚ W ± D ‚ A − E×s
" "

e utilizar o teorema de Fubini para calcular de duas maneiras distintas
. .W

w
"
Œ ÐEÑs .

Ex II.5.4  o conjuntoa) Para cada , seja 8   " G8 § ‘8

G œ ÖÐB ßá ß B Ñ ± B   ! B â B Ÿ "×8 " 8 4 " 8, .

Verificar que, para cada ,> − Ò!ß "Ó

ÖÐB ßá ß B Ñ − ± ÐB ßá ß B ß >Ñ − G × œ Ð"  >ÑG" 8" " 8" 8 8"
8"‘

e deduzir, por indução, que

-8 8ÐG Ñ œ
"

8x
.
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b) Para cada , seja  o , definido8   ! W § G §s
8 8"

8"‘ 8-simplex padrão
por

W œ ÖÐB ßá ß B Ñ ± B   ! B â B œ "×s
8 " 8" 4 " 8", .

Tendo presente a analogia com a situação tratada em II.5.19, verificar que Ws8

é um subconjunto fechado de , em particular um boreliano, e que se‘8"

pode definir uma medida  nos borelianos de  (a que se poderia dar o.Ws 8
8

Ws

nome de ), considerando uma aplicação contínuamedida simplicial

3

3

sÀG Ï Ö!× Ä Ws

sÐB ßá ß B Ñ œ ÐB ßá ß B Ñ
"

B â B

8" 8

" 8" " 8"
" 8"

,

,

e definindo, para cada boreliano ,E § Ws8

. - 3Ws 8"
"

8
ÐEÑ œ Ð8  "Ñ Ð ÐEÑÑs .

Verificar ainda que, para a medida do simplex total, tem-se

.Ws 8
8
ÐW Ñ œs "

8x
. 106

c) Reparar que  e  e mostrar que, se , tem-seW œ Ö"× ÐÖ"×Ñ œ " 8   "s
! Ws. !

.Ws 8
8
ÐÖB×Ñ œ ! B − Ws, para cada  (comparar com II.5.20).

d) (Coordenadas simpliciais generalizadas)  Adaptando trivialmente a
demonstração de II.5.21, mostrar que, para cada , tem lugar um8   !
homeomorfismo

F ‘ FsÀ Ó!ß_Ò ‚ W Ä Ï Ö!× Ð>ß BÑ œ >Bs
8 

8" , ,

106Em particular, por exemplo no caso , esta medida não é o que esperaríamos ser o8 œ "
“comprimento” do conjunto em questão.
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o qual é compatível com as medidas, quando se considera no espaço de
chegada a restri  medida de Lebesgue ção da , nos borelianos de , e- ‘8"

8"

no domínio a medida ( , na -álgebra- . 5Œ ÑWs Ð Ñ
8

:

U U UÓ!ß_Ò‚W Ws sÓ!ß_Ò
8 8
œ Œ ,

definida, a partir da medida produto da restrição a  da medida deÓ!ß_Ò
Lebesgue  nos borelianos de  pela medida simplicial  nos borelianos- ‘ .Ws8

de , pela função contínua , .W À Ó!ß_Ò ‚ W Ä Ð>ß BÑ œ >s s
8 8 

8: ‘ :

Poder-se-ia dizer que  e  são as > − Ó!ß_Ò B − Ws8 coordenadas simpliciais
generalizadas do ponto .>B − Ï Ö!×‘

8"

Ex II.5.5 Deduzir de II.5.18 e das fórmulas de recorrência em II.5.22 as
seguintes fórmulas explícitas para as constantes " -8 8 "œ ÐF Ð!ÑÑ, válidas
separadamente para  ímpar e para  par:8 8

" "
1 1

#:" #:

#:" :" :

œ œ
# Ð:  "Ñx

Ð#:  "Ñx :x
, .

Ex II.5.6 , seja  aSejam  e  fixados. Para cada real 8   " <  ! ! ‘ ‘0 À Ä!
8



função definida por

0 ÐBÑ œ
B Á !

! B œ !
!  "

mBm! , se 

, se 
 ,

onde a norma considerada é a euclidiana.  Sendo 107 F Ð!Ñ< § ‘8 a bola
fechada de centro  e raio , utilizar coordenadas polares generalizadas para! <
mostrar que:

(
(

F Ð!Ñ

F Ð!Ñ

<

<

0 ÐBÑ .

0 ÐBÑ .

!

‘
!

- !

- !

8

Ï
8

ÐBÑ  _ Í  8

ÐBÑ  _ Í  8

,

.
8

Ex II.5.7 a) Demonstrar a fórmula

( È
‘

/ .B œB#

1,

tendo em conta a identidade  e calculando o integral/ œ / ‚ /B C B C# # # #

desta função em  de dois modos distintos, utilizando, por um lado, o‘#

107O valor da função no ponto  é evidentemente irrelevante para efeitos do cálculo dos!
integrais e só é exibido para fixar ideias. Com este valor, a função fica contínua em  se, e!
só se, .!  !



212 Cap. II. O integral

teorema de Fubini e, por outro lado, coordenadas polares generalizadas.108

b) Utilizar uma ideia análoga para mostrar que, para cada inteiro , se8   !
tem

( È
Ò!ß_Ò

8 B 8"B / .B œ Ð Ñ
"

Ð8  "Ñ

#

"
1

8"
,

onde ." -8" œ 8" "ÐF Ð!ÑÑ
c) Fazendo a mudança de variáveis  no integral referido em b),B œ CÈ
mostrar que, para cada inteiro ,8   !

" "

# Ð8  "Ñ
Ð Ñ> 1

"
Ð Ñ œ
8  "

# 8"

È 8",

em particular,

> 1Ð Ñ œ
"

#
È .

Ex II.5.8 Verificar que tem lugar um difeo-(Coordenadas polares em  a)‘#Ñ
morfismo de classe G_

< 1 ‘ ‘ ‚ ‘

< ! ! !

À Ó!ß_Ò ‚ Ó!ß # Ò Ä Ï Ð ‚ Ö!×Ñ œ Ï

Ð>ß Ñ œ Ð> Ð Ñß > Ð ÑÑ œ > /

#
 

3

,

sen ,cos !

e que, para cada , o coeficiente de dilatação daÐ>ß Ñ − Ó!ß_Ò ‚ Ó!ß # Ò! 1
aplicação linear derivada  éH À Ä< ‘ ‘Ð>ß Ñ

8 8
!

- œ >H<Ð>ß Ñ!
.

Sugestão: As propriedades das funções trigonométricas implicam que é
bijetiva a aplicação , sen . DeduzirÓ!ß # Ò Ä W Ï ÖÐ"ß !Ñ× È Ð Ð Ñß Ð ÑÑ1 ! ! !" cos
daqui, tendo em conta o que é conhecido sobre as coordenadas polares
generalizadas, que a aplicação  de classe  é bijetiva. Para mostrar que< G_

<" _ também é de classe , poderá utilizar o teorema da função inversa.G
b) Utilizar a conclusão de a) e a definição da medida esférica , nos.W"

borelianos de , em II.5.19, para mostrar que tem lugar um homeomorfismoW"

: 1 : ! ! !À Ó!ß # Ò Ä W Ï ÖÐ"ß !Ñ× Ð Ñ œ Ð Ð Ñß Ð ÑÑ" , sen ,cos

e que este homeomorfismo é compatível com as medidas, quando se
considera no domínio a restrição da medida de Lebesgue  de  e no espaço- ‘
de chegada a restrição da medida esférica de .W"

Ex II.5.9 (Caracterizações geométrica e algébrica do ângulo de vetores de
‘#).  dois vetores linearmente independentes (noSejam Aß D − ‘ ‚# œ

108Repare-se que a dificuldade do cálculo do integral nesta alínea reside na impossibili-
dade de determinar explicitamente uma primitiva da função ./B#
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sentido real, evidentemente). Chamamos  definido por aquelessetor angular
vetores ao conjunto fechado  das combinações lineares ,X § =A  >DAßD

#‘
com  e  (reparar que a aplicação de  para , que a cada vetor=   ! >   ! ‘ ‘# #

associa as suas componentes na base , é um isomorfismo, e portanto umaAß D
aplicação contínua). Definimos o  daqueles vetores  porângulo ) ‘AßD −

) .AßD W AßD "œ ÐX  W Ñ
"

. 109

a) (Invariância pelos isomorfismos ortogonais)  Verificar que, se
0 ‘ ‘À Ä# # é um isomorfismo ortogonal, então

X œ ÐX Ñ œ0 0 0 0ÐAÑß ÐDÑ ÐAÑß ÐDÑAßD AßD0 ) ), .

b) (O ângulo só depende das semirretas)  Mostrar que, se  e ,+  ! ,  !
então , e portanto também .X œ X œ+Aß,D AßD +Aß,D AßD) )
c) (O ângulo num caso particular)  Suponhamos que  e que, paraA œ Ð"ß !Ñ
um certo , sen . Mostrar que .) 1 ) ) ) )− Ó!ß Ò D œ Ð Ð Ñß Ð ÑÑ œcos DßA

Sugestão: Ter em conta a alínea b) do exercício II.5.8 e mostrar que
X  W Ð Ð>Ñß Ð>ÑÑ > − Ò!ß ÓAßD " é o conjunto dos vetores sen , com , uma vezcos )
que

Ð Ð>Ñß Ð>ÑÑ œ Ð"ß !Ñ  Ð Ð Ñß Ð Ñ
Ð  >Ñ Ð>Ñ

Ð Ñ Ð Ñ
cos cossen sen .

sen sen
sen sen
)

) )
) )

Alternativamente, sem passar pelo exercício referido, utilizar o teorema de
Fubini para calcular diretamente a medida de Lebesgue da intersecção de
X ! "AßD  com a bola de centro  e raio .
d) (O caso dos vetores de norma )  Mostrar que, se , então" lAl œ lDl œ "
) 1 ) ‘DßA DßA

#− Ó!ß Ò Ð Ñ œ ØDß AÙ e  (produto interno usual de ).cos
Sugestão: Reduzir o resultado ao caso estudado em c), aplicando a) ao
isomorfismo ortogonal , , seguido, se necessário, pelo‚ ‚Ä ? È A ‚ ?"

isomorfismo ortogonal , .‚ ‚Ä ? È ?
e) (O caso geral)  utilizar a conclusão de b) para verificar que, se , linear-Aß D
mente independentes, são arbitrários, então  e) 1DßA − Ó!ß Ò

cosÐ Ñ œ
ØDß AÙ

mDmmAm
)DßA . 110

Ex II.5.10 (Propriedades de regularidade da medida de Lebesgue) Seja
E § ‘8 um boreliano. Mostrar que:

109Trata-se da definição geométrica do ângulo, que se costuma apresentar em estudos
elementares, quando se introduz o radiano como unidade de medida.
110Esta é a caracterização algébrica habitual do ângulo de dois vetores. O que fizémos
neste exercício foi mostrar que as caracterizações geométrica e algébrica conduzem ao
mesmo resultado, no caso dos vetores linearmente independentes.



214 Cap. II. O integral

a)  é o ínfimo dos , com  aberto de  com ;- - ‘8 8
8ÐEÑ ÐY Ñ Y E § Y

b)  é o supremo dos , com  compacto de  e . - - ‘8 8
8ÐEÑ ÐOÑ O O § E 111

Ex II.5.11  um boreliano.Seja E § ‘8

a) Mostrar que existe uma família contável  de compactos ÐO Ñ O § E4 4−N 4

tal que

-8 4

4−N

ÐE Ï O Ñ œ !. .

Sugestão: Para cada , aplicar a alínea b) do exercício II.5.10 ao: − 
boreliano , de medida finita, para garantir a existência deE  Ò:ß :Ó8

compactos , , com  eO ; − O § E  Ò:ß :Ó:ß; :ß;
8

-8 :ß;
8ÐÐE  Ò:ß :Ó Ñ Ï O Ñ 

"

;
.

b) Verificar que se pode deduzir facilmente de a) a existência de uma suces-
são crescente de compactos  tal que  eÐO Ñ O § Es s

7 7− 7

-8 7

7−

ÐE Ï O Ñ œ !s.


.

Sugestão: Lembrar que uma união finita de compactos é um compacto.

Ex II.5.12  um aberto e  uma aplicação de classe Sejam Y § 0ÀY Ä G‘ ‘8 8 "

tal que, para cada , a derivada  seja um isomorfismo.B − Y H0 À ÄB
8 8‘ ‘

Mostrar que, para cada boreliano ,  é um boreliano de .E § Y 0ÐEÑ ‘8

Sugestão: Utilizando o teorema da função inversa, mostrar que  é a uniãoY
de uma família contável de abertos , , tais que a restrição de  a cadaY 4 − N 04

Y G Y Z4 4 4
" 8 seja um difeomorfismo de classe  de  sobre um aberto  de .‘

Ex II.5.13 Neste exercício usaremos a identificação natural de  com  e,‘ ‘ ‘$ # ‚
para a esfera , utilizaremos uma linguagem geográfica:W §#

$‘
O  e  são os pontos  e  depolo Norte polo Sul T œ Ð!ß !ß "Ñ T œ Ð!ß !ß"ÑR W

W W ‚ Ö!× § W B œ ÐB ß B Ñ − W#
" # " # ", o  é o conjunto  e, para cada , oequador

semimeridiano aberto determinado por  é o conjunto dos elementos de B W#

da forma

cos sin cos cos sinÐ ÑÐBß !Ñ  Ð ÑT œ Ð Ð ÑB ß Ð ÑB ß Ð ÑÑ) ) ) ) )R " # ,

com , dizendo-se então que  é a  de um tal elemento.) )− Ó ß Ò1 1
# # latitude

a) Verificar que os diferentes semimeridianos abertos são disjuntos dois a
dois e de união , o que nos permite considerar uma aplicaçãoW Ï ÖT ß T ×# R W

bijetiva

111Estas propriedades serão reencontradas adiante, num contexto mais geral, em III.4.6. À
primeira é costume dar o nome de  e à segunda o de regularidade exterior regularidade
interior.
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: : ) ) )
1 1

À W ‚ Ó ß Ò Ä W Ï ÖT ß T × ÐBß Ñ œ Ð ÑÐBß !Ñ  Ð ÑT Þ
# #

" # R W R, cos sin

Diremos que  é a  de  e, como jáB − W ÐBß Ñ" longitude generalizada : )
referimos,  é a sua . Mostrar que a aplicação  é um) :latitude
homeomorfismo, em particular  e  são aplicações mensuráveis.: :"

b) Sejam  um boreliano e  fixados e consideremos asE § W   " !# #
1 1)

correspondentes  aberta e fechada ,  constituídascalotes F ßF § WEß Eß #) )! !

pelos pontos de  cuja latitude é, respetivamente maior e maiorW Ï ÖT ß T ×# R W

ou igual a  e a longitude generalizada pertence a , definidas portanto por)! E

F œ Ö Ð ÑÐBß !Ñ  Ð ÑT ×

F œ Ö Ð ÑÐBß !Ñ  Ð ÑT ×

Eß R   Î# ß B−E

Eß R Ÿ  Î# ß B−E

) ) ) 1

) ) ) 1

! !

! !

cos sin

cos sin

) )

) )

(cf. a figura a seguir, em que  e  é um arco de amplitude .)! ' "#œ E Ñ1 1

Mostrar que se tem

. . . )W W W !Eß Eß# # "! !
ÐF Ñ œ ÐF Ñ œ ÐEÑ Ð"  Ð ÑÑ) ) sin .

Sugestão: Começar por examinar o caso em que . Nesse caso, e)!   !
notando simplesmente  o conjunto cuja medida esférica se pretendeF

calcular, reparar que, por definição, , onde  é um certo. .W $#
ÐFÑ œ $ ÐFÑ Fs s

subconjunto da bola unitária de centro  de  e calcular a medida de ! Fs‘$

notando que, pelo teorema de Fubini, ela é igual ao integral num subconjunto
de  (ver o lado direito da figura referida) de uma certa função, e‘#

calculando o integral através da utilização de coordenadas polares
generalizadas. Reparar enfim que o caso em que  se pode reduzir ao já)!  !
estudado, tendo em conta o facto (cuja justificação simples encontrará) de
um subconjunto de  e a sua imagem pela simetria relativa ao plano doW#

equador terem a mesma medida esférica.
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c) Consideremos agora outro homeomorfismo, intimamente relacionado com
o homeomorfismo  referido em a),:

<

< :

À W ‚ Ó"ß "Ò Ä W Ï ÖT ß T ×

ÐBß >Ñ œ ÐBß Ð>ÑÑ œ "  > ÐBß !Ñ  >T

" # R W

#
R

,

.arcsin È
Mostrar que  é compatível com as medidas, quando se considera no<
domínio a medida produto  e no espaço de chegada a medida. .W ""

Œ
esférica . Interpretar geometricamente este homeomorfismo, em termos de.W#

projeção da esfera sobre um cilindro, e descobrir qual a relevância dele para
a possibilidade de construir um mapa plano da esfera (com os polos
retirados) que não altere as áreas (embora, naturalmente, altere os compri-
mentos)
Sugestão: Começar por mostrar, com o auxílio do que se concluiu em b),
que, para cada boreliano  e cada  em , tem-seE § W +  , Ó"ß "Ò"

. < .W W# "
Ð ÐE ‚ Ó+ß ,ÓÑÑ œ ÐEÑ ‚ Ð,  +Ñ

e mostrar por que razão a conclusão pretendida decorre deste facto. Ter
também em conta a alínea b) do exercício II.5.8.

§6. Integrais paramétricos.

II.6.1  Sejam (Continuidade do integral paramétrico) Ð\ß ß` .Ñ um espaço de
medida,  um espaço métrico,  um espaço de Banach,  uma] I 0À\ ‚ ] Ä I
aplicação e  tais que:C − ]!

1) Para cada , a aplicação , , é contínuaB − \ 0 À ] Ä I 0 ÐCÑ œ 0ÐBß CÑBß† Bß†

no ponto .C!
2) Para cada , a aplicação ,  é topologica-C − ] 0 À\ Ä I 0 ÐBÑ œ 0ÐBß CÑ†ßC †ßC

mente mensurável.
3) Existe uma função mensurável , com , tal que,: ‘ : .À\ Ä .  _ \

'
para cada , .ÐBß CÑ − \ ‚ ] m0ÐBß CÑm Ÿ ÐBÑ:
Tem-se então que, para cada , a aplicação  é mesmoC − ] 0 À\ Ä I†ßC

integrável e a aplicação , definida por2À ] Ä I

2ÐCÑ œ 0ÐBß CÑ . ÐBÑ(
\

.

(o ) é contínua no ponto .integral paramétrico C!
Dem: O facto de, para cada , a aplicação topologicamente mensurávelC − ]
0 À\ Ä I†ßC  ser integrável resulta de que se tem

( (
\ \

m0ÐBß CÑm . ÐBÑ Ÿ ÐBÑ . ÐBÑ  _Þ. : .
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Tendo em conta o facto de  ser um espaço métrico, e não meramente um]
espaço topológico, vemos que, para mostrar que a aplicação  é2À ] Ä I
contínua em , basta mostrarmos que, qualquer que seja a sucessão C ÐC Ñ! 8 8−

de elementos de  com , tem-se . Ora, isso é uma] C Ä C 2ÐC Ñ Ä 2ÐC Ñ8 ! 8 !

consequência direta do teorema da convergência dominada em II.2.39, uma
vez que, pela hipótese 1) no enunciado, tem-se , para0ÐBß C Ñ Ä 0ÐBß C Ñ8 !

cada .B − \ 

II.6.2   um espaço(Derivabilidade do integral paramétrico) Sejam Ð\ß ß` .Ñ
de medida,  um intervalo de interior não vazio,  um espaço deN § I‘
Banach e  uma aplicação tal que:0 À\ ‚ N Ä I
1) Para cada , a aplicação , , é derivávelB − \ 0 À N Ä I 0 Ð>Ñ œ 0ÐBß >ÑBß† Bß†

em todos os , com derivada que notamos> − N

0 Ð>Ñ œ ÐBß >Ñ − I
`0

`>Bß†
w .

2) Para cada , a aplicação ,  é integrável.> − N 0 À\ Ä I 0 ÐBÑ œ 0ÐBß >Ñ†ß> †ß>

3)  Existe uma função mensurável , com , tal que,: ‘ : .À\ Ä .  _ \
'

para cada ,ÐBß >Ñ − \ ‚ N

m ÐBß >Ñm Ÿ ÐBÑ
`0

`>
: .

Definindo então uma aplicação ,2À N Ä I

2Ð>Ñ œ 0ÐBß >Ñ . ÐBÑ(
\

. ,

tem-se que  é derivável em cada  e2 > − N

2 Ð>Ñ œ ÐBß >Ñ . ÐBÑ
`0

`>
w

\
( . ,

onde, em particular, estamos a afirmar que é integrável a aplicação no
integral precedente.
Dem: Seja  arbitrário. Escolhamos uma sucessão arbitrária de> − N!

elementos  com . Para cada , tem-se então> − N Ï Ö> × > Ä > B − \8 ! 8 !

`0 0ÐBß > Ñ  0ÐBß > Ñ

`> >  >
ÐBß > Ñ œ!

8 !

8 !
lim .

Por outro lado, para cada , resulta da hipótese 3) do enunciado, pelo8 − 
teorema da média em II.3.7, aplicado ao intervalo fechado de extremidades >!
e , que>8

m0ÐBß > Ñ  0ÐBß > Ñm Ÿ ÐBÑ l>  > l8 ! 8 !: ,

donde
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m m Ÿ ÐBÑ
0ÐBß > Ñ  0ÐBß > Ñ

>  >
8 !

8 !
: ,

pelo que, pelo teorema da convergência dominada em II.2.39, concluímos
que é integrável a aplicação ,  e que\ Ä I B È ÐBß > Ñ`0

`> !

( (
\ \

!
8 !

8 !

8 !

8 !

`0 0ÐBß > Ñ  0ÐBß > Ñ

`> >  >
ÐBß > Ñ . ÐBÑ œ . ÐBÑ œ

œ
2Ð> Ñ  2Ð> Ñ

>  >

. .lim

lim .

Tendo em conta a arbitrariedade da sucessão , vemos que existe>8

lim
>Ä>

!

! \
!

!

2Ð>Ñ  2Ð> Ñ `0

>  > `>
œ ÐBß > Ñ . ÐBÑ( . ,

que é precisamente o resultado pretendido. 

II.6.3  Suponhamos que no resultado precedente a hipótese 1) é(Corolário)
substituída pela hipótese mais forte:
1 )w  Para cada , a aplicação , , é derivávelB − \ 0 À N Ä I 0 Ð>Ñ œ 0ÐBß >ÑBß† Bß†

em todos os pontos  e com  contínua.> − N 0 À N Ä IBÞ†

Tem-se então que a correspondente aplicação ,2À N Ä I

2Ð>Ñ œ 0ÐBß >Ñ . ÐBÑ(
\

. ,

é derivável em todos os pontos de  e com a derivada  contínua.N 2 À N Ä Iw

Dem: Pelo resultado precedente,  é derivável em cada  e com2 > − N

2 Ð>Ñ œ ÐBß >Ñ . ÐBÑ
`0

`>
w

\
( .

e a continuidade da aplicação  é então uma consequência direta de2 À N Ä Iw

II.6.1. 

Nos dois resultados precedentes examinámos o comportamento de um
integral paramétrico quanto à derivabilidade relativamente a um parâ-
metro real. Nas aplicações é frequentemente útil dispor de um resultado
análogo em que a derivabilidade se faz relativamente a um parâmetro
complexo, no sentido que se encontra no estudo das funções de variável
complexa. Tal como fizémos em II.3.6, para a derivabilidade no sentido
real, começamos por examinar rapidamente que se podem generalizar os
resultados básicos sobre a derivabilidade de aplicações complexas de
variável complexa de modo a permitir que as aplicações tomem valores
num espaço  complexo, e não necessariamente em .de Banach ‚
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II.6.4 de BanachSejam  um espaço  complexo,  um conjunto aberto,I Y § ‚
D − Y 0À Y Ä I 0 D! ! e  uma aplicação. Diz-se que  é  em , derivável no
sentido complexo, se existir o limite

lim
DÄD

DÁD

!

!!

!

0 ÐDÑ  0ÐD Ñ

D  D
− I

e a esse limite, que se nota , dá-se o nome de  de  em .0 ÐD Ñ 0 Dw
! !derivada

a) Tal como no caso das fun , se  é uma aplicaçãoções complexas 0 À Y Ä I
constante de valor , então para cada , a aplicação  é derivável emA D − Y 0!

D 0 ÐD Ñ œ !! !
w e com .

b) Se  é derivável em , então  é contínua em .0 D 0 D! !

Dem: Sendo  uma sucessão qualquer de elementos de  comÐD Ñ Y Ï ÖD ×8 8− !

D Ä D8 !, tem-se

0ÐD Ñ  0ÐD Ñ œ ÐD  D Ñ Ä ! † 0 ÐD Ñ œ !
0ÐD Ñ  0ÐD Ñ

D  D
8 ! 8 ! !

8 !

8 !

w . 

c) Se  são deriváveis em  e , então as aplicações0 ß 1À Y Ä I D + −! ‚
0  1À Y Ä I +0ÀY Ä I D e  são deriváveis em  e!

Ð0  1Ñ ÐD Ñ œ 0 ÐD Ñ  1 ÐD Ñ Ð+0Ñ ÐD Ñ œ +0 ÐD Ñw w w w w
! ! ! ! !, .

Dem: Sendo  uma sucessão qualquer de elementos de  comÐD Ñ Y Ï ÖD ×8 8− !

D Ä D8 !, tem-se

Ð0  1ÑÐD Ñ  Ð0  1ÑÐD Ñ 0ÐD Ñ  0ÐD Ñ 1ÐD Ñ  1ÐD Ñ

D  D D  D D  D
œ  Ä 0 ÐD Ñ  1 ÐD Ñ

Ð+0ÑÐD Ñ  Ð+0ÑÐD Ñ 0ÐD Ñ  0ÐD Ñ

D  D D  D
œ + Ä +0 ÐD Ñ

8 ! 8 ! 8 !

8 ! 8 ! 8 !

w w
! !

8 ! 8 !

8 ! 8 !

w
!

,

. 

d) Se  é derivável em ,  é outro espaço  complexo e0 À Y Ä I D J! de Banach
! !À I Ä J ‰ 0À Y Ä J é uma aplicação linear contínua, então  é derivável
em  eD!

Ð ‰ 0Ñ ÐD Ñ œ Ð0 ÐD ÑÑ! !w w
! ! .

Dem: Sendo  uma sucessão qualquer de elementos de  comÐD Ñ Y Ï ÖD ×8 8− !

D Ä D8 !, tem-se

Ð ‰ 0ÑÐD Ñ  Ð ‰ 0ÑÐD Ñ 0ÐD Ñ  0ÐD Ñ

D  D D  D
œ Ä Ð0 ÐD ÑÑ

! !
! !

8 ! 8 !

8 ! 8 !

w
!ˆ ‰ . 

e) (Lema de redução à variável real) Sejam 0 À Y Ä I uma aplicação,
Dß A − N §‚ ‘ e  um intervalo de interior não vazio tais que, para cada
> − N D  >A − Y > − N 0, . Se  é tal que  seja derivável, no sentido!

complexo, em , então é derivável, no sentido real, em  a aplicaçãoD  > A >! !

:À N Ä I,
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:Ð>Ñ œ 0ÐD  >AÑ,

e com

:w w
! !Ð> Ñ œ A ‚ 0 ÐD  > AÑ.

Dem: O caso em que  é trivial, uma vez que  fica constante.A œ ! :
Suponhamos então . Seja  uma sucessão arbitrária de pontos deA Á ! Ð> Ñ8 8−

N Ï Ö> × > Ä > D  > A! 8 ! 8 com . Tem-se então que os  constituem uma
sucessão de pontos de  diferentes de  e convergente para esteY D  > A!
elemento pelo que

: :Ð> Ñ  Ð> Ñ 0ÐD  > AÑ  0ÐD  > AÑ

>  > ÐD  > AÑ  ÐD  > AÑ
œ A ‚ Ä A‚ 0 ÐD  > AÑ

8 ! 8 !

8 ! 8 !

w
! ,

o que mostra que .:w w
! !Ð> Ñ œ A ‚ 0 ÐD  > AÑ 

f) (Teorema da média no contexto complexo)  Sejam , Q   ! 0ÀY Ä I
uma aplicação e  tais que, para , , D ß A − Y > − Ò!ß "Ó D  >ÐA  D Ñ − Y 0! ! ! ! !

seja derivável, no sentido complexo, neste ponto e

m0 ÐD  >ÐA  D ÑÑm Ÿ Qw
! ! ! . 112

Tem-se então

m0ÐA Ñ  0ÐD Ñm Ÿ Q lA  D l! ! ! ! .

Dem: Tendo em conta o lema na alínea e), podemos considerar uma aplica-
ção ,:À Ò!ß "Ó Ä I

:Ð>Ñ œ 0ÐD  >ÐA  D ÑÑ! ! ! ,

a qual é derivável, no sentido real, em cada  e com> − Ò!ß "Ó

m Ð>Ñm œ mÐA  D Ñ0 ÐD  >ÐA  D ÑÑm Ÿ Q lA  D l:w w
! ! ! ! ! ! ! ,

donde, pelo teorema da média em II.3.7,

m0ÐA Ñ  0ÐD Ñm œ m Ð"Ñ  Ð!Ñm Ÿ

Ÿ Q lA  D lÐ"  !Ñ œ Q lA  D l
! !

! ! ! !

: :

. 

II.6.5  (Derivabilidade, no sentido complexo, do integral paramétrico) Sejam
Ð\ß ß` . ‚Ñ Y § I um espaço de medida,  um aberto,  um espaço de Banach
complexo  e  uma aplicação tal que:113 0 À\ ‚ Y Ä I
1) Para cada , a aplicação , , é derivável,B − \ 0 ÀY Ä I 0 ÐDÑ œ 0ÐBß DÑBß† Bß†

no sentido complexo, em todos os , com derivada que notamosD − Y

112Temos assm uma condição sobre a derivabilidade e o valor da derivada nos pontos do
segmento que une  a .D A! !
113Por exemplo, …I œ ‚
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0 ÐDÑ œ ÐBß DÑ − I
`0

`DBß†
w .

2) Para cada , a aplicação ,  é integrável.D − Y 0 À\ Ä I 0 ÐBÑ œ 0ÐBß DÑ†ßD †ßD

3)  Existe uma função mensurável , com , tal que,: ‘ : .À\ Ä .  _ \
'

para cada ,ÐBß DÑ − \ ‚ Y

m ÐBß DÑm Ÿ ÐBÑ
`0

`D
: .

Definindo então uma aplicação ,2ÀY Ä I

2ÐDÑ œ 0ÐBß DÑ . ÐBÑ(
\

. ,

tem-se que  é derivável, no sentido complexo, em cada  e2 D − Y

2 ÐDÑ œ ÐBß DÑ . ÐBÑ
`0

`D
w

\
( . ,

onde, em particular, estamos a afirmar que é integrável a aplicação no
integral precedente.
Dem: Seja  arbitrário. Para estudar a derivabilidade de  em , bastaD − Y 2 D! !

estudar a derivabilidade da sua restrição a uma bola aberta  que estejaF ÐD Ñ< !

contida em . Escolhamos uma sucessão arbitrária de elementosY
D − F ÐD Ñ Ï ÖD × D Ä D B − \8 < ! ! 8 ! com . Para cada , tem-se então

`0 0ÐBß D Ñ  0ÐBß D Ñ

`D D  D
ÐBß D Ñ œ!

8 !

8 !
lim .

Por outro lado, para cada , resulta da hipótese 3) do enunciado, pelo8 − 
teorema da média na alínea f) de II.6.4, que

m0ÐBß D Ñ  0ÐBß D Ñm Ÿ ÐBÑ lD  D l8 ! 8 !: ,

donde

m m Ÿ ÐBÑ
0ÐBß D Ñ  0ÐBß D Ñ

D  D
8 !

8 !
: ,

pelo que, pelo teorema da convergência dominada em II.2.39, concluímos
que é integrável a aplicação ,  e que\ Ä I B È ÐBß D Ñ`0

`D !

( (
\ \

!
8 !

8 !

8 !

8 !

`0 0ÐBß D Ñ  0ÐBß D Ñ

`D D  D
ÐBß D Ñ . ÐBÑ œ . ÐBÑ œ

œ
2ÐD Ñ  2ÐD Ñ

D  D

. .lim

lim .

Tendo em conta a arbitrariedade da sucessão , vemos que existeD8
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lim
DÄD

!

! \
!

!

2ÐDÑ  2ÐD Ñ `0

D  D `D
œ ÐBß D Ñ . ÐBÑ( . ,

que é precisamente o resultado pretendido. 

Há ainda outra situação, só aparentemente mais geral do que a estudada
em II.6.2, em que há lugar a considerar integrais paramétricos. É aquela
em que o espaço de parâmetros é um aberto de  e procuramos as‘7

derivadas parciais do integral paramétrico, em relação a cada uma das 7
variáveis. A razão por que a situação só aparentemente é mais geral reside
no facto de uma derivada parcial ser, por definição, a derivada de uma
função de uma variável real, que se obtém fixando os valores das restantes
7 " variáveis a qual, como a derivabilidade é uma questão local, pode,
por restrição, ser sempre considerada definida num intervalo aberto.

II.6.6   um(Derivadas parciais do integral paramétrico) Sejam Ð\ß ß` .Ñ
espaço de medida,  um aberto,  um espaço de Banach eY § I‘7

0À\ ‚ Y Ä I uma aplicação tal que:
1) Para cada , a aplicação , , admiteB − \ 0 ÀY Ä I 0 ÐDÑ œ 0ÐBß DÑBß† Bß†

derivadas parciais relativamente a cada uma das  variáveis, em todos os7
D − Y " Ÿ 3 Ÿ 7, derivadas que, para , notamos

`0

`D
ÐBß DÑ − I

3
.

2) Para cada , a aplicação ,  é integrável.D − Y 0 À\ Ä I 0 ÐBÑ œ 0ÐBß DÑ†ßD †ßD

3)  Para cada , existe uma função mensurável , com" Ÿ 3 Ÿ 7 À\ Ä: ‘3 '
\ 3: ..  _ ÐBß DÑ − \ ‚ Y, tal que, para cada ,

m ÐBß DÑm Ÿ ÐBÑ
`0

`D3
3: .

Definindo então uma aplicação ,2ÀY Ä I

2ÐDÑ œ 0ÐBß DÑ . ÐBÑ(
\

. ,

tem-se que  admite derivadas parciais relativamente a cada uma das 2 7
variáveis, em cada  eD − Y

`2 `0

`D `D
ÐDÑ œ ÐBß DÑ . ÐBÑ

3 3\
( . ,

onde, em particular, estamos a afirmar que é integrável a aplicação no
integral precedente.114

114Como a demonstração adiante mostra, bastaria pedir a existência de derivada parcial
relativamente a uma das variáveis , com a hipótese em 3) também exigida apenas para3
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Além disso, se, para cada  e cada , a aplicação ," Ÿ 3 Ÿ 7 B − \ Y Ä I

D È ÐBß DÑ À Y Ä I`0
`D `D

`2
3 3

 for contínua, então também cada aplicação  é

contínua.115

Dem: Dado  arbitrário, para mostrar que existe a derivada parcialD − Y!
`2
`D `D! !\

`0

3 3
ÐD Ñ ÐBß D Ñ . ÐBÑ e é igual a , basta ter em conta II.6.2, para a' .

aplicação

ÐBß D Ñ È 0ÐBß ÐD ßá ß D ßá ß D ÑÑ3 ! 3 !" 7

que, por restrição, se pode considerar definida no produto cartesiano de \
por um intervalo aberto de  contendo . No caso em que, para cada‘ D!3
" Ÿ 3 Ÿ 7 B − \ Y Ä I D È ÐBß DÑ e cada , a aplicação ,  é contínua, o`0

`D3

facto de as aplicações  serem contínuas é uma consequência`2
`D3

À Y Ä I

direta de II.6.1. 

Exercícios

Ex II.6.1 , a (A exponencial complexa) Lembrar que, para cada D − ‚ expo-
nencial  pode ser definida como a soma da sérieexpÐDÑ − ‚

expÐDÑ œ D
"

:x
"
: !

: 

(onde se faz a convenção ), série essa que é também a soma de uma! œ "!

família absolutamente somável de números complexos (cf. o exercício
II.4.8).
a) Mostrar que se tem

exp exp expÐ!Ñ œ " ÐDÑ œ ÐDÑ, ,

e, para ,B − ‘

exp exp cosÐBÑ œ / Ð3BÑ œ ÐBÑ  3 ÐBÑB, sen ,

b) Utilizar a fórmula do binómio de Newton e a conclusão da alínea g) do
exercício II.4.8 para mostrar que

exp exp expÐD  AÑ œ ÐDÑ ‚ ÐAÑ,

e deduzir, em particular, que , e portanto .exp exp expÐDÑ ‚ ÐDÑ œ " ÐDÑ Á !

essa variável, para concluir que a aplicação  tem derivada parcial relativamente a essa2
variável, caracterizada pelo integral acima.
115Por outras palavras, se, para cada ,  é de classe , então  é deB − \ 0 À Y Ä I G 2Bß†

"

classe .G"
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c) Deduzir do teorema da derivação do integral paramétrico em II.6.5 que a
aplicação  é derivável, no sentido complexo, em cada  eexpÀ Ä D −‚ ‚ ‚
com .  Reparar que basta mostrar a derivabilidadeexp expwÐDÑ œ ÐDÑ Sugestão:
da restrição de  a cada bola de  de centro  e raio .exp ‚ ! V  !

Ex II.6.2 (Ainda a função gama) Lembrar que, como se examinou no exercício
II.3.11, a função gama  está definida por> ‘À Ó!ß_Ò Ä 

>ÐBÑ œ > / .>(
Ó!ß_Ò

B" > .

a) Mostrar que  é uma função contínua.> ‘À Ó!ß_Ò Ä 

Sugestão: Basta mostrar que a restrição de  a cada intervalo , com> $Ó ß VÒ
!   V  _$ , é contínua.
b) Mostrar que  é derivável em cada , e com > > ‘B − Ó!ß_Ò À Ó!ß_Ò Äw

contínua e que

>w B" >

Ó!ß_Ò

ÐBÑ œ Ð>Ñ > / .>( ln .

Sugestão: A mesma que para a alínea precedente, sendo além disso de ter em
conta que, para cada ,&  !

lim ln
>Ä!

Ð>Ñ > œ !& .

c) Mostrar que, sendo  o aberto constituído pelos  comH ‚ ‚§ D −
dÐDÑ  ! À Ó!ß_Ò Ä À Ä, a função  é a restrição de uma função ,> ‘ > H ‚

definida também por

>ÐDÑ œ > / .>(
Ó!ß_Ò

D" > ,

onde, por definição, para cada  em , . Verificar que>  ! > œ Ð Ð>ÑDÑ‘ D exp ln
esta função é contínua, derivável em cada ponto  e com derivadaD − H
contínua e que se tem

>w D" >

Ó!ß_Ò

ÐDÑ œ Ð>Ñ > / .>( ln .

Verificar ainda que, tal como na alínea b) do exercício II.3.11, tem-se, para
cada , .D − ÐD  "Ñ œ D ÐDÑH > >

Ex II.6.3 Na teoria do integral pelos métodos de Riemann, costumam-se
demonstrar  os dois resultados seguintes:
1) Sejam  um espaço de Banach,  e  dois intervalos fechados e limitadosI M O
e 0 À M ‚ O Ä I uma aplicação contínua. Tem então lugar uma aplicação
contínua , definida por .2ÀO Ä I 2ÐCÑ œ 0ÐBß CÑ .B'

M

2) Sejam  um espaço de Banach,  e  dois intervalos fechados eI M O
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limitados, o segundo dos quais de interior não vazio, e 0 À M ‚ O Ä I uma
aplicação, admitindo em cada  uma derivada parcial , e para aÐBß CÑ ÐBß CÑ`0

`C

qual a aplicação  seja contínua. Tem-se então que a aplicação`0
`C À M ‚ O Ä I

2ÀO Ä I 2ÐCÑ œ 0ÐBß CÑ .B, definida por , é derivável em cada ponto e'
M

com

2 ÐCÑ œ ÐBß CÑ .B
`0

`C
w (

M

.

Verificar que estes dois resultados podem ser demonstrados a partir dos
teoremas sobre o integral paramétrico em II.6.1 e II.6.2.

Ex II.6.4  a função definida porSeja 2À Ò!ß_Ò Ä ‘

2ÐBÑ œ B / .>(
Ò!ß_Ò

B> .

Verificar que  e , para cada . Por que razão não se2Ð!Ñ œ ! 2ÐBÑ œ " B Á !
aplica aqui o teorema de continuidade do integral paramétrico II.6.1?

Ex II.6.5 (Transformada de Fourier) Sejam  um espaço de Banach complexoI
e 0 À Ä I‘  uma aplicação integrável.
a) Mostrar que se pode definir uma nova aplicação , chamada0 À Ä Is ‘
transformada de Fourier de , por0

0ÐCÑ œ Ð# 3BCÑ 0ÐBÑ .Bs (
‘

exp 1

e que esta aplicação é contínua e limitada.
b) (Linearidade)  Sejam  duas aplicações integráveis, com0 ß 0 À Ä I" # ‘

transformadas de Fourier , e . Mostrar que as trans-0 ß 0 À Ä I + −s s
" # ‘ ‚

formadas de Fourier de  e de  são respetivamente  e .0  0 +0 0  0 +0s s s
" # " " # "

c) (Homogeneidade e simetria)  Sejam  uma aplicação integrável,0 À Ä I‘

com transformada de Fourier  e . Sendo  a0 À Ä I + − Ï Ö!× 0 À Ä Is ‘ ‘ ‘+

aplicação definida por , mostrar que  é integrável e que a0 ÐBÑ œ 0Ð+BÑ 0+ +

transformada de Fourier  de  está definida por0 À Ä I 0s
+ +‘

0 ÐCÑ œ l l 0 Ð CÑs s" "

+ ++ .

Em particular, a aplicação integrável  definida por 1À Ä I 1ÐBÑ œ 0ÐBÑ‘

tem transformada de Fourier  definida por .1 1ÐCÑ œ 0ÐCÑs s s

Ex II.6.6  a(Exemplos de transformadas de Fourier) a)  Seja 0 À Ä §‘ ‘ ‚
função definida por

0ÐBÑ œ
/ B   !

B  !œ B, se ,
0, se .
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Mostrar que  é integrável e que a sua transformada de Fourier 0 0 À Äs ‘ ‚
está definida por

0ÐCÑ œs "

"  # 3C1

b) Seja  a função definida por1À Ä §‘ ‘ ‚

1ÐBÑ œ /lBl.

Reparar que se tem quase sempre  e deduzir que  é1ÐBÑ œ 0ÐBÑ  0ÐBÑ 1
integrável e que a sua transformada de Fourier  está definida por1À Äs ‘ ‚

1ÐCÑ œs
#

"  % C1# #
.

Ex II.6.7  a(Exemplos de transformadas de Fourier) a)  Seja 0 À Ä §‘ ‘ ‚
função indicatriz do intervalo . Mostrar que  é integrável e que a suaÒ!ß "Ó 0

transformada de Fourier  está definida por0 À Äs ‘ ‚

0ÐCÑ œs  3 C Á !

" C œ !
 senÐ# CÑ Ð# CÑ"

# C # C
1 1

1 1
cos , se 

, se 
 .

b) Seja  a função indicatriz do intervalo . Reparar que1À Ä § Ò"ß "Ó‘ ‘ ‚
se tem quase sempre  e deduzir que  é integrável e1ÐBÑ œ 0ÐBÑ  0ÐBÑ 1
que a sua transformada de Fourier  está definida por1À Äs ‘ ‚

1ÐCÑ œs
C Á !

# C œ !
 senÐ# CÑ

C
1

1 , se 

, se 
 .

Ex II.6.8 (Derivação da transformada de Fourier) Sejam  um espaço deI
Banach e 0 À Ä I 1À Ä I‘ ‘ uma função integrável tal que a função ,
1ÐBÑ œ B0ÐBÑ, também seja integrável. Mostrar que a transformada de
Fourier  é derivável em cada  e com0 À Ä I C −s ‘ ‘

0 ÐCÑ œ # 31ÐCÑs s
w

1 ,

onde  é a transformada de Fourier de .1À Ä I 1s ‘

Ex II.6.9 (Transformada de Fourier duma derivada) Sejam  um espaço deI
Banach e 0 À Ä I‘  uma aplicação integrável, derivável em todos os pontos,
e tal que  seja contínua e integrável e que   .0 À Ä I m0ÐBÑm œ !w

BÄ_
‘ lim 116

116Em rigor esta condição só é colocada aqui para simplificar o exercício, uma vez que se
pode verificar ser implicada pelas restantes: O facto de  ter integral finito em m0 ÐBÑmw ‘
implica que, para  e  “próximos” de ,  é “pequeno”, o que implica+ , _ m0Ð,Ñ  0Ð+Ñm
uma condição do tipo Cauchy, que arrasta a existência de limite para , quando0ÐBÑ
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Sendo  e  as transformadas de Fourier de  e de , respetivamente,0 1 0 0s s w

mostrar que

1ÐCÑ œ # 3C 0ÐCÑs s1 .

Sugestão: Reparar que o integral em  é o limite dos integrais em  e,‘ Ò8ß 8Ó
para o cálculo destes, utilizar uma integração por partes.

Ex II.6.10 (Transformada de Fourier aplicada duas vezes) Sejam  umI
espaço de Banach e 0 À Ä I‘  uma aplicação contínua, limitada e integrável,
cuja transformada de Fourier  seja também integrável. Sendo0 À Ä Is ‘

0 À Ä I 0À Ä Is ss ‘ ‘ a transformada de Fourier de , tem-se então, para cada
D − ‘

0ÐDÑ œ 0ÐDÑss .

Apresentamos em seguida uma demonstração deste resultado na forma de
uma sequência de igualdades, pedindo-se que seja justificada cada uma das
igualdades assinaladas (convém ter presente o exemplo na alínea b) do
exercício II.6.6).

0ÐDÑ œ Ð# 3DCÑ 0ÐCÑ .C œs ss

œ / Ð# 3DCÑ 0ÐCÑ .C œs

œ / Ð# 3DCÑ Ð# 3BCÑ 0ÐBÑ .B .C œ

œ

(
(
( (Š ‹

‘

‘

‘ ‘

exp

lim exp

lim exp exp

lim

1

1

1 1

A

B

  

  

  

8Ä_

lClÎ8

8Ä_

lClÎ8

8Ä_

lClÎ8

8Ä_

lAl

8Ä_ # # #

8Ä

( (Š ‹
( (Š ‹
(

‘ ‘

‘ ‘

‘

exp

lim exp

lim

lim

Ð# 3ÐB  DÑCÑ / .C 0ÐBÑ .B œ

œ 8 Ð# 3ÐB  DÑ8AÑ / .A 0ÐBÑ .B œ

œ 0ÐBÑ .B œ
#8

"  % 8 ÐB  DÑ

œ

1

1

1

C

D

E

  

  

  
_ # #

# #

(
(

‘

‘

# C

"  % C 8
0Ð  DÑ .C œ

œ 0ÐDÑ .C œ 0ÐDÑ
#

"  % C

1

1F
.

B Ä _ ! 0, e esse limite tem que ser , sem o que  não seria integrável; O exame do
limite quando  é análogo.B Ä _



CAPÍTULO III
Espaços funcionais e aplicações

§1. Aplicações convexas e desigualdades.

III.1.1  Seja  é um espaço vetorial. Se , o(Conjuntos convexos) I Aß D − I
segmento afim de  para  é o conjunto  dos vetores da formaA D ÒÒAß DÓÓ
=A  >D, com , ou, por outras palavras, o conjunto dos  e =ß > − =  > œ "‘

vetores da forma , com , conjuntoÐ"  >ÑA  >D œ A  >ÐD  AÑ > − Ò!ß "Ó
que contém  e  e que, se , fica em correspondência biunívoca comA D A Á D
Ò!ß "Ó por

> È Ð"  >ÑA  >D œ A  >ÐD  AÑ.

Um conjunto G § I Aß D − G diz-se  se, quaisquer que sejam ,convexo
tem-se .ÒÒAß DÓÓ § G
Repare-se que  e .ÒÒAßAÓÓ œ ÖA× ÒÒAß DÓÓ œ ÒÒDß AÓÓ
Repare-se que, se , tem-se trivialmenteC − I

C  ÒÒAß DÓÓ œ ÒÒC  Aß C  DÓÓ

e, consequentemente, se  é um conjunto convexo, também  éG § I C  G
um conjunto convexo.

III.1.2 No caso particular do espaço vetorial , tem-se  ou‘ ÒÒ+ß ,ÓÓ œ Ò+ß ,Ó
ÒÒ+ß ,ÓÓ œ Ò,ß +Ó + Ÿ , , Ÿ +, conforme  ou , e, consequentemente, um
subconjunto de  é convexo se, e só se, é um intervalo.‘

III.1.3 Sejam  um espaço vetorial normado,  e . Tem-se então queI C − I <  !!

as bolas aberta e fechada  e  são conjuntos convexos.F ÐC Ñ F ÐC Ñ< ! < !

Dem: Uma vez que se tem  e ,F ÐC Ñ œ C  F Ð!Ñ F ÐC Ñ œ C  F Ð!Ñ< ! ! < < ! ! <

basta examinarmos o caso em que . Ora, se  e se C œ ! Aß D − F Ð!Ñ =ß >   !! <

com , vemos que=  > œ "

m=A  >Dm Ÿ m=Am  m>Dm œ =mAm  >mDm Ÿ =<  >< œ <,

o que mostra que . O caso da bola aberta é análogo, ou=A  >D − F Ð!Ñ<

reduz-se ao da bola fechada se repararmos que, se , então existeAß D − F Ð!Ñ<

!  <  < Aß D − F Ð!Ñ F Ð!Ñ § F Ð!Ñw
< < < tal que  e tem-se .w w 

III.1.4 Sejam  um espaço vetorial,  um conjunto convexo, I G § I A ßá ßA" 8

elementos de  e  com . Tem-se entãoG > ßá ß > − > â > œ "" 8  " 8‘
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> A â > A − G" " 8 8 .

Dem: Fazemos a demonstração por indução em . O caso  é trivial.8 8 œ "
Suponhamos o resultado verdadeiro para um certo  e sejam 8 A ßá ßA" 8"

em  e  em  com  . Se , e conse-G > ßá ß > > â > œ " > œ "" 8"  " 8" 8"‘
quentemente , tem-se> œ â œ > œ !" 8

> A â > A œ A − G" " 8" 8" 8" .

Caso contrário, tem-se  e podemos aplicar a hipótese de> â > Á !" 8

indução aos elementos  e aos elementos de A ßá ßA − G" 8 ‘

>

> â >
4

" 8
,

" Ÿ 4 Ÿ 8, cuja soma é 1, para deduzir que, notando

A œ A â A
> >

> â > > â >
1

" 8 " 8
" 8

8 ,

tem-se  e, aplicando a definição aos elementos  e  de  e aosA − G A A G8"

elementos  e  de , com soma , concluímos finalmente> â > > "" 8 8" ‘
que

> A â > A œ Ð> â > ÑA  > A − G" " 8" 8" " 8 8" 8" . 

III.1.5  Sejam  um espaço de Banach e(Integral e conjuntos convexos) I
G § I Ð\ß ß Ñ um conjunto convexo fechado. Sejam  um espaço de` .
medida com  e  uma aplicação integrável tal que!  Ð\Ñ  _ 0À\ Ä I.
0Ð\Ñ § G . Tem-se então

"

Ð\Ñ
0ÐBÑ . ÐBÑ − G

.
.(

\

.

Dem: Vamos demonstrar o resultado em situações sucessivamente mais
gerais.
1) Suponhamos que  é uma aplicação em escada. Podemos então0 À\ Ä I
considerar uma família finita  de conjuntos de , disjuntos dois aÐ\ Ñ4 4−N `
dois e de união  tal que em cada  a aplicação  tenha o valor constante\ \ 04

A − G Ð\ Ñ œ Ð\Ñ4 4
4−N

. Uma vez que , e portanto!. .

"
4−N

4.

.

Ð\ Ñ

Ð\Ñ
œ ",

deduzimos de II.1.4 que
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" "

Ð\Ñ Ð\Ñ Ð\Ñ
0ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð\ ÑA œ A − G

Ð\ Ñ

. . .
. .

.( " "
\ 4−N 4−N

4 4 4
4 .

2) Vamos admitir que  pode ser uma aplicação integrável, mas fazemos a0
hipótese de se ter . Nesse caso, podemos deduzir de II.2.29 a existência! − G
de uma sucessão dominada de aplicações em escada  com0 À\ Ä G § I8

0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ B − \8 , para cada . O que vimos em 1) garante que, para cada
8 0 . − G,  e portanto"

Ð\Ñ \ 8.
' .

" "

Ð\Ñ Ð\Ñ
0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ − G

. .
. .( (

\ \8Ä_
8lim .

3) Passamos enfim ao caso em que  é integrável mas não se tem necessa-0
riamente . Para isso, escolhemos  e consideramos a aplicação! − G C − G!

integrável  definida por  (reparar que a constante0 À\ Ä I 0ÐBÑ œ 0ÐBÑ  Cs s
!

C Ð\Ñ  _Ñ! é integrável por ser , que toma valores no convexo fechado.
C  G !! , que contém . O caso particular estudado em 2) garante então que

"

Ð\Ñ
0ÐBÑ . ÐBÑ − C  Gs

.
.(

\
! ,

e portanto

" " "

Ð\Ñ Ð\Ñ Ð\Ñ
0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  C . ÐBÑ œs

œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  C − G
"

Ð\Ñ
s

. . .
. . .

.
.

( ( (
(

\ \ \
!

\
! . 

III.1.6 Sejam  um espaço vetorial,  um conjunto convexo e I G § I 0ÀG Ä ‘
uma aplicação. Diz-se que  é uma  se, quaisquer que0 aplicação convexa
sejam  e , com , tem-seAß D − G =ß >   ! =  > œ "

0Ð=A  >DÑ Ÿ =0ÐAÑ  >0ÐDÑ.117

É claro que esta desigualdade é trivial (reduzindo-se a uma igualdade), no
caso em que  e naquele em que  ou .A œ D = œ ! > œ !

III.1.7 Sejam  um espaço vetorial e  um conjunto convexo. UmaI G § I
aplicação  é convexa se, e só se, o seu 0 À G Ä ‘ epigráfico

I:3 œ ÖÐAß +Ñ − G ‚ ± +   0ÐAÑ×0 ‘

é um conjunto convexo.

117O que é trivialmente equivalente a exigir que, dados  e , tem-seAß D − G > − Ò!ß "Ó
0ÐÐ"  >ÑD  >AÑ Ÿ Ð"  >Ñ0ÐDÑ  >0ÐAÑ I œ. Repare-se que, no caso em que , e‘
portanto  é um intervalo, esta noção corresponde a exigir que  tem o gráfico com aG 0
concavidade voltada para cima, tal como se estuda num curso básico de Análise Real.
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Dem: Suponhamos que a aplicação  é convexa. Se  e  estão em0 ÐAß +Ñ ÐDß ,Ñ
I:3 =ß >   ! =  > œ "0  e  verificam , vemos que

=+  >,   =0ÐAÑ  >0ÐDÑ   0Ð=A  >DÑ,

o que mostra que

=ÐAß +Ñ  >ÐDß ,Ñ œ Ð=A  >Dß =+  >,Ñ

pertence a . Ficou assim provado que  é um conjunto convexo.I:3 I:30 0

Suponhamos, reciprocamente, que  é um conjunto convexo. DadosI:30
Aß D − G =ß >   ! =  > œ " ÐAß 0ÐAÑÑ ÐDß 0 ÐDÑÑ e , com , tem-se que  e 
pertencem a  pelo queI:30

Ð=A  >Dß =0ÐAÑ  >0ÐDÑÑ œ =ÐAß 0ÐAÑÑ  >ÐDß 0ÐDÑÑ − I:30 ,

o que mostra que , ou seja, que  é uma0Ð=A  >DÑ Ÿ =0ÐAÑ  >0ÐDÑ 0
aplicação convexa. 

III.1.8  Sejam  um espaço vetorial,  um conjunto convexo e(Corolário) I G § I
0ÀG Ä A ßá ßA − G > ßá ß >   !‘ uma aplicação convexa. Dados  e " 8 " 8

tais que , tem-se então> â > œ "" 8

0Ð> A â > A Ñ Ÿ > 0ÐA Ñ â > 0ÐA Ñ" " 8 8 " " 8 8 .

Dem: Uma vez que, para cada , , que é um" Ÿ 4 Ÿ 8 ÐA ß 0ÐA ÑÑ − I:34 4 0

conjunto convexo, concluímos que

Š ‹" " "
4œ" 4œ" 4œ"

8 8 8

4 4 4 4 4 4 4 0> A ß > 0ÐA Ñ œ > ÐA ß 0ÐA ÑÑ − I:3 ,

o que não é mais do que a conclusão do enunciado. 

III.1.9   Se  é um espaço vetorial normado, então a aplicação(Exemplos) a) I
0ÀI Ä 0ÐBÑ œ mBm‘, definida por , é uma função convexa.
b) Seja  um intervalo com mais que um elemento e seja N § 0À N Ä‘ ‘
uma aplicação contínua, derivável em todos os pontos interiores de  e talN
que int  seja uma aplicação crescente (é o que acontece, por0 À ÐN Ñ Äw ‘
exemplo, se  tiver derivada de segunda ordem maior ou igual a  em todos0 !
os pontos interiores). Tem-se então que  é uma aplicação convexa.0
Dem: Para a alínea a), atendemos a que, se  verificam  e=ß >   ! =  > œ "
Aß D − I, vem

m=A  >Dm Ÿ m=Am  m>Dm œ =mAm  >mDm.

Provemos então a conclusão de b), ou seja, que dados  e ,+ß , − N =ß >   !
com , tem-se=  > œ "

0Ð=+  >,Ñ Ÿ =0Ð+Ñ  >0Ð,Ñ,

para o que se pode afastar os casos triviais em que  ou em que se tem+ œ ,
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= œ ! > œ " = œ " > œ ! e  ou  e , casos em que temos mesmo uma igualdade.
Por eventual troca dos papéis das variáveis podemos também já supor que
+  , +  =+  >,  ,. Tem-se então  e o teorema de Lagrange garante a
existência de  tais que+  -  =+  >,  .  ,

0Ð=+  >,Ñ  0Ð+Ñ 0Ð=+  >,Ñ  0Ð+Ñ

>Ð,  +Ñ Ð=+  >,Ñ  +
œ œ 0 Ð-Ñ

0Ð,Ñ  0Ð=+  >,Ñ 0Ð,Ñ  0Ð=+  >,Ñ

=Ð,  +Ñ ,  Ð=+  >,Ñ
œ œ 0 Ð.Ñ

w

w

e portanto, por a aplicação  ser crescente,0 w

0 Ð=+  >,Ñ  0Ð+Ñ 0Ð,Ñ  0Ð=+  >,Ñ

>Ð,  +Ñ =Ð,  +Ñ
Ÿ ,

ou ainda

= Ð0Ð=+  >,Ñ  0Ð+ÑÑ Ÿ >Ð0Ð,Ñ  0Ð=+  >,ÑÑ,

o que também pode ser escrito na forma

0Ð=+  >,Ñ œ =0Ð=+  >,Ñ  >0Ð=+  >,Ñ Ÿ =0Ð+Ñ  >0Ð,Ñ. 

III.1.10  Sejam  um espaço vetorial e(Propriedades das funções convexas) I
G § I um conjunto convexo. Tem-se então:
a) Se  é uma aplicação constante, então  é convexa.0 À G Ä 0‘
b) Se  são aplicações convexas, então  também é0 ß 1À G Ä 0  1ÀG Ä‘ ‘
uma aplicação convexa.
c) Se  é uma aplicação convexa, e , então  é uma0 À G Ä -   ! - 0 ÀG Ä‘ ‘
aplicação convexa.
d) Se  é uma aplicação convexa,  é um intervalo e0 À G Ä N ¨ 0ÐGÑ‘
1À N Ä 1 ‰ 0 ÀG Ä‘ ‘ é uma função convexa e crescente, então  é uma
aplicação convexa.
Dem: As conclusões de a), b) e c) são consequências diretas da definição.
Quanto a d), dados  e  com , vemAß D − G =ß >   ! =  > œ "

0Ð=A  >DÑ Ÿ =0ÐAÑ  >0ÐDÑ

e portanto

1Ð0Ð=A  >DÑÑ Ÿ 1Ð=0ÐAÑ  >0ÐDÑÑ Ÿ = 1Ð0ÐAÑÑ  > 1Ð0ÐDÑÑ. 

III.1.11  Sejam  um espaço de Banach,  um(Desigualdade de Jensen) I G § I
conjunto convexo fechado e  uma aplicação convexa e contínua.1À G Ä ‘
Sejam  um espaço de medida, com , e  uma\ !  Ð\Ñ  _ 0À\ Ä I.
aplicação integrável tal que  e que  seja integrável.0Ð\Ñ § G 1 ‰ 0 À\ Ä ‘
Tem-se então  e"

Ð\Ñ \.
' 0ÐBÑ . ÐBÑ − G.
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1Ð 0ÐBÑ . ÐBÑÑ Ÿ 1Ð0ÐBÑÑ . ÐBÑ
" "

Ð\Ñ Ð\Ñ. .
. .( (

\ \

.

Dem: Podemos considerar a aplicação integrável  definida2À\ Ä I ‚ ‘
por , que toma valores no subconjunto convexo2ÐBÑ œ Ð0ÐBÑß 1Ð0ÐBÑÑÑ
fechado  (cf. III.1.7). Tendo em conta III.1.5, tem-se assimI:3 § I ‚1 ‘

Š ‹
(

" "

Ð\Ñ Ð\Ñ
0ÐBÑ . ÐBÑß 1Ð0ÐBÑÑ . ÐBÑ

. .
. .( (

\ \

œ

œ 2ÐBÑ . ÐBÑ − I:3
"

Ð\Ñ.
.

\
1,

o que implica a conclusão do enunciado. 

III.1.12  Seja  um espaço(Desigualdade de Jensen para funções positivas) \
de medida, com . Seja !  Ð\Ñ  _ 1. À Ä‘ ‘  uma função convexa,
contínua, crescente e tal que     e estendamos  comolim

BÄ_
1ÐBÑ œ _ 1

aplicação , pondo  Se  é uma função‘ ‘ : ‘  Ä 1Ð_Ñ œ _Þ À\ Ä
mensurável, então

1 ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 1Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ
" "

Ð\Ñ Ð\Ñ
Š ‹( (
. .

: . : .
\ \

.

Dem: Comecemos por supor que  é uma função simples,: ‘À\ Ä 

portanto que existe uma família finita de conjuntos mensuráveis ,Ð\ Ñ4 4−N

disjuntos dois a dois e de união , tal que  tenha um valor constante\ :
+ − \ Ð\ Ñ œ Ð\Ñ4  4 4‘ . . em cada . Tem-se então  , portanto!

"
4−N

4.

.

Ð\ Ñ

Ð\Ñ
œ "

e, reparando que  é uma função simples que toma o valor constante1 ‰ :
1Ð+ Ñ \4 4 em , deduzimos de III.1.8 que

1 ÐBÑ . ÐBÑ œ 1 + Ÿ 1Ð+ Ñ œ
"

Ð\Ñ Ð\Ñ Ð\Ñ

Ð\ Ñ Ð\ Ñ

œ 1Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ
"

Ð\Ñ

Š ‹ Š ‹( " "
(

. . .
: .

. .

.
: .

\ 4−N 4−N

4 4
4 4

\

.

Passemos agora ao caso em que  é uma função mensurável.: ‘À\ Ä 

Podemos então considerar uma sucessão crescente de funções simples
: ‘ : :8  8À\ Ä ÐBÑ Ä ÐBÑ B − \, com  para cada  e, tendo em conta o facto
de  ser crescente, contínua e com limite  quando a variável tende para1 _
_ 1 ‰ À\ Ä, concluímos que a sucessão das funções simples  é: ‘8 

crecente e com , para cada , pelo que, de se ter,1Ð ÐBÑÑ Ä 1Ð ÐBÑÑ B − \: :8

para cada ,8 − 
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1 ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 1Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ
" "

Ð\Ñ Ð\Ñ
Š ‹( (
. .

: . : .
\ \

8 8

concluímos, por passagem ao limite, tendo em conta o teorema da
convergência monótona, que

1 ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 1Ð ÐBÑÑ . ÐBÑ
" "

Ð\Ñ Ð\Ñ
Š ‹( (
. .

: . : .
\ \

. 

III.1.13  Sejam  números reais, com(Médias aritmética e geométrica) C ßá ß C" 8

C  ! > ßá ß > >   ! > â > œ "4 " 8 4 " 8, e  números reais, com  e . Tem-se
então

C ‚â‚ C Ÿ > C â > C"
>

8
>

" " 8 8
" 8 .

Dem: Ponhamos , portanto Tendo em conta a alínea b)B œ ÐC Ñ C œ / Þ4 4 4
Bln 4

de III.1.9, é convexa a aplicação  definida por  e daqui0 À Ä 0ÐBÑ œ /‘ ‘ B

deduz-se, por III.1.8, que

C ‚â‚ C œ / / Ÿ

Ÿ > / œ > C â > C

"
>

8
> > B

> B

4 " " 8 8
B

" 8 " "
4 4

4

‚â‚ / œ> B8 8
!

" . 

III.1.14  Ao primeiro membro da desigualdade no resultado precedente(Nota)
costuma-se dar o nome de  dos números média geométrica pesada C ßá ß C" 8

e ao segundo membro o de  desses números (com omédia aritmética pesada
sistema de pesos >"ßá ß >8). A desigualdade afirma portanto que a média
geométrica pesada é sempre menor ou igual à correspondente média
aritmética pesada. Um caso particular é aquele em que todos os pesos  são>4
iguais a , caso em que temos as médias geométrica e aritmética usuais e a"Î8
desigualdade pode ser escrita na forma

È8 C ‚â‚ C Ÿ
C â C

8
" 8

" 8 .

III.1.15  Se  é um número real, define-se o(Expoentes conjugados) :  "
expoente conjugado de  como sendo o número real  para o qual se tem: ;  "
" "
: ; œ " ; :. É claro que o expoente conjugado de  é então . Por abuso de

linguagem, com justificação evidente, também se diz que  é o expoente_
conjugado de  e que  é o expoente conjugado de . Repare-se que o" " _
expoente conjugado de  é o próprio .# #
No que se segue vamos também extender as convenções usuais sobre as
operações em , pondo, para cada , , por outras‘

<<  ! Ð_Ñ œ _
palavras, prolongamos por continuidade a aplicação , .‘ ‘ 

<Ä B È B
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III.1.16 Dados um espaço de medida  e uma funÐ\ß ß Ñ` . ção mensurável
: ‘À\ Ä <  !, notaremos, para cada real ,

m m œ: : ‘< Š ‹(
\

<ÐBÑ . ÐBÑ −.
"
<

.

Repare-se que, apesar de a notação sugerir que se está a definir uma norma,
tal não é certamente o caso, uma vez que o conjunto das funções : ‘À\ Ä 

não é um espaço vetorial e que o valor  pode ser . No entanto, sem m _: <

:   " m m, a definição de  vai intervir na caracterização de uma norma que: <

será estudada na próxima secção (cf. III.2.5).

III.1.17  Sejam  um espaço de medida,(Desigualdade de Hölder) Ð\ß ß Ñ` .
:  " ;  " ß À\ Ä e  dois expoentes conjugados e  duas funções: < ‘

mensuráveis. Tem-se então

(
\

: < : <ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ. m m ‚ m m: ; .

Dem: Sejam +ß , − ‘,

+ œ ÐBÑ . ÐBÑ , œ œ ÐBÑ . ÐBÑm m œ m m: : < <: ;Š ‹ Š ‹( (
\ \

: ;. .
" "
: ;

, .

Se for , tem-se  quase sempre, o que implica que + œ ! ÐBÑ œ ! ÐBÑ œ !: ::

quase sempre, e portanto também  quase sempre, pelo que a: <ÐBÑ ÐBÑ œ !
desigualdade do enunciado é verificada por ambos os membros serem nulos.
Do mesmo modo se vê que a desigualdade do enunciado é verificada se for
, œ !.
Podemos assim já supor, a partir de agora que  e .+ Á ! , Á !
Podemos supor agora também que  e , sem o que a+ Á _ , Á _
desigualdade era trivialmente verificada por o segundo membro ser ._

Tem-se então, para as funções mensuráveis  definidas por: <sß À\ Äs ‘

: <sÐBÑ œ ÐBÑ œs: <ÐBÑ ÐBÑ
+ ,, ,

( (
( (
( (

\ \

: :
:

\ \

; ;
;

\ \

: :

< <

: < : <

sÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ œ "
"

+

sÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ œ "
"

,

sÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑs "

+,

. .

. .

. .

,

,

,

em particular, o resultado ficará provado se verificarmos que

(
\

: <sÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ "s . .

Ora, para cada , tem-seB − \
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: < : < : <s s sÐBÑ ÐBÑ œ ÐBÑ ÐBÑ Ÿ ÐBÑ  ÐBÑs s s" "

: ;
ˆ ‰ ˆ ‰: ; : ;

" "
: ; ,

visto que esta desigualdade é trivial no caso em que um dos valores  e:sÐBÑ

<sÐBÑ ! _ é  ou  e, no caso em que ambos são finitos e não nulos, temos um
caso particular da desigualdade em III.1.13. Deduzimos daqui que

( ( (
\ \ \

: ;: < : <s sÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ ÐBÑ . ÐBÑ  ÐBÑ . ÐBÑ œs s" "

: ;

œ  œ "
" "

: ;

. . .

,

o que termina a demonstração. 

III.1.18  Sejam  um espaço de medi-(Desigualdade de Minkowsky) Ð\ß ß Ñ` .
da,  um real e  duas aplicações mensuráveis. Tem-se:   " ß À\ Ä: < ‘

então

m  m m m m m: < : <: : :Ÿ  .

Dem: Se  o resultado é trivial, verificando-se mesmo a igualdade.: œ "
Podemos assim supor que  e considerar o expoente conjugado  de:  " ;  "
:. Podemos supor que o primeiro membro da desigualdade é não nulo e que
cada uma das parcelas do segundo membro é finita, sem o que a desigualdade
era trivialmente válida. Reparemos agora que, para cada ,B − \

Ð ÐBÑ  ÐBÑÑ Ÿ # Ð ÐBÑ  ÐBÑ Ñ: < : <: : : : ,

visto que, se  então  e se : < : < < < :ÐBÑ Ÿ ÐBÑ ÐBÑ  ÐBÑ Ÿ # ÐBÑ ÐBÑ Ÿ ÐBÑ
então . Concluímos daqui que: < :ÐBÑ  ÐBÑ Ÿ # ÐBÑ

( ( (Š ‹
\ \ \

: : : :Ð ÐBÑ  ÐBÑÑ . ÐBÑ Ÿ # ÐBÑ . ÐBÑ  ÐBÑ . ÐBÑ  _: < : <. . . .

Uma vez que

Ð:  "Ñ; œ :Ð"  Ñ; œ :
"

:
,

vem, pela desigualdade de Hölder,
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( ( (
Š ‹(

Š ‹(
Š ‹(

\ \ \

: :" :"

\

Ð:"Ñ;

\

Ð:"Ñ;

\

:

Ð  Ñ . œ Ð  Ñ .  Ð  Ñ . Ÿ

Ÿ Ð  Ñ . 

 Ð  Ñ . œ

œ Ð  Ñ Ð  Ñ .

: < : : < < : <

: : <

< : <

: < : <

. . .

.

.

.

m m

m m

m m m m

:

:

: :

"
;

"
;

"
;

Ÿ

e, dividindo ambos os membros desta desigualdade por ,Š ‹'
\

:Ð  Ñ .: < .
"
;

obtemos

Š ‹(
\

:
"

Ð  Ñ . Ÿ : < : <.
"
;

m m m m: :

o que, por ser , é precisamente a desigualdade do enunciado."  œ" "
; : 

Exercícios

Ex III.1.1 Sejam  um espaço vetorial,  um conjunto convexo eI G § I
0ÀG Ä 0‘ uma aplicação. Diz-se que  é  se, quaisquerestritamente convexa
que sejam  em  e  tais que , se temA Á D G =ß >  ! =  > œ "

0Ð=A  >DÑ  =0ÐAÑ  >0ÐDÑ.

a) Mostrar que, se  é estritamente convexa, então também é0 À G Ä ‘
convexa.
b) Suponhamos que  é uma aplica  estritamente convexa. Sejam0 À G Ä ‘ ção
A ßá ßA − G > ßá ß >  ! > â > œ "" 8 " 8 " 8 e  tais que . Mostrar que, se
for

0Ð> A â > A Ñ œ > 0ÐA Ñ â > 0ÐA Ñ" " 8 8 " " 8 8 ,

então .A œ A œ â œ A" # 8

c) Mostrar que, se  é um espaço vetorial com produto interno, então,I
considerando em  a norma associada, a aplicação  definida porI 0ÀI Ä ‘
0ÐBÑ œ mBm# é estritamente convexa.
d) Mostrar que, notando  a norma do máximo em , a aplicaçãom † m_

#‘
0 À Ä 0ÐBÑ œ mBm‘ ‘# #

_ definida por  não é estritamente convexa.
e) Seja  um intervalo e seja  uma aplicação contínua,N § 0À N Ä‘ ‘
derivável em todos os pontos interiores de  e tal que int  sejaN 0 À ÐN Ñ Äw ‘
uma aplicação estritamente crescente (é o que acontece, por exemplo, se 0
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tiver derivada de segunda ordem maior que  em todos os pontos interiores).!
Mostrar que  é uma aplicação estritamente convexa.0

Ex III.1.2  um aberto convexo e  uma aplicação deSejam Y § 0ÀY Ä‘ ‘8

classe  (isto é, com derivadas parciais contínuas até à segunda ordem) e talG#

que, para cada  a , cujo elemento da linha  e coluna  éB − Y 3 4matriz hessiana
a derivada de segunda ordem , seja definida positiva. Mostrar que a` 0

`B `B

#

3 4
ÐBÑ

aplicação  é estritamente convexa.  Dados , utilizar a0 Aß D − YSugestão:
alínea e) do exercício III.1.1 para verificar que é estritamente convexa a
função , definida por: ‘À Ò!ß "Ó Ä

:Ð>Ñ œ 0ÐÐ"  >ÑA  >DÑ.

Ex III.1.3 Sejam  e . Mostrar queBß C   ! :   "

ÐB  CÑ Ÿ # ÐB  C Ñ: :" : : .

Sugestão: Mostrar que a aplicação  definida por ,0 À Ò!ß_Ò Ä 0ÐBÑ œ B‘ :

é convexa.

Ex III.1.4 a) Sejam  e , com .C ßá ß C  ! > ßá ß >  ! > â > œ "" 8 " 8 " #

Mostrar que, se for

C ‚â‚ C œ > C â > C"
>

8
>

" " 8 8
" 8 ,

então .C œ C œ â œ C" # 8

b) Sejam  e  tais queBß C   ! :  "

ÐB  CÑ œ # ÐB  C Ñ: :" : : .

Mostrar que se tem então .B œ C

Ex III.1.5 Sejam  números reais, com , e  númerosC ßá ß C C  ! > ßá ß >" 8 4 " 8

reais, com  e  (um ). Chama-se >   ! > â > œ "4 " 8 sistema de pesos média
harmónica pesada dos  ao inverso da média aritmética pesada dos inversosC4
dos , isto é, ao númeroC4

"

> â >" 8
" "
C C" 8

.

Mostrar que a média harmónica pesada dos  é menor ou igual à respetivaC4
média aritmética pesada, isto é,

"

> â >
Ÿ > C â > C

" 8
" "
C C

" " 8 8

" 8

.

Sugestão: Considerar a função  ou, alternativamente, reparar0ÐBÑ œ Ð Ñln "
B

que a propriedade pretendida é equivalente à de uma certa média geométrica
ser menor ou igual à correspondente média aritmética.
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Ex III.1.6 Sob as hipóteses de III.1.17 (desigualdade de Hölder), mostrar que, se
for

( ( (Š ‹ Š ‹
\ \ \

: ;: < : <ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ. . .
" "
: ;

,

com ambos os membros finitos e não nulos, então existe  tal que- − Ó!ß_Ò
< :ÐBÑ œ - ÐBÑ; :, quase sempre.  Reexaminar a demonstração doSugestão:
resultado citado, provando que se tem  quase sempre, tendo em: <sÐBÑ œ ÐBÑs

conta a alínea a) do exercício III.1.4.

Ex III.1.7 Analogamente ao exercício III.1.6, verificar que, sob as hipóteses de
III.1.18 (desigualdade de Minkowsky), se for  e:  "

m  m m m m m: < : <: : :œ  ,

com ambas as parcelas do segundo membro finitas e não nulas, então existe
- − Ó!ß_Ò ÐBÑ œ - ÐBÑ tal que , quase sempre.< :

§2. Os espaços .P:

III.2.1  um espaço de medida e  um espaço de Banach, realSejam Ð\ß ß` .Ñ I
ou complexo. Vamos notar  o conjunto de todas as aplicaçõesMensÐ\ßIÑ
topologicamente mensuráveis  (cf. II.2.4), conjunto que, tendo em0 À\ Ä I
conta II.2.9, é um subespaço vetorial, real ou complexo, do espaço vetorial
de todas as aplicações .0 À\ Ä I
Podemos então considerar um subespaço vetorial  deMens!Ð\ßIÑ
MensÐ\ßIÑ, cujos elementos sâo as aplicações topologicamente mensu-
ráveis  tais que  quase sempre, isto é, tais que exista0 À\ Ä I 0ÐBÑ œ !
E − ÐEÑ œ ! 0ÐBÑ œ ! B − \ Ï E` . com  tal que  para cada , assim como o
espaço vetorial quociente

Q/8=Ð\ßIÑ œ
Ð\ßIÑ

Ð\ßIÑ

Mens
Mens!

,

cujos elementos são as classes de equivalência de aplicações topologica-
mente mensuráveis  para a relação de equivalência  definida0 À\ Ä I µ
por

0 µ 1 Í 1  0 − Ð\ßIÑ Í 0ÐBÑ œ 1ÐBÑMens!  quase sempre.

Com frequência usaremos a notação  para a classe de equivalência doÒ0 Ó
elemento  para a relação referida mas, quando não há risco0 − Ð\ßIÑMens
de confusão, é comum notar simplesmente  essa classe de equivalência.0
Dem: O que temos que justificar é que  é efetivamente umMens!Ð\ßIÑ
subespaço vetorial de . Ora, é evidente que a aplicação , identi-MensÐ\ßIÑ !
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camente nula, pertence a  e, se  e  é umMens Mens! !Ð\ßIÑ 0 ß 0 − Ð\ßIÑ +" #

escalar (real ou complexo), então existem  com ,E ßE − ÐE Ñ œ !" # "` .
.ÐE Ñ œ ! 0 ÐBÑ œ ! B − \ Ï E# 4 4 e  para cada , tendo-se então
+0 − Ð\ßIÑ 0  0 − Ð\ßIÑ +0 ÐBÑ œ !" " # "Mens Mens! ! e , uma vez que 
para cada  e  para cada ,B − \ Ï E 0 ÐBÑ  0 ÐBÑ œ ! B − \ Ï ÐE  E Ñ" " # " #

onde . .ÐE  E Ñ œ !" #
118 

III.2.2 Repare-se que, no caso trivial em que .Ð\Ñ œ ! Ð\ßIÑ œ, tem-se Mens!
MensÐ\ßIÑ, e portanto

Q/8=Ð\ßIÑ œ
Ð\ßIÑ

Ð\ßIÑ

Mens
Mens!

é constituído por uma única classe, nomeadamente a classe .Ò!Ó

III.2.3  Sejam (Restrições) Ð\ß ß` .Ñ I um espaço de medida,  um espaço de
Banach, real ou complexo e , com , que consideramos] § \ ] −`
naturalmente como subespaço mensurável. Uma vez que, como se constata
trivialmente, se  em , então  emÒ0 Ó œ Ò1Ó Q/8=Ð\ßIÑ Ò0 Ó œ Ò1 ÓÎ] Î]

Q/8=Ð] ßIÑ, podemos definir uma aplicação linear

Q/8=Ð\ßIÑ Ä Q/8=Ð] ßIÑ Ò0 Ó È Ò0 Ó œ Ò0 Ó, ,Î] Î]

dizendo-se ainda que  é a  de  a .Ò0 Ó Ò0 Ó ]Î] restrição

Repare-se que, em geral, dada uma classe , nãoÒ0 Ó − Q/8=Ð\ßIÑ
dispomos de nenhuma maneira natural de definir o que é o valor de Ò0 Ó
num elemento , uma vez que, dados dois representantes da classe,B − \
os respetivos valores em  podem ser diferentes. Examinamos a seguir,B
apenas a título de exemplo, uma situação em que existe um modo natural
de definir o valor de uma classe num ponto. Essa situação é susceptível de
ser enquadrada sob um ponto de vista muito mais geral (cf. o exercício
III.4.2 adiante).

III.2.4  Seja (Valor num ponto duma classe contínua) Y § ‘8 um aberto, para
o qual consideramos a restrição da medida de Lebesgue  aos respetivos-8

borelianos. Sejam  um espaço de Banach e  duas aplicaçõesI 0ß 0 À Y Ä Is

contínuas tais que  em . Tem-se então, para cadaÒ0 Ó œ Ò0 Ó Q/8=ÐY ßIÑs

B − Y 0ÐBÑ œ 0ÐBÑs, .
Faz assim sentido dizer que uma classe  é  seÒ0 Ó − Q/8=ÐY ßIÑ contínua
existir uma aplicação contínua  tal que  e, para uma tal0 À Y Ä I Ò0 Ó œ Ò0 Ós s

classe, definir o seu     pela igualdade .valor no pontoÒ0 ÓÐBÑ B Ò0 ÓÐBÑ œ 0ÐBÑs

118O que está aqui em jogo é o facto geral de, no contexto de um espaço de medida,
sempre que temos duas propriedades verdadeiras quase sempre, a respetiva conjunção ser
ainda verdadeira quase sempre, facto esse já referido em I.2.28 e cuja justificação é
decalcada pela que acabamos de fazer.
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Dem: Suponhamos, por absurdo, que  eram duas aplicações0 ß 0 À Y Ä Is

contínuas, tais que  em  e que .Ò0 Ó œ Ò0 Ó Q/8=ÐY ßIÑ 0ÐB Ñ Á 0ÐB Ñs s
! !

Podíamos então considerar um aberto  de , com , tal queZ B − Z § Y‘8
!

0ÐBÑ Á 1ÐBÑ B − Z ] § Y, para cada , e, sendo  um boreliano com
-8Ð] Ñ œ ! 0ÐBÑ œ 0ÐBÑ B − Y Ï ]s tal que , para cada , tinha-se assim
Z § ] ÐZ Ñ  !, o que era absurdo por ser  (cf. a alínea b) de II.5.4).-8 

III.2.5  Sejam  um espaço de medida,  um espaço (O espaço )P: Ð\ß ß Ñ I` . de
Banach e  um real com . Podemos então definir uma aplicação: " Ÿ :

Q/8=Ð\ßIÑ Ä Ò0 Ó È mÒ0 Óm œ m0ÐBÑm . ÐBÑ‘ . :
\

:, Š ‹( "
:

e ficamos com um subespaço vetorial  de ,P Ð\ßIÑ Q/8=Ð\ßIÑ:

constituído pelos  tais que  e com uma norma  nesteÒ0 Ó mÒ0 Óm  _ m † m: :

espaço vetorial, definida por , norma essa que é a que seÒ0 Ó È mÒ0 Óm:
considera implicitamente.  Em particular,  é o conjunto das119 P Ð\ßIÑ"

classes de equivalência de aplicações integráveis .0 À\ Ä I
Dem: O facto de a aplica  estar bem definida resulta de que,ção Ò0 Ó È mÒ0 Óm:
se  quase sempre, então 0ÐBÑ œ 1ÐBÑ m0ÐBÑm œ m1ÐBÑm: : quase sempre, e
portanto, por II.1.31,

( (
\ \

: :m0ÐBÑm . ÐBÑ œ m1ÐBÑm . ÐBÑ. . .

É imediato que, para a aplicação identicamente nula , tem-se!À\ Ä I
mÒ!Óm œ ! Ò!Ó − P Ð\ßIÑ Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ +:

: :, em particular . Se  e  é um
escalar, em  ou , então‘ ‚

Š ‹ Š ‹( (
Š ‹(

\ \

: : :

\

:

m+ 0ÐBÑm . ÐBÑ œ l+l m0ÐBÑm . ÐBÑ œ

œ l+l m0ÐBÑm . ÐBÑ

. .

.

" "
: :

"
:

,

o que mostra que  e . DadosÒ+0 Ó − P Ð\ßIÑ mÒ+0 Óm œ l+lmÒ0 Óm:
: :

Ò0 Óß Ò1Ó − P Ð\ßIÑ: , tem-se, pela desigualdade de Minkowsky (cf. III.1.18),

Š ‹ Š ‹( (
Š ‹ Š ‹( (

\ \

: :

\ \

: :

m0ÐBÑ  1ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ Ðm0ÐBÑm  m1ÐBÑmÑ . ÐBÑ Ÿ

Ÿ m0ÐBÑm . ÐBÑ  m1ÐBÑm . ÐBÑ

. .

. .

" "
: :

" "
: :

,

em particular  e .Ò0  1Ó − P Ð\ßIÑ mÒ0 Ó  Ò1Óm Ÿ mÒ0 Óm  mÒ1Óm:
: : :

Suponhamos enfim que  é tal que Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ: mÒ0 Óm œ !: , tem-se assim

119Comparando com a definição em III.1.16, tem-se , onde mÒ0 Óm œ m m À\ Ä: : : : ‘
está definida por .:ÐBÑ œ m0ÐBÑm
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(
\

:m0ÐBÑm . ÐBÑ œ !. ,

com , para cada , pelo que, tendo em conta II.1.30,m0ÐBÑm − B − \:
‘

m0ÐBÑm œ ! 0ÐBÑ œ ! Ò0 Ó œ !:  quase sempre, donde  quase sempre, ou seja, ,
o que mostra que temos efetivamente uma norma. 

III.2.6  Um caso particular muito frequente nas aplicações é aquele em(Nota)
que o espaço de Banach  é  ou , com a norma . Nesse caso, aI mAm œ lAl‘ ‚
fórmula de definição da norma toma o aspeto

mÒ0 Óm œ l0ÐBÑl . ÐBÑ:
\

:Š ‹( .
"
:

.

Em particular, no caso em que , tem-se, para cada função mensurávelI œ ‘
: : :À\ Ä mÒ Óm œ m m‘ : :, , onde o segundo membro é o definido em.

III.1.16.

III.2.7 Um facto trivial, mas que vale a pena referir é o de que, nas condições de
III.2.5, se  com , então a aplicação linear de restrição] § \ ] −`

Q/8=Ð\ßIÑ Ä Q/8=Ð] ßIÑ Ò0 Ó È Ò0 Ó œ Ò0 Ó, ,Î] Î]

aplica  em  e verifica , em particularP Ð\ßIÑ P Ð] ßIÑ mÒ0 Ó m Ÿ mÒ0 Óm: :
Î] : :

trata-se de uma aplicação linear contínua.

III.2.8  Sejam  um espaço de medida,  um(Lema de completude) Ð\ß ß Ñ I` .
espaço de Banach e  um número real. Seja  uma sucessão de:   " Ð1 Ñ8 8−

elementos de  com  eMensÐ\ßIÑ Ò1 Ó − P Ð\ßIÑ8
:

"
8œ"

_

mÒ1 Óm  _8 :

(por outras palavras, os  definem uma série absolutamente convergente).Ò1 Ó8
Existe então  com , tal que (como famílias1 − Ð\ßIÑ Ò1Ó − P Ð\ßIÑMens :

absolutamente somáveis de vetores de )I

1ÐBÑ œ 1 ÐBÑ"
8œ"

_

8

quase sempre e que

Ò1Ó œ Ò1 Ó"
8œ"

_

8

(no sentido que  é o limite em  da sucessão das somas parciais).Ò1Ó P Ð\ßIÑ:

Dem: Sejam  as aplicações mensuráveis definidas por58 À\ Ä §‘ ‘
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58 4

4œ"

8

ÐBÑ œ m1 ÐBÑm" ,

para as quais se tem  eÒ Ó − P Ð\ß Ñ58
: ‘

mÒ Óm Ÿ mÒ1 Óm Ÿ58 : 4 :

4œ" 4œ"

8 _" " mÒ1 Óm4 :,

isto é,

( Š ‹"
\

8
:

4œ"

_ :

5 ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ. mÒ1 Óm4 : ,

e seja  a aplicação mensurável definida por5À\ Ä ‘

5 5ÐBÑ œ ÐBÑ œ m1 ÐBÑmlim
8Ä_

8 4

4œ"

_" .

Uma vez que, para cada , os  constituem uma sucessãoB − \ ÐBÑ58
:

crescente com limite , deduzimos do teorema da convergência5ÐBÑ:

monótona que

( ( Š ‹"
\ \

: :

8Ä_
8

4œ"

_ :

5 5ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ  _. .lim mÒ1 Óm4 : .

Podemos assim concluir de II.1.29 que se tem  quase sempre,5ÐBÑ  _
isto é, que existe  com  tal que, para cada ,] − Ð] Ñ œ ! B − \ Ï ]` .
5ÐBÑ  _ B − \ Ï ] Ð1 ÐBÑÑ I. Para cada , a família  de vetores de  é4 4−

assim absolutamente somável, em particular somável (cf. II.2.47 e II.2.48), o
que nos permite definir uma aplicação  por1À\ Ä I

1ÐBÑ œ
1 ÐBÑ B − \ Ï ]

! B − ]

Ú
ÛÜ

!
4œ"

_

4 , se 

, se 

(onde a família dos  é absolutamente somável). Lembrando a caracteri-1 ÐBÑ4

zação da soma de uma série como limite da sucessão das somas parciais,
vemos que, para cada , tem-se B − \ Ï ] 1ÐBÑ œ = ÐBÑlim

8Ä_
8 , onde as

aplicações topologicamente mensuráveis , com ,=8À\ Ä I Ò= Ó − P Ð\ßIÑ8
:

estão definidas por

= ÐBÑ œ8 "
4œ"

8

41 ÐBÑ

em particular  é topologicamente mensurável.1
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Seja agora  arbitrário. Fixemos  tal que$  ! 8 −!

" " "
4œ8 " 4œ" 4œ"

_ _ 8

!

!

mÒ1 Óm mÒ1 Óm  mÒ1 Óm4 : 4 : 4 :œ Ÿ $

Seja  arbitrário. Tem-se, para cada ,8   8 5  8!

mÒ= Ó  Ò= Óm œ m Ò1 Óm Ÿ mÒ1 Óm Ÿ

Ÿ Ÿ

5 8 : 4 : 4 :

84Ÿ5 84Ÿ5

4œ8 "

_

" "
"

!

mÒ1 Óm4 : $

donde,

( (
\Ï] \

5 8 5 8
: : :m= ÐBÑ  = ÐBÑm œ m= ÐBÑ  = ÐBÑm Ÿ $ .

Uma vez que, para cada ,B − \ Ï ]

lim
5Ä_

5 8 8
: :m= ÐBÑ  = ÐBÑm œ m1ÐBÑ  = ÐBÑm ,

o lema de Fatou em II.1.33 implica que

( (
\ \Ï]

8 8
: : :m1ÐBÑ  = ÐBÑm . ÐBÑ œ m1ÐBÑ  = ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ. . $ .

Ficou assim provado que, para cada , , portanto8   8 Ò1  = Ó − P Ð\ßIÑ! 8
:

também , eÒ1Ó œ Ò1  = Ó  Ò= Ó − P Ð\ßIÑ8 8
:

mÒ1Ó  Ò= Óm Ÿ8 : $

o que nos permite concluir que  tem limite  no espaçoÒ= Ó œ Ò1 Ó Ò1Ó8 4
4œ"

8!
vetorial normado .P Ð\ßIÑ: 

III.2.9  (Teorema de completude) Sejam  um espaço de medida, Ð\ß ß Ñ I` .
um espaço de Banach e  um número real. Tem-se então::   "
a) O espaço vetorial normado  é completo (portanto um espaço deP Ð\ßIÑ:

Banach).
b) Sejam  e  uma sucessão de aplica0 − Ð0 ÑMensÐ\ßIÑ 8 8− ções de
MensÐ\ßIÑ Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ Ò0 Ó Ä Ò0 Ó tais que ,  e  em: :

8 8

P Ð\ßIÑ 2 œ 0:
5 Ð5Ñ. Existe então uma subsucessão de aplicações  tal que!

2 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ5  quase sempre.120

Dem: Seja ções de , comÐ0 Ñ8 8− uma sucessão de aplica MensÐ\ßIÑ

120Pelo contrário, não se pode concluir, em geral, que se tenha  quase0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ8

sempre; ver um contraexemplo na alínea c) do exercício III.2.3.
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Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ Ò0 Ó8 8
: , tal que a sucessão dos  seja uma sucessão de Cauchy

em . Podemos construir recursivamente uma aplicação estritamenteP Ð\ßIÑ:

crecente  tal que, sempre que , .!   !À Ä 7ß8   Ð5Ñ mÒ0 Ó  Ò0 Óm 7 8 :
"
#5

Consideremos então a subsucessão de aplicações . Tem-se, em2 œ 05 Ð5Ñ!

particular,  pelo quemÒ2 Ó  Ò2 Óm 5" 5 :
"
#5

" "
5œ" 5œ"

_ _

5" 5 : 5
mÒ2 Ó  Ò2 Óm  œ "  _

"

#
.

Podemos agora aplicar o lema III.2.8 às aplicações  para1 œ 2  25 5" 5

garantir a existência de uma aplicação topologicamente mensurável
1À\ Ä I Ò1Ó − P Ð\ßIÑ Ò1Ó P Ð\ßIÑ tal que , que  seja o limite em  da: :

sucessão das classes

Ò= Ó œ Ò1 Ó œ Ò2 Ó  Ò2 Ó5 4 5" "

4œ"

5"
e que  seja quase sempre o limite dos1ÐBÑ

= ÐBÑ œ 1 ÐBÑ œ 2 ÐBÑ  2 ÐBÑ5 4 5" "

4œ"

5" .

Daqui deduzimos que, sendo  a aplicação topologicamente mensu-0 À\ Ä Is

rável definida por , tem-se , quase0ÐBÑ œ 1ÐBÑ  2 ÐBÑ Ò0 Ó − P Ð\ßIÑs s
"

:

sempre  e  em . O facto de uma2 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ Ò2 Ó Ä Ò0 Ó P Ð\ßIÑs s
5" 5"

:

sucessão de Cauchy com sublimite ser necessariamente convergente para
esse sublimite implica que se tem também  em , o queÒ0 Ó Ä Ò0 Ó P Ð\ßIÑs

8
:

mostra que o espaço vetorial normado  é completo.P Ð\ßIÑ:

Quanto à conclusão de b), o facto de termos uma sucessão convergente de
elementos  implica que eles constituem uma sucessão deÒ0 Ó − P Ð\ßIÑ8

:

Cauchy donde, pelo que vimos atrás, existe uma subsucessão de aplicações
2 œ 0 Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ Ò2 Ó Ä Ò0 Ó P Ð\ßIÑs s
5 5"Ð5Ñ

: :
!  e , com  em  e quase

sempre . Uma vez que uma subsucessão de uma sucessão2 ÐBÑ Ä 0ÐBÑs
5"

convergente converge para o mesmo limite, tem-se também  emÒ2 Ó Ä Ò0 Ó5"

P Ð\ßIÑ Ò0 Ó œ Ò0 Ós: , e portanto, pela unicidade do limite, , isto é,
0ÐBÑ œ 0ÐBÑ 2 ÐBÑ Ä 0ÐBÑs  quase sempre. Tem-se assim também  quase5"

sempre. 

III.2.10 Sejam Ð\ß ß Ñ I` .  um espaço de medida e  um espaço de Banach. No
caso em que ,  é simplesmente o conjunto das classes de: œ " P Ð\ßIÑ"

equivalência  com Ò0 Ó 0 À\ Ä I aplicação integrável e tem lugar uma
aplicação linear contínua
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int , int ,À P Ð\ßIÑ Ä I ÐÒ0 ÓÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ"

\
( .

que verifica int .m ÐÒ0 Óm Ÿ mÒ0 Óm"
Dem: O facto de esta aplicação estar bem definida vem de que, se
0ÐBÑ œ 1ÐBÑ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ 1ÐBÑ . ÐBÑ quase sempre, então  e a' '

\ \. .

linearidade é uma consequênca das propriedades de linearidade do integral.
Quanto à continuidade, ela é uma consequência de se ter

m ÐÒ0 Óm œ 0ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ m0ÐBÑm . ÐBÑ œ mÒ0 Ómint .½ ½( (
\ \

". . 

III.2.11  Uma questão que se põe naturalmente é a de saber que relação(Nota)
existe entre os espaços  e , com  em , emP Ð\ßIÑ P Ð\ßIÑ : Á ; Ò"ß_Ò: ;

particular se um deles terá que estar contido no outro. É fácil reconhecer que,
em geral, isso não é necessariamente verdade. Por exemplo, se ,\ œ Ó!ß_Ò
com a medida de Lebesgue nos respetivos borelianos, e se  são0 ß 1À\ Ä ‘
as funções definidas por

0ÐBÑ œ 1ÐBÑ œ
B Ÿ " B Ÿ "

B  " B  "
 

" "
B B

" "
B B

È È, se , se 

, se , se 
 ,

#

%

então, integrando separadamente em  e em  e tendo em conta asÓ!ß "Ó Ó"ß_Ò
conclusões do exercício II.3.6, constata-se, por um lado, que Ò0 Ó − P Ð\ß Ñ" ‘
e  e, por outro, que  e .Ò0 Ó Â P Ð\ß Ñ Ò1Ó Â P Ð\ß Ñ Ò1Ó − P Ð\ß Ñ# " #‘ ‘ ‘

Há, no entanto, um caso em que podemos garantir que um dos espaços
está contido no outro e exibir uma desigualdade envolvendo as respetivas
normas. Por comodidade, enunciamos também um resultado mais com-
pleto, no caso das funções positivas.

III.2.12 Sejam  um espaço de medida, com  eÐ\ß ß Ñ !  Ð\Ñ  _` . .
" Ÿ : Ÿ ;. Tem-se então:
a) Se : ‘À\ Ä  é uma função mensurável,

m m Ÿ: :: .Ð\Ñ m m
" "
: ;

;

b) Se  um espaço ,  e, para cadaI P Ð\ßIÑ § P Ð\ßIÑde Banach ; :

Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ; ,

mÒ0 Óm Ÿ Ð\Ñ mÒ0 Óm: ;
.

" "
: ; .

Dem: Podemos já afastar o caso trivial em que  e basta provarmos a: œ ;
afirmação em a) visto que a conclusão de b) resulta então de aplicar a) à
função .:ÐBÑ œ m0ÐBÑm
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Tem-se então  pelo que podemos considerar  definido pela:
;  "  ""

condição , isto é, o expoente conjugado de . Pela desigualdade de: ;
; :

" œ ""

Hölder relativa a estes expoentes conjugados (cf. III.1.17), podemos agora
escrever

( (
Š ‹ Š ‹( (
Š ‹(
ˆ ‰

\ \

: :

\ \

:

\

;

;
:

: :

:

:

:

ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ ‚ " . ÐBÑ Ÿ

Ÿ Ð ÐBÑ Ñ . ÐBÑ ‚ " . ÐBÑ œ

œ ÐBÑ . ÐBÑ ‚ Ð\Ñ œ

œ m m ‚ Ð\Ñ

. .

. .

. .

.

;
:

:
;

"

:
; "

"
:

" "

"

" ,

e portanto

m m Ÿ Ð\Ñ m m: :: ;.
"
:" ,

bastando agora reparar que ." " " "
: : ; : ;

:
" œ Ð"  Ñ œ  

No caso em que não se tem necessariamente , há ainda uma.Ð\Ñ  _
resultado com uma natureza semelhante.

III.2.13 Sejam  um espaço de medida e . Tem-se então:Ð\ß ß Ñ " Ÿ : Ÿ < Ÿ ;` .

a) Se : ‘À\ Ä  é uma função mensurável,

m m Ÿ Öm m ß m m ×: : :< : ;max .

b) Se  um espaço I de Banach

P Ð\ßIÑ  P Ð\ßIÑ § P Ð\ßIÑ: ; <

e, para cada Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ  P Ð\ßIÑß: ;

mÒ0 Óm Ÿ ÖmÒ0 Óm ß mÒ0 Óm ×< : ;max .

Dem: Como anteriormente, podemos já afastar os casos triviais em que
: œ < < œ ; ou  e basta provar a afirmação em a), uma vez que a conclusão de
b) resulta então de aplicar a) à função :ÐBÑ œ m0ÐBÑm.
Sejam , com , os definidos por! " ! "ß  !  œ "

! "œ œ
;  < <  :

;  : ;  :
, ,

para os quais se tem

! ":  ; œ œ <
:;  :<  ;<  :<

;  :
.
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Pela desigualdade de Hölder, relativa ao expoentes conjugados  e ," "
! "

podemos agora escrever

( (
Š ‹ Š ‹( (

\ \

< : ;

\ \

: ;

: : :

: :

ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ ‚ ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ

Ÿ ÐBÑ . ÐBÑ ‚ ÐBÑ . ÐBÑ

. .

. .

! "

! "

,

e portanto, tendo em conta o facto de se ter ,! ": ;
< < œ "

m m Ÿ m m ‚ m m Ÿ

Ÿ Öm m ß m m × œ

œ Öm m ß m m ×

: : :

: :

: :

< : ;

: ;
Ð  Ñ

: ;

! "

! "

: ;
< <

: ;
< <max

max . 

III.2.14  Sejam  um espaço  e  um conjunto, para o(Os espaços )j: I Nde Banach
qual consideramos a medida de contagem / 5 na -álgebra de todas as partes
de .N
a) Uma vez que qualquer aplicação  é mensurável, o espaço0 À N Ä I
MensÐN ßIÑ 0 À N Ä I vai ser simplesmente o conjunto das aplicações  tais
que a imagem  é separável (condição que é verificada, por0ÐN Ñ § I
exemplo, se  for um conjunto contável).0ÐN Ñ
b) Uma vez que o conjunto vazio  é o único subconjunto de  com medidag N

! 0 ß 0 − ÐN ßIÑ Ò0 Ó œ Ò0 Ó Q/8=ÐN ßIÑs s, vemos que, para , tem-se  em  se,Mens
e só se, , por outras palavras, a aplicação natural0 œ 0s

MensÐN ßIÑ Ä Q/8=ÐN ßIÑ 0 È Ò0 Ó, ,

é um isomorfismo entre estes espaços vetoriais, que é encarado intuitiva-
mente como identificando estes espaços.
c) Para cada real , notamos" Ÿ :  _

j ÐN ßIÑ § ÐN ßIÑ: Mens

o subespaço vetorial cuja imagem pelo isomorfismo referido em b) é o
subespaço vetorial . Tendo em conta a caracteri-P ÐN ßIÑ § Q/8=ÐN ßIÑ:

zação do integral das funções positivas para a medida de contagem em
II.1.32 e a observação feita nesse resultado de que, sempre que um tal
integral é finito, a função é nula fora de uma parte contável do domínio,
concluímos que  vai ser simplesmente o conjunto das aplicaçõesj ÐN ßIÑ:

0 À N Ä I tais

"
4−N

:m0Ð4Ñm  _

e que tem lugar uma norma neste espaço vetorial, definida, por transporte por
meio do isomorfismo, por
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m0m œ mÒ0 Óm œ m0Ð4Ñm: :

4−N

: "Î:ˆ ‰" .

As propriedades deste espaço vetorial normado, em particular o facto de se
tratar de um espaço de Banach quando  é um espaço de Banach,I
deduzem-se trivialmente, por isomorfismo, a partir das propriedades corres-
pondentes dos espaços .P Ð\ßIÑ:

d) Note-se que é mais comum representar os elementos de  comoj ÐN ßIÑ:

famílias , em vez de aplicações, o que conduz a escrevermosÐA Ñ4 4−N

mÐA Ñ m œ mA m4 4−N : 4

4−N

: "Î:ˆ ‰" ,

e que no caso em que , e portanto as famílias são sucessões, é costumeN œ 
escrever simplesmente , em vez de .j ÐIÑ j Ð ß IÑ: : 

Na prática revela-se útil estender a definição dos espaços  deP Ð\ßIÑ:

modo a permitir que  possa também tomar o valor . Apesar dessa: _
definição ter uma caráter totalmente diferente da que é dada para o caso
em que , ela vai permitir reconhecer semelhanças formais" Ÿ :  _
em certos resultados, quando se interpreta de modo natural o papel de
_ no contexto das diferentes operações.

III.2.15 Sejam  um espaço de medida e  uma aplicaçãoÐ\ß ß Ñ À\ Ä` . ‘: 

mensurável. Vamos dizer que  é um  de  se se+ − ‘ majorante essencial :
tem  quase sempre. Tem-se então que o conjunto dos majorantes:ÐBÑ Ÿ +
essenciais de  admite um mínimo, a que daremos o nome de : supremo
essencial de  e que notaremos ess , supess  ou , o qual é,: : : :sup Ð Ñ ÐBÑ

B−\
m m_

portanto, um elemento de .‘

Dem: A aplicação  admite, pelo menos, um majorante essencial, nomeada-:
mente . Seja  o ínfimo do conjunto dos majorantes essenciais. O_ +
resultado ficará provado se verificarmos que  ainda é um majorante+
essencial, para o que podemos já afastar o caso trivial em que . Ora,+ œ _
para cada , vai existir um majorante essencial  tal que , e8 − + + Ÿ +  8 8

"
8

portanto um conjunto mensurável , com , tal que, para] § \ Ð] Ñ œ !8 8.
cada ,B Â \ Ï ]8

:ÐBÑ Ÿ + Ÿ + 
"

8
8 .

Sendo , tem-se ainda  e  e, para cada ,] œ ] ] − Ð] Ñ œ ! B − \ Ï ]- 8 ` .
vem , para todo o , portanto . Ficou assim provado: :ÐBÑ Ÿ +  8 ÐBÑ Ÿ +"

8

que  é ainda um majorante essencial, o que termina a demonstração.+ 
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Repare-se que, afastando o caso trivial em que , se  é\ œ g À\ Ä: ‘

uma aplicação mensurável, então todo o majorante  de  é naturalmente+ :
também uma majorante essencial de , o que implica que:

supess sup .
B−\ B−\

: :ÐBÑ Ÿ ÐBÑ

É fácil exibir exemplos em que a desigualdade anterior é estrita, uma vez
que modificando o valor de uma função num conjunto de medida nula não
altera os seus majorantes essenciais, nem portanto o supremo essencial,
mas pode alterar o seu supremo. Apresentamos em seguida duas situa-
ções, a primeira das quais susceptível de ser generalizada, em que
podemos garantir que o supremo essencial coincide com o supremo.

III.2.16 Seja (Supremo essencial de uma aplicação contínua)  umY § ‘8

aberto, para o qual consideramos a restrição da medida de Lebesgue  aos-8

respetivos borelianos. Se  é uma função contínua, então os: ‘À Y Ä 

majorantes essenciais de  coincidem com os majorantes de , e portanto: :

supess sup .
B−Y B−Y

: :ÐBÑ œ ÐBÑ

Dem: É claro que, se  é um majorante de , então  é também um+ +:
majorante essencial de . Suponhamos, por absurdo, que existia um:
majorante essencial  de  que não fosse majorante, o que implicava, em+ :
particular, que . Existia então um conjunto mensurável  com+  _ ]
- :8 !Ð] Ñ œ ! B − Y Ï ] ÐBÑ Ÿ + B − Y tal que, para cada ,  e um ponto  tal
que . Pela continuidade de  em , podíamos então considerar: :ÐB Ñ  + B! !

um aberto  de , com  tal que, para cada , ,Z B − Z § Y B − Z ÐBÑ  +‘ :8
!

tendo-se então , o que era absurdo, por ser , tendo emZ § ] ÐZ Ñ  !-8

conta a alínea b) de II.5.4. 

III.2.17  Seja  um(Supremo essencial no caso da medida de contagem) N
conjunto, para o qual consideramos a medida de contagem / 5, na -álgebra de
todos os subconjuntos de . Uma vez que o conjunto vazio  é o único sub-N g
conjunto de  com medida , vemos que, para cada aplicação N ! À N Ä ß: ‘

os majorantes essenciais  de  coincidem com os seus majorantes, e+ − ‘ :

portanto

supess sup .
4−N 4−N

: :Ð4Ñ œ Ð4Ñ

Os dois resultados seguintes constituem os análogos das desigualdades de
Hölder e Minkowsky (cf. III.1.17 e III.1.18), tendo, no entanto, demons-
trações muito mais simples. Lembrar que  pode ser olhado formal-; œ "
mente como o expoente conjugado de .: œ _
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III.2.18  Sejam  um espaço(Caso limite da desigualdade de Hölder) Ð\ß ß Ñ` .
de medida e  duas funções mensuráveis. Tem-se então: <ß À\ Ä ‘

(
\

: < : <ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ. m m ‚ m m_ ".

Dem: Seja  com ] −` . : :Ð] Ñ œ ! ÐBÑ Ÿ m m tal que  para cada_

B − \ Ï ] B − \ Ï ]. Para cada  tem-se então também

: < : <ÐBÑ ÐBÑ Ÿ m m ÐBÑ_ ,

donde

( ( (
( (

\ \Ï] \Ï]

\ \

: < : < : <

: < : <

: <

ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ ÐBÑ . ÐBÑ œ

ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ œ

. . .

. .

m m

œ m m m m

œ m m m m

_

_ _

_ ". 

III.2.19  Sejam  um(Caso limite da desigualdade de Minkowsky) Ð\ß ß Ñ` .
espaço de medida e  duas funções mensuráveis. Tem-se então: <ß À\ Ä ‘

m  m Ÿ m m  m m: < : <_ _ _.

Dem: Uma vez que se tem  quase sempre e : : < <ÐBÑ Ÿ m m ÐBÑ Ÿ m m_ _

quase sempre, concluímos que se tem quase sempre simutaneamente as duas
desigualdades, portanto quase sempre

: < : <ÐBÑ  ÐBÑ Ÿ m m  m m_ _,

o que significa que  é um majorante essencial de . Om m  m m : < : <_ _

facto de  ser o menor dos majorantes essenciais implica assim quem  m: < _

m  m Ÿ m m  m m: < : <_ _ _. 

III.2.20 Sejam  um espaço de medida e  um espaço .Ð\ß ß Ñ I` . de Banach
Podemos então definir uma aplicação

Q/8=Ð\ßIÑ Ä Ò0 Ó È mÒ0 Óm œ m0ÐBÑm‘ _
B−\

, supess

e ficamos com um subespaço vetorial  de ,P Ð\ßIÑ Q/8=Ð\ßIÑ_

constituído pelos  tais que  e com uma norma  nesteÒ0 Ó mÒ0 Óm  _ m † m_ _

espaço vetorial, definida por , norma essa que é a que seÒ0 Ó È mÒ0 Óm_
considera implicitamente.121

Dem: O facto de a aplicação  estar bem definida emÒ0 Ó È mÒ0 Óm_
Q/8=Ð\ßIÑ Ò0 Ó œ Ò1Ó 0ÐBÑ œ 1ÐBÑ resulta de que, se , ou seja, se  quase

121Comparando com a definição em III.2.15, tem-se , onde mÒ0 Óm œ m m À\ Ä_ _ : : ‘
está definida por .:ÐBÑ œ m0ÐBÑm
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sempre, então todos os majorantes essenciais de  são majorantesB È m0ÐBÑm
essenciais de , e vice-versa, pelo que os respetivos supremosB È m1ÐBÑm
essenciais coincidem. Dados , tem-se Ò0 Óß Ò1Ó − P Ð\ßIÑ m0ÐBÑm Ÿ mÒ0 Óm_

_

quase sempre e  quase sempre, portanto, quase sempre,m1ÐBÑm Ÿ mÒ1Óm_

m0ÐBÑ  1ÐBÑm Ÿ Ÿ mÒ0 Óm  mÒ1Ómm0ÐBÑm  m1ÐBÑm _ _,

por outras palavras,   e  é umÒ0 Ó  Ò1Ó − P Ð\ßIÑ mÒ0 Óm  mÒ1Óm_
_ _

majorante essencial de , ou seja,B È m0ÐBÑ  1ÐBÑm

mÒ0 Ó  Ò1Óm Ÿ mÒ0 Óm  mÒ1Óm_ _ _.

Para além disso, se  é um escalar, tem-se quase sempre+

m+ 0ÐBÑm œ l+lm0ÐBÑm Ÿ l+lmÒ0 Óm ß_

portanto  e , e daqui se deduz que é+ Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ m+Ò0 Óm Ÿ l+lmÒ0 Óm_
_ _

mesmo , visto que a desigualdade oposta é trivial, sem+Ò0 Óm œ l+lmÒ0 Óm_ _

+ œ !, e, caso contrário resulta de que podemos escrever, pela desigualdade
parcial já provada,

l+lmÒ0 Óm œ l+lm ‚ +Ò0 Óm Ÿ l+ll lm+Ò0 Óm œ m+Ò0 Óm
" "

+ +
_ _ _ _.

Por fim, se fosse ,  era um majorante essencial de ,mÒ0 Óm œ ! ! m0ÐBÑm_

portanto  quase sempre, isto é, .0ÐBÑ œ ! Ò0 Ó œ ! 

III.2.21 Tal como em III.2.7, um facto trivial que vale a pena referir é o de que,
nas condições de III.2.20, se  com , então a aplicação linear] § \ ] −`
de restrição

Q/8=Ð\ßIÑ Ä Q/8=Ð] ßIÑ Ò0 Ó È Ò0 Ó œ Ò0 Ó, ,Î] Î]

aplica  em  e verifica , em particularP Ð\ßIÑ P Ð] ßIÑ mÒ0 Ó m Ÿ mÒ0 Óm_ _
Î] _ _

trata-se de uma aplicação linear contínua.

III.2.22 Sejam  um espaço de medida e  um espaço de Banach.Ð\ß ß Ñ I` .
Tem-se então que o espaço vetorial normado  é um espaço deP Ð\ßIÑ_

Banach e, dados  e uma sucessão  de elementos de0 − Ð\ßIÑ Ð0 ÑMens 8 8−

MensÐ\ßIÑ Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ Ò0 Ó Ä Ò0 Ó tais que ,  e  em_ _
8 8

P Ð\ßIÑ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ_
8, então  quase sempre.122

Dem: Uma vez que uma sucessão convergente é sempre uma sucessão de
Cauchy, o resultado ficará provado se mostrarmos que, para cada sucessão de
Cauchy de elementos , existe  tal queÒ0 Ó − P Ð\ßIÑ 0 − Ð\ßIÑ8

_ Mens
Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ Ò0 Ó Ä Ò0 Ó P Ð\ßIÑ_ _

8 8,  quase sempre e  em .
Consideremos então uma tal sucessão de Cauchy. Quaisquer que sejam os
índices  e , o facto de se ter7 8

122Neste aspeto  comporta-se um pouco melhor que os espaços , comP Ð\ßIÑ P Ð\ßIÑ_ :

" Ÿ : Ÿ _ (cf. III.2.9), uma vez que não é necessário considerar subsucessões.
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m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm Ÿ mÒ0 Ó  Ò0 Óm8 7 8 7 _

quase sempre implica a existência de um conjunto mensurável , com]7ß8

.Ð] Ñ œ ! m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm Ÿ mÒ0 Ó  Ò0 Óm7ß8 8 7 8 7 _, tal que , para cada
B − \ Ï ] ] ]7ß8 7ß8. Seja  a união de todos os conjuntos , que é um conjunto
mensurável com . Para cada , a sucessão dos  é.Ð] Ñ œ ! B − \ Ï ] 0 ÐBÑ8

uma sucessão de Cauchy de elementos de , visto que, dado , existe I  ! 8$ !

tal que, sempre que ,  e então tem-se também7ß8   8 mÒ0 Ó  Ò0 Óm ! 8 7 _ $

m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm Ÿ mÒ0 Ó  Ò0 Óm 8 7 8 7 _ $.

Podemos assim concluir que, para cada , a sucessão dos B − \ Ï ] 0 ÐBÑ8

converge em  e isso permite-nos definir uma aplicação topologicamenteI
mensurável  por0 À\ Ä I

0ÐBÑ œ
0 ÐBÑ B Â ]

! B − ]œ lim 8 , se 
, se 

tendo-se, em particular, por construção,  quase sempre. Para0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ8

além disso, dado  e escolhendo  como anteriormente, vemos que,$  ! 8!

para cada  e , passando ao limite em  a desigualdadeB − \ Ï ] 7   8 8!

m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm  m0ÐBÑ  0 ÐBÑm Ÿ8 7 7$ $ $, tem-se , portanto  é um
majorante essencial da aplicação que a  associa , o queB m0ÐBÑ  0 ÐBÑm7

implica que , portanto tambémÒ0 Ó  Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ7
_

Ò0 Ó œ ÐÒ0 Ó  Ò0 ÓÑ  Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ7 7
_ ,

e que . Ficou assim provado que  emmÒ0 Ó  Ò0 Óm Ÿ Ò0 Ó Ä Ò0 Ó7 _ 7$
P Ð\ßIÑ_ . 

Os resultados III.2.12 e III.2.13 também admitem extensões aos casos
limites em que intervém a norma .m † m_

III.2.23 Sejam  um espaço de medida, com  e .Ð\ß ß Ñ !  Ð\Ñ  _ " Ÿ :` . .
Tem-se então:
a) Se : ‘À\ Ä  é uma função mensurável, então

m m Ÿ Ð\Ñ m m: :: _.
"
: .

b) Se  um espaço  tem-se  e, para cadaI P Ð\ßIÑ § P Ð\ßIÑde Banach _ :

Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ_ ,

mÒ0 Óm Ÿ Ð\Ñ mÒ0 Óm: _.
"
:

(comparar com as desigualdades que se obtêm a partir daquelas em III.2.12,
substituindo formalmente  por ).; _
Dem: Basta justificarmos a desigualdade em a), uma vez que b) resulta então
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de aplicar a) à fun . Uma vez que se temção mensurável :ÐBÑ œ m0ÐBÑm
quase sempre , portanto também quase sempre ,: : : :ÐBÑ Ÿ m m ÐBÑ Ÿ m m_

: :
_

concluímos que

( (
\ \

: : :
_ _: : :ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ m m . ÐBÑ œ m m Ð\Ñ. . . ,

o que implica que .m m Ÿ Ð\Ñ m m: :: _.
"
: 

III.2.24 Sejam  um espaço de medida e . Tem-se então:Ð\ß ß Ñ " Ÿ : Ÿ <` .

a) Se : ‘À\ Ä  é uma função mensurável, então

m m Ÿ Öm m ß m m ×: : :< : _max .

b) Se  é um espaço I de Banach

P Ð\ßIÑ  P Ð\ßIÑ § P Ð\ßIÑ: _ <

e, para cada Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ  P Ð\ßIÑß: _

mÒ0 Óm Ÿ ÖmÒ0 Óm ß mÒ0 Óm ×< : _max

(comparar com as desigualdades que se obtêm a partir daquelas em III.2.13,
substituindo formalmente  por ).; _
Dem: Podemos afastar o caso trivial em que  e basta justificarmos a: œ <
desigualdade em a), uma vez que b) resulta então de aplicar a) à função
mensurável : : :ÐBÑ œ m0ÐBÑm ÐBÑ. O facto de se ter  quase sempreŸ m m_
implica que se tem também

: : : : :ÐBÑ œ ÐBÑ ÐBÑ Ÿ ÐBÑ m m< : <: : <:
_

quase sempre, donde

( (
\ \

< : <:
_

_ :
<: :

: _ : _
<: :

: _
<

: : :

: :

: : : :

ÐBÑ ÐBÑ

‚

. ÐBÑ Ÿ m m . ÐBÑ œ

œ m m m m Ÿ

Ÿ Öm m ß m m × Öm m ß m m × œ

œ ÖmÒ0 Óm ß mÒ0 Óm ×

. .

max max
max

e portanto

m m œ . ÐBÑ Ÿ Öm m ß m m ×: : : :< : _
\

<Š ‹( ÐBÑ .
"
<

max . 

III.2.25  Sejam  um espaço  e  um conjunto, para o(O espaço )j_ I Nde Banach
qual consideramos a medida de contagem / 5 na -álgebra de todas as partes
de . No seguimento do que dissémos em III.2.14, notamosN

j ÐN ßIÑ § ÐN ßIÑ_ Mens
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o subespaço vetorial cuja imagem pelo isomorfismo natural é o subespaço
vetorial , espaço vetorial onde temos uma norma,P ÐN ßIÑ § Q/8=ÐN ßIÑ_

definida por transporte, por

m0m œ mÒ0 Óm œ m0Ð4Ñm m0Ð4Ñm_ _ supess sup
4−N 4−N

Ÿ ,

e as propriedades deste espaço vetorial normado, em particular o facto de se
tratar de um espaço de Banach quando  é um espaço de Banach,I
deduzem-se trivialmente, por isomorfismo, das correspondentes propriedades
de .P ÐN ßIÑ_

Observe-se que, em geral, e ao contrário do que acontecia com os espaços
j ÐN ßIÑ " Ÿ :  _ j ÐN ßIÑ: _ com , não podemos afirmar que  seja
constituído por todas as aplicações  tais que ,0 À N Ä I m0Ð4Ñm  _sup

4−N

mas apenas por aquelas que, além disso, são tais que  seja0ÐN Ñ § I
separável. Esta condição suplementar não precisa, no entanto, de ser explici-
tamente exigida, por ser verificada automaticamente, em dois casos particu-
lares, frequentes na pática: Aquele em que  é contável, e aquele em que oN
espaço de Banach  é, ele próprio, separável.I

O resultado que examinamos em seguida é um teorema de densidade em
P Ð\ßIÑ : œ _:  que não é válido no caso limite .

III.2.26  Sejam (Teorema de densidade) Ð\ß ß` .Ñ I um espaço de medida e 
um espaço de Banach. Vamos notar  o conjuntoW>Ð\ßIÑ § Q/8=Ð\ßIÑ
das classes de equivalência  com  aplicação em escadaÒ0 Ó 0 À\ Ä I
(cf. II.2.16) , conjunto que constitui trivialmente um subespaço vetorial.123

Para cada real  com , tem-se então que  é um subes-: " Ÿ :  _ W>Ð\ßIÑ
paço vetorial denso do espaço de Banach .P Ð\ßIÑ: 124

Dem: Se  é uma aplicação em escada, podemos considerar uma0 À\ Ä I
família finita  de conjuntos mensuráveis disjuntos dois a dois e deÐ\ Ñ4 4−N

união  tal que em cada  a aplicação  tome o valor constante  e\ \ 0 A − I4 4

sabemos que, sendo  o conjunto dos índices  tais que ,N 4 Ð\ Ñ  _! 4.
tem-se então , para cada . Sendo , tem-seA œ ! 4 − N Ï N " Ÿ :  _4 !

então que a função ,  é simples, tomando o valor\ Ä B È m0ÐBÑm‘
:

constante  em cada , pelo quemA m \4 4
:

( " "
\

: : :

4−N 4−N

4 4 4 4m0ÐBÑm . ÐBÑ œ Ð\ Ñ mA m œ Ð\ Ñ mA m  _. . .
!

.

123A designação inglesa para as aplicações em escada é “step maps”.
124Apesar de  também estar trivialmente contido em , não podemosW>Ð\ßIÑ P Ð\ßIÑ_

afirmar, em geral, que seja denso neste espaço. Ver, a propósito o exercício III.2.6, mais
adiante.
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Provámos assim que .W>Ð\ßIÑ § P Ð\ßIÑ:

Seja agora . Tendo em conta II.2.29, podemos considerarÒ0 Ó − P Ð\ßIÑ:

uma sucessão de aplicações simples  tais que, para cada ,0 À\ Ä I B − \8

m0 ÐBÑm Ÿ #m0ÐBÑm 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ 8 − 08 8 8 e . Para cada ,  é uma aplicação
em escada, e portanto , uma vez que, sendo  umaÒ0 Ó − W>Ð\ßIÑ Ð\ Ñ8 4 4−N

partição adaptada a  (cf. II.2.17), com  a tomar o valor constante  em0 0 A8 8 4

\4, do facto de se ter

" ( (
4−N

4 4 8
: : : :

\ \

. . .Ð\ Ñ mA m œ m0 ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ # m0ÐBÑm . ÐBÑ  _

podemos concluir que  para cada . Em particular, tem-seA œ ! 4 − N Ï N4 !

Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ B − \ m0 ÐBÑ  0ÐBÑm Ä !8 8
: : e de se ter, para cada , , com

m0 ÐBÑ  0ÐBÑm Ÿ Ðm0 ÐBÑm  m0ÐBÑmÑ Ÿ $ m0ÐBÑm8 8
: : : :,

e

( (
\ \

: : : :$ m0ÐBÑm . ÐBÑ œ $ m0ÐBÑm . ÐBÑ  _. . ,

deduzimos, pelo teorema da convergência dominada, que

mÒ0 Ó  Ò0 Óm œ m0 ÐBÑ  0ÐBÑm . ÐBÑ Ä !8 : 8
\

:Š ‹( .
"
:

,

portanto que  em .Ò0 Ó Ä Ò0 Ó P Ð\ßIÑ8
: 

No caso em que, no contexto do resultado precedente, a -álgebra  é a5 `
gerada por um seminanel  de partes de  onde  toma valores finitos e éf .\
5-finita, é por vezes útil considerar um conjunto mais pequeno de aplica-
ções em escada, que é ainda um subespaço vetorial, tal que o correspon-
dente conjunto das classes de equivalência é ainda denso em .P Ð\ßIÑ:

III.2.27 Sejam  um conjunto,  um semianel de partes de  e  um espaço de\ \ If
Banach. Vamos dizer que uma aplicação  é  se existir0 À\ Ä I f-simples
uma família finita  de conjuntos de  disjuntos dois a dois tal queÐF Ñ4 4−N f
para cada ,  tenha um valor constante  e que , paraB − F 0ÐBÑ A 0ÐBÑ œ !4 4

cada  não pertencente à união  dos .B F F4

Um contexto frequente em que se aplica a definição precedente é aquele em
que  é um espaço de medida, e o seminanel  está contido em  Ð\ß ß` . f `Ñ
e é tal que  para cada . Tendo em conta II.2.22, com a. fÐFÑ  _ F −
família formada pelos  e por , vemos que, nesse contexto, umaF \ Ï F4

aplicação -simples é, em particular, uma aplicação em escada.f

III.2.28 (Propriedades algébricas das aplicações -simples)f  Sejam  um\
conjunto,  um semianel de partes de  e  um espaço de Banach. Entãof \ I
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a) Se  e  são duas aplicações -simples, então existe0 À\ Ä I 1À\ Ä I f
uma família finita  de conjuntos de  disjuntos dois a dois tal queÐF Ñ4 4−N f
para cada ,  e  tenham valores constantes  e  e queB − F 0ÐBÑ 1ÐBÑ A D4 4 4

0 ÐBÑ œ 1ÐBÑ œ ! B F F, para cada  não pertencente à união  dos .4
b) A classe das aplicações -simples  é um subespaço vetorial dof 0 À\ Ä I
espaço de todas as aplicações .\ Ä I
Dem:  Consideremos duas famílias finitas de conjuntos de , em cada umaa) f
disjuntos dois a dois,  e  tais que  para cadaÐE Ñ ÐF Ñ 0ÐBÑ œ A4 4−N 5 5−O 4

B − E 1ÐBÑ œ D B − F E F4 5 5, e  para cada  e que, notando  e  as uniões dos
E F 0ÐBÑ œ ! B Â E 1ÐBÑ œ !4 5 e dos , respectivamente,  para cada  e  para
cada . Tendo em conta I.3.6, para cada ,  é a união de umaB Â F 4 − N E Ï F4

família finita de conjuntos disjuntos dois a dois  e para cada ,G − 5 − O4ß3 f
F Ï E5  é a união de uma família finita de conjuntos disjuntos dois a dois
H −5ß3 f f. Podemos então considerar a família finita de conjuntos de 
disjuntos dois a dois constituída pelos , onde  e  tomam osE F 0ÐBÑ 1ÐBÑ4 5

valores constantes  e , pelos , onde  e  tomam os valoresA D G 0ÐBÑ 1ÐBÑ4 5 4ß3

constantes  e , e pelos , onde  e  tomam os valores constan-A ! H 0ÐBÑ 1ÐBÑ4 5ß3

tes  e  e constatamos que  e  tomam os valores constantes  fora! D 0ÐBÑ 1ÐBÑ !5

da união finita de todos estes conjuntos de , o que mostra que esta famíliaf
finita verifica as condições pedidas.
b) A aplicação identicamente  é em -escada, como se constata se! f
considerarmos a família vazia de conjuntos de  ou, alternativamente, umaf
família formada por um único conjunto . É imediato que, se  ég 0 À\ Ä I
uma aplicação em -escada, o mesmo acontece a , para cada escalar . Porf +0 +
fim, se  são duas aplicações em -escada, então, considerando0 ß 1À\ Ä I f
uma família finita  de conjuntos de  nas condições de a), vemos queÐF Ñ4 4−N f
0ÐBÑ  1ÐBÑ œ A  D B − F 0ÐBÑ  1ÐBÑ œ ! B4 4 4 para  e que , para cada  não
pertencente à união  dos .F F4 

III.2.29  Sejam (Lema de densidade) Ð\ß ß` . f `Ñ § um espaço de medida, 
um semianel -total (cf. I.4.3) com  para cada ,  e  um5 . fÐFÑ  _ F − I
espaço de Banach. Suponhamos ainda que  é a -álgebra gerada por .` 5 f
Para cada , com ,  e cada  existe então uma famíliaE − ÐEÑ  _  !` . $
finita  de conjuntos de  disjuntos dois a dois tais que, sendoÐF Ñ4 4−M f
F œ F- 4,

(
\

E Fl ÐBÑ  ÐBÑl . ÐBÑ ˆ ˆ . $.

Dem: Tendo em conta o facto de  ser o prolongamento de Hahn da sua.
restrição a  (cf. I.4.12) e a caracterização desse prolongamento em I.4.8,f
podemos considerar uma família contável  de conjuntos de ÐF Ñ4 4−N f
disjuntos dois a dois tal que  eE § F- 4
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"
4−N

4. .
$

ÐF Ñ  ÐEÑ 
#

.   (1)

Seja  finito tal queM § N

" "Š ‹
4−M 4−N

4 4. .
$

ÐF Ñ  ÐF Ñ 
#

,

isto é,

"
4−NÏM

4.
$

ÐF Ñ 
#

.   (2)

Seja  a união dos , com .F F 4 − M4

Tendo em conta as fórmulas (1) e (2), vem

. . . .
$

. . .
$

ÐF Ï EÑ Ÿ F Ï E œ ÐF Ñ  ÐEÑ 
#

ÐE Ï FÑ Ÿ F Ï F œ F 
#

Š ‹. "
Š ‹ Š ‹. .
4−N 4−N

4 4

4−N

4 4

4−NÏM

,

e, reparando que, para cada ,B − \

l ÐBÑ  ÐBÑl œ ÐBÑ  ÐBÑˆ ˆ ˆ ˆE F EÏF FÏE

(examinar o que sucede em cada um dos quatro casos que resultam de B
poder pertencer ou não a  e pertencer ou não a ), deduzimos queE F

( (
\ \

E F EÏF FÏEl ÐBÑ  ÐBÑl . ÐBÑ œ ÐBÑ  ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ ÐE Ï FÑ  ÐF Ï EÑ 

ˆ ˆ . ˆ ˆ .

. . $. 

III.2.30  Sejam (Segundo teorema de densidade) Ð\ß ß` .Ñ um espaço de
medida,  um semianel -total com  para cada ,  ef ` 5 . f§ ÐFÑ  _ F −
I um espaço de Banach. Suponhamos ainda que  é a -álgebra gerada por` 5
f. Para cada real  com , tem-se então que o conjunto: " Ÿ :  _
W Ð\ßIÑ § W>Ð\ßIÑ Ò0 Óf , das classes de equivalência  de aplicações
f-simples , é um subespaço vetorial denso do espaço de Banach0 À\ Ä I
P Ð\ßIÑ: .
Dem: Tendo em conta o teorema de densidade III.2.26, basta mostrarmos
que toda a classe de equivalência  é aderente em  aÒ0 Ó − W>Ð\ßIÑ P Ð\ßIÑ:

W Ð\ßIÑf  e, uma vez que a aderência de um subespaço vetorial é ainda um
subespaço vetorial e que, como foi referido em II.2.18, toda a aplicação em
escada  é uma soma finita de aplicações da forma  ,0 À\ Ä I B È ÐBÑAˆE
com ,  e , bastará ainda mostrarmos que a classeA Á ! E − ÐEÑ  _` .
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de equivalência de uma aplicação desta forma é aderente a .W Ð\ßIÑf

Consideremos então  arbitrário. Tendo em conta o lema III.2.29,$  !
podemos considerar uma família finita  de conjuntos de  disjuntosÐF Ñ4 4−M f
dois a dois tal que, sendo  a sua união,F

(
\

E F

:

:
l ÐBÑ  ÐBÑl . ÐBÑ 

mAm
ˆ ˆ .

$
.

Reparamos agora que a aplicação , , é uma aplicação em\ Ä I B È ÐBÑAˆF
f-escada, por tomar o valor constante  em cada  e ser nula fora daA F − W4

sua união  e que se temF

( (
\ \

E EF F
: : :m ÐBÑA  ÐBÑAm . ÐBÑ œ l ÐBÑ  ÐBÑlmAm . ÐBÑ ˆ ˆ . ˆ ˆ . $ ,

o que implica que

mÒ A  Am œ l ÐBÑ  ÐBÑl . ÐBÑ ˆ ˆ ˆ ˆ . $E EF : F
\

:
"Î:Š ‹( ,

como queríamos. 

No remanescente desta secção e na próxima vamos utilizar de modo
essencial a definição e propriedades básicas dos , isto é,espaços de Hilbert
dos espaços vetoriais, reais ou complexos, munidos de produto interno e
que são completos para a norma associada a esse produto interno. O leitor
que não se sinta à vontade com estes poderá consultar qualquer texto
básico de Análise Funcional, por exemplo [9].

III.2.31 Sejam  um espaço de medida e  um espaço de Hilbert, ondeÐ\ß ß Ñ I` .
notamos  o produto interno de dois vetores de  e  aØAß DÙ I mAm œ ØAßAÙÈ
norma associada. Tem-se então que a correspondente norma  do espaçom † m#
de Banach  é a associada a um produto interno deste espaço,P Ð\ßIÑ#

nomeadamente o definido por

ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ(
\

. ,

para . Em particular  com este produto interno,Ò0 Óß Ò1Ó − P Ð\ßIÑ P Ð\ßIÑ# #

que é o que se considera implicitamente, é um espaço de Hilbert.
Dem: Notemos , igual a  ou , o corpo dos escalares de . SeŠ ‘ ‚ I
0ß 1 − Ð\ßIÑ Ò0 Óß Ò1Ó − P Ð\ßIÑMens , são tais que , vem topologicamente#

mensurável, por II.2.9, a aplicação , que a  associa , e,\ Ä B Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙŠ
pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

lØ0 ÐBÑß 1ÐBÑÙl Ÿ m0ÐBÑmm1ÐBÑm Ÿ m0ÐBÑm  m1ÐBÑm# #

(para a segunda desigualdade, reparar que  é menor ou igual am0ÐBÑmm1ÐBÑm
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uma das duas parcelas do segundo membro, nomeadamente a correspondente
ao maior dos dois numeros  e ), pelo quem0ÐBÑm m1ÐBÑm

( ( (
\ \ \

# #l Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙl . ÐBÑ Ÿ m0ÐBÑm . ÐBÑ  m1ÐBÑm . ÐBÑ  _. . . ,

e portanto a aplicação topologicamente mensurável acima referida é mesmo
integrável. Verificamos agora facilmente que fica bem definida uma apli-
cação

P Ð\ßIÑ ‚ P Ð\ßIÑ Ä

ÐÒ0 Óß Ò1ÓÑ È ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ

# #

\

Š

.

,

,(
(isto é, que o integral não se altera quando se substitui  e  por aplica0 1 ções
topologicamente mensuráveis iguais quase sempre a estas) e que esta
aplicação é linear na primeira variável e antilinear na segunda e verifica a
condição .  Reparamos agora queØÒ1Óß Ò0 ÓÙ œ ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ 125

mÒ0 Óm œ m0ÐBÑm . ÐBÑ œ Ø0ÐBÑß 0ÐBÑÙ . ÐBÑ œ

œ ØÒ0 Óß Ò0 ÓÙ

#
\ \

#Š ‹( (Ë
È

. .
"
#

,

pelo que, uma vez que já sabemos que a aplicação  é umaÒ0 Ó È mÒ0 Óm#
norma, concluímos que temos um produto interno, cuja norma associada é a
norma . O facto de termos um espaço de Hilbert resulta de que jám † m#
sabemos que , com a norma , é completo.P Ð\ßIÑ m † m#

# 

III.2.32 Como casos particulares muito frequentes na prática, temos aqueles em
que o espaço de Banach  é  ou , com os produtos internos definidosI ‘ ‚
respetivamente por  e por , casos em que obtemosØ+ß ,Ù œ +, Ø+ß ,Ù œ + ,
respetivamente as seguintes fórmulas para os produtos internos de P ÐIß Ñ# ‘
e ,P ÐIß Ñ# ‚

ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ 0ÐBÑ 1ÐBÑ . ÐBÑ

ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ 0ÐBÑ 1ÐBÑ . ÐBÑ

(
(
\

\

.

.

,

.

III.2.33 No mesmo espírito que em III.2.14, no caso em que  é um espaço deI
Hilbert e  é um conjunto, a norma  em  provém de umN m † m j ÐN ßIÑ#

#

produto interno, nomeadamente o definido por

125No caso em que o corpo dos escalares é , consideramos “antilinear” como sinónimo‘
de “linear”, tal como interpretamos, mais geralmente, o conjugado  de um real  como+ +
sendo o próprio .+
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Ø0 ß 1Ù œ Ø0Ð4Ñß 1Ð4ÑÙ"
4−N

,

e portanto  é também um espaço de Hilbert.j ÐN ßIÑ#

Tendo em vista aplicações adiante, examinamos agora o modo trivial
como uma multiplicação contínua envolvendo três espaços de Banach
induz uma multiplicação contínua envolvendo espaços do tipo  corres-P:

pondentes. Começamos, para isso, por uma aplicação simples da desigual-
dade de Hölder, envolvendo funções positivas.

III.2.34 Sejam  um espaço de medida e  aplicaçõesÐ\ß ß Ñ ß À\ Ä` . : < ‘

mensuráveis e consideremos a correspondente aplicação mensurável
: < ‘‚ À\ Ä . Tem-se então
a) Se ,  e  são números reais tais que , tem-se:  " ;  " <   "  œ" " "

: ; <

m ‚ m Ÿ m m ‚ m m: < : << : ; .

b) Tem-se

m ‚ m Ÿ m m ‚ m m: < : <_ _ _.

c) Se  é um número real, então:   "

m ‚ m Ÿ m m ‚ m m: < : <: _ :.

Dem:  Tem-se , em particular  e  pelo que,a) " "
:Î< ;Î< œ " :Î<  " ;Î<  "

aplicando a desigualdade de Hölder (cf. III.1.17) às funções mensuráveis
B È ÐBÑ B È ÐBÑ: << < e , obtemos

(
Š ‹ Š ‹( (

\

<

\ \

< :Î< < ;Î<
<Î: <Î;

Ð ÐBÑ ÐBÑÑ . ÐBÑ Ÿ

Ÿ Ð ÐBÑ Ñ . ÐBÑ Ð ÐBÑ Ñ . ÐBÑ

: < .

: . < .

e portanto

m ‚ m œ Ð ÐBÑ ÐBÑÑ . ÐBÑ Ÿ

Ÿ ÐBÑ . ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ œ m m ‚ m m

: < : < .

: . < . : <

<
\

<
"Î<

\ \

: ;
"Î: "Î;

: ;

Š ‹(
Š ‹ Š ‹( ( .

b) Uma vez que  quase sempre e  quase sempre,: : < <ÐBÑ Ÿ m m ÐBÑ Ÿ m m_ _

tem-se  quase sempre, donde a desigualdade.: < : <ÐBÑ ‚ ÐBÑ Ÿ m m ‚ m m_ _

c) O mais simples é talvez adapatar a demonstração de III.2.18, que não é
mais do que o caso particular  do enunciado. Ora, : œ " sendo  com] −`
. : :Ð] Ñ œ ! ÐBÑ Ÿ m m B − \ Ï ] tal que  para cada , tem-se. para cada_
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B − \ Ï ] ,

: < : <ÐBÑ ÐBÑ Ÿ m m ÐBÑ: : : :
_ ,

donde

( (
(

(

\ \Ï]

: :

\Ï]

:

\

:

Ð ÐBÑ ÐBÑÑ . ÐBÑ œ Ð ÐBÑ ÐBÑÑ . ÐBÑ Ÿ

ÐBÑ . ÐBÑ œ

ÐBÑ . ÐBÑ

: < : <

: <

: <

. .

.

.

Ÿ m m

œ m m

_
:

_
:

e portanto

m ‚ m œ Ÿ m m m m: < : < : <: _ :

"Î:Š ‹(
\

:Ð ÐBÑ ÐBÑÑ . ÐBÑ. . 

III.2.35 Seja Ð\ß ß` .Ñ J ßKßL um espaço de medida. Sejam  três espaços de
Banach e  uma aplicação bilinear contínua, que encaramos0À J ‚ K Ä L
como uma “multiplicação”, notando, para cada  e ,A − J D − K

A‚ D œ ÐAß DÑ − L0

(comparar com II.2.9). Seja  tal que, para cada  e  seQ   ! C − J D − K
tenha .  Tem-se então:m ÐCß DÑm Ÿ QmCmmDm0 126

a) Dadas aplicações topologicamente mensuráveis  e , é0 À\ Ä J 1À\ Ä K
também topologicamente mensurável a aplicação  definida0 ‚ 1À\ Ä L
por  e fica então bem definida uma aplicação0 ‚ 1ÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ
bilinear

Q/8=Ð\ßJÑ ‚Q/8=Ð\ßKÑ Ä Q/8=Ð\ßLÑ

ÐÒ0 Óß Ò1ÓÑ È Ò0 Ó ‚ Ò1Ó œ Ò0 ‚ 1Ó.

b) Se ,  e  são números reais tais que , obtém-se,:  " ;  " <   "  œ" " "
: ; <

por restrição da aplicação bilinear em a), uma aplicação bilinear contínua

P Ð\ßJÑ ‚ P Ð\ßKÑ Ä P Ð\ßLÑ: ; < ,

que verifica

mÒ0 Ó ‚ Ò1Óm Ÿ QmÒ0 Óm mÒ1Óm< : ; .

c) Por restrição da aplicação bilinear em a), obtém-se uma aplicação bilinear
contínua

126A existência de um tal  é um resultado bem conhecido de topologia (cf., porQ
exemplo [9]).



264 Cap. III. Espaços funcionais e aplicações

P Ð\ßJÑ ‚ P Ð\ßKÑ Ä P Ð\ßLÑ_ _ _ ,

que verifica

mÒ0 Ó ‚ Ò1Óm Ÿ QmÒ0 Óm mÒ1Óm_ _ _.

d) Se  é um número real, obtém-se, por restrição da aplicação bilinear:   "
em a), duas aplicações bilineares contínuas

P Ð\ßJÑ ‚ P Ð\ßKÑ Ä P Ð\ßLÑ

P Ð\ßJÑ ‚ P Ð\ßKÑ Ä P Ð\ßLÑ

_ : :

: _ :

,
,

que verificam respetivamente

mÒ0 Ó ‚ Ò1Óm Ÿ QmÒ0 Óm mÒ1Óm ß

mÒ0 Ó ‚ Ò1Óm Ÿ QmÒ0 Óm mÒ1Óm
: _ :

: : _

Dem: a) O facto de  ser topologicamente mensurável já foi0 ‚ 1À\ Ä L
estabelecido em II.2.9 e o facto de termos uma aplicação bem definida,
ÐÒ0 Óß Ò1ÓÑ È Ò0 ‚ 1Ó 0ÐBÑ œ 0ÐBÑs resulta de que, se  quase sempre e
1ÐBÑ œ 1ÐBÑ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑs ss quase sempre, então  quase sempre.
A bilinearidade da aplicação referida é de verificação trivial.
b) Temos uma consequência da alínea a) de III.2.34, uma vez que, pondo
: <ÐBÑ œ m0ÐBÑm ÐBÑ œ m1ÐBÑm e , vem

mÒ0 Ó ‚ Ò1Óm œ m0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑm Ÿ Q Ð ÐBÑ ÐBÑÑ œ

œ Q m ‚ m Ÿ Qm m m m œ QmÒ0 Óm mÒ1Óm Þ

<
\ \

< < <
"Î< "Î<

< : ; : ;

Š ‹ Š ‹( ( : <

: < : <

c) Temos uma consequência da alínea b) de III.2.34, uma vez que, pondo
: <ÐBÑ œ m0ÐBÑm ÐBÑ œ m1ÐBÑm B − \ e , vem, para cada 

m0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑm Ÿ Q ÐBÑ ÐBÑ: <

e portanto, quase sempre

m0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑm Ÿ Qm ‚ m Ÿ Qm m m m œ QmÒ0 Óm mÒ1Óm: < : <_ _ _ _ _.

d) Examinamos apenas a primeira restrição referida, uma vez que a segunda
tem uma justificação análoga ou, alternativamente, resulta de aplicar a
primeira, considerando a aplicação bilinear , .K ‚ J Ä L ÐDßAÑ È ÐAß DÑ0
Temos, neste caso, uma consequência da alínea c) de III.2.34, uma vez que,
pondo  e , vem: <ÐBÑ œ m0ÐBÑm ÐBÑ œ m1ÐBÑm

mÒ0 Ó ‚ Ò1Óm œ m0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑm Ÿ Q Ð ÐBÑ ÐBÑÑ œ

œ Q m ‚ m Ÿ Qm m m m œ QmÒ0 Óm mÒ1Óm Þ

:
\ \

: : :
"Î: "Î:

: _ : _ :

Š ‹ Š ‹( ( : <

: < : < 
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Exercícios

Ex III.2.1 Mostrar que, apesar de em III.2.5 termos apenas definido ,P Ð\ßIÑ:

como espaço vetorial normado, no caso em que , é possível definir,:   "
mais geralmente, mas apenas como subespaços vetoriais de , osQ/8=Ð\ßIÑ
espaços , com , pelo condiP Ð\ßIÑ :  !: ção de os seus elementos serem as
classes de equivalência  tais que .Ò0 Ó m0ÐBÑm . ÐBÑ  _'

\
: .

Sugestão: Utilizar e justificar a desigualdade , paraÐ+  ,Ñ Ÿ # Ð+  , Ñ: : : :

+   ! ,   ! e .

Ex III.2.2 de BanachSejam  um conjunto e  um espaço .N I
a) Mostrar que se , então  e, para cada" Ÿ :  _ j ÐN ßIÑ: § j ÐN ßIÑ_

0 − j ÐN ßIÑ: , m0m Ÿ m0m_ : (reparar que temos uma inclusão no sentido
contrário ao da obtida, para os espaços  e , no caso emP Ð\ßIÑ P Ð\ßIÑ: _

que , em III.2.23)..Ð\Ñ  _
b) Deduzir de a) que, se , tem-se  e, para cada" Ÿ : Ÿ ; j ÐN ßIÑ § j ÐN ßIÑ: ;

0 − j Ð\ßIÑ m0m Ÿ m0m:
; :,  (reparar que temos uma inclusão no sentido

contrário ao da obtida, para os espaços  e , no caso emP Ð\ßIÑ P Ð\ßIÑ: ;

que , em III.2.12).  Ter em conta III.2.24..Ð\Ñ  _ Sugestão:
c) No caso caso em que  é um conjunto finito com  elementos, mostrarN R
que os espaços , com , coincidem todos com o conjuntoj ÐN ßIÑ " Ÿ : Ÿ _:

de todas as aplicações  e que as diferentes normas  são todas0 À N Ä I m † m:
equivalentes. Para cada par destas normas encontrar constantes que permitam
majorar cada uma delas por um múltiplo da outra.

Ex III.2.3 a) Sejam  um espaço de medida,  um espaço de Banach eÐ\ß ß Ñ I` .
" Ÿ : Ÿ _ 0 À\ Ä I. Sejam  topologicamente mensuráveis, tais que8

Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ 0 À\ Ä I8
:  e que exista  topologicamente mensurável com

0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ Ò0 Ó8 8 quase sempre. Mostrar que, se a sucessão dos elementos 
for convergente em , então  e  é o limite emP Ð\ßIÑ Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ Ò0 Ó: :

P Ð\ßIÑ:  daquela sucessão.  Ter em conta a alínea b) III.2.9, noSugestão:
caso em que , e III.2.22, no caso em que .:  _ : œ _
b) Considerando a medida de Lebesgue nos borelianos de , dar um exemplo‘
de uma sucessão de elementos de , com uma sucessão deP Ð ß Ñ: ‘ ‘
representantes convergindo em todos os pontos para o representante de um
elemento de  e que não convirja neste espaço normado.P Ð ß Ñ: ‘ ‘
Sugestão: O limite pode ser  e para funções pode-se tomar funções!
indicatrizes de conjuntos convenientes.
c) Considerar no conjunto dos pares , tais que  eÐ8ß 3Ñ − ‚ 8 −™ ™ 
! Ÿ 3  8, a ordem lexicográfica usual e reparar que, como se verifica
facilmente, existe uma única bijeção estritamente crescente  de  sobre0 
aquele conjunto de pares. Para cada um daqueles pares , sejaÐ8ß 3Ñ
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0 À Ä Ò ß Ó 5 −Ð8ß3Ñ
3 3"
8 8‘ ‘  a função indicatriz do intervalo . Para cada , seja

0 À Ä 0 " Ÿ :  _5 Ð5Ñ‘ ‘ a função . Mostrar que, para cada , a sucessão0

dos  converge para  em  e que, apesar disso, não é verdadeÒ0 Ó Ò!Ó P Ð ß Ñ5
: ‘ ‘

que  convirja para  quase sempre.0 ÐBÑ !5

Ex III.2.4 Sejam  um espaço de medida,  um espaço de Banach eÐ\ß ß Ñ I` .
" Ÿ :ß ; Ÿ _ 0 À\ Ä I. Sejam  topologicamente mensuráveis, tais que8

Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ  P Ð\ßIÑ Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ Ò08
: ; : e que existam  e s Ó −

P Ð\ßIÑ Ò0 Ó Ä Ò0 Ó Ò0 Ó Ä Ò0 Ó P Ð\ßIÑ P Ð\ßIÑ; : ;
8 8 com  e , em  e em ,s

respectivamente. Mostrar que Ò0 Ó œ Ò0s Ó Ò0 Ó, em particular  pertence a
P Ð\ßIÑ  P Ð\ßIÑ: ; .  Ter em conta a alínea b) III.2.9 e III.2.22.Sugestão:

Ex III.2.5  Seja  um espaço de medida e seja(  como um limite)m m: _ Ð\ß ß Ñ` .
: ‘À\ Ä  uma aplicação mensurável.
a) Se , reparar que se tem trivialmente , para todo om m œ ! m m œ !: :_ :

!  :  _.
b) Se , mostrar quem m œ _: _

lim
:Ä_

:m m œ _: .

Sugestão: Fixado , considerar o conjunto  dos pontos  tais queV  ! ] B − \
: .ÐBÑ  V  " Ð] Ñ  !, reparar que , mostrar que

m m   ÐV  "Ñ Ð] Ñ: .:
"Î:

e concluir que, para  suficientemente grande, .: m m  V: :

c) Se  e , mostrar que, como em a) e b),!  m m  _ Ð\Ñ  _: ._

lim
:Ä_

: _m m œ m m: : .

Sugestão: Mostrar, por um lado, que, para cada ,:

m m Ÿ m m Ð\Ñ: : .: _
"Î:,

onde , e, por outro lado, fixado , considerar o conjunto . $Ð\Ñ Ä "  ! ]"Î:

dos pontos  tais que ,  reparar que ,B − \ ÐBÑ  m m  Î# Ð] Ñ  !: : $ ._

mostrar que

m m   Ðm m  Î#Ñ Ð] Ñ: : $ .: _
"Î:

e concluir que, para  suficientemente grande, .: m m  m m : : $: _

c') Suponhamos, como em c), que  mas, em vez da!  m m  _: _

hipótese , suponhamos a existência de  tal que.Ð\Ñ  _ !  <  _
m m  _: < . Mostrar que, ainda neste caso,

lim
:Ä_

: _m m œ m m: : .

Sugestão: Considerar uma nova medida , já com , definida. .w wÐ\Ñ  _
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por

. : .w <

E

ÐEÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ( ,

assinalar com uma linha as normas relativas a esta medida, mostrar que
m m œ m m: :w

_ _ (utilizar a última observação em II.1.28) e reparar que, para
cada ,:  <

m m œ Ðm m Ñ: ::
w
:<

:<
: .

Ex III.2.6  Seja  um espaço de medida com  e sejaa) Ð\ß ß Ñ Ð\Ñ œ _` . .
I Á Ö!× W>Ð\ßIÑ um espaço de Banach. Mostrar que  não é denso em
P Ð\ßIÑ_  (comparar com III.2.26).  Considerar uma aplicaçãoSugestão:
0 À\ Ä I A Á ! de valor constante .
b) Seja  um espaço de medida com  e seja  umÐ\ß ß Ñ Ð\Ñ  _ I` . .
espaço de Banach de dimensão finita. Mostrar que  é denso emW>Ð\ßIÑ
P Ð\ßIÑ_ .  Ter em conta o exercício II.2.10.Sugestão:

Ex III.2.7  Sejam  um espaço de Banach,(Lema de Riemann-Lebesgue) I
+ − 0À Ä I‘ ‘ fixado e  uma aplicação integrável.
a) Mostrar que se pode definir uma aplicação  por: ‘À Ä I

:Ð>Ñ œ 0Ð=Ñ Ð>=  +Ñ .=(
‘

sin

e que se tem   .lim
>Ä_

:Ð>Ñ œ !

Sugestão: Começar por estabelecer o resultado, calculando efetivamente o
integral, no caso em que  é o produto por um vector de  da função0 I
indicatriz de um intervalo , com  em , e deduzir daí que oÓ,ß -Ó ,  - ‘
resultado é ainda válido  no caso em que  é uma 0 aplicação simples de
intervalo, isto é, uma aplicação -simples, onde  é o semianel dosf f
intervalos daquele tipo. Utilizar então o teorema de densidade em III.2.30
para concluir o resultado para uma aplicação integrável  arbitrária.0
b) Deduzir de a) que se tem também   , ondelim

>Ä_
<Ð>Ñ œ !

<Ð>Ñ œ 0Ð=Ñ Ð>=  +Ñ .=(
‘

cos .

Sugestão: Reparar que .cos sinÐ>=  +Ñ œ  Ð>=  +  Ñ1
c) Deduzir de a) e b) que, no caso em que  é um espaço de BanachI

complexo, a transformada de Fourier  de , definida no exercício0 À Ä I 0s ‘

II.6.5, verifica a condição   , conclusão que complementa a dalim
CÄ_

0ÐCÑ œ !s

alínea a) do referido exercício.
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§3. Decomposição de Lebesgue e teorema de Radon-Nikodym.

III.3.1 Dado um espaço de medida Ð\ß ß` .Ñ, diz-se que uma nova medida
. ` ‘ .s sÀ Ä ÐEÑ œ ! é  se se tem  para cada.-absolutamente contínua
E − ÐEÑ œ !` . tal que .127

III.3.2 Seja Ð\ß ß` .Ñ um espaço de medida. Relembremos que, como vimos
em II.1.22, a cada função mensurável  fica associada uma nova: ‘À\ Ä 

medida  definida na mesma -álgebra  por. 5 `Ð Ñ:

. : . : ˆ .Ð Ñ ÎE ÎE
E \

E: ÐEÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ( ( ,

a qual é -absolutamente contínua..

III.3.3 Seja Ð\ß ß` . 5Ñ um espaço de medida -finito. Tem-se então:
a) Se  é uma função mensurável, então a correspondente medida: ‘À\ Ä 

. ` ‘ 5Ð Ñ : À Ä  é também -finita.
b) Sejam  duas funções mensuráveis. Tem-se então: < ‘ß À\ Ä 

. . ` : <Ð Ñ Ð Ñ: <ÐEÑ Ÿ ÐEÑ E − ÐBÑ Ÿ ÐBÑ, para todo o  se, e só se,  quase
sempre.
c) Em particular, tem-se  se, e só se,  quase sempre,. . : <Ð Ñ Ð Ñ: <œ ÐBÑ œ ÐBÑ

isto é,  em .Ò Ó œ Ò Ó Q/8=Ð\ß Ñ: < ‘
Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
1) Vamos mostrar que, se  é uma função mensurável, então a: ‘À\ Ä 

medida  é -finita.. ` ‘ 5Ð Ñ : À Ä

  Seja  uma família contável de conjuntos de  comSubdem: Ð\ Ñ4 4−N `
.  `Ð\ Ñ  _ \ œ \ 4 − N 8 − \ −4 4 4ß8 e . Para cada  e , seja ,-

\ œ ÖB − \ ± ÐBÑ Ÿ 8×4ß8 4 : .

Tem-se então que  é a união da família contável dos conjuntos , \ \ 4 − N4ß8

e , para os quais se tem8 − 

. . . . .Ð Ñ 4ß8 4ß8 4
\ \

: Ð\ Ñ œ ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ 8. ÐBÑ œ 8 Ð\ Ñ Ÿ 8 Ð\ Ñ  _( (
4ß8 4ß8

:

o que mostra que  é efetivamente -finita.. 5Ð Ñ:

2) Suponhamos que  são aplicações mensuráveis tais que: < ‘ß À\ Ä 

: < `ÐBÑ Ÿ ÐBÑ E − quase sempre. Mostremos que, para cada , tem-se
. .Ð Ñ Ð Ñ: <ÐEÑ Ÿ ÐEÑ.

127Para uma explicação para este nome, ver a conclusão do exercício I.2.6, válida com a
restrição de a medida  ser finita..s
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  Para cada , tem-seSubdem: E − `

: ˆ < ˆÐBÑ ÐBÑ Ÿ ÐBÑ ÐBÑE E

quase sempre, donde

. : ˆ . < ˆ . .Ð Ñ Ð Ñ
\ \

E E: <ÐEÑ œ ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐEÑ( ( .

3) Suponhamos, reciprocamente, que, para cada , .E − ÐEÑ Ÿ ÐEÑ` . .Ð Ñ Ð Ñ: <

Vamos mostrar que  quase sempre.: <ÐBÑ Ÿ ÐBÑ
  Uma vez que já verificámos que  é -finita, consideremosSubdem: . 5Ð Ñ:

uma família contável  de conjuntos  com  eÐE Ñ E − ÐE Ñ  _5 5−O 5 5Ð Ñ` . :-E œ \ 5 − O F −5 5. Para cada , seja ,`

F œ ÖB − E ± ÐBÑ  ÐBÑ× œ ÖB − E ± ÐBÑ  ÐBÑ  !×5 5 5< : : < .

Tem-se então

( (
F F

Ð Ñ Ð Ñ5 5
5 5

< . : . . .ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐF Ñ Ÿ ÐE Ñ  _: < ,

o que mostra que as restrições a  das funções  e  são integráveis, comoF5 : <
funções . Mas, por hipótese,F Ä5 ‘

( (
F F

Ð Ñ Ð Ñ5 5
5 5

: . . . < .ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐF Ñ Ÿ ÐF Ñ œ ÐBÑ . ÐBÑ: <

e portanto tem-se mesmo

( (
F F5 5

< . : .ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ.

Uma vez que , para cada , deduzimos de II.2.44 que se< :ÐBÑ  ÐBÑ B − F5

tem  quase sempre em , o que implica que se tem .< : .ÐBÑ œ ÐBÑ F ÐF Ñ œ !5 5

Podemos agora considerar , tendo-se ,  e, paraF œ F F − ÐFÑ œ !-
5−O

5 ` .

cada , tem-se , para algum , donde .B − \ Ï F B − E Ï F 5 ÐBÑ Ÿ ÐBÑ5 5 : <
Ficou assim provado que  quase sempre.: <ÐBÑ Ÿ ÐBÑ
4) O que vimos em 2) e 3) prova a conclusão de b). Para provarmos c) basta
agora termos em conta b) e o facto de se ter  se, e só se, para cada. .Ð Ñ Ð Ñ: <œ

E − ÐEÑ Ÿ ÐEÑ ÐEÑ Ÿ ÐEÑ ÐBÑ œ ÐBÑ` . . . . : <,  e  e de se ter Ð Ñ Ð Ñ Ð Ñ Ð Ñ: < < :

quase sempre se, e só se,  quase sempre e  quase: < < :ÐBÑ Ÿ ÐBÑ ÐBÑ Ÿ ÐBÑ
sempre. 

O lema que apresentamos em seguida, e que se baseia numa ideia
utilizada numa demonstração no livro de Rudin [10], mostra que para
cada medida -finita pode-se encontrar uma função mensurável estrita-5
mente positiva cuja medida associada seja finita. Ele pode ser útil em



270 Cap. III. Espaços funcionais e aplicações

situações em que se pretende generalizar às medidas -finitas resultados5
conhecidos para as medidas finitas (cf., por exemplo as demonstrações
dos resultados III.3.9 e III.7.26 adiante).

III.3.4  Seja (Lema de Rudin) Ð\ß ß` . 5Ñ um espaço de medida -finita. Existe
então uma medida finita  e uma função mensurável. ` ‘w

À Ä
3 . . `À\ Ä Ó!ß_Ò œ E − tais que , tendo-se então, para cada ,w

Ð Ñ3

. .wÐEÑ œ ! ÐEÑ œ ! se, e só se .
Dem: Podemos já afastar o caso trivial em que a medida  é mesmo finita,.
caso em que tomamos simplesmente  e para  a função de valor. . 3w œ
constante . Seja  uma família contável de conjuntos de  com" Ð\ Ñ4 4−N `
.Ð\ Ñ  _ \4  e com união igual a , podendo já supor-se, pelo lema I.2.11,
que estes conjuntos são disjuntos dois a dois. Uma vez que , e.Ð\Ñ Á !
portanto os  não podem ser todos nulos, podemos também supor que se.Ð\ Ñ4
tem  para cada , se necessário substituindo um dos  de medida.Ð\ Ñ  ! 4 \4 4

não nula pela sua união com todos aqueles que têm medida nula e deixando
então de considerar estes últimos. Consideremos uma família  deÐ Ñ$4 4−N

números  tal que  (cf. o lema I.3.10) e definamos uma$ $4 4
4−N

 ! Ÿ "!
aplicação mensurável  pela condição de se ter ,3 3À\ Ä Ó!ß_Ò ÐBÑ œ

$
.

4

4Ð\ Ñ

para cada . Considerando a medida , tem-seB − \ œ À Ä4 
w

Ð Ñ. . ` ‘3

. ` .wÐEÑ œ ! E − ÐEÑ œ !, sempre que  verifica  e vem

. 3 . . $
$

.
w

\ \4−N 4−N

4

4
4Ð\Ñ œ ÐBÑ . ÐBÑ œ . ÐBÑ œ Ÿ "

Ð\ Ñ
( (" "

4

,

o que mostra que  é uma medida finita. Por fim, se , vem. .w wÐEÑ œ !

! œ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ( (
E \

E3 . ˆ 3 . ,

o que implica que  quase sempre, donde, por ser ,ˆ 3 3EÐBÑ ÐBÑ œ ! ÐBÑ  !
.ÐEÑ œ !. 

III.3.5 Seja  um espaço mensurável. Diz-se que duas medidas Ð\ß Ñ` . . e ,s
definidas em , são , ou que  é , se` .mutuamente singulares -singulars .
existir  com  tal que . Repare-se que,F − ÐFÑ œ ! Ð\ Ï FÑ œ !s` . .
considerando  no lugar de , constatamos que  e  são então também\ Ï F F s. .
mutuamente singulares, e portanto  é -singular.. .s
Se  é um espaço de medida e  é uma segunda medida, Ð\ß ß` . . ` ‘Ñ À Äs 

chama-se  de  (relativamente a ) a um pardecomposição de Lebesgue . .s
ordenado de medidas , definidas em , tal que  seja -absolu-Ð ß Ñs s s. . ` . .+ = +

tamente contínua,  seja -singular e .. . . . .s s s sœ = + =

III.3.6 Repare-se que a medida identicamente nula  é simultaneamente.s œ !
. .-absolutamente contínua e -singular (tomar . Reciprocamente, seF œ gÑ
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uma medida  é simultaneamente -absolutamente contínua e -singular,. . .s
então ..s œ !
Dem: Sendo  com  e , tem-se , eF − ÐFÑ œ ! Ð\ Ï FÑ œ ! ÐFÑ œ !s s` . . .
portanto

. . .s s sÐ\Ñ œ ÐFÑ  Ð\ Ï FÑ œ !. 

III.3.7  Sejam  um(Unicidade da decomposição de Lebesgue) Ð\ß ß Ñ` .
espaço de medida e  uma decomposição de Lebesgue de uma medidaÐ ß Ñs s. .+ =

. ` ‘ ` . .s sÀ Ä F − ÐFÑ œ ! Ð\ Ï FÑ œ ! =. Sendo  tal que  e , tem-se
então, para cada ,E − `

. . . .s s s sÐEÑ œ ÐE Ï FÑ ÐEÑ œ ÐE  FÑ+ =, .

Em consequência, se  e  são duas decomposições deÐ ß Ñ Ð ß Ñs s s s. . . .+ = + =
w w

Lebesgue duma mesma medida , então  e .. ` ‘ . . . .s s s s sÀ Ä œ œ + + = =
w w

Dem: O facto de  ser -absolutamente contínua implica que .. . .s s ÐFÑ œ !+ +

Para cada ,  é a união dos conjuntos disjuntos  e  queE − E E  F E Ï F`
pertencem a  e estão respetivamente contidos em  e em , em` F \ Ï F
particular verificam  e , e portanto, por ser. .s sÐE  FÑ œ ! ÐE Ï FÑ œ !+ =

. . .s s sœ + =, vem

. . . . . .

. . . . . .

s s s s s sÐEÑ œ ÐE  FÑ  ÐE Ï FÑ œ ÐE Ï FÑ  ÐE Ï FÑ œ ÐE Ï FÑ

s s s s s sÐEÑ œ ÐE  FÑ  ÐE Ï FÑ œ ÐE  FÑ  ÐE  FÑ œ ÐE  FÑ
+ + + + =

= = = = +

,
.

No caso em que  e  são duas decomposições de LebesgueÐ ß Ñ Ð ß Ñs s s s. . . .+ = + =
w w

duma mesma medida , podemos considerar  com. ` ‘ `sÀ Ä FßF −
w

. . . .ÐFÑ œ ! ÐF Ñ œ ! Ð\ Ï FÑ œ ! Ð\ Ï F Ñ œ !s s, ,  e  e então, sendow w
= =

w

F œ F  F ÐF Ñ œ ! Ð\ Ï F Ñ œ ! Ð\ Ï F Ñ œ !s sww w ww ww ww
= =

w, tem-se ainda ,  e . . .
pelo que, pelo que vimos atrás, para cada E − `

. . .

. . .

s s sÐEÑ œ ÐE Ï F Ñ œ ÐEÑ

s s sÐEÑ œ ÐE  F Ñ œ ÐEÑ
+ +

ww w

= =
ww w

,
. 

Seguindo o caminho atribuído a von Neumann em [10], vamos agora
provar, no contexto das medidas -finitas, ao mesmo tempo a existência5
de uma decomposição de Lebesgue e o teorema de Radon-Nikodym, que
garante que as medidas -absolutamente contínuas são apenas as da forma.
. ‘Ð Ñ : , com  mensurável. Começamos por examinar o caso em:À \ Ä

que as medidas envolvidas são mesmo finitas.

III.3.8   um(Lema — O caso particular das medidas finitas) Seja Ð\ß ß` .Ñ
espaço de medida com . Seja  uma medida tal que. . ` ‘Ð\Ñ  _ À Äs 

.sÐ\Ñ  _. Tem-se então:
a) (Lebesgue) Existe uma decomposição de Lebesgue  de ,Ð ß Ñs s s. . .+ =

relativamente a , necessariamente única, por III.3.7..
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b) (Radon-Nikodym) No caso em que  é -absolutamente contínua, existe. .s
uma aplicação mensurável  tal que .: ‘ . .À\ Ä œs Ð Ñ:

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
1) Notemos  a medida . Tem-se  e, para. ` ‘ . . . .À Ä œ  Ð\Ñ  _s

cada ,  e, se , então .E − ÐEÑ Ÿ ÐEÑ ÐEÑ œ ÐEÑ ÐEÑ œ !s s` . . . . .
  O facto de se ter  resulta de ser  eSubdem: . .Ð\Ñ  _ Ð\Ñ  _
. ` . . .s sÐ\Ñ  _ E − ÐEÑ œ ÐEÑ  ÐEÑ. Para cada , a igualdade  implica
que  e que, se , então .. . . . .s sÐEÑ Ÿ ÐEÑ ÐEÑ œ ÐEÑ ÐEÑ œ !
2) Vamos mostrar a existência de uma função mensurável , com< ‘À\ Ä 

Ò Ó − § P Ð\ß Ñ< ‘ .P Ð\ß Ñ#
. .‘ "  (cf. II.2.12, onde o índice  indica qual a

medida que se considera) tal que, para cada ,Ò2Ó − § P Ð\ß ÑP Ð\ß Ñ#
. .‘ " ‘

( (
\ \

2ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ 2ÐBÑ . ÐBÑ. < .s ,

em particular, para cada ,E − `

. < .sÐEÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ(
E

.

  Tendo em conta  III.2.31, consideremos o espaço de HilbertSubdem:
real , das classes de equivalência , com  mensurável eP Ð\ß Ñ Ò2Ó 2À\ Ä#

. ‘ ‘'
\

#l2ÐBÑl . ÐBÑ  _. , com o produto interno definido por

ØÒ2Óß Ò2ÓÙ œ 2ÐBÑ 2ÐBÑ . ÐBÑs s(
\

. .

Para cada , podemos escrever, tendo em conta a desigualdadeÒ2Ó − P Ð\ß Ñ#
. ‘

de Cauchy-Schwarz ,128

( ( (
\ \ \

# # #

l2ÐBÑl . ÐBÑ Ÿ l2ÐBÑl . ÐBÑ œ l2ÐBÑl ‚ " . ÐBÑ Ÿ

Ÿ mÒ2Óm mÒ"Óm œ Ð\Ñ mÒ2Óm

. . .

.

s

"
# ,

em particular  é integrável relativamente à medida  e2 .s

l 2ÐBÑ . ÐBÑl Ÿ l2ÐBÑl . ÐBÑ Ÿ Ð\Ñ mÒ2Óm( (
\ \

#. . .s s
"
# .

Fica assim bem definida uma aplicação linear contínua  por0 ‘ ‘À P Ð\ß Ñ Ä#
.

0ÐÒ2ÓÑ œ 2ÐBÑ . ÐBÑ(
\

.s .

Pelo teorema da representação de Riesz, sobre funcionais lineares contínuos

128Ou, o que é o mesmo, a desigualdade de Hölder para os expoentes conjugados  e: œ #
; œ #.
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num espaço de Hilbert, vai existir  tal que, paraÒ1Ó − P Ð\ß Ñ#
. .‘ § P Ð\ß Ñ" ‘

cada , isto éÒ2Ó − P Ð\ß Ñß ÐÒ2ÓÑ œ ØÒ1Óß Ò2ÓÙ#
. ‘ 0

( (
\ \

2ÐBÑ . ÐBÑ œ 1ÐBÑ 2ÐBÑ . ÐBÑ. .s .

Para cada , podemos tomar na igualdade anteriorE − `

Ò2Ó œ Òˆ ‘ ‘E
_ #Ó − P Ð\ß Ñ § P Ð\ß Ñ. .

e obtemos

. .sÐEÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ(
E

1 .

Apesar de a função mensurável  poder tomar valores menores que1À\ Ä ‘
! E − B − \ ÐBÑ  !, notando  o conjunto dos  tais que , vemos quew ` 1

! Ÿ ÐE Ñ œ ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ ! . ÐBÑ œ !s. . .w

E E
( (

w w

1 ,

donde  o que, por II.2.44, implica que ' '
E Ew w1 1ÐBÑ . ÐBÑ œ ! . ÐBÑ ÐBÑ œ !. .

. .-quase sempre em , isto é, . Podemos assim definir uma novaE ÐE Ñ œ !w w

função mensurável  por< ‘À\ Ä 

<ÐBÑ œ
! B − E
1ÐBÑ B Â Eœ , se 

, se 

w

w

para a qual se tem  quase sempre, pelo que  verifica as< <ÐBÑ œ 1ÐBÑ
propriedades enunciadas.
3) Consideremos uma função mensurável  verificando as condi-< ‘À\ Ä 

ções enunciadas em 2) e notemos . Tem-se entãoF œ ÖB − \ ± ÐBÑ   "×<
F − ÐFÑ œ !` . e .
Dem: Uma vez que , para cada , podemos escrever" Ÿ ÐBÑ B − F<

. . < . .ÐFÑ œ " . ÐBÑ Ÿ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐFÑs( (
F F

e portanto, por ser , com , vem. . . .ÐFÑ œ ÐFÑ  ÐFÑ ÐFÑ  _s
.ÐFÑ œ !.
4) Podemos definir medidas  por. . ` ‘s sß À Ä+ = 

. . . .s s s sÐEÑ œ ÐE Ï FÑ ÐEÑ œ ÐE  FÑ+ =, ,

tendo-se que  e  é -singular.. . . . .s s s sœ + = =

  A verificação de que  e  são efetivamente medidas podeSubdem: . .s s+ =

ser feita facilmente de modo direto, mas podemos também reparar que não
temos mais que as medidas imagem direta das restrições de  aos conjuntos.s
mensuráveis  e  pelas inclusões destes conjuntos em  (cf. I.5.13).\ Ï F F \
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Para cada ,  é a união dos conjuntos mensuráveis disjuntos  eE − E E Ï F`
E F, pelo que

. . . . .s s s s sÐEÑ œ ÐE Ï FÑ  ÐE  FÑ œ ÐEÑ  ÐEÑ+ = .

O facto de  ser -singular, resulta de se ter  e. . .s ÐFÑ œ !=

. .s sÐ\ Ï FÑ œ ÐgÑ œ != .

5) Seja  a função mensurável definida por: ‘À\ Ä 

:ÐBÑ œ
B Â F

! B − F
 <

<
ÐBÑ

" ÐBÑ , se 

, se 
.

Vamos mostrar que se tem , o que mostrará, em particular, que . . .s sœ+ Ð+ÑÐ Ñ:

é -absolutamente contínua e terminará a prova de a)..
  Tendo em conta o facto de se ter , a conclusão deSubdem: . . .œ s
2) diz-nos que, para cada Ò2Ó − P Ð\ß Ñ#

. ‘ ,

( ( (
\ \ \

2ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ 2ÐBÑ . ÐBÑ  ÐBÑ 2ÐBÑ . ÐBÑ. < . < .s s ,

portanto

( (
\ \

Ð"  ÐBÑÑ 2ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ 2ÐBÑ . ÐBÑ< . < .s .

Fixado  podemos, para cada E − 8 −` , tomar na igualdade anterior para
2À\ Ä ‘ a função mensurável definida por

2ÐBÑ œ
B − E Ï F

! B Â E Ï F
 " ÐBÑ

" ÐBÑ
<
<

8

, se 

, se 
 ,

para a qual se tem Ò2Ó − P Ð\ß Ñ B − E Ï F#
. ‘ , uma vez que para cada 

2ÐBÑ œ
"  ÐBÑ

"  ÐBÑ
œ "  ÐBÑ â ÐBÑ Ÿ 8

<

<
< <

8
8" .

Obtemos então

(
EÏF

8"  ÐBÑ .< . : < .sÐBÑ œ ÐBÑÐ"  ÐBÑ Ñ . ÐBÑ(
EÏF

8

e portanto, uma vez que, par cada , os B − E Ï F "  ÐBÑ< 8 constituem uma
sucessão crescente convergente para , o teorema da convergência monótona"
e o facto de ser  implica que. .Ð Ñ Ð Ñ: :ÐE  FÑ Ÿ ÐFÑ œ !
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. . . : .

. . . .

s s sÐEÑ œ ÐE Ï FÑ œ " . ÐBÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ ÐE Ï FÑ œ ÐE Ï FÑ  ÐE  FÑ œ ÐEÑ

+
EÏF EÏF

Ð Ñ Ð Ñ Ð Ñ Ð Ñ

( (
: : : : .

6) Para justificar b), basta atender à igualdade  , reparando que, se. .s œ+ Ð Ñ:

. . .s s é -absolutamente contínua então a decomposição de Lebesgue de  é a
definida por  e .. . .s s sœ œ !+ = 

III.3.9   um espaço de(O caso geral das medidas -finitas)5 Sejam Ð\ß`Ñ
mensurável e  duas medidas -finitas. Tem-se então:. . ` ‘ 5ß À Äs 

a) (Lebesgue)  Existe uma decomposição de Lebesgue  de , relativa-Ð ß Ñs s s. . .+ =

mente a , necessariamente única, por III.3.7..
b) (Radon-Nikodym) No caso em que  é -absolutamente contínua, existe. .s
uma aplicação mensurável  tal que .: ‘ . .À\ Ä œs Ð Ñ:

Dem: Tendo em conta o lema de Rudin em III.3.4, podemos considerar duas
medidas finitas  e  aplicações mensurá-. . ` ‘ 3 3w w

ß À Ä ß À\ Ä Ó!ß_Òs s
veis tais que  e , tendo-se então, para cada ,. . . . `w

Ð Ñ
w

Ð Ñsœ œ E −s s3 3

. . . .w wÐEÑ œ ! ÐEÑ œ ! ÐEÑ œ ! ÐEÑ œ !s s se, e só se,  e  se, e só se, .
a) Aplicando a alínea a) de III.3.8, deduzimos a existência de uma medida
. . ` ‘ .w ww

+ -absolutamente contínua  e de uma medida -singulars À Ä
. ` ‘ ` . . .s s s sÀ Ä E − ÐEÑ œ ÐEÑ  ÐEÑw w w w
= + = tais que, para cada , .

Consideremos as medidas  definidas por. . ` ‘s sß À Ä+ = 

. . . .
3 3

s s s sÐEÑ œ . ÐBÑ ÐEÑ œ . ÐBÑ
" "

s sÐBÑ ÐBÑ+ + = =
E E

w w( (, .

Se  verifica , tem-se também , donde ,E − ÐEÑ œ ! ÐEÑ œ ! ÐEÑ œ !s` . . .w w
+

o que implica, por definição, que 0. Provámos assim que a medida.s ÐEÑ œ+

. . ` .s F − ÐFÑ œ !+
w é -absolutamente contínua. Seja agora , com , tal que

. .s Ð\ Ï FÑ œ ! ÐFÑ œ !w
= . Tem-se então  e

. .
3

s sÐ\ Ï FÑ œ . ÐBÑ œ !
"

sÐBÑ= =
\ÏF

w( ,

o que mostra que  é -singular. Uma vez que para cada . . `s E −=

. . . .
3 3

3 3
. . .

3
3 . .

s s s sÐEÑ  ÐEÑ œ . ÐBÑ  . ÐBÑ œ
" "

s sÐBÑ ÐBÑ

œ .Ð  ÑÐBÑ œ . ÐBÑ œ
" "

s sÐBÑ ÐBÑ
s s s

œ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐEÑ
"

sÐBÑ
s s s

+ = + =
E E

w w

E E

w w w
+ =

E

( (
( (
( ,

concluímos que  é efetivamente uma decomposição de Lebesgue deÐ ß Ñs s. .+ =

. .s relativamente a .
b) Suponhamos agora que  é -absolutamente contínua. Tem-se então que. .s
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. . ` .s E − ÐEÑ œ !w w w é -absolutamente contínua, visto que, se  verifica ,
então , donde , e portanto . Aplicando a alínea. . .ÐEÑ œ ! ÐEÑ œ ! ÐEÑ œ !s sw

b) de III.3.8, deduzimos a existência de uma aplicação mensurável
: ‘ . .w w


w

Ð ÑÀ\ Ä œs tal que . Considerando então a aplicação mensurável:w

: ‘À\ Ä  definida por

:
3 :

3
ÐBÑ œ

ÐBÑ ÐBÑ

sÐBÑ

w

,

vemos que, para cada ,E − `

. : . 3 . .
: :

3 3

3 3
. 3 . .

Ð Ñ
E E E

w w
w

E E

w

: ÐEÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ œ . ÐBÑ œ
ÐBÑ ÐBÑ

s sÐBÑ ÐBÑ

œ . ÐBÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐEÑ
" "

s sÐBÑ ÐBÑ
s s s s

( ( (
( ( ,

o que mostra que se tem efetivamente .. .s œ Ð Ñ: 

Exercícios

Ex III.3.1 Seja  a medida de Lebesgue nos borelianos de . Seja  um- ‘ ‘E §
boreliano não contável, mas com  (para um exemplo, ver a alínea-ÐEÑ œ !
d) do exercício I.4.10 ou considerar o conjunto de Cantor  no exercícioG
I.4.11). Seja  a família de elementos de  definida porÐ Ñ! ‘B B− ‘

!B œ
" B − E
! B Â Eœ , se 

, se 

e seja  a restrição aos borelianos de  da medida associada a esta família. ‘s
pelo método descrito em I.2.14, isto é, a definida por

. !sÐFÑ œ "
B−F

B.

Verificar que a medida  é -singular, mas não é -finita.. - 5s

Ex III.3.2 Seja  a medida de Lebesgue nos borelianos de . Seja  a- ‘ ‘ ‘0 À Ä
função crescente e contínua à direita definida por

0ÐBÑ œ B  8$ ,

para cada  (  e seja  a medida de Lebesgue-StieltjesB − Ò8ß 8  "Ò 8 − Ñ™ .0

nos borelianos de  associada a . Determinar a decomposição de Lebesgue‘ 0
de  como soma de uma medida -singular com uma medida -absoluta-. - -0

mente contínua, assim como uma função mensurável  tal que a: ‘ ‘À Ä 
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parcela -absolutamente contínua seja igual a .. -Ð Ñ:

Sugestão: Lembrar II.3.11.

Ex III.3.3 Sejam  um espaço mensurável e  e  três medidasÐ\ß Ñ ß s` . . ." #

definidas em  tais que  e  sejam mutuamente singulares e  e  sejam` . . . ." #s s
mutuamente singulares. Mostrar que  e  são mutuamente singulares.. . ." # s

§4. Medidas de Radon em localmente compactos.

A medida de Lebesgue nos borelianos de , que encontrámos atrás na‘8

secção 5 do capítulo II, tem algumas propriedades topológicas impor-
tantes que não tivémos ainda a ocasião de examinar. Constata-se que essas
propriedades são válidas em contextos mais gerais, em que, no lugar ,‘8

podemos considerar um espaço topológico localmente compacto, sepa-
rado e de base contável e, no lugar da medida de Lebesgue, podemos
considerar uma classe importante de medidas, as medidas de Radon. É
nesse contexto mais geral que nos colocamos nesta secção.
O leitor que quiser evitar o grau de generalidade em que nos colocamos
poderá considerar que o espaço topológico é um aberto de  ou, mais‘8

geralmente, de um espaço vetorial de dimensão finita, situação que cons-
titui um dos exemplos mais importantes de aplicação. Ficará, no entanto,
impedido de aplicar o que vai ser estudado a situações igualmente
importantes, como o caso das curvas e superfícies e, mais geralmente, das
subvariedades de dimensão  de um espaço vetorial de dimensão .7 8

III.4.1 Seja  um espaço topológico localmente compacto, separado e de base\
contável e seja  a -álgebra dos borelianos de . Vamos chamar U 5\ \ medida
de Radon sobre  a uma medida  tal que , para\ À Ä ÐOÑ  _. U ‘ .\ 

cada compacto .O § \ 129

III.4.2  Seja  um espaço(Caracterização alternativa das medidas de Radon) \
topológico localmente compacto, separado e de base contável e seja  aU\

5-álgebra dos borelianos de . Uma medida \ . U ‘À Ä\  é uma medida de
Radon se, e só se, para cada , existe uma vizinhança  de  comB − \ Z B
. .ÐZ Ñ  _ (condição que se costuma exprimir dizendo que  é uma
medida localmente finita).
Dem: Toda a medida de Radon é localmente finita, uma vez que, para cada
B − \ Z B, podemos considerar uma vizinhança compacta  de , a qual vai
portanto verificar a condição . Suponhamos, reciprocamente,.ÐZ Ñ  _

129Alguns autores, como Halmos [6], usam em vez de “medida de Radon” a designação
“medida de Borel”. Note-se também que a definição de medida de Radon poderia ter sido
dada sem a exigência do espaço ter base contável, mas essa exigência vai importante para
a maioria dos resultados que vamos estabelecer.
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que a medida  é localmente finita e consideremos um compacto . O § \
arbitrário. Para cada , existe assim uma vizinhança  de  comB − O Z BB

.ÐZ Ñ  _ ÐZ ÑB B. Uma vez que a família dos interiores int  constitui uma
cobertura aberta de , a propriedade das coberturas dos compactos implica aO
existência de uma parte finita  de  tal que  esteja contido na união dosN O O
int  com , em particular , o que implica queÐZ Ñ B − N O § ZB B

B−N

-
. .ÐOÑ Ÿ ÐZ Ñ  _"

B−N

B .

Ficou assim provado que  é uma medida de Radon.. 

III.4.3  A medida de Lebesgue  nos borelianos de  ou, mais(Exemplos) a) - ‘
geralmente, a medida de Lebesgue  nos borelianos de , é uma medida-8 ‘8

de Radon (cf. a alínea a) de II.5.4, uma vez que os compactos são limitados).
Do mesmo modo as medidas de Lebesgue-Stieltjes -1, nos borelianos de um
intervalo aberto não vazio ,N  (cf. I.4.11) são medidas de Radon, uma vez que
qualquer compacto contido em  está contido num intervalo semiaberto comN
extremidades em .N
b) Se  é um conjunto contável, sobre o qual consideramos a topologia dis-\
creta,  é um espaço topológico localmente compacto, separado e de base\
contável, a -álgebra dos borelianos é constituída por todos os subconjuntos5
de  e a medida de contagem  é uma medida de Radon sobre  (uma vez\ \/
que os compactos são finitos).

III.4.4 Em geral, se  é uma medida de Radon sobre o espaço. U ‘À Ä\ 

topológico localmente compacto, separado e de base contável  e se \ ] § \
é um subconjunto aberto ou um subconjunto fechado de , então , com a\ ]
topologia induzida, é também um espaço topológico localmente compacto,
separado e de base contável e a restrição de  à -álgebra  dos. 5 U U] \Î]œ

borelianos de  é uma medida de Radon sobre .] ]

Examinamos em seguida um resultado sobre a regularidade das medidas
de Radon nos espaços topológicos localmente compactos, separados e de
base contável. Começamos por examinar um lema onde estabelecemos
duas propriedades dos espaços topológicos localmente compactos e sepa-
rados que teremos ocasião de aplicar adiante.

III.4.5  Sejam  um espaço topológico localmente compacto(Lema topológico) \
e separado e  um aberto de . Tem-se então:Y \
a) Se  é um compacto, então existe um aberto  e um compacto O § Y Y Ow w

tais que

O § Y § O § Yw w .

b) Se  é de base contável, então existe uma sucessão crescente de compac-\
tos  tal que  seja a união dosO Y8 § Y O § O 8 − ( , para cada ),8 8" 
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interiores dos , em particular, .O Y œ O8 8-
Dem: a)  Para cada , seja  uma vizinhança compacta de  tal queB − O G BB

G § Y Y G YB B B B e seja  o interior de . Os conjuntos  são portanto abertos de
\ O O cuja união contém  pelo que a compacidade de  garante a existência
de uma parte finita  de  tal que  esteja contido na união finita dos ,N O O YB

com . Chamando  a essa união,  vai ser um aberto de  contendoB − N Y Y \w w

O O \ Y, que está contido num compacto  de  contido em , a saber, a uniãow

finita dos , com .G B − NB

b) Seja  uma base contável de abertos de . Seja ÐY Ñ \ N8 8− §  o conjunto
dos  tais que exista um compacto  com  e, para cada8 − O Y § O § Y w w

8 88

8 − N O, escolhamos um compacto  nas condições anteriores. Para cadaw
8

8 − Y, consideremos o compacto contido em ,

O œ O8

7−N
7Ÿ8

w
7.

(união finita de compactos, eventualmente vazia). Por construção, os O8

constituem uma sucessão crescente de compactos contidos em  e a uniãoY
dos interiores dos  é , uma vez que, para cada , podemosO Y B − Y8

considerar uma vizinhança compacta  de  contida em , e portanto umG B Y
índice  tal que int , o que implica que , e portanto8 − B − Y § ÐGÑ 8 − N 8

B − Y § O § O8 8
w
8 ,

em particular  é interior a .B O8 

III.4.6  Sejam  um espaço topológico(Regularidade das medidas de Radon) \
localmente compacto, separado e de base contável,  a -álgebra dosU 5\

borelianos de  e  uma medida de Radon. Tem-se então:\ À\ Ä. ‘

a) A medida  é -finita;. 5
b) (Regularidade exterior) Para cada boreliano ,  é o ínfimoE − ÐEÑU .\

dos , com  aberto de  com ;.ÐY Ñ Y \ E § Y
c) (Regularidade interior) Para cada boreliano ,  é o supremoE − ÐEÑU .\

dos , com  compacto de  com ..ÐOÑ O \ O § E
d) (Variante de b) e c)) Para cada boreliano  e cada , existe umE −  !U $\

aberto  e um  fechado  tais que  e .Y ¨ E G § E ÐY Ï EÑ  ÐE Ï GÑ . $ . $
Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes, cada uma com a sua
demonstração:
1) Tendo em conta a alínea b) do lema III.4.5,  é união de uma família de\
compactos  que, por definição, verificam , o queÐO Ñ ÐO Ñ  _8 8− 8 .
mostra que a medida  é -finita, e temos a conclusão de a).. 5
2) Vamos mostrar que, para cada aberto ,  é o supremo dosY § \ ÐYÑ.
.ÐOÑ O \ O § Y, com  compacto de  tal que .130

130Ou seja, a propriedade c) é verificada no caso em que o boreliano  é um conjuntoE
aberto.
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  Uma vez que, para cada compacto , ,Subdem: O § Y ÐOÑ Ÿ ÐYÑ. .
tudo o que temos que mostrar é que, para cada , existe um+  ÐYÑ.
compacto  tal que . Ora, tendo em conta o lema III.4.5,O § Y ÐOÑ  +.
podemos considerar uma sucessão crescente  de conjuntosÐO Ñ8 8−

compactos de união . Resulta então da alínea 5) de I.2.12 que Y lim
. . .ÐO Ñ œ ÐYÑ 8 ÐO Ñ  +8 8, pelo que existe  tal que , como queríamos.
3) Podemos definir uma medida exterior  (cf. I.4.1) pondo,. c ‘‡

À Ð\Ñ Ä
para cada conjunto ,  igual ao ínfimo dos , com E § \ ÐEÑ ÐYÑ E § Y. .‡

aberto de . Para cada aberto  de , tem-se .\ Z \ ÐZ Ñ œ ÐZ Ñ. .‡ 131

  Se  é um aberto de , tem-se, para cada aberto Subdem: Z \ Z § Yß
. . . .ÐZ Ñ Ÿ ÐYÑ ÐZ Ñ œ ÐZ Ñ, pelo que , uma vez que o ínfimo vai ser um‡

mínimo. Em particular . Se , o facto de se ter.‡ÐgÑ œ ! E § F
. .‡ ‡ÐEÑ Ÿ ÐFÑ F E resulta de todo o aberto que contenha  também conter .
Resta-nos mostrar que se  é uma família contável de subconjuntos deÐE Ñ4 4−N

\, então

. .‡ ‡

4−N 4−N

4 4ˆ ‰. "E Ÿ ÐE Ñ,

para o que podemos já supor que o segundo membro é finito, e portanto
também , para cada . Seja  arbitrário. Tendo em conta o. $‡

4ÐE Ñ  _ 4  !
lema I.3.10, podemos considerar, para cada ,  com  .4 − N  ! Ÿ$ $ $4 4!
Para cada , seja  um aberto, com  e . Tem-se4 Y E § Y ÐY Ñ  ÐE Ñ 4 4 4 4 4 4

‡. . $
então que  é um aberto de  com , pelo que- - -Y \ E § Y4 4 4

. . . . $ . $‡ ‡ ‡

4−N 4−N 4−N 4−N 4−N

4 4 4 4 4 4ˆ ‰ ˆ ‰. . " " "E Ÿ Y Ÿ ÐY Ñ Ÿ Ð ÐE Ñ  Ñ Ÿ ÐE Ñ 

o que, tendo em conta a arbitrariedade de , implica que se tem efetivamente$

. .‡ ‡

4−N 4−N

4 4ˆ ‰. "E Ÿ ÐE Ñ.

4) A restrição de  à -álgebra  dos borelianos de  é uma medida.. 5 U‡
\ \

  Tendo em conta a alínea a) de I.4.5, tudo o que temos queSubdem:
mostrar é que a -álgebra dos conjuntos -mensuráveis contém a dos5 .‡

borelianos, para o que bastará mostrar que, se  é um aberto arbitrário de ,Y \
Y Y § \ E § \ é -mensurável, ou seja, que se  é aberto e  é um conjunto.‡

arbitrário, então

. . .‡ ‡ ‡ÐE  YÑ  ÐE Ï YÑ Ÿ ÐEÑ,   (1)

já que a desigualdade oposta resulta de  ser a união de  com .E E  Y E Ï Y
Tendo em conta a definição de  como um ínfimo, para provarmos (1).‡ÐEÑ
basta mostrarmos que, para cada aberto , se temZ ¨ E

131Para provarmos b), o que temos assim que mostrar é que , para cada. .‡ÐEÑ œ ÐEÑ
boreliano .E
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. . .‡ ‡ ‡ÐE  YÑ  ÐE Ï YÑ Ÿ ÐZ Ñ,   (2)

e, atendendo a que se tem então , . . . .‡ ‡ ‡ÐZ Ñ œ ÐZ Ñ ÐE  YÑ Ÿ ÐZ  YÑ
œ ÐZ  YÑ ÐE Ï YÑ Ÿ ÐZ Ï YÑ. . . e , para provarmos (2) será suficiente‡ ‡

mostrarmos que, quaisquer que sejam os abertos  e  de ,Y Z \

. . .ÐZ  YÑ  ÐZ Ï YÑ Ÿ ÐZ Ñ‡ .   (3)

A igualdade (3) é trivial se , pelo que podemos já supor que.ÐZ Ñ œ _
. . .ÐZ Ñ  _ ÐZ  YÑ  _ ÐZ Ï YÑ  _, e portanto também  e , por‡

Z  Y Z Ï Y Z e  estarem contidos no aberto , caso em que (3) se pode
escrever na forma equivalente

. . .ÐZ  YÑ Ÿ ÐZ Ñ  ÐZ Ï YÑ‡ .   (4)

Tendo em conta a conclusão da parte 2), para mostrarmos (4), basta
mostrarmos que, para cada compacto ,O § Z  Y

. . .ÐOÑ Ÿ ÐZ Ñ  ÐZ Ï YÑ‡ .   (5)

Seja  arbitrário. Aplicando, mais uma vez, a conclusão de (2), agora ao$  !
aberto , que contém , concluímos a existência de um compactoZ Ï O Z Ï Y
O § Z Ï Ow  tal que

. . $ . $ÐO Ñ  ÐZ Ï OÑ    ÐZ Ï YÑ w ‡

e, uma vez que  e , obtemosO O œ g O O § Zw w

. . . . . . $ÐZ Ñ   ÐO O Ñ œ ÐOÑ  ÐO Ñ  ÐOÑ  ÐZ Ï YÑ w w ‡

donde, pela arbitrariedade de ,$

. . .ÐZ Ñ   ÐOÑ  ÐZ Ï YÑ‡

e temos a desigualdade (5), como queríamos.
5) Para cada boreliano  de , tem-se .E \ ÐEÑ Ÿ ÐEÑ. .‡

  Para cada aberto  de , com , tem-se Subdem: Y \ E § Y ÐEÑ Ÿ ÐYÑ. .
pelo que, tendo em conta a definição de  como um ínfimo, tem-se.‡ÐEÑ
efetivamente .. .ÐEÑ Ÿ ÐEÑ‡

6) Seja  um boreliano tal que , para algum compacto .E § \ E § O O § \
Tem-se então .. .ÐEÑ œ ÐEÑ‡

  Suponhamos, por absurdo, que isso não acontecia ou seja,Subdem:
tendo em conta a conclusão de 5), que . Tendo em conta a. .ÐEÑ  ÐEÑ‡

alínea a) do lema III.4.5, podíamos considerar um aberto  de  comY \
.ÐY Ñ  _ Y \ (por  estar contido num compacto de  que, por hipótese,
tem medida finita) e obtínhamos então, por se ter também
. .ÐY Ï EÑ Ÿ ÐY Ï EÑ‡ , o absurdo

. . . . . . .ÐY Ñ œ ÐEÑ  ÐY Ï EÑ  ÐEÑ  ÐY Ï EÑ œ ÐYÑ œ ÐYÑ‡ ‡ ‡ .
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7) Mais geralmente, para qualquer boreliano , , porE § \ ÐEÑ œ ÐEÑ. .‡

outras palavras, tendo em conta a definição de , a medida  verifica a. .‡

propriedade na alínea b) do enunciado.
  Tendo em conta a alínea b) do lema III.4.5,  consideremos umaSubdem:
sucessão crescente  de compactos com união . Tem-se então queÐO Ñ \8 8−

E E O é a união da sucessão crescente dos borelianos , que verificam as8

hipóteses de 6) e para os quais se tem assim , pelo. .ÐE O Ñ œ ÐE O Ñ8 8
‡

que, tendo em conta a alínea 5) de I.2.12,

. . . .ÐEÑ œ ÐE O Ñ œ ÐE O Ñ œ ÐEÑlim lim
8 8

8 8
‡ ‡ .

8) Para cada  e , existe um aberto  de , com  eE −  ! Y \ E § YU $\

. $ÐY Ï EÑ   (a primeira parte da conclusão de d)).
  No caso em que , temos uma consequência daSubdem: .ÐEÑ  _
conclusão de b), já demonstrada, visto que, sendo  um aberto de  comY \
E § Y ÐYÑ  ÐEÑ  ÐY Ï EÑ œ ÐYÑ  ÐEÑ , tal que , vem . No. . $ . . . $
caso geral, consideramos uma sucessão crescente  de compactos deÐO Ñ8 8−

união  e aplicamos o caso particular a cada boreliano  que já tem\ E O8

medida finita, para construir abertos  com  eY E O § Y8 8 8

.
$

ÐY Ï ÐE O ÑÑ 
#

8 8 8
.

Podemos então considerar o aberto , que contém , e tem-seY œ Y E- 8

Y Ï E § ÐY Ï ÐE O ÑÑ- 8 8 , donde

. . $
$

ÐY Ï EÑ Ÿ ÐY Ï ÐE O ÑÑ  œ
#

" "
8œ" 8œ"

_ _

8 8 8
.

9) Para cada  e , existe um fechado  de , com  eE −  ! G \ G § EU $\

. $ÐE Ï GÑ   (a segunda parte da conclusão de d)).
  Aplicando a conclusão de 8) ao boreliano , concluímos aSubdem: \ Ï E
existência de um aberto  tal que . PodemosZ ¨ \ Ï E ÐZ Ï Ð\ Ï EÑÑ . $
então considerar o fechado G œ \ Ï Z § E para o qual se tem

E Ï G œ Z Ï Ð\ Ï EÑ,

portanto . $ÐE Ï GÑ  .
10) Para cada , E − U\ . .ÐEÑ ÐOÑ O é o supremo dos  com  compacto tal
que , portanto temos a propriedade enunciada em c).O § E
  Para cada compacto , tem-se . Seja agoraSubdem: O § E ÐOÑ Ÿ ÐEÑ. .
+  ÐEÑ  ! +  Ÿ ÐEÑ. $ $ . arbitrário. Escolhamos  tal que , tomando, por
exemplo, , se , e , se . Tendo$ . . $ .œ ÐEÑ  + ÐEÑ  _ œ " ÐEÑ œ _
em conta a conclusão obtida em 9), podemos considerar um fechado G § E
tal que , tendo-se então  visto que, se ,. $ . .ÐE Ï GÑ  +  ÐGÑ ÐGÑ Ÿ +
vinha
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. . . $ .ÐEÑ œ ÐGÑ  ÐE Ï GÑ  +  Ÿ ÐEÑ,

o que era absurdo. Reparamos agora que, escolhendo uma sucessão crescente
ÐO Ñ \ G8 8− de compactos de união ,  é a união da sucessão crescente de
compactos , pelo que , o que implica queG O ÐGÑ œ ÐG O Ñ8 8

8
. .lim

existe  tal que o compacto  verifica . Ficou8 G O § E +  ÐG O Ñ8 8.
assim provado que  é o supremo referido..ÐEÑ 

Como primeira aplicação do resultado precedente, vamos provar a separa-
bilidade de certos espaços funcionais.

III.4.7  Sejam  um espaço topoló-(Separabilidade dos espaços )P Ð\ßIÑ: \
gico localmente compacto separado e de base contável, . U ‘À Ä\  uma
medida de Radon de Banach e  um espaço  separável. Para cadaI
" Ÿ :  _ P Ð\ßIÑ, o espaço de Banach  é então separável.:

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes, cada uma com a sua
demonstração:
1) Tendo em conta a alínea c) de I.2.2 e o teorema de densidade em III.2.26,
o resultado ficará provado se verificarmos que é separável, relativamente à
norma , o subespaço vetorial  cujos elementos são as classes demm W>Ð\ßIÑ:

equivalência , com  aplicação em escada.Ò0 Ó 0 À\ Ä I
2) Existe uma base contável  de abertos de  tal que , parah .\ ÐYÑ  _
cada .Y − h
  Seja  uma base contável de abertos de  e notemos  oSubdem: h hw \
conjunto dos  tais que . A afirmação feita ficará provadaY − ÐYÑ  _h .w

se verificarmos que  é ainda uma base de abertos. Sejam então  um abertoh Z
arbitrário e . Seja  uma vizinhança compacta de  tal que .B − Z G B G § Z
Considerando então o aberto int  que contém , existe  tal queÐGÑ B Y − h w

B − Y § ÐGÑ B − Y § Z Y −int , em particular, , e tem-se mesmo , umah
vez que . Ficou assim provado que  é efetivamente. . hÐY Ñ Ÿ ÐGÑ  _
uma base de abertos de .\
3) Seja  a classe contável de abertos de  constituída por todas as uniõesh038 \
finitas de abertos em  (incluindo o conjunto vazio , como união da famíliah g
vazia de abertos ). Tem-se então , para cada , e, para132 . hÐZ Ñ  _ Z − 038

cada boreliano , com , e cada , existe  talE § \ ÐEÑ  _  ! Z −. $ h038

que as funções indicatrizes de  e  verificamZ E

m  m ˆ ˆ $Z :E

(reparar que temos a norma do espaço  e não do espaço ).P Ð\ß Ñ P Ð\ßIÑ: :‘
  Se , existe uma família finita  de abertos emSubdem: Z − ÐY Ñh038 4 4−N

132Quem não gostar deste preciosismo lógico, acrescentará  à base de abertos  referidag h
em 2).
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h . . U tal que  e então . Sejam agora ,Z œ Y ÐZ Ñ Ÿ ÐY Ñ  _ E −- !4 4 \

com , e . Tendo em conta as alíneas b) e c) de III.4.6,. $ÐEÑ  _  !
podemos considerar um aberto  e um compacto  tais queY ¨ E O § E

. . . .
$ $

ÐY Ñ  ÐEÑ  ÐOÑ  ÐEÑ 
# #

: :

, ,

portanto

. . . $ÐY Ï OÑ œ ÐYÑ  ÐOÑ  :.

Reparamos agora que existe  tal que , visto que, paraZ − O § Z § Yh038

cada , se pode escolher  com  e tomar então paraB − O Z − B − Z § YB Bh
Z , pela propriedade das coberturas dos compactos, uma união de um número
finito dos  que ainda contenha . Reparando agora que, para cada ,Z O B − \B

l ÐBÑ  ÐBÑl − Ö!ß "× l ÐBÑ  ÐBÑl œ ! B − Oˆ ˆ ˆ ˆZ ZE E e , tanto para  como
para , isto é, para cada , podemos escreverB Â Y B Â Y Ï O

m  m œ l ÐBÑ  ÐBÑl . ÐBÑ Ÿ " . ÐBÑ œ

œ ÐY Ï OÑ 

ˆ ˆ ˆ ˆ . .

. $

Z : ZE E
\ YÏO

:
"Î: "Î:

"Î:

Š ‹ Š ‹( (
,

como queríamos.
4) Seja  uma parte contável densa de . Notemos  oI I § W>Ð\ßIÑ! W
conjunto contável das classes  com  aplicação em escada daÒ1Ó 1À\ Ä I
forma  , com  e . Vamos mostrar que, para cadaB È ÐBÑA Z − A − Iˆ hZ 038 !

$ ˆ ! 0À\ Ä I 0ÐBÑ œ ÐBÑD e cada aplicação em escada  da forma , comE

E − ÐEÑ  _ D − I Ò1Ó − m0  1m U . W $\ :, , e , existe  tal que .
  Podemos já afastar os casos triviais em que  ouSubdem: D œ !
.ÐEÑ œ ! Ò0 Ó œ ! 1 œ !, casos em que se teria  e se podia tomar ,
correspondente a  e  arbitrário. Escolhamos  talZ œ g − A − I A − Ih038 ! !

que

mD  Am  ÖmDmß ×
# ÐEÑ

min
$

. "Î:
,

em particular , e, tendo em conta a conclusão de 3), escolhamosA Á !
Z − h038 tal que

m  m 
#mAm

ˆ ˆ
$

Z :E

e consideremos o correspondente , com . Notando  aÒ1Ó − 1ÐBÑ œ ÐBÑA 2W ˆZ
aplicação em escada definda por , obtemos2ÐBÑ œ ÐBÑAˆE
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m0  2m œ mD  Am . ÐBÑ œ mD  Am ÐEÑ 
#

m2  1m œ l ÐBÑ  ÐBÑl mAm . ÐBÑ œ

œ m  m mAm 
#

:
E

: "Î:
"Î:

: Z
\

E
: :

"Î:

Z :E

Š ‹(
Š ‹(

. .
$

ˆ ˆ .

ˆ ˆ
$

,

,

portanto

m0  1m Ÿ m0  2m  m2  1m : : : $,

como queríamos.
5) Notemos  o conjunto contável das somas finitas deW038 § W>Ð\ßIÑ
elementos de . Vamos mostrar que  é denso em , para aW W038 W>Ð\ßIÑ
norma , o que, como referimos em 1), terminará a demonstração do nossomm:
resultado.
  Sejam então  e  arbitrários. Do queSubdem: Ò0 Ó − W>Ð\ßIÑ  !$
referimos em II.2.18, concluímos a existência de um número finito de
elementos , cada um dos quais da forma particularÒ0 Óßá ß Ò0 Ó − W>Ð\ßIÑ" 5

estudada em 4), tais que , pelo que, para cadaÒ0 Ó œ Ò0 Ó â Ò0 Ó" 5

" Ÿ 4 Ÿ 5 Ò1 Ó − m0  1 m , podemos considerar  com . Tem-se então4 4 4 : 5W $

que  eÒ1Ó œ Ò1 Ó â Ò1 Ó −" 5 038W

m0  1m œ Ð0  1 Ñ Ÿ m0  1 m : 4 4 4 4 :

4œ" 4œ"

5 5

:
½ ½" " $,

o que prova a densidade pretendida. 

Introduzimos em seguida, no contexto dos espaços topológicos localmente
compactos e separados, um novo subespaço vetorial de MensÐ\ßIÑ
importante nas aplicações.

III.4.8 Sejam  um espaço topológico localmente compacto e separado e  um\ I
espaço . Dizemos que uma aplica   é de Banach ção 0 À\ Ä I de suporte
compacto se existe um compacto  tal que , para cadaO § \ 0ÐBÑ œ !
B Â O Ð\ßIÑ 0 À\ Ä I.  Notamos  o conjunto das aplicações  que são133 V-
contínuas e . Tem-se então que  é umde suporte compacto V-Ð\ßIÑ
subespaço vetorial do espaço de todas as aplicações de  em .\ I
Dem: Talvez a única observação menos trivial seja a de que, se  é0 À\ Ä I

133O suporte de uma aplicação  é a aderência em  do conjunto dos pontos 0 À\ Ä I \ B
tais que . Se lembrarmos que todo o compacto é fechado e que uma parte0ÐBÑ Á !
fechada dum compacto é compacta, concluímos que a condição referida equivale efeti-
vamente ao suporte de  ser compacto.0
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nula fora do compacto  e se  é nula fora do compactoO § \ 1À\ Ä I
O § \ 0  1À\ Ä I O Ow w, então  é nula fora do compacto . 

III.4.9 Sejam  um espaço topológico localmente compacto, separado e de base\
contável,  uma medida de Radon sobre  e  um espaço de. U ‘À Ä \ I\ 

Banach. Tem-se então

V-Ð\ßIÑ § MensÐ\ßIÑ

e, se , tem-se  para cada .0 − Ð\ßIÑ Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ " Ÿ : Ÿ _V-
:

Dem: Suponhamos que 0 − Ð\ßIÑ 0V- . Tem-se então que  é contínua, e
portanto mensurável (cf. I.5.8) e, existe O § \ 0ÐBÑ œ ! compacto tal que 
para cada . Em particular  é compacto (igual a  ou aB − \ Ï O 0Ð\Ñ 0ÐOÑ
0ÐOÑ  Ö!×), portanto separável (cf. a alínea e) de II.2.2), o que mostra que
0 − 0 œ !MensÐ\ßIÑ. Por outro lado, afastando já o caso trivial em que ,
tem-se  e podemos considerar o máximo  da função contínuaO Á g +
B È m0ÐBÑm B − O m0ÐBÑm Ÿ + B − \ para . O facto de se ter , para cada 
implica que  e, para cada , o facto de se terÒ0 Ó − P Ð\ßIÑ " Ÿ :  __

.ÐOÑ  _ implica que

( (
\ O

: : :m0ÐBÑm . ÐBÑ œ m0ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ ÐOÑ +  _. . . ,

portanto .Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ: 

O nosso próximo objetivo é verificar que, sob hipóteses convenientes, o
conjunto das classes de equivalência de funções em  é denso emV-Ð\ßIÑ
cado um dos espaços de Banach  com . Preci-P Ð\ßIÑ " Ÿ :  _:

samos, para isso, de estabelecer previamente um resultado topológico que
garante a existência de uma classe suficientemente ampla de funções
contínuas de suporte compacto, resultado que será aplicado também em
outras ocasiões. Começamos por introduzir uma notação cómoda utilizada
em Rudin [10]Þ

III.4.10 Dados um espaço topológico , localmente compacto e separado, um\
aberto  e uma aplicação contínua , escrevemos  seY § \ À\ Ä ¡ Y: :‘
: :Ð\Ñ § Ò!ß "Ó O § Y ÐBÑ œ ! e existir um compacto  tal que , para cada
B Â O.
Repare-se que, quando , tem-se, em particular, : : ‘¡ Y − Ð\ßV- Ñ e
: ˆÐBÑ Ÿ ÐBÑ B − \Y , para cada .

III.4.11  Sejam  um espaço topológico(Versão do lema de Urysohn) \
localmente compacto e separado,  um compacto e  um aberto de O § \ Y \
tal que . Existe então uma aplicação contínua  tal queO § Y À\ Ä Ò!ß "Ó:
: :¡ Y ÐBÑ œ " B − O e , para cada .
Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes, cada uma com a sua
justificação. Na primeira parte fazemos um demonstração especialmente
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simples, mas válida apenas no caso particular em que o espaço  é\
metrizável, de modo que o leitor para quem esse grau de generalidade seja
suficiente possa dispensar a parte mais delicada da prova.
1) Vamos apresentar uma prova do resultado que é válida apenas no caso em
que a topologia de  pode ser definida por uma métrica .\ . 134

  Tendo em conta a alínea a) do lema III.4.5, consideremos umSubdem:
aberto  e um compacto  tais que . No caso em queY O O § Y § O § Yw w w w

O œ g, a aplicação  identicamente nula verifica as condições pedidas; no:
caso em que , tem_se  pelo que a aplicação Y œ \ O œ Y œ \w w :
identicamente igual a  verifica as condições pedidas; no caso em que " O Á g
e , lembramos que a função distância a um conjunto fechado nãoY Á \w

vazio é contínua e anula-se exatamente nos pontos desse conjunto fechado e
definimos

:ÐBÑ œ
.ÐBß\ Ï Y Ñ

.ÐBß\ Ï Y Ñ  .ÐBßOÑ

w

w
,

reparando que  é uma aplicação contínua verificando as condi-:À\ Ä Ò!ß "Ó
ções pedidas.
2) A partir de agora vamos deixar de supor que  é metrizável e vamos\
subentender que as letras  e  designam sempre racionais do intervalo .< = Ò!ß "Ó
3) Vamos verificar que é possível escolher, para cada , um aberto  e um= Y=

compacto , de modo queO=

O § Y § O § Y= =   (3.1)

e que

<  = Ê O § Y= <.   (3.2)

e portanto também

<  = Ê Y § Y= <.   (3.3)

  Uma vez que o conjunto dos racionais do intervalo  éSubdem: Ò!ß "Ó
numerável podemos fixar uma bijeção  de  sobre esse conjunto que0 
verifique  e . Definimos então recursivamente os abertos0 0Ð"Ñ œ ! Ð#Ñ œ "
Y O 8 −0 0Ð8Ñ Ð8Ñ e os compactos , , do modo seguinte:

Começamos por considerar, pela alínea a) do lema III.4.5, um aberto
Y œ Y O œ O! !Ð"Ñ Ð!Ñ0 0 e um compacto  de modo que se tenha
O § Y § O § Y! ! . Mais uma vez pelo resultado citado, consideramos, em
seguida, um aberto  e um compacto  de modo que seY œ Y O œ O" "Ð#Ñ Ð#Ñ0 0

tenha  e reparamos que as condições (3.1) e (3.2) sãoO § Y § O § Y" " !

verificadas quando  e  estão em .< = Ö!ß "×
Supomos, agora, construídos os abertos , com , de modo queY " Ÿ : Ÿ 80Ð:Ñ

134Esta parte pode ser dispensada, do ponto de vista estritamente lógico, por quem quiser
examinar a demonstração do caso geral.
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se verifique (3.1) e (3.2), sempre que  e  estão em .< = Ö Ð"Ñßá ß Ð8Ñ×0 0
Chamamos  ao maior elemento deste conjunto que seja menor que < Ð8  "Ñ0
e  ao menor elemento do conjunto que seja maior que  (em= Ð8  "Ñ0
particular ). Tendo em conta mais uma vez o resultado<  Ð8  "Ñ  =0
citado, escolhemos o aberto  e o compacto  de modo queY O0 0Ð8"Ñ Ð8"Ñ

O § Y § O Ñ § Y= <Ð8"Ñ Ð8"0 0  e constatamos que (3.1) e (3.2) continuam a
ser verificados para  e  em . Fica assim terminada a< = Ö Ð"Ñßá ß Ð8  "Ñ×0 0
definição recursiva anunciada.
4) Definimos agora a aplicação  por:À\ Ä Ò!ß "Ó

:ÐBÑ œ
! B Â Y

Ö= ± B − Y × B − Yœ , se 
, se 

 .!

= !sup

Vamos mostrar que, para cada , tem-se<

B Â Y Ê ÐBÑ Ÿ << : ,   (4.1)

B − O Ê ÐBÑ   << : .   (4.2)

  Suponhamos que . Para cada , deduzimos de (3.3)Subdem: B Â Y =  <<

que . Por outras palavras, para cada  tal que  tem-se  oB Â Y = B − Y = Ÿ <= =

que, trivialmente se , e, pela definição de  como um supremo seB Â Y ÐBÑ! :
B − Y ÐBÑ Ÿ <!, implica que .:
Suponhamos agora que . Podemos então escolher  tal que:ÐBÑ  < =
:ÐBÑ  =  < B Â Y B − Y § Y e daqui resulta que  (se fosse , a definição= = !

de  como um supremo implicava que ) e portanto, tendo em: :ÐBÑ ÐBÑ   =
conta (3.2), . Provámos assim que, se , então .B Â O B − O ÐBÑ   << < :
5) Vamos mostrar que a aplicação  definida em 4) verifica as:À\ Ä Ò!ß "Ó
condições do enunciado.
  Se , então, por (3.1), , para todo o , pelo queSubdem: B − O B − Y ==

:ÐBÑ œ " O Y. Por outro lado,  é um compacto contido em  e, para cada!

B Â O B Â Y ÐBÑ œ !! !, tem-se , portanto . Resta-nos assim provar a:
continuidade de  em cada ponto , verificação essa que será dividida: B − \!

em três casos:
Suponhamos que  e seja  arbitrário. Sendo  tal que:ÐB Ñ œ !  ! <! $
!  <  \ Ï O \ B$, resulta de (4.2) que  é um aberto de  contendo  e, para< !

cada , tem-se, por (3.1) e (4.1),  donde , oB − \ Ï O B Â Y ÐBÑ Ÿ < < < : $
que prova a continuidade de  no ponto .: B!

Suponhamos que  e seja  arbitrário. Sendo  tal que:ÐB Ñ œ "  ! <! $
"   <  " Y \ B$ , resulta de (4.1) que  é um aberto de  contendo  e, para< !

cada , tem-se, por (3.1) e (4.2),  donde , oB − Y B − O ÐBÑ   <  " < < : $
que prova a continuidade de  no ponto .: B!

Suponhamos que  e seja  arbitrário. Sendo  e  tais que!  ÐB Ñ  "  ! < =: ! $

: : :ÐB Ñ   <  ÐB Ñ  =  ÐB Ñ ! ! !$ $,

resulta de (4.1) e (4.2) que  é um aberto de  contendo  eY  Ð\ Ï O Ñ \ B< = !
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para cada  tem-se, por (3.1), (4.1) e (4.2),  eB − Y  Ð\ Ï O Ñ B − O< = <

B Â Y= donde

: : :ÐB Ñ   < Ÿ ÐBÑ Ÿ =  ÐB Ñ ! !$ $,

o que prova a continuidade de  em .: B! 

Apesar de só necessitarmos disso posteriormente, vamos aproveitar para
examinar uma versão do teorema da partição da unidade que tem aplica-
ções importantes no quadro da medida.

III.4.12  Sejam  um espaço topoló-(Partição da unidade de um compacto) \
gico localmente compacto e separado,  um compacto e  umaO § \ ÐY Ñ4 4−N

família finita de abertos de  tal que . Existem então aplicações\ O § Y- 4

contínuas , onde , tais que::4À\ Ä Ò!ß "Ó 4 − N

a) Para cada , . 4 − N ¡ Y:4 4
135

b) Para cada , .B − \ ÐBÑ Ÿ "!
4−N

4:

c) Para cada , .B − O ÐBÑ œ "!
4−N

4:

Costuma-se dizer que as funções  constituem uma  do:4 partição da unidade
compacto  subordinada à cobertura aberta finita constituída pelos .O Y4

Dem: Vamos dividir a demonstração em duas partes:
1) Vamos provar a existência de conjuntos compactos , onde ,O § Y 4 − N4 4

tais que .O § O- 4

  Consideremos, para cada , um índice  tal queSubdem: B − O 4 − NB

B − Y G B G § Y4 B B 4B B
 e uma vizinhança compacta  de , tal que . Pela

propriedade das coberturas dos compactos, escolhamos então uma parte
finita  de  tal que se tenha aindaO O!

O § ÐG Ñ.
B−O

B

!

int .

Sendo, para cada ,4 − N

O œ G4 B

B−O
4 œ4

.
!

B

,

cada  é um compacto (união finita de compactos), está contido em  e O Y O4 4

está contido na união dos .O4

2) Pelo lema de Urysohn em III.4.11, podemos considerar, para cada ,4 − N
uma aplicação contínua , tal que  e , para: : :s s sÀ\ Ä Ò!ß "Ó ¡ Y ÐBÑ œ "4 4 44

cada  e definir uma aplica   porB − O À\ Äs4 ção contínua : ‘

135cf. a notação em III.4.10.
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: :s sÐBÑ œ ÐBÑ"
4−N

4 ,

vindo então que, para cada , existe  tal que , e portantoB − O 4 B − O4

:sÐBÑ   " Z \ O:s ÐBÑ œ4 . Consideremos o aberto  de , contendo , constituído
pelos  tais que . Mais uma vez pelo lema de Urysohn, vaiB − \ ÐBÑ  !s:
existir uma aplicação contínua  tal que  e , para< < <À\ Ä Ò!ß "Ó ¡ Z ÐBÑ œ "
cada . Para cada , , visto que, paraB − O B − \ ÐBÑ  Ð"  ÐBÑÑ  !s: <
B − Z ÐBÑ  ! B Â Z ÐBÑ œ !s,  e, para , . Podemos assim definir: <
aplicações contínuas  por:4À\ Ä Ò!ß "Ó

:
:

: <
4

4
ÐBÑ œ

s ÐBÑ

sÐBÑ  Ð"  ÐBÑÑ
,

tendo-se , por ser . Vem, para cada ,: :4 4 44¡ Y ¡ Y B − \s

"
4−N

4:
:

: <
ÐBÑ œ Ÿ "

sÐBÑ

sÐBÑ  Ð"  ÐBÑÑ

e, para cada , , e portantoB − O "  ÐBÑ œ !<

"
4−N

4:
:

: <
ÐBÑ œ œ "

sÐBÑ

sÐBÑ  Ð"  ÐBÑÑ
. 

III.4.13  (Lema de densidade) Sejam  um espaço topológico localmente\
compacto separado e de base contável e . U ‘À Ä\  uma medida de Radon.
Se  é um boreliano com  e , entãoE § \ ÐEÑ  _ " Ÿ :  _.
Ò Ó − P Ð\ß Ñ  ! § Ò!ß "Óˆ ‘ $ : ‘ :E

:  e, para cada , existe − Ð\ß Ñ Ð\ÑV-  com 
e .mÒ Ó  Ò Óm ˆ : $E :

Dem: Tendo em conta as alíneas b) e c) de III.4.6, podemos considerar um
aberto  e um compacto  tais queY ¨ E O § E

. . . .
$ $

ÐY Ñ  ÐEÑ  ÐOÑ  ÐEÑ 
# #

: :

, ,

portanto

. . . $ÐY Ï OÑ œ ÐYÑ  ÐOÑ  :.

Tendo em conta o lema de Urysohn III.4.11, podemos considerar uma função
contínua  nula fora de um certo compacto  e tal que:À\ Ä Ò!ß "Ó O § Yw

: : ‘ÐBÑ œ " B − O, para cada . Tem-se, em particular, − Ð\ß ÑV-  e, uma vez
que : ˆÐBÑ œ ÐBÑ B − O B Â YE , tanto para  como para , e que, para cada
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B − \ l ÐBÑ  ÐBÑl Ÿ ", , concluímos queˆ :E

mÒ Ó  Ò Óm œ m ÐBÑ  ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ

Ÿ " . ÐBÑ œ ÐY Ï OÑ 

ˆ : ˆ : .

. . $

E E:
\

:
"Î:

YÏO

"Î:
"Î:

Š ‹(
Š ‹( . 

III.4.14  (Densidade das aplicações contínuas de suporte compacto) Sejam \
um espaço topológico localmente compacto separado e de base contável,
. U ‘À Ä\  uma medida de Radon de Banach e  um espaço . Para cadaI
" Ÿ :  _ Ð\ßIÑ, o conjunto , das classes deG- § Q/8=Ð\ßIÑ
equivalência  com , é um subespaço vetorial denso deÒ0 Ó 0 − Ð\ßIÑV-
P Ð\ßIÑ: .
Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
1) O facto de  ser um subespaço vetorial de  contidoG-Ð\ßIÑ Q/8=Ð\ßIÑ
em cada , com , é uma consequência de III.4.8 eP Ð\ßIÑ " Ÿ :  _:

III.4.9.
2) Sejam  um boreliano de  com  e  e consideremos aE \ ÐEÑ  _ D − I.
correspondente função em escada  definida por .1À\ Ä I 1ÐBÑ œ ÐBÑDˆE
Vamos mostrar que, para cada , existe  tal que$  ! 0 − Ð\ßIÑV-

mÒ1Ó  Ò0 Óm : $.

  Podemos já afastar o caso trivial em que , caso em queSubdem: D œ !
se toma para  a aplicação identicamente . Podemos então aplicar o lema0 !
III.4.13 para garantir a existência de  tal que : ‘ ˆ :− Ð\ß Ñ m  m V- E : mDm

$

e, sendo então  a aplicação definida por ,0 − Ð\ßIÑ 0ÐBÑ œ ÐBÑDV- :
obtemos trivialmente

mÒ1Ó  Ò0 Óm œ m  m mDm : :Eˆ : $.

3) Vamos agora verificar que, para cada  (cf. III.2.26) e cadaÒ1Ó − W>Ð\ßIÑ
$  ! Ò0 Ó − Ð\ßIÑ, existe  tal queG-

mÒ1Ó  Ò0 Óm : $.

  Do que referimos em II.2.18, concluímos a existência de umSubdem:
número finito de aplicações em escada , cada uma das1 ßá ß 1 À\ Ä I" 5

quais da forma particular estudada em 2), tais que , pelo1 œ 1 â 1" 5

que, para cada , podemos considerar  com" Ÿ 4 Ÿ 5 Ò0 Ó − Ð\ßIÑ4 G-

mÒ1 Ó  Ò0 Óm  Ò0 Ó œ Ò0 Ó â Ò0 Ó − Ð\ßIÑ4 4 : " 55
$ . Tem-se então que  eG-

mÒ1Ó  Ò0 Óm œ ÐÒ1 Ó  Ò0 ÓÑ Ÿ mÒ1 Ó  Ò0 Óm : 4 4 4 4 :

4œ" 4œ"

5 5

:
½ ½" " $.

4) Consideremos, por fim  e  arbitrários. O teorema deÒ2Ó − P Ð\ßIÑ  !: $
densidade em III.2.26 garante a existência de  tal queÒ1Ó − W>Ð\ßIÑ
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mÒ2Ó  Ò1Óm : #
$  e o que vimos em 3) implica então a existência de

Ò0 Ó − Ð\ßIÑ mÒ1Ó  Ò0 Óm G-  tal que . Tem-se assim: #
$

mÒ2Ó  Ò0 Óm Ÿ mÒ2Ó  Ò1Óm  mÒ1Ó  Ò0 Óm : : : $,

o que mostra que  é efetivamente denso em .G-Ð\ßIÑ P Ð\ßIÑ: 

Uma das razões da importância das aplicações contínuas de suporte
compacto é a forma como interagem com as aplicações localmente inte-
gráveis, que definimos a seguir.

III.4.15 Sejam  um espaço topológico localmente compacto separado e de base\
contável,  e  um espaço .. U ‘À Ä\  uma medida de Radon de BanachI
Diz-se que uma aplicação  é  se for topolo-0 À\ Ä I localmente integrável
gicamente mensurável e com  integrável, para cada compacto0 ÀO Ä IÎO

O § \.
Repare-se que esta definição generaliza a apresentada em II.3.1, no caso
particular em que  é um intervalo de .\ ‘

III.4.16  Repare-se que, se  é topologicamente mensurável e sea) 0 À\ Ä I
considerarmos a aplicação mensurável  definida por: ‘À\ Ä 

: .ÐBÑ œ m0ÐBÑm 0 e a medida  associada (cf. II.1.22), dizer que  éÐ Ñ:

localmente integrável é o mesmo que dizer que a medida  é também uma.Ð Ñ:

medida de Radon; em particular, tendo em conta III.4.2,  é localmente0
integrável se, e só se, para cada , existe uma vizinhança  de  tal queB − \ Z B
0 À Z Ä IÎZ  seja integrável.
b) A caracterização em a) implica a seguinte propriedade local das aplicações
localmente integráveis: Se  é uma família de abertos de  de união ÐY Ñ \ \4 4−N

e se  é uma aplicação topologicamente mensurável  tal que, para0 À\ Ä I 136

cada ,  seja localmente integrável, então  é localmente4 − N 0 À Y Ä I 0ÎY 44

integrável.

III.4.17 Sejam  um espaço topológico localmente compacto separado e de base\
contável,  e  um espaço . O. U ‘À Ä\  uma medida de Radon de BanachI
conjunto das aplicações localmente integráveis 0 À\ Ä I é então
trivialmente um subespaço vetorial de  e é claro que, seMensÐ\ßIÑ

0 ß 0 À\ Ä I Ò0 Ó œ Ò0 Ó Q/8=Ð\ßIÑ 0s s são tais que  em , então  é localmente
integrável se, e só se,  é localmente integrável.0s

Nas condições anteriores, notamos  o subespaço vetorial deP Ð\ßIÑ"
69-

136A hipótese de  ser topologicamente mensurável poderia ser dispensada, por decorrer0
da de cada restrição a  ser topologicamente mensurável (cf. a alínea a) do exercícioY4

III.4.7 adiante).
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Q/8=Ð\ßIÑ Ò0 Ó cujos elementos são as classes de equivalência , com
0 À\ Ä I localmente integrável.137

III.4.18 Sejam  um espaço topológico localmente compacto separado e de base\
contável,  e  um espaço . Se. U ‘À Ä\  uma medida de Radon de BanachI
0À\ Ä I 0 é uma aplicação contínua, então  é localmente integrável.
Dem: O facto de  ser topologicamente mensurável resulta de I.5.8 e II.2.3.0
Seja  um compacto, que podemos já supor não vazio. Sendo  oO § \ +
máximo em  da função contínua , vemos queO B È m0ÐBÑm

( (
O O

m0ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ + . ÐBÑ œ + ÐOÑ  _. . . . 

Apesar de não dispormos, em geral, de uma norma natural no espaço
P Ð\ßIÑ"

69- , podemos definir uma noção de convergência neste espaço
que é útil nas aplicações.

III.4.19 Sejam  um espaço topológico localmente compacto separado e de base\
contável,  e  um espaço .. U ‘À Ä\  uma medida de Radon de BanachI
Dados uma sucessão de elementos Ò0 Ó −8 P Ð\ßIÑ 8 −"

69- , onde , e um
elemento , dizemos que a sucessão  para  Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ Ò0 Ó"

69- converge em
P Ð\ßIÑ"

69- , e escrevemos

Ò0 Ó Ä Ò0 Ó P Ð\ßIÑ8
"
69- em ,

se, para cada compacto , a sucessão das restrições  convergirO § \ Ò0 Ó8ÎO

para a restrição  em .Ò0 Ó P ÐOßIÑÎO
"

Esta noção de convergência verifica a seguinte condição de unicidade: Se a
sucessão  converge para  e para  em Ò0 Ó Ò0 Ó Ò1Ó8 P Ð\ßIÑ Ò0 Ó œ Ò1Ó"

69- , então ,
isto é,  quase sempre.0ÐBÑ œ 1ÐBÑ
Dem: Tendo em conta a alínea b) de III.4.5, podemos considerar uma família
de compactos , onde , de união . Para cada , o facto deO § \ : − \ : −:  
a sucessão  convergir tanto para  como para  emÒ0 Ó Ò0 Ó Ò1 Ó8ÎO ÎO ÎO: : :

P ÐO ßIÑ Ò0 Ó œ Ò1 Ó E −"
: :ÎO ÎO implica que , pelo que existe  com

: :
`

E § O ÐE Ñ œ ! 0ÐBÑ œ 1ÐBÑ B − O Ï E: : : : : e  tal que , para cada . Tem-se.
então que  é um conjunto de  com  tal que, para cadaE œ E ÐEÑ œ !- : ` .
B − \ Ï E 0ÐBÑ œ 1ÐBÑ Ò0 Ó œ Ò1Ó, , o que mostra que se tem efetivamente . 

III.4.20  Nas(Compatibilidade da convergência com as operações vetoriais)
condições anteriores, suponhamos que  e  emÒ0 Ó Ä Ò0 Ó Ò1 Ó Ä Ò1Ó8 8

P Ð\ßIÑ + I"
69-  e que  é um escalar de . Tem-se então que

137Repare-se que, ao contário do que acontecia com os subespaços vetoriais  deP Ð\ßIÑ:

Q/8=Ð\ßIÑ " Ÿ : Ÿ _, com , não consideramos nenhuma norma natural em
P Ð\ßIÑ"

69- .
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Ò0 Ó  Ò1 Ó Ä Ò0 Ó  Ò1Ó +Ò0 Ó Ä +Ò0 Ó P Ð\ßIÑ8 8 8
"
69- e  em .

Dem: Temos consequências imediatas da definição, tendo em conta, para
cada compacto , as propriedades correspondentes da convergência deO § \
sucessões no espaço de Banach .P ÐOßIÑ" 

III.4.21 Sejam  um espaço topológico localmente compacto separado e de base\
contável,  e  um espaço . Se. U ‘À Ä\  uma medida de Radon de BanachI
0À\ Ä I é uma aplicação topologicamente mensurável tal que
Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ : " Ÿ : Ÿ _ 0: , para algum ,  com , então  é localmente
integrável. Vemos assim  que cada , com , é umP Ð\ßIÑ " Ÿ : Ÿ _:

subespaço vetorial de .P Ð\ßIÑ"
69-

Além disso, se , onde , é uma sucessão de elementos de Ò0 Ó 8 − P Ð\ßIÑ8
:

que convirja para  neste espaço de Banach, então tem-seÒ0 Ó − P Ð\ßIÑ:

também  em .Ò0 Ó Ä Ò0 Ó P Ð\ßIÑ8
"
69-

Dem: Tendo em conta III.2.12 ou III.2.23, conforme  ou ,:  _ : œ _
vemos que, para cada compacto ,  e existeO § \ P ÐOßIÑ § P ÐOßIÑ: "

uma constante  tal que, para cada ,-   ! Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ:

mÒ0 Óm Ÿ -mÒ0 Óm Ÿ -mÒ0 ÓmÎO ÎO" : :

(tem-se  e o caso em que  é trivial), o que implica que. .ÐOÑ  _ ÐOÑ œ !
temos uma aplicação linear contínua

P Ð\ßIÑ Ä P ÐOßIÑ Ò0 Ó È Ò0 Ó: "
ÎO, . 

A interação que referimos entre aplicações contínuas de suporte compacto
e aplicações localmente integráveis manifesta-se sempre que temos uma
“multiplicação” conveniente entre os vetores dos espaços vetoriais de
chegada, isto é, quando estamos no contexto referido na alínea b) de
II.2.9, mais precisamente, naquele em que temos três espaços de Banach
J ßKßL À J ‚ K Ä L e uma aplicação bilinear contínua , que enca-0
ramos como uma “multiplicação”, notando, para cada  e ,A − J D − K
A‚ D œ ÐAß DÑ0 . Nessa situação, como se verifica em cursos de topologia
ou de análise funcional (cf., por exemplo, [9]), a continuidade da aplica-
ção bilinear  é equivalente à existência de uma constante  tal que,0 Q   !
sempre que  e , .A − J D − K mA ‚ Dm Ÿ QmAmmDm
Nâo nos devemos deixar atemorizar pela generalidade desta situação:
Entre os exemplos mais frequentes de aplicação, estão aquele em que os
três espaços vetoriais são iguais ao corpo  dos escalares,  ou , com oŠ ‘ ‚
valor absoluto como norma, e a multiplicação como aplicação bilinear, e
aquele em que  é um espaço de Banach,  é o corpo dos escalaresK œ L J
e a aplicação bilinear é a multiplicação dos escalares pelos vetores.

III.4.22 Sejam  um espaço topológico localmente compacto separado e de base\
contável e . U ‘À Ä\  uma medida de Radon.
Sejam  três espaços de Banach e  uma aplicaçãoJßKßL ÀJ ‚ K Ä L0
bilinear contínua, que encaramos como uma “multiplicação”, notando, para
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cada  e , . Tem-se então:A − J D − K A ‚ D œ ÐAß DÑ − L0
a) Seja  uma aplicação contínua. Se  é localmente0 À\ Ä J 1À\ Ä K
integrável, então a aplicação topologicamente mensurável  é0 ‚ 1À\ Ä L
localmente integrável. Além disso, se  em Ò1 Ó Ä Ò1Ó P Ð\ßKÑ8

"
69- , então

Ò0 Ó ‚ Ò1 Ó Ä Ò0 Ó ‚ Ò1Ó P Ð\ßLÑ8
"
69- em .

b) Fica definida uma aplicação bilinear

V-Ð\ß JÑ ‚ P Ð\ßKÑ Ä L

Ð0ß Ò1ÓÑ È Ø0 ß Ò1ÓÙ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ . ÐBÑ

"
69-

\

,

( .

e, se  em  e  emÒ1 Ó Ä Ò1Ó P Ð\ßKÑ 0 − Ø0 ß Ò1 ÓÙ Ä Ø0 ß Ò1ÓÙ8 8
"
69- V-Ð\ß JÑ, então 

L .
Dem:  Seja  um compacto, que podemos já supor não vazio.a) O § \
Tem-se então que a função contínua  atinge um máximo em ,B È m0ÐBÑm O
e portanto . Uma vez que , deduzimosÒ0 Ó − P ÐOßJÑ Ò1 Ó − P ÐOßKÑÎO ÎO

_ "

de III.2.35 que .  Do mesmo modo, no caso em queÒ0 ‚ 1 Ó − P ÐOßLÑÎO ÎO
"

Ò1 Ó Ä Ò1Ó P Ð\ßKÑ Ò1 Ó Ä Ò1 Ó P ÐOßKÑ8 8
" "
69- ÎO ÎO em  em  e portanto,, vem 

pela continuidade da aplicação bilinear em III.2.35, ÒÐ0 ‚ 1 Ñ Ó œ8 ÎO

Ò0 Ó ‚ Ò1 Ó P ÐOßLÑ Ò0 Ó ‚ Ò1 Ó œ ‚ 1Ñ ÓÎO ÎO ÎO ÎO8ÎO
" converge em  para ÒÐ0

b) Suponhamos que  é localmente integrável.0 − À\ Ä KV-Ð\ß JÑ 1 e que 
Consideremos um compacto  tal que , para cada O § \ 0ÐBÑ œ ! B − \ Ï O
e reparemos que se tem também , para cada .0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ œ ! B − \ Ï O
Tendo em conta o que vimos em a), tem-se então

( (
\ O

m0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑm . ÐBÑ œ m0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑm . ÐBÑ  _. . ,

o que mostra que fica bem definido o elemento

Ø0 ß Ò1ÓÙ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ . ÐBÑ − L(
\

. .

O facto de o valor  não depender do representante da classe deØ0 ß Ò1ÓÙ
equivalência  resulta de que, se  quase sempre, então tambémÒ1Ó 1ÐBÑ œ 1ÐBÑs
0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑs  quase sempre, e portanto as duas funções têm o
mesmo integral. O facto de a aplicação  serV-Ð\ß JÑ ‚ P Ð\ßKÑ Ä L"

69-

bilinear resulta agora das propriedades de linearidade do integral em II.2.34 e
na alínea a) de II.2.36. Suponhamos agora que  em .Ò1 Ó Ä Ò1Ó P Ð\ßKÑ8

"
69-

Uma vez que, como na prova de a),  e  emÒ0 Ó − P ÐOßJÑ Ò1 Ó Ä Ò1 ÓÎO ÎO
_

8ÎO 
P ÐOßKÑ" , deduzimos da continuidade da aplicação bilinear em III.2.35 que
ÒÐ0 ‚ 1 Ñ Ó œ Ò0 Ó ‚ Ò1 Ó P ÐOßLÑ Ò0 Ó ‚ Ò1 Ó œ8 8ÎO ÎO ÎO ÎOÎO

" converge em  para 
ÒÐ0 ‚ 1Ñ Ó P ÐOßLÑ Ä LÎO

" e portanto, da continuidade da aplicação linear 
em III.2.10, deduzimos que
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( (
\ O

8 80ÐBÑ ‚ 1 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ 1 ÐBÑ . ÐBÑ. .

converge em  paraL

( (
O \

0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ . ÐBÑ. . . 

O corolário do próximo resultado mostra que, no caso em que  é umI
espaço de Banach e a aplicação bilinear que consideramos é a multipli-
cação pelos reais, um elemento de  fica determinado pelo seuP Ð\ßIÑ"

69-

produto pelos diferentes elementos de .V-Ð\ß Ñ‘ 138

III.4.23 Sejam  um espaço topológico localmente compacto separado e de base\
contável, . U ‘À Ä I\  uma medida de Radon e  um espaço de Banach e
consideremos a correspondente aplicação bilinear

V-Ð\ß Ñ‘

: : : .

‚ P Ð\ßIÑ Ä I

Ð ß Ò1ÓÑ È Ø ß Ò1ÓÙ œ ÐBÑ 1ÐBÑ . ÐBÑ

"
69-

\

,

.(
Se  é tal que , para todo o Ò1Ó − P Ð\ßIÑ Ø ß Ò1ÓÙ œ ! −"

69- : : ‘V-Ð\ß Ñ, então
Ò1Ó œ ! 1ÐBÑ œ !, isto é,  quase sempre.
Dem: Comecemos por reparar que se pode considerar um semianel ,f U§ \

constituído pelos borelianos  que estão contidos nalgum compacto deE § \
\ ÐEÑ  _, borelianos que verificam , e que, tendo em conta a alínea b).
do lema III.4.5,  é a união de uma sucessão de compactos , , o\ O 8 −8 
que implica que a restrição de  a este semianel é -finita. Este último facto. 5
também implica que qualquer boreliano  é a união dos borelianos E O E8

que estão em , pelo que a -álgebra gerada por  é . Tendo em contaf 5 f U\

II.2.46, e uma vez que, para cada ,  é integrável, paraE − 1 ÀE Ä If ÎE

provarmos que se tem  quase sempre, basta provarmos que, para1ÐBÑ œ !
cada , se tem .E − 1ÐBÑ . ÐBÑ œ !f .'

E

Fixemos então um tal  e seja  arbitrário. O facto de  ser local-E −  ! 1f $
mente integrável implica que podemos considerar uma nova medida de
Radon  em  definida por. Uw

\

. .w

F

ÐFÑ œ m1ÐBÑm . ÐBÑ( ,

para a qual se tem , e, aplicando o lema de densidade III.4.13,.wÐEÑ  _
com , a , concluímos a existência de : œ " −. : ‘w V-Ð\ß Ñ tal que

138Mesmo que o corpo dos escalares de  seja , podemos multiplicar números reais porI ‚
vetores de .I
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( (
\ \

l œ lˆ : . ˆ : . $E E
wÐBÑ  ÐBÑlm1ÐBÑm . ÐBÑ ÐBÑ  ÐBÑl . ÐBÑ 

e portanto, por ser '\ : .ÐBÑ 1ÐBÑ . ÐBÑ œ !,

½ ½ ½ ½( (
E \

E

E

1ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð ÐBÑ  ÐBÑÑ 1ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ

Ÿ ÐBÑ  ÐBÑlm1ÐBÑm . ÐBÑ 

. ˆ : .

ˆ : . $(
\

l ,

o que, tendo em conta a arbitrariedade de , implica que se tem$  !
efetivamente

(
E

1ÐBÑ . ÐBÑ œ !. . 

III.4.24  (Corolário) Sejam  um espaço topológico localmente compacto\
separado e de base contável, . U ‘À Ä I\  uma medida de Radon e  um
espaço de Banach e consideremos a correspondente aplicação bilinear

V-Ð\ß Ñ‘

: : : .

‚ P Ð\ßIÑ Ä I

Ð ß Ò1ÓÑ È Ø ß Ò1ÓÙ œ ÐBÑ 1ÐBÑ . ÐBÑ

"
69-

\

,

.(
Se  são tais que , para todo oÒ1Óß Ò2Ó − P Ð\ßIÑ Ø ß Ò1ÓÙ œ Ø ß Ò2ÓÙ"

69- : :
: ‘− Ó 1ÐBÑ œ 2ÐBÑV-Ð\ß Ñ Ò1Ó œ Ò2, então , isto é,  quase sempre.
Dem: Basta atender a que, para todo o : ‘− V-Ð\ß Ñ, vem

Ø ß Ò1Ó  Ò2ÓÙ œ Ø ß Ò1ÓÙ  Ø ß Ò2ÓÙ œ !: : : ,

portanto Ò1Ó  Ò2Ó œ !. 

Vamos agora examinar um resultado, o teorema de Riesz, que relaciona as
medidas de Radon num espaço topológico localmente compacto separado
e de base contável , com certos funcionais lineares ,\ À Ð\ß Ñ ÄF V ‘ ‘-

funcionais esses que são tomados por alguns autores como ponto de
partida para o estudo da medida nestes espaços topológicos.

III.4.25 Seja  um espaço topológico localmente compacto separado e de base\
contável. Notemos  constituído pelosV ‘-Ð\ß Ð\ß Ñ‘Ñ o subconjunto de V-
: : ‘ tais que ção linearÐ\Ñ § . Vamos dizer que uma aplica

F ‘ ‘À Ð\ß Ñ ÄV-

é um  se , para cada .funcional linear positivo F : :Ð Ñ   ! − V-Ð\ß Ñ‘

Se F ‘ ‘ ‘À Ð\ß Ñ Ä Ð\ß ÑV V- - é um funcional linear positivo e se : <ß −
verificam : < F : F <ÐBÑ Ÿ ÐBÑ B − \ Ð Ñ Ÿ Ð Ñ, para cada , então .
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Dem: Podemos considerar o elemento < : − V-Ð\ß Ñ‘ , para o qual se tem
< :ÐBÑ  ÐBÑ   ! B − \, para cada , pelo que, por definição,

! Ÿ Ð  Ñ œ Ð Ñ  Ð ÑF < : F < F : . 

III.4.26 Sejam  um espaço topológico localmente compacto separado e de base\
contável e . U ‘À Ä\  uma medida de Radon. Fica então definido um fun-
cional linear positivo associado

F ‘ F : : .. .À Ä Ð Ñ œ ÐBÑ . ÐBÑV-Ð\ß Ñ‘ , (
\

(cf. III.4.14, com ).: œ "

III.4.27  Sejam  um espaço topológico localmente com-(Teorema de Riesz) \
pacto separado e de base contável e  um funcional linearF V ‘ ‘À Ð\ß Ñ Ä-

positivo. Existe então uma, e uma só, medida de Radon  que. U ‘À Ä\ 

tenha  como funcional linear positivo associado, isto é, tal que .F F Fœ .

Mais precisamente, para cada aberto  de ,  é o supremo dosY \ ÐYÑ.
números reais da forma ( ), com  (cf. a notação em III.4.10) e, paraF : : ¡ Y
cada boreliano  de ,  é o ínfimo dos , com  aberto e .E \ ÐEÑ ÐYÑ Y E § Y. .
Dem: Para uma melhor sistematização, vamos dividir a prova em várias
alíneas, cada uma com a sua justificação.
a) Vamos mostrar que, se  é uma medida de Radon tal que , então a. F Fœ .

medida  está necessariamente caracterizada do modo referido no enunciado,.
o que provará, em particular, a afirmação de unicidade.
  Seja  um aberto de . Para cada , tem-seSubdem: Y \ ¡ Y:
: ˆÐBÑ Ÿ ÐBÑY , donde

F : : . ˆ . .Ð Ñ œ ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐYÑ( (
\ \

Y .

Por outro lado, para cada , resulta da alínea c) de III.4.6 a+  ÐYÑ.
existência de um compacto  tal que  e considerando então,O § Y +  ÐOÑ.
pelo lema de Urysohn em III.4.11,  tal que  para ,: :¡ Y ÐBÑ œ " B − O
vemos que , dondeˆ :OÐBÑ Ÿ ÐBÑ

+  ÐOÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð Ñ. ˆ . : . F :( (
\ \

O ,

o que mostra que  é efetivamente o supremo dos  com . O. F : :ÐY Ñ Ð Ñ ¡ Y
facto de  ser o ínfimo dos , com  aberto e , é uma. .ÐEÑ ÐY Ñ Y E § Y
propriedade geral das medidas de Radon (cf. a alínea b) de III.4.6).
b) Para cada aberto  de , seja  o supremo dos ( ) comY \ ÐYÑ −. ‘ F :‡ 

: . .¡ Y ÐgÑ œ !. Tem-se então que  verifica as propriedades:  ;  Se‡ ‡b1) b2)
Y § Y ÐYÑ Ÿ ÐY Ñ ÐY Ñw w

‡ ‡ 4 4−N, então ;  Se  é uma família de abertos de. . b3)
\, então
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. .‡ 4 ‡ 4

4−N 4−N

Ð Y Ñ Ÿ ÐY Ñ. " . 139

  A propriedade b1) resulta de que, se , então  e aSubdem: : :¡ Y œ !
propriedade b2) é consequência de que, se , para cada  tem-seY § Y ¡ Yw :
também . Seja agora  uma família de abertos de  e conside-: ¡ Y ÐY Ñ \w

4 4−N

remos  arbitrário. Seja  um compacto tal que : :¡ Y O § Y ÐBÑ œ !- -4 4

para cada  e seja  uma parte finita tal que . PeloB − \ Ï O M § N O § Y-
4−M

4

teorema da partição da unidade em III.4.12, podemos considerar, para cada
4 − M À\ Ä Ò!ß "Ó ¡ Y,  contínua de suporte compacto com  de modo: :4 4 4

que  para cada . Tem-se então, para cada ,!
4−M

4: ÐBÑ œ " B − O B − \

: : :ÐBÑ œ ÐBÑ ÐBÑ"
4−M

4 ,

visto que, se , ambos os membros são nulos. Uma vez que se temB Â O
: :4 4¡ Y , obtemos

F : F : : . .Ð Ñ œ Ð Ñ Ÿ ÐY Ñ Ÿ ÐY Ñ" " "
4−M 4−M 4−N

4 ‡ 4 ‡ 4

donde, passando ao supremo em , concluímos a desigualdade:

. .‡ 4 ‡ 4

4−N 4−N

Ð Y Ñ Ÿ ÐY Ñ. " .

c) Para cada conjunto , seja  o ínfimo dos  com E § \ ÐEÑ ÐY Ñ Y. .‡ w w
‡

aberto de  e . Tem-se então que  é uma medida exterior em  e,\ E § Y \w ‡.
para cada aberto  de , .Y \ ÐYÑ œ ÐYÑ. .‡

‡

  O facto de, para cada aberto  de , se ter  éSubdem: Y \ ÐYÑ œ ÐYÑ. .‡
‡

uma consequência da propriedade b2), que garante que o ínfimo que define
.‡ wÐY Ñ Y œ Y é mesmo um mínimo, atingido para . Concluímos, em
particular que . O facto de se ter , sempre que. . .‡ ‡ ‡ wÐgÑ œ ! ÐEÑ Ÿ ÐE Ñ
E § E Ew w resulta de que então qualquer aberto que contém  também contém
E ÐE Ñ. Resta-nos mostrar que, se  é uma família contável de subconjuntos4 4−N

de , tem-se\

. .‡ ‡

4−N 4−N

4 4Ð E Ñ Ÿ ÐE Ñ. " ,(1)

para o que se pode já supor que o segundo membro é finito, em particular,

139Trata-se das propriedades análogas às que definem as medidas exteriores, com o bónus
de não se exigir que  seja contável, mas as medidas exteriores estão definidas em todosN
os subconjuntos, e não só nos abertos.
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para cada , . Seja  arbitrário. Consideremos uma4 − N ÐE Ñ  _  !. $‡
4

família  com  e  (cf. I.3.10) e seja, para cada , Ð Ñ  ! Ÿ 4 − N Y$ $ $ $4 4−N 4 4 4!
um aberto tal que  e . Tem-se então que  éE § Y ÐY Ñ Ÿ ÐE Ñ  Y4 4 ‡ 4 4 4 4

‡. . $ -
um aberto contendo , pelo que, tendo em conta b3),-E4

. . . . $ . $‡ ‡ ‡

4−N 4−N 4−N 4−N 4−N

4 ‡ 4 ‡ 4 4 4 4Ð E Ñ Ÿ Ð Y Ñ Ÿ ÐY Ñ Ÿ Ð ÐE Ñ  Ñ Ÿ ÐE Ñ . . " " "ˆ ‰ ,

o que, tendo em conta a arbitrariedade de , implica a desigualdade (1).$  !
d) A restrição  da medida exterior  à -álgebra  dos borelianos de  é. . 5 U‡

\ \
uma medida.
  Tendo em conta I.4.5, sabemos que a restrição de  àSubdem: .‡

5 .-álgebra dos conjuntos -mensuráveis é uma medida, pelo que a conclusão‡

desta alínea ficará justificada se mostrarmos que todo o boreliano de  é\
.‡-mensurável, para o que bastará mostrar que, se  é aberto, então Y § \ Y
é -mensurável, isto é, para cada ,.‡ E § \

. . .‡ ‡ ‡ÐEÑ œ ÐE  YÑ  ÐE Ï YÑ.(2)

Sejam então  um aberto e  arbitrário. Para provar (2) bastaráY § \ E § \
provar a desigualdade

. . .‡ ‡ ‡ÐEÑ   ÐE  YÑ  ÐE Ï YÑ,(3)

uma vez que a desigualdade oposta resulta de  ser uma medida exterior e.‡

de se ter . Tendo em conta a definição de E œ ÐE  YÑ  ÐE Ï YÑ ÐEÑ.‡

como um ínfimo, para mostrarmos (3) bastará mostrarmos que, para cada
aberto , tem-seZ ¨ E

. . .‡ ‡ ‡ÐZ Ñ   ÐE  YÑ  ÐE Ï YÑ,(4)

e, uma vez que  e , para. . . .‡ ‡ ‡ ‡ÐZ  YÑ   ÐE  YÑ ÐZ Ï YÑ   ÐE Ï YÑ
provarmos (4) bastará mostrar que

. . .‡ ‡ ‡ÐZ Ñ   ÐZ  YÑ  ÐZ Ï YÑ.(5)

Para provar (5) podemos já supor que  e portanto, por termos.‡ÐZ Ñ  _
conjuntos contidos em , também  e ,Z ÐZ  YÑ  _ ÐZ Ï YÑ  _. .‡ ‡

caso em que escrevemos (5) na forma equivalente

. . .‡ ‡
‡ÐZ  YÑ Ÿ ÐZ Ñ  ÐZ Ï YÑ.(6)

Tendo em conta a defini  como um supremo, para provarção de .‡ÐZ  YÑ
(6) basta mostrar que, para cada : ¡ Z  Y  tem-se

F :Ð Ñ Ÿ . .‡
‡ÐZ Ñ  ÐZ Ï YÑ.(7)

Seja  um compacto tal que  para cada . Uma vezO § Z  Y ÐBÑ œ ! B Â O:
que  é aberto e , para provarZ Ï O ÐZ Ï OÑ. .‡ ‡ÐZ Ï YÑ Ÿ ÐZ Ï OÑ œ .‡

(7) basta provar que
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F :Ð Ñ Ÿ . .‡ ‡ÐZ Ñ  ÐZ Ï OÑ

ou seja, escrito de outra forma,

. . F :‡ ‡ÐZ Ï OÑ Ÿ ÐZ Ñ  Ð Ñ.(8)

Mais uma vez, tendo em conta a definição de  como um supremo,.‡ÐZ Ï OÑ
para provar (8) basta provar que, para cada  tem-se< ¡ Z Ï O

F < . F :Ð Ñ Ÿ ÐZ Ñ  Ð Ñ‡ ,

ou, o que é equivalente,

F : < .Ð  Ñ Ÿ ÐZ Ñ‡ .(9)

Mas, sendo  um compacto tal que  para cada ,O § Z Ï O ÐBÑ œ ! B Â Ow w<
tem-se que  é um compacto contido em  tal que O O Z ÐBÑ  ÐBÑ œ !w : <
para cada  e o facto de, para cada  com , serB Â O O B − \ ÐBÑ Á !w :
B − O B Â O ÐBÑ œ ! B − \, e portanto , donde , implica que, para cada ,w <
: < : <ÐBÑ  ÐBÑ Ÿ "  ¡ Z, e portanto . A desigualdade (9), que nos
faltava provar, é assim uma consequência da definição de  como um.‡ÐZ Ñ
supremo.
e) Sejam  boreliano,  e  tal que , paraE § \ +   ! − Ð\ß Ñ ÐBÑ   +: V ‘ :- 

cada . Tem-se então .B − E Ð Ñ   + ÐEÑF : .
  Podemos já afastar o caso trivial em que . ConsideremosSubdem: + œ !
-  " Y \ arbitrário. Consideremos o aberto  de ,

Y œ ÖB − \ ± ÐBÑ  "×
-

+
: ,

que contém . Sendo  arbitrário, tem-se , para cadaE ¡ Y ÐBÑ Ÿ ÐBÑ< < :-+
B − \ B − Y ÐBÑ Ÿ "  ÐBÑ B Â Y ÐBÑ œ !, uma vez que, se ,  e, se , , e< : <-

+

concluímos agora da propriedade de monotonia referida em III.4.25 que se
tem

F < F : F :Ð Ñ Ÿ Ð Ñ œ Ð Ñ
- -

+ +
.

A definição de  como um supremo implica agora que se tem. .ÐY Ñ œ ÐYÑ‡

. F : . .ÐY Ñ Ÿ Ð Ñ ÐEÑ Ÿ ÐYÑ-
+ , e portanto, por ser , também

. F :ÐEÑ Ÿ Ð Ñ
-

+
.

Tendo em conta a arbitrariedade de , podemos considerar, para cada ,- 8 − 
- œ "  "

8 , e, passando ao limite a sucessão de desigualdades obtida, vemos
que , ou seja, .. F : F : .ÐEÑ Ÿ Ð Ñ Ð Ñ   + ÐEÑ"

+

f) Em particular, deduzimos de e) que  é uma medida de Radon..
  Se  é um compacto, o lema de Urysohn em III.4.11Subdem: O § \
garante a existência de  tal que  para cada , o que: :¡ \ ÐBÑ œ " B − O
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implica que .. F :ÐOÑ Ÿ Ð Ñ  _
g) Sejam  compacto,  e  tal que  eO § \ ,   ! − Ð\ß Ñ Ð\Ñ § Ò!ß ,Ó: V ‘ :-

: F : .ÐBÑ œ ! B Â O Ð Ñ Ÿ , ÐOÑ, para cada . Tem-se então .
  Podemos já afastar o caso trivial em que , e portantoSubdem: , œ !
: :œ ! Y O § Y ¡ Y. Se  é um aberto arbitrário com , vemos que  e"

,

portanto, pela definição de  como um supremo,.‡ÐY Ñ

" "

, ,
Ð Ñ œ Ð Ñ Ÿ ÐYÑF : F : .‡ .

A definição de  como um ínfimo implica agora que se tem. .ÐOÑ œ ÐOÑ‡

"
,F : .Ð Ñ Ÿ ÐOÑ.
h) Sejam, mais geralmente,  boreliano,  e  tal queE § \ ,   ! − Ð\ß Ñ: V ‘-

: : F : .Ð\Ñ § Ò!ß ,Ó ÐBÑ œ ! B Â E Ð Ñ Ÿ , ÐEÑ e , para cada . Tem-se então .
  Podemos já afastar o caso trivial em que , e portantoSubdem: , œ !
: :œ ! O § \ ÐBÑ œ ! B Â O. Seja  um compacto tal que , para cada . Seja
Y \ E § Y  ! um aberto arbitrário de  tal que . Seja  arbitrário. Sendo&

Y œ ÖB − \ ± ÐBÑ  , × \ \ œ Y  Ys s: & , que é um aberto de  com , o
teorema da partição da unidade em III.4.12 garante a existência de funções
contínuas de suporte compacto  tais que , , tais< < < <ß À\ Ä Ò!ß "Ó ¡ Y ¡ Ys s s

que , para cada . Para cada  tem-se então< <ÐBÑ  ÐBÑ œ " B − O B − \s

" " "

, , ,
ÐBÑ œ ÐBÑ ÐBÑ  ÐBÑ ÐBÑs: : < : <

(ambos os membros são  se ), onde  (  e )! B Â O ¡ Y ¡ Y ÐBÑ Ÿ "" "
, ,:< < :

e a aplicação de suporte compacto ,  anula-se\ Ä Ò!ß_Ò B È ÐBÑ ÐBÑs"
,: <

fora de  e fora de  e, por esta última razão, verifica  paraO Y ÐBÑ ÐBÑ Ÿs s"
,: < &

cada . Tendo em conta a definição de  como um supremo,B − \ ÐYÑ.‡

vemos que  e, tendo em conta a conclusão de g), vemosF :< .Ð Ñ Ÿ ÐYÑ"
, ‡

que , pelo que podemos garantir queF :< &.Ð Ñ Ÿ ÐOÑs"
,

F : F :< F :< . &.Ð Ñ œ Ð Ñ  Ð Ñ Ÿ ÐYÑ  ÐOÑ
" " "

, , ,
s

‡ .

Tendo em conta a arbitrariedade de , podemos considerar, para cada&  !
8 − œ &,  e, passando ao limite a sucessão de desigualdades obtida,"

8

vemos que . Tendo em conta a definição de F : . . .Ð Ñ Ÿ ÐYÑ ÐEÑ œ ÐEÑ"
, ‡

‡

como um ínfimo, deduzimos agora que , que é" "
, ,F : F : .Ð Ñ œ Ð Ñ Ÿ ÐEÑ

equivalente à desigualdade enunciada.
i) Seja . Tem-se então: V ‘− Ð\ß Ñ- 

F : : .Ð Ñ Ÿ ÐBÑ . ÐBÑ(
\

.

  Afastemos já o caso trivial em que , e portanto ambos osSubdem: : œ !
membros da desigualdade são . Seja  um compacto tal que! O § \
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:ÐBÑ œ ! B Â O Q  ! B − O, para cada  e seja  maior que o máximo para 
de . Tem-se assim . Seja  arbitrário.: : ÐBÑ Ð\Ñ § Ò!ßQÒ 8 −
Vamos definir funções contínuas  por: : :" # 8

Q
8ß ßá ß À\ Ä Ò!ß Ó

:

:

: :

:

5

QÐ5"Ñ
8

QÐ5"Ñ QÐ5"Ñ
8 8 8

Q5

Q Q5
8 8

ÐBÑ œ

! ÐBÑ Ÿ

ÐBÑ  Ÿ ÐBÑ Ÿ

Ÿ ÐBÑ

ÚÝÛÝÜ
, se ,

, se ,

, se ,

cada uma das quais é contínua, por ter restrição contínua a três fechados cuja
união é  (os correspondentes a cada um dos casos da definição respetiva) e\
tem suporte compacto, uma vez que, para cada , , e portantoB Â O ÐBÑ œ !:
também . Reparemos que, para cada , tem-se:5ÐBÑ œ ! B − \

: : : :ÐBÑ œ ÐBÑ  ÐBÑ â ÐBÑ" # 8 ,

uma vez que existe , não necessariamente único, tal que" Ÿ 5 Ÿ 8
QÐ5"Ñ

8 8
Q5

4Ÿ ÐBÑ Ÿ 5 ÐBÑ œ !: : e que, para um tal , tem-se , para cada

4  5 ÐBÑ œ ÐBÑ  ÐBÑ œ " Ÿ 4 Ÿ 8  ",  e , para cada .: : :5 4
QÐ5"Ñ

8 8
Q

Consideremos os borelianos , disjuntos dois a dois e de união\ ß\ ßá ß\" # 8

O, definidos por

\ œ ÖB − O ± Ÿ ÐBÑ  ×
QÐ5  "Ñ Q5

8 8
5 :

e reparemos que, aplicando a conclusão de h) a , que verifica : :5 5ÐBÑ œ !
para cada , concluímos queB Â \ \ â\5 5" 8

F : . . .Ð Ñ Ÿ Ð\ â\ Ñ œ Ð Ð\ Ñ â Ð\ ÑÑ
Q Q

8 8
5 5 8 5 8 ,

e portanto que

F : F : F : F :

. . .

Ð Ñ œ Ð Ñ  Ð Ñ â Ð Ñ Ÿ

Ÿ Ð\ Ñ  # Ð\ Ñ â 8 Ð\ Ñ
Q

8

" # 8

" # 8ˆ ‰.
(10)

Por outro lado, uma vez que, para cada , , podemosB − \ ÐBÑ  5
QÐ5"Ñ

8:

escrever

( ( ("
"(

ˆ ‰

\ O \5œ"

8

5œ"

8

\

# $ 8

: . : . : .

.

. . .

ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ  

  . ÐBÑ œ
QÐ5  "Ñ

8

œ Ð\ Ñ  # Ð\ Ñ â Ð8  "Ñ Ð\ Ñ
Q

8

5

5

o que, comparado com (10), implica que
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F : . F : . . .

. . .

: .

Ð Ñ  ÐOÑ œ Ð Ñ  Ð\ Ñ  Ð\ Ñ â Ð\ Ñ Ÿ
Q Q

8 8

Ÿ Ð\ Ñ  # Ð\ Ñ â Ð8  "Ñ Ð\ Ñ Ÿ
Q

8

Ÿ ÐBÑ . ÐBÑ

ˆ ‰
ˆ ‰

(

" # 8

# $ 8

\

.

Tendo em conta a arbitrariedade de , podemos passar ao limite a sucessão8
de desigualdades precedente para concluir a desigualdade pretendida.
j) Seja, mais geralmente, , não necessariamente tal que: V ‘− Ð\ß Ñ-

:Ð\Ñ § Ò!ß_Ò. Tem-se então ainda

F : : .Ð Ñ Ÿ ÐBÑ . ÐBÑ(
\

.

  Basta examinar o caso em que não se tem  e,Subdem: :Ð\Ñ § Ò!ß_Ò
sendo  um compacto tal que  para cada , seja O § \ ÐBÑ œ ! B Â O Q  !:
tal que  seja o mínimo de  para . Seja  arbitrário.Q ÐBÑ B − O  !: &
Uma vez que , a caracterização desta medida como um ínfimo.ÐOÑ  _
permite fixar um aberto  de , com  e . TendoY \ O § Y ÐYÑ  ÐOÑ . . &
em conta o lema de Urysohn em III.4.11, consideremos uma função contínua
< < <À\ Ä Ò!ß "Ó ¡ Y ÐBÑ œ " B − O tal que  e , para cada . O que vimos na
alínea e) implica que . Por outro lado, uma vez que a aplicação. F <ÐOÑ Ÿ Ð Ñ
contínua de suporte compacto  já tem a propriedade de se ter: <Q
: <ÐBÑ Q ÐBÑ   ! B − \, para cada , deduzimos do que se viu em i) que

F : . F : F < F : <

: < .

: . < .

: . .

Ð Ñ Q ÐOÑ Ÿ Ð Ñ Q Ð Ñ œ Ð Q Ñ Ÿ

Ÿ ÐBÑ Q ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ ÐBÑ . ÐBÑ Q ÐBÑ. ÐBÑ Ÿ

Ÿ ÐBÑ . ÐBÑ Q ÐYÑ

(
( (
(

\

\ \

\

e portanto

F : : . . . : . &Ð Ñ Ÿ ÐBÑ . ÐBÑ QÐ ÐYÑ  ÐOÑÑ Ÿ ÐBÑ . ÐBÑ Q( (
\ \

.

Mais uma vez, tendo em conta a arbitrariedade de , podemos substituir  por& &
"
8  e tomar o limite de ambos os membros para deduzir a desigualdade preten-
dida.
k) Sendo  arbitrário, podemos aplicar o que vimos em j) à: V ‘− Ð\ß Ñ-

função  para deduzir que − Ð\ß Ñ: V ‘-
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 Ð Ñ œ Ð Ñ Ÿ  ÐBÑ . ÐBÑ œ  ÐBÑ . ÐBÑF : F : : . : .( (
\ \

,

portanto

F : : .Ð Ñ   ÐBÑ . ÐBÑ(
\

,

o que, em conjunto com a desigualdade em j), implica a igualdade

 .F : : . F :Ð Ñ œ ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð Ñ(
\

. 

III.4.28  Sejam (Visão alternativa sobre os funcionais lineares positivos) \
um espaço topológico localmente compacto separado e de base contável e
F V ‘ ‘À Ð\ß Ñ Ä-   uma aplicação verificando as propriedades

F : < F : F < F : F :Ð  Ñ œ Ð Ñ  Ð Ñ Ð+ Ñ œ + Ð Ñ, ,

quaisquer que sejam .  Existe então uma, e: < ‘ß − V ‘- Ð\ß Ñ + − e 
140

uma só, aplicação linear  que prolonga , e este prolonga-F V ‘ ‘ FÀ Ð\ß Ñ Ä-

mento vai ser trivialmente um funcional linear positivo.
Dem: Comecemos por reparar que de se ter

F F F FÐ!Ñ œ Ð!  !Ñ œ Ð!Ñ  Ð!Ñ,

deduzimos que . Reparemos agora que, para cada ,F : V ‘Ð!Ñ œ ! − Ð\ß Ñ-

existem  e  em , para cada: : : : :   V ‘- Ð\ß Ñ tais que ÐBÑ œ ÐBÑ  ÐBÑ
B − \, por exemplo os definidos por

: :
: : : :

 ÐBÑ œ ÐBÑ œ
l ÐBÑl  ÐBÑ l ÐBÑl  ÐBÑ

# #
, ,

que se anulam em cada  tal que . Este facto já implica a unicidadeB ÐBÑ œ !:
de um prolongamento linear  de , visto que, para um tal  com umaF F :
decomposição como atrás, não pode deixar de ser .F : F : F :Ð Ñ œ Ð Ñ  Ð Ñ 

Reparemos agora que fica bem definida uma aplicação F V ‘ ‘À Ð\ß Ñ Ä-

pela condição de se ter , qualquer que seja o par deF : F : F :Ð Ñ œ Ð Ñ  Ð Ñ 

elementos  de  visto que, dado outro: : : : :   ß œ V ‘- Ð\ß Ñ com 
par  também com , vinha , donde: : : : : : : : :s s s s s sß œ   œ       

F : F : F : : F : : F : F :Ð Ñ  Ð Ñ œ Ð  Ñ œ Ð  Ñ œ Ð Ñ  Ð Ñs s s s       ,

e portanto . O facto de a aplicação F : F : F : F : FÐ Ñ  Ð Ñ œ Ð Ñ  Ð Ñs s   

140Por outras palavras  é “tão linear quanto possível”, tendo em conta o facto de o seuF
domínio não ser um espaço vetorial.
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assim definida ser um prolongamento de  resulta de que da igualdadeF
F : V ‘Ð!Ñ œ ! − Ð\ß Ñ e do facto de cada  se poder escrver na forma- 

: : V ‘ ! Ð\ß Ñ, onde  e 0 pertencem a . Resta-nos mostrar que o- 

prolongamento  é linear. Ora, dados , com as decomposi-F : < V ‘ß − Ð\ß Ñ-

ções  e  como diferenças de elementos de: : : < < <œ  œ    

V ‘ : < : < : < : <-       Ð\ß Ñ  œ Ð  Ñ  Ð  Ñ , tem-se , onde tanto 
como  pertencem a , o que implica que: < V ‘  -  Ð\ß Ñ

F : < F : < F : <

F : F < F : F <

F : F <

Ð  Ñ œ Ð  Ñ  Ð  Ñ œ

œ Ð Ñ  Ð Ñ  Ð Ñ  Ð Ñ œ

œ Ð Ñ  Ð Ñ

   

   

e, analogamente, para , , com  e  em+   ! + œ +  + + +: : : : :   

V ‘- Ð\ß Ñ, donde

F : F : F : F : F :

F : F : F :

Ð+ Ñ œ Ð+ Ñ  Ð+ Ñ œ + Ð Ñ  + Ð Ñ œ

œ +Ð Ð Ñ  Ð ÑÑ œ + Ð Ñ

   

 

e, para , ( ), com  e  em ,+ Ÿ ! + œ Ð+ Ñ  + + + Ð\ß Ñ: : : : : V ‘    - 

donde

F : F : F : F : F :

F : F : F :

Ð+ Ñ œ Ð+ Ñ  Ð+ Ñ œ + Ð Ñ  + Ð Ñ œ

œ +Ð Ð Ñ  Ð ÑÑ œ + Ð Ñ

   

 

( )

. 

Exercícios

Ex III.4.1  Sejam  um espaço(O suporte de uma medida de Radon) \
topológico localmente compacto, separado e com base contável e
. U ‘À Ä W\  uma medida de Radon. Define-se o   da medida suporte .
como sendo o conjunto dos pontos  tais que , para todo oB − \ ÐYÑ  !.
aberto  de  com . Diz-se que a medida de Radon  é Y \ B − Y . estritamente
positiva se o seu suporte  é igual a .W \
a) Verificar que uma medida de Radon  é estritamente positiva se, e só se.
. .ÐY Ñ  ! Y, para cada aberto não vazio . Deduzir, em particular, que, se  é
uma medida de Radon estritamente positiva nos borelianos de , então a sua\
restrição a um aberto  é ainda estritamente positiva.Z § \
b) Mostrar que o suporte  de  é um conjunto fechado tal queW .
. VÐ\ Ï WÑ œ ! \.  Sendo  uma base contável de abertos de ,Sugestão:
verificar que  é a união de todos os  tais que .\ Ï W Y − ÐYÑ œ !V .
c) Verificar que o complementar  do suporte de  é “o maior aberto de\ Ï W .
medida nula” de , no sentido que, para além de se ter ,\ Ð\ Ï WÑ œ !.
tem-se , para cada aberto  com .\ Ï W ¨ Y Y ÐYÑ œ !.
d) Verificar que a medida de Lebesgue  nos borelianos de é- ‘8

8
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estritamente positiva, isto é, que o seu suporte é a totalidade de ‘8Þ

e) Se  é uma função, o  de  é a aderência em  do: ‘ :À\ Ä \ suporte
conjunto  dos pontos  tais que .  Verificar que, se  éE B − \ ÐBÑ  !: .141

uma medida de Radon nos borelianos de , com suporte  e se \ W À\ Ä: ‘

é uma função contínua, com suporte , então o suporte da medida de RadonE
. .Ð Ñ:  associada (cf. III.4.16) é igual a  (em particular, se a medida  éW  E

estritamente positiva, o suporte de  coincide com o suporte de ).. :Ð Ñ:

Sugestão: Mostrar os seguintes três factos: 1) Se , então  nãoB Â W B! !

pertence ao suporte de ; 2) Se , então  não pertence ao suporte.Ð Ñ ! !: B Â E B

de ; 3) Se  não pertence ao suporte de  e , então .. .Ð Ñ Ð Ñ! ! !: :B B − E B − W

Ex III.4.2  (Valor de uma classe num ponto) Sejam  um espaço topológico\
localmente compacto, separado e com base contável e  uma. U ‘À Ä\ 

medida de Radon estritamente positiva (cf. o exercício III.4.1). Sejam  umI
espaço  e de Banach  uma aplicação topologicamente mensurável.0 À\ Ä I
Vamos dizer que a classe  admite um vetor  comoÒ0 Ó − Q/8=Ð\ßIÑ A − I!

valor no ponto   se, para cada , existe um aberto  de , comB − \  ! Z \! $
B − Z m0 ÐBÑ  A m ! !ÎZ, tal que  quase sempre, por outras palavras, para$

um certo boreliano , com ,  para cadaE § Z ÐEÑ œ ! m0ÐBÑ  A m . $!

B − Z Ï E.
a) Mostrar que a classe  não pode admitir num ponto  mais que umÒ0 Ó B − \!

valor, o que torna legítimo notar  o valor, quando exista, daÒ0 ÓÐB Ñ œ A! !

classe  no ponto .Ò0 Ó B!
142

b) Reparar que, se  é contínua no ponto , então a classe  admite 0 B Ò0 Ó 0ÐB Ñ! !

como valor no ponto , por outras palavras, . Concluir, emB Ò0 ÓÐB Ñ œ 0ÐB Ñ! ! !

particular, que a definição que apresentámos generaliza a que foi dada em
III.2.4.
c) Suponhamos que a classe  admite um valor em cada ponto  e sejaÒ0 Ó B − \

0À\ Ä I 0ÐBÑ œ Ò0 ÓÐBÑs s a aplicação definida por . Mostrar que a aplicação
0 À\ Ä I Ò0 Ó œ Ò0 Ó Q/8=Ð\ßIÑs s é contínua e que  em .143

Sugestão: 1)  Partir de uma base contável  de abertos de  e mostrar que seV \
pode considerar, para cada , uma base de abertos , constituída pelos5 −  V5
abertos  tais que exista  com  quase sempre.Y − A − I m0 ÐBÑ  Am V ÎY

"
5

2) Concluir que, para cada  e , existe um boreliano ,5 − Y − E § Y V5 5ßY

com , tal que , sempre que ..ÐE Ñ œ ! m0ÐBÑ  0ÐCÑm  Bß C − Y Ï E5ßY 5ßY
#
5

Considerar o boreliano , com , definido porE § \ ÐEÑ œ !.

141Comparando com a definição de suporte de uma aplicação , com valores no0 À\ Ä I
espaço de Banach , referida na nota 133 na página 285, constatamos que esse suporteI
não é mais do que o suporte da função , com valores em .: ‘ÐBÑ œ m0ÐBÑm 
142É para a validade desta conclusão que temos que a admitir que a medida de Radon seja
estritamente positiva.
143Comparar com a noção de classe contínua dada em III.2.4, no caso em que  é um\
aberto de , com a medida de Lebesgue nos respetivos borelianos.‘8
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E œ E. .Š ‹
5− Y−

5ßY

 V5

.

3) Mostrar que, se  e , então existe  tal queY − B − Y B − Y Ï EV5
w

m0ÐB Ñ  0ÐBÑm sw "
5 .

4) Deduzir de 3) que, se  e , então  eY − Bß C − Y m0ÐCÑ  0ÐBÑm s sV5
%
5

concluir daqui que  é contínua.0 À\ Ä Is

5) Deduzir de 3) que, se , então , começando porB − \ Ï E 0ÐBÑ œ 0ÐBÑs

mostrar que, para  arbitrário, .5 − m0ÐBÑ  0ÐBÑm s $
5

Ex III.4.3  (Teorema de Lusin) Sejam  um espaço topológico localmente\
compacto, separado e com base contável e  uma medida de. U ‘À Ä\ 

Radon. Sejam  um espaço  e I 0de Banach  uma aplicação topologi-À\ Ä I
camente mensurável.
a) Mostrar que, para cada , existe um subconjunto fechado  tal$  ! G § \
que  e que  seja contínua.. $Ð\ Ï GÑ  0 ÀG Ä IÎG

Sugestão:144 Seja  uma sucessão de abertos de  cujo conjuntoÐZ Ñ 0Ð\Ñ8 8−

dos termos seja uma base de abertos deste subespaço topológico de . ParaI
cada , notando  e , utilizar o8 − E œ 0 ÐZ Ñ − E œ \ Ï E U8 8 \ 8

" w
8

resultado de regularidade na alínea d) de III.4.6 para considerar fechados G8

e  de , comG \w
8

G § E G § \ Ï E ÐE Ï G Ñ  ÐE Ï G Ñ 
# #

8 8 8 8 8
w w w
8 8 88" 8"

, , ,. .
$ $

e mostrar que o conjunto fechado de ,\

G œ ÐG  G Ñ,
8−

8
w
8



verifica as condições pedidas. Para verificar a continuidade da restrição de 0
a , reparar que, se  e  é tal que , então  e G B − G 8 0ÐB Ñ − Z B − \ Ï G 0! ! 8 !

w
8

aplica  em .G  Ð\ Ï G Ñ Zw
8 8

b) Utilizar a conclusão de a) para mostrar que, no caso em que ,.Ð\Ñ  _
para cada  existe um compacto  com  e$ . $ ! O § \ Ð\ Ï OÑ 
0 ÀO Ä IÎO  contínua.  Ter em conta a alínea c) de III.4.6.Sugestão:

Ex III.4.4 Verificar que  não é denso em  (comparar comG-Ð ß Ñ P Ð ß Ñ‘ ‘ ‘ ‘8 _ 8

III.4.14).  Considerar a função identicamente igual a .Sugestão: "

Ex III.4.5 Sejam  um espaço topológico localmente compacto, separado e com\
base contável,  uma medida de Radon e  uma. U ‘À Ä À\ Ä Ò!ß_Ò\  :
função localmente integrável. Mostrar que, se , então o integralE − U\' '
E O: :ÐBÑ . ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ O. . é o supremo dos integrais , com  compacto

144A prova seguindo as linhas desta sugestão é devida a Loeb e Talvila, [8]Þ
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contido em , e o ínfimo dos integrais , com  abertoE ÐBÑ . ÐBÑ Y'
Y : .

contendo .  Lembrar que a medida  é uma medida de Radon.E Sugestão: .Ð Ñ:

Ex III.4.6  Sejam  um espaço topológico local-(Topologia de )P Ð\ßIÑ"
69- \

mente compacto separado e de base contável, . U ‘À Ä\  uma medida de
Radon de Banach e  um espaço . Dados , um compactoI Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ"

69-

O § \  ! e , notemos$

U $Oß "
"
69- ÎO ÎO$ÐÒ0 ÓÑ œ ÖÒ1Ó − P Ð\ßIÑ ± mÒ1 Ó  Ò0 Óm  ×.

a) Mostrar que existe uma topologia em  definida pela condiçãoP Ð\ßIÑ"
69-

um conjunto  ser uma vizinhança de  se, ei § P Ð\ßIÑ Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ" "
69- 69-

só se, existe um compacto  e  tais que O § \  ! ÐÒ0 ÓÑ § Þ$ U iOß$

b) Mostrar que uma sucessão de elementos Ò0 Ó −8 P Ð\ßIÑ"
69-  converge para

um elemento  em  (cf. III.4.19) se, e só se,Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ P Ð\ßIÑ" "
69- 69-

converge para esta topologia.
c) Verificar que, para a topologia de  definida em a), cadaP Ð\ßIÑ"

69-

Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ"
69-  admite um sistema fundamental de vizinhanças numerável.

Mais precisamente, considerando uma sucessão crescente de compactos
O8 § \ Y œ \ nas condições da alínea b) de III.4.5 (para ), verificar que se
obtém um tal sistema fundamental de vizinhanças tomando a classe dos
conjuntos , com .  Utilizar a propriedade dasU O ß8

"
8
ÐÒ0 ÓÑ 8 − Sugestão:

coberturas dos compactos para mostrar que qualquer compacto  estáO § \
contido num dos compactos .O8

d) Verificar que a topologia que consideramos em P Ð\ßIÑ"
69-  é separada (de

Hausdorff).
e) Verificar que  é denso em , para a topologia queG-Ð\ßIÑ P Ð\ßIÑ"

69-

consideramos neste espaço (comparar com III.4.14).
Sugestão: Dados  em , um compacto 0 P Ð\ßIÑ O"

69- § \  ! e , aplicar a$
conclusão da alínea a) de III.4.5 para considerar um aberto  e umY w

compacto  com , reparar que  e aplicar oO O § Y § O 0 − P ÐY ßIÑw w w " w
ÎY w

resultado de densidade ção em  éIII.4.14, reparando que uma aplica V-ÐY ßIÑw

restrição de uma em .V-Ð\ßIÑ
f) Sejam  três espaços de Banach e  uma aplicaçãoJßKßL ÀJ ‚ K Ä L0
bilinear contínua, que encaramos como uma “multiplicação”, notando, para
cada  e , . Seja  uma aplicaçãoA − J D − K A ‚ D œ ÐAß DÑ − L 0À\ Ä J0
contínua. Verificar que é contínua a aplicação

P Ð\ßKÑ Ä P Ð\ßLÑ" "
69- 69- , Ò1Ó È Ò0 Ó ‚ Ò1Ó

(cf. a alínea a) de III.4.22), quando se considera no domínio e no espaço de
chegada a topologia definida em a).

Ex III.4.7  Sejam  um espaço(Resultados de colagem em )Q/8=Ð\ßIÑ \
topológico localmente compacto separado e de base contável, . U ‘À Ä\ 

uma medida de Radon de Banach e  um espaço .I
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a) Seja 0 À\ Ä I uma aplicação tal que exista uma família de abertos
ÐY Ñ \ 0 ÀY Ä I4 4−N 4ÎY de união  com cada  topologicamente mensurável

4

(ou, equivalentemente, tal que, para cada , exista um aberto  de B − \ Y \B

com  e  topologicamente mensurável). Mostrar queB − Y 0 ÀY Ä IB BÎYB

0 À\ Ä I é topologicamente mensurável.  Utilizar a existência deSugestão:
uma base contável de abertos de  para garantir a existência de uma\
cobertura aberta  de , com o conjunto  de índices contável, talÐZ Ñ \ O5 5−O

que cada  esteja contido nalgum .Z Y5 4

b) Sejam  uma família de abertos de  de união  e para cada ÐY Ñ \ \ 4 − N4 4−N

Ò0 Ó − Q/8=ÐY ßIÑ4 4 . Suponhamos que, quaisquer que sejam os índices
4ß 4 − N Ò0 Ó Ò0 Ó Y  Yw w

4 4 4 4, as classes  e  têm a mesma restrição a  (comow

elemento de ). Mostrar que existe uma, e uma só, classeQ/8=ÐY  Y ßIÑ4 4w

Ò0 Ó − Q/8=Ð\ßIÑ 4 − N Ò0 Ó œ Ò0 Ó tal que, para cada , .4 ÎY4

Sugestão: Começar por provar o resultado de unicidade. Seguir a mesma
ideia que a utilizada para a alínea a) para reduzir o problema ao caso em que
N  é contável. O lema I.2.11 poderá ajudar a definir explicitamente a aplica-
ção .0

§5. Translações e produto de convolução em .‘8

Nesta secção, a medida que vai ser considerada é a medida de Lebesgue
- 5 U ‘8

8 na -álgebra  dos borelianos de , onde naturalmente, o caso‘8

particular em que  também é considerado. Como referido em III.4.3,8 œ "
-8 é uma medida de Radon, à qual podemos, em particular, aplicar o que
estudámos na secção III.4.

III.5.1 Lembremos que, como referido em II.5.7, para cada B − ‘8 notamos
7 ‘ ‘B

8 8À Ä B a translação associada a , isto é, aplicação bimensurável
definida por , cuja inversa é , e que a medida de Lebesgue7 7B BÐCÑ œ B  C
- - 7 -8 8 B 8 é invariante por translação, isto é, que se tem , paraÐ ÐEÑÑ œ ÐEÑ
cada  e cada . Nesta secção estará implícito que a medida queE − B −U ‘‘8

8

consideramos é a medida de Lebesgue  nos borelianos de .- ‘8
8

Dados  espaço de Banach,  aplicação topologicamente mensu-I 0À Ä I‘8

rável e , notamos  a aplicação topologicamenteB − Ð0ÑÀ Ä I‘ 7 ‘8 8
B

mensurável definida por  (cf. II.2.7), portanto por7 7B BÐ0Ñ œ 0 ‰

7BÐ0ÑÐCÑ œ 0ÐC  BÑ.

Repare-se que, como se constata imediatamente, fica assim definida uma
aplicação linear

7 ‘ ‘B
8 8À Ð ß IÑ Ä Ð ßIÑMens Mens ,
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tendo-se

7 7 7 7! B B BBÐ0Ñ œ 0 Ð Ð0ÑÑ œ Ð0Ñ,  ,w w

e portanto também .7 7B BÐ Ð0ÑÑ œ 0

III.5.2 Nas condições anteriores, se  é um boreliano e , tem-se,E § B −‘ ‘8 8

para a função indicatriz ,ˆ ‘ ‘E
8À Ä

7 ˆ ˆB E ÐEÑÐ Ñ œ 7B . 145

Dem: Basta atender a que

7 ˆ ˆ 7B BE EÐ ÑÐCÑ œ Ð ÐCÑÑ œ
" C  B − E
! C  B Â Eœ , se 

, se 
,

onde a condição  é equivalente a .C  B − E C − ÐEÑ7B 

III.5.3 Sejam  um espaço de Banach,  e  duas aplicaçõesI B − 0ß 1À Ä I‘ ‘8 8

mensuráveis tais que  em , isto é, tais queÒ0 Ó œ Ò1Ó ß IÑQ/8=Ð‘8

0ÐBÑ œ 1ÐBÑ Ò Ð0ÑÓ œ Ò Ð1ÑÓ ß IÑ quase sempre. Vem então  em .7 7 ‘B B
8Q/8=Ð

A aplicação linear  dá assim origem a uma7 ‘ ‘B
8 8À Ð ß IÑ Ä Ð ßIÑMens Mens

aplicação linear  definida por7 ‘ ‘B
8 8À Ð ß IÑ Ä Ð ßIÑQ/8= Q/8=

7 7B BÐÒ0 ÓÑ œ Ò Ð0ÑÓ.

Dem: Basta atender a que, sendo  um boreliano com  talE § ÐEÑ œ !‘ -8
8

que , para cada , tem-se0ÐCÑ œ 1ÐCÑ C Â E

7 7B BÐ0ÑÐCÑ œ 0ÐC  BÑ œ 1ÐC  BÑ œ Ð1ÑÐCÑ,

sempre que , isto é, sempre que , onde  é umC  B Â E C Â ÐEÑ ÐEÑ7 7B B

boreliano com .- 7 -8 B 8Ð ÐEÑÑ œ ÐEÑ œ ! 

III.5.4 Nas condições anteriores, para cada , a aplicação linear" Ÿ : Ÿ _

7 ‘ ‘B
8 8À Ð ß IÑ Ä Ð ßIÑQ/8= Q/8=

aplica  em  e tem-se .P Ð ßIÑ P Ð ßIÑ m ÐÒ0 ÓÑm œ mÒ0 Óm: 8 : 8
B : :‘ ‘ 7

Dem: Comecemos por supor que  e seja . Tendo em:  _ Ò0 Ó − P Ð ßIÑ: 8‘
conta o teorema trivial de mudança de variáveis (cf. II.1.38) e a invariância
por translação da medida de Lebesgue, obtemos então

( (
(

‘ ‘

‘

8 8

8

m Ð0ÑÐCÑm . ÐCÑ œ m0Ð ÐCÑÑm . ÐCÑ œ

œ m0ÐDÑm . ÐDÑ  _

7 - 7 -

-

B 8 B 8
: :

:
8 ,

145Este resultado explica a razão, porventura considerada estranha, de termos utilizado a
composição com  na definição de .7 7B BÐ0Ñ
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o que mostra que  e que .7 ‘ 7B B : :
: 8ÐÒ0 ÓÑ − P Ð ßIÑ m ÐÒ0 ÓÑm œ mÒ0 Óm

Suponhamos agora que . Podemos assim considerar umÒ0 Ó − P Ð ßIÑ_ 8‘
boreliano  com  tal que , para cadaE § ÐEÑ œ ! m0ÐCÑm Ÿ mÒ0 Óm‘ -8

8 _

C Â E e tem-se então

m Ð0ÑÐCÑm œ m0ÐC  BÑm Ÿ mÒ0 Óm7B _,

sempre que , isto é, sempre que , onde  é umC  B Â E C Â ÐEÑ ÐEÑ7 7B B

boreliano de  com , o que implica que ‘ - 7 - 78
8 B 8 BÐ ÐEÑÑ œ ÐEÑ œ ! ÐÒ0 ÓÑ

está em  e que . Para mostrar que se temP Ð ßIÑ m ÐÒ0 ÓÑm Ÿ mÒ0 Óm_ 8
B _ _‘ 7

mesmo  basta agora reparar que se pode escreverm ÐÒ0 ÓÑm œ mÒ0 Óm7B _ _

mÒ0 Óm œ m Ð ÐÒ0 ÓÑÑm Ÿ m ÐÒ0 ÓÑm_ B B _ B _7 7 7 . 

III.5.5  Sejam  um espaço de Banach,(Teorema de continuidade) I
" Ÿ :  _ Ò0 Ó − P Ð ßIÑ e . Tem então lugar uma aplicação: 8‘
uniformemente contínua de  para , que a cada  associa‘ ‘ ‘8 : 8 8P Ð ßIÑ B −
7BÐÒ0 ÓÑ.
Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
1) Vamos fazer a hipótese suplementar de se ter  (cf. III.4.8) e0 − Ð ßIÑV- ‘

8

mostrar que a aplicação referida é contínua em .! − ‘8

  A hipótese feita implica que  é contínua e que,Subdem: 0 À Ä I‘8

para um certo , vem , sempre que . SejaV  ! 0ÐCÑ œ ! mCm  V
Q œ ÐF Ð!ÑÑ ! V  "-8 V"  a medida da bola fechada de centro  e raio . Seja
$  ! 0 F Ð!Ñ arbitrário. A continuidade uniforme de  no compacto V#

permite-nos escolher  tal que, sempre que !   " Cß D − F Ð!Ñ& V#

verificam ,mD  Cm  &

m0ÐDÑ  0ÐCÑm  Q$ "Î:.

Seja agora  tal que . Se , tem-se  eB − mBm  mCm  V  " 0ÐCÑ œ !‘ &8

7BÐ0ÑÐCÑ œ 0ÐC  BÑ œ ! mC  Bm Ÿ V mCm Ÿ mC  Bm  mBm Ÿ (se , vinha 
V  " mCm Ÿ V  " mC  Bm Ÿ mCm  mBm Ÿ V  #). Se , vem , e portanto
m0ÐC  BÑ  0ÐCÑm  Q$ "Î:. Concluímos assim que

( (
(

‘8
V"

V"

m Ð0ÑÐCÑ  Ð0ÑÐCÑm . ÐCÑ œ m0ÐC  BÑ  0ÐCÑm . ÐCÑ Ÿ

Ÿ ÎQ . ÐCÑ œ

7 7 - -

$ - $

B ! 8 8
: :

F Ð!Ñ

F Ð!Ñ

: :
8 ,

portanto , o que prova a continuidade pretendida.m ÐÒ0 ÓÑ  ÐÒ0 ÓÑm Ÿ7 7 $B ! :

2) Vamos mostrar agora que a aplicação referida no enunciado é contínua em
! 0, sem fazer nenhuma hipótese suplementar sobre .
  Seja  arbitrário. Tendo em conta o teorema deSubdem: $  !
densidade em III.4.14, podemos considerar 1 − Ð\ßIÑV-  tal que
mÒ0 Ó  Ò1Óm   !: $

$  e, pelo caso particular estudado em 1), existe  tal que,&

sempre que  verifica , . Para cadaB − mBm  m ÐÒ1ÓÑ  ÐÒ1ÓÑm Ÿ‘ & 7 78
B ! : $

$
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B − mBm ‘ &8 com , tem-se então

m ÐÒ0 ÓÑ  ÐÒ0 ÓÑm Ÿ

Ÿ m ÐÒ0 ÓÑ  ÐÒ1ÓÑm  m ÐÒ1ÓÑ  ÐÒ1ÓÑm  m ÐÒ1ÓÑ  ÐÒ0 ÓÑm œ

œ m ÐÒ0 Ó  Ò1ÓÑm  m ÐÒ1ÓÑ  ÐÒ1ÓÑm  mÒ1Ó  Ò0 Óm 

 
$

7 7

7 7 7 7 7 7

7 7 7

$ $

B ! :

B B : B ! : ! ! :

B : B ! : :

$ $
 œ
$

$,

o que prova a continuidade pretendida.
3) Provemos enfim a continuidade uniforme da aplicação referida.
  Dado , o que vimos em 2) garante-nos a existência deSubdem: $  !
& & ! mBm  tal que, sempre que ,

m ÐÒ0 ÓÑ  Ò0 Óm œ m ÐÒ0 ÓÑ  ÐÒ0 ÓÑm 7 7 7 $B : B ! : ,

e então, sempre que , vemmC  Dm  &

m ÐÒ0 ÓÑ  ÐÒ0 ÓÑm œ m Ð ÐÒ0 ÓÑÑ  ÐÒ0 ÓÑm œ

œ m Ð ÐÒ0 ÓÑ  Ò0 ÓÑÑm œ m ÐÒ0 ÓÑ  Ò0 ÓÑm 

7 7 7 7 7

7 7 7 $
C D : D CD D :

D CD : CD : ,

o que prova a continuidade uniforme pretendida. 

Vamos agora estudar o produto de convolução de funções definidas em
‘8, começando por examinar o caso especial das funções com valores em
‘Þ

III.5.6 Sejam  duas aplicações mensuráveis. Tem então lugar: < ‘ ‘ß À Ä8


uma aplicação mensurável , a que damos o nome de : < ‘ ‘‡ À Ä8
 produto

de convolução de  e , definida por: <

: < : < -‡ ÐBÑ œ ÐB  CÑ ÐCÑ . ÐCÑ(
‘8

8 .

Tem-se, além disso,

( ( (Š ‹ Š ‹
‘ ‘ ‘8 8 8

: < - : - < -‡ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ ‚ ÐBÑ . ÐBÑ8 8 8 ,

ou seja, nas notações de III.1.16,

m ‡ m œ m m ‚ m m: < : <" " ".

Dem: Considerando a aplicação mensurável , que a ‘ ‘ ‘8 8
‚ Ä ÐBß CÑ

associa , resulta do teorema de Fubini em II.4.9, em primeiro: <ÐB  CÑ ÐCÑ
lugar que  está bem definido, isto é, que, para cada , é: < ‘‡ B − 8

mensurável a aplicação , , e, em segundo lugar,‘ ‘ : <8
Ä C È ÐB  CÑ ÐCÑ

que a aplicação  é mensurável. O mesmo resultado, em: < ‘ ‘‡ À Ä8


conjunto com o teorema trivial de mudança de variáveis e a invariância por
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translação da medida de Lebesgue, garante que

( (
( (Š ‹
( (Š ‹
( (Š ‹

‘ ‘ ‘

‘ ‘

‘ ‘

‘ ‘

8 8 8

8 8

8 8

8 8

: < - : < - -

: < - -

: - < -

: - <

‡ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐB  CÑ ÐCÑ . Œ ÐBß CÑ œ

œ ÐB  CÑ ÐCÑ . ÐBÑ . ÐCÑ œ

œ ÐB  CÑ . ÐBÑ ÐCÑ . ÐCÑ œ

œ ÐDÑ . ÐDÑ

8 8 8
‚

8 8

8 8

8 ÐCÑ . ÐCÑ œ

œ ÐDÑ . ÐDÑ ‚ ÐCÑ . ÐCÑ

-

: - < -

8

8 8Š ‹ Š ‹( (
‘ ‘8 8

o que termina a demonstração. 

II Sejam  duas aplicações mensuráveis.I.5.7  (Comutatividade) : < ‘ ‘ß À Ä8


Tem-se então : < < : ‘ ‘‡ œ ‡ À Ä Þ8


Dem: Tendo em conta o teorema trivial de mudança de variáveis e a inva-
riância por translação e por simetria da medida de Lebesgue (cf. II.5.7 e
II.5.13), vem

: < : < -

: 7 < 7 -

: < - < :

‡ ÐBÑ œ ÐB  CÑ ÐCÑ . ÐCÑ œ

œ ÐB  ÐDÑÑ Ð ÐDÑÑ . ÐDÑ œ

œ ÐDÑ ÐBDÑ . ÐDÑ œ ‡ ÐBÑ

(
(
(

‘

‘

‘

8

8

8

8

B B 8

8 . 

II   aplicações mensuráveisI.5.8  Sejam (Monotonia) : : < < ‘ ‘" # " # 
8ß ß ß À Ä

tais que, para cada ,  e . Tem-se então,B − ÐBÑ Ÿ ÐBÑ ÐBÑ Ÿ ÐBÑ‘ : : < <8
" # " #

para cada ,B − ‘8

: < : <" " # #‡ ÐBÑ Ÿ ‡ ÐBÑ.

Dem: Trata-se de uma consequência direta da propriedade de monotonia do
integral das funções positivas na alínea b) de II.1.16. 

II   aplicações mensu-I.5.9  Sejam (“Bilinearidade”) : : < < ‘ ‘" # " # 
8ß ß ß À Ä

ráveis e . Tem-se então+ − ‘

Ð  Ñ‡ œ ‡  ‡ Ð+ Ñ‡ œ +Ð ‡ Ñ

‡Ð  Ñ œ ‡  ‡ ‡Ð+ Ñ œ +Ð ‡ Ñ

: : < : < : < : < : <

: < < : < : < : < : <
" # " " " # " " " " "

" " # " " " # " " " "

, ,
, .

Dem: Trata-se de uma consequência das propriedades do integral das
funções mensuráveis positivas em II.1.20, na alínea c) de II.1.16 e em
II.1.25. 
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III.5.10  Sejam (Convolução e conjuntos de medida nula) : : < < ‘ ‘ß ß ß À Äs s 8


aplicações mensuráveis tais que  quase sempre e : : < <ÐBÑ œ ÐBÑ ÐBÑ œ ÐBÑs s

quase sempre. Tem-se então, para cada ,  .B − ‡ ÐBÑ œ ‡ ÐBÑs s‘ : < : <8 146

Dem: Para cada  fixado, tem-se  quase sempre, portantoB − ÐCÑ œ ÐCÑs‘ < <8

também  quase sempre, o que implica que: < : <ÐB  CÑ ÐCÑ œ ÐB  CÑ ÐCÑs

: < : < -

: < - : <

‡ ÐBÑ œ ÐB  CÑ ÐCÑ . ÐCÑ œ

œ ÐB  CÑ ÐCÑ . ÐCÑ œ ‡ ÐBÑs s

(
(
‘

‘

8

8

8

8 .

A igualdade , da qual decorre a conclusão, prova-se de: < : <‡ ÐBÑ œ ‡ ÐBÑs ss
maneira análoga (tendo em conta a invariância por translação e por simetria
da medida de Lebesgue) ou, ainda mais facilmente, aplicando o que
acabamos de ver e a propriedade comutativa da convolução. 

II Sejam  duasI.5.11  (Aplicação da desigualdade de Hölder) : < ‘ ‘ß À Ä8


aplicações mensuráveis. Tem-se então:
a) Para cada ,B − ‘8

: < : <‡ ÐBÑ Ÿ m m m m_ ",

em particular, .m ‡ m Ÿ m m m m: < : <_ _ "

b) Sejam  e  dois expoentes conjugados (cf. III.1.15). Para cada:  " ;  "
B − ‘8, tem-se então

: < : <‡ ÐBÑ Ÿ m m m m: ; ,

em particular, . m ‡ m Ÿ m m m m: < : <_ : ;
147

Dem:  Seja  um boreliano com  tal que, para cadaa) E § ÐEÑ œ !‘ -8
8

B − Ï E ÐBÑ Ÿ m m B −‘ : : ‘8 8
_, . Sendo  arbitrário, podemos  considerar o

boreliano  de  que, tendo em conta a invariância porE œ B  EB
8‘

translação e simetria da medida de Lebesgue, verifica ainda  e-8 BÐE Ñ œ !
tem-se então, para cada , , pelo que podemosC − Ï E ÐB  CÑ Ÿ m m‘ : :8

B _

escrever

: < : < - : < -

: < - : <

‡ ÐBÑ œ ÐB  CÑ ÐCÑ . ÐCÑ Ÿ m m ÐCÑ . ÐCÑ œ

œ m m ÐCÑ . ÐCÑ œ m m m m

( (
(

‘ ‘

‘

8 8
B B

8
B

ÏE ÏE
8 _ 8

_ 8 _ "
ÏE

.

b) Sendo  arbitrário, podemos considerar a função mensurávelB − ‘8

146Não só quase sempre…
147Reparar que a) não é mais do que o caso limite de b) em que  e  e que não: œ _ ; œ "
é necessário enunciar explicitamente o caso limite  e , tendo em conta a: œ " ; œ _
comutatividade do produto de convolução.
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: ‘ ‘ : :B  B
8À Ä ÐCÑ œ ÐB  CÑ definida por , para a qual se tem, tendo em

conta a invariância por translação e simetria da medida de Lebesgue,

( ( (
‘ ‘ ‘8 8 8

: - : - : -B 8 8 8
: : :ÐCÑ . ÐCÑ œ ÐB  CÑ . ÐCÑ œ ÐDÑ . ÐDÑ,

isto é, . Podemos assim escrever, tendo em conta a desigual-m m œ m m: :B : :

dade de Hölder em III.1.17,

: < : < - : < -

: < : <

‡ ÐBÑ œ ÐB  CÑ ÐCÑ . ÐCÑ œ ÐCÑ ÐCÑ . ÐCÑ Ÿ

Ÿ m m m m œ m m m m;

( (
‘ ‘8 8

8 B 8

B : ; : . 

III.5.12  Sejam  duas aplicações(Desigualdade de Young) : < ‘ ‘ß À Ä8


mensuráveis e ,  e  números reais tais que .:   " ;   " <   "  œ " " " "
: ; <

Tem-se então

m ‡ m Ÿ m m m m: < : << : ; . 148

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
a) Vamos provar a desigualdade do eunciado com a hipótese suplementar de
se ter . Consideremos as medidas  e  nos borelianos dem m œ m m œ ": < . .: ;

w

‘8 definidas respetivamente por

. : - . < -ÐEÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ ÐEÑ œ ÐBÑ . ÐBÑ( (
E E

: w ;
8 8, ,

medidas que, por hipótese, verificam  e .. ‘ . ‘Ð Ñ œ " Ð Ñ œ "8 w 8

Reparemos agora que, para cada real , a função  definida=   " 1 À Ä=  ‘ ‘
por  é crescente, com limite  para  e derivável em1 Ð>Ñ œ > _ > Ä _=

=

cada ponto e com derivada , portanto também crescente, em1 Ð>Ñ œ =>w ="
=

particular  é uma função convexa.1=
Aplicando a desigualdade de Jensen para a função  (cf. III.1.12)  notando1 ß:

E B ÐBÑ œ !!
8 o boreliano de  constituído pelos pontos  tais que , para o‘ <

qual , e reparando que.w
!ÐE Ñ œ !

:  ;  :; œ :;Ð   "Ñ œ
" " :;

; : <
,

vemos que, para cada ,B − ‘8

148Reparar que o resultado precedente é o caso limite deste em que . Reparar< œ _
também que um dos casos particulares deste resultado é aquele em que  e: œ ; œ < œ "
que, nesse caso, vimos em III.5.6 que temos mesmo uma igualdade. Reparar também na
diferença relativamente à situação tratada em III.2.34, em que, em vez do produto de
convolução, temos a multiplicação usual.
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: < : < -

: < < -

: < .

: < .

‡ ÐBÑ œ ÐB  CÑ ÐCÑ . ÐCÑ œ

œ ÐB  CÑ ÐCÑ ÐCÑ . ÐCÑ œ

œ ÐB  CÑ ÐCÑ . ÐCÑ Ÿ

Ÿ ÐB  CÑ ÐCÑ . ÐCÑ œ

œ

:
8

:

ÏE

"; ;
8

:

ÏE

"; w
:

ÏE

: ::; w

Š ‹(
Š ‹(
Š ‹(
(
(

‘

‘

‘

‘

‘

8

8
!

8
!

8
!

8
!

8

ÏE

: :;:;
8

: :;Î<
8

: < -

: < -

ÐB  CÑ ÐCÑ . ÐCÑ œ

œ ÐB  CÑ ÐCÑ . ÐCÑ(
‘

.

Tendo em conta a comutatividade do produto de convolução, a desigualdade
anterior também pode ser escrita na forma

: < < : - < .‡ ÐBÑ Ÿ ÐB  CÑ ÐCÑ . ÐCÑ œ ÐB  CÑ . ÐCÑ: :;Î< : :;Î<
8( (

‘ ‘8 8

.

Reparemos agora que de  deduzimos que" " "
: ; < œ " 

" " " "

: ; < <
œ Ð"  Ñ   

portanto  e . Podemos então aplicar de novo a desigualdade de: Ÿ <   "<
:

Jensen, agora para a função  com , para concluir que1 = œ=
<
:

: < : < < .

< . < .

<

‡ ÐBÑ œ ‡ ÐBÑ Ÿ ÐB  CÑ . ÐCÑ Ÿ

Ÿ ÐB  CÑ . ÐCÑ œ ÐB  CÑ . ÐCÑ œ

œ ÐB  CÑ . ÐCÑ

< : :;Î<= =

:;Î< ;=

;

ˆ ‰ Š ‹(
( (ˆ ‰
(

‘

‘ ‘

‘

8

8 8

8

: -ÐCÑ: 8 .

Resulta daqui, por integração, tendo em conta o teorema de Fubini e a
invariância por translação da medida de Lebesgue, que
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m ‡ m œ ‡ ÐBÑ .

Ÿ ÐB  CÑ . ÐCÑ .

œ ÐB  CÑ . ÐBÑ .

œ ÐDÑ . ÐDÑ .

œ

: < : <

<

<

<

<
< <

;

;

;

(
( (Š ‹
( (Š ‹
( (Š ‹
Š(

‘

‘

‘

‘

8

8

8

8

-

: - -

: - -

- : -

8

:
8 8

:
8 8

8 8
:

ÐBÑ Ÿ

ÐCÑ ÐBÑ œ

ÐCÑ ÐCÑ œ

ÐCÑ ÐCÑ œ

‘

‘

‘

8

8

8

‘ ‘8 8

<ÐDÑ . ÐDÑ . ÐCÑ œ "; :- : -8 8‹ Š ‹(‚ ÐCÑ ,

e portanto também

m ‡ m Ÿ " œ m m m m: < : << : ; ,

que é a desigualdade que pretendíamos estabelecer.
b) Vamos agora mostrar que a desigualdade do enunciado é trivialmente
verdadeira nos casos em que  ou . Ora, se for ,m m œ ! m m œ ! m m œ !: < <: ; ;

vem também

! œ m m œ ÐCÑ . ÐCÑ ,< <;
; ;(

‘8

-8

donde < ‘ÐCÑ œ ! B −; 8 quase sempre, portanto também, para cada ,
: <ÐB  CÑ ÐCÑ œ ! quase sempre e

: <‡ ÐBÑ œ (
‘8

: < -ÐB  CÑ ÐCÑ . ÐCÑ œ !8 ,

e, no caso em que m m œ !: : , o que acabamos de verificar e a propriedade
comutativa em III.5.7 garantem-nos que também

: <‡ ÐBÑ œ ‡ ÐBÑ œ !< : ,

para cada que  ouB − m m œ !‘8. Verificámos assim que, sempre : :

m m œ ! ‡ œ !< : <; , tem-se , e portanto, trivialmente,

m ‡ m œ ! œ m m m m: < : << : ; .

c) Notemos agora que a desigualdade do enunciado é ainda trivialmente
verdadeira no caso em que, dos dois valores  e , um deles é  em m m m _: <: ;

o outro é diferente de , uma vez que o segundo membro da desigualdade é!
então ._
d) Resta-nos provar a desigualdade do enunciado no caso em que se tem
simultaneamente  e . Ora, notando!  m m  _ !  m m  _: : ;<

+ œ m m , œ m m: : ; e , podemos considerar as fun< : < ‘ ‘ções sß À Äs 8


definidas por
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: : < <sÐBÑ œ ÐBÑ ÐBÑ œ ÐBÑ
" "

+ ,
s, ,

para as quais se tem trivialmente m m œ m m œ ": <s s
: ;  e

: < : <s‡ ÐBÑ œ ‡ ÐBÑs "

+,

pelo que, tendo em conta o que se viu no caso particular estudado em a),

m ‡ m œ +,m ‡ m Ÿ +, œs s: < : << < m m m m: <: ; ,

como queríamos. 

Vamos agora estudar o produto de convolução no contexto mais geral das
aplicações com valores vetoriais, para o que supomos estar na posse de
uma “multiplicação” conveniente entre os vetores dos espaços vetoriais de
chegada, no contexto referido na alínea b) de II.2.9, mais precisamente,
naquele em que temos três espaços de Banach  e uma aplicaçãoJ ßKßL
bilinear contínua , que encaramos como uma “multiplica-0À J ‚ K Ä L
ção”, notando, para cada  e , . Nessa situa-A − J D − K A ‚ D œ ÐAß DÑ0
ção, como se verifica em cursos de topologia ou de análise funcional (cf.,
por exemplo, [9]), a continuidade da aplicação bilinear  é equivalente à0
existência de uma constante  tal que, sempre que  e ,Q   ! A − J D − K
mA ‚ Dm Ÿ QmAmmDm.
Nâo nos devemos deixar atemorizar pela generalidade desta situação:
Entre os exemplos mais frequentes de aplicação, estão aquele em que os
três espaços vetoriais são iguais ao corpo  dos escalares,  ou , com oŠ ‘ ‚
valor absoluto como norma, e a multiplicação como aplicação bilinear, e
aquele em que  é um espaço de Banach,  é o corpo dos escalaresK œ L J
e a aplicação bilinear é a multiplicação dos escalares pelos vetores.

II Sejam  três espaços de Banach e  uma aplicaçãoI.5.13 JßKßL ÀJ ‚ K Ä L0
bilinear contínua, que encaramos como uma “multiplicação”, notando, para
cada  e ,  e consideremos  tal queA − J D − K A ‚ D œ ÐAß DÑ − L Q   !0
se tenha . Sejamm ÐAß DÑm Ÿ QmAmmDm ÐAß DÑ − J0 , para cada ‚K
0À Ä J 1À Ä K‘ ‘8 8 e  duas aplicações topologicamente mensuráveis, por
outras palavras  e .0 − ß JÑ 1 − ßKÑMens MensÐ Ð‘ ‘8 8

Considerando as aplicações mensuráveis  definidas por: < ‘ ‘ß À Ä8


: <ÐBÑ œ m0ÐBÑm ÐBÑ œ m1ÐBÑm e  e o seu produto de convolução

: < ‘ ‘ : < : < -‡ À Ä ‡ ÐBÑ œ ÐB  CÑ ÐCÑ . ÐC Ñ8
 8, ,(

‘8

definimos o   como sendo o conjunto dosdomínio de convolução W ‘0 ß1
8§

B − ‡ ÐBÑ  _‘ : < ‘8 8 tais que , conjunto esse que é um boreliano de .
Dizemos que  e  são  se  e podemos0 1 œfortemente convolucionáveis W ‘0 ß1

8

então definir uma aplicação topologicamente mensurável
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0‡1À Ä L 0‡1ÐBÑ œ 0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑ . ÐCÑ‘ -8
8, ,(

‘8

a que se dá o nome de  de  e . Mais geralmente,produto de convolução 0 1
dizemos que  e  são  se  e0 1 Ð Ï Ñ œ !fracamente convolucionáveis - ‘ W8 0ß1

8

podemos então definir uma aplicação topologicamente mensurável

0‡1À Ä L 0‡1ÐBÑ œ
0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑ . ÐCÑ B −

! B Â
‘

- W

W
8 8 0ß1

0 ß1
,

, se 
, se ,œ'
‘8

a que se dá o nome de  de  e .produto de convolução 0 1 149

Dem: O facto de  ser um boreliano de  é uma consequência de aW ‘0 ß1
8

aplicação  ser mensurável (cf. III.5.6).: < ‘ ‘‡ À Ä8


Tendo em conta II.2.7 e II.2.9, podemos considerar uma aplicação
topologicamente mensurável , . O‘ ‘8 8‚ Ä L ÐBß CÑ È 0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑ
facto de, para cada ,  ser uma aplicaçãoB − C È 0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑ‘8

topologicamente mensurável resulta de aplicar o teorema de Fubini em
II.4.10 àquela aplicação e o facto de se ter

( (
‘ ‘8 8

m0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑm . ÐCÑ Ÿ Q m0ÐB  Cmm1ÐCÑm . ÐCÑ œ

œ Q ‡ ÐBÑ

- -

: <

8 8

implica que, para cada , aquela aplicação é mesmo integrável. MaisB − W0 ß1

uma vez pelo teorema de Fubini, vemos que, no caso em que  e  são fraca-0 1
mente convolucionáveis, a restrição de  a  é topologica-0‡1À Ä L‘ W8

0ß1

mente mensurável, e portanto esta aplicação é topologicamente mensurável,
uma vez que tem restrição constante, e portanto também topologicamente
mensurável, a .‘ W8

0ß1Ï 

II Sejam  três espaços de Banach eI.5.14  (Comutatividade) JßKßL
0À J ‚ K Ä L  uma aplicação bilinear contínua, que encaramos como uma
“multiplicação”, notando, para cada  e , .A − J D − K A ‚ D œ ÐAß DÑ − L0
Consideremos também a aplicação bilinear contínua ,0wÀ K ‚ J Ä L
definida por , notando  e  a multiplicação e a0 0w w wÐDß AÑ œ ÐAß DÑ ‚ ‡
convolução associadas a .  Dadas aplicações topologicamente mensu-0w 150

ráveis  e , tem-se então:0 À Ä J 1À Ä K‘ ‘8 8

a) Coincidem os domínios de convolução  e , em particular  e  sãoW W0 ß1 1ß0 0 1

149A definição de  nos pontos de  destina-se apenas garantir que ficamos0‡1 Ï‘ W8
0ß1

com uma aplicação de domínio , não tendo qualquer significado essencial. É por esse‘8

motivo que só apresentamos a definição do produto de convolução no caso em que
- ‘ W8 0ß1

8Ð Ï Ñ œ !.
150Nos casos em que não há perigo de confusão sobre o significado da notação, é costume
escrever simplesmente  e , em vez de  e . Esses casos incluem aquele em que‚ ‡ ‚ ‡w w

J Á K (ou estamos a raciociar em geral, admitindo essa possibilidade) e aquele em que
J œ K ÀJ ‚ J Ä L œ e a aplicação  é comutativa, ou seja, .0 0 0w
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fortemente convolucionáveis (respetivamente, fracamente convolucionáveis)
se, e só se,  e  são fortemente convolucionáveis (respetivamente, fraca-1 0
mente convolucionáveis).
b) Se  e  são fracamente convolucionáveis, tem-se0 1

0‡1 œ 1‡ 0 À Ä Lw 8‘ .

Dem: O facto de se ter  é uma consequência da propriedadeW W0 ß1 1ß0œ
comutativa da convolução de função positivas em III.5.7. No caso em que 0
e  são fracamente convolucionáveis, o teorema trivial de mudança de1
variáveis e e a invariância por translação e por simetria da medida de
Lebesgue (cf. II.5.7 e II.5.13), garante que, para cada ,B − œW W0 ß1 1ß0

0‡1ÐBÑ œ 0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑ . ÐCÑ œ

œ 0ÐB  ÐDÑÑ ‚ 1Ð ÐDÑÑ . ÐDÑ œ

œ 0ÐDÑ ‚ 1ÐBDÑ . ÐDÑ

œ 1ÐBDÑ ‚ 0ÐDÑ . ÐDÑ œ 1‡ 0ÐBÑ

(
(
(
(

‘

‘

‘

‘

8

8

8

8

-

7 7 -

-

-

8

B B 8

8

w w
8 ,

igualdade que é trivialmente verificada também para .B Â œW W0 ß1 1ß0 

II Sejam  três espaçosI.5.15  (Convolução e conjuntos de medida nula) JßKßL
de Banach e  uma aplicação bilinear contínua.0À J ‚ K Ä L

Sejam 0 ß 0 À Ä J 1ß 1À Ä Ks s‘ ‘8 8 e  aplicações topologicamente mensurá-
veis tais que  quase sempre e  quase sempre.0ÐBÑ œ 0ÐBÑ 1ÐBÑ œ 1ÐBÑs s
Tem-se então:
a) Coincidem os domínios de convolução  e , em particular, se  e W W0 ß1 0 ß1s s

0 1

são fortemente convolucionáveis (respetivamente, fracamente convolucioná-
veis), também  e  são fortemente convolucionáveis (respetivamente, fraca-0 1s s
mente convolucionáveis).
b) Se  e  são fracamente convolucionáveis, então, para cada ,0 1 B − ‘8 151

0‡1ÐBÑ œ 0‡1ÐBÑs s .

Dem: O facto de se ter  é uma consequência direta de III.5.10.W W0 ß1 0 ß1s s
œ

Suponhamos que  e  são fracamente convolucionáveis e seja 0 1 B − W0 ß1

fixado. Tem-se  quase sempre, portanto também1ÐCÑ œ 1ÐCÑs

0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑ œ 0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑs

quase sempre, o que implica que

151Não só quase sempre…



322 Cap. III. Espaços funcionais e aplicações

0‡1ÐBÑ œ 0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑ . ÐCÑ œ

œ 0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑ . ÐCÑ œ 0‡1ÐBÑs s

(
(
‘

‘

8

8

-

-

8

8 .

Esta igualdade é trivialmente também verificada para .B Â W0 ß1

Para concluir a demonstração, bastará verificarmos que se tem também
W W0 ß1s 0 ß1s s

œ 0 1 e que, no caso em que  e  são fracamente convolucionáveis,

0‡1 œ 0‡1s ss . Essa verificação poderia ser feita de modo análogo ao anterior
(embora com um argumento suplementar, envolvendo a invariância por
simetria e translação da medida de Lebesgue), mas é mais fácil utilizar a
conclusão parcial já estabelecida e a propriedade comutativa em III.5.14 para
garantir que

W W W W0 ß1 1ß0s s 1ß0 0 ß1s ss sœ œ œ

e que, no caso em que  e  são fracamente convolucionáveis,0 1

0‡1ÐBÑ œ 1‡0ÐBÑ œ 1‡0ÐBÑ œ 0‡1ÐBÑs s s ss s . 

III.5.16 Nas condições do resultado precedente, e como consequência deste,
podemos definir, dadas as classes de equivalência Ò0 Ó − Q/8=Ð‘8ß J Ñ e
Ò1Ó − Q/8=Ð ßKÑ § œ‘ W ‘ W8 8

Ò0 ÓßÒ1Ó Ò0 ÓßÒ1Ó, o seu  , domínio de convolução
W W ‘0 ß1 Ò0 ÓßÒ1Ó

8, e dizer que as classes são  se fortemente convolucionáveis œ

e que elas são  se . Dofracamente convolucionáveis - ‘ W8
8

Ò0 ÓßÒ1ÓÐ Ï Ñ œ !

mesmo modo, no caso em que as classes são fracamente convolucionáveis,
podemos definir o seu  , pondoproduto de convolução Ò0 Ó‡Ò1ÓÀ Ä L‘8

Ò0 Ó‡Ò1Ó œ 0‡1 Ð ßLÑ, produto esse que é assim um elemento de  e nãoMens ‘8

apenas uma classe de equivalência.152

II Sejam  três espaços deI.5.17  (Bilinearidade “no contexto forte”) JßKßL
Banach e  uma aplicação bilinear contínua. Tem-se então:0À J ‚ K Ä L
a) Sejam  um escalar,  uma aplicação topologicamente mensurá-+ 1À Ä K‘8

vel e, para cada ,  uma aplicação topologicamente men-4 − Ö"ß #× 0 À Ä J4
8‘

surável tais que  e  sejam fortemente convolucionáveis. Tem-se então que0 14

tanto  e  como  e  são fortemente convolucionáveis e, para cada0  0 1 +0 1" # "

B − ‘8,

Ð0  0 Ñ‡1ÐBÑ œ 0 ‡1ÐBÑ  0 ‡1ÐBÑ

Ð+0 Ñ‡1ÐBÑ œ +Ð0 ‡1ÑÐBÑ
" # " #

" "

,
.

b) Sejam  um escalar,  uma aplicação topologicamente mensurá-+ 0 À Ä J‘8

152É claro que não há qualquer inconveniente em utilizar a notação  para designarÒ0 Ó‡Ò1Ó
também o elemento de  associado, desde que seja claro qual o contexto emQ/8=Ð ßLÑ‘8

que nos colocamos.
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vel e, para cada ,  uma aplicação topologicamente men-4 − Ö"ß #× 1 À Ä K4
8‘

surável tais que  e  sejam fortemente convolucionáveis. Tem-se então que0 14
tanto  e  como  e  são fortemente convolucionáveis e, para0 1  1 0 +1" # " "

cada ,B − ‘8

0‡Ð1  1 ÑÐBÑ œ 0‡1 ÐBÑ  0‡1 ÐBÑ

0‡Ð+1 ÑÐBÑ œ +Ð0‡1 ÑÐBÑ
" # " #

" "

,
.

Dem: O facto de termos aplicações fortemente mensuráveis resulta das
propriedades da convolução das funções positivas em III.5.8 e III.5.9, tendo
em conta as desigualdades

m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm Ÿ m0 ÐBÑm  m0 ÐBÑmß

m1 ÐBÑ  1 ÐBÑm Ÿ m1 ÐBÑm  m1 ÐBÑm
" # " #

" # " # .

As igualdades no enunciado são então uma consequência direta das proprie-
dades do integral de funções vetoriais em II.2.34 e na alínea a) de II.2.36. 

II Sejam  três espaços deI.5.18  (Bilinearidade “no contexto fraco”) JßKßL
Banach e  uma aplicação bilinear contínua. Tem-se então:0À J ‚ K Ä L
a) Sejam  um escalar,  uma aplicação topologicamente mensurá-+ 1À Ä K‘8

vel e, para cada ,  uma aplicação topologicamente men-4 − Ö"ß #× 0 À Ä J4
8‘

surável tais que  e  sejam fracamente convolucionáveis. Tem-se então que0 14

tanto  e  como  e  são fracamente convolucionáveis e, quase0  0 1 +0 1" # "

sempre,

Ð0  0 Ñ‡1ÐBÑ œ 0 ‡1ÐBÑ  0 ‡1ÐBÑ

Ð+0 Ñ‡1ÐBÑ œ +Ð0 ‡1ÑÐBÑ
" # " #

" "

,
.

b) Sejam  um escalar,  uma aplicação topologicamente mensurá-+ 0 À Ä J‘8

vel e, para cada ,  uma aplicação topologicamente men-4 − Ö"ß #× 1 À Ä K4
8‘

surável tais que  e  sejam fracamente convolucionáveis. Tem-se então que0 14
tanto  e  como  e  são fracamente convolucionáveis e, quase0 1  1 0 +1" # " "

sempre,

0‡Ð1  1 ÑÐBÑ œ 0‡1 ÐBÑ  0‡1 ÐBÑ

0‡Ð+1 ÑÐBÑ œ +Ð0‡1 ÑÐBÑ
" # " #

" "

,
.

Dem: Tendo em conta as propriedades da convolução das funções positivas
em III.5.8 e III.5.9 e a desigualdade

m0 ÐBÑ  0 ÐBÑm Ÿ m0 ÐBÑm  m0 ÐBÑmß" # " #

concluímos que   e que .W W W W W0 ß1 0 ß1 0 0 ß1 0 ß1 +0 ß1" # " # " "
 § §

Como consequência das propriedades do integral de funções vetoriais em
II.2.34 e na alínea a) de II.2.36, concluímos agora que as duas igualdades em
a) são válidas respetivamente para cada  e para cadaB − W W0 ß1 0 ß1" #

B − Ð Ï Ñ œ !W - ‘ W0 ß1 8 0 ß1
8

" 4
, onde, por ser , vem também
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- ‘ W W - ‘ W ‘ W8 0 ß1 0 ß1 8 0 ß1 0 ß1
8 8 8Ð Ï Ð  ÑÑ œ ÐÐ Ï Ñ  Ð Ï ÑÑ œ !

" # " #
. 153

A justificação de b) é análoga, ou, alternativamente, temos uma consequência
de a), tendo em conta a comutatividade do produto de convolução. 

II  SejamI.5.19 (Condições suficientes para a convolucionabilidade forte)
JßKßL ÀJ ‚ K Ä L três espaços de Banach e  uma aplicação bilinear0
contínua e consideremos uma constante  tal queQ   !
m ÐAßA Ñm Ÿ QmAmmA m0 w w .
Sejam  e  aplicações topologicamente mensuráveis.0 À Ä J 1À Ä K‘ ‘8 8

Tem-se então que, em qualquer das seguintes três condições,  e  são forte-0 1
mente convolucionáveis e  é limitada e uniformemente contí-0‡1À Ä L‘8

nua:
H )1  Se  e . Neste caso, tem-seÒ0 Ó − P Ð ß JÑ Ò1Ó − P Ð ßKÑ" 8 _ 8‘ ‘

mÒ0‡1Óm Ÿ QmÒ0 Óm mÒ1Óm_ " _.

H )2  Se  e . Neste caso, tem-seÒ0 Ó − P Ð ß JÑ Ò1Ó − P Ð ßKÑ_ 8 " 8‘ ‘

mÒ0‡1Óm Ÿ QmÒ0 Óm mÒ1Óm_ _ ".

H )3  Se  e , onde  e  são expoen-Ò0 Ó − P Ð ß JÑ Ò1Ó − P Ð ßKÑ :  " ;  ": 8 ; 8‘ ‘
tes conjugados, isto é, . Neste caso, tem-se" "

: ; œ "

mÒ0‡1Óm Ÿ QmÒ0 Óm mÒ1Óm_ : ; .

Dem: Coloquemo-nos sob as hipóteses em H ). Podemos então escrever,1

para cada , tendo em conta a alínea a) de III.5.11 e a comutatividadeB − ‘8

do produto de convolução de funções positivas,

(
‘8

m0ÐB  CÑmm1ÐCÑm . ÐCÑ Ÿ mÒ0 Óm mÒ1Óm  _-8 " _ ,

o que mostra que as aplicações são de facto fortemente convolucionáveis, e
concluímos também que

153De facto, verifica-se facilmente que a segunda igualdade é válida, mais geralmente,
para cada , por ambos os membros serem identicamente nulos, no caso em queB − ‘8

+ œ ! + Á ! B Â œ, e quando , por ambos os membros serem nulos para cada .W W0 ß1 +0 ß1" "

O facto de não se passar o mesmo com a primeira igualdade é o “castigo” que sofremos
pela arbitrariedade da definição que demos do produto de convolução nos pontos fora do
domínio de convolução e resulta de que podem existir pontos em  que não estãoW0 0 ß1" #

nem em  nem em .W W0 ß1 0 ß1" #
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m0‡1ÐBÑm œ 0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑ . ÐCÑ Ÿ

Ÿ m0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑm . ÐCÑ Ÿ

Ÿ Qm0ÐB  CÑmm1ÐCÑm . ÐCÑ Ÿ QmÒ0 Óm mÒ1Óm

½ ½(
(
(

‘

‘

‘

8

8

8

-

-

-

8

8

8 " _,

e portanto a aplicação  é limitada e com0‡1À Ä L‘8

mÒ0‡1Óm Ÿ QmÒ0 Óm mÒ1Óm_ " _.

Por outro lado, dado , e afastando já os casos em que  e em que$  ! Ò1Ó œ !
Q œ ! ! (casos em que o produto de convolução é identicamente ), podemos
aplicar III.5.5 para garantir a existência de  tal que, sempre que&  !
mAm  &,

m ÐÒ0 ÓÑ  Ò0 Óm œ m ÐÒ0 ÓÑ  ÐÒ0 ÓÑm 
QmÒ1Óm

7 7 7
$

A " A ! "
_

e então sempre que , podemos aplicar o que já verificámos, commB  Cm  &
a função  no lugar de , para concluir que7CBÐ0Ñ  0 0

m0‡1ÐBÑ  0‡1ÐCÑm œ Ð0ÐB  DÑ  0ÐC  DÑÑ ‚ 1ÐCÑ . ÐCÑ Ÿ

Ÿ Ð Ð0ÑÐC  DÑ  0ÐC  DÑÑ ‚ 1ÐCÑ . ÐCÑ Ÿ

Ÿ Qm ÐÒ0 ÓÑ  Ò0 Óm mÒ1Óm 

½ ½(
½ ½(

‘

‘

8

8

-

7 -

7 $

8

CB 8

CB " _ ,

o que prova a continuidade uniforme da aplicação .0‡1À Ä L‘8

Para obtermos a mesma conclusão sob as hipóteses H  basta termos em2Ñ
conta o que já verificámos e a propriedade de comutatividade em III.5.14.
Para obtermos ainda a mesma conclusão sob as hipóteses H ), basta3

repetirmos o que fizémos no caso das hipóteses H ), aplicando  a alínea b) de1

III.5.11 em vez da respetiva alínea a) (sem necessitar de referir a comutativi-
dade) e utilizando a norma  no lugar da norma  e a norma  no lugarmm mm mm: " ;

da norma .mm_ 

II  SejamI.5.20 (Condição suficiente para a convolucionabilidade fraca)
JßKßL ÀJ ‚ K Ä L três espaços de Banach e  uma aplicação bilinear0
contínua e consideremos uma constante  tal queQ   !
m ÐAßA Ñm Ÿ QmAmmA m0 w w .
Sejam  e  aplicações topologicamente mensuráveis tais0 À Ä J 1À Ä K‘ ‘8 8

que  e , onde  e  verificamÒ0 Ó − P Ð ß JÑ Ò1Ó − P Ð ßKÑ :   " ;   ": 8 ; 8‘ ‘
" "
: ;  " 0 1. Tem-se então que  e  são fracamente convolucionáveis e,

sendo  o definido por , tem-se  e<   "  œ "  Ò0‡1Ó − P Ð ßLÑ" " "
: ; <

< 8‘
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mÒ0‡1Óm Ÿ QmÒ0 Óm mÒ1Óm< : ; .

Dem: Sendo ,  as aplicações mensuráveis definidas por: < ‘ ‘À Ä8


: < : <ÐBÑ œ m0ÐBÑm ÐBÑ œ m1ÐBÑm m m œ mÒ0 Óm  _ m m œ e , tem-se  e : : ;

m1m  _;  pelo que, tendo em conta a desigualdade de Young  III.5.12,

(
‘8

: < - : < : <‡ ÐBÑ . ÐBÑ œ m ‡ m Ÿ m m m m  _< < < <
8 < : ; ,

o que, tendo em conta II.1.29, implica a existência de um boreliano ,] § ‘8

com  tal que, para cada , , por outras- ‘ : <8
8Ð] Ñ œ ! B − Ï ] ‡ ÐBÑ  _

palavras, . Temos assim  , portanto‘ W ‘ W8 8
0ß1 0 ß1Ï ] § Ï § ]

- ‘ W8 0ß1
8Ð Ï Ñ œ ! 0 1, o que mostra que  e  são fracamente convolucionáveis.

Podemos agora escrever, para cada ,B − W0 ß1

m0‡1ÐBÑm œ 0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑ . ÐCÑ Ÿ

Ÿ Q m0ÐB  CÑmm1ÐCÑm . ÐCÑ œ Q ‡ ÐBÑ

½ ½(
(
‘

‘

8

8

-

- : <

8

8 ,

igualdade trivialmente também válida para , dondeB − Ï‘ W8
0ß1

Š ‹ Š ‹( (
‘ ‘8 8

m0‡1ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ Q ‡ ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ Qm ‡ m Ÿ Qm m m m œ QmÒ0 Óm mÒ1Óm

< < <
8 8

"Î< "Î<

< : ; : ;

- : < -

: < : < ,

como queremos. 

III.5.21 (Outras condições suficientes para a convolucionabilidade forte I)
Sejam  três espaços de Banach e  uma aplicaçãoJßKßL ÀJ ‚ K Ä L0
bilinear contínua.
Sejam  uma aplicação contínua e de suporte compacto (cf. III.4.8)0 À Ä J‘8

e  uma aplicação localmente integrável (cf. III.4.15). Tem-se1À Ä K‘8

então que  e  são fortemente convolucionáveis e a aplicação 0 1 0‡1À Ä L‘8

é contínua.
Dem: Lembrando que a continuidade é uma propriedade local, basta provar-
mos que, para cada  e , a bola aberta  está contida noB − <  ! F ÐB Ñ! < !

8‘
domínio de convolução  e a restrição de  a esta bola aberta éW0 ß1 0‡1
contínua. Fixemos então  e . Seja  um compacto, queB − <  ! O §!

8 8‘ ‘
podemos já supor não vazio, tal que , para cada  e seja  o0ÐBÑ œ ! B Â O V
máximo em  da função contínua  Notando  a bolaO B È m0ÐBÑmÞ F ÐB Ñ< !

fechada de centro  e raio , consideremos o compacto ,! < O œ F ÐB Ñ  Ow
< !

imagem do compacto  de  pela aplicação contínuaF ÐB Ñ ‚ O ‚< !
8 8‘ ‘

ÐAß DÑ È A D Q   !. Consideremos uma constante  tal que

m ÐAßA Ñm Ÿ QmAmmA m0 w w .
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Considerando , tem-se  sempre que , istoB − F ÐB Ñ 0ÐB  CÑ œ ! B  C Â O< !

é, sempre que , em particular, sempre que , e daqui resultaC Â B O C Â Ow

que, para cada ,C − ‘8

m0ÐB  CÑmm1ÐCÑm Ÿ V ÐCÑ m1ÐCÑmˆOw ,

donde

( (
‘8 w

m0 ÐB  CÑmm1ÐCÑm . ÐCÑ Ÿ V m1ÐCÑm . ÐCÑ  _- -8 8
O

,

portanto , e, por outro lado,B − W0 ß1

m0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑm Ÿ Qm0ÐB  CÑmm1ÐCÑm Ÿ QV ÐCÑ m1ÐCÑmˆOw ,

onde

( (
‘8 w

wQV ÐCÑ m1ÐCÑm œ QV m1ÐCÑm . ÐCÑ  _ˆ -O 8
O

,

pelo que podemos aplicar o teorema de continuidade do integral paramétrico
(cf. II.6.1) à aplicação ,  para‘8

< !‚ F ÐB Ñ Ä L ÐCß BÑ È 0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑ
concluir que é contínua a aplicação ,F ÐB Ñ Ä L< !

B È 0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑ . ÐCÑ œ 0‡1ÐBÑ(
‘8

-8 . 

III.5.22  Suponhamos que, para além das hipóteses(Caso do suporte compacto)
do resultado precedente, a aplicação localmente integrável 1À Ä K‘8  é
também de suporte compacto . Tem-se então que a aplicação contínua154

0‡1À Ä L‘8  é de suporte compacto.
Mais precisamente, se  são dois compactos tais que  paraOßP § 0ÐBÑ œ !‘8

cada  e  para cada , então  é um compactoB Â O 1ÐBÑ œ ! B Â P O  P § ‘8

tal que  para cada .0‡1ÐBÑ œ ! B Â O  P
Dem: O facto de  ser compacto resulta de se tratar da imagem doO P
compacto  pela aplicação contínua . AO ‚P § ‚ ÐBß CÑ È B  C‘ ‘8 8

conclusão resulta agora de que, se , então, para todo o ,B Â O  P C − ‘8

0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑ œ !, e portanto

0‡1ÐBÑ œ 0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑ . ÐCÑ œ !(
‘8

-8 . 

III.5.23 (Outras condições suficientes para a convolucionabilidade forte II)
Sejam  três espaços de Banach e  uma aplicaçãoJßKßL ÀJ ‚ K Ä L0
bilinear contínua.
Sejam  uma aplicação integrável e de suporte compacto (cf.0 À Ä J‘8

154Em particular, é mesmo integrável.
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III.4.8) e  uma aplicação contínua. Tem-se então que  e  são1À Ä K 0 1‘8

fortemente convolucionáveis e a aplicação  é contínua.0‡1À Ä L‘8

Dem: Lembrando que a continuidade é uma propriedade local, basta provar-
mos que, para cada  e , a bola aberta  está contida noB − <  ! F ÐB Ñ! < !

8‘
domínio de convolução  e a restrição de  a esta bola aberta éW0 ß1 0‡1
contínua. Vamos, para isso, utilizar a propriedade comutativa do produto de
convolução em III.5.14, que implica que  se, e só se,B − W0 ß1

(
‘8

m0ÐCÑmm1ÐB  CÑm . ÐCÑ-8

e que, para um tal ,B

0‡1ÐBÑ œ 0ÐCÑ ‚ 1ÐB  CÑ . ÐCÑ(
‘8

-8 .

Fixemos então  e . Seja  um compacto, que podemos jáB − <  ! O §!
8 8‘ ‘

supor não vazio, tal que , para cada  e, notando  a0ÐBÑ œ ! B Â O F ÐB Ñ< !

bola fechada de centro  e raio , consideremos o compacto! <
O œ F ÐB Ñ  O V Ow w

< !  e seja  o máximo em  da função contínua
B È m1ÐBÑmÞ Q   ! Consideremos uma constante  tal que

m ÐAßA Ñm Ÿ QmAmmA m0 w w .

Considerando , tem-se  sempre que  eB − F ÐB Ñ m1ÐB  CÑm Ÿ V C − O< !

daqui resulta que, para cada ,C − ‘8

m0ÐCÑmm1ÐB  CÑm Ÿ Vm0ÐCÑm,

donde

( (
‘8 w

m0 ÐB  CÑmm1ÐCÑm . ÐCÑ Ÿ V m0ÐCÑm . ÐCÑ  _- -8 8
O

,

portanto , e, por outro lado,B − W0 ß1

m0ÐCÑ ‚ 1ÐB  CÑm Ÿ Qm0ÐCÑmm1ÐB  CÑm Ÿ QV m0ÐCÑm,

onde

( (
‘ ‘8 8

QV m0ÐCÑm œ QV m0ÐCÑm . ÐCÑ  _-8 ,

pelo que podemos aplicar o teorema de continuidade do integral paramétrico
(cf. II.6.1) à aplicação ,  para‘8

< !‚ F ÐB Ñ Ä L ÐCß BÑ È 0ÐCÑ ‚ 1ÐB  CÑ
concluir que é contínua a aplicação ,F ÐB Ñ Ä L< !

B È 0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑ . ÐCÑ œ 0‡1ÐBÑ(
‘8

-8 . 
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Repare-se que, ao contrário do que acontecia em III.5.19, nos dois resul-
tados precedentes apenas garantimos que a aplicação  é con-0‡1À Ä L‘8

tínua, não sendo assim necessariamente limitada nem uniformemente con-
tínua.
Note-se, no entanto, que, se, nestes resultados, fizermos hipóteses mais
fortes, já poderemos aplicar III.5.19 para concluir que  é limitada e0‡1
uniformente contínua:
No caso de III.5.21 bastará nomeadamente pedir que em vez de  ser1
simplesmente localmente integrável, se tenha  para algumÒ1Ó − P Ð ßKÑ: 8‘
: " Ÿ : Ÿ _ " Ÿ ; Ÿ _ com  (cf. III.4.21), uma vez que, sendo  o
exponente conjugado de  (portanto com ), tem-se necessaria-:  œ "" "

: ;

mente  (cf. III.4.9).Ò0 Ó − P Ð ß J Ñ; 8‘
No caso de III.5.23, bastará simplesmente exigir que  seja limitada,1
portanto com , visto que, por hipótese, .Ò1Ó − P Ð ßKÑ Ò0 Ó − P Ð ß J Ñ_ 8 " 8‘ ‘
Vamos agora examinar dois casos em que existe uma permutabilidade
entre o produto de convolução e a derivação. Recordemos que uma apli-
cação, definida num aberto de  e com valores num espaço vetorial‘8

normado, se diz , onde  é um inteiro, se for contínua ede classe G: :   !
com derivadas parciais contínuas até à ordem  e que ela se diz : de classe
G_ se for de classe  para todo o .G ::

II Sejam I.5.24  (Casos de derivabilidade do produto de convolução I) JßKßL
três espaços de Banach e  uma aplicação bilinear contínua.0À J ‚ K Ä L
Seja  uma aplicação contínua e de suporte compacto, tal que, para0 À Ä J‘8

um certo , exista, para cada , a derivada parcial  e a" Ÿ 3 Ÿ 8 B − ÐBÑ‘8 `0
`B3

aplicação  seja contínua. Seja  uma aplicação local-`0
`B

8 8
3
À Ä J 1À Ä K‘ ‘

mente integrável. Tem-se então que tanto  e  como  e  são fortemente0 1 1`0
`B3

convolucionáveis, a aplicação  é contínua e admite, para cada0‡1À Ä L‘8

B − ‘8 uma derivada parcial

` `0

`B `B
Ð0‡1ÑÐBÑ œ Ð ‡1ÑÐBÑ

3 3
,

e a aplicação

` `0

`B `B
Ð0‡1Ñ œ ‡1À Ä L

3 3

8‘ ,

é contínua.
Dem: Seja  um compacto, que podemos já supor não vazio, tal queO § ‘8

0ÐBÑ œ ! B Â O, para cada  e, reparando que se tem então também
`0
`B3

ÐBÑ œ ! B Â O V O para cada , seja  o máximo em  da função contínua

B È m ÐBÑmÞ`0
`B3

Tendo em conta III.5.21, vemos que  e  são fortemente convolucionáveis,0 1

e com  é contínua, e que  e  são fortemente convolucio-0‡1À Ä L 1‘8 `0
`B3

náveis, e com  contínua. Resta-nos mostrar que, para cada`0
`B

8
3
‡1À Ä L‘
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B œ ÐB ßá ß B Ñ 0‡1 3 B! ! ! !" 8 ,  tem derivada parcial em relação à variável  em 
dada por

` `0

`B `B
Ð0‡1ÑÐB Ñ œ ‡1ÐB Ñ

3 3
! !

e, para isso, basta mostrarmos que isso acontece com a restrição de  a0‡1
uma certa bola aberta , onde, para fixar ideias, consideramos em  aF ÐB Ñ< !

8‘
norma do máximo . Notando  a bola fechada de centro  e raio ,mm F ÐB Ñ ! <_ < !

consideremos o compacto , imagem do compactoO œ F ÐB Ñ  Ow
< !

F ÐB Ñ ‚ O ‚ ÐAß DÑ È A D< !
8 8 de  pela aplicação contínua .‘ ‘

Consideremos uma constante  tal queQ   !

m ÐAßA Ñm Ÿ QmAmmA m0 w w .

Considerando , tem-se  sempre que ,B − F ÐB Ñ ÐB  CÑ œ ! B  C Â O< !
`0
`B3

isto é, sempre que , em particular, sempre que , e daquiC Â B O C Â Ow

resulta que, para cada ,C − ‘8

m ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑm Ÿ Qm ÐB  CÑmm1ÐCÑm Ÿ QV ÐCÑ m1ÐCÑm
`0 `0

`B `B3 3
Oˆ w ,

onde

( (
‘8 w

wQV ÐCÑ m1ÐCÑm œ QV m1ÐCÑm . ÐCÑ  _ˆ -O 8
O

,

pelo que, aplicando o teorema de derivação do integral paramétrico II.6.2 à
aplicação ,‘8

! !3 3‚ ÓB  <ß B  <Ò

ÐCß B Ñ È 0ÐÐB ß ßá ß B ßá ß B Ñ  CÑ ‚ 1ÐCÑ3 ! 3 8" 3 ,

concluímos que a restrição da função  a ,0‡1À Ä L F ÐB Ñ‘8
< !

0‡1ÐBÑ œ 0ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑ . ÐCÑ(
‘8

-8

tem efetivamente derivada em ordem à variável  no ponto  igual a3 B!

(
‘8

`0 `0

`B `B
ÐB  CÑ ‚ 1ÐCÑ . ÐCÑ œ ‡1ÐB Ñ

3 3
! 8 !- . 

II ções anteriores, se a aplicação  é deI.5.25  Nas condi(Corolário) 0 À Ä J‘8

classe , onde , e a aplicação  é localmenteG " Ÿ : Ÿ _ 1À Ä K: 8‘
integrável, então a aplicação  é também de classe .0‡1À Ä L G‘8 :

Dem: O caso em que  resulta diretamente do resultado precedente e o: œ "
caso em que  é finito decorre então imediatamente por indução, se nos:
lembrarmos que uma aplicação é de classe  se, e só se, tem derivadasG:"
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parciais em relação a cada uma das variáveis e estas são de classe . O casoG:

: œ _ : é uma consequência do caso em que  é finito. 

II SejamI.5.26  (Casos de derivabilidade do produto de convolução II)
JßKßL ÀJ ‚ K Ä L três espaços de Banach e  uma aplicação bilinear0
contínua.
Seja  uma aplicação integrável e de suporte compacto. Seja0 À Ä J‘8

1À Ä K " Ÿ 3 Ÿ 8‘8  uma aplicação contínua  tal que, para um certo , exista,
para cada , a derivada parcial  e a aplicação  sejaB − ÐBÑ À Ä J‘ ‘8 8`1 `1

`B `B3 3

contínua. Tem-se então que tanto  e  como  e  são fortemente0 1 0 `1
`B3

convolucionáveis, a aplicação  é contínua e admite, para cada0‡1À Ä L‘8

B − ‘8, uma derivada parcial

` `1

`B `B
Ð0‡1ÑÐBÑ œ Ð0‡ ÑÐBÑ

3 3
,

e a aplicação

` `1

`B `B
Ð0‡1Ñ œ 0‡ À Ä L

3 3

8‘ ,

é contínua.
Dem: Tendo em conta III.5.23, sabemos que  e  são fortemente convolu-0 1

cionáveis, e com  contínua, e que  e  são fortemente0‡1À Ä L 0‘8 `1
`B3

convolucionáveis, e com  contínua. Resta-nos mostrar que,0‡ À Ä L`1
`B

8
3
‘

para cada  e cada ,  tem derivada parcial" Ÿ 3 Ÿ 8 B œ ÐB ßá ß B Ñ 0‡1! ! !" 8

em relação à variável  em  dada por3 B!

` `1

`B `B
Ð0‡1ÑÐB Ñ œ 0‡ ÐB Ñ

3 3
! !

e, para isso, basta mostrarmos que isso acontece com a restrição de  a0‡1
uma certa bola aberta , onde, para fixar ideias, consideramos em  aF ÐB Ñ< !

8‘
norma do máximo . Vamos, para isso, utilizar a propriedade comutativamm_
do produto de convolução em III.5.14, que implica que, para cada ,B − ‘8

0‡1ÐBÑ œ 0ÐCÑ ‚ 1ÐB  CÑ . ÐCÑ

0‡ ÐBÑ œ 0ÐCÑ ‚ ÐB  CÑ . ÐCÑ
`1 `1

`B `B

(
(

‘

‘

8

8

-

-

8

3 3
8

,

.

Fixemos então  e . Seja  um compacto, que podemos jáB − <  ! O §!
8 8‘ ‘

supor não vazio, tal que , para cada  e, notando  a0ÐBÑ œ ! B Â O F ÐB Ñ< !

bola fechada de centro  e raio , consideremos o compacto! <
O œ F ÐB Ñ  O V Ow w

< !  e seja  o máximo em  da função contínua
B È m ÐBÑmÞ Q   !`1

`B3
 Consideremos uma constante  tal que
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m ÐAßA Ñm Ÿ QmAmmA m0 w w .

Considerando , tem-se  sempre que  eB − F ÐB Ñ m ÐB  CÑm Ÿ V C − O< !
`1
`B3

daqui resulta que, para cada ,C − ‘8

m0ÐCÑ ‚ ÐB  CÑm Ÿ Qm0ÐCÑmm ÐB  CÑm Ÿ QVm0ÐCÑm
`1 `1

`B `B3 3
,

onde

( (
‘ ‘8 8

QVm0ÐCÑm œ QV m0ÐCÑm . ÐCÑ  _-8 ,

pelo que, aplicando o teorema de derivação do integral paramétrico II.6.2 à
aplicação ,‘8

! !3 3‚ ÓB  <ß B  <Ò

ÐCß B Ñ È 0ÐCÑ ‚ 1ÐÐB ß ßá ß B ßá ß B Ñ  CÑ3 ! 3 8" 3 ,

concluímos que a restrição da função  a ,0‡1À Ä L F ÐB Ñ‘8
< !

0‡1ÐBÑ œ 0ÐCÑ ‚ 1ÐB  CÑ . ÐCÑ(
‘8

-8

tem efetivamente derivada em ordem à variável  no ponto  igual a3 B!

(
‘8

0 ÐCÑ ‚ ÐB  CÑ . ÐCÑ œ ‡1ÐB Ñ
`1 `0

`B `B3 3
! 8 !- . 

II ções anteriores, se a aplicação  éI.5.27  Nas condi(Corolário) 0 À Ä J‘8

integrável e de suporte compacto e a aplicação  de classe ,1À Ä K G‘8 :

onde , então a aplicação  é também de classe ." Ÿ : Ÿ _ 0‡1À Ä L G‘8 :

Dem: O caso em que  resulta diretamente do resultado precedente e o: œ "
caso em que  é finito decorre então imediatamente por indução, se nos:
lembrarmos que uma aplicação é de classe  se, e só se, tem derivadasG:"

parciais em relação a cada uma das variáveis e estas são de classe . O casoG:

: œ _ : é uma consequência do caso em que  é finito. 

Exercícios

Ex III.5.1 (Associatividade do produto de convolução no contexto positivo)
Consideremos aplicações mensuráveis .: < 3 ‘ ‘ß ß À Ä8



a) Utilizar o teorema de Fubini para funções positivas para mostrar que

Ð ‡ Ñ‡ œ Ð ‡ Ñ‡ À Ä: < 3 : 3 < ‘ ‘8
.
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b) Deduzir de a) e da propriedade comutativa em III.5.7 que se tem

Ð ‡ Ñ‡ œ ‡Ð ‡ ÑÀ Ä: < 3 : < 3 ‘ ‘8
.

Ex III.5.2 (Exemplo de associatividade do produto de convolução no
contexto vetorial) Seja  um espaço de Banach sobre , igual a  ou .I Š ‘ ‚
Sejam  e  aplicações topologicamente mensuráveis e0 ß 1À Ä 2À Ä I‘ Š ‘8 8

consideremos as aplicações mensuráveis  definidas por: < 3 ‘ ‘ß ß À Ä8


: < 3ÐBÑ œ l0ÐBÑl ÐBÑ œ l1ÐBÑl ÐBÑ œ m2ÐBÑm, , .

a) Suponhamos que , para cada , e que, tanto  eÐ ‡ Ñ‡ ÐBÑ  _ B − 0: < 3 ‘8

1 0 2 0‡1 2 como  e , são fracamente convolucionáveis. Mostrar que, tanto  e 
como  e  são fortemente convolucionáveis e que, para cada ,0‡2 1 B − ‘8

Ð0‡1Ñ‡2ÐBÑ œ Ð0‡2Ñ‡2ÐBÑ.

b)  Suponhamos que , para cada , e que, tanto  eÐ ‡ Ñ‡ ÐBÑ  _ B − 0: < 3 ‘8

1 1 2 0‡1 2 como  e , são fracamente convolucionáveis. Mostrar que, tanto  e 
como  e  são fortemente convolucionáveis e que, para cada ,0 1‡2 B − ‘8

Ð0‡1Ñ‡2ÐBÑ œ 0‡Ð1‡2ÑÐBÑ.

Sugestão: Reparar que se tem um consequência da conclusão de a), tendo em
conta as propriedades comutativas do produto de convolução em III.5.7 e
III.5.14.
a )w  Suponhamos que , quase sempre, e que, tanto  e Ð ‡ Ñ‡ ÐBÑ  _ 0 1: < 3
como  e , são fracamente convolucionáveis. Mostrar que, tanto  e 0 2 0‡1 2
como  e  são fracamente convolucionáveis e que se tem quase sempre0‡2 1

Ð0‡1Ñ‡2ÐBÑ œ Ð0‡2Ñ‡2ÐBÑ.

b )w   Suponhamos que , quase sempre, e que, tanto  e Ð ‡ Ñ‡ ÐBÑ  _ 0 1: < 3
como  e , são fracamente convolucionáveis. Mostrar que, tanto  e 1 2 0‡1 2
como  e  são fracamente convolucionáveis e que se tem quase sempre0 1‡2

Ð0‡1Ñ‡2ÐBÑ œ 0‡Ð1‡2ÑÐBÑ.

Ex III.5.3  Seja  um(Caso concreto de aplicabilidade do exercício III.5.2) I
espaço de Banach sobre , igual a  ou . Sejam  eŠ ‘ ‚ ‘ Š0 ß 1À Ä8

2À Ä I Ò0 Ó − P Ð ß Ñ‘ ‘ Š8 : 8 aplicações topologicamente mensuráveis com ,
Ò1Ó − P Ð ß Ñ Ò2Ó − P Ð ßIÑ " Ÿ :ß ;ß = Ÿ _; 8 = 8‘ Š ‘ e , onde . Mostrar que:
1) Se , então, tanto  e  como  e , são fracamente convo-" " "

: ; =  œ # 0 1 1 2

lucionáveis, tanto  e  como  e  são fortemente convolucionáveis,0‡1 2 0 1‡2
para cada ,B − ‘8

Ð0‡1Ñ‡2ÐBÑ œ 0‡Ð1‡2ÑÐBÑ

e  é limitada e uniformemente contínua.Ð0‡1Ñ‡2 œ 0‡Ð1‡2ÑÀ Ä I‘8
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2) Se  e 1  é o definido por" " "
: ; =   # Ÿ >  _

" " " "

: ; = >
  œ #  ,

então, tanto  e  como  e , são fracamente convolucionáveis, tanto  e0 1 1 2 0‡1
2 0 1‡2 como  e  são fracamente convolucionáveis, tem-se quase sempre

Ð0‡1Ñ‡2ÐBÑ œ 0‡Ð1‡2ÑÐBÑ

e .ÒÐ0‡1Ñ‡2Ó œ Ò0‡Ð1‡2ÑÓ − P Ð ßIÑ> 8‘

Ex III.5.4  Sejam  e  dois borelianos e consideremos as respe-a) E § F §‘ ‘8 8

tivas indicatrizes . Mostrar que o produto de convoluçãoˆ ˆ ‘ ‘E F 
8ß À Ä

ˆ ˆ ‘ ‘E F 
8‡ À Ä  está definido por

ˆ ˆ -E F 8‡ ÐBÑ œ ÐÐB  EÑ  FÑ.

b) Sejam  e  dois borelianos com  e .E § F § ÐEÑ  ! ÐFÑ  !‘ ‘ - -8 8
8 8

Mostrar que o conjunto , das somas de um vetor de  com um vetorEF E
de , tem interior não vazio.F
Sugestão: Começar por reparar que se pode supor  e-8ÐEÑ  _
-8

8ÐFÑ  _ E F E  Ò5ß 5Ó, se necessário substituindo  e  por  e
F  Ò5ß 5Ó 5 −8, para  suficientemente grande. Utilizar III.5.19 e III.5.6
para verificar que o produto de convolução  é uma funçãoˆ ˆ ‘ ‘E F 

8‡ À Ä
contínua com integral não nulo e deduzir que qualquer  tal queB −!

8‘
ˆ ˆE F !‡ ÐB Ñ Á ! E  F é um ponto interior a .
c) Seja  um boreliano com . Mostrar que se pode garantir,E § ÐEÑ  !‘ -8

8

mais precisamente, que  é um ponto interior ao conjunto , das! E  E
diferenças entre elementos de .E
Sugestão: Proceder como na alínea precedente, mas notando agora que

ˆ ˆ -E E 8‡ Ð!Ñ œ ÐEÑ  !.

§6. Aplicações do produto de convolução e derivadas fracas.

Nesta secção vamos começar por utilizar as propriedades do produto de
convolução estabelecidas anteriormente para obter, no contexto dos
abertos de , resultados que já encontrámos na secção III.4, no contexto‘8

dos espaços localmente compactos, como o lema da Urysohn, o teorema
da partição da unidade ou o teorema de densidade em III.4.14, mas com as
aplicações contínuas substituídas por funções de classe .G_
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III.6.1  (Lema) Tem lugar uma aplicação de classe , , definidaG À Ä Ò!ß "Ò_ : ‘
por

:Ð>Ñ œ
! > Ÿ !

/ >  !
œ , se 

, se 
 ."Î>

Dem: Seja, mais geralmente, para cada inteiro ,  a aplicação:   ! À Ä: ‘ ‘:

definida por

:: "
>

"Î>Ð>Ñ œ
! > Ÿ !

/ >  !œ , se 
, se 

 ,
:

aplicação que é contínua uma vez que se verifica, por indução em , utili-:
zando a regra de Cauchy para levantar indeterminações, que

lim lim
=Ä_ =Ä_

: =
:

=
= / œ œ !

=

/
.

A aplicação  do enunciado não é mais do que a aplicação . Para cada: :!

> Á ! >, a aplicação  é derivável em  e com::

: : :w
: :" :#Ð>Ñ œ : Ð>Ñ  Ð>Ñ

e, tendo em conta a continuidade de  e do segundo membro da igualdade::

anterior, concluímos que a igualdade anterior é ainda válida para . É> œ !
agora imediato concluir, por indução em , que todas as funções  são de5 ::

classe , para todo o , e portanto de classe .G 5 G5 _ 

III.6.2    a função do  Seja  fixado. Sendo(A função sino) 8   " : ‘À Ä Ò!ß "Ò
lema precedente e considerando em  a sua norma euclidiana, podemos‘8

considerar

+ œ Ð"  mBm Ñ . ÐBÑ(
‘8

: -#
8 ,

que verifica , e definimos a !  +  _ função sino

F ‘ F :À Ä Ò!ß_Ò ÐBÑ œ Ð"  mBm Ñ
"

+
8 #, .

Esta função é de classe  e de suporte compacto e verificaG_
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(
‘8

F -ÐBÑ . ÐBÑ œ "8 ,

tendo-se, mais precisamente,  se, e só se, .FÐBÑ  ! B − F Ð!Ñ"

Mais geralmente, por transforma  homotética da fun  definimos,ção ção sino ,F
para cada 5 − , uma função de classe  e de suporte compactoG_

F ‘ F F5 5
8 8À Ä Ò!ß_Ò ÐBÑ œ 5 Ð5BÑ, ,

a qual verifica ainda

(
‘8

F -5 8ÐBÑ . ÐBÑ œ ",

tendo-se  se, e só se, .F5 "Î5ÐBÑ  ! B − F Ð!Ñ

Dem: O facto de a aplicação  ser de classe  resulta deB È Ð"  mBm Ñ G: # _

que, para  em , tem-se . Por outroB œ ÐB ßá ß B Ñ mBm œ B â B" 8
8 # # #

" 8‘
lado,  se, e só se,  isto é, se, e só se, ,:Ð"  mBm Ñ  ! "  mBm  ! mBm  "# #

o que implica que a aplicação  tem suporte compacto e nãoB È Ð"  mBm Ñ: #

é igual a  quase sempre, e portanto é efetivamente .! !  +  _
Concluímos daqui que a aplicação  está bem definida, é de classe  e deF G_

suporte compacto e verifica
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( (
‘ ‘8 8

F - : -ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð"  mBm Ñ . ÐBÑ œ "
"

+
8 8

# ,

tendo-se também  se, e só se, . É agora imediato que,FÐBÑ  ! B − F Ð!Ñ"

para cada ,  é de classe , tendo-se  se, e só se5 − G ÐBÑ œ ! F F5 5
_

5B − F Ð!Ñ B − F Ð!Ñ" 5"Î5, isto é, , em particular  é de suporte compacto.F

Quanto ao integral, considerando o isomorfismo , ,0 ‘ ‘ 0À Ä ÐCÑ œ C8 8 "
5

cujo coeficiente de dilatação é  (cf. II.5.16), podemos reparar que  é- œ0
"
58 0

compatível com as medidas quando se considera no domínio a medida  e"
5 88-

no espaço de chegada a medida  pelo que, tendo em conta II.1.37 e o-8

teorema trivial de mudança de variáveis II.1.38, vemos que

( (
(

‘ ‘

‘

8 8

8

F - F -

F -

5 8 5 88

8
8

8

ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð CÑ .Ð ÑÐCÑ œ
" "

5 5

œ 5 ÐCÑ . ÐCÑ œ "
"

5
. 

Como primeira aplicação do produto de convolução e das aplicações F5

que acabamos de referir, podemos estabelecer, no contexto de , uma‘8

versão  do lema de Urysohn em III.4.11.G_

III.6.3  Sejam  um compacto e(Versão  do lema de Urysohn)G_ O § ‘8

Y § O § Y‘8 um aberto, com . Existe então uma aplicação de classe G_

: ‘ : :À Ä Ò!ß "Ó ¡ Y ÐBÑ œ " B − O8  tal que  e , para cada .155

Dem: Podemos afastar o caso trivial em que , caso em que se tomaO œ g
para  a aplicação . Seja  tal que, para cada ,  (a: $!  ! B − O F ÐBÑ § Y$

possibilidade de escolher um tal  é trivial se  e, caso contrário, basta$ ‘Y œ 8

tomar para  o mínimo para  da função contínua que a  associa a dis-$ B − O B
tância ). Escolhamos  tal que  e consideremos os.ÐBß Ï Y Ñ 5 − ‘ 8 "

5 #
$

compactos

O œ O F Ð!Ñ œ F ÐBÑ

O œ O F Ð!Ñ œ F ÐBÑ § Y

w

B−O

ww

B−O

" "
5 5

# #
5 5

.

.
,

,

imagem dos compactos  e  de  pela aplicaçãoO ‚F Ð!Ñ O ‚ F Ð!Ñ ‚" #
5 5

‘ ‘8 8

contínua , reparando que, pela desigualdade triangular, paraÐ?ß @Ñ È ?  @
cada , . Uma vez que , e portanto a funçãoD − O F ÐDÑ § O ÐO Ñ  _w ww w

8"
5

-

indicatriz  é integrável, em particular localmenteˆ ‘ ‘O
8

wÀ Ä Ö!ß "× §
integrável, podemos aplicar o corolário III.5.25 para garantir a existência de

155Cf. a notação em III.4.10.
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uma aplicação de classe G_

: F ˆ ‘ ‘œ ‡ À Ä5 O
8

w ,

onde  é a função referida em III.6.2. Tendo em conta a comutatividade doF5

produto de convolução,  também está definida por:

: F ˆ - F -ÐBÑ œ ÐCÑ ÐB  CÑ . ÐCÑ œ ÐCÑ . ÐCÑ( (
‘8 w

w5 O 8 5 8
BO

.

Resulta daqui que, para cada ,B − ‘8

! Ÿ ÐBÑ Ÿ ÐCÑ . ÐCÑ œ ": F -(
‘8

5 8 ,

que, para cada , tem-seB − O

F5
w wÐCÑ Á ! Ê C − F Ð!Ñ Ê B  C − O Ê C − B O"

5
,

e portanto

: F - F -ÐBÑ œ ÐCÑ . ÐCÑ œ ÐCÑ . ÐCÑ œ "( (
BO

5 8 5 8
w 8‘

e que, para cada , tem-seB Â Oww

C − B O Ê b C œ B  D Ê b B œ D  C Ê C Â F Ð!Ñ Ê ÐCÑ œ !w

D−O D−O
5

w w
"
5

F ,

e portanto

: F -ÐBÑ œ ÐCÑ . ÐCÑ œ !(
BO

5 8
w

,

o que mostra que  verifica as propriedades no enunciado.: 

O resultado precedente permite-nos adaptar trivialmente a demonstração
do teorema da partição da unidade em III.4.12 para obter, no contexto de
‘8 _, uma versão  desse resultadoG

III.6.4  (Partição  da unidade de um compacto)G_ Sejam  umO § ‘8

compacto e  uma família finita de abertos de  tal que .ÐY Ñ O § Y4 4−N 4‘8 -
Existem então aplicações  de classe , onde , tais que::4

_À Ä Ò!ß "Ó G 4 − N‘8

a) Para cada , . 4 − N ¡ Y:4 4
156

b) Para cada , .B − ÐBÑ Ÿ "‘8 !
4−N

4:

c) Para cada , .B − O ÐBÑ œ "!
4−N

4:

156Cf. a notação em III.4.10.
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Costuma-se dizer que as funções  constituem uma  de:4 partição da unidade
classe  do compacto  subordinada à cobertura aberta finita constituídaG O_

pelos .Y4

Dem: Vamos dividir a demonstração em duas partes:
1) Vamos provar a existência de conjuntos compactos , onde ,O § Y 4 − N4 4

tais que .O § O- 4

  Consideremos, para cada , um índice  tal queSubdem: B − O 4 − NB

B − Y G B G § Y4 B B 4B B
 e uma vizinhança compacta  de , tal que . Pela

propriedade das coberturas dos compactos, escolhamos então uma parte
finita  de  tal que se tenha aindaO O!

O § ÐG Ñ.
B−O

B

!

int .

Sendo, para cada ,4 − N

O œ G4 B

B−O
4 œ4

.
!

B

,

cada  é um compacto (união finita de compactos), está contido em  e O Y O4 4

está contido na união dos .O4

2) Pela versão do lema de Urysohn em III.6.3, podemos considerar, para cada
4 − N À Ä Ò!ß "Ó G ¡ Ys s, uma aplicação  de classe , tal que  e: :4 4

_
4‘8

: : ‘s sÐBÑ œ " B − O À\ Ä4 4, para cada  e definir uma aplica   de classeção
G_ por

: :s sÐBÑ œ ÐBÑ"
4−N

4 ,

vindo então que, para cada , existe  tal que , e portantoB − O 4 B − O4

:sÐBÑ   " Z O: ‘s ÐBÑ œ4
8. Consideremos o aberto  de , contendo ,

constituído pelos  tais que . Mais uma vez pelo resultadoB − ÐBÑ  !s‘8 :
referido, vai existir uma aplicação  de classe  tal que<À Ä Ò!ß "Ó G‘8 _

< <¡ Z ÐBÑ œ " B − O B − e , para cada . Para cada , tem-se‘8

: < :s sÐBÑ  Ð"  ÐBÑÑ  ! B − Z ÐBÑ  ! B Â Z, visto que, para ,  e, para ,
< :ÐBÑ œ ! À\ Ä Ò!ß "Ó G. Podemos assim definir aplicações  de classe 4

_

por

:
:

: <
4

4
ÐBÑ œ

s ÐBÑ

sÐBÑ  Ð"  ÐBÑÑ
,

tendo-se , por ser . Vem, para cada ,: :4 4 44¡ Y ¡ Y B −s ‘8

"
4−N

4:
:

: <
ÐBÑ œ Ÿ "

sÐBÑ

sÐBÑ  Ð"  ÐBÑÑ
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e, para cada , , e portantoB − O "  ÐBÑ œ !<

"
4−N

4:
:

: <
ÐBÑ œ œ "

sÐBÑ

sÐBÑ  Ð"  ÐBÑÑ
. 

Veremos adiante nesta secção que as funções ,F ‘5
8À Ä Ò!ß_Ò

definidas em III.6.2, jogam o papel de  (em inglêsfunções suavizadoras
mollifiers) por permitirem, com o auxílio do produto de convolução, obter
aproximações de classe  de aplicações com menos regularidade. OG_

próximo resultado é um primeiro exemplo desse facto.

III.6.5 (Aproximação  das funções contínuas)G_  Sejam  um espaço deI
Banach e 0 À Ä I 0‘8  uma aplicação contínua. Em particular  é localmente
integrável (cf. III.4.18) pelo que, tendo em conta III.5.25, podemos
considerar aplicações  de classe , tendo-se então, paraF ‘5

8 _‡0 À Ä I G
cada ,  e esta convergência é uniforme sobre cadaB − ‡0ÐBÑ Ä 0ÐBÑ‘ F8

5

compacto .O § ‘8

Dem: Consideremos um compacto  e . Tendo em conta aO §  !‘ $8

formulação forte da continuidade uniforme de  no compacto , podemos0 O
considerar  tal que se tenha , sempre , & $ ‘ ! m0ÐDÑ  0ÐBÑm  B − O D − 8

e . Sendo  tal que , vamos verificar que, para cadamB  Dm  5 & &!
"
5!

5   5 B − O m ‡0ÐBÑ  0ÐBÑm Ÿ! 5 e  tem-se , o que demonstrará oF $
resultado. Fixemos então  e . Lembrando a comutatividade do5   5 B − O!

produto de convolução em III.5.14, tem-se então

m ‡0ÐBÑ  0ÐBÑm œ ÐCÑ0ÐB  CÑ. ÐCÑ  ÐCÑ. ÐCÑ 0ÐBÑ œ

œ ÐCÑ Ð0ÐB  CÑ  0ÐBÑÑ . ÐCÑ Ÿ

Ÿ ÐCÑ m0ÐB  CÑ  0ÐBÑm . ÐCÑ Ÿ

Ÿ

F F - F -

F -

F -

5 5 8 5 8

5 8

F Ð!Ñ
5 8

F

½ Š ‹ ½( (
½ ½(
(
(

‘ ‘

‘

8 8

8

"Î5

"Î5Ð!Ñ
5 8F $ - $ÐCÑ . ÐCÑ œ . 

III.6.6  um aberto, sobre cujos borelianos consideramos a medida Sejam Y § ‘8

restrição da medida de Lebesgue , e  um espaço de Banach. Notamos-8 I

V V- -
_ÐY ßIÑ § ÐY ßIÑ § ÐY ßIÑMensÐ

o conjunto das aplicações  de classe  e de suporte compacto e0 À Y Ä I G_

G G- -
_ÐY ßIÑ § ÐY ßIÑ § Q/8=ÐY ßIÑ

o conjunto das respetivas classes de equivalência (cf. as definições de
V- -ÐY ßIÑ ÐY ßIÑ e  em III.4.8 e III.4.14), conjuntos esses que são trivial-G
mente subespaços vetoriais.
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Repare-se que, tendo em conta III.4.9, tem-se

G-
_ :ÐY ßIÑ § P ÐY ßIÑ,

para cada ." Ÿ : Ÿ _
Repare-se também que, se  então, para cada , a0 − ÐY ßIÑ " Ÿ 3 Ÿ 8V-

_

derivada parcial  também pertence a ; mais precisamente, se`0
`B

_
3

V- ÐY ßIÑ

O § Y 0ÐBÑ œ ! B − Y Ï O é um compacto com  para cada , então tem-se
também  para cada .`0

`B3
ÐBÑ œ ! B − Y Ï O

III.6.7  um aberto e  um  Sejam (Versão mais forte de III.4.23) Y § I‘8

espaço de Banach e consideremos a aplicação bilinear

V-ÐY ß Ñ‘

: : : -

‚ P ÐY ßIÑ Ä I

Ð ß Ò1ÓÑ È Ø ß Ò1ÓÙ œ ÐBÑ 1ÐBÑ . ÐBÑ

"
69-

Y
8

,

.(
Se  é tal que , para todo o Ò1Ó − P ÐY ßIÑ Ø ß Ò1ÓÙ œ ! −"

69- : : ‘V_- ÐY ß Ñ, então
Ò1Ó œ ! 1ÐBÑ œ !, isto é,  quase sempre.
Dem: Tendo em conta III.4.23, bastará provar que se tem, mais geralmente,
Ø ß Ò1ÓÙ œ ! − −: : ‘ : ‘, para todo o V V- -ÐY ß Ñ ÐY ß Ñ. Fixemos então um tal ,
que podemos já supor diferente da função .!
Seja  um compacto tal que , para cada . PodemosO § Y ÐBÑ œ ! B − Y Ï O:
então considerar  tal que o compacto  esteja&  ! O œ O F Ð!Ñ ¨ Ow

&

ainda contido em  (a existência de um tal  é trivial se  e, casoY Y œ& ‘8

contrário, basta tomar  menor que o mínimo estritamente positivo para&
B − O B Ï Y da distância de  ao conjunto fechado , que é função contínua‘8

de ).  Seja  o prolongamento de  que toma o valor  fora de ,B À Ä I ! Ys: ‘ :8

função ainda com suporte compacto e cuja continuidade decorre da continui-
dade das suas restrições aos abertos  e  de união , esta última porY Ï O‘ ‘8 8

ser identicamente .!
Seja  arbitrário. Aplicando III.6.5, concluímos a existência de $  ! 5 −!

tal que, para cada , a aplicação de classe  e de suporte compacto5   5 G!
_

F : ‘ ‘5
8 w‡ À Ä B − Os  verifica, para cada ,

l ‡ ÐBÑ  ÐBÑl s sF : : $5

e, tendo em conta III.5.22,  para cada F :5‡ ÐBÑ œ ! B Âs O F Ð!Ñ"Î5 .
Fixando  tal que 5   5 Ÿ!

"
5 & F :, tem-se assim, em particular, 5‡ ÐBÑ œ !s

para cada  e podemos considerar a restrição  de  a , queB Â ‡ YsOw
5< F :

pertence a  e verifica , para cada , eV : < $_ w
- ÐY ßIÑ l ÐBÑ  ÐBÑl  B − O

< :ÐBÑ œ ÐBÑ œ ! B − Y Ï O, para cada . Uma vez que, por hipótese,w

Ø ß Ò1ÓÙ œ !< , concluímos daqui que
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mØ ß Ò1ÓÙm œ mØ ß Ò1ÓÙ  Ø ß Ò1ÓÙm œ Ð ÐBÑ  ÐBÑÑ1ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ

Ÿ l ÐBÑ  ÐBÑlm1ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ m1ÐBÑm . ÐBÑ

: : < : < -

: < - $ -

½ ½(
( (

Y
8

O O
8 8

w w

(lembrar que, por hipótese,  tem restrição integrável ao compacto ) e1 Ow

daqui deduzimos, tendo em conta a arbitrariedade de , que ,$ :mØ ß Ò1ÓÙm œ !
como queríamos. 

III.6.8  um aberto e  um espaço de Banach e  Sejam (Corolário) Y § I‘8

consideremos a correspondente aplicação bilinear

V-ÐY ß Ñ‘

: : : -

‚ P ÐY ßIÑ Ä I

Ð ß Ò1ÓÑ È Ø ß Ò1ÓÙ œ ÐBÑ 1ÐBÑ . ÐBÑ

"
69-

Y
8

,

.(
Se  são tais que , para todo oÒ1Óß Ò2Ó − P ÐY ßIÑ Ø ß Ò1ÓÙ œ Ø ß Ò2ÓÙ"

69- : :
: ‘− Ó 1ÐBÑ œ 2ÐBÑV_- ÐY ß Ñ Ò1Ó œ Ò2, então , isto é,  quase sempre.
Dem: Basta atender a que, para todo o : ‘− V_- ÐY ß Ñ, vem

Ø ß Ò1Ó  Ò2ÓÙ œ Ø ß Ò1ÓÙ  Ø ß Ò2ÓÙ œ !: : : ,

portanto Ò1Ó  Ò2Ó œ !. 

Estamos agora em condições de abordar a definição das derivadas fracas,
que constituem, de certo modo, uma generalização das derivadas parciais
usuais, que também faz sentido nalgumas situações em que estas não
existem.

III.6.9 Sejam  um espaço de Banach,  um aberto e I Y § Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ‘8 "
69-

(cf. III.4.17). Diz-se que um elemento  é uma Ò1Ó − P ÐY ßIÑ"
69- derivada fraca

de  relativamente à variável  se, para cada função de classe  de supor-Ò0 Ó 3 G_

te compacto : ‘− V_- ÐY ß Ñ, tem-se

Ø ß Ò1ÓÙ Ø ß Ò0 ÓÙ
`

`B
:

:
œ 

3

(cf. III.6.7), por outras palavras,

(
Y

: - -
:

ÐBÑ 1ÐBÑ . ÐBÑ œ  ÐBÑ 0ÐBÑ . ÐBÑ
`

`B
8 8

Y 3
( .

No caso particular em que , é redundante explicitar qual a variável8 œ "
envolvida na derivação, pelo que dizemos simplesmente que  é uma1
derivada fraca de .0

III.6.10  Sejam  um espaço de Banach,(Unicidade das derivadas fracas) I
Y § Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ‘8 "

69- um aberto e  admitindo como derivadas fracas
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relativamente à variável  tanto  como .3 Ò1Ó − P ÐY ßIÑ Ò2Ó − P ÐY ßIÑ" "
69- 69-

Tem-se então , isto é,  quase sempre.Ò1Ó œ Ò2Ó 1ÐBÑ œ 2ÐBÑ
Tendo em conta a unicidade, faz sentido notar, para cada Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ"

69-

que admita derivada fraca relativamente à variável , 3 H Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ3
"
69-

essa derivada fraca.  Como antes, no caso em que , usamos157 8 œ "
simplesmente a notação , em vez de .HÒ0 Ó H Ò0 Ó"

Dem: Para cada : ‘− V_- ÐY ß Ñ, vem

Ø ß Ò1ÓÙ Ø ß Ò0 ÓÙ œ Ø ß Ò2ÓÙ
`

`B
: :

:
œ 

3
,

pelo que a conclusão resulta diretamente de III.6.8. 

Vamos agora examinar um resultado que faz a ponte entre as derivadas
fracas e as derivadas usuais, resultado que será cómodo preceder de um
lema. Em cada caso, separamos o caso em que o domínio tem dimensão "
daquele em que a dimensão é , uma vez que, no segundo caso,8   #
podemos, sem dificuldade, admitir a existência de uma singularidade.

III.6.11  Seja  um espaço de Banach.(Lema) I
a) Sejam  um aberto e  uma função contínua de suporteY § 0ÀY Ä I‘
compacto tal que, para cada , exista a derivada  e que a apli-> − Y 0 Ð>Ñ − Iw

cação  seja contínua. Tem-se então que esta última aplicação é0 À Y Ä Iw

também de suporte compacto e verifica

(
Y

w0 Ð>Ñ .> œ !.

b) Sejam ,  um aberto e  uma possível singularidade.8   # Y § B − Y‘8
!

158

Sejam  e  duas aplicações integráveis, de suporte" Ÿ 3 Ÿ 8 0ß 0 À Y Ä I3

compacto, cujas restrições a  sejam contínuas e tais que, para cadaY Ï ÖB ×!
B − Y Ï ÖB × ÐBÑ œ 0 ÐBÑ! 3

`0
`B, exista a derivada parcial . Tem-se então

3

(
Y

3 80 ÐBÑ . ÐBÑ œ !- .

Dem:  Seja  um compacto tal que  para cada .a) O § Y 0Ð>Ñ œ ! > − Y Ï O

Podemos considerar a extensão  que vale  nos pontos não0 À Ä I !s ‘
pertencentes a , aplicação essa que é contínua e com derivada contínua, porY
isso acontecer às suas restrições aos abertos  e  de união , estaY Ï O‘ ‘
última por ser identicamente . Seja  tal que . Tendo em! V  ! O § ÓVßVÒ
conta a fórmula de Barrow (cf. II.3.10), obtemos

157Podemos assim substituir o artigo indefinido em “uma derivada fraca” pelo
correspondente artigo definido.
158Repare-se que, no caso em que , não admitimos a existência de singularidade.8 œ "
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( ( (
Y ÒVßVÓ

w w w
0 Ð>Ñ .> œ 0 Ð>Ñ .> œ 0 Ð>Ñ .> œ 0ÐVÑ  0ÐVÑ œ !s s s s

‘

.

b) Seja  um compacto tal que  para cada ,O § Y 0ÐBÑ œ ! B − Y Ï O
podendo já supor-se , se necessário substituindo  por .B − O O O  ÖB ×! !

Podemos considerar as extensões  que valem  nos pontos não0 ß 0 À Ä I !s s
3

8‘
pertencentes a , aplicações essas que são integráveis, com restriçõesY

contínuas a  e com , para cada , por‘ ‘8 8
! !

`0s

`B 3Ï ÖB × ÐBÑ œ 0 ÐBÑ B − Ï ÖB ×s
3

isso acontecer às suas restrições aos abertos  e  de uniãoY Ï ÖB × Ï O!
8‘

‘8
!Ï ÖB × !, estas últimas identicamente . Em particular tem-se ainda

0 ÐBÑ œ ! B − Ï Os
3

8, para cada . Notando‘

B œ ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ −s! ! ! ! !" 3" 3" 8
8"‘ ,

a fórmula de Barrow implica que, para cada

ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ − Ï ÖB ×s" 3" 3" 8 !
8"‘ ,

tem-se

( (
‘

0 ÐB ßá ß B Ñ .B œ ÐB ßá ß B Ñ .B œs `0s

`B

œ 0ÐB ßá ß B ßVß B ßá ß B Ñ  0ÐB ßá ß B ßVß B ßá ß B Ñ œs s

œ !

3 " 8 3 " 8 3
ÒVßVÓ 3

" 3" 3" 8 " 3" 3" 8

.

Reparando que ,  podemos agora aplicar o teorema de-8" !ÐÖB ×Ñ œ !s 159

Fubini (II.4.10), depois de fazer uma mudança trivial de variável (cf. a alínea
a) de II.5.5) para deduzir que

( (
(
( (Š ‹

Y
3 8 83

Ð ÏÖB ‚
3 8" " 3" 3" 8 3

ÏÖB ×s 3
" 8 3 8"

0 ÐBÑ . ÐBÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ œs

œ 0 ÐBÑ .Ð Œ ÑÐÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñß B Ñ œs

œ ÐB ßá ß B Ñ .B . Ð
`0s

`B

- -

- -

-

‘

‘ ‘

‘ ‘

8

8"

8"
!

s ×Ñ!

B ßá ß B ß B ßá ß B Ñ œ

œ ! . ÐB ßá ß B ß B ßá ß B Ñ œ !

" 3" 3" 8

ÏÖB ×s
8" " 3" 3" 8(

‘8"
!

- . 

III.6.12  Seja  um espaço de Banach.(Comparação com as derivadas usuais) I
a) Sejam  um aberto e  uma função contínua tal que, paraY § 0ÀY Ä I‘
cada , exista a derivada  e que a aplicação  seja> − Y 0 Ð>Ñ − I 0 ÀY Ä Iw w

contínua. Tem-se então que  é uma derivada fraca deÒ0 Ó − P ÐY ßIÑw "
69-

159É para isso que necessitamos da hipótese .8   #



§6. Aplicações do produto de convolução e derivadas fracas 345

Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ HÒ0 Ó œ Ò0 Ó" w
69- , por outras palavras, .

b) Sejam ,  um aberto e  uma possível singularidade.8   # Y § B − Y‘8
!

160

Sejam  e  duas aplicações localmente integráveis" Ÿ 3 Ÿ 8 0ß 0 À Y Ä I3

cujas restrições a  sejam contínuas e tais que, para cadaY Ï ÖB ×!
B − Y Ï ÖB × ÐBÑ œ 0 ÐBÑ! 3

`0
`B, exista a derivada parcial . Tem-se então que

3

Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ3
" "
69- 69- é uma derivada fraca de  relativamente à

variável , por outras palavras, .3 H Ò0 Ó œ Ò0 Ó3 3

c) Combinando as conclusões de a) e b), a última no caso em que não existe
singularidade, podemos resumir:
Sejam ,  um aberto e  uma aplicação contínua tal8   " Y § 0ÀY Ä I‘8

que, para um certo , admita em cada , uma derivada parcial" Ÿ 3 Ÿ 8 B − Y
`0 `0
`B `B3 3

ÐBÑ À Y Ä I e que a aplicação  seja contínua. Tem-se então que

Ò Ó − P ÐY ßIÑ Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ`0
`B

" "
69- 69-3

 é uma derivada fraca de  relativamente à

variável , por outras palavras .3 H Ò0 Ó œ Ò Ó3
`0
`B3

Dem: a) O facto de termos elementos de  resulta de toda aP ÐY ßIÑ"
69-

aplicação contínua ser localmente integrável (cf. III.4.18). Seja agora
: ‘ :− § Y Ð>Ñ œ !V_- ÐY ß Ñ O arbitrário. Sendo  um compacto tal que , para
cada , tem-se também , para cada > − Y Ï O Ð>Ñ œ ! > − Y Ï O:w , e podemos
considerar a aplicação contínua de suporte compacto 0̃  definida porÀ Y Ä I

0Ð>Ñ œ Ð>Ñ0Ð>Ñ˜ ,:

que é derivável em cada ponto e com

0 Ð>Ñ œ Ð>Ñ0Ð>Ñ  Ð>Ñ0 Ð>Ñ˜ ,
w w w: :

em particular com  contínua e , para cada .˜ ˜0 À Y Ä I 0 Ð>Ñ œ ! > − Y Ï O
w w

Tendo em conta a alínea a) do lema III.6.11, vem

! œ 0 Ð>Ñ .> œ Ð>Ñ0Ð>Ñ .>  Ð>Ñ0 Ð>Ñ .>( (
Y Y

w w w˜ ,: :(
Y

o que implica que se tem efetivamente

(
Y

: :Ð>Ñ 0 Ð>Ñ .> œ  Ð>Ñ 0Ð>Ñ .>w w

Y
( .

b) Seja  um compacto tal que: ‘− § YV_- ÐY ß Ñ O arbitrário. Sendo 
:ÐBÑ œ ! B − Y Ï O ÐBÑ œ !, para cada , tem-se também , para cada`

`B
:

3

B − Y Ï O, e, tendo em conta a alínea b) de III.4.22, podemos considerar as
aplica  ções integráveis, de suporte compacto,  e ˜ ˜0 À Y Ä I 0 ÀY Ä I3

definidas por

160Repare-se que, no caso em que , não admitimos a existência de singularidade.8 œ "
Ver a alínea b) do exercício III.6.1 para um contraexemplo.
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0ÐBÑ œ ÐBÑ0ÐBÑ 0 ÐBÑ œ ÐBÑ0ÐBÑ  ÐBÑ0 ÐBÑ
`

`B
˜ ˜, .: :

:
3

3
3

Estas aplicações têm restrições contínuas a  e, para cadaY Ï ÖB ×!

B − Y Ï ÖB × ÐBÑ œ 0 ÐBÑ!
`0
`B 3, tem-se . Tendo em conta a alínea b) do lema˜˜

3

III.6.11, vem assim

! œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ  ÐBÑ0 ÐBÑ . ÐBÑ
`

`B
( (
Y Y

3 8 8 3 8
3

˜ ,- - : -
: (

Y

o que implica que se tem efetivamente

(
Y

: - -
:

ÐBÑ0 ÐBÑ . ÐBÑ œ  ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ
`

`B
3 8 8

Y 3
( .

c) No caso em que , temos uma mera reformulação de a) e no caso em8 œ "
que , começamos por afastar o caso trivial em que  e fixando8   # Y œ g
arbitrariamente , reparamos que, uma vez que as aplicações contínuasB − Y!

são localmente integráveis, temos uma consequência direta de b). 

III.6.13  Sejam  um espaço de Banach,(Compatibilidade com as restrições) I
Y § Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ Ò1Ó − P ÐY ßIÑ‘8 " "

69- 69- um aberto e  admitindo  como
derivada fraca relativamente à variável . Para cada aberto  tem-se3 Z § Y
então que  admite  como derivadaÒ0 Ó − P ÐY ßIÑ Ò1 Ó − P ÐY ßIÑÎZ ÎZ

" "
69- 69-

fraca relativamente à variável , ou seja,3

H ÐÒ0 Ó Ñ œ ÐH Ò0 ÓÑ3 3ÎZ ÎZ .

Dem: O facto de  e  serem ainda localmente integráveis é trivial.0 1ÎZ ÎZ

Reparamos agora que, se ,: ‘− § ZV_- ÐZ ß Ñ O, é nula fora dum compacto 
podemos considerar o prolongamento  de  que é nulo em  e: ‘ :sÀ Y Ä Z Ï Y
que, por ser, mais geralmente, nulo em , pertence a Z Ï O V_- ÐY ß Ñ‘ ,
tendo-se então

( (
Z Y

: - : -

: :
- -

ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ ÐBÑ . ÐBÑ œ
`0

`B `B
s

`0

` `s

`B `B
ÐBÑ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ  ÐBÑ 0 ÐBÑ . ÐBÑ

ÎZ

3 3
8 8

Y Z3 3
8 8ÎZœ ( ( . 

III.6.14  Sejam  um espaço de Banach,(A derivada fraca tem caráter local) I
Y § Ò0 Óß Ò1Ó − P ÐY ßIÑ " Ÿ 3 Ÿ 8‘8 "

69- um aberto,  e . Suponhamos que
existe uma família  de abertos de , de união , tal que, para cadaÐY Ñ Y4 4−N

8‘
4 − N Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ Ò1 Ó − P ÐY ßIÑ,  admita  como derivada fracaÎY ÎY

" "
69- 69-4 44 4

relativamente à variável . Tem-se então que  admite  como derivada3 Ò0 Ó Ò1Ó
fraca relativamente à variável .3
Dem: Seja  um compacto tal que  para: ‘ :− § Y ÐBÑ œ !V_- ÐY ß Ñ O. Seja 
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cada  e, tendo em conta a propriedade das coberturas dosB − Y Ï O
compactos, seja  finito tal que . Tendo em conta a versão doM § N O § Y-

4−M
4

teorema da partição da unidade em III.6.4, consideremos funções
< ‘ ‘4

8 _À Ä G 4 − M 4 − M de classe , onde , tais que cada, para cada , exista
um compacto  com  para cada  e que seO § Y ÐBÑ œ ! B − Ï O4 4 4 4

8< ‘
tenha, para cada , . Podemos considerar, para cada ,B − O ÐBÑ œ " 4 − M!

4−M
4<

uma função  de classe  definida por , para: ‘ : < :4 4 4
_À Y Ä G ÐBÑ œ ÐBÑ ÐBÑ

qual se tem, não só : ‘ : ‘4 4ÎY− −V V_ _
- - 4ÐY ß Ñ ÐY ß Ñ, mas também , por ser

4

:4 4ÐBÑ œ ! B − Y Ï O para cada . É claro que se tem também, para cada

x , . Uma vez que, para cada , ,− Y Ï O ÐBÑ œ ! B − Y ÐBÑ œ ÐBÑ4 4
`
`B

4−M

:4

3
: :!

já que, para cada cada , ambos os membros são , deduzimos que seB Â O !
tem também, para cada ,B − Y

`

`B `B
ÐBÑ œ ÐBÑ

`: :

3 34−M

4" ,

e portanto

( ("
"(

" (
"(

Y Y
8 4 8

4−M

4−M Y
4 8ÎY ÎY

4−M Y

4ÎY

3
ÎY 8

4−M Y

4

3
8

: - : -

: -

:
-

:
-

ÐBÑ 1ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ 1ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ ÐBÑ 1 ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ  ÐBÑ 0 ÐBÑ . ÐBÑ œ
`

`B

œ  ÐBÑ 0ÐBÑ .
`

`B

4
4 4

4

4

4

ÐBÑ œ

œ  ÐBÑ 0ÐBÑ . ÐBÑ
`

`B
(
Y 3

8
:

- ,

o que prova o resultado. 

III.6.15  Sejam  um espaço de(Enunciado alternativo do caráter local) I
Banach,  um aberto,  e . SuponhamosY § Ò0 Óß Ò1Ó − P ÐY ßIÑ " Ÿ 3 Ÿ 8‘8 "

69-

que, para cada , existe um aberto  de , com , tal queB − Y Z B − Z § Y! !
8‘

Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ Ò1 Ó − P ÐY ßIÑÎZ ÎZ
" "
69- 69-4 4 admita  como derivada fraca relati-

vamente à variável . Tem-se então que  admite  como derivada fraca3 Ò0 Ó Ò1Ó
relativamente à variável .3
Dem: Sendo, para cada ,  um aberto com  nas condiçõesB − Y Z B − Z § YB B

do enunciado, a família  verifica as hipóteses em III.6.14.ÐZ ÑB B−Y 



348 Cap. III. Espaços funcionais e aplicações

III.6.16  Sejam  um espaço de Banach,(Linearidade da derivação fraca) I
Y § " Ÿ 3 Ÿ 8‘8 um aberto e . Tem-se então:
a) Se  admitem respetivamente Ò0 Óß Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ Ò1 Óß Ò1 Ó − P ÐY ßIÑ" # " #

" "
69- 69-

como derivadas fracas relativamente à variável , e se  é um escalar de ,3 + I
então  e  admitem respetivamente  e  como deri-Ò0  0 Ó Ò+0 Ó Ò1  1 Ó Ò+1 Ó" # " " # "

vadas fracas relativamente à mesma variável. Por outras palavras,

H ÐÒ0 Ó  Ò0 ÓÑ œ H Ò0 Ó  H Ò0 Ó H Ð+Ò0 ÓÑ œ +H Ò0 Ó3 " # 3 " 3 # 3 " 3 ", .

b) Se  é outro espaço de Banach,  é uma aplicação linear contínuaJ ÀI Ä J0
e  admite  como derivada fraca relativa-Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ Ò1Ó − P ÐY ßIÑ" "

69- 69-

mente à variável , então  admite  como derivada3 Ò ‰ 0 Ó − P ÐY ß JÑ Ò ‰ 1Ó0 0"
69-

fraca relativamente à mesma variável.
Dem: O facto de  e  admitir  como derivada fracaÒ0  0 Ó Ò+0 Ó Ò1  1 Ó" # " " #

relativamente à variável  resulta de que, para cada 3 −: ‘V_- ÐY ß Ñ, vem

(
( (

Y
" # 8

Y Y
" 8 " 8

8 8

: -

: - : -

: :
- -

:

ÐBÑ Ð1 ÐBÑ  1 ÐBÑÑ . ÐBÑ œ

œ ÐBÑ 1 ÐBÑ . ÐBÑ  ÐBÑ 1 ÐBÑ . ÐBÑ œ

ÐBÑ  ÐBÑ œœ  ÐBÑ 0 ÐBÑ . ÐBÑ 0 ÐBÑ .
` `

`B `B

œ  ÐBÑ Ð0 ÐBÑ 
`

`B

( (
(
Y Y3 3

" #

Y 3
" 0 ÐBÑÑ .# -8ÐBÑ.

A afirmação em a) relativa ao produto pelo escalar  pode-se demonstrar+
analogamente, ou resulta de utilizar b) com a aplicação linear ,0À I Ä I
0 : ‘ÐAÑ œ +A −. Quanto a b), podemos escrever, para cada V_- ÐY ß Ñ,

( (
Š ‹ Š ‹( (

(

Y Y
8 8

Y Y
8 8

3

3 3
8

Y

: 0 - 0 : -

0 : - 0 -
:

0 - 0
: :

ÐBÑ Ð1ÐBÑÑ . ÐBÑ œ Ð ÐBÑ1ÐBÑÑ . ÐBÑ œ

ÐBÑ 1ÐBÑ . ÐBÑ œ  ÐBÑ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ
`

`B

Ð ÐBÑ0ÐBÑÑ . ÐBÑ œ  ÐBÑ Ð0ÐB
` `

`B `B

œ

œ (
Y

ÑÑ . ÐBÑ-8 ,

o que implica a conclusão. 

Até agora, o único resultado que encontrámos e que nos permite identi-
ficar derivadas fracas foi aquele em que a função é contínua, admite deri-
vada parcial, no sentido usual, em todos os pontos (com uma eventual
singularidade no caso em que ) e esta derivada parcial é contínua8   #
(cf. III.6.12). Examinamos agora duas situações em que podemos garantir
a existência de derivadas fracas sem que as hipóteses referidas sejam
verificadas.
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III.6.17  Sejam  um intervalo(Derivadas fracas e integral indefinido) N § ‘
aberto,  um espaço de Banach,  uma aplicação localmente inte-I 0À N Ä I
grável e  um elemento fixado e consideremos o correspondente> − N!

integral indefinido

0 À N Ä I 0Ð>Ñ œ 0Ð=Ñ .=s s, (
>

>

!

(cf. II.3.5). Tem-se então que  é uma aplicação contínua, em particular0s

localmente integrável, e  é a derivada fraca de , isto é, .Ò0 Ó Ò0 Ó HÒ0 Ó œ Ò0 Ós s

Dem: Seja  arbitrário e consideremos  em  tal que, para: V ‘− ÐN ß Ñ + Ÿ , N_
-

cada , , e portanto também  e reparemos que,> − N Ï Ò+ß ,Ó Ð>Ñ œ ! Ð>Ñ œ !: :w

por continuidade, tem-se ainda . Reparemos que, pelas: :Ð+Ñ œ Ð,Ñ œ !
propriedades usuais do integral indefinido (cf. II.3.4), tem-se, para cada
> − N ,

0Ð>Ñ œ -  0Ð=Ñ .=s (
+

>

,

com , e que- œ 0Ð=Ñ .='
>

+

!

(
+

,
w- Ð>Ñ .> œ -Ð Ð,Ñ  Ð+ÑÑ œ !: : : .

Podemos agora escrever, tendo em conta o teorema de Fubini em II.4.10,

( ( (Š ‹
( (Š ‹
(
( (Š

N Ò+ß,Ó +

w w
>

Ò+ß,Ó Ò+ß,Ó

w
Ò+ß>Ó

Ò+ß,Ó‚Ò+ß,Ó

w
Ò=ß,Ó #

Ò+ß,Ó Ò

: :

: ˆ

: ˆ -

Ð>Ñ0Ð>Ñ .> œ Ð>Ñ 0Ð=Ñ .= .> œs

œ Ð>Ñ Ð=Ñ 0Ð=Ñ .= .> œ

œ Ð>Ñ Ð>Ñ 0Ð=Ñ . Ð=ß >Ñ œ

œ
+ß,Ó

Ò=ß,Ó
w

Ò+ß,Ó N

ˆ :

: : :

Ð>Ñ Ð>Ñ .> 0Ð=Ñ .= œ

œ Ð Ð,Ñ  Ð=ÑÑ 0Ð=Ñ .= œ  Ð=Ñ 0Ð=Ñ .=

‹
( ( ,

o que mostra que  é efetivamente a derivada fraca de .0 0s 

III.6.18  Sejam  um espaço de Banach, (Limites e derivadas fracas) I Y § ‘8

um aberto e . Seja , onde , uma sucessão de elementos de" Ÿ 3 Ÿ 8 Ò0 Ó 5 −5 
P ÐY ßIÑ P ÐY ßIÑ Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ" " "

69- 69- 69- convergente em  para . Suponhamos
que cada  admite uma derivada fraca  e que aÒ0 Ó H Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ5 3 5

"
69-

sucessão destas derivadas fracas converge em  para um certoP ÐY ßIÑ"
69-

Ò1Ó − P ÐY ßIÑ Ò1Ó œ H Ò0 Ó Ò0 Ó Ò1Ó"
69- 3. Tem-se então que , isto é,  admite  como
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derivada fraca relativamente à variável .3 161

Dem: Seja  arbitrário. Tendo em conta III.4.22, tem-se: V ‘− ÐY ß Ñ_
-

Ø ßH Ò0 ÓÙ Ä Ø ß Ò1ÓÙ Ø ß Ò0 ÓÙ Ä Ø ß Ò0 ÓÙ
` `

`B `B
: :

: :
3 5 5

3 3
, ,

pelo que, uma vez que , concluímos queØ ßH Ò0 ÓÙ œ Ø ß Ò0 ÓÙ: 3 5 5
`
`B
:

3

Ø ß Ò1ÓÙ œ Ø ß Ò0 ÓÙ
`

`B
:

:

3
. 

Há ainda outras propriedades das derivadas usuais que, admitem versões
no contexto das derivadas fracas, mas com justificações que não são
facilmente obtidas de modo direto. Pensamos, por exemplo, em proprie-
dades envolvendo a derivada fraca de um produto ou sobre o que se
poderá dizer sobre uma função com derivadas fracas identicamente ,!
relativamente a cada uma das variáveis. Essas propriedades serão estabe-
lecidas adiante com o auxílio de teoremas de aproximação por aplicações
de classe , que utilizam a convolução com as funções suavizadorasG_

F ‘5
8À Ä Ò!ß_Ò, definidas em III.6.2, e que, por esse motivo,

envolvem, à partida, apenas funções cujo domínio é a totalidade de .‘8

Antes de examinar esses resultados de aproximação, estabelecemos por
isso dois lemas que permitirão obter resultados sobre aplicações definidas
em abertos de  a partir de resultados que pressupõem a totalidade de‘8

‘8 como domínio.

III.6.19  Sejam  um espaço de(Lema sobre a derivada fraca de um produto) I
Banach,  um aberto e . Seja  admitindoY § " Ÿ 3 Ÿ 8 Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ‘8 "

69-

Ò1Ó œ H Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ 33
"
69-  como derivada fraca relativamente à variável . Se

< V ‘− ÐY ß Ñ_
- , podemos considerar o produto

Ò ÓÒ0 Ó œ Ò 0 Ó − P ÐY ßIÑ< < "
69- ,

o qual vai admitir uma derivada fraca relativamente a variável , dada por3

H ÐÒ ÓÒ0 ÓÑ œ Ò ÓÒ0 Ó  Ò ÓH Ò0 Ó
`

`B
3 3

3
< <

<
. 

Dem: Notemos que o facto de se ter  resulta daÒ ÓÒ0 Ó œ Ò 0 Ó − P ÐY ßIÑ< < "
69-

alínea a) de III.4.22, resultado que implica também que

Ò ÓÒ0 Ó − P ÐY ßIÑ Ò ÓH Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ
`

`B

<
<

3

" "
69- 69-3,

e portanto a sua soma também pertence a  Seja agoraP ÐY ßIÑÞ"
69-

161Este resultado, apesar de ser de justificação elementar, está no centro da importância
que as derivadas fracas têm nas aplicações à Análise Funcional.
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: V ‘ :< V ‘− ÐY ß Ñ − ÐY ß Ñ_ _
- - arbitrário. Uma vez que se tem também , vem

(
( (

Y
8

3

Y Y3 3
8 8

: < - :<
:<

: <
< - : -

ÐBÑ ÐBÑ1ÐBÑ . ÐBÑ œ Ø ß Ò1ÓÙ œ Ø ß Ò0 ÓÙ œ
`Ð Ñ

`B

œ  ÐBÑ ÐBÑ0ÐBÑ. ÐBÑ  ÐBÑ ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ
` `

`B `B

e portanto

Ø ß Ò 0 Ó  Ò 1ÓÙ œ
`

`B

œ ÐBÑ ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ  ÐBÑ ÐBÑ1ÐBÑ . ÐBÑ œ
`

`B

œ  ÐBÑ ÐBÑ0ÐBÑ. ÐBÑ œ Ø ß Ò 0 ÓÙ
` `

`B `B

: <
<

: - : < -
<

: :
< - <

3

Y Y3
8 8

Y 3 3
8

( (
( . 

III.6.20  Sejam  um espaço de Banach,(Lema de extensão do domínio) I
Y § Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ Z § Y‘8 "

69- um aberto e . Seja  um aberto tal que exista
um compacto  com . Existe então O Z § O § Y Ò0 Ó − P Ð ßIÑs " 8‘
verificando as seguintes propriedades:
1) As classes  e  têm a mesma restrição a .Ò0 Ó Ò0 Ó Zs

2) Para cada  tal que  tenha derivada fraca " Ÿ 3 Ÿ 8 Ò0 Ó H Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ3
"
69-

relativamente à variável ,  tem derivada fraca 3 Ò0 Ó H Ò0 Ó − P Ð ßIÑs s
3

" 8‘
relativamente à mesma variável.
3) Existe um compacto  tal que  tem restrição nula a .O § Y Ò0 Ó Ï Osw 8 w‘
Dem: Tendo em conta a versão  do lema de Urysohn em III.6.3, podemosG_

considerar uma aplicação  de classe  e um compacto< ‘À Ä Ò!ß "Ó G8 _

O § Y ÐBÑ œ " B − O ÐBÑ œ ! B Â Ow w tais que , para cada , e , para cada .< <

Reparemos que, para cada , tem-se também . SejaB Â O ÐBÑ œ !w `
`B
<

3

0 À Ä Is ‘8  a aplicação topologicamente mensurável definida por

0ÐBÑ œs ÐBÑ0ÐBÑ B − Y
! B Â Yœ< , se 

, se 

e reparemos que  é integrável, por ter restrição localmente integrável ao0s

aberto  (cf. a alínea a) de III.4.22) e portanto restrição integrável aoY
compacto , e ter restrição  a . Uma vez que, para cadaO § Y ! Ï Ow 8 w‘

B − Z ÐBÑ œ " 0ÐBÑ œ 0ÐBÑ Ò0 Ó Ò0 Ós s, vem , e portanto , vemos que  e  têm a<
mesma restrição a . Suponhamos agora que  é tal que  tenhaZ " Ÿ 3 Ÿ 8 Ò0 Ó
derivada fraca  relativamente à variável . SejaH Ò0 Ó œ Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ 33 3

"
69-

0 À Ä Is
3

8‘  a aplicação topologicamente mensurável definida por

0 ÐBÑ œs ÐBÑ0ÐBÑ  ÐBÑ0 ÐBÑ B − Y

! B Â Y
3

`
`B 3 <

3
< , se 

, se 
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e reparemos que, pela mesma razão que , a aplicação  é integrável. Tendo0 0s s
3

em conta o lema III.6.19,  é uma derivada fraca relativa-Ò0 Ó − P ÐY ßIÑs
3 ÎY

"

mente à variável  de  e, por exemplo por III.6.12,  é3 Ò0 Ó Ò0 Ó œ Ò!Ós s
ÎY Î ÏO3 ‘8 w

também a derivada fraca de  relativamente à mesma variável.Ò0 Ó œ Ò!Ós
Î ÏO‘8 w

Uma vez que  é a união dos abertos  e , deduzimos finalmente‘ ‘8 8 wY Ï O

de III.6.14 que  tem derivada fraca  relativamente à variável .Ò0 Ó H Ò0 Ó œ Ò0 Ó 3s s s
3 3 

Passemos agora aos resultados de aproximação que referimos atrás.

III.6.21 (Lema — aproximação  das funções contínuas de suporteG_

compacto) Sejam  um espaço de Banach e  uma aplicaçãoI 1À Ä I‘8

contínua e de suporte compacto. Tem-se então que as funções F ‘5
8‡1À Ä I

são de classe  e de suporte compacto e, para cada ,G " Ÿ :  __

Ò ‡1Ó Ä Ò1ÓF5

em .P Ð ßIÑ: 8‘
Dem: Como verificámos em III.4.9, o facto de se ter  implica1 − Ð ßIÑV- ‘

8

que . Uma vez que  é, em particular, localmente integrávelÒ1Ó − P Ð ßIÑ 1: 8‘
(aliás, mesmo integrável), já sabemos, por  que, para cadaIII.5.25 e III.5.22,
5 − ‡1À Ä I G F ‘,  é de classe  e de suporte compacto, e portanto5

8 _

também se tem . De facto, este útimo resultado diz-nos,Ò 1Ó − P Ð ßIÑF5‡
: 8‘

mais precisamente, que, sendo O § 1ÐBÑ œ !‘8 um compacto tal que , para
cada , então tem-se , para cada  não pertencente aoB Â O ‡1ÐBÑ œ ! BF5

compacto O F Ð!Ñ"Î5 .
Provemos agora a convergência em  referida no enunciado, para oP Ð ßIÑ: 8‘
que aplicaremos III.6.5 ao compacto .O œ O F Ð!Ñw

"

Tem-se , para cada F5‡1ÐBÑ œ ! œ 1ÐBÑ B Â Ow, e portanto

mÒ ‡1Ó  Ò1Óm œ . ÐCÑ œ

œ . ÐCÑ

F -

-

5 : 8

"Î:

O
8

"Î:

Š ‹(
Š ‹(

‘8

m ‡1ÐBÑ  1ÐBÑm

m ‡1ÐBÑ  1ÐBÑm

F

F

5
:

5
:

w

pelo que afastando já o caso trivial em que -8
wÐO Ñ œ !, e portanto

mÒ ‡1Ó  Ò1Óm œ !F5 : , vemos que, dado $  ! 5 −, podemos escolher  tal!

que, para cada  e 5   5 B − O!
w

m ‡1ÐBÑ  1ÐBÑm 
ÐO Ñ

F
$

-
5

8
w "Î:

,

tando-se assim, para cada ,5   5!
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mÒ ‡1Ó  Ò1Óm Ÿ . ÐCÑ œF -5 : 8
O

"Î:Š ‹(
w

$

-
$

:

8
wÐO Ñ

,

o que prova a convergência em P Ð ßIÑ: 8‘ . 

III.6.22  Sejam  um (Aproximação  em  e em )G P Ð ßIÑ P Ð ßIÑ_ : 8 " 8
69-‘ ‘ I

espaço de Banach e  Tem-se então, para as correspon-Ò0 Ó − P Ð ßIÑÞ" 8
69- ‘

dentes aplicações  de classe (cf. III.5.25), que a sucessãoF ‘5
8 _‡0 À Ä I G

dos  converge para  em .Ò ‡0 Ó − P Ð ßIÑ Ò0 Ó P Ð ßIÑF ‘ ‘5
" 8 " 8
69- 69-

Além disso, no caso em que , com , tem-seÒ0 Ó − P Ð ßIÑ " Ÿ :  _: 8‘
Ò ‡0 Ó − P Ð ßIÑ m m Ÿ mÒ0 Óm Ò ‡0 Ó Ä Ò0 Ó P Ð ßIÑF ‘ F ‘5 : : 5

: 8 : 8,  e  em .Ò ‡0 ÓF5

Dem: Comecemos por supor que , com  eÒ0 Ó − P Ð ßIÑ " Ÿ :  _: 8‘
lembremos que, por III.4.21, tem-se, em particular, .Ò0 Ó − P Ð ßIÑ" 8

69- ‘
Reparando que  e , resulta de III.5.20 que se temÒ Ó − P Ð ß Ñ m m œ "F ‘ ‘ F5 5 "

" 8

efetivamente  eÒ ‡0 Ó − P Ð ßIÑF ‘5
: 8

m m Ÿ m m mÒ0 Óm œ mÒ0 ÓmÒ ‡0 ÓF5 : 5 " : :F .

Seja agora  arbitrário. Tendo em conta o teorema de densidade III.4.14,$  !
podemos considerar uma aplicação contínua e de suporte compacto
1À Ä I mÒ0 Ó  Ò1Óm  1‘8

: $ tal que  e, aplicando o lema III.6.21 a ,$

concluímos a existência de  tal que, para cada ,5 − 5   5! !
mÒ ‡1Ó  Ò1Óm F5 : $

$ . Como, mais uma vez por III.5.20,

mÒ ‡0 Ó  Ò ‡1Óm œ mÒ Ó‡Ò0  1Óm Ÿ mÒ Óm mÒ0  1Óm 
$

F F F F
$

5 5 : 5 : 5 " : ,

concluímos finalmente que, para cada ,5   5!

mÒ ‡0 Ó  Ò0 Óm Ÿ mÒ ‡0 Ó  Ò ‡1Óm  mÒ ‡1Ó  Ò1Óm 

 mÒ1Ó  Ò0 Óm    œ
$ $ $

F F F F

$ $ $
$

5 : 5 5 : 5 :

: ,

o que prova que  em .Ò ‡0 Ó Ä Ò0 Ó P Ð ßIÑF ‘5
: 8

Suponhamos agora que se tem apenas . Seja  umÒ0 Ó − P Ð ßIÑ O §" 8 8
69- ‘ ‘

compacto arbitrário. Considerando o compacto  de , oO œ O F Ð!Ñw 8
" ‘

facto de se ter  implica que, sendo , tem-seÒ0 Ó − P ÐO ßIÑ 0 œ 0s
ÎO

" w
Ow wˆ

Ò0 Ó − P Ð ßIÑ Ò ‡0 Ó Ä Ò0 Ós s s" 8
5‘ F e portanto, pelo que vimos no início,  em

P Ð ßIÑ Ò ‡0 Ó Ä Ò0 Ó P ÐOßIÑs s" 8 "
5 ÎO ÎO‘ F e portanto também  em . Mas, para

cada , tem-se  e, uma vez que  para cadaB − O 0ÐBÑ œ 0ÐBÑ ÐB  CÑ œ !s F5

C Â Ow,

F F - F -

F - F - F

5 5 8 5 8
O

O
5 8 5 8 5

‡0ÐBÑ œ ÐB  CÑ0ÐCÑ. ÐCÑ œ ÐB  CÑ0ÐCÑ. ÐCÑ œs s s

œ ÐB  CÑ0ÐCÑ. ÐCÑ œ ÐB  CÑ0ÐCÑ. ÐCÑ œ ‡0ÐBÑ

( (
( (

‘

‘

8 w

w 8

,
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pelo que podemos concluir que  em . FicouÒ ‡0 Ó Ä Ò0 Ó P ÐOßIÑF5 ÎO ÎO
"

assim provado que  em .Ò ‡0 Ó Ä Ò0 Ó P Ð ßIÑF ‘5
" 8
69- 

III.6.23  Sejam  um espaço de Banach e(Suavização de uma derivada fraca) I
Ò0 Ó − P Ð ßIÑ H Ò0 Ó − P Ð ßIÑ1 1

69- 69-
8 8

3‘ ‘ admitindo uma derivada fraca 
relativamente à variável . Tem-se então que as aproximações3
F ‘ F ‘5 5

8 8 _‡0 À Ä I ‡1À Ä I G e , de classe , verificam, para cada
B − ‘8,

`Ð ‡0Ñ

`B
ÐBÑ œ ‡H Ò0 ÓÐBÑ

F
F

5

3
5 3 .

Dem: Seja  fixado. Podemos então considerar a função  de B − G‘ ‘8 _ 8

para  que a  associa , que é de suporte compacto, por ser nula‘ FC ÐB  CÑ5

fora da bola , e cuja derivada em ordem à variável  em cada ponto F ÐBÑ 3 C"Î5

é igual a . Sendo  e tendo em conta a definição da ÐB  CÑ H Ò0 Ó œ Ò1Ó`
`B 3
F5

3

derivada fraca e III.5.24, tem-se assim

F F F -

F F
-

F

5 3 5 5 8

5 5

3 3
8

5

3

‡H Ò0 ÓÐBÑ œ ‡1ÐBÑ œ ÐB  CÑ1ÐCÑ . ÐCÑ œ

œ ÐB  CÑ0ÐCÑ . ÐCÑ œ ‡0ÐBÑ œ
` `

`B `B

œ ÐBÑ
`Ð ‡0Ñ

`B

(
(

‘

‘

8

8

. 

III.6.24  (Corolário — suavização num aberto) Sejam  um espaço de Banach,I
Y § Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ Z § Y‘8 "

69- um aberto e . Seja  um aberto tal que exista
um compacto  com . Existe então uma sucessão de funçõesO Z § O § Y
0 ÀY Ä I G5

_ de classe  tal que:
a)  em ;Ò0 Ó Ä Ò0 Ó P ÐZ ßIÑ5ÎZ ÎZ

"

b) Para cada  tal que exista a derivada fraca ," Ÿ 3 Ÿ 8 H Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ3
"
69-

tem-se  em .Ò Ó Ä H Ò0 Ó P ÐZ ßIÑ`0
`B ÎZ 3 ÎZ

"5

3

Dem: Tendo em conta o lema de extensão do domínio III.6.20, podemos
considerar  com  tal que, para cada Ò0 Ó − P Ð ßIÑ Ò0 Ó œ Ò0 Ó " Ÿ 3 Ÿ 8s s" 8

ÎZ ÎZ‘

nas condições referidas em b), exista a derivada fraca .H Ò0 Ó − P Ð ßIÑs
3

" 8‘

Tendo em conta III.6.22, temos aplicações , de classe ,F ‘5
8 _‡0 À Ä I Gs

para as quais as classes  convergem para  nesteÒ ‡0 Ó − P Ð ßIÑ Ò0 Ós sF ‘5
" 8

espaço. Definindo então as aplicações  de classe  como sendo0 À Y Ä I G5
_

as restrições das aplicações , vem que  converge paraF ‘5 5
8

ÎZ‡0 À Ä I Ò0 Ós

Ò0 Ó œ Ò0 Ó P ÐZ ßIÑ " Ÿ 3 Ÿ 8s
ÎZ ÎZ

" em . Além disso, para cada  nas condições
de b), resulta de III.6.23 que, para cada ,B − Z
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`0 ` ‡0

`B `B
ÐBÑ œ ÐBÑ œ ‡H Ò0 ÓÐBÑ

s
s5 5

3 3
5 3

F
F ,

onde, mais uma vez por III.6.22,  em  eÒ ‡H Ò0 ÓÓ Ä H Ò0 Ó P Ð ßIÑs sF ‘5 3 3
" 8

portanto, por restrição  em .Ò Ó Ä H Ò0 Ó œ H Ò0 Ó P ÐZ ßIÑs`0
`B ÎZ 3 3ÎZ ÎZ

"5

3


Vamos agora aplicar o corolário precedente, para estabelecer um resultado
sobre a derivada fraca de um produto.

III.6.25  Sejam  três espaços de(Regra de derivação dum produto) JßKßL
Banach e  uma aplicação bilinear contínua, que encaramos0À J ‚ K Ä L
como uma “multiplicação”, notando, para cada  e ,A − J D − K
A‚ D œ ÐAß DÑ − L0 .
Sejam  um aberto, ,  uma aplicação contínua,Y § " Ÿ 3 Ÿ 8 0À Y Ä J‘8

admitindo derivada parcial em relação à variável  em cada ponto e com3
`0
`B

"
69-3

À Y Ä J Ò1Ó − P ÐY ßKÑ contínua, e , admitindo uma derivada fraca

H Ò1Ó − P ÐY ßKÑ 33
"
69-  relativamente à variável . Tem-se então que

Ò0 ‚ 1Ó − P ÐY ßLÑ 3] [  admite derivada fraca relativamente à variável  dada"
69-

por

H ÐÒ0 Ó ‚ Ò1ÓÑ œ Ò Ó ‚ Ò1Ó  Ò0 Ó ‚ H Ò1Ó − P ÐY ßLÑ
`0

`B
3 3

3

"
69- .

Dem: Comecemos por reparar que o facto de se ter ] [  eÒ0 ‚ 1Ó − P ÐY ßLÑ"
69-

Ò Ó ‚ Ò1Ó  Ò0 Ó ‚ H Ò1Ó − P ÐY ßLÑ
`0

`B3
3

"
69-

é uma consequência da alínea a) de III.4.22.
Tendo em conta o resultado de localização em III.6.15, para provarmos o
resultado bastará provar que, para cada , existe um aberto ,B − Y Z § Y!

com  tal que a restrição a  de  admita como derivada fracaB − Z Z Ò0 Ó ‚ Ò1Ó!

relativamente à variável  a restrição a  de .3 Z Ò Ó ‚ Ò1Ó  Ò0 Ó ‚ H Ò1Ó`0
`B 3

3

Seja então  arbitrário, e consideremos  tal que o compactoB − Y <  !!

O œ F ÐB Ñ Y Z F ÐB Ñ< ! < ! esteja contido em . Seja  o aberto , que verifica
B − Z § O! .
Tendo em conta III.6.24, podemos considerar uma sucessão de funções
1 À Y Ä I G5

_ de classe  com

Ò1 Ó Ä Ò1Ó Ò Ó Ä H Ò1Ó
`1

`B
5 3ÎZ ÎZ ÎZ

5

3 ÎZ

e

em . Lembrando a alínea e) de II.3.6, sabemos que a aplicaçãoP ÐZ ßIÑ"

contínua  admite em cada  uma derivada parcial0 ‚ 1 À Y Ä L B − Y5
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`Ð0 ‚ 1 Ñ `0 `1

`B `B `B
ÐBÑ œ ÐBÑ ‚ 1 ÐBÑ  0ÐBÑ ‚ ÐBÑ

5 5

3 3 3
5

pelo que concluímos, em particular, que  é contínua e`Ð0‚1 Ñ
`B

5

3
À Y Ä L

portanto, por III.6.12, . Tendo em conta III.4.22 eÒ Ó œ H Ò0 ‚ 1 Ó`Ð0‚1 Ñ
`B 3 5

5

3

III.4.20, vemos que, em ,P ÐZ ßLÑ"
69-

Ò0 ‚ 1 Ó œ Ò0 Ó ‚ Ò1 Ó Ä Ò0 Ó ‚ Ò1Ó

Ò Ó Ä Ò Ó ‚ Ò1Ó  Ò0 Ó ‚ H Ò1Ó
`Ð0 ‚ 1 Ñ `0

`B `B

5 5ÎZ ÎZ ÎZ ÎZ ÎZ

5

3 3
ÎZ ÎZ ÎZ ÎZ ÎZ3

,

,

e daqui deduzimos finalmente, tendo em conta III.6.18, que

H ÐÒ0 Ó ‚ Ò1Ó Ñ œ Ò Ó ‚ Ò1Ó  Ò0 Ó ‚ H Ò1Ó
`0

`B
3 3ÎZ ÎZ ÎZ ÎZ ÎZ ÎZ

3
,

como queríamos. 

Vamos agora examinar um segundo resultado previsto, mas não evidente,
nomeadamente sobre o que se poderá esperar de uma classe , comÒ0 Ó
0 À Y Ä I !, com derivadas fracas iguais a  em relação a todas as variá-
veis. É claro que, se o domínio não for um aberto conexo, não devemos
esperar que  tenha que ser constante, uma vez que isso já não acontece0
no contexto das derivadas usuais. Mas também não podemos esperar que
0 Y tenha que ser constante, no caso em que  é conexo, uma vez que
podemos alterar os valores de  num conjunto de medida nula sem alterar0
a classe de equivalência . O que poderemos esperar é que, no caso emÒ0 Ó
que o donínio é um aberto conexo, a função  seja quase sempre igual a0
uma certa constante. Veremos adiante que isso efetivamente acontece mas
convirá começar por examinar a noção de classe localmente constante,
noção que é mais manejável por não necessitar que o domínio seja
conexo.

III.6.26 Sejam  um aberto,  um espaço de Banach eY § I‘8

Ò0 Ó − Q/8=ÐY ßIÑ.
1) Dizemos que a classe  é ,  , se se temÒ0 Ó A − Iconstante com valor !

0 ÐBÑ œ A Y Á g! quase sempre. Observe-se que, se , o facto de se ter
-8ÐY Ñ  ! implica que uma classe constante não pode ter mais que um
valor.
Repare-se que, uma vez que as aplicações constantes são contínuas, podemos
concluir que, se  é uma classe constante, então tem-seÒ0 Ó − Q/8=ÐY ßIÑ
Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ"

69- .
2) Dado , diz-se que a classe  é  , B − Y Ò0 Ó B! !localmente constante em com
valor , se existe um aberto  com  tal que a classeA − I Z B − Z § Y! !

Ò0 Ó œ Ò0 Ó A Ò0 ÓÎZ ÎZ ! seja constante, com valor . Como em 1), uma classe 
localmente constante em  não pode ter mais que um valor (se  éB Ò0 Ó! ÎZ
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constante com valor  e  é constante com valor , então  éA Ò0 Ó A Ò0 Ó! "ÎZ ÎZ Zw w

constante com ambos os valores  e ).A A
! "

3) Diz-se que a classe  é  se é localmente constanteÒ0 Ó localmente constante
em cada ponto de  (com um valor que poderá variar de ponto para ponto).Y
Note-se que, lembrando a alínea b) de III.4.16 e o referido em 1), se
Ò0 Ó − Q/8=ÐY ßIÑ é uma classe localmente constante, então tem-se
Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ"

69- .

III.6.27  Sejam (Classes localmente constantes e classes constantes) Y § ‘8

um aberto,  um espaço de Banach e . Tem-se então:I Ò0 Ó − Q/8=ÐY ßIÑ
a) Se  é uma classe constante, com valor , então  é uma classeÒ0 Ó A Ò0 Ó!

localmente constante, com o mesmo valor  em todos os pontos.A!

b) Se  é uma classe localmente constante, com o mesmo valor  emÒ0 Ó A!

todos os pontos, então  é uma classe constante, com valor .Ò0 Ó A!

Dem: A afirmação de a) é trivial. Suponhamos então que  é localmenteÒ0 Ó
constante, com o mesmo valor  em todos os pontos. Consideremos umaA!

família contável  cujo conjunto dos termos seja uma base de abertosÐZ Ñ4 4−N

de  e notemos  o conjunto dos índices  tais que  e  seja‘8 w
4 ÎZN 4 Z § Y Ò0 Ó

4

constante de valor . Para cada , podemos considerar um borelianoA 4 − N!
w

E § Z ÐE Ñ œ ! 0ÐBÑ œ A B − Z Ï E4 4 8 4 ! 4 4, com  e   para cada . Tem-se então-
que  é um boreliano contido em  com  e vamosE œ E Yß ÐEÑ œ !-

4−N
4 8

w

-

verificar que , para cada , o que mostrará que  é0ÐBÑ œ A B − Y Ï E Ò0 Ó!

efetivamente uma classe constante com valor . Ora, se ,A B − Y Ï E!

podemos considerar um aberto  com  tal que  sejaZ B − Z § Y Ò0 ÓÎZ

constante de valor  e escolher  tal que , tendo-se entãoA 4 − N B − Z § Z! 4

também  constante de valor , isto é, , e por ser , tem-seÒ0 Ó A 4 − N B Â EÎZ ! 4
w

4

efetivamente .0ÐBÑ œ A! 

III.6.28  Sejam (Classes localmente constantes de domínio conexo) Y § ‘8

um aberto conexo,  um espaço de Banach e  uma classeI Ò0 Ó − Q/8=ÐY ßIÑ
localmente constante. Tem-se então que  é mesmo uma classe constante.Ò0 Ó
Dem: Vamos afastar já o caso trivial em que . Seja  fixado eY œ g B − Y!

seja  tal que  seja localmente constante em , com valor . SejaA − I Ò0 Ó B A! ! !

Y B − Y Ò0 Ó Bw o conjunto dos  tais que  seja localmente constante em  com
valor . Se , podemos considerar um aberto  com  talA B − Y Z B − Z § Y! " "

w

que  seja constante com valor  e então vem . Provámos assimÒ0 Ó A Z § YÎZ !
w

que  é aberto. Analogamente, se , podemos considerar umY B − Y Ï Yw w
"

aberto  com  tal que  seja constante com valor  eZ B − Z § Y Ò0 Ó A Á A" " !ÎZ

então vem . Provámos assim que  também é aberto. UmaZ § Y Ï Y Y Ï Yw w

vez que  é conexo e que , concluímos que , isto é, queY B − Y Y Ï Y œ g!
w w

Y œ Y Ò0 Ów . Provámos assim que  é localmente constante com o mesmo valor
A Ò0 Ó! em todos os pontos donde deduzimos, por III.6.27, que  é uma classe
constante com valor .A! 
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III.6.29  Sejam  um(Lema — limites de classes localmente constantes) Y § ‘8

aberto,  um espaço de Banach e, para cada ,  umaI 5 − Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ 5
"
69-

classe localmente constante. Supondo que  emÒ0 Ó Ä Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ5
"
69-

P ÐY ßIÑ Ò0 Ó Þ"
69- , tem-se então que  é uma classe localmente constante  Além

disso, para cada , tem-se , onde  e  são os valores dosB − Y A Ä A A A! 5 5

Ò0 Ó Ò0 Ó B5 ! e de  como aplicações localmente constantes em .
Dem: Seja  arbitrário. Sejam  os valores das classes  comoB − Y A Ò0 Ó! 5 5

classes localmente constantes em . Seja  tal que a bola fechadaB <  !!

O œ F ÐB Ñ Y< ! , que é um compacto, esteja contida em . Uma vez que o
aberto  é conexo, resulta de III.6.28 que se tem Z œ F ÐB Ñ 0 ÐBÑ œ A< ! 5 5ÎZ

quase sempre. Por hipótese,  em , e portantoÒ0 Ó Ä Ò0 Ó P ÐOßIÑ5ÎO ÎO
"

também  em  (cf. III.2.7), e, sendoÒ0 Ó Ä Ò0 Ó P ÐZ ßIÑ5ÎZ ÎZ
"

+ œ ÐZ Ñ − Ó!ß_Ò-8 ,

deduzimos de III.2.10 que

+A œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ Ä 0ÐBÑ . ÐBÑ5 5 8 8
Z Z

( (- - ,

portanto  em , comA Ä A I5

A œ 0ÐBÑ . ÐBÑ − I
"

+
(
Z

8- .

Mas, de se ter

( (
Z Z

5 8 5 8 5mA  0 ÐBÑm . ÐBÑ œ mA  A m . ÐBÑ œ +mA  A m Ä !- - ,

concluímos que  converge em  para a classe da aplicaçãoÒ0 Ó P ÐZ ßIÑ5ÎZ
"

constante de valor  pelo que a unicidade do limite num espaço vetorialA
normado implica que  quase sempre, em particular que  é0 ÐBÑ œ A Ò0 ÓÎZ

localmente constante com valor  em . Tendo em conta a arbitrariedade deA B!

B Ò0 Ó!, provámos, em particular, que  é localmente constante. 

III.6.30  Sejam  um(Lema — derivadas nulas quando o domínio é )‘8 I
espaço de Banach e  admitindo, para cada , umaÒ0 Ó − P Ð ßIÑ " Ÿ 3 Ÿ 8" 8

69- ‘
derivada fraca . Seja  um aberto tal que, paraH Ò0 Ó − P Ð ßIÑ Y §3

" 8 8
69- ‘ ‘

cada , . Tem-se então que  é localmente" Ÿ 3 Ÿ 8 H Ò0 Ó œ ! Ò0 Ó3 ÎY ÎY

constante.
Dem: Seja, para cada , , onde se tem, por III.6.13," Ÿ 3 Ÿ 8 H Ò0 Ó œ Ò1 Ó3 3

Ò1 Ó œ ! B − Y <  ! F ÐB Ñ § Y 53 ! #< ! !ÎY . Seja  arbitrário. Seja  tal que  e seja 
tal que . Para cada  e , resulta de III.6.23 que a"

5 < ! !
!
 < B − F ÐB Ñ 5   5

aplicação , de classe , verificaF5
_‡0 G
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`Ð ‡0Ñ

`B
ÐBÑ œ ‡1 ÐBÑ œ ÐB  CÑ1 ÐCÑ . ÐCÑ

F
F F -

5

3
5 3 5 3 8(

‘8

e portanto, uma vez que, para cada  tal que , tem-seC ÐB  CÑ Á !F5

mB  Cm   < C − F ÐB Ñ § Y"
5 #< !, donde , vem

`Ð ‡0Ñ

`B
ÐBÑ œ ÐB  CÑ1 ÐCÑ . ÐCÑ œ !

F
F -

5

3 Y
5 3 8( .

O facto de o aberto  ser conexo implica assim que a restrição a F ÐB Ñ F ÐB Ñ< ! < !

da aplicação  tem um valor constante . Mas, por III.6.22, a sucessãoF5 5‡0 A
das classes  converge em  para , e portanto a sucessãoÒ ‡0 Ó P Ð ßIÑ Ò0 ÓF ‘5

" 8
69-

das classes  converge em  para . TendoÒ ‡0 Ó P ÐF ÐB ÑßIÑ Ò0 ÓF5 < !ÎF ÐB Ñ ÎF ÐB Ñ
"
69-< ! < !

em conta o lema III.6.29 e III.6.28, concluímos que  é uma classeÒ0 ÓÎF ÐB Ñ< !

localmente constante, e portanto constante. Acabámos asim de provar que a
classe  é localmente constante.Ò0 ÓÎY 

III.6.31  Sejam  um espaço de Banach,(Teorema das derivadas nulas) I
Y § Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ " Ÿ 3 Ÿ 8‘8 "

69- um aberto e  admitindo, para cada , uma
derivada fraca . Tem-se então que  é uma classeH Ò0 Ó œ ! − P ÐY ßIÑ Ò0 Ó3

"
69-

localmente constante.
Dem: Seja  arbitrário. Seja  tal que o compacto  estejaB − Y <  ! F ÐB Ñ! < !

contido em . Tendo em conta o lema de extensão III.6.20, podemosY

considerar uma classe  admitindo, para cada ,Ò0 Ó − P Ð ßIÑ " Ÿ 3 Ÿ 8s " 8
69- ‘

uma derivada fraca  e tal que . EmH Ò0 Ó − P Ð ßIÑ Ò0 Ó œ Ò0 Ós s
3

" 8
69- ÎF ÐB Ñ ÎF ÐB Ñ‘

< ! < !

particular tem-se, para cada , , pelo" Ÿ 3 Ÿ 8 H Ò0 Ó œ H Ò0 Ó œ !s
3 3ÎF ÐB Ñ ÎF ÐB Ñ< ! < !

que, pelo lema III.6.30,  é uma classe localmenteÒ0 Ó œ Ò0 Ós
ÎF ÐB Ñ ÎF ÐB Ñ< ! < !

constante. O facto de  ser um aberto conexo implica então, porF ÐB Ñ< !

III.6.28, que  é mesmo uma classe constante, o que, tendo em contaÒ0 ÓÎF ÐB Ñ< !

a arbitrariedade de , implica que  é uma classe localmente constante.B Ò0 Ó! 

Já sem relação com as derivadas fracas, aproveitamos ainda as
propriedades do produto de convolução com as funções suavizadoras
F ‘ ‘5

8 8À Ä Ò!ß_Ò Y § para examinar, no contexto dos abertos , um
melhoramento do teorema de densidade em III.4.14.

III.6.32  um aberto,  um espaço de Banach e  Sejam (Lema) Y § I‘8

" Ÿ :  _ 1 − ÐY ßIÑ O § Y. Se , então existe um compacto , comV-
w

1ÐBÑ œ ! B − Y Ï O para cada , verificando a seguinte propriedade: Paraw

cada , existe  tal que  para cada  e$ V ! 2 − ÐY ßIÑ 2ÐBÑ œ ! B − Y Ï O_ w
-

mÒ1Ó  Ò2Óm : $.

Dem: Seja  um compacto tal que , para cada .O § Y 1ÐBÑ œ ! B − Y Ï O
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Podemos então considerar  tal que o compacto &  ! O œ O F Ð!Ñ ¨ Ow
&

esteja ainda contido em  (a existência de um tal  é trivial se  ouY O œ g&
Y œ ‘ &8 e, caso contrário, basta tomar  menor que o mínimo estritamente
positivo para  da distância de  ao conjunto fechado , que éB − O B Ï Y‘8

função contínua de ). É claro que se tem ainda  para cadaB 1ÐBÑ œ !
B − Y Ï O 1À Ä I 1 !sw 8.  Seja  o prolongamento de  que toma o valor  fora‘
de , aplicação ainda com suporte compacto e cuja continuidade decorre daY
continuidade das suas restrições aos abertos  e  de união , estaY Ï O‘ ‘8 8

última por ser identicamente . Seja . Aplicando III.6.21 e III.5.22,!  !$
concluímos a existência de  tal que, para cada , a aplicação de5 − 5   5! !
classe  e de suporte compacto  verificaG ‡1À Ä Is_ 8

5F ‘

m m s sÒ ‡1Ó Ä Ò1ÓF5 : $

e  para cada ,F &5‡1ÐBÑ œ ! B Âs O F Ð!Ñ 5   5 Ÿ"Î5 !
"
5. Fixando  tal que 

tem-se assim, em particular  para cada  e podemosF5
w‡1ÐBÑ œ ! B Âs O

considerar a restrição  de  a , que pertence a  e verifica2 ‡1 Y ÐY ßIÑsF V5
_
-

mÒ1Ó  Ò2Óm œ mÒ1Ó  m s s: :F5‡1Ó $. 

III.6.33   um aberto,(Densidade de  em )G Y-
_ :ÐY ßIÑ P ÐY ßIÑ Sejam § ‘8

I " Ÿ :  _ ÐY ßIÑ um espaço de Banach e . Tem-se então que  é umG-
_

subespaço vetorial denso de .P ÐY ßIÑ:

Dem: Seja  e . Tendo em conta III.4.14, podemosÒ0 Ó − P ÐY ßIÑ  !: $
considerar uma aplicação contínua de suporte compacto  tal que1À Y Ä I
mÒ0 Ó  Ò1Óm  Ò2Ó − ÐY ßIÑ: #

_$ . Tendo em conta o lema III.6.32, existe  talG-

que  e obtemos entãomÒ1Ó  Ò2Óm : #
$

mÒ0 Ó  Ò2Óm Ÿ mÒ0 Ó  Ò1Óm  mÒ1Ó  Ò2Óm   œ
# #

: : :
$ $

$,

o que prova a densidade pretendida. 

Exercícios

Ex III.6.1 Sejam  as funções definidas por0 ß 1À Ä‘ ‘

0ÐBÑ œ 1ÐBÑ œ
B B   ! " B   !
! B  ! ! B  !œ œ, se , se 

, se , se 
 , .

a) Verificar que  e  são localmente integráveis e utilizar III.6.17 para0 1
mostrar que, apesar de  não admitir derivada no ponto ,  admite 0 ! Ò0 Ó Ò1Ó
como derivada fraca.
b) Verificar que, apesar de se ter  para todo o , a classe 1 ÐBÑ œ ! B Á ! Ò!Ów

não é uma derivada fraca de .Ò1Ó
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Ex III.6.2 Sejam  um aberto,  um espaço de Banach e  umaY § I 1ÀY Ä I‘
aplicação localmente integrável tal que  admita uma derivada fracaÒ1Ó
Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ Ò1Ó"

69- . Mostrar que  é uma classe contínua, isto é (cf. III.2.4)
que existe  contínua com .1À Y Ä I Ò1Ó œ Ò1Ós s
Sugestão: Lembrando que todo o aberto de  é a união de uma família‘
contável de intervalos abertos disjuntos dois a dois (as suas componentes
conexas), reduzir a conclusão ao caso em que  é um intervalo aberto .Y N
nesse caso, ter em conta III.6.17, reparando que, por III.6.31 e III.6.28 duas
classes com a mesma derivada fraca diferem de uma classe constante.

Ex III.6.3 Sejam  e  um número real. Seja  a função8   #  8  " 0 À Ä! ‘ ‘!
8

definida por

0 ÐBÑ œ
B Á !

! B œ !
!  "

mBm! , se 

, se 
 ,

onde a norma considerada é a euclidiana (cf. o exercício II.5.6). Verificar que
0 Ò0 Ó! ! é localmente integrável e que  admite derivada fraca relativamente a
cada uma das variáveis e reparar que, no caso em que !  ! Ò0 Ó,  não é uma!

classe contínua (cf. III.2.4).  Utilizar a alínea b) de III.6.12.Sugestão:

Ex III.6.4  Sejam ,  um(Exemplo de um espaço de Sobolev) 8   " Y § ‘8

aberto e  um , isto é, um espaço de Banach cuja normaI espaço de Hilbert
está definida a partir de um produto interno por  (pormAm œ ØAßAÙÈ
exemplo  ou ). Recordemos que, como referido em III.2.31, o espaço de‘ ‚
Banach  é então um espaço de Hilbert, com o produto internoP ÐY ßIÑ#

definido por

ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑP
Y

8# ( - .

É usual notar  (ou ) o subconjunto de L ÐY ßIÑ [ ÐY ßIÑ Q/8=ÐY ßIÑ" "ß#

constituído pelas classes  que pertencem a  (em particular sãoÒ0 Ó P ÐY ßIÑ#

localmente integráveis) e têm derivadas fracas em relação a cada uma das
variáveis, com .H Ò0 Ó − P ÐY ßIÑ3

#

Os espaços  fazem parte de uma família mais larga de espaçosL ÐY ßIÑ"

muito importantes em Análise Funcional, conhecidos como espaços de
Sobolev e que podem envolver derivadas fracas de ordem superior a  e"
espaços  em vez dos espaços .P P: "

a) Verificar que  é um subespaço vetorial de  e que seL ÐY ßIÑ Q/8=ÐY ßIÑ"

pode definir um produto interno neste espaço vetorial por

ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ  ØH Ò0 ÓßH Ò1ÓÙL P P

3œ"

8

3 3" # #" .

b) Verificar que  é um espaço de Hilbert, isto é, que é completoL ÐY ßIÑ"

para a norma associada ao produto interno referido em a).  Ter emSugestão:
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conta III.6.18, assim como o facto de a convergência em  implicar aP ÐY ßIÑ#

convergência em  (cf. III.4.21).P ÐY ßIÑ"
69-

Ex III.6.5  Sejam  e(Mudança de variáveis e derivadas fracas) Z § ‘8

Y § 0À Z Ä Y G‘8 " dois abertos e  um difeomorfismo de classe  (cf.
II.5.23). Seja  um espaço de Banach. Na resolução das questões seguintesI
convirá ter presente os teoremas de mudança de variáveis II.5.26 e II.5.27,
aplicados ao difeomorfismo inverso .0 À Y Ä Z"

a) Mostrar que, se  é uma aplicação localmente integrável, então a1À Y Ä I
composta  é também localmente integrável e que, se 1 ‰ 0 À Z Ä I Ò1Ó œ Ò1Ós
em , então  em , o que mostra que ficaP ÐY ßIÑ Ò1 ‰ 0 Ó œ Ò1 ‰ 0 Ó P ÐZ ßIÑs" "

69- 69-

bem definida uma aplicação, trivialmente linear,

P ÐY ßIÑ Ä P ÐZ ßIÑ Ò1Ó È Ò1Ó ‰ 0 œ Ò1 ‰ 0 Ó" "
69- 69- , .

b) Mostrar que, se  em , então  emÒ1 Ó Ä Ò1Ó P ÐY ßIÑ Ò1 Ó ‰ 0 Ä Ò1Ó ‰ 08 8
"
69-

P ÐZ ßIÑ"
69-  (cf. III.4.19).  Lembrar III.4.22.Sugestão:

c) Suponhamos que  admite derivadas fracas relativamente aÒ1Ó − P ÐY ßIÑ"
69-

todas as variáveis.Mostrar que  admite derivadas fracas relativamente aÒ1Ó ‰ 0
todas as variáveis e que, sendo

0ÐBÑ œ Ð0 ÐBÑßá ß 0 ÐBÑÑ" 8 ,

tem-se

H ÐÒ1Ó ‰ 0Ñ œ Ò Ó ‚ ÐH Ò1Ó ‰ 0Ñ
`0

`B
3 4

4œ"

8
4

3

" .

Sugestão: No caso em que  é uma aplicação de classe , reparar1À Y Ä I G"

que temos uma consequência imediata do teorema de derivação da função
composta. Em geral, reparar que o segundo membro está em  eP ÐZ ßIÑ"

69-

que, tendo em conta o resultado de localização em III.6.15, bastará provar
que, para cada aberto  contido num subconjunto compacto de  a restriçãoZ Zs

de  a  admite a restrição a  do segundo membro como derivadaÒ1Ó ‰ 0 Z Zs s

fraca relativamente à variável . Para isso, considerar  e aplicar o3 Y œ 0ÐZ Ñs s

corolário III.6.24 para aproximar em  a restrição de  por umaP ÐY ßIÑ Ò1Ós"

sucessão de restrições de classes de aplicações  de classe  de1 À Y Ä I G8
_

forma compatível com cada uma das suas derivadas fracas, aplicando no fim
o resultado III.6.18, sobre a derivada fraca de um limite.
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§7. Medidas vetoriais e resultados de dualidade.

III.7.1 Sejam  um espaço mensurável e  um espaço de Banach.Ð\ß Ñ I`
Dizemos que uma aplicação  é uma  ou, se= `À Ä I medida vetorial
quisermos ser mais precisos, uma  se se verificam as seguintesI-medida
propriedades (comparar com I.2.10):
1) ; =ÐgÑ œ ! 162

2) (Aditividade) Qualquer que seja a família contável  de conjuntosÐE Ñ4 4−N

disjuntos dois a dois, pertencentes a ,`

= =Ð E Ñ œ ÐE Ñ. "
4−N 4−N

4 4 ,

com a família dos vetores  absolutamente somável (cf. II.2.47 e=ÐE Ñ4
II.2.48) .163

Nos casos particulares em que  e , em ambos os casos com oI œ I œ‘ ‚
valor absoluto como norma, usamos alternativamente os nomes de medida
real medida complexa e , respetivamente.
Num contexto em que se trabalhe com medidas vetoriais, é costume utilizar a
designação “ ” para as medidas definidas em I.2.10. Note-semedida positiva
que as medidas positivas não são necessariamente medidas reais uma vez
que, ao contrário destas últimas, podem tomar o valor ._

III.7.2 Se  é uma medida vetorial, então, sempre que  são= `À Ä I F § E
conjuntos mensuráveis, tem-se

= = =ÐE Ï FÑ œ ÐEÑ  ÐFÑ.

Dem: Basta tender a que se tem , com ,E œ F  ÐE Ï FÑ F  ÐE Ï FÑ œ g
donde, pela propriedade de aditividade, .= = =ÐEÑ œ ÐFÑ  ÐE Ï FÑ 

III.7.3 Se  é uma medida vetorial, então:= `À Ä I
a) Sendo  uma sucessão crescente de subconjuntos pertencentes a ÐE Ñ8 8− `
(isto é, supondo que , para cada ), tem-seE § E 8 −8 8" 

162De facto esta hipótese é desnecessária, por resultar da aditividade em 2), se repararmos
que se tem .g œ g  g
163A condição de termos a soma de uma família absolutamente somável é mais forte do
que a condição usual de termos apenas uma família somável e veremos adiante que ela
implica que as medidas vetoriais que utilizamos são apenas aquelas que têm variação total
finita. De qualquer modo, são apenas estas últimas as que nos interessarão e, ao exigir
esta condição mais forte, limitamos o conhecimento que seria necessário possuir sobre
famílias somáves mais gerais.
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= =Ð E Ñ œ ÐE Ñ.
8−

8 8



lim .

b) Sendo  uma sucessão decrescente de subconjuntos pertencentes aÐE Ñ8 8−

`  (isto é, supondo que , para cada ), tem-seE ¨ E 8 −8 8"

= =Ð E Ñ œ ÐE Ñ,
8−

8 8



lim .

Dem: Temos uma demonstração análoga à do resultado correspondente para
medidas positivas (cf. 5) e 7) de I.2.12): Nas hipóteses de a), consideramos
os conjuntos , onde , disjuntos dois a dois, definidos porF − : −: ` 
F œ E F œ E Ï E F œ E" " :" :" : : :

:− :−

 e  e reparamos que  e que- -
 -

:Ÿ8
: 8F œ E . Tem-se assim, lembrando a alínea e) de II.2.47,

= = = =Ð E Ñ œ ÐF Ñ œ ÐF Ñ œ ÐE Ñ. " "
:− :−

: : : 8

:œ"

8

 

lim lim .

Nas hipóteses de b), reparamos que os  constituem uma sucessão\ Ï E8

crescente de união , pelo que, aplicando a),\ Ï Ð E Ñ+ 8

= = = = =

= = =

Ð E Ñ œ Ð\Ñ  Ð\ Ï Ð E ÑÑ œ Ð\Ñ  Ð\ Ï E Ñ œ

œ Ð Ð\Ñ  Ð\ Ï E ÑÑ œ ÐE Ñ

, ,
8−

8 8 8

8 8



lim

lim lim . 164 

III.7.4  Sejam  um espaço mensurável,  (A medida de variação total) Ð\ß Ñ I`
um espaço de Banach e  uma medida vetorial. Pode-se então= `À Ä I
definir uma  , também chamadamedida positiva associada l lÀ Ä= ` ‘

medida de variação total de , pela condição de, para cada , = ` =E − l lÐEÑ
ser o supremo das somas  com  família finita de conjuntos!

3−M
3 3 3−Mm ÐF Ñm ÐF Ñ=

de  disjuntos dois a dois e com  . Além disso:` F § E3

a) Para cada , com , tem-se , em particu-EßF − F § E m ÐFÑm Ÿ l lÐEÑ` = =
lar ;m ÐEÑm Ÿ l lÐEÑ= =
b) Se , tem-se  se, e só se, , para todo o E − l lÐEÑ œ ! ÐFÑ œ ! F −` = = `
com .F § E
c) Se  é tal que , então + − \ Ö+× − l lÐÖ+×Ñ œ m ÐÖ+×Ñm` = =
Dem: Comecemos por reparar que, para cada  existem sempreE − `
famílias finitas  de conjuntos de  disjuntos dois a dois contidos emÐF Ñ3 3−M `
E F F −, como as famílias com um único conjunto igual a , onde  e`
F § E F œ EÑ (por exemplo , o que mostra que faz sentido considerar o

164Reparar que, ao contrário do que sucedia no resultado referido, não há aqui lugar a
exigir que uma certa medida seja finita, uma vez que as medidas vetoriais são sempre
finitas.



§7. Medidas vetoriais e resultados de dualidade 365

supremo referido e que se tem , para cada  nas condiçõesm ÐFÑm Ÿ l lÐEÑ F= =
referidas. Se for , para todo o , todas as somas cujo supremo=ÐFÑ œ ! F § E
define  são iguais a , o que mostra que . Reciprocamente,l lÐEÑ ! l lÐEÑ œ != =
se , então, para cada  com , tem-sel lÐEÑ œ ! F − F § E= `

m ÐFÑm Ÿ l lÐEÑ œ != = ,

portanto . Em particular, já podemos concluir que . No= =ÐFÑ œ ! l lÐgÑ œ !
caso em que , tem-se mesmo , uma vez que jáÖ+× − l lÐÖ+×Ñ œ m ÐÖ+×Ñm` = =
sabemos que  e a desigualdade oposta resulta de que,m ÐÖ+×Ñm Ÿ l lÐÖ+×Ñ= =
para cada família finita  de conjuntos de  disjuntos dois a dois eÐF Ñ3 3−M `
contidos em , ou estes conjuntos são todos vazios ou há um igual a  eÖ+× Ö+×
os restantes são vazios, em qualquer caso . Observe-!m ÐF Ñm Ÿ m ÐÖ+×Ñm= =3

mos também que, dados  com , tem-se ,EßE − E § E l lÐEÑ Ÿ l lÐE Ñw w w` = =
uma vez que, para cada família finita  de conjuntos de  disjuntosÐF Ñ3 3−M `
dois a dois e contidos em , estes conjuntos estão também contidos em .E Ew

Sejam agora  uma família contável de conjuntos de  disjuntos doisÐE Ñ4 4−N `
a dois e  e provemos que , o que terminará aE œ E l lÐEÑ œ l lÐE Ñ- !

4−N 4−N
4 4= =

demonstração. Dividimos essa prova em duas partes, em cada uma das quais
justificamos uma desigualdade.
1) Mostremos que se tem

"
4−N

4l lÐE Ñl Ÿ l lÐEÑ= = .

  Para provarmos esta desigualdade basta mostrarmos que, paraSubdem:
cada parte finita ,  e podemos já supor que M § N l lÐE Ñ Ÿ l lÐEÑ l lÐEÑ!

4−M
4= = =

é finito, o que implica que se tem também  para cada .l lÐE Ñ  _ 4 − M= 4

Fixemos então um tal conjunto finito , que podemos já supor nãoM § N
vazio, seja  o número de elementos de  e seja  arbitrário. Para cada8 M  !$
4 − M ÐF Ñ, podemos considerar uma família finita  de conjuntos de 4ß5 5−O4

`

disjuntos dois a dois e contidos em  tal queE4

"
5−O

4ß5 4

4

m ÐF Ñm  l lÐE Ñ 
8

= =
$

.

A família finita de todos estes conjuntos , com  e , é entãoF 4 − M 5 − O4ß5 4

constituída por conjuntos disjuntos dois a dois e contidos em  e vemos queE

Š ‹ Š ‹" " " "
4−M 4−M 4−M 5−O

4 4 4ß5l lÐE Ñ  œ Ðl lÐE Ñ  Ñ  m ÐF Ñm Ÿ
8

Ÿ l lÐEÑ

= $ = =
$

=

4

.

Tendo em conta a arbitrariedade de , concluímos que$
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"
4−M

4l lÐE Ñ Ÿ l lÐEÑ= = ,

como queríamos.
2) Provemos agora a desigualdade oposta

l lÐEÑ Ÿ l lÐE Ñl= ="
4−N

4 .

  Tendo em conta a definição de  como um supremo,Subdem: l lÐEÑ=
basta mostrarmos que, para cada família finita  de conjuntos de ÐF Ñ3 3−M `
disjuntos dois a dois e contidos em ,E

" "
3−M 4−N

3 4m ÐF Ñm Ÿ l lÐE Ñ= = .

Ora, dada uma tal família, vemos que, para cada , ,3 − M F œ ÐF  E Ñ3 3 4
4−N

-
com estes conjuntos disjuntos dois a dois, e que, para cada , os4 − N
conjuntos , com , são disjuntos dois a dois e contidos em F  E 3 − M E3 4 4

pelo que podemos escrever

" " " " "½ ½ Š ‹
" " "Š ‹

3−M 3−M 4−N 3−M 4−N

3 3 4 3 4

4−N 3−M 4−N

3 4 4

m ÐF Ñm œ ÐF  E Ñ Ÿ m ÐF  E Ñm œ

œ m ÐF  E Ñm Ÿ l lÐE Ñ

= = =

= = ,

como queríamos. 

III.7.5  Sejam  um espaço de Banach,(A medida de variação total é finita) I
Ð\ß Ñ À Ä I I` = ` um espaço mensurável e  uma -medida. Tem-se então
que a medida de variação total  verifica .l lÀ Ä l lÐ\Ñ  _= ` ‘ =

Dem: Vamos dividir a demonstração é várias partes, cada uma eventual-
mente com a sua própria demonstração.
1) Comecemos por reparar que, tendo em conta a condição 2) na definição
em III.7.1, qualquer que seja a família contável  de conjuntos de ÐE Ñ4 4−N `
disjuntos dois, tem-se .!

4−N
4m ÐE Ñm  _=

2) Apenas para efeito desta demonstração, vamos dizer que um conjunto
E − O   ! F −` = ` é  se existir  tal que, para cada  com-limitado
F § E m ÐFÑm Ÿ O, .= 165

3) Se  são dois conjuntos -limitados, então  é tambémEßE − E  Ew w` =
=-limitado.
  Sejam  tais que , para cada , eSubdem: OßO   ! m ÐFÑm Ÿ O F § Ew =

165É claro que, depois de demonstrado este resultado, podemos concluir que todo o
conjunto é -limitado, bastando tomar  como constante .= =l lÐ\Ñ O
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m ÐFÑm Ÿ O F § E F § E  E= w w w, para cada , para cada  tem-se então
F œ ÐF  EÑ  ÐF Ï EÑ ÐF  EÑ  ÐF Ï EÑ œ g, com , pelo que

m ÐFÑm œ m ÐF  EÑ  ÐF Ï EÑm Ÿ m ÐF  EÑm  m ÐF Ï EÑm Ÿ O O= = = = = w.

4) Se  não é -limitado, então existe  tal que ,E − F − F § E` = `
m ÐFÑm   " E Ï F= = e  não é -limitado.
  Seja , com  e .Subdem: E § E E − m ÐE Ñm   m ÐEÑm  "w w w` = =
Considerando então , tem-seE œ E Ï Eww w

m ÐE Ñm œ m ÐEÑ  ÐE Ñm œ m ÐE Ñ  ÐEÑm   m ÐE Ñ  ÐEÑm   "= = = = = = =ww w w w .

Uma vez que , deduzimos de 3) que pelo menos um dos doisE œ E  Ew ww

conjuntos  e  não é -limitado, bastando agora tomar , se E E F œ E Ew ww w ww=
não é -limitado, e  se  é -limitado.= =F œ E Eww ww

5) (Fim da primeira parte) O espaço todo  é -limitado.\ =
  Suponhamos, por absurdo, que  não era -limitado. VamosSubdem: \ =
construir recursivamente uma sucessão  de conjuntos de Ð\ Ñ8 8− `
disjuntos dois a dois tais que, para cada ,  e8 − m Ð\ Ñm   " = 8

\ Ï Ð\ â\ Ñ m Ð\ Ñm œ _" 8 8
8−

 não é -limitado. Ter-se-á então , o= =!


que é absurdo, tendo em conta 1). Para fazer a construção recursiva referida,
começamos por utilizar 4), com , para considerar  tal queE œ \ \ −" `
m Ð\ Ñm   " \ Ï \= =" " e que  não seja -limitado e, supondo já construídos
\ ßá ß\" 8 nas condições referidas, utilizamos de novo 4), com
E œ \ Ï Ð\ â\ Ñ \ § \ Ï Ð\ â\ Ñ" 8 8" " 8, para considerar , tal
que ,  e\ − m Ð\ Ñm   "8" 8"` =

Ð\ Ï Ð\ â\ ÑÑ Ï \ œ \ Ï Ð\ â\ Ñ" 8 8" " 8"

não -limitado.=
6) Vamos mostrar que, se  verifica , então existe umaE − l lÐEÑ œ _` =
família finita  de conjuntos de , disjuntos dois a dois e contidos emÐF Ñ3 3−M `
E m ÐF Ñm   " l lÐE Ï F Ñ œ _, tal que  e .! -= =3 3

166

  Tendo em conta a conclusão de 5), podemos considerarSubdem:
O   " E − m ÐEÑm Ÿ O tal que, para cada , . O facto de se ter` =
l lÐEÑ œ _ ÐF Ñ=  permite-nos considerar uma família finita  de3 "Ÿ3Ÿ8

conjuntos de , disjuntos dois a dois e contidos em , tal que` E!m ÐF Ñm   $O= 3 , podendo já supor-se, se necessário juntando o conjunto
E Ï F F œ E 8 Ÿ 8- -3 3 !, que se tem mesmo . Seja  o menor natural tal que

"
3œ"

8

3

!

m ÐF Ñm   O= .

O facto de se ter  implica quem ÐF Ñm Ÿ O= 8!

166Comparar com 4).
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"
3œ"

8

3

!

m ÐF Ñm Ÿ #O=

e portanto  e8  8!

"
3œ8 "

8

3

!

m ÐF Ñm   O= .

Reparando que se tem , comE œ E  Ew ww

E œ F E œ Fw ww

3œ"

8

3 3

3œ8

8. .!

!

, ,

o facto de  ser uma medida com  implica que se teml l l lÐEÑ œ _= =
l lÐE Ñ œ _ l lÐE Ñ œ _= =w ww ou  pelo que, para obter as condições reque-
ridas, basta tomar  se  e M œ Ö"ßá ß 8 × l lÐE Ñ œ _ M œ Ö8  "ßá ß8×! !

ww=
se .l lÐE Ñ  _= ww

7) Vamos mostrar que , o que terminará a demonstração.l lÐ\Ñ  _=
  Suponhamos, por absurdo, que . Vamos cons-Subdem: l lÐ\Ñ œ _=
truir recursivamente, para cada , uma família finita  de8 − ÐF Ñ 8ß3 3−M8

conjuntos de  disjuntos dois a dois de modo que, notando  a união dos` \8

F 3 − M 8 F § \ Ï Ð\ â\ Ñ8ß3 8 8"ß3 " 8 com , se tenha, para cada , 

"
3−M

8ß3 " 8

8

m ÐF Ñm   " Ð\ Ï Ð\ â\ ÑÑ œ _= =, | | .

Para o fazermos, basta aplicar 6), com , para construir a famíliaE œ \
ÐF Ñ F 3 − M " Ÿ 5 Ÿ 8"ß3 3−M 5ß3 5"

, e, supondo construídos os , , para , basta
aplicar 6), com  para construir os , comE œ \ Ï Ð\ â\ Ñ F" 8 8"ß3

3 − M8". Feita esta construção recursiva, podemos agora considerar a família
contável de todos os conjuntos mensuráveis , com  e, para cada ,F 8 − 88ß3 
3 − M8, conjuntos esses que são disjuntos dois a dois, e tem-se

" " "
8− 3−M 8−

8ß3

 8

m ÐF Ñm   " œ _= ,

o que é absurdo, tendo em conta 1). 

III.7.6  Sejam  um espaço mensurável e  um espaço de(Exemplos) a) Ð\ß Ñ I`
Banach. Tem-se então que a aplicação constante  é uma!À Ä I`
I l!lÐEÑ œ ! E −-medida, para a qual vem , para cada .`
b) Sejam  um espaço mensurável e  uma medidaÐ\ß Ñ À Ä` . ` ‘

positiva finita. Tem-se então que  é uma -medida e .. ‘ . .l l œ
Dem: A conclusão de a) é trivial e, quanto a b), é evidente que uma medida
positiva finita é uma -medida. Resta-os mostrar que, no contexto de b),‘
tem-se , para cada . Ora, como já vimos em III.7.4,l lÐEÑ œ ÐEÑ E −. . `
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tem-se . . .ÐEÑ œ l ÐEÑl Ÿ l lÐEÑ e a desigualdade oposta resulta da definição
de  como um supremo, uma vez que, para cada família finita l lÐEÑ ÐF Ñ. 3 3−M

de conjuntos de  disjuntos dois a dois e contidos em , vem` E

" " .
3−M 3−M 3−M

3 3 3l ÐF Ñl œ ÐF Ñ œ Ð F Ñ Ÿ ÐEÑ. . . . . 

III.7.7 Sejam  um espaço de Banach,  um espaço mensurável eI Ð\ß Ñ`
= = ` = = `ß À Ä I I  À Ä Iw w duas -medidas. Tem-se então que  é
também uma -medida e, para cada ,I E − `

l  lÐEÑ Ÿ l lÐEÑ  l lÐEÑ= = = =w w .

Dem: Tem-se . Se  é uma famíliaÐ  ÑÐgÑ œ ÐgÑ  ÐgÑ œ ! ÐE Ñ= = = =w w
4 4−N

contável de conjuntos de  disjuntos dois a dois, tem-se`

= = = =Š ‹ Š ‹. " . "
4−N 4−N 4−N 4−N

4 4 4 4
w wE œ ÐE Ñ E œ ÐE Ñ, ,

em ambos os casos com famílias absolutamente somáveis no segundo
membro, pelo que, tendo em conta a caracterização das somas das famílias
absolutamente somáveis como integrais para medida de contagem (cf.
II.2.48), concluímos da aditividade do integral que

Ð  Ñ E œ E  E œ Ð ÐE Ñ  ÐE ÑÑ= = = = = =w w w

4−N 4−N 4−N 4−N

4 4 4 4 4Š ‹ Š ‹ Š ‹. . . " ,

com a família do segundo membro absolutamente somável, e portanto = = w

é efetivamente uma -medida. Seja agora  e consideremos umaI E − `
família finita arbitrária  de conjuntos de  disjuntos dois a dois eÐF Ñ3 3−M `
contidos em . Tem-se entãoE

" "
" "3−M 3−M

w w
3 3 3

3−M 3−M

3 3
w

w

mÐ  ÑÐF Ñm Ÿ Ðm ÐF Ñm  m ÐF ÑmÑ œ

œ m ÐF Ñm  m ÐF Ñm Ÿ

Ÿ l lÐEÑ  l lÐEÑ

= = = =

= =

= = ,

donde, tendo em conta a arbitrariedade da família,

l  lÐEÑ Ÿ l lÐEÑ  l lÐEÑ= = = =w w . 

III.7.8 Sejam  e  espaços de Banach,  uma aplicação linearI J ÀI Ä J!
contínua e  tal que , para cada .  SejamQ   ! m ÐAÑm Ÿ QmAm A − I! 167

Ð\ß Ñ À Ä I I` = ` um espaço mensurável e  uma -medida. Tem então

167Lembrar que a existência de um tal  é equivalente à continuidade da aplicaçãoQ   !
linear .!
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lugar uma -medida  definida por , cujaJ À Ä J ÐEÑ œ Ð ÐEÑÑ! = ` ! = ! =‡ ‡

medida de variação total associada verifica , para cadal lÐEÑ Ÿ Ql lÐEÑ! = =‡

E − `.
Dem: Tem-se

! = ! = !‡ ÐgÑ œ Ð ÐgÑÑ œ Ð!Ñ œ !.

Se  é uma família contável de conjuntos de  disjuntos dois a dois,ÐE Ñ4 4−N `
tem-se

= =Š ‹. "
4−N 4−N

4 4E œ ÐE Ñ,

com a família do segundo membro absolutamente somável, pelo que, tendo
em conta a caracterização das somas das famílias absolutamente somáveis
como integrais para medida de contagem (cf. II.2.48), concluímos de II.2.35
que

! = ! = ! = ! =‡ 4 4 4 ‡ 4

4−N 4−N 4−N 4−N

Š ‹ Š ‹. " " "E œ ÐE Ñ œ Ð ÐE ÑÑ œ ÐE Ñ,

com a família do segundo membro absolutamente somável, e portanto  é! =‡
efetivamente uma -medida. Seja agora  e consideremos uma famíliaJ E −`
finita arbitrária  de conjuntos de  disjuntos dois a dois e contidosÐF Ñ3 3−M `
em . Tem-se entãoE

" " "
"3−M 3−M 3−M

‡ 3 3 3

3−M

3

mÐ ÐF Ñm œ mÐ Ð ÐF ÑÑm Ÿ Qm ÐF Ñm œ

œ Q m ÐF Ñm Ÿ Q l lÐEÑ

! = ! = =

= = ,

donde, tendo em conta a arbitrariedade da família,

l lÐEÑ Ÿ Q l lÐEÑ! = =‡ . 

III.7.9  Sejam  um espaço de Banach sobre o corpo , igual a  ou(Corolário) I Š ‘
‚ ` = `,  um espaço mensurável e  uma -medida. Para cadaÐ\ß Ñ À Ä I I
escalar , tem-se então que  é também uma -medida e,+ − + À Ä I IŠ = `
para cada , .E − l+ lÐEÑ œ l+ll lÐEÑ` = =
Dem: O facto de  ser uma -medida e a desigualdade + I l+ lÐEÑ Ÿ= =
l+ll lÐEÑ=  resultam da propriedade precedente, relativa à aplicação linear
contínua  definida por , para a qual se tem! !+ +À I Ä I ÐBÑ œ +B
m ÐBÑm œ l+lmBm œ + + œ !! ! = =+ +‡ e . No caso em que , esta desigualdade
implica trivialmente a igualdade pretendida e, no caso em que , a+ Á !
desigualdade oposta resulta de se ter

l+ll lÐEÑ œ l+ll + lÐEÑ Ÿ l+ll ll+ lÐEÑ œ l+ll lÐEÑ
" "

+ +
= = = = . 
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III.7.10  Sejam  um espaço mensurável e(No caso particular )I œ ‚ Ð\ß Ñ`
= ` ‚À Ä  uma medida complexa. Podemos então considerar uma nova
medida complexa , dita  de , definida por= ` ‚ .À Ä conjugada

= =ÐEÑ œ ÐEÑ,

para a qual se tem .l l œ l l= =
Dem: Trata-se do caso particular de III.7.8, em que tomamos para ! ‚ ‚À Ä
a aplicação linear real definida por  (reparar que ).! = =Ð+Ñ œ + œ 

Na secção I.4 estudámos resultados de existência e de unicidade do
prolongamento de uma medida positiva definida num semianel à -álge-5
bra gerada, resultados que foram utilizados, em particular, na construção
da medida de Lebesgue e, mais geralmente, das medidas de Lebes-
gue-Stieltjes. Apesar de não nos debruçarmos aqui sobre a existência de
prolongamentos no contexto das medidas vetoriais, estabelecemos em
seguida um resultado simples de unicidade nesse contexto, que nos será
útil adiante.

III.7.11  Sejam (Unicidade do prolongamento como medida vetorial) Ð\ß Ñ`
um espaço mensurável,  um espaço de Banach e  um semianelI §f `
5 5 `-total de partes de  (cf. I.4.3), cuja -álgebra gerada seja . Tem-se\
então:
a) Seja  uma medida vetorial tal que , para cada .= ` = fÀ Ä I ÐFÑ œ ! F −
Tem-se então .= œ !
b) Sejam  duas medidas vetoriais tais que , para= = ` = =ß À Ä I ÐFÑ œ ÐFÑw w

cada . Tem-se então .F − œf = =w

Dem:  Seja  uma medida vetorial tal que , para cadaa) = ` =À Ä I ÐFÑ œ !
F − E −  !f ` $. Sejam  e  arbitrários. Tendo em conta I.4.12, a medida
positiva finita  é o prolongamento de Hahn da sua restrição a l lÀ Ä= ` ‘ f

e portanto, pela caracterização desse prolongamento em I.4.8, existe uma
família contável  de conjuntos de  disjuntos dois a dois e comÐF Ñ4 4−N f
E § F œ F l lÐF Ñ  l lÐEÑ - !4 4, tal que . Deduzimos daqui que= = $

l lÐF Ï EÑ œ l lÐFÑ  l lÐEÑ œ l lÐF Ñ  l lÐEÑ = = = = = $"
4−N

4 .

Uma vez que

= =ÐFÑ œ ÐF Ñ œ !"
4−N

4 ,

vemos agora que

m ÐEÑm œ m ÐFÑ  ÐEÑm œ m ÐF Ï EÑm Ÿ l lÐF Ï EÑ = = = = = $,

o que, tendo em conta a arbitrariedade de , implica que , ou$ =m ÐEÑm œ !
seja, .=ÐEÑ œ !
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b) Se  são duas medidas vetoriais tais que , para= = ` = =ß À Ä I ÐFÑ œ ÐFÑw w

cada , então  é uma medida vetorial que toma o valor  em cadaF −  !f = =w

F −  œ ! œf = = = = e portanto, tendo em conta a), , donde .w w 

III.7.12  Sejam  um(Medida definida por uma função integrável) Ð\ß Ñ`
espaço mensurável e  uma medida positiva. Se  é um espaço. ` ‘À Ä I

de Banach e  é uma aplicação integrável, então tem lugar uma0 À\ Ä I
medida vetorial associada , definida por. `Ð0ÑÀ Ä I

. . ˆ .Ð0Ñ ÎE ÎE
E \

EÐEÑ œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ( (
(cf. II.2.40), cuja medida de variação total  é a medida positiva ,l l. .Ð0Ñ Ð Ñ:

associada à função mensurável , .: ‘ :À\ Ä ÐBÑ œ m0ÐBÑm

Dem: O facto de  ser uma -medida resulta de II.2.40 e II.2.50..Ð0Ñ I

Resta-nos mostrar que, dado , tem-seE − `

l lÐEÑ œ ÐEÑ œ. .Ð0Ñ Ð Ñ
E

: ( m0ÐBÑm . ÐBÑ. ,

dividindo a prova deste facto em duas partes.
1) Vamos verificar que

l lÐEÑ Ÿ.Ð0Ñ
E

( m0ÐBÑm . ÐBÑ. .

  Seja  uma família finita de conjuntos de  disjuntosSubdem: ÐF Ñ3 3−M `
dois a dois e contidos em E. Tem-se então

" " "½ ½( (
( (

3−M 3−M 3−M

Ð0Ñ 3
F F

F E

m ÐF Ñm œ 0ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ m0ÐBÑm . ÐBÑ œ

œ m0ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ m0ÐBÑm . ÐBÑ

. . .

. .

3 3

3- ,

pelo que, tendo em conta a definição de l lÐEÑ.Ð0Ñ  como um supremo,
concluímos a desigualdade pretendida.
2) Vamos verificar que

l lÐEÑ  .Ð0Ñ
E

( m0ÐBÑm . ÐBÑ. .

  Para provar a desigualdade enunciada basta provar que, dadoSubdem:
$  ! arbitrário, tem-se

l lÐEÑ  .Ð0Ñ
E

( m0ÐBÑm . ÐBÑ . $.   (1)

Fixemos então . Tendo em conta II.2.29, podemos considerar uma$  !
sucessão de aplicações em escada  tais que, para cada ,0 À\ Ä I B − \8
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0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ m0 ÐBÑm Ÿ #m0ÐBÑm m0 ÐBÑm Ä m0ÐBÑm8 8 8 e . Uma vez que , o
teorema da convergência dominada para funções positivas mostra que

( (
E E

m0 ÐBÑm . ÐBÑ Ä m0ÐBÑm . ÐBÑ8 . .

e portanto, para provar (1), bastará mostrar a existência de  tal que, para8!

cada ,8   8!

l lÐEÑ  .Ð0Ñ
E

( m0 ÐBÑm . ÐBÑ 8 . $.   (2)

Uma vez que, para cada , , comB − \ m0 ÐBÑ  0ÐBÑm Ä !8

m0 ÐBÑ  0ÐBÑm Ÿ m0 ÐBÑm  m0ÐBÑm Ÿ $m0ÐBÑm8 8 ,

deduzimos, mais uma vez do teorema da convergência dominada, que

(
\

8m0 ÐBÑ  0ÐBÑm . ÐBÑ Ä !. ,

o que nos permite fixar  tal que, para cada ,8 8   8! !

(
\

8m0 ÐBÑ  0ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ. $.

Consideremos então  arbitrário e provemos a desigualdade (2), o que8   8!

terminará a demonstração. Lembrando II.2.17, consideremos uma família
finita  de conjuntos de  disjuntos dois a dois e com Ð\ Ñ Ð\ Ñ  _3 3−M 3` .
tal que  tenha um valor constante  para cada  e que0 ÐBÑ A − I B − \8 3 3

0 ÐBÑ œ ! B Â \ E8 3 para cada . O conjunto  contém então os conjuntos-
mensuráveis , disjuntos dois a dois, pelo queE \3

l lÐEÑ   m ÐE \ Ñm œ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ 0 ÐBÑ . ÐBÑ  0 ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ  

  0 ÐBÑ . ÐBÑ  0 ÐBÑ 

. . .

. .

.

Ð0Ñ Ð0Ñ

3−M 3−M

3
E\

3−M E\ E\
8 8

3−M E\ E\
8 8

" "½ ½(
"½ ½( (
"Š½ ½ ½( (

3

3 3

3 3

0 ÐBÑ . ÐBÑ  

  ÐE \ ÑmA m  m0 ÐBÑ  0ÐBÑm . ÐBÑ œ

œ m0 ÐBÑm . ÐBÑ  m0 ÐBÑ  0ÐBÑm . ÐBÑ  

  m0 ÐBÑm . ÐBÑ 

.

. .

. .

. $

½‹
"Š ‹(
( (
(

3−M

3 3 8
E\

E ÐE\ Ñ
8 8

E
8

3

3-
,

o que prova (2). 
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III.7.13  Sejam  um espaço mensurável e(Complemento de unicidade) Ð\ß Ñ`
. ` ‘ 5À Ä I uma medida positiva -finita. Se  é um espaço de Banach e
0 ß 1À\ Ä I œ À Ä I são aplicações integráveis então , se, e só. . `Ð0Ñ Ð1Ñ

se,  quase sempre.0ÐBÑ œ 1ÐBÑ
Dem: Se  quase sempre, então, para cada , tendo em0ÐBÑ œ 1ÐBÑ E −`
conta II.2.43,

. . . .Ð0Ñ Ð1Ñ
E E

ÐEÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ 1ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐEÑ( ( .

Reciprocamente, se, para cada , , então, para cadaE − ÐEÑ œ ÐEÑ` . .Ð0Ñ Ð1Ñ

E − `,

(
E

Ð0Ñ Ð1Ñ0 ÐBÑ  1ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐEÑ  ÐEÑ œ !. . .

donde, aplicando II.2.46 ao semianel constituído pel s  com9 E − `
.ÐEÑ  _ 0ÐBÑ  1ÐBÑ œ ! 0ÐBÑ œ 1ÐBÑ,  quase sempre, isto é,  quase
sempre. 

III.7.14  Sejam  um espaço mensurável e(No caso particular )I œ ‚ Ð\ß Ñ`
. ` ‘ ‚À Ä 0À\ Ä uma medida positiva. Se  é uma aplicação integrável
e se notarmos  a aplicação definida por , tem-se que 0 À\ Ä 0ÐBÑ œ 0ÐBÑ 0‚
é também integrável e a medida  é a conjugada da medida .. .0 0

Dem: Para cada , a igualdadeE − `

( (
\ \

0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ. .

é simplesmente um caso particular de II.2.35, onde a aplicação linear
envolvida é a aplicação linear real  definida por .! ‚ ‚ !À Ä Ð+Ñ œ + 

Vamos agora verificar como se podem estender sem dificuldade às medi-
das vetoriais os resultados sobre a decomposição de Lebesgue de uma
medida, estudados na secção III.3.

III.7.15   Sejam (Decomposição de Lebesgue para medidas vetoriais) Ð\ß Ñ`
um espaço mensurável,  um espaço de Banach,  uma medidaI À Ä. ` ‘

positiva e  uma medida vetorial. Generalizando III.3.1 e III.3.5,= `À Ä I
diz-se que  é  se, para cada  com= . `-absolutamente contínua E −
. = = . ` .ÐEÑ œ ! ÐEÑ œ ! F − ÐFÑ œ !,  e que  é  se existir  com -singular
tal que , para cada  com .  Como em III.3.5,= `ÐEÑ œ ! E − E § \ Ï F 168

chama-se  de  a um par ordenado  dedecomposição de Lebesgue = = =Ð ß Ñ+ =

168Reparar que, no caso em que  é uma medida positiva, a condição = =Ð\ Ï FÑ œ !
implica trivialmente que , para cada  com .= `ÐEÑ œ ! E − E § \ Ï F
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I-medidas, com  -absolutamente contínua,  -singular e, para cada= . = .+ =

E − ÐEÑ œ ÐEÑ  ÐEÑ` = = =, .+ =

III.7.16 Sejam  um espaço mensurável,  um espaço de Banach,Ð\ß Ñ I`
. ` ‘ = `À Ä À Ä I uma medida positiva e  uma medida vetorial. Sendo
l lÀ Ä= ` ‘ = a medida de variação total de , tem-se então:
a) A medida  é -absolutamente contínua se, e só se, a medida de variação= .
total  é -absolutamente contínua.l l= .
b) A medida  é -singular se, e só se, a medida de variação total  é= . =l l
.-singular.
Dem:  Suponhamos que  é -absolutamente contínua. Se  verifcaa) = . `E −
. ` .ÐEÑ œ ! F − F § E ÐFÑ œ !, então, para cada  com , tem-se , donde
= =ÐFÑ œ ! l lÐEÑ œ ! o que, como referido em III.7.4, implica que .
Concluímos assim que  é -absolutamente contínua. Reciprocamente, sel l= .
l l E − ÐEÑ œ != . ` . é -absolutamente contínua, então, para cada  com ,
tem-se , donde , o que mosta que  ém ÐEÑm Ÿ l lÐEÑ œ ! ÐEÑ œ != = = =
.-absolutamente contínua.
b) Se  é -singular, então existe  com  tal que, para cada= . ` .E − ÐEÑ œ !
F − F § \ Ï E ÐFÑ œ !` = com ,  o que, como referido em III.7.4, implica
que , portanto  é -singular. Reciprocamente, se  él lÐ\ Ï EÑ œ ! l l l l= = . =
. ` . =-singular, então existe  com  tal que  eE − ÐEÑ œ ! l lÐ\ Ï EÑ œ !
então, para cada  com , tem-se , dondeF − F § \ Ï E l lÐFÑ œ !` =
também , o que mostra que  é -singular.= = .ÐFÑ œ ! 

III.7.17  Sejam  um(Unicidade da decomposição de Lebesgue)169 Ð\ß ß Ñ` .
espaço de medida,  um espaço de Banach e  uma decomposição deI Ð ß Ñ= =+ =

Lebesgue de uma medida vetorial . Sendo  tal que= ` `À Ä I F −
. = `ÐFÑ œ ! ÐEÑ œ ! E − E § \ Ï F e , para cada  com , tem-se então,=

para cada ,E − `

= = = =+ =ÐEÑ œ ÐE Ï FÑ ÐEÑ œ ÐE  FÑ, .

Em consequência, se  e  são duas decomposições de Lebes-Ð ß Ñ Ð ß Ñ= = = =+ =
w w
+ =

gue duma mesma medida , então  e .= ` = = = =À Ä I œ œ+ =
w w
+ =

Dem: O facto de  ser -absolutamente contínua implica que, para cada= .+

E − E § F ÐEÑ œ ! ÐEÑ œ ! E −` . = ` com , vem , donde . Para cada ,+

E E  F E Ï F é a união dos conjuntos disjuntos  e  que pertencem a  e`
estão respectivamente contidos em  e em , em particular verificamF \ Ï F
= = = = =+ = + =ÐE  FÑ œ ! ÐE Ï FÑ œ ! œ  e , e portanto, por ser , vem

= = = = = =

= = = = = =
+ + + + =

= = = = +

ÐEÑ œ ÐE  FÑ  ÐE Ï FÑ œ ÐE Ï FÑ  ÐE Ï FÑ œ ÐE Ï FÑ

ÐEÑ œ ÐE  FÑ  ÐE Ï FÑ œ ÐE  FÑ  ÐE  FÑ œ ÐE  FÑ

,
.

No caso em que  e  são duas decomposições de LebesgueÐ ß Ñ Ð ß Ñ= = = =+ =
w w
+ =

duma mesma medida , podemos considerar  com= ` `À Ä I FßF −w

169Comparar com III.3.7.
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. . = `ÐFÑ œ ! ÐF Ñ œ ! ÐEÑ œ ! E −, , tais que , para cada  comw
=

E § \ Ï F ÐEÑ œ ! E − E § \ Ï F, e , para cada  com , e então,= `w w
=

sendo , tem-se ainda  e, para cada  comF œ F F ÐF Ñ œ ! E −ww w ww. `
E § \ Ï F ÐEÑ œ ! ÐEÑ œ !ww w

= =,  e  pelo que, pelo que vimos atrás, para= =
cada ,E − `

= = =

= = =
+

ww w
+

=
ww w

=

ÐEÑ œ ÐE Ï F Ñ œ ÐEÑ

ÐEÑ œ ÐE  F Ñ œ ÐEÑ

,
. 

III.7.18  Sejam  um(Existência da decomposição de Lebesgue) Ð\ß ß Ñ` .
espaço de medida -finita,  um espaço de Banach e  uma5 = `I À Ä I
medida vetorial. Consideremos uma decomposição de Lebesgue da medida
finita , definida pela medida positiva -absolutamente contínual lÀ Ä= ` ‘ .

l l À Ä l l À Ä= ` ‘ . = ` ‘+  =  e pela medida positiva -singular  e seja
F − ÐFÑ œ ! l l Ð\ Ï FÑ œ !` . =, com  e . Podem então definir-se medidas=

vetoriais  por= = `+ =ß À Ä I

= = = =+ =ÐEÑ œ ÐE Ï FÑ ÐEÑ œ ÐE  FÑ, ,

para as quais se tem  e , e estasl l œ l l À Ä l l œ l l À Ä= = ` ‘ = = ` ‘+ +  = = 

medidas definem uma decomposição de Lebesgue de .=
Dem: Vamos dividir a prova em várias partes:
a) Comecemos por mostrar que as aplicações , definidas no= = `+ =ß À Ä I
enunciado, são medidas vetoriais que verificam

| , | .= = = =+ + = =lÐEÑ Ÿ l l ÐEÑ lÐEÑ Ÿ l l ÐEÑ

Subdem: Tem-se trivialmente  e, se  é união de uma= =+ =ÐgÑ œ ÐgÑ œ ! E
família contável  de conjuntos de  disjuntos dois a dois, osÐE Ñ4 4−N `
conjuntos  e  são respetivamente as uniões das famílias dosE Ï F E  F
E Ï F E  F4 4 e dos , em cada caso constituídas por conjuntos de  disjun-`
tos dois a dois, pelo que

= = = =

= = = =

+ 4 4 + 4

4−N 4−N 4−N

= 4 4 = 4

4−N 4−N 4−N

ÐEÑ œ ÐE Ï FÑ œ ÐE Ï FÑ œ ÐE Ñ

ÐEÑ œ ÐE  FÑ œ ÐE  FÑ œ ÐE Ñ

Š ‹. " "
Š ‹. " "

,

,

em ambos os casos com as família absolutamente somáveis, o que mostra que
= = `+ = e  são efetivamente medidas vetoriais. Por outro lado, dado ,E −
consideremos uma família finita arbitrária  de conjuntos de ÐF Ñ3 3−M `
contidos em  e disjuntos dois a dois. Reparando que os  sãoE F Ï F3

disjuntos dois a dois e contidos em  e que os  são disjuntos doisE Ï F F  F3

a dois e contidos em  e tendo em conta a caracterização de  e E F l l l l= =+ =

em III.3.7, assim como a caracterização das medidas de variação total, vemos
que
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" "
" "3−M 3−M

+ 3 3 +

3−M 3−M

= 3 3 =

m ÐF Ñm œ m ÐF Ï FÑm Ÿ l lÐE Ï FÑ œ l l ÐEÑ

m ÐF Ñm œ m ÐF  FÑm Ÿ l lÐE  FÑ œ l l ÐEÑ

= = = =

= = = =

,

,

e portanto

| , | .= = = =+ + = =lÐEÑ Ÿ l l ÐEÑ lÐEÑ Ÿ l l ÐEÑ

b) Para cada ,  é a união dos conjuntos  e , que sãoE − E E Ï F E  F`
disjuntos, pelo que

= = = = =ÐEÑ œ ÐE Ï FÑ  ÐE  FÑ œ ÐEÑ  ÐEÑ+ = .

c) Vamos verificar que  é uma medida -absolutamente contínua e que = . =+ =

é uma medida -singular, e portanto que elas constituem uma decomposição.
de Lebesgue da medida vetorial .=
Subdem: Se  verifica , vemE − ÐEÑ œ !` .

! œ l l ÐEÑ œ l lÐE Ï FÑ= =+ ,

portanto também

= =+ÐEÑ œ ÐE Ï FÑ œ !,

o que mostra que  é -absolutamente contínua. Por outro lado, se = . `+ E −
verifica , entãoE § \ Ï F

= = ==ÐEÑ œ ÐE  FÑ œ ÐgÑ œ !,

o que mostra que  é -singular.= .=

d) Vamos mostrar finalmente que, para cada , as desigualdades obti-E − `
das em a) são mesmo igualdades:

| , | ,= = = =+ + = =lÐEÑ œ l l ÐEÑ lÐEÑ œ l l ÐEÑ

o que terminará a demonstração.
Subdem: Suponhamos, por absurdo, que pelo menos uma das desigualdades
estabelecidas em a) era estrita. Seja  uma família finita arbitrária deÐF Ñ3 3−M

conjuntos de  contidos em  e disjuntos dois a dois. Uma vez que, para` E
cada ,  é a união disjunta dos conjuntos  e  e reparando3 − M F F Ï F F  F3 3 3

que os conjuntos  são disjuntos dois a dois e contidos em  e queF Ï F E Ï F3

os conjuntos  são disjuntos dois a dois e contidos em , vemosF F E  F3

que
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" "
" "
" "

3−M 3−M

3 3 3

3−M 3−M

3 3

3−M 3−M

+ 3 = 3 + =

m ÐF Ñm œ m ÐF Ï FÑ  ÐF  FÑm Ÿ

Ÿ m ÐF Ï FÑm  m ÐF  FÑm œ

œ m ÐF Ñm  m ÐF Ñm Ÿ l lÐEÑ  l lÐEÑ

= = =

= =

= = = =

e portanto, considerando o supremo das somas no primeiro membro,

l lÐEÑ Ÿ l lÐEÑ  l lÐEÑ  l l ÐEÑ  l l ÐEÑ œ l lÐEÑ= = = = = =+ = + = ,

o que era absurdo. 

Vamos agora exigir mais sobre o espaço de Banach  onde a medidaI
vetorial toma valores, nomeadamente que se trata de um espaço de
Hilbert, e verificar que, nesse caso, qualquer medida vetorial = `À Ä I
é da forma  para uma medida positiva  e uma aplicação. . ` ‘Ð0Ñ À Ä

. . =-integrável  convenientes (de facto, podemos tomar ).0 À\ Ä I œ l l
Daqui deduziremos facilmente uma versão do teorema de Radon-Ni-
kodym para medidas vetoriais.

III.7.19  Sejam  um(Decomposição polar duma medida vetorial) Ð\ß Ñ`
espaço mensurável,  um espaço de Hilbert sobre , igual a  ou , eI Š ‘ ‚
= `À Ä I uma medida vetorial e consideremos a correspondente medida
positiva . Existe então uma aplicação -integrável. = ` ‘ .œ l lÀ Ä 

0À\ Ä I œ m0ÐBÑm œ " tal que  e  quase sempre.= .Ð0Ñ

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias alíneas:
1) Uma vez que a medida  é finita, relativamente a esta medida as.
aplicações em escada são as mesmas que as aplicações simples (cf. II.2.16).
Considemos o espaço vetorial  das aplicações simples .fÐ\ßIÑ 1À\ Ä I
Vamos provar a existência de uma aplicação linear  talF f Š!À Ð\ßIÑ Ä
que, para cada aplicação em escada  e cada família finita 1À\ Ä I Ð\ Ñ4 4−N

de conjuntos mensuráveis disjuntos dois a dois e de união  tal que \ 1ÐBÑ
tome o valor constante  para ,A B − \4 4

F =! 4 4

4−N

Ð1Ñ œ ØA ß Ð\ ÑÙ" . 170

  Para mostrar que a aplicação  está bem definida, o queSubdem: F!

temos que verificar é que, dada outra família finita  de conjuntosÐ\ Ñw5 5−O

mensuráveis disjuntos dois a dois e de união  tal que  tome o valor\ 1ÐBÑ
constante  para , tem-seA B − \w w

5 5

170A existência de uma tal “partição adaptada” foi estabelecida em II.2.17.
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" "
4−N 5−O

4 4
w w
5 5ØA ß Ð\ ÑÙ œ ØA ß Ð\ ÑÙ= =

e isso resulta de que

" " " "ˆ ‰
4−N 4−N 5−O

4 4 4 4 4
w w
5 5

Ð4ß5Ñ−N‚O

ØA ß Ð\4ÑÙ œ ØA ß Ð\ \ ÑÙ œ ØA ß Ð\ \ ÑÙ= = =

e, por troca dos papéis das duas partições, também

" "
5−O

w w w w
5 5 5 5

Ð4ß5Ñ−N‚O

4ØA ß Ð\ ÑÙ œ ØA ß Ð\ \ ÑÙ= =

onde, para cada par Ð4ß 5Ñ − N ‚O

ØA ß Ð\ \ ÑÙ œ ØA ß Ð\ \ ÑÙ4 4 4
w w w
5 5 5= =

uma vez que ambos os membros desta igualdade são , no caso em que!
\ \ œ g A œ A4 4

w w
5 5, e, caso contrário, , já que ambos os vetores são iguais

a , para  em .  A linearidade da aplicação  é uma0ÐBÑ B \ \4 !
w
5

171 F
consequência direta da definição, desde que nos lembremos que, dadas duas
aplicações simples, existe uma partição simultaneamente adaptada a ambas
(cf. II.2.23).
2) Consideremos o espaço vectorial  das classes de equivalência deW>Ð\ßIÑ
aplicações em escada  que, como referido em III.2.26 e III.2.31, é1À\ Ä I
um subespaço vetorial denso do espaço de Hilbert  (onde a medidaP Ð\ßIÑ#

positiva considerada é a medida ). Tem então lugar uma aplicação linear.
contínua , definida por , para a qual se temF Š F FÀ W>Ð\ßIÑ Ä ÐÒ1ÓÑ œ Ð1Ñ!

l ÐÒ1ÓÑl Ÿ Ð\Ñ mÒ1ÓmF . "Î#
#.

  Consideremos uma família finita  de conjuntosSubdem: Ð\ Ñ4 4−N

mensuráveis disjuntos dois a dois e de união  tal que  tome o valor\ 1ÐBÑ
constante  para . Podemos então escrever, tendo em conta duasA B − \4 4

vezes a desigualdade de Cauchy-Schwarz, e notando ,:ÐBÑ œ m1ÐBÑm

l Ð1Ñl Ÿ lØA ß Ð\ ÑÙl Ÿ mA mm Ð\ Ñm Ÿ mA m Ð\ Ñ œ

œ m1ÐBÑm . ÐBÑ œ lØÒ"Óß Ò ÓÙl Ÿ mÒ"Óm mÒ Óm œ Ð\Ñ mÒ1Óm

F = = .

. : : .

! 4 4 4 4 4 4

4−N 4−N 4−N

\
# # #

"Î#

" " "
( .

Concluímos daqui, em particular, que se  em , entãoÒ1Ó œ Ò1Ó W>Ð\ßIÑs

l Ð1Ñ  Ð1Ñl œ l Ð1  1Ñl Ÿ Ð\Ñ mÒ1Ó  Ò1Óm œ !s s sF F F .! ! ! #
"Î# ,

171Comparar com II.2.19, reparando que agora a situação é mais simples por não ser
necessário lidar com o problema levantado por conjuntos de medida infinita.
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portanto , o que mostra que fica bem definida uma aplicaçãoF F! !Ð1Ñ œ Ð1Ñs
linear  por , a qual vai verificar a desigual-F Š F FÀ W>Ð\ßIÑ Ä ÐÒ1ÓÑ œ Ð1Ñ!

dade enunciada.
3) Vamos mostrar a existência de Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ#  tal que, para todo o
Ò1Ó − W>Ð\ßIÑ,

F .ÐÒ1ÓÑ œ ØÒ1Óß Ò0 ÓÙ œ Ø1ÐBÑß 0ÐBÑÙ . ÐBÑ(
\

.

  O teorema de Topologia sobre a extensão de aplicaSubdem: ções
lineares contínuas definidas em subespaços vetoriais densos garante a exis-
tência de uma única aplicação linear contínua  que prolon-F ŠÀ ÄP Ð\ßIÑ#

gue a aplicação linear contínua  definida em 2). PeloF ŠÀ W>Ð\ßIÑ Ä
teorema da representação de Riesz, sobre funcionais lineares contínuos num
espaço de Hilbert, vai existir assim  tal que, para todo oÒ0 Ó − P Ð\ßIÑ#

Ò1Ó − P Ð\ßIÑ Ò1Ó − W>Ð\ßIÑ# , ,FÐÒ1ÓÑ œ ØÒ1Óß Ò0 ÓÙ, em particular, para cada 
FÐÒ1ÓÑ œ ØÒ1Óß Ò0 ÓÙ.
4) Tendo em conta III.2.12, vemos que, em particular, a aplicação 0 À\ Ä I
é integrável e vamos mostrar que ela verifica as condições referidas no
enunciado. Seja  e consideremos  arbitrário. Tomando em 3),E − A − I`
para , a função simples , obtemos, considerando a aplicação1 1ÐBÑ œ ÐBÑAˆE
linear, no sentido real, , ,I Ä D È ØAß DÙŠ

ØAß ÐEÑÙ œ ÐÒ1ÓÑ œ Ø ÐBÑAß 0ÐBÑÙ . ÐBÑ œ

œ ØAß 0ÐBÑÙ . ÐBÑ œ Aß 0ÐBÑ . ÐBÑ

= F ˆ .

. .

(
( (¢ £

E

E E

,

o que, tendo em conta a arbitrariedade de , implica queA

= . .ÐEÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐEÑ(
E

Ð0Ñ ,

portanto . Reparamos agora que, tendo em conta III.7.12, tem-se,= .œ Ð0Ñ

para cada ,E − `

( (
E E

Ð0Ñ" . ÐBÑ œ ÐEÑ œ l lÐEÑ œ l lÐEÑ œ m0ÐBÑm . ÐBÑ. . = . .

e daqui deduzimos, tendo em conta a alínea c) de III.3.3, que m0ÐBÑm œ "
quase sempre. 

III.7.20  Sob as hipóteses anteriores, se afastarmos o caso trivial em(Corolário)
que , pode-se mesmo garantir a existência de uma aplicação -inte-I œ Ö!× .
grável  tal que  e , para todo o .0 À\ Ä I œ m0ÐBÑm œ " B − \= .Ð0Ñ

Dem: Sendo  uma aplicação -integrável tal que  e0 À\ Ä I œs . = .Ð0Ñs

m0ÐBÑm œ " A − I Ï 0À\ Ä Is  quase sempre, basta escolher {0} e definir !
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por

0ÐBÑ œ
0ÐBÑ m0ÐBÑm œ "s s

m0ÐBÑm Á "s , se 

, se 
 .A

mA m
!

!



III.7.21  Sejam(Teorema de Radon-Nikodym para medidas vetoriais)
Ð\ß Ñ I À Ä` . ` ‘ um espaço mensurável,  um espaço de Hilbert,  uma

medida positiva -finita e  uma medida vetorial -absolutamente5 = ` .À Ä I
contínua. Existe então uma função -integrável  tal que .. = .1À\ Ä I œ Ð1Ñ

Dem: Tendo em conta III.7.19, sabemos que, sendo  a medida. =s œ l l
positiva associada a , existe uma função -integrável  tal que= .s 0 À\ Ä I
= . ` .œ E − ÐEÑ œ !sÐ0Ñ. Reparemos agora que, sempre que  verifica ,
tem-se, parea cada  em , , portanto, por hipótese,F § E ÐFÑ œ !` .
= . =ÐFÑ œ ! ÐEÑ œ l lÐEÑ œ !s, e daqui concluímos que se tem também .
Podemos assim aplicar o teorema de Radon-Nikodym em III.3.9 para garantir
a existência de uma aplicação mensurável  tal que .: ‘ . .À\ Ä œs Ð Ñ:

Tem-se então que a aplicação topologicamente mensurável 1À\ Ä I
definida por  verifica1ÐBÑ œ ÐBÑ0ÐBÑ:

( ( (
\ \ \

m1ÐBÑm . ÐBÑ œ ÐBÑm0ÐBÑm . ÐBÑ œ m0ÐBÑm . ÐBÑ  _s. : . . ,

sendo assim -integrável, e vem, para cada ,. `E −

= . : . .ÐEÑ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ ÐBÑ0ÐBÑ . ÐBÑ œ 1ÐBÑ . ÐBÑs( ( (
E E E

,

o que mostra que se tem efetivamente .= .œ Ð1Ñ 

Vamos agora utilizar o estudo que fizemos das medidas vetoriais, em
especial daquelas com valores num espaço de Hilbert  sobre o corpo ,I Š
igual a  ou , para estudar resultados de dualidade envolvendo os‘ ‚
espaços , onde  é um espaço de medida que, paraP Ð\ßIÑ Ð\ß ß Ñ: ` .
simplificar certos enunciados, suporemos sempre -finito. Como motiva-5
ção, recordamos que, como se viu em III.2.31,  é um espaço deP Ð\ßIÑ#

Hilbert, com o produto interno definido por

ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ(
\

. ,

em particular, por uma propriedade geral dos espaços de Hilbert, que já
tivémos a ocasião de utilizar , para cada  tem lugar uma172 Ò1Ó − P Ð\ßIÑ#

aplicação linear contínua , defnida por0 ŠÒ1Ó
#À P Ð\ßIÑ Ä

0Ò1ÓÐÒ0 Ó œ ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ,

172Ver qualquer texto introdutório de Análise Funcional, por exemplo, [9].
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e podemos mesmo afirmar (teorema da representação de Riesz) que toda a
aplicação linear contínua  é da forma , para um únicoP Ð\ßIÑ Ä#

Ò1ÓŠ 0

Ò1Ó − P Ð\ßIÑ# .
Começamos por referir um artifício técnico trivial que permite ultrapassar
comodamente o embaraço de aplicar resultados que envolvem uma
aplicação bilinear à situação em que trabalhamos com o produto interno
de um espaço de Hilbert complexo que, como é bem conhecido, é antili-
near na segunda variável.

III.7.22  Se  é um espaço vetorial complexo, podemos(Nota técnica trivial) a) I
considerar sobre o mesmo conjunto uma nova estrutura de espaço vetorial
complexo, em que a soma está definida do mesmo modo que na estrutura
inicial mas o produto de um escalar complexo  por um vetor  é, por+ A
definição, o produto do conjugado  por , relativamente à estrutura origi-+ A
nal. Notamos  este novo espaço vetorial complexo e dizemos que ele é oI
espaço vetorial complexo conjugado de . É claro que o espaço vetorialI
conjugado de  é o espaço . No caso em que  é um espaço vetorial real, éI I I
por vezes cómodo usar a notação  como sinónima de  (o conjugado deI I
um número real é ele mesmo…).
b) Uma norma sobre o espaço vetorial complexo  é também uma normaI
sobre o espaço conjugado . Em particular, se  é um espaço de Banach, oI I
mesmo acontece com . Uma aplicação integrável, definida num espaço deI
medida positiva e com valores num espaço de Banach , é também integrá-I
vel, e com o mesmo integral, como aplicação com valores em aI Ð
multiplicação por escalares que não sejam reais não joga nenhum papel na
definição do integral).
c) Se  é um espaço mensurável,  é um espaço de Banach eÐ\ß Ñ I`
= ` =À Ä I I I é uma -medida, então  é também uma -medida (como antes,
a multiplicação pelos escalares não joga nenhum papel na definição das
medidas vetoriais).
d) Lembremos que, se  e  são espaços vetoriais complexos, umaI J
aplicação   é uma aplicação linear, no sentido real, queantilinear !À I Ä J
verifica , para cada  e . Uma aplicação! ! ‚Ð+AÑ œ + ÐAÑ + − A − I
antilinear  é assim a mesma coisa que uma aplicação linear!À I Ä J
! !À I Ä J ÀI Ä J I e que uma aplicação linear . Em particular, se  é um
espaço de Hilbert complexo, o produto interno, apesar de não ser, em geral,
bilinear, como aplicação , já é bilinear, como aplicaçãoI ‚I Ä ‚
I ‚I Ä ‚.

III.7.23 Sejam  um espaço de medida -finito ,  um espaço deÐ\ß ß Ñ I` . 5 173

Hilbert sobre o corpo , igual a  ou , e  e  doisŠ ‘ ‚ " Ÿ : Ÿ _ " Ÿ ; Ÿ _

173De facto, como se constata pela demonstração, a hipótese de a medida ser -finita é5
aqui totalmente desnecessária. Só a impomos para podermos retomar as mesmas hipóteses
em III.7.24, resultado em que ela intervém na demonstração de um dos casos limites.
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expoentes conjugados . Podemos então definir, para cada 174 Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ:

e , um produto  porÒ1Ó − P Ð\ßIÑ ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ −; Š

ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ(
\

. ,

e ficamos com uma aplicação bilinear contínua

P Ð\ßIÑ ‚ P Ð\ßIÑ Ä ÐÒ0 Óß Ò1ÓÑ È ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ: ; Š,

(cf. a noção de espaço vetorial conjugado em III.7.22), para a qual se tem

lØÒ0 Óß Ò1ÓÙl Ÿ mÒ0 Óm ‚ mÒ1Óm: ; .

Dem: Se  e , o facto de o produto interno deÒ0 Ó − P Ð\ßIÑ Ò1Ó − P Ð\ßIÑ: ;

I I ‚ I Ä ser uma aplicação bilinear contínua  implica que é topolo-Š
gicamente mensurável a função ,  e a desigualdade\ Ä B È Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙŠ
de Cauchy-Schwarz

lØ0 ÐBÑß 1ÐBÑÙl Ÿ m0ÐBÑmm1ÐBÑm

implica, pela desigualdade de Hölder (cf. III.1.17 e III.2.18) que aquela
função é integrável, e com

¹ ¹( (
\ \

: ;Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ Ÿ m0ÐBÑmm1ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ mÒ0 Óm ‚ mÒ1Óm. . .

É agora fácil constatar que ficamos com uma aplicação bem definida

P Ð\ßIÑ ‚ P Ð\ßIÑ Ä ÐÒ0 Óß Ò1ÓÑ È Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ: ;

\

Š ., (
(isto é, que o integral não se altera quando se substitui  e  por aplica0 1 ções
topologicamente mensuráveis iguais quase sempre a estas) e que esta
aplicação é bilinear e verifica a desigualdade no enunciado, em particular é
contínua. 

Recordemos que, se  e  são espaços de Banach e  é umaJ K ÀJ Ä K-
aplicação linear contínua, a sua norma  é o menor dos númerosm m-
Q   ! @ − J m Ð@Ñm Ÿ Qm@m tais que, para cada ,  e pode ser também-
caracterizada, no caso em que , como o supremo dos quocientesJ Á Ö!×
m Ð@ÑmÎm@m @ Á ! J- , com  em .

III.7.24 Nas condições de III.7.23, para cada , tem lugar umaÒ1Ó − P Ð\ßIÑ;

aplicação linear contínua , definida por0 ŠÒ1Ó
:À P Ð\ßIÑ Ä

174Por outras palavras, ou  e  verificam , ou  e"  :  _ "  ;  _  œ " : œ "" "
: ;

; œ _ : œ _ ; œ ", ou  e .
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0 .Ò1Ó
\

ÐÒ0 ÓÑ œ ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ( ,

cuja norma é . Fica assim definida uma aplicação linear contí-m m œ mÒ1Óm0Ò1Ó ;

nua injetiva de  para o dual , que a  associa .P Ð\ßIÑ PÐP Ð\ßIÑà Ñ Ò1Ó; :
Ò1ÓŠ 0

Dem: A linearidade de  é simplesmente a linearidade na0 ŠÒ1Ó
:À P Ð\ßIÑ Ä

primeira variável da aplicação  e a continuidade destaÐÒ0 Óß Ò1ÓÑ È ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ
aplicação linear é uma consequência de se ter

l ÐÒ0 ÓÑl œ lØÒ0 Óß Ò1ÓÙl Ÿ mÒ0 Óm ‚ mÒ1Óm0Ò1Ó : ; ,

desigualdade que implica também que . A linearidade nam m Ÿ mÒ1Óm0Ò1Ó ;

segunda variável da aplicação referida implica agora que é linear contínua,
de  para , a aplicação , aplicação queP Ð\ßIÑ PÐP Ð\ßIÑà Ñ Ò1Ó È; :

Ò1ÓŠ 0

poderemos concluir que é injetiva se provarmos que .m m œ mÒ1Óm0Ò1Ó ;

Resta-nos assim provar esta última igualdade, para o que podemos já afastar
o caso trivial em que , por outras palavras, podemos já supor quemÒ1Óm œ !;

não se tem  quase sempre. Tratamos separadamente os casos em que1ÐBÑ œ !
;  _ ; œ _ e em que .
A) Suponhamos que . Uma vez que , para provarmos;  _ m m Ÿ mÒ1Óm0Ò1Ó ;

a igualdade  basta-nos encontrar  tal que sem m œ mÒ1Óm Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ0Ò1Ó ;
:

tenha

l ÐÒ0 ÓÑl œ lØÒ0 Óß Ò1ÓÙl œ mÒ0 Óm ‚ mÒ1Óm0Ò1Ó : ; .(1)

Consideremos a aplicação topologicamente mensurável  definida0 À\ Ä I
por

0ÐBÑ œ
m1ÐBÑm 1ÐBÑ 1ÐBÑ Á !
ß 1ÐBÑ œ !œ ;# , se 

0 se 
.

No caso em que , e portanto , tem-se , se  e; œ " : œ _ m0ÐBÑm œ " 1ÐBÑ Á !
m0ÐBÑm œ ! Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ mÒ0 Óm œ ", caso contrário, pelo que  e . No_

_

caso em que , e portanto , tem-se;  " :  _

Ð;  "Ñ: œ :;  : œ :;Ð"  Ñ œ ;
"

;
(2)

e portanto, para cada ,B − \

m0ÐBÑm œ m1ÐBÑm œ m1ÐBÑm: Ð;"Ñ: ; ,

donde, mais uma vez tendo em conta (2),  eÒ0 Ó − P Ð\ßIÑ:



§7. Medidas vetoriais e resultados de dualidade 385

mÒ0 Óm œ m0ÐBÑm . ÐBÑ œ

œ m1ÐBÑm . ÐBÑ œ ÐmÒ1Óm Ñ œ ÐmÒ1Óm Ñ

:
\

:
"Î:

\

; ;Î: ;"
"Î:

; ;

Š ‹(
Š ‹(

.

.

.(3)

Por outro lado, para cada ,  dondeB − \ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ œ m1ÐBÑm;

ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ m1ÐBÑm . ÐBÑ œ mÒ1Óm(
\

; ;
;.

pelo que, no caso em que , temos; œ "

ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ mÒ1Óm œ mÒ0 Óm ‚ mÒ1Óm" _ ",

o que implica (1), e, no caso em que , temos;  "

ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ ÐmÒ1Óm Ñ ‚ mÒ1Óm œ mÒ0 Óm ‚ mÒ1Óm; ; : ;
;" ,

o que, mais uma vez, implica (1).
B) Supomos agora que . Uma vez que , paraÒ1Ó − P Ð\ßIÑ m m Ÿ mÒ1Óm_

Ò1Ó _0

provarmos a igualdade  basta-nos mostrar que, fixado arbitra-m m œ mÒ1Óm0Ò1Ó _

riamente , podemos encontrar  tal que se!  +  mÒ1Óm Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ_
"

tenha

l ÐÒ0 ÓÑl œ lØÒ0 Óß Ò1ÓÙl  mÒ0 Óm ‚ +0Ò1Ó " .(4)

Ora, o facto de não se ter  quase sempre permite-nos considerarm1ÐBÑm Ÿ +
E − ÐEÑ  ! m1ÐBÑm  + B − E` ., com  tal que  para cada , podendo já
supor-se que , se necessário considerando uma família contável.ÐEÑ  _
Ð\ Ñ \ Ð\ Ñ  _4 4−N 4 de conjuntos de  com união  e   e substituindo` . 175

E E \ 4 0À\ Ä I por , para um índice  conveniente. Seja então  a4

aplicação topologicamente mensurável definida por

0ÐBÑ œ
B − E

! B Â E
 1ÐBÑ

m1ÐBÑm , se 

, se 
.

Tem-se

( (
\ E

m0ÐBÑm . ÐBÑ œ " . ÐBÑ œ ÐEÑ. . . ,

donde  e , e, tendo em conta II.2.44,Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ mÒ0 Óm œ ÐEÑ"
" .

175É para o podermos fazer que precisamos da hipótese de  ser -finita.. 5
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ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ œ m1ÐBÑm . ÐBÑ 

 + . ÐBÑ œ + ÐEÑ œ mÒ0 Óm ‚ +

( (
(
\ E

E
"

. .

. . ,

o que implica (4)Þ 

Vamos agora estabelecer o teorema de dualidade que afirma que, no caso
em que , e portanto , a aplicação linear injetiva" Ÿ :  _ "  ; Ÿ _
referida no resultado precedente é mesmo um isomorfismo. Começamos
com um lema que corresponde ao caso particular em que  tem medida\
finita.

III.7.25  Sejam  um espaço de medida com(Lema de dualidade) Ð\ß ß Ñ` .
. Š ‘ ‚Ð\Ñ  _ I,  um espaço de Hilbert sobre o corpo , igual a  ou , e
" Ÿ :  _ "  ; Ÿ _ :. Seja  o expoente conjugado de . Se

F ŠÀ P Ð\ßIÑ Ä:

é uma aplicação linear contínua, então existe  tal que ,Ò1Ó − P Ð\ßIÑ œ;
Ò1ÓF 0

isto é, tal que, para cada ,Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ:

F .ÐÒ0 ÓÑ œ ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ(
\

.

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias alíneas, cada uma com a sua
própria demonstração:
1) Vamos verificar que, para cada , existe um, e um só,  talE − ÐEÑ − I` =
que, para cada ,A − I

ØAß ÐEÑÙ œ ÐÒ AÓÑ= F ˆE ,

tendo-se então .m ÐEÑm Ÿ m m ÐEÑ= F . "Î:

  Comecemos por reparar que, por ser , e portantoSubdem: .Ð\Ñ  _
também , podemos escrever.ÐEÑ  _

( (
\ E

E
: : :m ÐBÑAm . ÐBÑ œ mAm . ÐBÑ œ ÐEÑmAm  _ˆ . . . ,

o que mostra que se tem  e ,Ò AÓ − P Ð\ßIÑ mÒ AÓm Ÿ ÐEÑ mAmˆ ˆ .E E
: "Î:

:

donde

l ÐÒ AÓÑl Ÿ m mmÒ AÓm Ÿ m m ÐEÑ mAmF ˆ F ˆ F .E E :
"Î: .

Concluímos daqui que, fixado , tem lugar uma aplicação linearE − `
contínua de  para , que a  associa , e que esta aplicação linearI A ÐÒ AÓÑŠ F ˆE
contínua tem uma norma menor ou igual a  pelo que, pelom m ÐEÑF . "Î:

teorema da representação de Riesz, sobre funcionais lineares contínuos num
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espaço de Hilbert, existe um único  tal que, para cada ,=ÐEÑ − I A − I

F ˆ =ÐÒ AÓÑ œ ØAß ÐEÑÙE ,

elemento esse que verifica .m ÐEÑm Ÿ m m ÐEÑ= F . "Î:

2) Vamos precorrer meio caminho no sentido de mostrar que a aplicação
= `À Ä I é uma medida vetorial, mais precisamente, vamos mostrar que
= `ÐgÑ œ ! ÐE Ñ e que, se  é uma família finita de de conjuntos de 4 4−N

disjuntos dois a dois, então, sendo , tem-se .E œ E ÐEÑ œ ÐE Ñ- !
4−N 4−N

4 4= =

  Uma vez que, para cada , , vem,Subdem: B − \ ÐBÑ œ ÐBÑˆ ˆE E
4−N

!
4

para cada ,A − I

ØAß ÐEÑÙ œ ÐÒ AÓÑ œ ÐÒ AÓÑ œ ØAß ÐE ÑÙ œ ØAß ÐE ÑÙ= F ˆ F ˆ = =E E

4−N 4−N 4−N

4 4" " "
4

o que, tendo em conta a arbitrariedade de , implica que se tem efetivamenteA
= = =ÐEÑ œ ÐE Ñ ÐgÑ œ !!

4−N
4 . A igualdade  pode ser demonstrada de forma

análoga mas também resulta de se ter , donde .g œ g  g ÐgÑ œ ÐgÑ  ÐgÑ= = =
3) Se  é uma família finita de de conjuntos de  disjuntos dois aÐE Ñ4 4−N `
dois, então, sendo , tem-seE œ E-

4−N
4

"
4−N

4
"Î:m ÐE Ñm Ÿ m m ÐEÑ= F . .

  Para cada , ponhamos  se  eSubdem: 4 − N A œ ! ÐE Ñ œ !4 4=

A œ mA m Ÿ "4 4
ÐE Ñ

m ÐE Ñm
=
=

4

4
 caso contrário, reparando que, em qualquer dos casos 

e

ØA ß ÐE ÑÙ œ m ÐE Ñm4 4 4= = .

Podemos então escrever, uma vez que a função simples  toma o!
4−N

E 4ˆ
4
A

valor  em  e o valor  em ,A E ! \ Ï E4 4

½’ “½ Š ‹" "( ¼ ¼
Š ‹ Š ‹" "( (
Š ‹"

4−N 4−N

E E4 4
: \

: "Î:

4−N 4−NE E
4

:
"Î: "Î:

4−N

4

"Î:
"Î:

ˆ ˆ .

. .

. .

4 4

4 4

A œ ÐBÑA . ÐBÑ œ

œ mA m . ÐBÑ Ÿ " . ÐBÑ œ

œ ÐE Ñ œ ÐEÑ

e portanto
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" " " "Š’ “‹
½’ “½"

4−N 4−N 4−N 4−N

4 4 4 4 4E E

4−N

E 4
:

"Î:

m ÐE Ñm œ ØA ß ÐE ÑÙ œ ÐÒ A ÓÑ œ A Ÿ

Ÿ m m A Ÿ m m ÐEÑ

= = F ˆ F ˆ

F ˆ F .

4 4

4
.

4) Seja agora, mais geralmente,  uma família contável de conjuntosÐE Ñ4 4−N

de  disjuntos dois a dois e seja . Vamos verificar que a família` E œ E-
4−N

4

dos  é absolutamente somável, com , e= = F .ÐE Ñ − I m ÐE Ñm Ÿ m m ÐEÑ4 4
4−N

"Î:!
que . Em particular, ficará provado que  é uma= = = `ÐEÑ œ ÐE Ñ À Ä I!

4−N
4

medida vetorial.
  Para cada parte finita , podemos aplicar a conclusão deSubdem: M § N
3) à família dos , com , cuja união está contida em , para deduzirE 4 − N E4

que

" .Š ‹
4−M 4−M

4 4

"Î:
"Î:m ÐE Ñm Ÿ m m E Ÿ m m ÐEÑ= F . F .

pelo que a definição da soma infinita como supremo das somas finitas
implica que se tem efetivamente . Em particular, a!

4−N
4

"Î:m ÐE Ñm Ÿ m m ÐEÑ= F .

família dos , com , é absolutamente somável, e portanto somável.=ÐE Ñ 4 − N4

Seja agora  arbitrário. Consideremos  tal que  Tendo$ & F & $ !  ! m m "Î:

em conta o facto de se ter , podemos considerar um. .ÐEÑ œ ÐE Ñ  _!
4−N

4

parte finita  tal que, para cada parte finita , com , se tenhaM § N M § N M ¨ M! !

. . . &Š ‹. "E Ï E Ñ œ ÐEÑ  ÐE Ñ 
4−M 4−M

4 4 .

Por outro lado, aplicando 2), à família finita de conjuntos de  disjuntos`
dois a dois e de união  constituída pelos , com , e por ,E E 4 − M E Ï E4 4

4−M

-
vemos que

= = =ÐEÑ œ E Ï E Ñ  ÐE ÑŠ ‹. "
4−M 4−M

4 4 ,

donde, lembrando a conclusão de 1),

½ ½ ½ Š ‹½" .
Š ‹.

= = =

F . F & $

ÐEÑ  ÐE Ñ œ E Ï E Ñ Ÿ

Ÿ m m E Ï E Ñ Ÿ m m 

4−M 4−M

4 4

4−M

4

"Î:
"Î: ,
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o que mostra que se tem efetivamente .= =ÐEÑ œ ÐE Ñ!
4−N

4

5) Vamos verificar a existência de uma aplicação integrável  tal1À\ Ä I
que  isto é, para cada ,= . `œ E −Ð1Ñ

= .ÐEÑ œ 1ÐBÑ . ÐBÑ(
E

.

  Temos uma consequência do teorema de Radon-NikodynSubdem:
para medidas vetoriais (cf. III.7.21), desde que mostremos que se tem
= ` .ÐEÑ œ ! E − ÐEÑ œ !, para cada  com . Ora, isso resulta de se ter
então, para cada ,  quase sempre, donde , eA − I ÐBÑA œ ! Ò AÓ œ !ˆ ˆE E

portanto

ØAß ÐEÑÙ œ ÐÒ AÓÑ œ ! œ ØAß !Ù= F ˆE .

6) Tem-se  e vamos mostrar que, qualquer que seja aÒ1Ó − P Ð\ßIÑ"

aplicação simples , tem-se  e0 À\ Ä I Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ § P Ð\ßIÑ_ :

F .ÐÒ0 ÓÑ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ œ ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ(
\

.

  O facto de se ter  é simplesmente umaSubdem: Ò1Ó − P Ð\ßIÑ"

tradução de  ser integrável. É evidente que, se  é uma1À\ Ä I 0À\ Ä I
aplicação simples, então  e a inclusãoÒ0 Ó − P Ð\ßIÑ_

P Ð\ßIÑ § P Ð\ßIÑ Ð\Ñ  __ :  resulta de se ter  (cf. III.2.23). Seja.
agora  uma família finita de conjuntos de  disjuntos dois a dois eÐ\ Ñ4 4−N `
de união  tal que  tenha o valor constante  para . Tem-se,\ 0ÐBÑ A B − \4 4

para cada , , pelo que obtemosB − \ 0ÐBÑ œ ÐBÑA!
4−N

\ 4ˆ
4

F F ˆ = .

. ˆ .

.

ÐÒ0 ÓÑ œ Ð A Ñ œ ØA ß Ð\ ÑÙ œ A ß 1ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ ØA ß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ œ ÐBÑA ß 1ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ

" " "¢ £(
" "( ( ¢ £
(

4−N 4−N 4−N

\ 4 4 4 4
\

4−N 4−N\ \
4 \ 4

\

4

4

4

4

.

7) Sendo  o expoente conjugado de , suponhamos que "  ; Ÿ _ : ] −`
é tal que . Vamos mostrar que, para cada aplicaçãoÒ1 Ó − P Ð] ßIÑÎ]

;

topologicamente mensurável  tal que , notando0 À ] Ä I Ò0 Ó − P Ð] ßIÑ:

0 À\ Ä I 0 a aplicação topologicamente mensurável que prolonga  e é nula
em , que pertence trivialmente a , tem-se\ Ï ] P Ð\ßIÑ:

F .ÐÒ0 ÓÑ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ(
]

.

  Tendo em conta III.2.26, podemos considerar uma sucessãoSubdem:
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de aplicações em escada  tal que  em  e então,0 À ] Ä I Ò0 Ó Ä Ò0 Ó P Ð] ßIÑ8 8
:

notando  as aplicações em escada que prolongam os  e são0 À\ Ä I 08 8

nulas em , tem-se , e portanto também\ Ï ] mÒ0 Ó  Ò0 Óm œ mÒ0 Ó  Ò0 Óm8 8

Ò0 Ó Ä Ò0 Ó P Ð\ßIÑ8
: em . Tendo em conta a continuidade da aplicação linear

F Š ŠÀ P Ð\ßIÑ Ä P Ð] ßIÑ ‚ P Ð] ßIÑ Ä: : ; e da aplicação bilinear 
referida em III.7.23 e a conclusão de 6), vemos agora que

F F .

.

.

ÐÒ0 ÓÑ œ ÐÒ0 ÓÑ œ Ø0 ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ œ

œ Ø0 ÐBÑß 1 ÐBÑÙ . ÐBÑ œ ØÒ0 Óß Ò1 ÓÙ œ

œ ØÒ0 Óß Ò1 ÓÙ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ

lim lim

lim lim

8Ä_ 8Ä_
8 8

\

8Ä_ 8Ä_]
8 8Î] Î]

Î]
]

(
(

( .

8) Vamos agora mostrar que, de facto, tem-se mesmo  e que,Ò1Ó − P Ð\ßIÑ;

para cada , , o que terminará a demons-Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ ÐÒ0 ÓÑ œ ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ: F
tração.
  Para cada , seja ,Subdem: 8 − \ − `8

\ œ ÖB − \ ± m1ÐBÑm Ÿ 8×8

e reparemos que os  constituem uma sucessão crescente de união .  Para\ \8

cada , tem-se, por definição  e portanto, por III.2.23,8 Ò1 Ó − P Ð\ ßIÑÎ\
_

88

também . Podemos assim aplicar a conclusão de 7) paraÒ1 Ó − P Ð\ ßIÑÎ\
;

88

deduzir que, para cada aplicação topologicamente mensurável  tal0 À\ Ä I8

que , notando  a aplicação topologicamente mensurável queÒ0 Ó − P Ð\ßIÑ 0:

prolonga  e é nula em , tem-se0 \ Ï \8

ØÒ0 Óß Ò1 ÓÙ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ œ ÐÒ0 ÓÑ Ÿ m mmÒ0 Óm œ m mmÒ0 ÓmÎ\
\

: :8

8

( . F F F

e portanto, tendo em conta III.7.24, concluímos que .mÒ1 Óm Ÿ m mÎ\ ;8
F

Vamos verificar por fim que se pode deduzir daqui , o que,Ò1Ó − P Ð\ßIÑ;

aplicando a conclusão de 7) com , implicará, em particular, que se] œ \
tem efetivamente , para cada . DividimosFÐÒ0 ÓÑ œ ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ:

essa verificação em dois casos:
No caso em que , existe, para cada , um conjunto , com; œ _ 8 E −8 `
E § \ ÐE Ñ œ ! m1ÐBÑm Ÿ m m B − \ Ï E8 8 8 8 8 e , tal que  para cada  e. F
então a união  dos  é um conjuto de  com  tal queE E ÐE Ñ œ !8 8` .
m1ÐBÑm Ÿ m m B − \ Ï EF  para cada , o que mostra que se tem efetivamente
Ò1Ó − P Ð\ßIÑ_ .
Supondo agora que , a desigualdade  é traduzida;  _ mÒ1 Óm Ÿ m mÎ\ ;8

F

por

(
\

\
; ;ˆ . F

8
ÐBÑ m1ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ m m



§7. Medidas vetoriais e resultados de dualidade 391

pelo que, uma vez que as funções que a  associam  consti-B ÐBÑ m1ÐBÑmˆ\
;

8

tuem uma sucessão crescente convergente, para cada , para ,B m1ÐBÑm;

deduzimos do teorema da convergência monótona que

( (
\ \

; ; ;

8Ä_
\m1ÐBÑm . ÐBÑ œ ÐBÑ m1ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ m m  _. ˆ . Flim

8
,

o que mostra que se tem efetivamente .Ò1Ó − P Ð\ßIÑ; 

III.7.26  Sejam  um espaço de medida(Teorema de dualidade) Ð\ß ß Ñ` .
5 Š ‘ ‚-finito,  um espaço de Hilbert sobre o corpo , igual a  ou , eI
" Ÿ :  _ "  ; Ÿ _ :. Seja  o expoente conjugado de . Se

F ŠÀ P Ð\ßIÑ Ä:

é uma aplicação linear contínua, então existe  tal que ,Ò1Ó − P Ð\ßIÑ œ;
Ò1ÓF 0

isto é, tal que, para cada ,Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ:

F .ÐÒ0 ÓÑ œ ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ(
\

. 176

Dem: Vamos utilizar o lema de Rudin em III.3.4 para deduzir este resultado
do caso já estudado no lema precedente. Esse lema garante-nos a existência
de uma medida finita , definida por , para uma certa. ` ‘ . .w w

 Ð ÑÀ Ä œ 3

aplicação mensurável , para a qual se tem, para cada3À\ Ä Ó!ß_Ò
E − ÐEÑ œ ! ÐEÑ œ !` . .,  se, e só se .w

Em particular coincidem as relações de equivalência no espaço das aplica-
ções topologicamente mensuráveis  associadas a  e a , o que dá ao\ Ä I . .w

espaço vetorial  das classes de equivalência um significado queQ/8=Ð\ßIÑ
não depende de qual dessas duas medidas se considera, tal como sucede ao
seu subespaço vetorial . Isso já não sucede com os subespaçosP Ð\ßIÑ_

P Ð\ßIÑ " Ÿ <  _< , com , pelo que reservaremos aquela notação para os
associados à medida  e usaremos a notação alterada  quando. P Ð\ßIÑw<

considerarmos a medida , usando a notação  para a respetiva norma..w w
<m † m

Feitas estas observações, vemos que se pode considerar um isomorfismo

> >ÀQ/8=Ð\ßIÑ Ä Q/8=Ð\ßIÑ ÐÒ0 ÓÑ œ Ò0 Ó, ,

onde , e portanto . A igualdade0ÐBÑ œ ÐBÑ 0ÐBÑ 0ÐBÑ œ ÐBÑ 0ÐBÑ3 3"Î: "Î:

( ( (
\ \ \

: : : wm0ÐBÑm . ÐBÑ œ m0ÐBÑm ÐBÑ . ÐBÑ œ m0ÐBÑm . ÐBÑ. 3 . .

mostra que o isomorfismo  aplica  sobre  e que se tem> P Ð\ßIÑ P Ð\ßIÑw ::

m ÐÒ0 ÓÑm œ mÒ0 Óm> :
w
:, em particular o isomorfismo é contínuo. Temos assim,

por composição, uma aplicação linear contínua  e oF > Š‰ À P Ð\ßIÑ Äw:

176Podemos dizer que  “representa” o funcional linear contínuo . A aplicação linearÒ1Ó F
injetiva referida em III.7.24 é assim, neste caso, um isomorfismo.
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lema precedente garante a existência de  tal que, para cadaÒ1Ó − P Ð\ßIÑs w;

Ò0 Ó − P Ð\ßIÑw: ,

F F > .

3 . 3 .

ÐÒ0 ÓÑ œ ‰ ÐÒ0 ÓÑ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ œs

œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ ÐBÑ . ÐBÑ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ ÐBÑ . ÐBÑs s

(
( (

\

w

\ \

""
: .

No caso em que , e portanto , a igualdade anterior diz-nos que: œ " ; œ _

F .ÐÒ0 ÓÑ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑs(
\

,

onde , que é a conclusão pretendida, desdeÒ1Ó − P Ð\ßIÑ œ P Ð\ßIÑs w __

que se tome . No caso em que , tem-se  e a igualdade1 œ 1 :  " "  œs " "
: ;

referida diz-nos que

F .ÐÒ0 ÓÑ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ(
\

,

desde que se defina , o que é mais uma vez a conclusão1ÐBÑ œ ÐBÑ 1ÐBÑs3 "Î;

pretendida, por ser

( ( (
\ \ \

; ; : wm1ÐBÑm . ÐBÑ œ m1ÐBÑm ÐBÑ . ÐBÑ œ m1ÐBÑm . ÐBÑ  _s s. 3 . . ,

e portanto .Ò1Ó − P Ð\ßIÑ; 

III.7.27 No caso particular em que o(Uma variante trivial no caso ) 1)I œ ‚
espaço de Hilbert , sobre o corpo , é o próprio , naturalmente com oI Š Š
produto interno habitual , no contexto de um espaço de medidaØ+ß ,Ù œ + ‚ ,
5 ` .-finito , para cada par de expoentes conjugados  eÐ\ß ß Ñ " Ÿ : Ÿ _
" Ÿ ; Ÿ _, a aplicação bilinear

P Ð\ß Ñ ‚ P Ð\ß Ñ Ä ÐÒ0 Óß Ò1ÓÑ È ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ: ;Š Š Š, ,

definida em III.7.23, está definida, mais explicitamente por

ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ . ÐBÑ(
\

. .

É claro que, se  e portanto a conjugação é a identidade, temos umaŠ ‘œ
aplicação bilinear

P Ð\ß Ñ ‚ P Ð\ß Ñ Ä ÐÒ0 Óß Ò1ÓÑ È ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ: ;‘ ‘ ‘, ,

definida explicitamente por

ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ . ÐBÑ(
\

. .
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2) Já no caso em que , podemos considerar uma aplicaçãoI œ œŠ ‚
bilinear contínua distinta da anteriormente referida, embora trivialmente
redutível a esta,

P Ð\ß Ñ ‚ P Ð\ß Ñ Ä ÐÒ0 Óß Ò1ÓÑ È ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ: ; w‚ ‚ ‚, ,

definida por

ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ . ÐBÑ œ ØÒ0 Óß Ò1ÓÙw

\
( . .

Em contextos em que não se considera importante examinar a situação geral
dos espaços de Hilbert, é esta a única aplicação bilinear que é costume
considerar, escrevendo-se, consequentemente,  em vez de .ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ ØÒ0 Óß Ò1ÓÙw

3) Como consequência trivial do que verificámos em III.7.24 e III.7.26
vemos que, para cada , tem lugar uma aplicação linearÒ1Ó − P Ð\ß Ñ; ‚
contínua

0 ‚ ‚ 0w : w w
Ò1Ó Ò1ÓÀ P Ð\ß Ñ Ä ÐÒ0 ÓÑ œ ØÒ0 Óß Ò1ÓÙ, ,

portanto , para a qual se tem ainda , e ficamos com0 0 0w w
Ò1Ó Ò1ÓÒ1Ó ;œ m m œ mÒ1Óm

uma aplicação linear contínua injetiva

P Ð\ß Ñ Ä PÐP Ð\ß Ñß Ñ Ò1Ó È; : w
Ò1Ó‚ ‚ ‚ 0, ,

a qual é mesmo um isomorfismo no caso em que  (ou, o que é" Ÿ :  _
equivalente, )."  ; Ÿ _

Como segunda aplicação da decomposição polar de uma medida, referida
em III.7.19, vamos agora definir, de modo simples, o integral de uma
aplicação relativamente a uma medida vetorial. Como preço que temos
que pagar por essa simplificação, apenas examinaremos o caso das
medidas vetoriais com valores num espaço de Hilbert, o que será
suficiente para o que pretendemos. Uma via alternativa, que inclui o caso
das medidas com valores num espaço de Banach, mas que implica um
caminho ligeiramente mais longo, será proposta adiante, como exercício
para o leitor interessado (cf. o exercício III.7.5).

III.7.28 Sejam  e  espaços de Banach,  um espaço de Hilbert eI K J
0À I ‚ J Ä K A − I uma aplicação bilinear contínua, para a qual, para  e
D − J A ‚ D ÐAß DÑ Ð\ß Ñ, usamos a notação  como alternativa a . Sejam 0 `
um espaço mensurável,  uma -medida e  a= ` . = ` ‘À Ä J J œ l lÀ Ä 

medida de variação total de . Dizemos que uma aplicação  é= 0 À\ Ä I
integrável, relativamente a , se, e só se, ela é integrável relativamente a=
. =œ l l e, para uma tal aplicação, pode-se definir o seu integral, relativa-
mente a , que notaremos=
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( (0 ‚ . 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ= =ou

pela condição de se ter

( (0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ . ÐBÑ − K= . ,

onde  é uma aplicação -integrável com  quase sempre,1À\ Ä I m1ÐBÑm œ ".
tal que  (cf. III.7.19).= .œ Ð1Ñ

Dem: Seja  tal que , para cada  eQ   ! m ÐAß DÑm Ÿ QmAmmDm A − I0
D − J 1À\ Ä I m1ÐBÑm œ ". Sendo  uma aplicação -integrável com  quase.
sempre, tal que , vemos que a aplicação topologicamente mensurável= .œ Ð1Ñ

\ Ä K B È 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ,  verifica quase sempre

m0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑm Ÿ Qm0ÐBÑmm1ÐBÑm Ÿ Qm0ÐBÑm,

o que implica que

( ( (m0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ Qm0ÐBÑm . ÐBÑ œ Q m0ÐBÑm . ÐBÑ  _. . . ,

e portanto temos mesmo uma aplicação integrável. O facto de o integral' 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ=  ficar bem definido pela igualdade no enunciado resulta de
que, se também fosse , para outra aplicação -integrável ,= . .œ 1À\ Ä IsÐ1Ñs

tinha-se, por III.7.13,  quase sempre, donde1ÐBÑ œ 1ÐBÑs

( (0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ . ÐBÑs. . .

III.7.29 Usamos o sinal  na notação do integral para sublinhar que este tem‚
implícito uma aplicação bilinear à qual associámos o mesmo sinal. Um caso
particular importante em que essa aplicação bilinear é especialmente natural
é aquele em que  é um espaço de Banach sobre ,  e aK œ I J œŠ Š
aplicação bilinear contínua  é a multiplicação pelos escalares.I ‚ Ä IŠ
Nesse caso usaremos também a notação mais habitual

( 0ÐBÑ . ÐBÑ =

como alternativa a . Repare-se que não há risco de confusão,' 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ=
no caso em que olhamos uma medida positiva finita  como. ` ‘ ŠÀ Ä §

Š . .-medida, uma vez que o integral , quando se olha para ' 0ÐBÑ . ÐBÑ
como medida vetorial, coincide com o integral para a medida positiva
(Reparar que se tem ).. .œ Ð"Ñ

III.7.30  No contexto de III.7.28, tem-se:(Propriedades triviais do integral)
a) Se  são integráveis e  é um escalar, então  e  são0 ß 0 À\ Ä I + 0  0 +0s s
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integráveis e

( ( (
( (

Ð0ÐBÑ  0ÐBÑÑ ‚ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ  0ÐBÑ ‚ . ÐBÑs s

Ð+0ÐBÑÑ ‚ . ÐBÑ œ + 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ

= = =

= =

,

.

b) Se  é tal que  e  é integrável,Q   ! m ÐAß DÑm Ÿ QmAmmDm 0 À\ Ä I0
então

½ ½( (0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ Ÿ Q m0ÐBÑm .l lÐBÑ= = .

c) Se  são aplicações integráveis com  quase0 ß 0 À\ Ä I 0ÐBÑ œ 0ÐBÑs s

sempre (relativamente à medida positiva ) , entãol l= 177

( (0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑs= = .

d) Suponhamos que  é uma aplicação simples e seja  uma0 À\ Ä I Ð\ Ñ4 4−N

família finita de conjuntos mensuráveis disjuntos dois a dois e de união  tal\
que  tenha o valor constante  para . Tem-se então0ÐBÑ A B − \4 4

( "0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ œ A ‚ Ð\ Ñ= =
4−N

4 4 .

Dem: Sendo eja . =œ l l À\ Ä J, s  uma aplicação topologicamente mensu-1
rável, com  quase sempre, tal que . Tem-se então:m1ÐBÑm œ " œ= .Ð1Ñ

a) Trata-se de uma consequência imediata da definição, tendo em conta as
propriedades de linearidade do integral no contexto das medidas positivas.
b) Vem

½ ½ ½ ½( ( (
( (

0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ . ÐBÑ Ÿ m0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑm. ÐBÑ Ÿ

Ÿ Qm0ÐBÑmm1ÐBÑm. ÐBÑ œ Q m0ÐBÑm. ÐBÑ

= . .

. . .

c) Trata-se de uma consequência de que, por ser 0ÐBÑ œ 0ÐBÑs  quase sempre,
tem-se também  quase sempre.0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑs

177Repare-se que os conjuntos mensuráveis  com  não jogam um papelE ÐEÑ œ !=
análogo àquele que é jogado no contexto das medidas positivas, em particular não permi-
tem definir uma noção conveniente da verificação quase sempre de uma propriedade, uma
vez que eles podem conter conjuntos de medida diferente de . A expressão “quase!
sempre” é sempre utilizada relativamente a uma medida positiva apropriada.



396 Cap. III. Espaços funcionais e aplicações

d) Uma vez que, para cada , , obtemosB − \ 0ÐBÑ œ ÐBÑA!
4−N

\ 4ˆ
4

( ("
"(
" (
" "

0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ œ ÐBÑA ‚ . ÐBÑ œ

œ ÐBÑA ‚ 1ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ A ‚ 1ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ A ‚ Ð\ Ñ œ A ‚ Ð\ Ñ

= ˆ =

ˆ .

.

. =

4−N

\ 4

4−N

\ 4

4−N

4
\

4−N 4−N

4 4 4 4Ð1Ñ

4

4

4

. 

O próximo resultado tem uma natureza semelhante mas uma demons-
tração não tão direta.

III.7.31  Sejam  e  espaços de(Linearidade relativamente à medida) I K
Banach,  um espaço de Hilbert e  uma aplicação bilinearJ ÀI ‚ J Ä K0
contínua, para a qual, para  e , usamos a notação  comoA − I D − J A ‚ D
alternativa a . Sejam  um espaço mensurável, 0 ` = = `ÐAß DÑ Ð\ß Ñ ß À Ä Jw

duas -medidas e  um escalar. Se  é integrável relativamente a J + 0À\ Ä I =
e a , então  é também integrável relativamente a  e a  e tem-se= = = =w w0  +

a)

b)

 ,

 .

( ( (
( (

0ÐBÑ ‚ .Ð  ÑÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ

0ÐBÑ ‚ .Ð+ ÑÐBÑ œ + 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ

= = = =

= =

w w

Além disso, qualquer aplicação topologicamente mensurável  é0 À\ Ä I
integrável relativamente à medida vetorial  e!À Ä J`

c) .( 0ÐBÑ .!ÐBÑ œ !

Dem: Suponhamos primeiro que  é uma aplicação simples e seja0 À\ Ä I
Ð\ Ñ4 4−N  uma família finita de conjuntos de  disjuntos dois a dois e de`
união  tal que  tenha o valor constante  para cada .\ 0ÐBÑ A − I B − \4 4

Tem-se então
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( "
" "
( (

0ÐBÑ ‚ .Ð  ÑÐBÑ œ A ‚ Ð  ÑÐ\ Ñ œ

œ A ‚ Ð\ Ñ  A ‚ Ð\ Ñ œ

œ 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ  0ÐBÑ . ÐBÑ

= = = =

= =

= =

w w

4−N

4 4

4−N 4−N

4 4 4 4
w

w

e, analogamente,

( " "
(

0ÐBÑ ‚ .Ð+ ÑÐBÑ œ A ‚ Ð+ ÑÐ\ Ñ œ + A ‚ Ð\ Ñ œ

œ + 0ÐBÑ . ÐBÑ

= = =

=

4−N 4−N

4 4 4 4

.

Suponhamos agora que a aplicação topologicamente mensurável  é0 À\ Ä I
integrável realtivamente a cada uma das medidas vetoriais  e , portanto= =w

também integrável relativamente às medidas positivas  e . Lembrandol l l l= =w

a monotonia do integral das funções positivas relativamente à medida em
II.1.36 e o facto de se ter , para cadal  lÐEÑ Ÿ l lÐEÑ  l lÐEÑ= = = =w w

E − `, vemos que

( (
( (

\ \

w w

\ \

w

m0ÐBÑm .l  lÐBÑ Ÿ m0ÐBÑm .Ðl l  l lÑÐBÑ œ

œ m0ÐBÑm .l lÐBÑ  m0ÐBÑm .l lÐBÑ  _

= = = =

= =

e, analogamente

( ( (
\ \ \

m0ÐBÑm .l+ lÐBÑ œ m0ÐBÑm .Ðl+ll lÑÐBÑ œ l+l m0ÐBÑm .Ðl lÑÐBÑ  _= = = ,

o que implica, em particular, que a aplicação  é também integrável0
relativamente a  e a . Consideremos agora, lembrando II.2.29, um= = = +w

sucessão de aplicações simples  tal que, para cada ,0 À\ Ä I B − \8

0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ m0 ÐBÑm Ÿ #m0ÐBÑm8 8 e , concluímos que esta sucessão é
dominada para qualquer das medidas , ,  e  pelo quel l l l l  l l+ l= = = = =w w

podemos escrever
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( (
Š ‹( (
Š ‹ Š ‹( (

( (

0ÐBÑ ‚ .Ð  Ñ œ 0 ÐBÑ ‚ .Ð  ÑÐBÑ œ

œ 0 ÐBÑ ‚ . ÐBÑ  0 ÐBÑ ‚ . ÐBÑ œ

œ 0 ÐBÑ ‚ . ÐBÑ  0 ÐBÑ ‚ . ÐBÑ œ

œ 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ  0ÐBÑ . Ð

= = = =

= =

= =

= =

w w
8

8 8
w

8 8
w

w

lim

lim

lim lim

BÑ

e, analogamente,

( (
(

(

0ÐBÑ ‚ .Ð+ ÑÐBÑ œ 0 ÐBÑ ‚ .Ð+ ÑÐBÑ œ

œ + 0 ÐBÑ ‚ . ÐBÑ œ

œ + 0ÐBÑ . ÐBÑ

= =

=

=

lim

lim

8

8

,

o que prova a) e b). Quanto a c), também se podia dar uma prova simples do
mesmo tipo, mas é mais fácil notar que se trata de uma consequência de b),
com , uma vez que o facto de qualquer aplicação topologicamente+ œ !
mensurável ser integrável para a medida vetorial  é uma consequência de se!
ter  e de o integral de qualquer função mensurável positiva para al!l œ !
medida positiva  ser igual a , em particular finito.! ! 

Vamos agora utilizar um dos resultados de dualidade para examinar um
análogo do teorema da Riesz em III.4.27, no contexto das medidas veto-
riais definidas nos borelianos de um espaço topológico localmente com-
pacto, separado e de base contável. Como já fizémos anteriormente,
consideramos apenas o caso em que o espaço vetorial envolvido é um
espaço de Hilbert.

III.7.32 Sejam  um espaço topológico localmente compacto e separado e  um\ I
espaço de Banach. Lembremos que o conjunto  de todas asV-Ð\ßIÑ
aplicações contínuas de suporte compacto  é um subespaço0 À\ Ä I
vetorial do espaço de todas as aplicações de  para  (cf. III.4.8). De facto,\ I
lembrando que uma função contínua num compacto é sempre limitada,
V-Ð\ßIÑ é mesmo um subespaço vetorial do espaço de todas as aplicações
limitadas e, como tal, admite uma norma induzida pela norma natural deste,
norma essa que será notada  e que, afastado o caso trivial em quem † m_
\ œ g, está definida por

m0m œ m0ÐBÑm œ m0ÐBÑm_
B−\ B−\
sup max

(lembrar que uma função contínua real atinge um máximo sobre cada com-
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pacto não vazio). Naturalmente, se  tem-se necessariamente  e\ œ g 0 œ !
define-se .m0m œ !_

É conveniente estarmos atentos a uma possível confusão com a notação para
a norma que referimos: No caso em que está definida uma medida de Radon
. V nos borelianos de , cada  tem uma classe de equivalência\ 0 − Ð\ßIÑ-

Ò0 Ó − Q/8=Ð\ßIÑ P Ð\ßIÑ que pertence a  (cf. III.4.9) mas não devemos_

esperar que se tenha necessariamente , uma vez que om0m œ mÒ0 Óm_ _

segundo membro, ao contrário do primeiro, faz intervir a medida , através.
da consideração de propriedades que se verificam quase sempre. O exercício
III.7.6 adiante esclarece melhor esta questão, examinando, em particular,
uma situação em que podemos garantir a igualdade.

III.7.33  Seja  um espaço vetorial sobre ,(Lema geométrico elementar) I Š
igual a  ou , munido de um produto interno, sobre o qual consideramos a‘ ‚
norma associada. Sejam  com  e . Tem-se entãoAß D − I mAm Ÿ " mDm   "

mA  Dm   A 
D

mDm
½ ½.

Dem: Sendo , tem-se  e , pelo que a desigualdadeD œ mDm œ " D œ mDm Ds s sD
mDm

do enunciado ficará estabelecida se verificarmos que é crescente em Ò"ß_Ó
a função

:Ð>Ñ œ mA  >Dm œ ØA  >DßA  >DÙ œ mAm  >  #>dÐØAß DÙÑs s s s# # #

(reparar que  e ). Ora isso resulta de: :Ð"Ñ œ mA  Dm ÐmDmÑ œ mA  Dms # #

que  é derivável em cada  e com: >

:wÐ>Ñ œ #>  #dÐØAß DÙÑ   !s ,

uma vez que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

dÐØAß DÙÑ Ÿ lØAß DÙl Ÿ mAmmDm Ÿ "s s s . 

III.7.34  Sejam  um espaço(O funcional associado a uma medida vetorial) \
topológico localmente compacto, separado e de base contável,  um espaçoI
de Hilbert sobre , igual a  ou , e  uma medida vetorial nosŠ ‘ ‚ = UÀ Ä I\

borelianos de . Podemos então considerar a medida positiva associada\
l lÀ Ä \= U ‘\ , que é uma medida de Radon em , e tem lugar um funcional



400 Cap. III. Espaços funcionais e aplicações

linear associado a ,=

F V Š F == =À Ð\ßIÑ Ä Ð0Ñ œ 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ- , ,(
onde a aplicação bilinear contínua  envolvida é, naturalmente, oI ‚I Ä Š
produto interno.  Além disso:178

a) A aplicação linear  é contínua com normaF V Š=À Ð\ßIÑ Ä-

m m œ l lÐ\ÑF == .
b) O funcional linear positivo  associado à medida positiva  (cf.F =l l= l l

III.4.26) verifica a condição de, para cada  (cf. III.4.25),: V ‘− Ð\ß Ñ- 

F : F Vl l -= =Ð Ñ l Ð0Ñl 0 − Ð\ßIÑ ser o supremo dos números reais , com 
verificando , para cada .m0ÐBÑm Ÿ ÐBÑ B − \:
Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes, afastando desde já o
caso trivial em que , caso em que se tem , e portanto tambémI œ Ö!× œ !=
l l œ != :
1) O facto de  ser uma medida de Radon, isto é de os compactos de l l \=
terem medida finita, resulta de que, como acontece com qualquer medida
vetorial, tem-se mesmo .l lÐ\Ñ  _=
2) Vamos verificar que tem lugar uma aplicação linear F V Š=À Ð\ßIÑ Ä-

definida pela fórmula no enunciado e que esta aplicação é contínua e com
norma .m m Ÿ l lÐ\ÑF ==

  O facto de cada  ser integrável relativamente àSubdem: 0 − Ð\ßIÑV-
medida  resulta de que, por III.4.9,  é integrável relativamente à medida de= 0
Radon . O facto de a aplicação  ser linear resulta dasl l À Ð\ßIÑ Ä= F V Š= -

propriedades de linearidade do integral na alínea a) de III.7.30. Tendo em
conta a alínea b) do mesmo resultado, com , tem-seQ œ "

l Ð0Ñl Ÿ m0ÐBÑm .l lÐBÑ Ÿ m0m .l lÐBÑ œ l lÐ\Ñ m0mF = = == ( (
\ \

_ _,

o que mostra que a aplicação linear  é contínua e comF V Š=À Ð\ßIÑ Ä-

norma .m m Ÿ l lÐ\ÑF ==

3) Tendo em conta III.7.20, sendo , podemos considerar uma apli-. =œ l l
cação -integrável  com , para cada , tal que. 2À\ Ä I m2ÐBÑm œ " B − \
= .œ 0À\ Ä IÐ2Ñ e então, para cada aplicação integrável , relativamente a
=ß

( (0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ œ Ø0ÐBÑß 2ÐBÑÙ .l lÐBÑ= = .

4) Vamos provar a existência, para cada , de uma aplicação$  !
1 − Ð\ßIÑ m1ÐBÑm Ÿ " B − \V-  tal que , para cada , e

178Repare-se que, no caso em que , com a multiplicação como produto interno, e I œ ‘ =
é uma medida positiva finita, esta aplicação linear  não é mais do que a definida emF=

III.4.26.
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( m2ÐBÑ  1ÐBÑm . ÐBÑ . $.

  O teorema de densidade em III.4.14, com , garante aSubdem: : œ "
existência de  tal que1 − Ð\ßIÑs V-

( m2ÐBÑ  1ÐBÑm . ÐBÑ s . $.

Podemos então definir  por1 − Ð\ßIÑV-

1ÐBÑ œ
1ÐBÑ m1ÐBÑm Ÿ "s s

m1ÐBÑm   "s , se 

, se 1ÐBÑs
m1ÐBÑms

(tem restrições contínuas a dois subconjuntos fechados de  de união  e é\ \
nula sempre que  for nula), que verifica , para cada , e,1 m1ÐBÑm Ÿ " B − \s
tendo em conta o lema geométrico III.7.33, vem, para cada ,B − \

m2ÐBÑ  1ÐBÑm Ÿ m2ÐBÑ  1ÐBÑms ,

portanto também

( (m2ÐBÑ  1ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ m2ÐBÑ  1ÐBÑm . ÐBÑ s. . $.

5) Vamos agora verificar, em complemento ao que se viu em 2), que se tem
mesmo , o que terminará a verificação da conclusão de a).m m œ l lÐ\ÑF ==

   Podemos já afastar o caso trivial em que . SejaSubdem: l lÐ\Ñ œ !=
!   l lÐ\Ñ$ =  arbitrário. Tendo em conta o que se viu em 4), existe
1 − Ð\ßIÑ m1m Ÿ " m1ÐBÑ  2ÐBÑm . ÐBÑ V . $- _ com  e . Vemos agora'
que

l lÐ\Ñ œ Ø2ÐBÑß 2ÐBÑÙ . ÐBÑ œ

œ Ø2ÐBÑ  1ÐBÑß 2ÐBÑÙ . ÐBÑ  Ø1ÐBÑß 2ÐBÑÙ . ÐBÑ œ

œ Ø2ÐBÑ  1ÐBÑß 2ÐBÑÙ . ÐBÑ  Ð1Ñ

= .

. .

. F

(
( (
( =

e portanto, por ser

¹ ¹( (
(

Ø2ÐBÑ  1ÐBÑß 2ÐBÑÙ . ÐBÑ Ÿ lØ2ÐBÑ  1ÐBÑß 2ÐBÑÙl . ÐBÑ Ÿ

Ÿ m2ÐBÑ  1ÐBÑm . ÐBÑ 

. .

. $,

vemos que
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l lÐ\Ñ œ ll lÐ\Ñl   l Ð1Ñl= = $ F= ,

em particular , e portanto , donde finalmentel Ð1Ñl  ! 1 Á !F=

l Ð1Ñl

m1m
  l Ð1Ñl  l lÐ\Ñ 

F
F = $

=
=

_
.

6) Vamos justificar finalmente a conclusão de b).
  Seja . Para cada  verificandoSubdem: : V ‘ V− Ð\ß Ñ 0 − Ð\ßIÑ-  -

m0ÐBÑm Ÿ ÐBÑ B − \:  para cada  tem-se

l Ð0 Ñl œ 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ Ÿ m0ÐBÑm . ÐBÑ Ÿ

Ÿ ÐBÑ . ÐBÑ œ Ð Ñ

F = .

: . F :

=

=

¹ ¹( (
( l l .

Resta-nos mostrar que, para cada , existe  verificando$ V ! 0 − Ð\ßIÑ-

m0ÐBÑm Ÿ ÐBÑ B − \: , para cada , tal que

l Ð0 Ñl  Ð Ñ F F : $= =l l ,

para o que podemos afastar o caso trivial em que  e considerar: œ !
Q œ m m  !: _ . Mais uma vez pelo que vimos em 4), podemos considerar
1 − Ð\ßIÑ m1ÐBÑm Ÿ " B − \V- , com , para cada , e

( m2ÐBÑ  1ÐBÑm. ÐBÑ 
Q

.
$

.

Podemos então definir  por , que verifica0 − Ð\ßIÑ 0ÐBÑ œ ÐBÑ1ÐBÑV :-

m0ÐBÑm Ÿ ÐBÑ B − \: , para cada , e de se ter

F : : :

:

: F

l l=

=

Ð Ñ œ ÐBÑ. ÐBÑ œ Ø ÐBÑ2ÐBÑß 2ÐBÑÙ. ÐBÑ œ

œ Ø ÐBÑÐ2ÐBÑ  1ÐBÑÑß 2ÐBÑÙ. ÐBÑ  Ø0ÐBÑß 2ÐBÑÙ. ÐBÑ œ

œ Ø ÐBÑÐ2ÐBÑ  1ÐBÑÑß 2ÐBÑÙ. ÐBÑ  Ð0Ñ

( (
( (
(

. .

. .

. ,

onde

¹ ¹( (
(

(

Ø ÐBÑÐ2ÐBÑ  1ÐBÑÑß 2ÐBÑÙ. ÐBÑ Ÿ lØ ÐBÑÐ2ÐBÑ  1ÐBÑÑß 2ÐBÑÙl. ÐBÑ Ÿ

Ÿ ÐBÑm2ÐBÑ  1ÐBÑm. ÐBÑ Ÿ

Ÿ Q m2ÐBÑ  1ÐBÑm. ÐBÑ 

: :

:

$

. .

.

.

vemos que
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F : F : $ Fl l l l= = =Ð Ñ œ l Ð Ñl   l Ð0Ñl

ou seja , como queríamos.l Ð0 Ñl  Ð Ñ F F : $= =l l 

III.7.35  Nas condições anteriores, fica defi-(Linearidade na medida vetorial)
nida uma aplicação antilinear do espaço das -medidas  para oI À Ä I= U\

espaço das aplicações lineares contínuas , que a  associa .V Š = F-Ð\ßIÑ Ä =

Mais precisamente, dadas medidas vetoriais  e um escalar= = Uß À Ä Iw
\

+ − Š, tem-se

F F F F F= = = = = = +w wœ  œ +, .

Dem: Trata-se de uma consequência direta da linearidade do integral,
relativamente à medida, referida em III.7.31, tendo em atenção o facto de a
aplicação bilinear envolvida, o produto interno, sê-lo enquanto aplicação
I ‚I Ä I ‚I Ä IŠ, e não enquanto aplicação . 

III.7.36  Sejam  um(Versão do teorema de Riesz para medidas vetoriais) \
espaço topológico localmente compacto, separado e de base contável,  umI
espaço de Hilbert sobre , igual a  ou , e  umaŠ ‘ ‚ F V ŠÀ Ð\ßIÑ Ä-

aplicação linear contínua. Existe então uma, e uma só, medida vetorial
= U F FÀ Ä I \ œ\  nos borelianos de  tal que , isto é, tal que, para cada=

0 − Ð\ßIÑV- ,

F =Ð0Ñ œ 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ( .

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes.
1) Vamos começar por provar a unicidade, isto é, que se  são= = Uß À Ä Iw

\

medidas vetoriais tais que , então tem-se .F F = == =œ œw
w

  Tendo em conta a linearidade em III.7.35, que implica queSubdem:
F F F = F= = = = = œ œ ! œ !w w , bastará mostrar que se tem , sempre que .
Ora isso resulta da alínea a) de III.7.34 visto que se tem então

l lÐ\Ñ œ m m œ != F= ,

e portanto, para cada boreliano ,  e .E m ÐEÑm Ÿ l lÐEÑ œ ! ÐEÑ œ != = =
2) Podemos definir, para cada , um elemento ,: V ‘ A : ‘− Ð\ß Ñ Ð Ñ −-  

como sendo o supremo dos , com  verificandol Ð0 Ñl 0 − Ð\ßIÑF V-
m0ÐBÑm Ÿ ÐBÑ B − \: , para cada . Tem-se, além disso,

A : F :Ð Ñ Ÿ m mm m_,

em particular .AÐ!Ñ œ !
  Começamos por notar que existe pelo menos um elementoSubdem:
0 − Ð\ßIÑ m0ÐBÑm Ÿ ÐBÑ B − \V :-  verificando , para cada , nomeadamente
0 œ ! 0 m0m Ÿ m m. Além disso, para cada  nestas condições tem-se ,_ _:
portanto
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l Ð0 Ñl Ÿ m mm0m Ÿ m mm mF F F :_ _

o que garante que o supremo  é finito e verifica e desigualdade enun-A :Ð Ñ
ciada.
3) Se  e , então: V ‘ ‘− Ð\ß Ñ + −-  

A : A :Ð+ Ñ œ + Ð Ñ.

  Podemos já supor , uma vez que o caso  éSubdem: +  ! + œ !
simplesmente a igualdade . Reparemos agora que, para cadaAÐ!Ñ œ !
0 − Ð\ßIÑ m0ÐBÑm Ÿ + ÐBÑ B − \V :-  que verifica , para cada , tem-se
também , para cada , dondem 0ÐBÑm Ÿ ÐBÑ B − \"

+ :

" "

+ +
l Ð0Ñl œ l Ð 0ÑÑ Ÿ Ð ÑF F A : ,

ou seja, , o que implica, tendo em conta a definição del Ð0 Ñl Ÿ + Ð ÑF A :
A : A : A :Ð+ Ñ Ð+ Ñ Ÿ + Ð Ñ como um supremo, que . Para a desigualdade oposta,
reparamos que, utilizando a conclusão a que já chegámos, com  no lugar de"

+

+ + e  no lugar de , pode-se escrever: :

+ Ð Ñ œ + Ð + Ñ Ÿ + Ð+ Ñ œ Ð+ Ñ
" "

+ +
A : A : A : A : .

4) Sendo , tem-se: < V ‘ß − Ð\ß Ñ- 

A : A < A : <Ð Ñ  Ð Ñ Ÿ Ð  Ñ.

  Seja  arbitrário. Podemos considerar ,Subdem: $ V ! 0ß 1 − Ð\ßIÑ-

com  e , para cada , tais quem0ÐBÑm Ÿ ÐBÑ m1ÐBÑm Ÿ ÐBÑ B − \: <

l Ð0 Ñl  Ð Ñ  l Ð1Ñl  Ð Ñ 
# #

F A : F A <
$ $

, .

Consideremos , com  tais que+ß , − l+l œ l,l œ "Š

l Ð0 Ñl œ + Ð0Ñ l Ð1Ñl œ , Ð1ÑF F F F,

(se , tomar  e, caso contrário, tomar  e analoga-FÐ0Ñ œ ! + œ " + œ l Ð0Ñl
Ð0Ñ

F
F

mente para ). Podemos então considerar , para o, 2 œ +0  ,1 − Ð\ßIÑV-
qual se tem, para cada ,B − \

m2ÐBÑm Ÿ m+0ÐBÑm  m,1ÐBÑm œ m0ÐBÑm  m1ÐBÑm Ÿ ÐBÑ  ÐBÑ: <

e vem

F F F F FÐ2Ñ œ + Ð0Ñ  , Ð1Ñ œ l Ð0Ñl  l Ð1Ñl

e portanto

A : < F F A : A < $Ð  Ñ   l Ð2Ñl œ Ð2Ñ  Ð Ñ  Ð Ñ 
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o que implica a desigualdade enunciada, tendo em conta a arbitrariedade de
$.
5) Vamos agora verificar que, para , tem-se mesmo: < V ‘ß − Ð\ß Ñ- 

A : A < A : <Ð Ñ  Ð Ñ œ Ð  Ñ,

faltando-nos portanto apenas provar que

A : < A : A <Ð  Ñ Ÿ Ð Ñ  Ð Ñ.

  Seja  arbitrário, verificando a desigualdadeSubdem: 2 − Ð\ßIÑV-
m2ÐBÑm Ÿ ÐBÑ  ÐBÑ B − \: < , para cada . Consideremos as aplicações
0 ß 1À\ Ä I definidas por

0ÐBÑ œ
2ÐBÑ ÐBÑ  ÐBÑ  !

! ÐBÑ  ÐBÑ œ !

1ÐBÑ œ
2ÐBÑ ÐBÑ  ÐBÑ  !

! ÐBÑ  ÐBÑ œ !




:
: <

<
: <

ÐBÑ
ÐBÑ ÐBÑ

ÐBÑ
ÐBÑ ÐBÑ

, se 

, se 

, se 

, se 

,

: <

: <

: <

: <

que verificam , para cada . Apesar de isso não ser0ÐBÑ  1ÐBÑ œ 2ÐBÑ B − \
eventualmente claro à primeira vista, a aplicação , e portanto também a0
aplicação , é contínua. Com efeito, sendo  o aberto de 1 œ 2  0 Z \
constituído pelos pontos com , a função tem restrição: <ÐBÑ  ÐBÑ  !
contínua a , e portanto é contínua nos pontos de , e a continuidade numZ Z
ponto  resulta da continuidade de  nesse ponto e de se terB − \ Ï Z 2!

0ÐB Ñ œ 2ÐB Ñ œ ! B − \! !  e portanto, para cada ,

m0ÐBÑ  0ÐB Ñm œ m0ÐBÑm Ÿ m2ÐBÑm œ m2ÐBÑ  2ÐB Ñm! ! .

O facto de se ter , sempre que  implica que se tem0ÐBÑ œ 1ÐBÑ œ ! 2ÐBÑ œ !
também  e, por ser , tem-se, para0 ß 1 − Ð\ßIÑ m2ÐBÑm Ÿ ÐBÑ  ÐBÑV : <-

cada ,  e . Vemos agora queB − \ m0ÐBÑm Ÿ ÐBÑ m1ÐBÑm Ÿ ÐBÑ: <

m Ð2Ñm œ m Ð0Ñ  Ð1Ñm Ÿ m Ð0Ñm  m Ð1Ñm Ÿ Ð Ñ  Ð ÑF F F F F A : A < ,

donde, tendo em conta a arbitrariedade de , .2 Ð  Ñ Ÿ Ð Ñ  Ð ÑA : < A : A <
6) Existe uma medida de Radon , com , tal que,. U ‘ . FÀ Ä Ð\Ñ Ÿ m m\ 

para cada ,: V ‘− Ð\ß Ñ- 

A : : .Ð Ñ œ ÐBÑ . ÐBÑ( .

  Tendo em conta III.4.28, a aplicação Subdem: A V ‘ ‘À Ð\ß Ñ Ä-  

definida em 2) admite um único prolongamento a uma aplicação linear
A V ‘ ‘À Ð\ß Ñ Ä- , o qual vai ser um funcional linear positivo, e, por aplica-
ção do teorema de Riesz em III.4.27, podemos considerar uma única medida
de Radon  tal que  para a qual, em particular,  é o. U ‘ A F .À Ä œ Ð\Ñ\  .

supremo dos números reais da forma  com  (cf. aA : A : :Ð Ñ œ Ð Ñ ¡ \
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notação em  nessas condições, tem-seIII.4.10). Uma vez que, para cada :
m m Ÿ " Ÿ m m: A : F_ , e portanto, pelo que se viu em 2), ( ) , concluímos que
. F .Ð\Ñ Ÿ m m, em particular a medida de Radon  é finita. Para cada
: V ‘− Ð\ß Ñ-   tem-se então

A : A : F : : .Ð Ñ œ Ð Ñ œ Ð Ñ œ ÐBÑ . ÐBÑ. ( .

7) Vamos concluir finalmente a existência de uma medida vetorial
= U VÀ Ä I 0 − Ð\ßIÑ\ - tal que, para cada ,

F =Ð0Ñ œ 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ( .

  Para cada , tem-se, considerandoSubdem: 0 − Ð\ßIÑV-
: V ‘ :− Ð\ß Ñ ÐBÑ œ m0ÐBÑm-  , ,

l Ð0 Ñl Ÿ Ð Ñ œ ÐBÑ . ÐBÑ œ mÒ0 ÓmF A : : .( ",

onde a classe de equivalência de  e a norma  são, naturalmente, as0 m † m"
relativas à medida positiva  (que é a única que temos presente). Em.
particular, se  -quase sempre, então , e portanto, se0ÐBÑ œ ! Ð0Ñ œ !. F

0ÐBÑ œ 0ÐBÑ Ð0Ñ œ Ð0Ñs s -quase sempre, então , o que permite definir. F F
uma aplicação linear contínua do espaço vetorial , das classes deG Ð\ßIÑ-

equivalência de elementos de , com a norma , para , que aV Š- "ÐGßIÑ m † m
Ò0 Ó Ð0Ñ G Ð\ßIÑ associa . Uma vez que, por III.4.14,  é um subespaçoF -

vetorial denso de , o teorema de Topolgia sobre a extensão dasP Ð\ßIÑ"

aplicações lineares contínuas garante a existência de uma única aplicação
linear contínua  tal que, para cada ,F Š VÀ P Ð\ßIÑ Ä 0 − Ð\ßIÑ"

-

F FÐÒ0 ÓÑ œ Ð0Ñ. Aplicando agora o resultado de dualidade em III.7.26,
concluímos a existência de  tal que, para cadaÒ1Ó − P Ð\ßIÑ_

Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ" ,

F .ÐÒ0 ÓÑ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ( .

Tendo em conta III.2.23, tem-se também  e portanto podemosÒ1Ó − P Ð\ßIÑ"

considerar a medida vetorial , para a qual= . Uœ À Ä IÐ1Ñ \

F F . =Ð0Ñ œ ÐÒ0 ÓÑ œ Ø0ÐBÑß 1ÐBÑÙ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ( ( . 

III.7.37 (Uma variante trivial no caso , no mesmo espírito que emI œ ‚
III.7.27) 1) No caso particular em que o espaço de Hilbert , sobre o corpoI
Š Š, é o próprio , naturalmente com o produto interno habitual
Ø+ß ,Ù œ + ‚ ,, no contexto de um espaço topológico localmente compacto,
separado e de base contável , para cada medida , o funcional\ À Ä= U Š\
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linear associado , definido em III.7.34, está definido porF V Š Š=À Ð\ß Ñ Ä-

F ==Ð0Ñ œ 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ( ,

onde a aplicação bilinear envolvida é o produto interno, isto é, a aplicação
Š Š Š‚ Ä Ð+ß ,Ñ È + ‚ , definida por . Em particular, no caso em que
Š ‘œ  (e portanto a conjugação é a identidade) o produto interno é
simplesmente a multiplicação  e, de acordo com a convenção em‘ ‘ ‘‚ Ä
III.7.29, podemos escrever simplesmente

F ==Ð0Ñ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ( .

2) Já no caso em que , podemos considerar um funcional linearI œ œŠ ‚
F V ‚ ‚ Fw

-= =À Ð\ß Ñ Ä , distinto de  definido por

F =w
=Ð0Ñ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ( ,

portanto com a multiplicação  como aplicação bilinear envol-‚ ‚ ‚‚ Ä
vida, em vez do produto interno.
Em contextos em que não se considera importante examinar a situação geral
das medidas vetoriais e se examinam portanto apenas as medidas reais e
complexas, é este o funcional linear que é costume considerar, usando-se,
consequentemente, a notação  no lugar de .F F= =

w

3) As propriedades dos funcionais lineares , no espírito de III.7.34, assimFw
=

como o análogo do teroema de Riesz em III.7.36, resultam trivialmente das
propriedades estabelecidas nesse resultado, para os funcionais , desde queF=

reparemos que se tem , onde  é a medida conjugada de , definidaF F = =w
= =œ

em III.7.10.
Esta igualdade resulta simplesmente de que, sendo  e sendo. = =œ l l œ l l
1À\ Ä l1ÐBÑl œ " B − \‚ . uma aplicação -integrável com , para cada , e
= . = .œ œÐ1Ñ Ð1Ñ, tem-se, por III.7.14, , e portanto

F = .

. = F

w

\

\

=

=

Ð0Ñ œ 0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ 1ÐBÑ . ÐBÑ œ

œ 0ÐBÑ 1ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ œ Ð0Ñ

( (
( ( .

Também como consequência da mesma igualdade , vemos que,F Fw
= =œ

diferentemente da situação referida em III.7.35, a aplicação do espaço das
medidas vetoriais complexas para o espaço das aplicações lineares contínuas
V ‚ ‚ = F-

wÐ\ß Ñ Ä , que a  associa , é agora linear, em vez de antilinear.=
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Exercícios

Ex III.7.1  Sejam(Propriedade minimizante da medida de variação total)
Ð\ß Ñ I À Ä I` = ` um espaço mensurável,  um espaço de Banach e  uma
I À Ä-medida. Mostrar que, se  é uma medida positiva tal que, para. ` ‘

cada , , então, para cada , .E − m ÐEÑm Ÿ ÐEÑ E − l lÐEÑ Ÿ ÐEÑ` = . ` = .

Ex III.7.2  Sejam  um espaço(O espaço de Banach das -medidas)I Ð\ß Ñ`
mensurável e  um espaço de Banach. Reparar que, tendo em conta III.7.7,I
III.7.9 e a alínea a) de III.7.6, o conjunto  das -medidas é umMedÐ\ßIÑ I
espaço vetorial.
a) Verificar que   é um espaço vetorial normado desde que seMedÐ\ßIÑ
defina .m m œ l lÐ\Ñ= =
b) Verificar que o espaço vetorial normado  é um espaço deMedÐ\ßIÑ
Banach.
Sugestão generosa: Consideremos uma sucessão de Cauchy de medidas
vetoriais .= `8À Ä I
 1) Mostrar que, para cada ,E − `

m ÐEÑ  ÐEÑm Ÿ l  lÐEÑ Ÿ m  m= = = = = =7 8 7 8 7 8

e deduzir que a sucessão de vetores  de  é de Cauchy, o que permite=8ÐEÑ I
definir  como o limite desta sucessão de vetores.=ÐEÑ − I
 2) Seja  uma família contável de conjuntos de  disjuntos doisÐE Ñ4 4−N `
a dois e notemos  a união dos . Seja  arbitrário e fixemos  talE E  ! 84 !$
que, para , . Mostrar que, para cada parte finita 7ß8   8 m  m Ÿ M! 7 8= = $
de ,N

"
4−M

7 4 8 4 7 8 7 8m ÐE Ñ  ÐE Ñm Ÿ l  lÐEÑ Ÿ m  m= = = = = =

e deduzir, por passagem ao limite, que, se ,8   8!

"
4−M

4 8 4m ÐE Ñ  ÐE Ñm Ÿ= = $(1)

e portanto

" "
4−M 4−M

4 8 4 8m ÐE Ñm Ÿ  m ÐE Ñm Ÿ  l lÐEÑ= $ = $ = ,

o que permite concluir que a família dos  é absolutamente somável.=ÐE Ñ4
Mostrar que, para cada parte finita  de , tem-se, lembrando (1),M N
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m ÐEÑ  ÐE Ñm Ÿ m ÐEÑ  ÐE Ñm 

 m ÐEÑ  ÐEÑm  m ÐE Ñ  ÐE Ñm Ÿ

Ÿ m ÐEÑ  ÐE Ñm  #

= = = =

= = = =

= = $

" "
"

"

4−M 4−M

4 8 8 4

8 4 8 4

4−M

8 8 4

4−M

! !

! !

! !

      

e concluir que, sempre que  contém uma certa parte finita  de ,M M N!

m ÐEÑ  ÐE Ñm Ÿ $= = $"
4−M

4 ,

o que implica que , que é a única propriedade não trivial= =ÐEÑ œ ÐE Ñ!
4−N

4

que é preciso estabelecer para concluir que  é uma medida vetorial.=
 3) Reparar que a fórmula (1), estabelecida em 2), implica que, para cada
8   8!,

m  m œ l  lÐ\Ñ Ÿ= = = = $8 8 ,

concluindo assim que a sucessão das -medidas  converge para aI =8

I Ð\ßIÑ-medida  em .= Med

Ex III.7.3  Sejam  um(Decomposição de Jordan de uma medida real) Ð\ß Ñ`
espaço mensurável e  uma medida real.= ` ‘À Ä
a) Mostrar que existem medidas positivas finitas únicas = = ` ‘  ß À Ä
tais que, para cada ,E − `

= = = = = =ÐEÑ œ ÐEÑ  ÐEÑ l lÐEÑ œ ÐEÑ  ÐEÑ   ,

(diz-se que  e  definem a  de ).= = =  decomposição de Jordan
b) Mostrar que as medidas positivas  e  são mutuamente singulares (cf.= = 

III.3.5).  Considerar uma função  nasSugestão: 0 À\ Ä Ö"ß "× § ‘
condições do corolário III.7.20 e considerar o conjunto  dos  tais queF B − \
0ÐBÑ œ ".
c) Utilizar a conclusão do exercício III.7.1 para mostrar que, dadas medidas
positivas finitas  tais que , para cada. . ` ‘ = . .ß À Ä ÐEÑ œ ÐEÑ  ÐEÑs s

E − E − ÐEÑ Ÿ ÐEÑ ÐEÑ Ÿ ÐEÑs` ` = . = ., então, para cada ,  e  e 

deduzir que, se  e  são mutuamente singulares, então  e .. . . = . =s sœ œ 

Sugestão: Sendo  com  e , considerar umaF − ÐFÑ œ ! Ð\ Ï FÑ œ !s` . .
medida positiva finita  definida por3 ` ‘À Ä 

3 . = . =ÐEÑ œ ÐEÑ  ÐEÑ œ ÐEÑ  ÐEÑs 

e deduzir que  por ser  tanto para  como para3 3œ ! ÐEÑ œ ! E § F
E § \ Ï F.

Ex III.7.4 (Contraexemplo para quem conheça o teorema de Hahn-Banach
— cf. Lang [7]) Consideremos a medida de Lebesgue nos borelianos do
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intervalo . SejaÒ!ß "Ó

GÐÒ!ß "Óß Ñ œ G ÐÒ!ß "Óß Ñ § P ÐÒ!ß "Óß Ñ‘ ‘ ‘-
_

o espaço vetorial das classes de equivalência de funções contínuas
0 À Ò!ß "Ó Ä ‘.
a) Verificar que, para cada função contínua , tem-se0 À Ò!ß "Ó Ä ‘

mÒ0 Óm œ l0ÐBÑl_
B−Ò!ß"Ó
max

(por outras palavras, o supremo essencial coincide, neste caso, com o
supremo e é mesmo um máximo).
b) Verificar que se pode definir uma aplicação linear contínua

F ‘ ‘ FÀ GÐÒ!ß "Óß Ñ Ä ÐÒ0 ÓÑ œ 0Ð"Ñ, ,

onde  é contínua e consideramos em  a norma0 À Ò!ß "Ó Ä GÐÒ!ß "Óß Ñ‘ ‘
m † m_. Utilizando o teorema de Hahn-Banach, concluir a existência de uma
aplicação linear contínua

F ‘ ‘À P ÐÒ!ß "Óß Ñ Ä_

que prolongue FÞ
c) Mostrar que, no entanto, não existe  que “represente” ,Ò1Ó − P ÐÒ!ß "Óß Ñ" ‘ F
isto é, tal que

FÐÒ0 ÓÑ œ 0ÐBÑ1ÐBÑ .B(
!

"

,

para cada .  Se existisse um tal , viria, emÒ0 Ó − P ÐÒ!ß "Óß Ñ Ò1Ó_ ‘ Sugestão:
particular, para cada ,8   "

(
!

"
8B 1ÐBÑ .B œ ",

quando o teorema da convergência dominada implica que aqueles integrais
constituem ums sucessão convergente para .!

Ex III.7.5 (Construção alternativa mais geral do integral para uma medida
vetorial) Sejam ,  e  espaços de Banach e  umaI J K ÀI ‚ J Ä K0
aplicação bilinear contínua, para a qual, para  e , usamos aA − I D − J
notação  como alternativa a . Sejam  um espaçoA‚ D ÐAß DÑ Ð\ß Ñ0 `
mensurável,  uma -medida e  a medida de= ` . = ` ‘À Ä J J œ l lÀ Ä 

variação total de .=
a) Verificar que é possível definir o integral de uma função simples
0 À\ Ä I, relativamente à medida vetorial , por=
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( ( "0 ‚ . œ 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ œ A ‚ Ð\ Ñ − K= = =
4−N

4 4 ,

onde  é uma família finita arbitrária de conjuntos mensuráveis,Ð\ Ñ4 4−N

disjuntos dois a dois e de união  tal que  tenha o valor constante\ 0ÐBÑ
A − I B − \4 4 para cada .  Examinar o que foi feito na secção II.2,Sugestão:
para definir o integral de uma aplicação em escada para uma medida positiva,
reparando que a situação é agora mais simples por não haver conjuntos de
medida infinita,
b) Enunciar e justificar as propriedades de linearidade do integral das
aplicações simples e mostrar que, sendo  tal queQ   !
m ÐAß DÑm Ÿ QmAmmDm A − I D − J0 , para cada  e , tem-se, para cada
aplicação simples ,0 À\ Ä I

½ ½( (0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ Ÿ Q m0ÐBÑm . ÐBÑ= . .

c) Dizemos que uma aplicação  é , relativamente à0 À\ Ä I integrável
medida vetorial , se ela for integrável relativamente à medida positiva=
. =œ l l. Mostrar que para uma tal aplicação, pode-se definir o seu integral

( (0 ‚ . œ 0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ − K= =

como sendo o limite dos integrais , onde  é uma' 0 ÐBÑ ‚ . ÐBÑ Ð0 Ñ8 8 8−= 

sucessão dominada de aplicações simples  (cf. II.2.28, com a0 À\ Ä I8

medida positiva ) tal que, para cada , . Verificar. =œ l l B − \ 0 ÐBÑ Ä 0ÐBÑ8

ainda que as aplicações simples são integráveis e o seu integral, como
definido nesta alínea, coincide com o seu integral definido em a).
Sugestão: Examinar o que foi feito para definir o integral das aplicações
integráveis, para uma medida positiva, em II.2.30.
d) Enunciar e justificar as propriedades de linearidade do integral das aplica-
ções integráveis, relativamente à função integranda.
e) Enunciar e justificar as propriedades de linearidade do integral das aplica-
ções integráveis, relativamente à medida vetorial considerada.
f) Suponhamos agora que partimos de uma medida positiva , que. ` ‘À Ä 

consideramos uma aplicação -integrável  e que consideramos a. 1À\ Ä J
correspondente medida vetorial . Mostrar que, se  é. `Ð1Ñ Ä J 0À\ Ä I

uma aplicação integrável relativamente à medida vetorial  então a.Ð1Ñ

aplicação  é integrável relativamente à medida positiva  e0 ‚ 1À\ Ä K .

( (0ÐBÑ ‚ . ÐBÑ œ 0ÐBÑ ‚ 1ÐBÑ . ÐBÑ. .Ð1Ñ .

Concluir, em particular, que, no caso em que  é um espaço de Hilbert, oJ
integral definido neste exercício coincide com o definido em III.7.28.
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Ex III.7.6 de BanachSejam  um espaço ,  um espaço topológico localmenteI \
compacto, separado e com base contável e  uma medida de. U ‘À Ä\ 

Radon. Seja , com a correspondente classe de equivalência0 − Ð\ßIÑV-
Ò0 Ó − P Ð\ßIÑ_ .
a) Reparar que se tem sempre

mÒ0 Óm Ÿ m0m_ _

e dar um exemplo de uma situação em que esta desigualdade seja estrita.
b) Mostrar que, no caso em que  é uma medida de Radon estritamente.
positiva, por exemplo a medida de Lebesgue nos borelianos de um aberto de
‘8 (cf. o exercício III.4.1), tem-se mesmo

mÒ0 Óm œ m0m_ _.

§8. O integral indefinido revisitado.

Nesta secção vamos examinar um resultado clássico sobre a derivabili-
dade do integral indefinido que complementa os que foram estudados na
secção II.3. Seguimos essencialmente a via utilizada no livro de Rudin
[10], que passa por resultados que implicam o referido e que podem ser
enunciados no contexto mais geral de , embora com as simplificações‘8

que foram possíveis pelo facto de não irmos tão longe como nesse livro.
Nesta secção, e salvo aviso em contrário, a norma que consideraremos em
‘8 será a norma euclidiana, associada ao produto interno usual e conti-
nuaremos a notar  a medida de Lebesgue nos borelianos de .- ‘8

8

I ,II.8.1  Consideremos uma família de bolas abertas  de (Lema)179 F ÐB Ñ< 44
‘8

onde , e seja  a sua união. Para cada real  existe então4 − N [ +  Ð[Ñ-8

uma parte finita  tal que os M § N F ÐB Ñ 3 − M< 33
, com , sejam disjuntos dois a

dois e com

"
3−M

-8 < 3 8
ÐF ÐB ÑÑ 

+

$3
.

Dem: Vamos dividir a demonstração em duas partes:
a) Comecemos por mostrar que, para cada parte finita , existe umaN § N!

parte finita  tal que os M § N! F ÐB Ñ 3 − M< 33
, com , sejam disjuntos dois a dois

e que, para cada , exista  com .4 − N Ï M 3 − M F ÐB Ñ F ÐB Ñ! < 4 $< 34 3
§

  Os casos em que  é vazio ou tem um único elemento sãoSubdem: N!

179Este lema é atribuído a Wiener em Rudin [10].
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triviais, uma vez que podemos tomar . Provemos a nossa afirmaçãoM œ N!

por indução no número de elementos de , para o que supomos a afirmaçãoN!

verdadeira quando  tem  elementos e examinamos o que acontece quandoN 5!

N 5  " 4 − N < Ÿ <! ! ! 4 4 tem  elementos. Consideremos então  tal que  para
!

cada  e apliquemos a hipótese de indução ao conjunto .4 − N N œ N Ï Ö4 ×! ! !
w
!

Existe assim uma parte finita  tal que os M § Nw w w
! F ÐB Ñ 3 − M< 33

, com , sejam
disjuntos dois a dois e que, para cada , exista  com4 − N Ï M 3 − Mw w w

!

F ÐB Ñ F ÐB Ñ F ÐB Ñ  F ÐB Ñ œ g 3 − M< 4 $< 3 < 4 < 34 3 4 ! 3!
§ . No caso em , para cada w,

obtemos trivialmente o resultado pretendido com . No caso emM œ M  Ö4 ×w
!

que existe  tal que  o resultado3 − M F ÐB Ñ  F ÐB Ñ Á gw
< 4 < 34 ! 3!

, obtemos
pretendido com , uma vez que, sendo  um elemento daquela inter-M œ M Cw

secção, vem, para cada B − F ÐB Ñ< 44 !!
,

.ÐB ß BÑ Ÿ .ÐB ß CÑ  .ÐCß B Ñ  .ÐB ß BÑ Ÿ <  #< Ÿ $<3 3 4 4 3 4 3! ! !
,

o que mostra que .F ÐB Ñ F ÐB Ñ< 4 $< 34 ! 3!
§

b) Passamos agora à demonstração do resultado. Tendo em conta a regula-
ridade interior da medida de Lebesgue (cf. a alínea c) de III.4.6), conside-
remos um compacto  tal que . Podemos então considerarO § [ +  ÐOÑ-8

uma parte finita  tal que  esteja contido na união dos N § N O! F ÐB Ñ< 44
 com

4 − N M! e, aplicando o que se viu em a), uma parte finita § N! tal que os
F ÐB Ñ 3 − M 4 − N Ï M< 3 !3

, com , sejam disjuntos dois a dois e que, para cada ,
exista  com . Uma vez que, tendo em conta o3 − M F ÐB Ñ F ÐB Ñ< 4 $< 34 3

§

comportamento da medida de Lebesgue com as translações e as homotetias,
tem-se

- - - -8 8 8 8
8 8Ð Ñ œ Ð Ñ œ $ Ð Ñ œ $ Ð ÑF ÐB Ñ F Ð!Ñ F Ð!Ñ F ÐB Ñ$< 3 $< < < 33 3 3 3

,

e que

O § F ÐB Ñ § F ÐB Ñ. .
4−N 3−M

< 4 $< 3

!

4 3
,

vemos agora que

+  ÐOÑ Ÿ ÐF ÐB ÑÑ œ $ ÐF ÐB ÑÑ- - -8 8 $< 3 8 < 3

3−M 3−M

8" "
3 3

. 

II  um aberto,  uma medida positiva de Radon nos bore-I.8.2 Sejam Y § ‘ .8

lianos de  (cf. III.4.1) e . Sendo  com  para cadaY B − Y <  ! F ÐB Ñ § Y! ! < !!

!  <  < F ÐB Ñ! < !, a bola aberta  está contida na correspondente bola
fechada, que é um compacto contido em , e portanto tem-seY
.ÐF ÐB ÑÑ  _< ! , o que nos permite considerar o quociente

.

-
‘

ÐF ÐB ÑÑ

ÐF ÐB ÑÑ
−

< !

8 < !
,
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que pode ser encarado intuitivamente como uma  da medidadensidade média
. . na bola . Vamos dizer que a medida de Radon  tem F ÐB Ñ< ! densidade nula
no ponto  se se tiverB!

lim
<Ä!

< !

8 < !

.

-

ÐF ÐB ÑÑ

ÐF ÐB ÑÑ
œ !.

Uma observação simples, que nos será por vezes útil, é que, no caso em que
. tem densidade nula em , considerando as bolas fechadas  tem-seB F ÐB Ñ! < !

também

lim
<Ä!

< !

8 < !

.

-

ÐF ÐB ÑÑ

ÐF ÐB ÑÑ
œ !.

Dem: Basta atender a que, por ser  eF ÐB Ñ § F ÐB Ñ< ! #< !

- - -8 #< ! 8 < ! 8 < !
8ÐF ÐB ÑÑ œ Ð#F ÐB ÑÑ œ # ÐF ÐB ÑÑ,

tem-se

. . .

- - -

ÐF ÐB ÑÑ ÐF ÐB ÑÑ ÐF ÐB ÑÑ

ÐF ÐB ÑÑ ÐF ÐB ÑÑ ÐF ÐB ÑÑ
Ÿ œ #

< ! #< ! #< !

8 < ! 8 < ! 8 #< !

8 ,

onde o segundo membro tem limite  quando  tende para .! < ! 

II  um aberto,  uma medidaI.8.3  Sejam (Teorema da densidade nula) Y § ‘ .8

positiva de Radon nos borelianos de  e  um boreliano comY E § Y
. .ÐEÑ œ ! E B − E. Tem-se então que o conjunto , dos pontos  tais que  temw

densidade nula em , é um boreliano tal que  (podemos assimB ÐE Ï E Ñ œ !-8
w

dizer que  os pontos de  são pontos onde  tem densidadequase todos E .
nula).
Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
a) Será cómodo considerarmos uma medida  nos borelianos de , definida. ‘8

por , medida cuja restrição aos borelianos de  é a medida. .ÐEÑ œ ÐE  YÑ Y
. . e que pode ser encarada como a imagem directa da medida  pela inclusão
de  em  (cf. I.5.13).Y ‘8 180

b) Para cada , é mensurável a função , .<  ! E Ä B È ÐF ÐBÑÑ‘ . <

  Trata-se de uma consequência direta do teorema de FubiniSubdem:
para conjuntos (cf. a alínea a) de II.4.6), considerando o produto , emE‚ ‘8

que no primeiro fator se considera a medida induzida pela medida de
Lebesgue nos borelianos de  e no segundo a medida , e considerando o‘ .8

subconjunto aberto, em particular boreliano,  de  constituído pelosG E‚ ‘8

pares  com ,  e .ÐBß CÑ B − E C − mB  Cm  <‘8

c) Para cada , vamos notar  o conjunto dos  tais que existe$  ! E B − E$

<  ! !  <  <" " tal que para cada 

180Observe-se, no entanto, que, ao contrário de , a medida  não é necessariamente uma. .
medida de Radon.
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.

-
$

ÐF ÐBÑÑ

ÐF ÐBÑÑ
Ÿ

<

8 <
.

Tem-se então que  é um boreliano.E$

  Comecemos por notar que, fixado , a condição de seSubdem: <  !"

ter  para todo o real  com  é equivalente à de isso.
-
ÐF ÐBÑÑ
ÐF ÐBÑÑ "

<

8 <
Ÿ < !  <  <$

acontecer para todo o racional  com . Com efeito, se a condição< !  <  <"
se verificar para todo o racional  entre  e , dado um irracional  entre  e< ! < < !"

< =  !" :, podemos considerar uma sucessão crescente de racionais  com
= Ä < F ÐBÑ: < e então o facto de  ser a união da sucessão crescente de bolas
F ÐBÑ ÐF ÐBÑÑ Ä ÐF ÐBÑÑ ÐF ÐBÑÑ Ä ÐF ÐBÑÑ= = < 8 = 8 <: : :

 implica que  e  e. . - -

portanto, por se ter, para cada , , concluímos, por passagem ao: Ÿ
.

-

ÐF ÐBÑÑ

ÐF ÐBÑÑ
=:

8 =:
$

limite, que se tem efetivamente ..
-
ÐF ÐBÑÑ
ÐF ÐBÑÑ

<

8 <
Ÿ $

Uma vez que, pela invariância por translação da medida de Lebesgue, tem-se
- -8 < 8 <ÐF ÐBÑÑ œ ÐF Ð!ÑÑ <  !, concluímos de b) que, para cada , é boreliano
o conjunto  dos  tais que . Concluímos daqui que, paraE B − E Ÿ$

.
-ß<
ÐF ÐBÑÑ
ÐF ÐBÑÑ

<

8 <
$

cada , o conjunto  dos  tais que, para todo o ,<  ! E B − E !  <  <s
" ß< "$ "

.
-
ÐF ÐBÑÑ
ÐF ÐBÑÑ

<

8 <
Ÿ $ é também boreliano, uma vez que, como notado atrás, é a inter-

secção contável dos  com  racional entre  e . Reparando finalmenteE < ! <$ß< "

que  vai ser a união contável dos  com  racional maior que ,E E < !s
$ $ß< ""

podemos concluir que  é efetivamente um boreliano.E$

d) Vamos agora mostrar que, para cada , tem-se .$ - ! ÐE Ï E Ñ œ !8 $

  Seja  arbitrário. Tendo em conta a regularidade exteriorSubdem: &  !
da medida  (cf. a alínea b) de III.4.6), seja  um aberto de , com. ‘Z 8

E § Z § Y ÐZ Ñ  B − E Ï E, tal que . Para cada , depois de considerar. & $

uma bola aberta de centro  contida em , podemos, pela caracterização dosB Z
pontos de , considerar  menor que o respetivo raio de modo que seE <  !$ B

tenha

F ÐBÑ § Z 
ÐF ÐBÑÑ

ÐF ÐBÑÑ
<

<

8 <
B

B

B

, .
.

-
$

Sendo  arbitrário, vem também+  ÐE Ï E Ñ-8 $

+  F ÐBÑ-8 <

B−EÏE

Š ‹.
$

B

pelo que, pelo lema III.8.1, podemos considerar uma parte finita  de M E Ï E$

tal que as bolas abertas  com  sejam disjuntas duas a duas e comF ÐBÑ B − M<B

"
B−M

8 < 8
- ÐF ÐBÑÑ 

+

$B

o que implica que
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+  $ ÐF ÐBÑÑ Ÿ ÐF ÐBÑÑ œ
$

œ F ÐBÑ Ÿ ÐZ Ñ 
$ $ $

8

B−M B−M

8 < <

8

8 8 8

B−M

<

" "
Š ‹.
- .

$

$ $ $
. .

&

B B

B
.

Tendo em conta a arbitrariedade de , concluímos agora que+

-
&

$
8

8

ÐE Ï E Ñ Ÿ
$

$

e portanto, pela arbitrariedade de , .& -8ÐE Ï E Ñ œ !$

e) Reparemos agora que  é um ponto de densidade nula se, e só se,B − E
para todo o ,  o que é trivialmente equivalente à condição de se$  ! B − E$

ter , para todo o . Concluímos assim que , o queB − E 5 − E œ E"Î5 "Î5
w

5−

 +


implica que  é um boreliano e queEw

- - -8 8 8
w

5− 5−

"Î5 "Î5ÐE Ï E Ñ œ E Ï E Ÿ ÐE Ï E Ñ œ !Š ‹. "
 

. 

III.8.4  Sejam (Resultado fundamental para a derivabilidade) Y § ‘8 um
aberto,  um espaço de Banach e  uma aplicação localmenteI 0ÀY Ä I
integrável (cf. III.4.15).
Dado , existe  com e então, para cada ,B − Y <  ! F ÐB Ñ § Y !  <  <! ! < ! !!

a bola aberta  está contida na correspondente bola fechada, que é umF ÐB Ñ< !

compacto contido em , e portanto, por ser também localmente integrável aY
aplicação  tem-seB È 0ÐBÑ  0ÐB Ñ!

(
F ÐB Ñ

! 8
< !

m0ÐBÑ  0ÐB Ñm . ÐBÑ  _- ,

o que nos permite considerar o quociente

"

ÐF ÐB ÑÑ
m0ÐBÑ  0ÐB Ñm . ÐBÑ

-
-

8 < ! F ÐB Ñ
! 8(

< !

,

que pode ser encarado intuitivamente como uma média na bola aberta da
função .B È m0ÐBÑ  0ÐB Ñm!

Existe então um boreliano , com  tal que, para cada] § Y Ð] Ñ œ !-8

B − Y Ï ]! ,

lim
<Ä! 8 < ! F ÐB Ñ

! 8
"

ÐF ÐB ÑÑ
m0ÐBÑ  0ÐB Ñm . ÐBÑ œ !

-
-(

< !

.

Dem: Uma vez que  é separável, podemos considerar uma parte0Ð\Ñ § I
contável densa  de . Para cada  e cada racional , notemosV V0Ð\Ñ A − +  !
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G œ ÖB − Y ± m0ÐBÑ  Am   +×

Y œ Y Ï G œ ÖB − Y ± m0ÐBÑ  Am  +×
Aß+

Aß+ Aß+

,
,

que são borelianos de  e seja  a medida positiva nos borelianos de Y Y.Aß+

definida por

. - ˆ -Aß+ 8 G 8
\G \

Ð\Ñ œ m0ÐBÑ  Am . ÐBÑ œ m0ÐBÑ  Am ÐBÑ . ÐBÑ( (
Aß+

Aß+
,

medida que é uma medida de Radon, uma vez que é localmente integrável a
aplicação  e que se tem portanto, quando  é compacto,B È 0ÐBÑ  A \

. -Aß+ 8
\

Ð\Ñ Ÿ m0ÐBÑ  Am . ÐBÑ  _( .

Para cada  e cada racional , tem-se  pelo queA − +  ! ÐY Ñ œ !V .Aß+ Aß+

podemos aplicar o teorema da densidade nula (cf. III.8.3) para deduzir a
existência de um boreliano  tal que  e que,E § Y ÐY Ï E Ñ œ !Aß+ Aß+ 8 Aß+ Aß+-
para cada , a medida  tenha densidade nula em . Uma vez queB − E BAß+ Aß+.
a classe dos pares , com  e  racional é contável, podemosÐAß +Ñ A − +  !V
considerar o boreliano , com , definido por] § Y Ð] Ñ œ !-8

] œ Y Ï E.
A−

+! +−

Aß+ Aß+

V
,

,

boreliano que vamos mostrar que verifica a condição no enunciado.
Consideremos então . Seja  arbitrário. Fixemos um racionalB − Y Ï ]  !! $
+ !  +  A − m0ÐB Ñ  Am  + tal que  e seja  tal que . Tem-se então$

$ !V

B − Y B Â ] B − E! Aß+ ! ! Aß+ Aß+ e portanto, por ser , . O facto de a medida .
ter densidade nula em  implica a existência de  tal que, para cadaB <  !! "

!  <  <",

.

-

$Aß+ < !

8 < !

ÐF ÐB ÑÑ

ÐF ÐB ÑÑ $
 ,

e portanto

(
( (

(

F ÐB Ñ
8

F ÐB ÑG F ÐB ÑY
8 8

Aß+ < ! 8
F ÐB ÑY

8 < !

< !

< ! Aß+ < ! Aß+Ñ

< ! Aß+Ñ

m0 ÐBÑ  Am . ÐBÑ œ

œ m0ÐBÑ  Am . ÐBÑ  m0ÐBÑ  Am . ÐBÑ Ÿ

Ÿ ÐF ÐB ÑÑ  + . ÐBÑ 

 ÐF ÐB ÑÑ  +
$

-

- -

. -

$
- - -

$
8 < ! 8 < !ÐF ÐB ÑÑ  ÐF ÐB ÑÑ

#

$
,
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donde também

(
(

F ÐB Ñ
! 8

F ÐB Ñ
! 8

8 < ! 8 < ! 8 < !

< !

< !

m0ÐBÑ  0ÐB Ñm . ÐBÑ Ÿ

Ÿ m0ÐBÑ  Am  mA  0ÐB Ñm . ÐBÑ

 ÐF ÐB ÑÑ  + ÐF ÐB ÑÑ  ÐF ÐB ÑÑ
#

$

-

-

$
- - $ - ,

por outras palavras,

"

ÐF ÐB ÑÑ
m0ÐBÑ  0ÐB Ñm . ÐBÑ 

-
- $

8 < ! F ÐB Ñ
! 8(

< !

.

Ficou assim provado que se tem

lim
<Ä! 8 < ! F ÐB Ñ

! 8
"

ÐF ÐB ÑÑ
m0ÐBÑ  0ÐB Ñm . ÐBÑ œ !

-
-(

< !

. 

III.8.5  Nas hipóteses do resultado precedente, existe um boreliano(Corolário)
] § Y Ð] Ñ œ ! B − Y Ï ], com , tal que, para cada ,-8 !

lim
<Ä! 8 < ! F ÐB Ñ

8 !
"

ÐF ÐB ÑÑ
0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐB Ñ

-
-(

< !

.

Dem: Trata-se de uma consequência da conclusão do resultado precedente,
com o mesmo conjunto , bastando reparar que se tem]

½ ½(
½ ½( (
½ (

"

ÐF ÐB ÑÑ
0ÐBÑ . ÐBÑ  0ÐB Ñ œ

œ 0ÐBÑ . ÐBÑ  0ÐB Ñ . ÐBÑ œ
" "

ÐF ÐB ÑÑ ÐF ÐB ÑÑ

œ 0ÐBÑ  0ÐB
"

ÐF ÐB ÑÑ

-
-

- -
- -

-

8 < ! F ÐB Ñ
8 !

8 < ! 8 < !F ÐB Ñ F ÐB Ñ
8 ! 8

8 < ! F ÐB Ñ
!

< !

< ! < !

< !

Ñ . ÐBÑ Ÿ

Ÿ m0ÐBÑ  0ÐB Ñm . ÐBÑ
"

ÐF ÐB ÑÑ

-

-
-

8

8 < ! F ÐB Ñ
! 8

½
(

< !

. 

II  Sejam I.8.6 (Aplicação à derivação do integral indefinido) N œ Ó-ß .Ò § ‘
um intervalo aberto não vazio, com extremidades finitas ou infinitas,  umI
espaço de Banach e  uma aplicação localmente integrável (cf.0 À N Ä I
II.3.1 ou ) . Seja  e consideremos o correspondente integralIII.4.15 181 > − N!

181Voltamos aqui à opção de considerar apenas intervalos abertos como domínios, para
simplificar os enunciados, tendo presente o facto já referido anteriormente de uma função
definida num intervalo fechado numa ou em ambas as extremidades poder ser natural-
mente prolongada a um intervalo aberto que o contém.
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indefinido , definido por0 À N Ä Is

0Ð>Ñ œ 0ÐBÑ .Bs (
>

>

!

(cf. II.3.5). Tem-se então  quase sempre.0 Ð>Ñ œ 0Ð>Ñs w

Dem: Tendo em conta III.8.4, concluímos a existência de um boreliano
] § N Ð] Ñ œ ! > N Ï ], com , tal que, para cada  em ,- "

lim
<Ä! Ó> <ß> <Ò

"


" "

"

#<
m0ÐBÑ  0Ð> Ñm .B œ !( .

Seja . Uma vez que, para cada  com ,> − N Ï ] <  ! Ò>  <ß >  <Ó § N" " "

tem-se

" "

< #<
m0ÐBÑ  0Ð> Ñm .B Ÿ # ‚ m0ÐBÑ  0Ð> Ñm .B

" "

< #<
m0ÐBÑ  0Ð> Ñm .B Ÿ # ‚ m0ÐBÑ  0Ð> Ñm .B

( (Š ‹
( (Š ‹
Ò> ß> <Ò Ó> <ß> <Ò

" "

Ó> <ß> Ó Ó> <ß> <Ò
" "

" " " "

" " " "

,

,

e portanto também

lim

lim

<Ä! Ò> ß> <Ò
"

<Ä! Ó> <ß> Ó
"


" "


" "

"

<
m0ÐBÑ  0Ð> Ñm .B œ !

"

<
m0ÐBÑ  0Ð> Ñm .B œ !

(
(

,

,

deduzimos de se ter

m  0Ð> Ñm œ 0ÐBÑ .B  0Ð> Ñ œ
0Ð>  <Ñ  0Ð> Ñ "s s

< <

œ 0ÐBÑ  0Ð> Ñ .B Ÿ m0ÐBÑ  0Ð> Ñm .B
" "

< <

" "
" "

Ò> ß> <Ò

Ò> ß> <Ò Ò> ß> <Ò
" "

½ ½(
½ ½( (

" "

" " " "

e, do mesmo modo,

m  0Ð> Ñm œ 0ÐBÑ .B  0Ð> Ñ œ
0Ð> Ñ  0Ð>  <Ñ "s s

< <

œ 0ÐBÑ  0Ð> Ñ .B Ÿ m0ÐBÑ  0Ð> Ñm .B
" "

< <

" "
" "

Ó> <ß> Ó

Ó> <ß> Ó Ó> <ß> Ó
" "

½ ½(
½ ½( (

" "

" " " "

que os limites à direita e à esquerda, quando , de> Ä >"

0Ð>Ñ  0Ð> Ñs s

>  >
"

"
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são ambos iguais a , o que mostra que  tem derivada em  igual a0Ð> Ñ 0 >s
" "

0Ð> Ñ" . 

No caso em que a função  é integrável, e não só localmente0 À N Ä I
integrável, existe um enunciado que é trivialmente equivalente ao anterior
e é por vezes de utilização mais natural.

II SejamI.8.7  (Versão alternativa da derivada do integral indefinido)
N œ Ó-ß .Ò § I‘ um intervalo aberto não vazio,  um espaço de Banach e
0 À N Ä I uma aplicação integrável. Podemos então definir uma variante do
integral indefinido , por0̃ À N Ä I

0Ð>Ñ œ ÐÓ-ß >ÓÑ œ 0ÐBÑ .B˜ ,-Ð0Ñ
Ó-ß>Ó

(
que, fixado , se relaciona com o referido em III.8.6 pela condição de> − N!

se ter, para cada ,> − N

0Ð>Ñ œ 0Ð> Ñ  0ÐBÑ .B˜ ˜ .!
>

>(
!

Em consequência, tem-se também  quase sempre.0̃ Ð>Ñ œ 0Ð>Ñ
w

Dem: Tudo o que temos que justificar é a fórmula que relaciona a aplicação
0̃  com o integral indefinido referido em III.8.6, visto que a conclusão será
então uma consequência do resultado referido, tendo em conta o facto de as
constantes terem derivada  e de a derivada de uma soma ser a soma das!
derivadas. Ora, se , tem-se a união disjunta ,>   > Ó-ß >Ó œ Ó-ß > Ó  Ó> ß >Ó! ! !

donde

0Ð>Ñ œ ÐÓ-ß >ÓÑ œ ÐÓ-ß > ÓÑ  ÐÓ> ß >ÓÑ œ 0Ð> Ñ  0ÐBÑ .B˜ ˜- - -Ð0Ñ Ð0Ñ Ð0Ñ! ! !
>

>(
!

e, se , tem-se a união disjunta , donde>  > Ó-ß > Ó œ Ó-ß >Ó  Ó>ß > Ó! ! !

0 Ð> Ñ œ ÐÓ-ß > ÓÑ œ ÐÓ-ß >ÓÑ  ÐÓ>ß > ÓÑ œ 0Ð>Ñ  0ÐBÑ .B˜ ˜
! ! !Ð0Ñ Ð0Ñ Ð0Ñ

>

>

- - - (
!

o que implica, mais uma vez, que

0Ð>Ñ œ 0Ð> Ñ  0ÐBÑ .B˜ ˜ .!
>

>(
!



Podemos perguntarmo-nos o que se poderá dizer sobre a derivabilidade de
uma aplicação definida de modo análoga à aplicação , mas com a medi-0̃
da -absolutamente contínua  substituída por uma medida -singular.- - -Ð0Ñ
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Os resultados estudados nesta secção também nos permitem responder
simplesmente a esta questão.

II Sejam  um intervalo aberto não vazio,  um espaço deI.8.8 N œ Ó-ß .Ò § I‘
Banach e  uma medida vetorial nos borelianos de  que seja -sin-= U -À Ä I N
gular (cf. III.7.15). Sendo  a aplicação definida por2À N Ä I

2Ð>Ñ œ ÐÓ-ß >ÓÑ= ,

tem-se então  quase sempre (relativamente à medida de Lebesgue2 Ð>Ñ œ !w

-).
Dem: Tendo em conta III.7.16, a medida positiva  também él lÀ Ä= U ‘

--singular pelo que podemos considerar um boreliano  tal que] § Nw

- =Ð] Ñ œ ! l lÐN Ï ] Ñ œ !w w e . Tendo em conta o teorema da densidade nula
(cf. III.8.3), existe um boreliano  com  tal que, para] § N Ï ] Ð] Ñ œ !ww w ww-
cada , a medida positiva  tenha densidade nula em .> − ÐN Ï ] Ñ Ï ] l l >" "

w ww =
Sendo , tem-se . Seja .] œ ]  ] Ð] Ñ œ ! > − N Ï ] œ ÐN Ï ] Ñ Ï ]w ww w ww

"-
Tendo em conta a observação em III.8.2, tem-se

lim lim
<Ä! <Ä!

" " < "

< "

l lÐÒ>  <ß >  <ÓÑ l lÐF Ð> ÑÑ

#< ÐF Ð> ÑÑ
œ œ !

= =

-

e, reparando que, para , tem-se , com estes>  > Ó-ß >Ó œ Ó-ß > Ó  Ó> ß >Ó" " "

conjuntos disjuntos, e que, para , tem-se , com>  > Ó-ß > Ó œ Ó-ß >Ó  Ó>ß > Ó" " "

estes conjuntos disjuntos, vemos que

½ ½2Ð>  <Ñ  2Ð> Ñ m ÐÓ-ß >  <ÓÑ  ÐÓ-ß > ÓÑm m ÐÓ> ß >  <ÓÑm

< < <
œ œ Ÿ

Ÿ Ÿ #
l lÐÓ> ß >  <ÓÑ l lÐÒ>  <ß >  <ÓÑ

< #<

" " " " " "

" " " "

= = =

= =

e, do mesmo modo,

½ ½2Ð> Ñ  2Ð>  <Ñ m ÐÓ-ß > ÓÑ  ÐÓ-ß >  <ÓÑm m ÐÓ>  <ß > ÓÑm

< < <
œ œ Ÿ

Ÿ Ÿ #
l lÐÓ>  <ß > ÓÑ l lÐÒ>  <ß >  <ÓÑ

< #<

" " " " " "

" " " "

= = =

= =

pelo que, uma vez que em ambos os casos a expressão à direita tende para !
quando , concluímos que os limites à direita e à esquerda, quando< Ä !
> Ä >", de

2Ð>Ñ  2Ð> Ñ

>  >
"

"

são ambos iguais a , ou seja, .! 2 Ð> Ñ œ !w
" 
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Exercícios

Ex III.8.1  um aberto,  um espaço de Banach e  umaSejam Y § I 0ÀY Ä I‘8

aplicação localmente integrável. Define-se o  de conjunto de Lebesgue 0
como sendo o conjunto  dos pontos  tais queP § Y B − Y0 !

lim
<Ä! 8 < ! F ÐB Ñ

! 8
"

ÐF ÐB ÑÑ
m0ÐBÑ  0ÐB Ñm . ÐBÑ œ !

-
-(

< !

.

Verificar que  é um boreliano (e, portanto, tendo em conta III.8.4,P0

-8 0ÐY Ï P Ñ œ !).
Sugestão: Seguir ideias semelhantes às utilizadas na demonstração de III.8.3,
começando por considerar o prolongamento  de  a  que é nulo fora de0 0 ‘8

Y C − Y.  Como na alínea c) dessa demonstração, mostrar que, para cada ,182

tem-se  se, e só se, para cada racional , existe um racionalC − P  !0 $
<  ! < !  <  <" " tal que, para cada racional , com ,

"

ÐF ÐCÑÑ
m0ÐBÑ  0ÐCÑm . ÐBÑ Ÿ Þ

-
- $

8 < F ÐCÑ
8(

<

Tal como na alínea b) da demonstração referida, utilizar o teorema de Fubini,
agora na versão II.4.9, para mostrar que, para cada , é mensurável a<  !

função ,Y Ä ‘

C È m0ÐBÑ  0ÐCÑm . ÐBÑ(
F ÐCÑ

8
<

- .

Ex III.8.2 Vamos dizer que uma sucessão de borelianos  de  \:
8‘ concentra-se

substancialmente no ponto  se existir uma constante  e umaB − -  !!
8‘

sucessão de reais estritamente positivos  tal que  e< Ä ! \ § F ÐB Ñ: : < !:

-

-
8 :

8 < !

Ð\ Ñ

ÐF ÐB ÑÑ
  -

:

. 183

a) Lembrando que todas as normas de  são equivalentes, mostrar que,‘8

dada outra norma de , sendo  com  e notando  as‘8 w
: : !<< Ä ! <  ! F ÐB Ñ

:

bolas para essa nova norma, a sucessão dos  concentra-seF ÐB Ñw
< !:

substancialmente no ponto .B!

b) Sendo  e  com , mostrar que as sucessões de inter-B − < Ä ! <  !! : :‘
valos  e  concentram-se substancialmente no ponto .ÓB ß B  <Ò ÓB  <ß B Ò B! ! ! ! !

182Prolongamento esse que não é necessariamente localmente integrável.
183Rudin, em [10], utiliza a expressão “shrinks nicely”.



§8. O integral indefinido revisitado 423

c) Mostrar que a sucessão de intervalos  não se concentra substancial-Ó ß Ò" "
:" :

mente no ponto  (apesar de, num sentido óbvio, concentrar-se no ponto ).! !
d) (Alternativa ao resultado fundamental para a derivabilidade) Sejam
Y § I 0ÀY Ä I‘8 um aberto,  um espaço de Banach e  uma aplicação
localmente integrável. Mostrar que existe um boreliano , com] § Y
-8 !Ð] Ñ œ ! B − Y Ï ], tal que, qualquer que seja  e a sucessão de borelianos
\ § Y B: ! que se concentre substancialmente em ,

lim
: 8 : \

! 8
"

Ð\ Ñ
m0ÐBÑ  0ÐB Ñm . ÐBÑ œ !

-
-(

:

,

onde a sucessão está definida para todo o  suficientemente grande. Deduzir:
daqui, como em III.8.5, que para cada , tem-se então tambémB − Y Ï ]!

lim
: 8 : \

8 !
"

Ð\ Ñ
0ÐBÑ . ÐBÑ œ 0ÐB Ñ

-
-(

:

.

Ex III.8.3  Seja  um boreliano.(Pontos de densidade de um boreliano) E § ‘8

Diz-se que um ponto  é um  de  seB − E!
8‘ ponto de densidade

lim
<Ä!

8 < !

8 < !

-

-

ÐE  F ÐB ÑÑ

ÐF ÐB ÑÑ
œ ".

a) Verificar que se  é um ponto interior dum boreliano , então  é umB E B! !

ponto de densidade de .E
b) Utilizar as propriedades de invariância da medida de Lebesgue para
mostrar que, se  é um ponto de densidade de , então  é um ponto deB E B! !

densidade de  e, para cada ,  é um ponto de densidade deE A − A  B‘8
!

A  E.
c) Verificar que  é um ponto de densidade de  se, e só se,B − E!

8‘

lim
<Ä!

8 < !

8 < !

-

-

ÐF ÐB Ñ Ï EÑ

ÐF ÐB ÑÑ
œ !.

d) Deduzir de c) que, se  é um ponto de densidade de cada um deB −!
8‘

dois borelianos  e , então  é também um ponto de densidade de E E B E  Ew w
!

e que, se  é um ponto de densidade dum boreliano  e  é outroB E F ¨ E!

boreliano, então  é também um ponto de densidade de .B F!

e) Deduzir de c) que, se  é um isomorfismo e se  é um ponto de0 ‘ ‘À Ä B8 8
!

densidade de um boreliano , então  é um ponto de densidade de .E ÐB Ñ ÐEÑ0 0!

Sugestão: Sendo  e  o coeficiente de dilatação de , tem-se+ œ m m  ! -0 0"
0

- 0 0 - 0 0 -8 < ! 8 +< ! 8 +< !ÐF Ð ÐB ÑÑ Ï ÐEÑÑ Ÿ Ð ÐF ÐB ÑÑ Ï ÐEÑÑ Ÿ - ÐF ÐB Ñ Ï EÑ0 .

f) Verificar que, se  é um boreliano, então existe um borelianoE § ‘8

] § Ð] Ñ œ ! B − E Ï ]‘ -8
8 !, com , tal que cada  é um ponto de densidade

de  e cada  é um ponto de densidade de  (emE B − Ð Ï EÑ Ï ] Ï E!
8 8‘ ‘
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particular, quase todos os pontos de  são pontos de densidade de ).E E
Sugestão: Aplicar o resultado fundamental III.8.4 à função indicatriz
ˆ ‘ ‘E

8À Ä .
g) Tendo em conta f), mostrar que, se  é um boreliano, então existe umE
ponto de densidade de  se, e só se, .E ÐEÑ  !-8

Ex III.8.4 Sejam  e  dois borelianos e notemos, como é habitual,E § E §‘ ‘8 w 8

E  E œ ÖB  C× E  E œ ÖB  C×w w
B−EßC−E B−EßC−Ew w, .

a) (Um lema) Mostrar que, se  é um ponto de densidade tanto de  como! E
de , então  é um ponto interior de .E ! E Ew w

Sugestão: Começar por fixar  tal que<  !

- -

- -
8 < 8 <

8 < 8 <

wÐF Ð!Ñ  EÑ # ÐF Ð!Ñ  E Ñ #

ÐF Ð!ÑÑ $ ÐF Ð!ÑÑ $
 , ,

e deduzir que se pode fixar  tal que<  <w

- - - -8 < 8 < 8 < 8 <
wÐF Ð!Ñ  EÑ  ÐF Ð!ÑÑ ÐF Ð!Ñ  E Ñ  ÐF Ð!ÑÑ

" "

# #
w w, .

Mostrar então que, se  verifica , então , umaD − mDm  <  < D − E  E‘8 w w

vez que  e  são subconjuntos de  comF Ð!Ñ  E D  ÐF Ð!Ñ  E Ñ F Ð!Ñ< < <
w

w

medidas grandes de mais para poderem ser disjuntos.
b) Deduzir de a) e das propriedades na alínea b) do exercício III.8.3 que, se
B E C E! !

w é um ponto de densidade de  e  é um ponto de densidade de , então
B  C B  C E  E EE! ! ! !

w w e  são pontos de densidade de  e de , respetiva-
mente.184

c) Utilizar b) para obter justificações alternativas para as conclusões das
alíneas b)  e c) do exercício III.5.4.

184Enunciado que inclui a conclusão de a) como caso particular.
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§9. Aplicações de variação limitada e medidas de
Lebesgue-Stieltjes vetoriais.

Nas secções I.3 e I.4 estudámos a medida de Lebesgue-Stieltjes associada
a uma função crescente , definida num intervalo aberto não1À N Ä ‘
vazio , com extremidades finitas ou infinitas. O nosso objectivoN œ Ó-ß .Ò
nesta secção é tentar definir analogamente uma medida de Lebes-
gue-Stieltjes vetorial, associada a uma aplicação , onde  é um1À N Ä I I
espaço de Banach. O facto de limitarmos a nossa atenção aos intervalos
abertos, como domínios da aplicação , tem uma justificação análoga à1
desenvolvida, a propósito das medidas de Lebesgue-Stieltjes ordinárias,
nas observações que sucedem a I.3.11, tendo assim a ver com o pouco
interesse em definir explicitamente medidas que sejam restrição de outras
já definidas em intervalos abertos. Quanto às condições a impor à aplica-
ção , espera-se que exista uma que substitua a de  ser uma função1 1
crescente que no contexto dos espaços vetoriais não faz qualquer sentido.
Essa hipótese será a de que  seja de variação limitada, noção que vamos1
estudar em seguida.

III.9.1 Sejam Ó-ß .Ò § ‘ um intervalo aberto não vazio, com cada extremidade
finita ou infinita,  um espaço de Banach e  uma aplicação.I 1À Ó-ß .Ò Ä I

Definimos a  de  como sendo o supremo  de todasvariação total 1 Z Ð1Ñ − ‘

as somas finitas , onde, para cada ,  pertencem a!
3−M

3 3 3 3m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm 3 +  ,

Ó-ß .Ò Ó+ ß , Ò e os intervalos abertos  são disjuntos dois a dois.3 3

Consideramos também uma função

X À Ó-ß .Ò Ä1 ‘ ,

a que chamaremos  associada a , definindo, para cadafunção variação total 1
B − Ó-ß .Ò X ÐBÑ,  como sendo o supremo de todas as somas finitas1!
3−M

3 3 3 3m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm + ß , − Ó-ß BÓ anteriormente referidas para as quais .

Dados  em , notaremos ainda  o supremo de todasB  C Ó-ß .Ò X ÐBß CÑ −1 ‘
as somas finitas  anteriormente referidas para as quais!

3−M
3 3m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm

+ ß , − ÒBß CÓ3 3 .
Dizemos que  é uma aplicação  se .1 Z Ð1Ñ  _de variação limitada 185

185Tal como já referimos a propósito de outras situações, não haveria dificuldade em
considerar como possíveis domínios das aplicações de variação limitada também
intervalos não necessariamente abertos. Preferimos não o fazer para manter os enunciados
menos pesados e porque o estudo do que se passa com um intervalo que é fechado numa
das sua extremidades, ou em ambas, pode ser reduzido trivialmente ao caso dos intervalos
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III.9.2  Tendo em conta aplica(Nota) ções futuras à construção das medidas de
Lebesgue-Stieltjes, em que se utilizam intervalos semiabertos , é útilÓ+ß ,Ó
observar desde já que, sempre que temos intervalos , com ,Ó+ ß , Ò +  ,3 3 3 3

disjuntos dois a dois, os correspondentes intervalos semiabertos  sãoÓ+ ß , Ó3 3

ainda disjuntos dois a dois.186

Dem:  menor queSe  pertencesse a , com , então, sendo , Ó+ ß , Ó 4 Á 33 4 4 &  !
,  + ,  + ,  Ó+ ß , Ò Ó+ ß , Ò3 3 3 4 3 3 3 4 4 e ,  pertencia simultaneamente a  e a .% 

III.9.3 Sejam (Trivialidades)  um intervalo aberto não vazio,  umÓ-ß .Ò § I‘
espaço de Banach e  uma aplicação. Registamos as seguintes1À Ó-ß .Ò Ä I
propriedades que são todas consequências do facto de o supremo de um
conjunto não vazio contido em  ser maior ou igual ao supremo de‘

qualquer dos seus subconjuntos não vazios:
a) Se , tem-se- Ÿ -  . Ÿ .w w

Z Ð1 Ñ Ÿ Z Ð1ÑÎÓ- ß. Òw w ,

em particular, se  é de variação limitada, o mesmo acontece a .1 1ÎÓ- ß. Òw w

b) Para cada , tem-se+ − Ó-ß .Ò

Z Ð1 Ñ Ÿ X Ð+Ñ Ÿ Z Ð1ÑÎÓ-ß+Ò 1 ,

em particular podemos escrever .X À Ó-ß .Ò Ä Ò!ß Z Ð1ÑÓ1

c) Se  em , tem-seB  C Ó-ß .Ò

m1ÐCÑ  1ÐBÑm Ÿ X ÐBß CÑ Ÿ X ÐCÑ

X ÐBÑ Ÿ Z Ð1 Ñ Ÿ X ÐCÑ
1 1

1 1ÎÓ-ßCÒ

,
,

em particular a função  é crescente (no sentido lato).X À Ó-ß .Ò Ä Ò!ß Z Ð1ÑÓ1

III.9.4  Sejam (Exemplos) Ó-ß .Ò § I‘ um intervalo aberto não vazio,  um
espaço de Banach e  uma aplicação.1À Ó-ß .Ò Ä I
a) Se  é constante, então  é de variação limitada e .1 1 Z Ð1Ñ œ !
b) Se  e  é uma função crescente e limitada, então  é de variaçãoI œ 1 1‘
limitada e, notando  e  os limites laterais nas extremidades,1Ð- Ñ 1Ð. Ñ 

Z Ð1Ñ œ 1Ð. Ñ  1Ð- Ñ  .

c) Suponhamos que  é derivável em cada , e que a derivada1 B − Ó-ß .Ò
1 À Ó-ß .Ò Ä I 1w  é contínua e integrável. Então  é de variação limitada e

abertos, considerando um prolongamento ao intervalo em que as extremidades em
questão são infinitas que é constante na aderência cada um dos intervalos acrescentados.
Por exemplo, o estudo duma aplicação  de domínio , com  e  finito ou1 Ó-ß .Ó . − -‘
infinito, fica reduzido ao estudo do seu prolongamento a  que toma o valor Ó-ß _Ò 1Ð.Ñ
para cada .B  .
186Já os intervalos fechados  não teriam que o ser.Ò+ ß , Ó3 3
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Z Ð1Ñ Ÿ m1 ÐBÑm .B(
Ó-ß.Ò

w . 187

Dem:  Temos uma consequência do facto de para cada família de interva-a)
los abertos  nas condições da definição ser  paraÓ+ ß , Ò m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm œ !3 3 3 3

cada .3
b) Vamos começar por mostrar que, para cada família finita não vazia
ÐÓ+ ß , ÒÑ +  , Ó-ß .Ò3 3 3−M 3 3, de intervalos abertos disjuntos dois a dois, com  em ,
tem-se

"
3−M

3 3
Ð1Ð, Ñ  1Ð+ ÑÑ Ÿ 1Ð,Ñ  1Ð- Ñ,

onde  é o maior dos . Mostramos isso por indução no número de, ,3
elementos de , o caso em que  tem  elemento sendo uma consequência deM M "
ser  e . Suponhamos o resultado válido quando  tem , œ , 1Ð+ Ñ   1Ð- Ñ M :3 3



elementos e vejamos o que se pode dizer quando  tem  elementos.M :  "
Lembrando que, como referido na nota III.9.2, os intervalos  são aindaÓ+ ß , Ó3 3

disjuntos dois a dois, seja  o índice para o qual  é máximo e reparemos3 ,! 3

que, para cada , tem que ser . Sendo  o maior dos 3 Á 3 , Ÿ + , Ÿ + ,! 3 3 3 3
w

! !

com , obtemos, aplicando a hipótese de indução,3 Á 3!

" "
3−M

3 3 3 3 3

3Á3

3
w  

Ð1Ð, Ñ  1Ð+ ÑÑ œ 1Ð,Ñ  1Ð+ Ñ  Ð1Ð, Ñ  1Ð+ ÑÑ Ÿ

Ÿ 1Ð,Ñ  1Ð+ Ñ  1Ð, Ñ  1Ð- Ñ Ÿ 1Ð,Ñ  1Ð- Ñ

!

!

!
,

o que termina a prova por indução. Uma vez que para cada família nas
condições referidas tem-se

" "
3−M 3−M

3 3 3 3
  | | ,1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ œ Ð1Ð, Ñ  1Ð+ ÑÑ Ÿ 1Ð,Ñ  1Ð- Ñ Ÿ 1Ð. Ñ  1Ð- Ñ

obtemos, por passagem ao supremo,

Z Ð1Ñ Ÿ 1Ð. Ñ  1Ð- Ñ  ,

em particular . Seja agora  arbitrário. Podemos entãoZ Ð1Ñ  _  !$
considerar  em  tais que+  , Ó-ß .Ò

1Ð+Ñ  1Ð- Ñ  1Ð,Ñ  1Ð. Ñ 
# #

 $ $
, ,

e tem-se então

187De facto, pode-se provar que esta desigualdade é mesmo uma igualdade, mas é mais
fácil verificar isso depois de estudarmos as medidas de Lebesgue-Stieltjes vetoriais.
Propomos esse resultado como exercício no fim da secção (cf. o exercício III.9.6).
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Z Ð1Ñ   l1Ð,Ñ  1Ð+Ñl œ 1Ð,Ñ  1Ð+Ñ  1Ð. Ñ  1Ð- Ñ   $,

donde, tendo em conta a arbitrariedade de ,$

Z Ð1Ñ   1Ð. Ñ  1Ð- Ñ  ,

o que garante a igualdade dos dois membros.
c) Consideremos uma família finita , de intervalos abertosÐÓ+ ß , ÒÑ3 3 3−M

disjuntos dois a dois, com  em . Tem-se então+  , Ó-ß .Ò3 3

m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm œ 1 ÐBÑ .B Ÿ m1 ÐBÑm .B3 3
Ó+ ß, Ò Ó+ ß, Ò

w w½ ½( (
3 3 3 3

,

donde

" "( (
(

3−M 3−M

3 3
Ó+ ß, Ò Ó+ ß, Ò

w w

Ó-ß.Ò

w

m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ m1 ÐBÑm .B œ m1 ÐBÑm .B

Ÿ m1 ÐBÑm .B

3 3 3 3-
,

pelo que, considerando o supremo das somas finitas no segundo membro,
obtemos a desigualdade pretendida. 

III.9.5  Sejam (Linearidade) Ó-ß .Ò § I‘ um intervalo aberto não vazio e  um
espaço de Banach. Se  são aplicações de variação limitada e 1ß 2À Ó-ß .Ò Ä I +
é um escalar de , então  e  são também de variação limitada eI 1  2 +1

Z Ð1  2Ñ Ÿ Z Ð1Ñ  Z Ð2Ñ Z Ð+1Ñ œ l+lZ Ð1Ñ, .

Dem: Consideremos uma família finita , de intervalos abertosÐÓ+ ß , ÒÑ3 3 3−M

disjuntos dois a dois, com  em . Tem-se então+  , Ó-ß .Ò3 3

mÐ1  2ÑÐ, Ñ  Ð1  2ÑÐ+ Ñm œ mÐ1Ð, Ñ  1Ð+ ÑÑ  Ð2Ð, Ñ  2Ð+ ÑÑm Ÿ

Ÿ m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m2Ð, Ñ  2Ð+ Ñm
3 3 3 3 3 3

3 3 3 3

donde

"
" "3−M

3 3

3−M 3−M

3 3 3 3

mÐ1  2ÑÐ, Ñ  Ð1  2ÑÐ+ Ñm Ÿ

Ÿ m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m2Ð, Ñ  2Ð+ Ñm Ÿ Z Ð1Ñ  Z Ð2Ñ,

e portanto, considerando o supremo das somas no primeiro membro,

Z Ð1  2Ñ Ÿ Z Ð1Ñ  Z Ð2Ñ.

Analogamente,
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" "
3−M 3−M

3 3 3 3m+1Ð, Ñ  +1Ð+ Ñm œ l+l m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ l+l Z Ð1Ñ,

donde . No caso em que  temos automaticamente aZ Ð+1Ñ Ÿ l+l Z Ð1Ñ + œ !
igualdade e, se , temos também a igualdade, uma vez que a+ Á !
desigualdade oposta deduz-se da anterior, reparando que

l+l Z Ð1Ñ œ l+l Z Ð + 1Ñ Ÿ l+l l l Z Ð+1Ñ œ Z Ð+1Ñ
" "

+ +
. 

III.9.6  Sejam (Exemplo) Ó-ß .Ò § ‘ um intervalo aberto não vazio e
1À Ó-ß .Ò Ä 1‘ uma função decrescente e limitada. Tem-se então que  é de
variação limitada e

Z Ð1Ñ œ 1Ð- Ñ  1Ð. Ñ  .

Dem: Trata-se de uma consequência de aplicar o que foi visto na alínea b) do
exemplo III.9.4 à aplicação crescente e limitada , para a qual1À Ó-ß .Ò Ä ‘
se tem .Z Ð1Ñ œ Z Ð1Ñ 

Os próximos resultados estabelecem algumas relações entre as quantida-
des ,  e  introduzidas em III.9.1, que complementam asX ÐBÑ X ÐBß CÑ Z Ð1Ñ1 1

desigualdades triviais referidas em III.9.3.

III.9.7 Sejam Ó-ß .Ò § I‘ um intervalo aberto não vazio,  um espaço de Banach
e  uma aplicação. Tem-se, para cada  em ,1À Ó-ß .Ò Ä I B  C Ó-ß .Ò

X ÐCÑ œ X ÐBÑ  X ÐBß CÑ1 1 1 .

Além disso,  é tanto o supremo dos , com  em , comoZ Ð1Ñ X ÐBß CÑ B  C Ó-ß .Ò1

o supremo dos , com , e portanto tambémX ÐCÑ C − Ó-ß .Ò1
188

Z Ð1Ñ œ X ÐCÑlim
CÄ.

1


.

Dem: Seja  em . Seja  uma família finita arbitrária deB  C Ó-ß .Ò ÐÓ+ ß , ÒÑ4 4 4−N

intervalos abertos disjuntos dois a dois, com  em . Seja  o+  , Ó-ß CÓ N4 4
w

conjunto dos  tais que  e  o conjunto daqueles para os quais4 − N , Ÿ B N4
ww

+   B B Ó+ ß , Ò N N N4 4 4
w ww. Se  não pertence a nenhum ,  é a união disjunta de  e ,

donde

" " "
4−N 4−N 4−N

4 4 4 4 4 4

1 1

m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm œ m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ

Ÿ X ÐBÑ  X ÐBß CÑ

w ww

.

188Como acontece com o limite à esquerda de qualquer função crescente.
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Se existe  tal que ,  é a união disjunta de ,  e  e4 B − Ó+ ß , Ò N N N Ö4 ×! 4 4 !
w ww

! !

portanto também

" "
"

Š ‹"
Š"

4−N 4−N

1 4 4 4

4−N

4 4 4 4

4−N

4 4 4

4−N

m ÐE Ñm œ m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm 

 m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ

Ÿ m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m1ÐBÑ  1Ð+ Ñm 

 m1Ð

=
w

ww

! !

w

!

ww

      

      , Ñ  1Ð+ Ñm  m1Ð, Ñ  1ÐBÑm Ÿ

Ÿ X ÐBÑ  X ÐBß CÑ

4 4 4

1 1

! ‹
.

Tendo em conta a arbitrariedade da família dos , concluímos queÓ+ ß , Ò4 4

X ÐCÑ Ÿ X ÐBÑ  X ÐBß CÑ1 1 1 ,   (1)

o que implica já a igualdade desejada no caso em que . Supo-X ÐCÑ œ _1

nhamos agora que , o que implica que se tem tambémX ÐCÑ  _1

X ÐBÑ  _ X ÐBß CÑ  _  !1 1 e . Seja  arbirário. Consideremos uma$
família finita  de intervalos abertos disjuntos dois a dois comÐÓ+ ß , ÒÑw w

5 5 5−O

+  , Ó-ß BÓ ÐÓ+ ß , ÒÑw w ww ww
5 5 3 3 3−M em  e uma família finita  de intervalos abertos

disjuntos dois a dois com  em  tais que+  , ÒBß CÓww ww
3 3

" "
5−O 3−M

w w ww ww
5 5 3 31 1m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  X ÐBÑ  m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  X ÐBß CÑ 

# #

$ $
, .

Considerando então a família formada pelos intervalos  e pelosÓ+ ß , Òw w
5 5

intervalos , todos disjuntos dois a dois e com extremidades em ,Ó+ ß , Ò Ó+ß CÓww ww
3 3

concluímos que

X ÐCÑ   m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  X ÐBÑ  X ÐBß CÑ 1 1 1

5−O 3−M

w w ww ww
5 5 3 3" " $,

portanto, tendo em conta a arbitrariedade de ,$

X ÐCÑ   X ÐBÑ  X ÐBß CÑ1 1 1 ,

o que, combinado com (1), garante que .X ÐCÑ œ X ÐBÑ  X ÐBß CÑ1 1 1

Já sabemos que

X ÐBß CÑ Ÿ X ÐCÑ Ÿ Z Ð1Ñ1 1 ,

para cada  em . Seja agora  arbitrário. Por definição,B  C Ó-ß .Ò 5  Z Ð1Ñ
existe uma família finita de intervalos abertos disjuntos dois a dois
ÐÓ+ ß , ÒÑ +  , Ó-ß .Ò3 3 3−M 3 3, com  em , tal que
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"
3−M

3 3m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  5

e, sendo  o menor dos  e  o maior dos , tem-se queB − Ó-ß .Ò + C − Ó-ß .Ò ,3 3

todas a extremidades estão em , o que implica queÒBß CÓ

X ÐCÑ   X ÐBß CÑ   m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  51 1 3 3

3−M

" .

Ficou assim provado que  é efetivamente o supremo dos  e oZ Ð1Ñ X ÐBß CÑ1

supremo dos .X ÐCÑ1 

III.9.8 Sejam Ó-ß .Ò § I‘ um intervalo aberto não vazio,  um espaço de Banach,
1À Ó-ß .Ò Ä I + − Ó-ß .Ò 1 uma aplicação e  tal que  tenha limite à esquerda no
ponto , que notaremos . Tem-se então+ 1Ð+ Ñ

X Ð+Ñ œ Z Ð1 Ñ  m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm1 ÎÓ-ß+Ò
 .

Dem: Vamos começar por verificar que se tem

X Ð+Ñ Ÿ Z Ð1 Ñ  m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm1 ÎÓ-ß+Ò
 ,   (1)

para o que podemos já supor que o segundo membro é finito. Seja
ÐÓ+ ß , ÒÑ3 3 3−M  uma família finita de intervalos abertos disjuntos dois a dois, com
+  , Ó-ß +Ó , +3 3 3 em . Se nenhum dos  é igual a , tem-se

"
3−M

3 3 ÎÓ-ß+Ò ÎÓ-ß+Ò
m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ Z Ð1 Ñ Ÿ Z Ð1 Ñ  m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm.

Se , escolhamos uma sucessão de elementos  com+ œ , B − Ó+ ß , Ò3 8 3 3! ! !

B Ä + 8 Ó+ ß , Ò 3 Á 38 3 3 !. Reparando que, para cada  os intervalos , com , e
Ó+ ß B Ò Ó-ß +Ò3 8!

 são disjuntos dois a dois e têm as extremidades contidas em ,
podemos escrever

" "
"3−M

3 3 3 3 3

3Á3

3Á3

3 3 8 3

8 8ÎÓ-ß+Ò

m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm œ m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ

Ÿ m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m1ÐB Ñ  1Ð+ Ñm 

 m1Ð+Ñ  1ÐB Ñm Ÿ Z Ð1 Ñ  m1Ð+Ñ  1ÐB Ñm

!

!

!

!

   

e portanto, por ser , mais uma vez,m1Ð+Ñ  1ÐB Ñm Ä m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm8


"
3−M

3 3 ÎÓ-ß+Ò
m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ Z Ð1 Ñ  m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm.

Tendo em conta a arbitrariedade da família dos , podemos assimÓ+ ß , Ò3 3

concluir a desigualdade (1).
Vamos agora provar a desigualdade oposta, para o que podemos já supor que
X Ð+Ñ  _ ÐÓ+ ß , ÒÑ1 3 3 3−M. Seja  uma família finita de intervalos abertos
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disjuntos dois a dois e com extremidades em . Consideremos umaÓ-ß +Ò
sucessão , com cada  menor que  e maior que o máximo dos .B Ä + B + ,8 8 3

Uma vez que, para cada , a família constituída pelos  e por  é8 Ó+ ß , Ò ÓB ß +Ò3 3 8

formada por intervalos abertos disjuntos dois a dois e com extremidades em
Ó-ß +Ó, podemos escrever

"
3−M

3 3 8 1m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m1Ð+Ñ  1ÐB Ñm Ÿ X Ð+Ñ,

donde, uma vez que ,m1Ð+Ñ  1ÐB Ñm Ä m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm8


"
"3−M

3 3 1


3−M

3 3 1


m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ X Ð+Ñ

m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ X Ð+Ñ  m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm

,

,

o que, tendo em conta a arbitrariedade da família dos , implica queÓ+ ß , Ò3 3

Z Ð1 Ñ Ÿ X Ð+Ñ  m1Ð+Ñ  1Ð+ ÑmÎÓ-ß+Ò 1
 ,

e portanto, como queríamos,

X Ð+Ñ   Z Ð1 Ñ  m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm1 ÎÓ-ß+Ò
 . 

III.9.9 Sejam Ó-ß .Ò § I‘ um intervalo aberto não vazio,  um espaço de Banach,
1À Ó-ß .Ò Ä I B  C Ó-ß .Ò 1 uma aplicação, e  em  tais que  tenha limite à
direita no ponto , que notaremos . Tem-se entãoB 1ÐB Ñ

X ÐBß CÑ œ X ÐCÑ  m1ÐB Ñ  1ÐBÑm1 1


ÎÓBß.Ò

e portanto, no caso em que  também tem limite à esquerda no ponto ,1 C

X ÐBß CÑ œ Z Ð1 Ñ  m1ÐCÑ  1ÐC Ñm  m1ÐB Ñ  1ÐBÑm1 ÎÓBßCÒ
  .

Dem: Vamos começar por verificar que se tem

X ÐBß CÑ Ÿ X ÐCÑ  m1ÐB Ñ  1ÐBÑm1 1


ÎÓBß.Ò
,   (1)

para o que podemos já supor que o segundo membro é finito. Seja
ÐÓ+ ß , ÒÑ3 3 3−M  uma família finita de intervalos abertos disjuntos dois a dois com
+  , ÒBß CÓ + B3 3 3 em  Se nenhum dos  é igual a , tem-se

"
3−M

3 3 1 1
m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ X ÐCÑ Ÿ X ÐCÑ  m1ÐB Ñ  1ÐBÑm

ÎÓBß.Ò ÎÓBß.Ò
.

Se , escolhamos uma sucessão de elementos  comB œ + B − Ó+ ß , Ò3 8 3 3! ! !

B Ä B 8 Ó+ ß , Ò 3 Á 38 3 3 !. Reparando que, para cada  os intervalos , com , e
ÓB ß , Ò ÓBß CÓ8 3!  são disjuntos dois a dois e têm as extremidades em , podemos
escrever
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" "
"3−M

3 3 3 3 3

3Á3

3Á3

3 3 3 8

8 1 8

m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm œ m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m1Ð, Ñ  1ÐBÑm Ÿ

Ÿ m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m1Ð, Ñ  1ÐB Ñm 

 m1ÐB Ñ  1ÐBÑm Ÿ X ÐCÑ  m1ÐB Ñ  1ÐBÑm

!

!

!

!

ÎÓBß.Ò
   

e portanto, por ser , mais uma vez,m1ÐB Ñ  1ÐBÑm Ä m1ÐB Ñ  1ÐBÑm8


"
3−M

3 3 1
m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ X ÐCÑ  m1ÐB Ñ  1ÐBÑm

ÎÓBß.Ò
.

Tendo em conta a arbitrariedade da família dos , podemos assimÓ+ ß , Ò3 3

concluir a desigualdade (1).
Vamos agora provar a desigualdade oposta, para o que podemos já supor que
X ÐBß CÑ  _ ÐÓ+ ß , ÒÑ1 3 3 3−M. Seja  uma família finita de intervalos abertos
disjuntos dois a dois com  em . Consideremos uma sucessão+  , ÓBß CÓ3 3

B Ä B B B +8 8 3, com cada  maior que  e menor que o mínimo dos . Uma vez
que, para cada , a família constituída pelos  e por  é formada8 Ó+ ß , Ò ÓBß B Ò3 3 8

por intervalos abertos disjuntos dois a dois e com extremidades em ,ÒBß CÓ
podemos escrever

"
3−M

3 3 8 1m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m1ÐB Ñ  1ÐBÑm Ÿ X ÐBß CÑ,

donde, uma vez que ,m1ÐB Ñ  1ÐBÑm Ä m1ÐB Ñ  1ÐBÑm8


"
"3−M

3 3 1


3−M

3 3 1


m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m1ÐB Ñ  1ÐBÑm Ÿ X ÐBß CÑ

m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ X ÐBß CÑ  m1ÐB Ñ  1ÐBÑm

,

,

o que, tendo em conta a arbitrariedade da família dos , implica queÓ+ ß , Ò3 3

X ÐCÑ Ÿ X ÐBß CÑ  m1ÐB Ñ  1ÐBÑm1 1


ÎÓBß.Ò
,

e portanto, como queríamos,

X ÐBß CÑ   X ÐCÑ  m1ÐB Ñ  1ÐBÑm1 1


ÎÓBß.Ò
.

A segunda igualdade no enunciado resulta da primeira, por III.9.8. 

III.9.10 Sejam (O caso da aplicação de variação limitada)  um inter-Ó-ß .Ò § ‘
valo aberto não vazio,  um espaço de Banach e  uma aplicaçãoI 1À Ó-ß .Ò Ä I
de variação limitada. Tem-se então:
a) A função crescente, no sentido lato, , que jáX À Ó-ß .Ò Ä Ò!ß Z Ð1ÑÓ §1 ‘
sabemos verificar , verifica também .lim lim

BÄ.
1 1

BÄ-
X ÐBÑ œ Z Ð1Ñ X ÐBÑ œ !

b) Para cada , a aplicação  admite limite lateral à direita em , que+ − Ò-ß .Ò 1 +
notaremos  e, para cada ,  admite limite lateral à esquerda em1Ð+ Ñ + − Ó-ß .Ó 1
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+ 1Ð+ Ñ, que notaremos .

c) Para cada , tem-se+ − Ó-ß .Ò

X Ð+ Ñ œ X ÐBÑ œ X Ð+Ñ  m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm1 1 1
 

BÄ+
lim


,

em particular,  é contínua à esquerda no ponto  se, e só se,  é contínua àX + 11

esquerda no ponto .+
d) Para cada , tem-se+ − Ó-ß .Ò

X Ð+ Ñ œ X ÐBÑ œ X Ð+Ñ  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm1 1 1
 

BÄ+
lim


,

em particular,  é contínua à direita no ponto  se, e só se,  é contínua àX + 11

direita no ponto .+
e) O conjunto dos pontos de  onde  não é contínua é contável.Ó-ß .Ò 1
Dem:  Seja  arbitrário. Consideremos uma família finita a) $  ! ÐÓ+ ß , ÒÑ3 3 3−M

de intervalos abertos disjuntos dois a dois e com  em , tal que+  , Ó-ß .Ò3 3

"
3−M

3 3m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  Z Ð1Ñ  $.

Sendo  o menor dos  e  o maior dos , podemos escrever+ − Ó-ß .Ò + , − Ó-ß .Ò ,3 3

Z Ð1Ñ   m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ X Ð+ß ,Ñ œ X Ð,Ñ  X Ð+Ñ$ "
3−M

3 3 1 1 1

e portanto, para cada ,B  +

X ÐBÑ Ÿ X Ð+Ñ  X Ð,Ñ  Z Ð1Ñ  Ÿ1 1 1 $ $.

b) Tendo em conta a caracterização da existência de limites pela condição de
Cauchy , para provar a existência de limite lateral à direita num ponto189

+ − Ò-ß .Ò  ! !   .  +, basta mostrarmos que, para cada , existe  tal$ &
que, quaisquer que sejam , . Suponhamos,Bß C − Ó+ß +  Ò m1ÐCÑ  1ÐBÑm & $
por absurdo, que isso não acontecia, por outras palavras, que se podia fixar
$ & & ! !   .  + B  C Ó+ß +  Ò tal que, para cada , existiam  em  com
m1ÐCÑ  1ÐBÑm   $. Podíamos então definir recursivamente, para cada
8 − B  C Ó+ß .Ò m1ÐC Ñ  1ÐB Ñm   C  B $,  em  com  e , tendo-se8 8 8 8 8" 8

então que os  constituiam uma família infinita de intervalos abertosÓB ß C Ò8 8

disjuntos dois a dois e com  e isso contrariava o facto dem1ÐC Ñ  1ÐB Ñm  8 8 $
1 ser de variação limitada, uma vez que as somas finitas

"
8œ"

:

8 8m1ÐC Ñ  1ÐB Ñm   : $,

todas menores ou iguais a , podiam tomar valores arbitrariamenteZ Ð1Ñ

189Reparar que, para a validade dessa caracterização, utilizamos a hipótese de o espaço
vetorial normado  ser completo.I
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grandes. A prova da existência de limite à esquerda num ponto  é+ − Ó-ß .Ó
análoga, mostrando-se, por absurdo, que se este não existisse, podia-se
construir recursivamente, para um certo  e cada ,  em$  ! 8 − B  C8 8

Ó-ß +Ò C  B m1ÐC Ñ  1ÐB Ñm   com  e .8 8" 8 8 $
c) Tem-se, por III.9.8 e III.9.7,

X Ð+Ñ œ Z Ð1 Ñ  m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm œ X ÐBÑ  m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm1 1ÎÓ-ß+Ò
 

BÄ+
lim


.

d) Tem-se, para cada , por III.9.7 e III.9.9,B  +

X ÐBÑ œ X Ð+Ñ  X Ð+ß BÑ œ X Ð+Ñ  X ÐBÑ  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm1 1 1 1 1


ÎÓ+ß.Ò
,

bastando agora reparar que, uma vez que  também é de variação1ÎÓ+ß.Ò
limitada, o que vimos em a) garante que   .lim

BÄ+
1

 ÎÓ+ß.Ò
X ÐBÑ œ !

e) Temos uma consequência de I.3.9 uma vez que, tendo em conta as
conclusões de c) e d), o conjunto dos pontos onde  não é contínua coincide1
com o conjunto dos pontos onde a função crescente  não éX À Ó-ß .Ò Ä1 ‘
contínua. 

III.9.11 Sejam (Aditividade da variação total)  um intervalo abertoÓ-ß .Ò § ‘
não vazio,  um espaço de Banach,  e  uma aplicação.I + − Ó-ß .Ò 1À Ó-ß .Ò Ä I
Tem-se então que  é de variação limitada se, e só se, admitir limites laterais1
à esquerda e à direita no ponto  e as restrições de  a  e a  forem+ 1 Ó-ß +Ò Ó+ß .Ò
de variação limitada. Quando isso acontecer,

Z Ð1Ñ œ Z Ð1 Ñ  Z Ð1 Ñ  m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm  m1Ð+ Ñ  1Ð+ÑmÎÓ-ß+Ò ÎÓ+ß.Ò
  ,

em particular, no caso em que  é contínua no ponto ,1 +

Z Ð1Ñ œ Z Ð1 Ñ  Z Ð1 ÑÎÓ-ß+Ò ÎÓ+ß.Ò .

Dem: Se  é de variação limitada, resulta da alínea a) de III.9.3 que as duas1
restrições são de variação limitada e da alínea b) de III.9.10 que existem os
dois limites laterais. Suponhamos, reciprocamente, que as duas restrições são
de variação limitada e que existem os dois limites laterais. Tendo em conta
III.9.7, III.9.8 e III.9.9, vemos que, para cada ,+  B  .

X ÐBÑ œ X Ð+Ñ  X Ð+ß BÑ œ

œ Z Ð1 Ñ  m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm  X ÐBÑ  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm

1 1 1

ÎÓ-ß+Ò
 

1ÎÓ+ß.Ò ,

o que implica, por passagem ao limite quando , por ser, pelo queB Ä .
vimos em III.9.7,

Z Ð1Ñ œ X ÐBÑ Z Ð1 Ñ œ X ÐBÑlim lim
BÄ. BÄ.

1 1ÎÓ+ß.Ò, ,
ÎÓ+ß.Ò

a igualdade
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Z Ð1Ñ œ Z Ð1 Ñ  Z Ð1 Ñ  m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm  m1Ð+ Ñ  1Ð+ÑmÎÓ-ß+Ò ÎÓ+ß.Ò
  ,

em particular .Z Ð1Ñ  _ 

Estamos agora em condições de definir as medidas de Lebesgue-Stieltjes
vetoriais associadas a aplicações  de variação limitada. Começamos por1
estabelecer dois resultados de natureza puramente algébrica.

III.9.12 Sejam  um intervalo aberto não vazio, com cadaN œ Ó-ß .Ò § ‘
extremidade finita ou infinita,  um espaço de Banach e  umaI 1À N Ä I
aplicação de variação limitada. Pode então definir-se, para cada intervalo
semiaberto , com  em , um vetorÓ+ß ,Ó + Ÿ , N

=1
 ÐÓ+ß ,ÓÑ œ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ − I  190

e tem-se  e, sempre que  é uma família finita de intervalos=1 3 3−MÐgÑ œ ! ÐF Ñ
daquele tipo disjuntos dois a dois e cuja união  ainda seja um intervalo doF
mesmo tipo,

= =1 1 3

3−M

ÐFÑ œ ÐF Ñ" .

Dem: O facto  estar bem definido e de se ter  resulta de= =1 1ÐÓ+ß ,ÓÑ ÐgÑ œ !
qualquer intervalo semiaberto não vazio ter uma única representação na
forma  e de o conjunto vazio  admitir várias representações desse tipo,Ó+ß ,Ó g
mas todas da forma  com , e portanto . ParaÓ+ß ,Ó + œ , 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ œ ! 

provarmos a aditividade, podemos começar por retirar de  os índices  paraM 3
os quais . Fazemos então a prova por indução no número deF œ g3

elementos de . O resultado é trivial se  tem  ou  elemento. SuponhamosM M ! "
que o resultado é válido quando  tem  elementos e provemo-lo no caso emM :
que  tem  elementos. Sendo  e , consideremos oM :  " F œ ÓB ß C Ó F œ ÓBß CÓ3 3 3

índice  tal que . Tem-se então  e concluímos que o intervalo3 C − F C œ C! 3 3! !

ÓBß B Ó : F 3 Á 33 3 !!
 é a união disjunta dos  intervalos , com . Aplicando a

hipótese de indução, vemos agora que

=

= = = =

=

1
     

3 3 3

1 3 1 3 1 3 1 3

3Á3 3Á3

3−M

1 3

ÐFÑ œ 1ÐC Ñ  1ÐB Ñ œ 1ÐC Ñ  1ÐB Ñ  1ÐB Ñ  1ÐB Ñ œ

œ ÐF Ñ  F œ ÐF Ñ  ÐF Ñ œ

œ ÐF Ñ

! ! !

! !

! !

Š ‹. "
" . 

190É claro que, no caso em que  é contínua à direita, podemos escrever simplesmente1
=1ÐÓBß CÓÑ œ 1ÐCÑ  1ÐBÑ.
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III.9.13  (Lema algébrico) Sejam  um intervalo aberto não vazio, N œ Ó-ß .Ò I
um espaço de Banach e  uma aplicação de variação limitada. Seja 1À N Ä I f
o semianel dos intervalos semiabertos , com  em  e notemosÓBß CÓ B Ÿ C N
f ‘ f : ‘fÐN ß Ñ À N Ä o espaço vetorial das aplicações -simples  (cf.
III.2.28) . Fica então bem definida uma aplicação linear191

G f ‘ G : =1 1 3 1 3

3−M

À ÐN ß Ñ Ä I Ð Ñ œ A ÐF Ñf , ,"
onde  é uma família finita de conjuntos de  disjuntos dois a dois taisÐF Ñ3 3−M f
que  tenha o valor constante  para  e que  para cada : :ÐBÑ A B − F ÐBÑ œ ! B3 3

não pertencente à união dos .F3

Dem: Vamos dividir a demonstração em duas partes:
1) Vamos verificar que  está bem definida, isto é, que, se  eG1 3 3−MÐF Ñ
ÐG Ñ5 5−O  são duas famílias de conjuntos de , em cada uma delas disjuntosf
dois a dois, tais que , para cada , , para cada  não: :ÐBÑ œ A B − F ÐBÑ œ ! B3 3

pertencente à união dos , , para cada , e , paraF ÐBÑ œ D B − G ÐBÑ œ !3 5 5: :
cada  não pertencente à união dos , entãoB G5

" "
3−M 5−O

3 1 3 5 1 5A ÐF Ñ œ D ÐG Ñ= = .

  Vamos começar por mostrar que, para cada ,Subdem: 3 − M

A ÐF Ñ œ A ÐF  G Ñ3 1 3 3 1 3 5

5−O

= =" .   (1)

Para isso reparamos que, se , a igualdade (1) é verdadeira, com ambosA œ !3

os membros iguais a , e que, se ,  é a união disjunta da família! A Á ! F3 3

finita dos  (se existisse  não pertencente a nenhum dos ,F  G B − F G3 5 3 5

vinha ), e portantoA œ ÐBÑ œ !3 :

A ÐF Ñ œ A ÐF  G Ñ3 1 3 3 1 3 5

5−O

= =" ,

o que, mais uma vez, implica a igualdade (1). Por simetria dos papéis das
duas famílias, tem-se também, para cada ,5 − O

D ÐG Ñ œ D ÐF  G Ñ5 1 5 5 1 3 5

3−M

= =" .   (2)

Reparemos também que, para cada  e , tem-se3 − M 5 − O

A ÐF  G Ñ œ D ÐF  G Ñ3 1 3 5 5 1 3 5= = ,   (3)

já que ambos os membros são , no caso em que  e, quando isso! F  G œ g3 5

191Reparar que as duas ocorrências do caráter  na notação  têm explicaçõesf f X ‘fÐ ß Ñ
diferentes: A primeira refere-se à inicial manuscrita da palavra “simples” e a segunda
refere-se à designação que estamos a dar ao semianel dos intervalos semiabertos.
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não acontecer, existe  e então . Tendo em contaB − F  G A œ ÐBÑ œ D3 5 3 5:
(1), (2) e (3), obtemos finalmente

" " "Š ‹
" " "Š ‹

3−M 3−M 5−O

3 1 3 3 1 3 5

5−O 3−M 5−O

5 1 3 5 5 1 5

A ÐF Ñ œ A ÐF  G Ñ œ

œ D ÐF  G Ñ œ D ÐG Ñ

= =

= = .

2) Vamos mostrar que a aplicação  é linear.G f ‘1À ÐN ß Ñ Ä If

  Sejam ,  duas funções -simples e . TendoSubdem: : < ‘ f ‘À N Ä + −
em conta III.2.28, podemos considerar uma família finita  deÐF Ñ3 3−M

conjuntos de  disjuntos dois a dois tal que, para cada ,  e f : <B − F ÐBÑ ÐBÑ3

tenham valores constantes  e  e que , para cada  nãoA D ÐBÑ œ ÐBÑ œ ! B3 3 : <
pertecente à união dos . Tem-se então que, para cada , F B − F ÐBÑ  ÐBÑ3 3 : <
e  têm valores constantes  e  e ,+ ÐBÑ A  D +A ÐBÑ  ÐBÑ œ + ÐBÑ œ !: : < :3 3 3

e portanto

G : < =

= = G : G <

1 3 3 1 3

3−M

3−M 3−M

3 1 3 3 1 3 1 1

Ð  Ñ œ ÐA  D Ñ ÐF Ñ œ

œ A ÐF Ñ  D ÐF Ñ œ Ð Ñ  Ð Ñ

"
" "

e

G : = = G :1 3 1 3 3 1 3

3−M 3−M

Ð+ Ñ œ +A ÐF Ñ œ + A ÐF Ñ œ + Ð Ñ" " ,

pelo que temos efetivamente uma aplicação linear. 

III.9.14 (Medidas vetoriais de Lebesgue-Stieltjes) Sejam  umN œ Ó-ß .Ò § ‘
intervalo aberto não vazio, com extremidades finitas ou infinitas,  umI
espaço de Banach e  uma aplicação de variação limitada. Sendo  a1À N Ä I U
5-álgebra dos borelianos de  existe então uma, e uma só, medida vetorialN
= U1À Ä I + Ÿ , N tal que, para cada  em ,

=1
 ÐÓ+ß ,ÓÑ œ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ,

medida, a que damos o nome de  associada a .medida de Lebesgue-Stieltjes 1
Além disso, sendo  a medida positiva de Lebesgue-Stieltjes. U ‘À Ä 

associada à função crescente , esta medida é finita e a medida deX À N Ä1 ‘
variação total  verifica , para cada  eml lÀ Ä l lÐEÑ Ÿ ÐEÑ E −= U ‘ = . U1  1

particular, .l lÐN Ñ Ÿ Z Ð1Ñ=1

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes.
1) A unicidade de uma medida  nos borelianos de  nas condições do=1 N
enunciado é uma consequência de III.7.11, uma vez que a classe  dosf
intervalos , com  em , é um semianel -total cuja -álgebraÓ+ß ,Ó + Ÿ , N 5 5
gerada é  (cf. I.4.10).U
2) Seja  a medida positiva de Lebesgue-Stieltjes associada à função cres-.
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cente e contínua à direita  e notemos que, tendo em conta a alí-X À N Ä1 ‘
nea d) de I.4.14 e o que vimos na alínea a) de III.9.10, tem-se ,.ÐN Ñ œ Z Ð1Ñ
em particular . A relação de equivalência de igualdade quase.ÐN Ñ  _
sempre que vamos considerar será a relativa à medida , e o mesmo acontece.
à norma  no espaço .m † m P ÐN ß Ñ"

" ‘
3) Para cada aplicação -simples , tem-se  e, nasf : ‘ : ‘À N Ä Ò Ó − P ÐN ß Ñ"

notações de III.9.13,

m Ð Ñm Ÿ mÒ ÓmG : :1 ",

e portanto, se  são aplicações -simples tais que : < ‘ f : <ß À N Ä ÐBÑ œ ÐBÑ
quase sempre, então .G : G <1 1Ð Ñ œ Ð Ñ
  O facto de se ter  já foi referido em III.2.30,Subdem: Ò Ó − P ÐN ß Ñ: ‘"

resultado que teremos ocasião de voltar a aplicar adiante. Consideremos uma
família finita de conjuntos  de , disjuntos dois a dois e tais queF œ Ó+ ß , Ó3 3 3 f
: :ÐBÑ œ A B − F ÐBÑ œ ! B3 3, para cada , e , para cada  não pertencente à
união dos . Podemos então escrever, lembrando III.9.3 e III.9.7, eF3

reparando que a desigualdade, para  em ,B  C N

m1ÐCÑ  1ÐBÑm Ÿ X ÐBß CÑ œ X ÐCÑ  X ÐBÑ1 1 1

implica, por passagem ao limite à direita,

m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ X Ð, Ñ  X Ð+ Ñ3 3 3 3
   

1 1 ,

m Ð Ñm œ A ÐF Ñ Ÿ lA l m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ

Ÿ lA l ÐX Ð, Ñ  X Ð+ ÑÑ œ lA l ÐF Ñ œ

œ l ÐBÑl . ÐBÑ œ mÒ Óm

G : =

.

: . :

1 3 1 3 3

3−M 3−M
3 3
 

3−M 3−M

3 1 1 3 33 3
 

N
"

½ ½" "
" "
( .

Quando  quase sempre, tem-se , donde: < < :ÐBÑ œ ÐBÑ Ò  Ó œ !

m Ð Ñ  Ð Ñm œ m Ð  Ñm Ÿ mÒ  Óm œ !G < G : G < : < :1 1 1 " ,

o que mostra que .G : G <1 1Ð Ñ œ Ð Ñ
4) Consideremos o espaço vetorial  das classes de equivalência deW ÐN ß Ñf ‘
funções -simples  que, como se viu em III.2.30, é um subespaçof : ‘À N Ä
vetorial denso de . Podemos definir uma aplicação linearP ÐN ß Ñ" ‘

G ‘ G : G :s sÀ W ÐN ß Ñ Ä I ÐÒ ÓÑ œ Ð Ñ1 1 1f , ,

que é contínua, por verificar a desigualdade

m ÐÒ ÓÑm Ÿ mÒ ÓmsG : :1 ",

para cada .Ò Ó − W ÐN ß Ñ: ‘f
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5) Aplicando o teorema de Topologia, sobre a extensão de aplicações
lineares contínuas definidas em subespaços vetoriais densos e com valores
num espaço de Banach, podemos garantir a existência de uma única apli-
cação linear contínua  que prolonga , a qual verificaG ‘ G1 1

"À P ÐN ß Ñ Ä I s

ainda, para cada ,Ò Ó − P ÐN ß Ñ: ‘"

m ÐÒ ÓÑm Ÿ mÒ ÓmG : :1 ".

6) Reparemos que, para cada boreliano , a função indicatrizE § N
ˆ ‘ ˆ ‘E E

"À N Ä Ò Ó − P ÐN ß Ñ é uma aplicação em escada, em particular  e que,
no caso em que , tem-seE œ Ó+ß ,Ó − f

G ˆ G ˆ =1 1 1E EÐÒ ÓÑ œ Ð Ñ œ ÐEÑ.

Podemos assim definir uma aplicação , que nos conjuntos de = U f1À Ä I
toma o valor referido em III.9.12, pondo

= G ˆ1 1 EÐEÑ œ ÐÒ ÓÑ.

7) Vamos mostrar que a aplicação  definida em 6) que, como já= U1À Ä I
referimos, verifica a igualdade , para  em ,=1

 ÐÓ+ß ,ÓÑ œ 1Ð, Ñ  1Ð+ Ñ + Ÿ , N
é uma medida vetorial para a qual , para cada .l lÐEÑ Ÿ ÐEÑ E −= . U1

  Para mostrar que  é uma medida vetorial, o queSubdem: = U1À Ä I
nos falta verificar é que, se  é uma família contável de conjuntos de ÐE Ñ4 4−M U

disjuntos dois a dois e se , então , com a famíliaE œ E ÐEÑ œ ÐE Ñ- !4 1 1 4= =
no segundo membro absolutamente somável. Comecemos, para isso, por
mostrar um resultado auxiliar, nomeadamente que no espaço de Banach
P ÐN ß Ñ Ò Ó œ Ò Ó"

E E‘ ˆ ˆ, tem-se , com a família no segundo membro absolu-!
4

tamente somável. Ora, tem-se, por um lado,

" "
4−M 4−M

E " 4mÒ Óm œ ÐE Ñ œ ÐEÑ Ÿ ÐN Ñ  _ˆ . . .
4

,

e, por outro lado, dado , o facto de se ter $ . . ! ÐE Ñ œ ÐEÑ  _! 4

permite considerar uma parte finita  tal que, para cada parte finitaM § M
M § M M ¨ Mw w com , se tenha

. . . $Š ‹. "E Ï E œ ÐEÑ  ÐE Ñ 
4−M 4−M

4 4
w w

,

tendo-se então, para cada  nessas condiçõesMw

½ ½ Š ‹" .Ò Ó  Ò Ó œ mÒ Óm œ E Ï E ˆ ˆ ˆ . $E E

4−M 4−M
"

EÏ E " 4
w w

4

4−Mw
4- ,

o que mostra que  é efetivamente a soma da família dos  no espaçoÒ Ó Ò Óˆ ˆE E4

de Banach . Estabelecido este resultado auxiliar, basta-nos recordarP ÐN ß Ñ" ‘
a caracterização das somas de famílias contáveis absolutamente somáveis
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como integrais (para a medida de contagem, cf. II.2.48) para deduzir de
II.2.35 que  é efetivamente a soma da família absoluta-= G ˆ1 1 EÐEÑ œ ÐÒ ÓÑ

mente somável dos . Reparamos, por fim que, tendo emG ˆ =1 1 4EÐÒ ÓÑ œ ÐE Ñ
4

conta o que foi visto em 5), para cada  tem-seE − U

m ÐEÑm œ m ÐÒ ÓÑm Ÿ mÒ Óm œ ÐEÑ= G ˆ ˆ .1 1 "E E

e portanto, para cada família finita de conjuntos  de , onde , disjun-F 3 − M3 U
tos dois a dois e contidos em ,E

" " .
3−M 3−M 3−M

1 3 3 3m ÐF Ñm Ÿ ÐF Ñ œ Ð F Ñ Ÿ ÐEÑ= . . . ,

o que implica que .l lÐEÑ Ÿ ÐEÑ= .1 

III.9.15  (A medida de Lebesgue-Stieltjes de outros intervalos) Sejam
N œ Ó-ß .Ò § I‘ um intervalo aberto não vazio,  um espaço de Banach e
1À N Ä I uma aplicação de variação limitada e consideremos a correspon-
dente medida de Lebesgue-Stieltjes vetorial . Tem-se então:= U1À Ä I
a) Para cada ,+ − Ó-ß .Ò

=1
 ÐÖ+×Ñ œ 1Ð+ Ñ  1Ð+ Ñ,

e portanto

l lÐÖ+×Ñ œ m1Ð+ Ñ  1Ð+ Ñm=1
  .

b) Para cada ,+ − Ó-ß .Ò

=1
 ÐÓ-ß +ÓÑ œ 1Ð+ Ñ  1Ð- Ñ,

onde  é o limite à direita de  no ponto  (cf. a alínea b) de III.9.10).1Ð- Ñ 1 -

c) Sendo  e  os limites laterais de  nas extremidades  e  de ,1Ð- Ñ 1Ð. Ñ 1 - . N 

=1
 ÐN Ñ œ 1Ð. Ñ  1Ð- Ñ. 192

Dem:  O facto de o conjunto dos pontos de continuidade de  ser contávela) 1
(cf. a alínea e) de III.9.10), permite-nos considerar uma sucessão crescente
B Ä + -  B  + 1 B Þ Ö+×8 8 8, com  e com  contínua em cada  Reparando que 
é a intersecção da sucessão decrescente de conjuntos  deduzimos deÓB ß +Ó8

III.7.3 que

= =1 1 8 8
  ÐÖ+×Ñ œ ÐÓB ß +ÓÑ œ Ð1Ð+ Ñ  1ÐB ÑÑ œ 1Ð+ Ñ  1Ð+ Ñlim lim .

A segunda igualdade resulta da primeira tendo em conta a alínea c) de III.7.4.
b) Considerando uma sucessão decrescente , com  e B Ä - -  B  + 18 8

192Apesar de a lista dos intervalos cuja medida explicitámos não esgotar todos os inter-
valos que se podem considerar, é fácil determinar as medidas dos restantes, utilizando as
propriedades de aditividade da medida e a medida dos conjuntos singulares.
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contínua em cada  e reparando que  é a união da sucessão crescenteB Ó-ß +Ó8

de conjuntos , deduzimos de III.7.3 queÓB ß +Ó8

= =1 1 8 8
  ÐÓ-ß +ÓÑ œ ÐÓB ß +ÓÑ œ Ð1Ð+ Ñ  1ÐB ÑÑ œ 1Ð+ Ñ  1Ð- Ñlim lim .

c) Considerando uma sucessão crescente , com  e B Ä . -  B  . 18 8

contínua em cada  e, reparando que  é a união da sucessãoB N œ Ó-ß .Ò8

crescente de conjuntos  deduzimos de III.7.3 queÓ-ß B Ó8

= =1 1 8 8
  ÐN Ñ œ ÐÓ-ß B ÓÑ œ Ð1ÐB Ñ  1Ð- ÑÑ œ 1Ð. Ñ  1Ð- Ñlim lim . 

Referimos em III.9.14 que, quando  é uma aplicação de1À Ó-ß .Ò Ä I
variação limitada, a respetiva medida vetorial de Lebesgue Stieltjes
= U . U ‘1 À Ä I À Ä e a medida positiva de Lebesgue-Stieltjes  asso-
ciada à função crescente  verificam a desigualdadeX À Ó-ß .Ò Ä1 ‘
l lÐEÑ Ÿ ÐEÑ E Ó-ß .Ò= .1 , para cada boreliano  de . A situação seria mais
interessante se pudéssemos garantir mesmo a igualdade ,l lÐEÑ œ ÐEÑ= .1

mas constatamos que, sem alguma hipótese suplementar, isso não acon-
tece necessariamente, uma vez que, para cada , decorre da alínea a)+ − N
de III.9.15 e das alíneas c) e d) de III.9.10 que

l lÐÖ+×Ñ œ m1Ð+ Ñ  1Ð+ Ñm

ÐÖ+×Ñ œ X Ð+ Ñ  X Ð+ Ñ œ m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm  m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm

=

.

1
 

1 1
   

,

.

O resultado que estabelecemos a seguir, mostra que quando a igualdade
l lÐEÑ œ ÐEÑ E= .1  é verificada sempre que  é um conjunto unitário, ela é
também verificada para um boreliano arbitrário .E

III.9.16 Sejam  um intervalo aberto não vazio, com extremidadesN œ Ó-ß .Ò § ‘
finitas ou infinitas,  um espaço de Banach e  uma aplicação deI 1À N Ä I
variação limitada. Vamos dizer que  tem 1 descontinuidades bem comporta-
das se, para cada ,+ − Ó-ß .Ò

m1Ð+ Ñ  1Ð+ Ñm œ m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm  m1Ð+Ñ  1Ð+ Ñm    .

Observe-se que esta igualdade é automaticamente verificada nos pontos  em+
que  é contínua ou, mais geralmente, naqueles em que  é contínua à direita1 1
ou contínua à esquerda. Mais geralmente ainda, ela é também verificada nos
pontos  tais que  pertence ao segmento afim de extremidades  e+ 1Ð+Ñ 1Ð+ Ñ

1Ð+ Ñ  (cf. III.1.1).



§9. Aplicações de variação limitada e medidas de Lebesgue-Stieltjes 443

III.9.17 Sejam  um intervalo aberto não vazio, com extremidadesN œ Ó-ß .Ò § ‘
finitas ou infinitas,  um espaço de Banach e  uma aplicação deI 1À N Ä I
variação limitada com descontinuidades bem comportadas. Sendo  a=1

medida vetorial de Lebesgue-Stieltjes nos borelianos de  associada a  e  aN 1 .
medida positiva de Lebesgue-Stieltjes associada à função crescente
X À N Ä E N1 ‘ , tem-se então, para cada boreliano  de ,

l lÐEÑ œ ÐEÑ= .1 ,

em particular,  e, para cada ,l lÐN Ñ œ Z Ð1Ñ + − Ó-ß .Ò=1

l lÐ-ß +ÓÑ œ X Ð+ Ñ œ X Ð+Ñ  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm=1 1 1
  .

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
1) Vamos mostrar que, sempre que  em ,+ Ÿ , Ó-ß .Ò

m1Ð,Ñ  1Ð+Ñm Ÿ l lÐÓ+ß ,ÓÑ  m1Ð, Ñ  1Ð,Ñm  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm=1
  .

  VemSubdem:

m1Ð,Ñ  1Ð+Ñm Ÿ m1Ð,Ñ  1Ð, Ñm  m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm œ

œ m1Ð, Ñ  1Ð, Ñm  m1Ð, Ñ  1Ð,Ñm  m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm œ

œ m ÐÖ,×Ñm  m1Ð, Ñ  1Ð,

   

     

1
= Ñm  m ÐÓ+ß ,ÒÑm  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm Ÿ

Ÿ l lÐÓ+ß ,ÓÑ  m1Ð, Ñ  1Ð,Ñm  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm

=

=

1


1
  .

2) Vamos mostrar, mais geralmente, que, sempre que  em+ Ÿ + Ÿ , Ÿ ,w w

Ó-ß .Ò,

m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ l lÐÓ+ß ,ÓÑ  m1Ð, Ñ  1Ð,Ñm  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñmw w  
1= .

  Tendo em conta o que vimos em 1), vemSubdem:

m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ m1Ð,Ñ  1Ð, Ñm  m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm Ÿ

Ÿ l lÐÓ, ß ,ÓÑ  m1Ð, Ñ  1Ð,Ñm  m1Ð, Ñ  1Ð, Ñm 

 l lÐÓ+ ß , ÓÑ  m1Ð, Ñ  1Ð, Ñm  m1

w w w w w w

1
w  w w

1
w w w w

=

= Ð+ Ñ  1Ð+ Ñm 

 l lÐÓ+ß + ÓÑ  m1Ð+ Ñ  1Ð+ Ñm  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm œ

œ l lÐÓ+ß ,ÓÑ  m1Ð, Ñ  1Ð,Ñm  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm

w w

1
w w w 

1
 

=

= .

3) Vamos agora mostrar que, se  em  e se  é uma+  , Ó-ß .Ò ÐÓ+ ß , ÒÑ3 3 3−M

família finita de intervalos abertos disjuntos dois a dois, com  em+  ,3 3

Ò+ß ,Ó, então

"
3−M

3 3 1
 m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ l lÐÓ+ß ,ÓÑ  m1Ð, Ñ  1Ð,Ñm  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm= .

  Vamos demonstrar o resultado por indução no número deSubdem:
elementos de , reparando desde já que a desigualdade é trivial quando  temM M
! M " elementos e que ela resulta do que vimos em 2) quando  tem  elemento.
Suponhamos a desigualdade verdadeira quando  tem  elementos e prove-M 8
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mo-la quando  tem  elementos. Lembrando que, como referido emM 8  "
III.9.2, os intervalos  também são disjuntos dois a dois, podemosÓ+ ß , Ó3 3

considerar  para o qual  seja máximo e, reparando que , para3 − M , , Ÿ +! 3 3 3! !

cada , obtemos, aplicando 2) e a hipótese de indução,3 Á 3!

" "
3−M

3 3 3 3 3 3

3Á3

1 3 3
 

1 3 33


m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm œ m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ

Ÿ l lÐÓ+ ß ,ÓÑ  m1Ð, Ñ  1Ð,Ñm  m1Ð+ Ñ  1Ð+ Ñm 

 l lÐÓ+ß + ÓÑ  m1Ð+ Ñ  1Ð+ Ñ

! !

!

! !

! !!

=

=
3!

m  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm œ

œ l lÐÓ+ß ,ÓÑ  m1Ð, Ñ  1Ð,Ñm  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm



1
 = .

4) Se  em , a definição de , como um supremo, em III.9.1+  , Ó-ß .Ò X Ð+ß ,Ñ1

implica agora que se tem

X Ð+ß ,Ñ Ÿ l lÐÓ+ß ,ÓÑ  m1Ð, Ñ  1Ð,Ñm  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñmß1 1
 =

ou seja, tendo em conta III.9.7,

X Ð,Ñ  X Ð+Ñ Ÿ l lÐÓ+ß ,ÓÑ  m1Ð, Ñ  1Ð,Ñm  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm1 1 1
 = ,

desigualdade que é trivialmente também verdadeira no caso em que .+ œ ,
5) Lembrando a caracterização dos limites laterais de  naX À Ó-ß .Ò Ä1 ‘
alínea d) de III.9.10, concluímos agora que, para cada  em ,+ Ÿ , Ó-ß .Ò

.

=

ÐÓ+ß ,ÓÑ œ X Ð, Ñ  X Ð+ Ñ œ

œ X Ð,Ñ  m1Ð, Ñ  1Ð,Ñm  X Ð+Ñ  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm Ÿ

Ÿ l lÐÓ+ß ,ÓÑ

1 1
 

1 1
 

1 .

Uma vez que a classe dos intervalos  nas condições anteriores constituiÓ+ß ,Ó
um semianel -total de partes de , onde as medidas  e  são finitas (cf.5 . =N l l1
I.4.3) e que a -álgebra gerada por este semianel é a dos borelianos, podemos5
aplicar I.4.17 para concluir que se tem, mais geralmente, para cada boreliano
E N ÐEÑ Ÿ l lÐEÑ ÐEÑ Ÿ l lÐEÑ de , , e portanto também , uma vez que a. = . =1 1

desigualdade oposta é uma das conclusões de III.9.14.
6) As igualdades  e, para cada ,l lÐN Ñ œ Z Ð1Ñ + − Ó-ß .Ò=1

l lÐ-ß +ÓÑ œ X Ð+ Ñ œ X Ð+Ñ  m1Ð+ Ñ  1Ð+Ñm=1 1 1
  ,

resultam das alíneas c) e d) de I.4.14 e do que vimos nas alíneas a) e d) de
III.9.10. 

Vamos agora mostrar que, quando o espaço de chegada é um espaço de
Hilbert, as aplicações de variação limitada são deriváveis em quase todos
os pontos, resultado que vai ser consequência dos dois últimos que exami-
námos na secção precedente e de um lema que estabelecemos a seguir.
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III.9.18  Sejam  um intervalo aberto não vazio,  um(Lema)193 N œ Ó-ß .Ò I§ ‘
espaço de Banach e 2À N Ä I uma aplicação. Suponhamos que existe uma
parte contável  tal que , para cada , e queM § N 2ÐBÑ œ ! B − N Ï M

"
B−M

m2ÐBÑm  _.

Tem-se então que, para quase todo o  (relativamente à medida deB − N
Lebesgue ),  é derivável em  e com .- 2 B 2 ÐBÑ œ !w

Dem: Vamos dividir a prova em duas partes:
1) Para cada natural , notemos  o conjunto dos  tais que existe5 E B − N Ï M5

um número infinito de elementos  comC − M

½ ½2ÐCÑ "

C  B 5
 .

Vamos verificar que se tem .-ÐE Ñ œ !5

  Se , tem-se  se, e só se, existe uma infinitadeSubdem: B − N Ï M B − E5

de elementos  tais que  isto é, se, e só se,  pertenceC − M lC  Bl  5m2ÐCÑm B
a uma infinidade de intervalos

N œ C  5m2ÐCÑmß C  5m2ÐCÑm5ßC ‘ ,

ou ainda se, e só se, , onde  é a função mensurável: : ‘ ‘5 5 ÐBÑ œ _ À Ä
definida por

: ˆ5 N

C−M

ÐBÑ œ ÐBÑ"
5ßC

.

Ora, tendo em conta II.1.21, tem-se

( (" " "
‘ ‘

: ˆ -5 N 5ßC

C−M C−M C−M

ÐBÑ .B œ ÐBÑ .B œ ÐN Ñ œ #5 m2ÐCÑm  _
5ßC

,

pelo que, tendo em conta II.1.29,  quase sempre, isto é, existe:5ÐBÑ  _
um boreliano  com  tal que, para cada ,F ÐF Ñ œ ! B − Ï F5 5 5- ‘
:5 5 5ÐBÑ  _ E § F. O facto de se ter  implica que se tem efetivamente
-ÐE Ñ œ !5 .
2) Seja ,] § N

] œ M  E.
5−

5



,

que verifica , por ser união contável de conjuntos de medida  (os-Ð] Ñ œ ! !
conjuntos  e os conjuntos , com ). Vamos verificar que, seE ÖC× C − M5

B − N Ï ] 2 ÐB Ñ œ !! !
w, tem-se , o que terminará a demonstração.

  Seja  arbitrário. Seja  tal que . Uma vez queSubdem: $  $ ! 5 − "
5

193cf. Rudin [10].
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B Â M 2ÐB Ñ œ ! B Â E! ! ! 5, tem-se  e, uma vez que , só existe um número

finito de elementos  tais que , o que nos permite considerarC − M ½ ½2ÐCÑ
CB 5

"
!

& & & ! C − ÓB  ß B  Ò  N tal que, para cada  ,! !

½ ½ ½ ½2ÐCÑ  2ÐB Ñ 2ÐCÑ "

C  B C  B 5
œ Ÿ 

!

! !
$

(reparar que o primeiro membro é  se ). Ficou assim provado que! C Â M
2 ÐB Ñ œ !w

! . 

III.9.19 (Derivabilidade das aplicações de variação limitada) Sejam
N œ Ó-ß .Ò § I‘ um intervalo aberto não vazio,  um espaço de Hilbert e
1À N Ä I uma aplicação de variação limitada. Tem-se então:
a) Existe uma aplicação topologicamente mensurável  tal que se0 À N Ä I
tenha  quase sempre (relativamente à medida de Lebesgue ), em1 Ð>Ñ œ 0Ð>Ñw -
particular  é derivável em quase todos os pontos de .1 N
b) Qualquer aplicação topologicamente mensurável  nas condições0 À N Ä I
de a) é uma aplicação integrável (relativamente à medida de Lebesgue ).- 194

Dem: Consideremos a medida de Lebesgue-Stieltjes vetorial  nos= U1À Ä I
borelianos de  (cf. III.9.14). Tendo em conta III.7.18, consideremos umaN
decomposição de Lebesgue de , relativa à medida de Lebesgue ,= -1

constituída por uma medida -absolutamente contínua  e uma- = UÀ Ä I
medida -singular  tais que . Tendo em conta o- = U = = =w w

1À Ä I œ 
teorema de Radon-Nikodym para medidas vetoriais (cf. III.7.21), conside-
remos uma aplicação integrável  tal que , isto é, que0 À N Ä I œ= -Ð0Ñ

=ÐEÑ œ 0ÐBÑ .B(
E

,

para cada boreliano  de .  Tendo em conta III.9.15, para cada ,E N > − N195

tem-se

1Ð> Ñ  1Ð- Ñ œ ÐÓ-ß >ÓÑ œ ÐÓ-ß >ÓÑ  ÐÓ-ß >ÓÑ  w
1 Ð0Ñ= - = ,

portanto

1Ð>Ñ œ 1Ð- Ñ  Ð1Ð>Ñ  1Ð> ÑÑ  ÐÓ-ß >ÓÑ  ÐÓ-ß >ÓÑ œ

œ 1Ð- Ñ  2 Ð>Ñ  2 Ð>Ñ  2 Ð>Ñ

  w
Ð0Ñ


" # $

- =

,
   (1)

onde

194Quem resolver o exercício III.9.10 adiante, constatará que há uma escolha natural para
0 1 Ð>Ñ 1, nomeadamente a aplicação que toma o valor  nos pontos em que  é derivável e,w

por exemplo, o valor  nos restantes pontos.!
195É para podermos aplicar esse resultado que exigimos que  seja um espaço de Hilbert,I
e não meramente um espaço de Banach.
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2 Ð>Ñ œ 1Ð>Ñ  1Ð> Ñ 2 Ð>Ñ œ ÐÓ-ß >ÓÑ 2 Ð>Ñ œ ÐÓ-ß >ÓÑ" # $
 w

Ð0Ñ, , .- =

Tendo em conta III.9.10, o conjunto  dos pontos  onde  não é contí-M > − N 1
nua é contável, tendo-se  para cada . Além disso, notando2 Ð>Ñ œ ! > − N Ï M"

. a medida positiva  finita de Lebesgue-Stieltjes associada à função variação
total, crescente e contínua à direita, , deduzimos deX À N Ä Ò!ß Z Ð1ÑÓ §1 ‘
I.4.14 e III.9.10 que

" "
" ">−M >−M

"
 

>−M >−M

1 1
 

m2 Ð>Ñm Ÿ m1Ð> Ñ  1Ð>Ñm  m1Ð>Ñ  1Ð> Ñm œ

œ Z Ð> Ñ  Z Ð> Ñ œ ÐÖ>×Ñ œ ÐMÑ  _. . .

Podemos assim aplicar o lema III.9.18 para concluir que se tem 2 Ð>Ñ œ !"
w

quase sempre. Por outro lado, resulta de III.8.7 e III.8.8 que 2 Ð>Ñ œ 0Ð>Ñ#
w

quase sempre e que  quase sempre. Deduzimos assim de (1) que,2 Ð>Ñ œ !$
w

para quase todo o ,  é derivável em , e com . Ficou> − Ó-ß .Ò 1 > 1 Ð>Ñ œ 0Ð>Ñw

assim provada a afirmação em a) e a de b) resulta de que, se  é0 À N Ä Is

outra aplicação topologicamente mensurável com  quase sempre,1 Ð>Ñ œ 0Ð>Ñsw

então  quase sempre e portanto, por  ser integrável,  é também0Ð>Ñ œ 0Ð>Ñ 0 0s s

integrável. 

III.9.20 (Corolário — Teorema de Lebesgue sobre a derivabilidade das fun-
ções crescentes) Sejam  um intervalo aberto não vazio, comN œ Ó-ß .Ò § ‘
extremidades finitas ou infinitas, e  uma função crescente (no1À N Ä ‘
sentido lato). Tem-se então que  é derivável em quase todos os pontos de 1 N
(relativamente à medida de Lebesgue ).-
Dem: Se a função crescente  fosse limitada, ela seria uma aplicação de1
variação limitada (cf. a alínea b) de III.9.4) pelo que a conclusão era uma
aplicação directa do resultado precedente. No caso geral, podemos considerar
duas sucessões de elementos  em , com  e . Uma-  . Ó-ß .Ò - Ä - . Ä .8 8 8 8

vez que a restrição de  a cada  já é limitada, por admitir  e 1 Ó- ß . Ò 1Ð- Ñ 1Ð. Ñ8 8 8 8

como minorante e majorante respectivamente, podemos concluir a existência,
para cada  de um boreliano  com  tal que  seja8 ] § Ó- ß . Ò Ð] Ñ œ ! 18 8 8 8-
derivável em cada ponto de  e, sendo  a união dos , queÓ- ß . Ò Ï ] ] ]8 8 8 8

verifica ainda , o facto de  ser a união dos  implica que-Ð] Ñ œ ! Ó-ß .Ò Ó- ß . Ò8 8

1 Ó-ß .Ò Ï ] é derivável em cada ponto de . 

Vamos agora examinar em que condições é que a medida de Lebes-
gue-Stieltjes , associada a uma aplicação de variação limitada= U1À Ä I
1À Ó-ß .Ò Ä I, é uma medida -absolutamente contínua, onde  é a- -
medida de Lebesgue na -álgebra  dos borelianos de . Começamos5 U Ó-ß .Ò
com um lema que é já conhecido por quem tenha resolvido o exercício
I.2.6 e é porventura facilmente antecipado por quem tenha feito o exer-
cício II.1.19, de certo modo mais elementar que aquele, e cuja resolução
retomamos na parte essencial da demonstração do lema.
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III.9.21  Sejam  um intervalo aberto, com extremidades(Lema) N œ Ó-ß .Ò § ‘
finitas ou infinitas, - 5 U a medida de Lebesgue na -álgebra  dos borelianos de
N À Ä e  uma medida positiva finita. Tem-se então que  é -absolu-. U ‘ . -

tamente contínua (cf. III.3.1) se, e só se, qualquer que seja , existe$  !
& - & ! E N ÐEÑ  tal que, para cada  boreliano  de  que verifique , tem-se
. $ÐEÑ  .
Dem:  Suponhamos que, para cada , existe  tal que ,1) $ & . $ !  ! ÐEÑ 
sempre que . Se  é um boreliano com , podemos então- & -ÐEÑ  E ÐEÑ œ !
concluir que , para todo o , portanto . Concluímos. $ $ .ÐEÑ   ! ÐEÑ œ !
assim que a medida  é -absolutamente contínua.. -
2) Suponhamos, reciprocamente, que  é -absolutamente contínua. Tendo. -
em conta o teorema de Radon-Nikodym (cf. III.3.9), podemos considerar
uma aplicação mensurável  tal que , isto é, tal que,: ‘ . -À Ó-ß .Ò Ä œ Ð Ñ:

para cada boreliano  de ,E Ó-ß .Ò

. : : ˆÐEÑ œ ÐBÑ .B œ ÐBÑ ÐBÑ .B( (
E Ó-ß.Ò

E .

Seja  arbitrário. Consideremos a sucessão crescente de borelianos$  !

E œ ÖB − N ± ÐBÑ Ÿ 8×8 : ,

cuja união é o intervalo . Tem-se assim N œ Ó-ß .Ò ÐE Ñ Ä ÐN Ñ  _. .8

pelo que podemos fixar  tal que , isto é, .8 ÐE Ñ  ÐN Ñ  ÐN Ï E Ñ . . .8 8# #
$ $

Seja  e consideremos um boreliano arbitrário  com .& - &œ E ÐEÑ $
#8

Tem-se então que  é a união disjunta dos borelianos  e  e,E E  E E Ï E8 8

por ser  e , para cada , podemosE Ï E § N Ï E ÐBÑ Ÿ 8 B − E  E8 8 8:
escrever

. . . .

- & $
$ $

ÐEÑ œ ÐE  E Ñ  ÐE Ï E Ñ Ÿ 8.B  ÐN Ï E Ñ 

 8 ÐE  E Ñ  Ÿ 8  œ
# #

8 8 8
EE

8

(
8

. 

III.9.22 Sejam  um intervalo aberto não vazio, com cadaN œ Ó-ß .Ò § ‘
extremidade finita ou infinita,  um espaço de Banach e I 1À Ó-ß .Ò Ä I uma
aplicação. Diz-se que  é  se, para cada , existe1  !absolutamente contínua $
&  ! tal que, qualquer que seja a família finita de intervalos abertos
ÐÓ+ ß , ÒÑ +  , Ò-ß .Ò Ð,  + Ñ 3 3 3−M 3 3 3 3 disjuntos dois a dois, com  em  e ,! &
vem

"
3−M

3 3m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  $.

Repare-se que uma aplicação absolutamente contínua é, em particular,
contínua, e mesmo uniformemente contínua, como se constata considerando
famílias constituídas por um único intervalo.
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III.9.23 Sejam(Comparação das duas noções de continuidade absoluta) 
N œ Ó-ß .Ò § ‘ um intervalo aberto não vazio, com cada extremidade finita
ou infinita e - U ‘À Ä N a medida de Lebesgue nos borelianos de . Sejam
I 1 um espaço de Banach e À Ó-ß .Ò Ä I uma aplicação de variação limitada
com descontinuidades bem comportadas (cf. III.9.16) e consideremos a
correspondente medida de Lebesgue-Stieltjes vetorial . Tem-se= U1À Ä I
então que  é uma aplicação absolutamente contínua se, e só se,  é uma1 =1

medida vetorial -absolutamente contínua.-
Dem:  Suponhamos que a medida vetorial  é -absolutamente contínua.1) = -1

Em particular, para cada  o facto de ser  implica que+ − Ó-ß .Ò ÐÖ+×Ñ œ !-

1Ð+ Ñ  1Ð+ Ñ œ ÐÖ+×Ñ œ ! 
1= ,

e portanto, por as descontinuidades de  serem bem comportadas,  é1 1
contínua em . Seja  arbitrário. Tendo em conta III.7.16, a medida+  !$
positiva  é também -absolutamente contínua e portanto, pelo lemal l= -1

III.9.21, podemos considerar  tal que, para cada boreliano  de  com&  ! E N
- & = $ÐEÑ  l lÐEÑ , tem-se . Dada uma família finita de intervalos abertos1

ÐÓ+ ß , ÒÑ +  , Ò-ß .Ò Ð,  + Ñ 3 3 3−M 3 3 3 3 disjuntos dois a dois, com  em  e ,! &
tem-se então que o boreliano  verificaE œ Ó+ ß , Ò- 3 3

- &ÐEÑ œ Ð,  + Ñ "
3−M

3 3 ,

o que implica que

" "
3−M 3−M

3 3 1 3 3 1m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm œ m ÐÓ+ ß , ÒÑm Ÿ l lÐEÑ = = $.

Provámos assim que a aplicação  é absolutamente contínua.1
2) Suponhamos agora que a aplicação  é absolutamente contínua, em1
particular contínua.
Seja  um boreliano tal que  e seja  arbitrário.E § N ÐEÑ œ !  !- $
Seja  tal que, para cada família finita de intervalos abertos &  ! ÐÓ+ ß , ÒÑ3 3 3−O

disjuntos dois a dois, com  em  e , venha+  , Ò-ß .Ò Ð,  + Ñ 3 3 3 3! &

"
3−O

3 3m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm 
#

$
.   (1)

Reparemos que, para cada família contável de  intervalos abertos ÐÓ+ ß , ÒÑ3 3 3−M

disjuntos dois a dois, com  em  e , tem-se+  , Ò-ß .Ò Ð,  + Ñ 3 3 3 3! &

"
3−M

3 3m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ
#

$
,

uma vez que, para cada parte finita , a correspondente soma comO § M
3 − O é menor que .$#
Tendo em conta I.4.8, o facto de ser  permite-nos considerar uma-ÐEÑ œ !
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família contável de intervalos semiabertos  disjuntos dois a dois,ÐÓ+ ß , ÓÑ3 3 3−M

com  em ,  e . Lembrando o lema+  , Ò-ß .Ò E § Ó+ ß , Ó Ð,  + Ñ 3 3 3 3 3 3- ! &
I.3.10, consideremos uma família  de números  tal que Ð Ñ  ! $ $ $3 3−M 3 3 #

! $

e escolhamos, para cada , uma família finita de intervalos abertos3 − M
disjuntos dois a dois , onde , com  em  talÓ+ ß , Ò 5 − O +  , Ò+ ß , Ó3ß5 3ß5 3 3ß5 3ß5 3 3

que

"
5−O

3ß5 3ß5 1 3 3 3 1 3 1 3 3

3

m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm   X Ð+ ß , Ñ  œ X Ð, Ñ  X Ð+ Ñ $ $ ,

ou seja, tendo em conta III.9.17 e as alíneas c) e d) de III.9.10,

"
5−O

3ß5 3ß5 1 3 3 3

3

m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm   l lÐÓ+ ß , ÓÑ = $

Consideremos a família contável dos intervalos abertos , com Ó+ ß , Ò 3 − M3ß5 3ß5

e , que são também disjuntos dois a dois e que verificam5 − O3

" " " " .Š ‹
" "3ß5 3−M 5−O 3−M 5−O

3ß5 3ß5 3ß5 3ß5 3ß5 3ß5

3−M 3−M

3 3 3 3

Ð,  + Ñ œ ÐÓ+ ß , ÒÑ œ Ó+ ß , Ò Ÿ

Ÿ ÐÓ+ ß , ÒÑ œ Ð,  + Ñ 

3 3

- -

- &

e portanto, lembrando a desigualdade (1),

|

,

= = $

$ $ $
$

1 1 3 3 3 3ß5 3ß5

3−M 3−M 5−O

3ß5

3ß5 3ß5

lÐEÑ Ÿ l lÐÓ+ ß , ÓÑ Ÿ  m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm 

  m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm Ÿ  œ
# # #

" " "Š ‹
"

3

o que, tendo em conta a arbitrariedade de , implica que .$ = ! l lÐEÑ œ !1

Ficou assim provado que a medida positiva  é -absolutamente contínua,l l= -1

e portanto, por III.7.16, que a medida vetorial  é também -absolutamente= -1

contínua. 

III.9.24 Sejam(Derivabilidade das aplicações absolutamente contínuas) 
N œ Ó-ß .Ò § ‘ um intervalo aberto não vazio, com cada extremidade finita
ou infinita,  um espaço de Hilbert e I 1À Ó-ß .Ò Ä I uma aplicação de
variação limitada  e absolutamente contínua. Tem-se então:196

196A hipótese de  ser de variação limitada pode ser dispensada desde que se enfraqueça1
algumas das conclusões, nomeadamente: a aplicação  poderá ser só localmente integrá-0
vel, em vez de integrável, o valor  deverá ser substituído por , para um 1Ð- Ñ 1Ð> Ñ >

! !

escolhido em , e o integral em  deverá ser substituído pelo integral de  a  (noÓ-ß .Ò Ó-ß BÓ > B!

sentido referido em II.3.5). O passo essencial para obter esta conclusão mais geral consis-
te em aplicar o presente resultado às restrições de  a intervalos  com  em1 Ó+ß ,Ò +  ,
Ó-ß .Ò, reparando que, como se verá no exercício III.9.9 adiante, essas restrições são neces-
sáriamente de variação limitada. Aliás, e pela mesma razão, a hipótese de  ser absoluta-1
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a) Existe uma aplicação topologicamente mensurável  tal que0 À Ó-ß .Ò Ä I
1 Ð>Ñ œ 0Ð>Ñw  quase sempre (relativamente à medida de Lebesgue ).-
b) Qualquer que seja a aplicação topologicamente mensurável 0 À Ó-ß .Ò Ä I
nas condições de a),  tem-se que  é integrável e, para cada ,197 0 B − Ó-ß .Ò

1ÐBÑ œ 1Ð- Ñ  0Ð>Ñ .>

Ó-ßBÓ
( .

Dem: Comecemos por notar que a conclusão de a) foi já demonstrada em
III.9.19. Vamos, no entanto, reobtê-la, em conjunto com a parte essencial da
conclusão de b). Seja  a medida vetorial de Lebesgue-Stieltjes, nos bore-=1

lianos de , associada a , medida que, tendo em conta III.9.23, éN 1
--absolutamente contínua. Tendo em conta o teorema de Radon-Nikodym
para medidas vetoriais (cf. III.7.21), consideremos uma aplicação integrável
0 À N Ä I œ tal que , isto é, que= -Ð0Ñ

=ÐEÑ œ 0ÐBÑ .B(
E

,

para cada boreliano  de . Tendo em conta III.9.15, para cada ,E N B − N
tem-se

1ÐBÑ  1Ð- Ñ œ 1ÐB Ñ  1Ð- Ñ œ ÐÓ-ß BÓÑ œ ÐÓ-ß BÓÑ  
1 Ð0Ñ= - ,

e portanto

1ÐBÑ œ 1Ð- Ñ  ÐÓ-ß BÓÑ œ 1Ð- Ñ  0Ð>Ñ .> 
Ð0Ñ

Ó-ßBÓ

- ( .

Quanto a b), basta repararmos que, se  é outra aplicação0 À Ó-ß .Ò Ä Is

topologicamente mensurável tal que  quase sempre, então tem-se1 Ð>Ñ œ 0Ð>Ñsw

0 Ð>Ñ œ 0Ð>Ñ 0 B − Ns s, e portanto  também é integrável e, para cada 

1ÐBÑ œ 1Ð- Ñ  0Ð>Ñ .> œ 1Ð- Ñ  0Ð>Ñ .>s 

Ó-ßBÓ Ó-ßBÓ
( ( . 

mente contínua pode ser enfraquecida, bastando pedir que  tenha restrição absolutamente1
contínua a cada um dos intervalos  referidos (costuma-se então dizer-se que  éÓ+ß ,Ò 1
localmente absolutamente contínua).
197Quem resolver o exercício III.9.10 adiante, constatará que há uma escolha natural para
0 1 Ð>Ñ 1, nomeadamente a aplicação que toma o valor  nos pontos em que  é derivável e,w

por exemplo, o valor  nos restantes pontos.!
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EXERCÍCIOS

Ex III.9.1 Mostrar que, se 1À Ó-ß .Ò Ä I é uma aplicação de variação limitada,
então  é uma aplicação limitada.1

Ex III.9.2 Sejam Ó-ß .Ò § 1À Ó-ß .Ò Ä‘ ‘ um intervalo aberto não vazio e  uma
aplicação.
a) ção limitada, então a aplicação ,Verificar que, se  é de varia1 2À Ó-ß .Ò Ä ‘
definida por , é uma aplicação crescente.2ÐBÑ œ X ÐBÑ  1ÐBÑ1

Sugestão: Para  deduzir de III.9.3 e III.9.7 a desigualdadeB  C

1ÐCÑ  1ÐBÑ Ÿ X ÐCÑ  X ÐBÑ1 1 .

b) (Teorema de Jordan) Deduzir de a) que a aplicação  é de1À Ó-ß .Ò Ä ‘
variação limitada se, e só se,  é diferença de duas funções crescentes e1
limitadas .Ó-ß .Ò Ä ‘

Ex III.9.3  a) Sejam Ó-ß .Ò § I J‘ um intervalo aberto não vazio,  e  espaços de
Banach e  uma aplicação linear contínua, com norma .0 0À I Ä J m m 198

Mostrar que, se  é uma aplicação de variação limitada, então1À Ó-ß .Ò Ä I
0 0 0‰ 1À Ó-ß .Ò Ä J Z Ð ‰ 1Ñ Ÿ m mZ Ð1Ñ é também de variação limitada e com .
b) Deduzir de a) que, considerando em  uma qualquer das suas normas‘8

equivalentes, se  é uma aplicação, com1À Ó-ß .Ò Ä ‘8

1ÐBÑ œ Ð1 ÐBÑßá ß 1 ÐBÑÑ" 8 ,

então  é de variação limitada se, e só se, cada componente  é1 1 À Ó-ß .Ò Ä4 ‘
de variação limitada. Concluir, em particular, que uma aplicação
1À Ó-ß .Ò Ä ‚ é de variação limitada se, e só se, as suas partes real e imagi-
nária são ambas aplicações de variação limitada .Ó-ß .Ò Ä ‘

Ex III.9.4 Sejam Ó-ß .Ò § I‘ um intervalo aberto não vazio,  um espaço de
Banach e  uma aplicação. Mostrar que, se existir uma medida1À Ó-ß .Ò Ä I
vetorial  nos borelianos de  tal que, para cada  em ,=1 Ó-ß .Ò B Ÿ C Ó-ß .Ò

=1ÐÓBß CÓÑ œ 1ÐCÑ  1ÐBÑ,

então a aplicação  é de variação limitada e contínua à direita.1
Sugestão: Para verificar que  é de variação limitada lembrar a nota III.9.2 e1
o facto de a medida de variação total duma medida vetorial ser finita. Para
mostrar que  é contínua à direita em , escolher  e uma sucessão1 C B  C

198Recordar que a norma de  é a menor das constantes  tais que ,0 0Q   ! m Ð?Ñm Ÿ Qm?m
para todo o .? − I
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decrescente de elementos  com  e relacionar  com osC  C C Ä C ÓBß CÓ8 8

intervalos .ÓBß C Ó8

Ex III.9.5 Sejam N œ Ó-ß .Ò § 1À Ó-ß .Ò Ä‘ ‘ um intervalo aberto não vazio e 
uma aplicação crescente e limitada. Mostrar que, para cada , tem-se+ − Ó-ß .Ò
X Ð+Ñ œ 1Ð+Ñ  1Ð- Ñ1

  e deduzir que as medidas de Lebesgue Stieltjes nos
borelianos de  associadas a  e a  coincidem.  Lembrar oN 1 X1 Sugestão:
exemplo na alínea b) de III.9.4 e ter em conta III.9.8.

Ex III.9.6  (Comparar com a alínea c) de III.9.4) Sejam Ó-ß .Ò § ‘ um intervalo
aberto não vazio,  um espaço de Banach e  uma aplicaçãoI 1À Ó-ß .Ò Ä I
derivável em cada  e com  contínua.> − Ó-ß .Ò 1 À Ó-ß .Ò Ä Iw

a) Mostrar que se , além de contínua, é integrável, então , que1 À Ó-ß .Ò Ä I 1w

já sabemos ser de variação limitada, verifica mesmo

Z Ð1Ñ œ m1 ÐBÑm .B(
Ó-ß.Ò

w .

Sugestão: Começar por reparar que, para cada  em , a medida de+  , Ó-ß .Ò
Lebesgue-Stieltjes vetorial  verifica=1

=1
Ó+ß,Ó

wÐÓ+ß ,ÓÑ œ 1 ÐBÑ .B(
e coincide portanto com a medida , definida a partir da medida de-Ð1 Ñw

Lebesgue pela função integrável  (cf. III.7.12). Utilizar esse resultado para1w

concluir que a medida de variação total  coincide com a medida positival l=1

definida a partir da medida de Lebesgue pela função  e:ÐBÑ œ m1 ÐBÑmw

lembrar que, por III.9.17, .Z Ð1Ñ œ l lÐÓ-ß .ÒÑ=1

b) Deduzir de a) que, se  é contínua, mas não integrável, então1 À Ó-ß .Ò Ä Iw

a aplicação  não é de variação limitada.  Reparar que, para cada1 Sugestão:
+  , Ó-ß .Ò 1 Ó+ß ,Ò em , a restrição de  a  já é integrável.w

Ex III.9.7 Sejam N œ Ó-ß .Ò § I‘ um intervalo aberto não vazio,  um espaço de
Banach e  uma aplicação contínua. Suponhamos que existe1À Ó-ß .Ò Ä I
Q   ! \ § N B − N Ï \ 1 e uma parte contável  tal que, para cada ,  seja
derivável em  e com .B m1 ÐBÑm Ÿ Qw

a) Tendo presente a conclusão do exercício II.3.2, mostrar que a aplicação 1
é absolutamente contínua.
b) Tendo presente a mesma conclusão, mostrar que, se o intervalo  éN
limitado, então  é de variação limitada e com .1 Z Ð1Ñ Ÿ QÐ.  -Ñ
c) Verificar que as conclusões de a) e b) não seriam válidas se, em vez de
exigirmos que o conjunto excecional  seja contável, exigíssemos apenas\
que ele verificasse .  Pensar na restrição ao intervalo-Ð\Ñ œ ! Sugestão:
Ó!ß "Ò 0 À Ò!ß "Ó Ä Ò!ß "Ó § da função singular de Cantor-Lebesgue , estudada‘
no exercício I.4.11 e ter em conta III.9.24.
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Ex III.9.8 Como referimos em III.9.16, se uma aplicação de variação limitada
1À Ó-ß .Ò Ä I + − Ó-ß .Ò 1Ð+Ñ é tal que, para cada ,  pertence ao segmento afim
de extremidades  e , então  tem singularidades bem1Ð+ Ñ 1Ð+ Ñ 1 

comportadas. Mostrar que, no caso em que o espaço de Banach  é umI
espaço de Hilbert, a recíproca é também verdadeira: Se uma aplicação de
variação limitada 1À Ó-ß .Ò Ä I tem singularidades bem comportadas, então,
para cada ,  pertence ao segmento afim de extremidades + − Ó-ß .Ò 1Ð+Ñ 1Ð+ Ñ

e .1Ð+ Ñ

Ex III.9.9  Mostrar que, se  é um intervalo aberto limitado e nãoa) N œ Ó-ß .Ò § ‘
vazio,  é um espaço de Banach e I 1À N Ä I é absolutamente contínua, então
1  ! é de variação limitada.  Considerar  tal que qualquer queSugestão: &
seja a família finita de intervalos abertos  disjuntos dois a doisÐÓ+ ß , ÒÑ3 3 3−M

com  em  e  vem  e+  , Ò-ß .Ò Ð,  + Ñ  m1Ð, Ñ  1Ð+ Ñm  "3 3 3 3 3 3! !&
verificar que quaisquer que sejam  em  com  a restrição+  , Ó-ß .Ò ,  +  &
de  a  é de variação limitada e com . Aplicar então III.9.111 Ó+ß ,Ò Z Ð1 Ñ Ÿ "Ó+ß,Ò

para mostrar que, sendo  tal que ,  é de variação limitada e8 −  1 &.-
8

com .Z Ð1Ñ Ÿ 8
b) Sendo  a aplicação definida por , verificar que  é1À Ä 1ÐBÑ œ B 1‘ ‘
absolutamente contínua, mas não é de variação limitada.
c) Sendo  a aplicação definida por , verificar que1À Ó!ß "Ò Ä 1ÐBÑ œ B Ð Ñ‘ sin "

B

1 não é de variação limitada, e portanto também não é absolutamente contí-
nua, mas que  é uniformemente contínua (reparar que  é a restrição de uma1 1
aplicação contínua definida em ).Ò!ß "Ó

Ex III.9.10 (Mensurabilidade da aplicação derivada) Sejam N œ Ó-ß .Ò § ‘
um intervalo aberto não vazio, com cada extremidade finita ou infinita,  umI
espaço de Banach e 1À Ó-ß .Ò Ä I uma aplicação que seja contínua ou, mais
geralmente, que seja contínua em todos os pontos de  não pertencentes aN
uma certa parte contável  (é o que acontece, por exemplo, se  for de] 1
variação limitada, como referido na alínea e) de III.9.10).
a) Verificar que  é uma aplicação topologicamente mensurável.1
Sugestão: Lembrar II.2.11 e considerar as restrições de  a  e a cada1 N Ï ]
conjunto unitário  com .Ö+× + − ]
b) Sendo  o conjunto dos pontos  tais que  seja derivável em ,\ § N B 1 B
mostrar que  é um boreliano e que é mensurável a aplicação ,\ \ Ä I
B È 1 ÐBÑw .
Sugestão: Começar por reparar que basta considerar o caso em que ,N œ ‘
se necessário substituindo  pelo seu prolongamento que toma o valor  em1 !
cada ponto de . Lembrando a condição de Cauchy para a existência de‘ Ï N
limite de uma aplicação num ponto, reparar que  se, e só se, para cadaB − \
racional , existe um racional  tal que, sempre que  e  pertencem$ & !  ! C Cw

a ,ÓB  ß B  ÒÏÖB×& &



§9. Aplicações de variação limitada e medidas de Lebesgue-Stieltjes 455

½ ½1ÐCÑ  1ÐBÑ 1ÐC Ñ  1ÐBÑ

C  B C  B
 Ÿ

w

w
$

e que esta última condição é equivalente à de se ter, sempre que  e  perten-C Cw

cem a ,ÓB  ß B  Ò& &

mÐC  BÑÐ1ÐCÑ  1ÐBÑÑ  ÐC  BÑÐ1ÐC Ñ  1ÐBÑÑm Ÿ lC  BllC  Blw w w$

e utilizar um argumento de passagem ao limite para mostrar que ela também
é equivalente à de esta última desigualdade ser verificada para  na inter-Cß Cw

secção de   com o conjunto contável , mostrando, paraÓB  ß B  Ò  ]& & 
isso, que todo o elemento  em  é limite de uma sucessão deC ÓB  ß B  Ò& &
elementos  do conjunto  que pertencem a , podendoC ÓB  ß B  Ò  ]8 & & 
escolher-se a sucessão constante no caso em que . Para cada parC −  ]
de racionais  e , e cada par de elementos  em , mostrar$ &  !  ! Cß C  ]w

que é boreliano o conjunto  dos pontos , tais que ,\ B − lC  Bl  $ &ß ßCßCw ‘ &
ou , oulC  Bl  w &

mÐC  BÑÐ1ÐCÑ  1ÐBÑÑ  ÐC  BÑÐ1ÐC Ñ  1ÐBÑÑm Ÿ lC  BllC  Blw w w$ ,

e relacionar  com este conjunto. Reparar, enfim, que, para cada ,\ B − \
tem-se

1 ÐBÑ œ 8 Ð1ÐB  Ñ  1ÐBÑÑ
"

8
w lim .



Apêndice 1
Uma versão do teorema de Sard

Na secção II.5 estudámos o modo como se pode calcular a medida de
Lebesgue da imagem de um subconjunto de um aberto  de  por meioY ‘8

de um difeomorfismo de classe ,  de  sobre um aberto .G 0 Y Z §" 8‘
Neste apêndice vamos examinar o que se pode dizer sob hipóteses mais
fracas, nomeadamente quando temos simplesmente uma aplicação
0 À Y Ä G‘8 " de classe , que pode não ser injetiva e que, mesmo que o
seja, pode não ser um difeomorfismo. Uma vez que, para cada , aB − Y
aplicação linear derivada  já não é necessariamente umH0 À ÄB

8 8‘ ‘
isomorfismo, uma primeira coisa de que necessitaremos é generalizar a
noção de coeficiente de dilatação de modo a incluir o caso das aplicações
lineares que não são isomorfismos.

Ap1.1 (Extensão trivial dos coeficientes de dilatação) Podemos estender
trivialmente a definição dos coeficientes de dilatação em II.5.10 definindo,
para cada aplicação linear  que não seja isomorfismo, .0 ‘ ‘À Ä - œ !8 8

0

A propriedade definidora dos coeficientes de dilatação continua a valer, mas
com um cuidado suplementar:
Se  é um boreliano e  entãoE § ‘8 se também é boreliano,  0ÐEÑ 199

- 0 -8 8Ð ÐEÑÑ œ ! œ - ÐEÑ0 .

uma vez que  e, tendo em conta II.5.11 e o facto de  ser0 0 ‘ 0 ‘ÐEÑ § Ð Ñ Ð Ñ8 8

um subespaço vetorial de dimensão menor que , tem-se .8 Ð Ð ÑÑ œ !- 0 ‘8
8

Repare-se que a propriedade na alínea b) de II.5.13, continua a ser verificada
neste quadro estendido, nomeadamente se  são aplicações0 ( ‘ ‘ß À Ä8 8

lineares, então a aplicação linear  tem coeficiente de dilatação( 0 ‘ ‘‰ À Ä8 8

- œ - ‚ - ‰( 0 ( 0‰  (  é isomorfismo se, e só se,  e  são ambos isomor-( 0 0 (
fismos). Do mesmo modo, continua a ser válida para qualquer aplicação
linear a caracterização

- œ l Ð Ñl0 det 0 .

Uma dificuldade que decorre de não estarmos a exigir que 0 À Y Ä ‘8

seja um difeomorfismo de classe  está em que nada nos garante que, seG"

E § Y 0ÐEÑ é um boreliano,  tenha que ser um boreliano, pelo que não
fará sentido falar da medida de . Começamos assim por examinar0ÐEÑ

199Infelizmente, nada nos garante que a imagem direta de um boreliano por uma aplica-
ção contínua, mesmo quando esta é uma aplicação linear, tenha que ser um boreliano.
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uma situação muito simples em que é possível garantir que uma tal
imagem é um boreliano e mostramos em seguida que um número
significativo de borelianos de  está nessa situação.‘8

Ap1.2 Vamos dizer que um subconjunto E § ‘ 58 é -  se for uniãocompacto200

de uma família contável  de subconjuntos compactos  de .ÐO Ñ O4 4−N 4
8‘

Ap1.3 Sejam E § 0ÀE Ä‘ 5 ‘8 : um conjunto -compacto e  uma aplicação
contínua. Tem-se então que o conjunto  é também -compacto,0ÐEÑ § ‘ 5:

em particular é boreliano.
Dem: Sendo  uma família contável de compactos de união , oÐO Ñ E4 4−N

conjunto  é a união da família contável dos compactos , que são,0ÐEÑ 0ÐO Ñ4
em particular, fechados em , e portanto borelianos, pelo que  é‘: 0 ÐEÑ
5-compacto e boreliano. 

Ap1.4 (Exemplos de conjuntos -compactos)5
a) Qualquer aberto  é -compacto.Y § ‘ 58

b) Qualquer fechado  é -compacto.E § ‘ 58

c) Se  e  são subconjuntos -compactos de , então  é tambémE F E F5 ‘8

5-compacto. Em consequência, uma intersecção finita de subconjuntos
5 ‘ 5-compactos de  é um subconjunto -compacto.8

d) Se  é uma família contável de subconjuntos -compactos de ,ÐE Ñ4 4−N
85 ‘

então a união  é também um conjunto -compacto.-
4−N

4E 5

Dem:  O próprio  é -compacto, por ser a união, por exemplo, das bolasa) ‘ 58

fechadas de centro  e raio  ( ), que são conjuntos fechados e limita-! 8 8 − 
dos, e portanto compactos. Se  é um aberto de  diferente de ,Y ‘ ‘8 8

podemos considerar, para cada , o conjunto8 − 

O œ ÖB − ± mBm Ÿ 8 • .ÐBß Ï YÑ   ×
"

8
8

8 8‘ ‘

que é fechado e limitado (lembrar que a norma e a função distância ao
subconjunto fechado não vazio  são funções contínuas) e portanto‘8 Ï Y
compacto. Reparando que  se, e só se, , vemos queB − Y .ÐBß Ï YÑ  !‘8

os conjuntos  estão contidos em  e têm união , já que, para cadaO Y Y8

B − Y 8 mBm Ÿ 8 .ÐBß Ï YÑ  , tem-se, para  suficientemente grande,  e .‘8 "
8

b) Seja  uma família contável de compactos de união . Se ÐO Ñ E §4 4−N
8 8‘ ‘

é fechado, então  á a união, dos conjuntos , que são fechados nosE O E4

compactos , e portanto compactos.O4

c) Sejam  e  duas famílias contáveis de compactos comÐO Ñ ÐO Ñ4 4−N 3−M
w
3

uniões iguais a  e , respetivamente. Tem-se então que  é a união daE F E F
família contável de conjuntos , com , onde cadaO O Ð4ß 3Ñ − N ‚ M4

w
3

200Esta definição pode ser dada, mais geralmente, no caso em que substituímos  por‘8

um espaço topológico .\
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O O O4 4
w
3  é compacto, por ser fechado em .

d) Para cada , podemos considerar uma família contável de compactos ,4 O4ß3

com , com união . Tem-se então que  é a união da família3 − M E E4 4 4
4−N

-
contável de conjuntos , onde o conjunto de índices considerado é o dosO4ß3

pares  com  e  (união contável de conjuntos contáveis).Ð4ß 3Ñ 4 − N 3 − M4 

No sentido de aligeirarmos a demonstração do resultado que temos em
vista, começamos por estabelecer um lema, que inclui a parte essencial da
respetiva demonstração.

Ap1.5 Repare-se que, se  é um aberto e Y § 0‘8 À Y Ä ‘8 é uma aplicação de
classe , então, para cada , a matriz da aplicação linearG B − Y"

H0 À Ä 3 4B
8 8‘ ‘  é a , cujo elemento da linha  e coluna  é amatriz jacobiana

derivada parcial  da coordenada , , relativamente à variável`0
`B 3

3

4
ÐBÑ 3 0 À Y Ä ‘

4 À Y Ä. Uma vez que, por definição, as funções  são contínuas,`0
`B

3

4
‘

podemos assim concluir que tem lugar uma aplicação contínua

Y Ä Ò!ß_Ò B È -, ,H0B

já que o coeficiente de dilatação  é o valor absoluto do determinante da-H0B

matriz jacobiana e este último é uma soma de produtos de entradas dessa
matriz, cada um multiplicado por .„"

Ap1.6  Sejam (Lema) Y § 0ÀY Ä‘ ‘8 8 um aberto,  uma aplicação de classe
G Z § Y Z Y" e  um aberto, cuja aderência  seja compacta e contida em .
Tem-se então

- -8 H0 8
Z

Ð0ÐZ ÑÑ Ÿ - . ÐBÑ( B
.

Dem: Para uma melhor sistematização, vamos dividir a demonstração em
várias alíneas:
1) Podemos já afastar o caso trivial em que . No caso em que ,Z œ g Y Á ‘8

escolhamos  menor que a distância estritamente positiva do compacto&!  !
Z Ï Y Z ao fechado  (mínimo sobre  da função contínua estritamente‘8

positiva, que a  associa ). No caso em que , sejaB .ÐBß Ï YÑ Y œ‘ ‘8 8

&!  ! arbitrário.
2) Notemos  o máximo de  para  no subconjunto compactoQ   ! mH0 m BB

Z  F Ð!Ñ Y B − Z F ÐBÑ œ& &! !
 de . Em particular para cada  a bola fechada 

B  F Ð!Ñ Z  F Ð!Ñ& &! !
 está contida em  e portanto, pelo teorema da média,

tem-se, para cada , .B − F ÐBÑ m0ÐB Ñ  0ÐBÑm Ÿ QmB  Bmw w w
&!

3) Para cada  notemos  o subconjunto aberto de !  Ÿ Z Z& &! &

Z œ ÖB − ± .ÐBß Ï Z Ñ  ×& ‘ ‘ &8 8
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e  o conjuntoE § Z ‚ §& ‘ ‘8 #8

E œ ÖÐBß CÑ − Z ‚ ± C − 0ÐF ÐBÑÑ×& &‘8 .

Tem-se então que os conjuntos  são fechados em , em particularE Z ‚& ‘8

borelianos, e

- " & -#8 8 8
8ÐE Ñ   Ð0ÐZ ÑÑ& & .

  S ja  aderente a . Podemos considerar umaSubdem: / ÐBß CÑ − Z ‚ E‘8
&

sucessão de elementos , com  e . Para cada ,ÐB ß C Ñ − E B Ä B C Ä C 44 4 4 4&

tem-se , para um certo  e, considerando a sucessão deC œ 0ÐB Ñ B − F ÐB Ñ4 4
w w
4 4 &

elementos  do compacto , concluímos que, substituindo seB  B F Ð!Ñw
4 4 &

necessário todas as sucessões por subsucessões convenientes, podemos já
supor que se tem , para um certo . Deduzimos entãoB  B Ä B B − F Ð!Ñw w w

4 4 &

que  e vemos queB œ ÐB  B Ñ  B Ä B  B − F ÐBÑw w w
4 4 4 4 &

C œ C œ 0ÐB Ñ œ 0ÐB  BÑlim lim4
w w
4 ,

donde , ou seja, . Provámos assim que  é fechadoC − 0ÐF ÐBÑÑ ÐBß CÑ − E E& & &

em , em particular boreliano.Z ‚ ‘8

Reparemos agora que para cada  existe  tal que ,C − 0ÐZ Ñ B − Z C œ 0ÐB Ñ& &
w w

tendo-se então  e para cada  tem-se ,F ÐB Ñ § Z B − F ÐB Ñ B − F ÐBÑ& & &
w w w

donde , portanto , o que implicaÐBß CÑ − E F ÐB Ñ § ÖB − ± ÐBß CÑ − E ×& & &
w 8‘

que

" & - - ‘8 8 8
8 w 8œ ÐF ÐB ÑÑ Ÿ ÐÖB − ± ÐBß CÑ − E ×Ñ& & .

Podemos agora aplicar o teorema de Fubini, tendo em conta o homeomor-
fismo  na alínea b) de II.5.5, para concluir que‘ ‘ ‘8 8 #8‚ Ä

- - ‘ -

- ‘ -

" & - " & -

#8 8 8
8

0ÐZ Ñ
8 8

8

0ÐZ Ñ
8 8 8 8

8 8

ÐE Ñ œ ÐÖB − ± ÐBß CÑ − E ×Ñ . ÐCÑ  

  ÐÖB − ± ÐBß CÑ − E ×Ñ . ÐCÑ  

  . ÐCÑ œ Ð0ÐZ ÑÑ

& &
‘

&

&

(
(
(

8

&

&

,

o que prova a desigualdade que queríamos estabelecer nesta alínea.
4) Para cada , notemos  o conjunto!  Ÿ G § Z ‚ §& & ‘ ‘!

8 #8
&

G œ ÖÐBß CÑ − Z ‚ ± C − 0ÐF ÐBÑÑ  0ÐBÑ ×
"

& &‘
&

8 ˆ ‰ .

Tem-se então que  é fechado em , em particular boreliano,G Z ‚& ‘8

G § Z ‚ F Ð!Ñ& Q e

- " -#8 8 8ÐG Ñ   Ð0ÐZ ÑÑ& & .
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  O facto de se terSubdem:

G œ ÖÐBß CÑ − Z ‚ ± ÐBß 0ÐBÑ  CÑ − E ×& &‘ &8 ,

e de termos uma aplicação contínua de  para  que a Z ‚ Z ‚ ÐBß CÑ‘ ‘8 8

associa  implica que  é fechado em . O que vimosÐBß 0ÐBÑ  CÑ G Z ‚& ‘&
8

em 2) implica que para cada  tem-se  para umÐBß CÑ − G C œ Ð0ÐB Ñ  0ÐBÑ& &
" w

certo  dondeB − F ÐBÑw
&

mCm œ m0ÐB Ñ  0ÐBÑm Ÿ mB  Bm Ÿ Q
" Q

& &
w w .

Quanto à medida, podemos utilizar o teorema de Fubini para mostrar que

- - ‘ -

- -
&

&
- -

&
- ‘ -

&

#8 8 8
Z

8

Z
8 8

Z
8 8 8

8
Z

8 8
8

8

ÐG Ñ œ ÐÖC − ± ÐBß CÑ − G ×Ñ . ÐBÑ œ

œ Ð Ð0ÐF ÐBÑÑ  0ÐBÑÑÑ . ÐBÑ œ
"

œ Ð0ÐF ÐBÑÑÑ . ÐBÑ œ
"

œ ÐÖC − ± ÐBß CÑ − E ×Ñ . ÐBÑ œ
"

œ
"

& &

&

&

&

(
(
(

(
- " -#8 8 8ÐE Ñ   Ð0ÐZ ÑÑ& & .

5) Para cada inteiro , seja  o conjunto5   " H § Z ‚5
8‘

H œ G5

4 5

Î4. &! .

Tem-se então que os conjuntos  são borelianos de , para os quaisH5
#8‘

" - -8 8 #8 5Ð0ÐZ ÑÑ Ÿ ÐH Ñ  _.

  Comecemos por reparar que da definição em 3) decorre queSubdem:

Z § Z& &! !Î4 ÎÐ4"Ñ 

e que os abertos  têm união igual a  (qualquer ponto de  temZ Z Z&!Î4

distância estritamente positiva ao fechado  e portanto essa distância é‘8 Ï Z
maior que , para todo o  suficientemente grande). Decorre daqui que os&!Î4 4
borelianos  constituem uma sucessão crescente de conjuntos de união0ÐZ Ñ&!Î4

0 ÐZ Ñ Ð0ÐZ ÑÑ œ Ð0ÐZ ÑÑ 5   ", e portanto . Para cada , tem-se- -8 8 Î4lim &!

H ¨ G 4   55 Î4&!  para todo o  donde, pelo que se viu em 4),

- - " -#8 5 #8 8 8Î4 Î4ÐH Ñ   ÐG Ñ   Ð0ÐZ ÑÑ& &! !

de donde se deduz, tomando o limite em , que .4 ÐH Ñ   Ð0ÐZ ÑÑ- " -#8 5 8 8

Pelo que vimos em 4), tem-se  portanto, uma vez que osH § Z ‚F Ð!Ñ5 Q
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conjuntos limitados têm medida de Lebesgue finita,

- - -#8 5 8 8 QÐH Ñ Ÿ ÐZ Ñ ‚ ÐF Ð!ÑÑ  _.

6) Os borelianos  de  verificam  e, sendo  aH H ¨ H H § Z ‚5 5 5"
#8 8‘ ‘

intersecção dos conjuntos , tem-se para cada H ÐBß CÑ − H5

C − H0 ÐF Ð!ÑÑB " .

  O facto de termos uma sucessão decrescente de conjuntosSubdem:
resulta imediatamente da definição dos conjuntos . Suponhamos queH5

ÐBß CÑ − H  !. Seja  arbitrário. Por definição da diferenciabilidade, existe$
<  ! mB  Bm  < B − Y tal que, sempre que , se tenha  ew w

m0 ÐB Ñ  0ÐBÑ  H0 ÐB  BÑm Ÿ mB  Bmw w w
B $ .

Escolhendo  tal que , o facto de se ter  implica que5 Î5  < ÐBß CÑ − H&! 5

existe  tal que , isto é, existe  tal que4   5 ÐBß CÑ − G B − F ÐBÑ& &! !Î4 Î4
w

C œ Ð0ÐB Ñ  0ÐBÑÑ
4

&!

w .

Resulta daqui que  e4 w
"&!

ÐB  BÑ − F Ð!Ñ

mC  H0 Ð ÐB  BÑÑm œ m0ÐB Ñ  0ÐBÑ  H0 ÐB  BÑm Ÿ
4 4

Ÿ mB  Bm Ÿ
4

B B
! !

w w w

!

w

& &

$ $
&

,

pelo que a distância de  ao compacto  é menor ou igual a .C H0 ÐF Ð!ÑÑB " $
Tendo em conta a arbitrariedade de , segue-se que a distância referida é$
igual a , e portanto , como queríamos.! C − H0 ÐF Ð!ÑÑB "

7) Tem-se

" - - " -8 8 #8 8 H0 8
Z

Ð0ÐZ ÑÑ Ÿ ÐHÑ Ÿ - . ÐBÑ( B

e portanto, como queríamos, .- -8 8Z H0ÐBÑÐ0 ÐZ ÑÑ Ÿ - . ÐBÑ'
  Lembrando 5), os  constituem uma sucessão descrescente deSubdem: H5

borelianos de  de medida finita e maior ou igual a , pelo que,‘ " -#8
8 8Ð0ÐZ ÑÑ

para a respetiva intersecção , tem-seH

- - " -#8 #8 5 8 8ÐHÑ œ ÐH Ñ   Ð0ÐZ ÑÑlim .
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Tendo em conta a conclusão de 6) e o teorema de Fubini, obtemos

- - ‘ -

- -

" - " -

#8 8 8
Z

8

Z
8 B " 8

Z Z
H0 8 8 8 H0 8

ÐHÑ œ ÐÖC − ± ÐBß CÑ − H×Ñ . ÐBÑ Ÿ

Ÿ ÐH0 ÐF Ð!ÑÑÑ . ÐBÑ œ

œ - . ÐBÑ œ - . ÐBÑ

(
(
( (B B

. 

Ap1.7  Sejam (J. T. Schwartz) Y § 0ÀY Ä‘ ‘8 8 um aberto e  uma aplicação
de classe . Para cada boreliano , existe um boreliano , comG E § Y F §" 8‘
0ÐEÑ § F, tal que

- -8 H0 8
E

ÐFÑ Ÿ - . ÐBÑ( B
,

em particular, no caso em que  é um boreliano de ,0ÐEÑ ‘8

- -8 H0 8
E

Ð0ÐEÑÑ Ÿ - . ÐBÑ( B
.

Dem: Vamos dividir a demonstração em várias partes:
1) Podemos afastar já o caso particular trivial em que , caso em queE œ g
podemos tomar .F œ g
2) Vamos começar por demonstrar o resultado no caso particular em que se
tem , para um certo aberto  de  com  compacto contido em ,E § Z Z Z Y‘8

em particular .- -8 8ÐEÑ Ÿ ÐZ Ñ  _
  Seja  o máximo no compacto  da função contínua que a Subdem: Q Z B
associa  (cf. Ap1.5). Uma vez que  é um espaço topológico-H0

8
B

‘
localmente compacto, separado e de base contável e que a medida de
Lebesgue  é uma medida de Radon, podemos aplicar a propriedade de-8

regularidade na alínea b) de III.4.6, para considerar, para , um aberto: − 
[ E § [ Ð[ Ñ Ÿ ÐEÑ : : 8 : 8

8 "
: de  com  e , podendo já supor-se que‘ - -

[ § Z [ Z: :, se necessário substituindo  pela sua intersecção com . Uma
vez que  é fechado e contido em , segue-se que  é um subconjunto[ Z [: :

compacto de  pelo que podemos utilizar o lema Ap1.6 para deduzir que,Y
para o boreliano , que contém , tem-se, por ser0Ð[ Ñ 0ÐEÑ:

- - -8 : 8 : 8Ð[ Ï EÑ œ Ð[ Ñ  ÐEÑ Ÿ
"

:
,
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- -

- -

-

8 : H0 8
[

E [ ÏE
H0 8 H0 8

E
H0 8

Ð0Ð[ ÑÑ Ÿ - . ÐBÑ œ

œ - . ÐBÑ  - . ÐBÑ Ÿ

Ÿ - . ÐBÑ 
Q

:

(
( (
(

:

B

B B

:

B
.

Sendo  o boreliano intersecção dos , , tem-se F § 0Ð[ Ñ : − 0ÐEÑ § F‘ 8
:

e, para cada , , portanto: F § 0Ð[ Ñ:

- - -8 8 : H0 8
E

ÐFÑ Ÿ Ð0Ð[ ÑÑ Ÿ - . ÐBÑ 
Q

:
( B

,

o que, tendo em conta a arbitrariedade de , implica que se tem efetivamente:
- -8 H0 8EÐFÑ Ÿ - . ÐBÑ'

B
.

3) Passemos enfim à demonstração do resultado no caso em que  é umE Á g
subconjunto boreliano arbitrário de .Y
  Consideremos os borelianos , onde ,Subdem: E § E :ß ; −:ß; 
definidos por

E œ ÖB − E ± :  " Ÿ mBm  : •   .ÐBß Ï YÑ  ×
" "

;  " ;
:ß;

8  ,‘

onde, para evitar termos que tratar separadamente casos particulares, estamos
a fazer as convenções  (casos  e ) . Como"

!
8œ _ œ .ÐBß gÑ ; œ " Y œ ‘ 201

se constata imediatamente, os conjuntos  são disjuntos dois a dois e deE:ß;

união . Uma vez que  está contido no abertoE E:ß;

Z œ ÖB − ± mBm  : • .ÐBß Ï YÑ  ×
"

;
:ß;

8 8‘ ‘  ,

cuja aderência é compacta e contida em , por  estar contido noY Z:ß;

subconjunto compacto de ,Y

O œ ÖB − ± mBm Ÿ : • .ÐBß Ï YÑ   ×
"

;
:ß;

8 8‘ ‘  ,

podemos aplicar o caso particular estudado em 2) para garantir a existência
de borelianos  com  eF § 0ÐE Ñ § F:ß; :ß; :ß;

8‘

- -8 :ß; H0 8
E

ÐF Ñ Ÿ - . ÐBÑ(
:ß;

B
.

201Repare-se que, no caso em que , tem-se  para  e  é oY œ E œ g :   # E‘8
:ß; :ß"

conjunto dos  tais que .B :  " Ÿ B  :



Ap. 1. Uma versão do teorema de Sard 465

Tem-se então que  é um boreliano de  contendo F œ F 0ÐE Ñ œ- -
:ß; :ß;

:ß; :ß;
8‘

0ÐEÑ e

- - - -8 8 :ß; H0 8 H0 8

:ß; :ß; E E

ÐFÑ Ÿ ÐF Ñ Ÿ - . ÐBÑ œ - . ÐBÑ" "( (
:ß;

B B
,

que é a desigualdade procurada. 

O resultado precedente permite deduzir como corolários alguns resultados
importantes.

Ap1.8  Sejam (Versão do teorema de Sard) Y § 0ÀY Ä‘ ‘8 8 um aberto e 
uma aplicação de classe . SendoG"

E œ ÖB − Y ± H0B não é isomorfismo},

tem-se que  é um boreliano com .0ÐEÑ Ð0ÐEÑÑ œ !-8
202

Dem: Uma vez que  é o conjunto dos  onde a função contínua E B − Y -H0B

toma o valor , concluímos que  é fechado em , portanto a intersecção do! E Y
aberto  com um subconjunto fechado de , de onde deduzimos que  éY E‘8

5 5-compacto (cf. Ap1.4). Segue-se que o conjunto  é também -com-0ÐEÑ
pacto, em particular boreliano (cf. Ap1.3) e daqui deduzimos, tendo em conta
Ap1.7, que

- - -8 H0 8 8
E E

Ð0ÐEÑÑ Ÿ - . ÐBÑ œ ! . ÐBÑ œ !( (B
. 

Ap1.9  Sejam (Imagem de conjuntos de medida nula) Y § ‘8 um aberto e
0 À Y Ä G E § Y ÐEÑ œ !‘ -8 "

8 uma aplicação de classe . Se  verifica ,
então existe um boreliano  com  e   emF § 0ÐEÑ § F ÐFÑ œ !‘ -8

8

particular, no caso em que  é boreliano, .0ÐEÑ Ð0ÐEÑÑ œ !-8

Dem: Temos uma consequência direta de Ap1.7, uma vez que o facto de se
ter  implica que-8ÐEÑ œ !

(
E

H0 8- . ÐBÑ œ !
B
- . 

Ap1.10  Sejam , (Corolário) 7  8 Y § 0ÀY Ä‘ ‘7 8 um aberto e  uma
aplicação de classe . Tem-se então que  é um boreliano comG 0ÐYÑ"

202Aos elementos de  dá-se o nome de  de  e aos de  o de E 0 0ÐEÑpontos críticos valores
críticos de .0
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-8Ð0ÐY ÑÑ œ !.203

Dem: Uma vez que  é -compacto, concluímos que  é -compacto,Y 0ÐYÑ5 5
em particular boreliano. Considerando então o aberto  de  e aY ‚ ‘ ‘87 8

aplicação  de classe  definida por ,0 À Y ‚ Ä G 0ÐBß CÑ œ 0ÐBÑs s‘ ‘87 8 "

basta agora reparar que , onde0ÐY Ñ œ 0ÐY ‚ Ö!×Ñs

- - - -8 7 87 7ÐY ‚ Ö!×Ñ œ ÐYÑ ‚ ÐÖ!×Ñ œ ÐYÑ ‚ ! œ !. 

203Esta conclusão não seria possível se tivéssemos exigido apenas que  fosse contínua,0
como se constata se considerarmos a curva de Peano , referida na2À Ò!ß "Ó Ä Ò!ß "Ó ‚ Ò!ß "Ó
alínea e) do exercício I.4.12.
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