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Pref�acio

Este volume foi escrito com base nas notas referentes à disciplina
de Análise Infinitesimal do primeiro ano das licenciaturas em Matemática
(ramo cient́ıfico e do ensino), e por nós professada, durante alguns anos,
no Departamento de Matemática da FCUL . Para além dos tradicionais
temas abordados nas obras de análise matemática a uma variável (limite
e continuidade, diferenciabilidade, integração e primitivação, sucessões
e séries de funções) introduziu-se um caṕıtulo sobre desenvolvimentos
assintóticos, o que permite, não só atacar os limites indeterminados mas
sobretudo, estruturar de forma sistemática a questão da convergência dos
integrais impróprios e das séries numéricas.

O livro é dirigido especialmente aos alunos do primeiro ano das
licenciaturas em Matemática e exigem-se alguns conhecimentos sobre a
teoria elementar dos conjuntos (o prinćıpio da indução, por exemplo, é por
nós usado com alguma frequência) bem como alguns rudimentos de álgebra
e análise elementares (essencialmente, aquilo que se espera ter sido matéria
do ensino secundário).

Os números reais são introduzidos no caṕıtulo primeiro de forma
axiomática. É, na nossa opinião, o processo mais direto de apresentar o
corpo R, quando se pretende evitar as elaboradas (e abstratas) construções
dos reais. No final do caṕıtulo, são dadas as noções básicas sobre o corpo
dos números complexos; destes se fará uso em algumas partes da exposição.

No caṕıtulo segundo, dedicado às sucessões e séries numéricas, dá-se
especial atenção à noção de sucessão de Cauchy, como condição necessária
e suficiente de convergência. Aqui apenas se apresentam as primeiras
definições e resultados gerais sobre as séries numéricas, deixando para mais
tarde, como foi já referido, a questão central da convergência.

Nos caṕıtulos terceiro e quarto são estudadas a continuidade e dife-
renciabilidade das funções reais a uma variável, e no caṕıtulo quinto é feita
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a construção do integral de Riemann em R. A primitivação é apresentada
como secção deste caṕıtulo, na sequência do conceito de integral indefinido.
Com base na noção de função de variação limitada define-se “comprimento
de arco” de uma curva plana, o que nos permite apresentar uma definição
rigorosa das funções trigonométricas e das suas inversas.

Na redação do caṕıtulo sexto, dedicado aos desenvolvimentos assin-
tóticos, seguimos de perto os fasćıculos da obra de Bourbaki sobre as
funções reais de variável real. A exposição é ilustrada com inúmeros
exemplos, tornando-se assim mais simples e acesśıvel.

Nos últimos caṕıtulos abordam-se as sucessões e séries de funções
e apresenta-se uma introdução clássica das séries de Fourier. É com
especial relevo que se analisa a noção de convergência uniforme; pretende-
-se que o aluno reconheça a importância deste conceito, verificando como,
por exemplo, a continuidade e integrabilidade se conservam na passagem
ao limite uniforme. Trata-se, com efeito, de um conceito que estabelece
exemplarmente a transição da análise clássica para o estudo topológico dos
espaços de funções, tema central da Análise Funcional e, mais geralmente,
de toda a análise moderna.

Foram várias as pessoas, por entre colegas e alunos, que contribúıram
para o aperfeiçoamento deste texto. Refiro, em particular, o meu
colega Miguel Ramos, o qual me acompanhou durante alguns anos na
lecionação da disciplina de Análise Infinitesimal e cujas observações e co-
mentários, sempre pertinentes, permitiram uma maior elegância na redação
matemática apresentada.

Finalmente, torna-se obrigatória uma referência a Lúıs Trabucho, meu
colega e um dos editores desta coleção de textos. Foi o seu empenho
e entusiasmo que levaram à elaboração deste volume, e foi ainda a sua
competência que permitiu superar algumas dificuldades técnicas surgidas
na compilação do livro. É pois com grande satisfação que aqui lhe exprimo
o meu reconhecimento.

Esperamos que estas notas, agora apresentadas em livro, possam ser de
alguma utilidade para todos aqueles que se interessam pelos fundamentos
da Análise. Se assim for, sentir-nos-emos amplamente recompensados, e
será com gratidão que evocaremos a memória de Mestre Vicente Gonçalves,
de quem tivemos o privilégio de ser disćıpulo e admirador.

Lisboa, Dezembro de 1996
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Noção de série trigonométrica. Coeficientes de Fourier.
Exemplos.

8.3. Os teoremas de convergência. 349
O teorema de Jordan. Exemplos. A aproximação polino-
mial de Weierstrass.
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1. O Corpo dos Números Reais 1

1
O Corpo dos N�umeros Reais

1.1. O Corpo R dos n�umeros reais. Axiom�atia.
O nosso ponto de partida é o conjunto Q dos números racionais

no qual se admitem conhecidas todas as propriedades algébricas (como
corpo comutativo totalmente ordenado), bem como as usuais inclusões,
N ⊂ Z ⊂ Q, em que N e Z representam os conjuntos dos números naturais
e inteiros, respetivamente. Faremos aqui uma apresentação axiomática (não
construtiva) do conjunto R dos números reais e mostramos em seguida que
Q ⊂ R a menos de um isomorfismo, isto é, Q deve ser isomorfo a um
subconjunto Q̃ ⊂ R; exibiremos ainda uma representação para os elementos
de R.

Seja dado um conjunto R, não vazio, munido de duas operações, soma

e produto, representadas respetivamente por + e . tais que

(x, y) ∈ R × R −→ x+ y ∈ R
(x, y) ∈ R × R −→ x.y ∈ R

e de uma relação de ordem

x ≤ y,

satisfazendo os seguintes grupos de axiomas:
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A1. R é um corpo comutativo, isto é,

(1.1) x+ (y + z) = (x+ y) + z ∀x, y, z ∈ R (associatividade
(1.2) x+ y = y + x ∀x, y ∈ R e comutatividade da soma)

(1.3) Existe um elemento 0 ∈ R , dito zero, tal que
0 + x = x+ 0 = x ∀x ∈ R (elemento neutro da soma)

(1.4) Para todo o x ∈ R , existe um elemento notado −x tal que
x+ (−x) = (−x) + x = 0 (elemento simétrico)

(1.5) x.(y.z) = (x.y).z ∀x, y, z ∈ R (associatividade do produto)

(1.6) x.y = y.x ∀x, y ∈ R (comutatividade do produto)

(1.7) Existe um elemento 1 ∈ R, 1 6= 0, dito um ou elemento unitário, tal
que 1.x = x.1 = x ∀x ∈ R (elemento neutro do produto)

(1.8) Para todo o x ∈ R, x 6= 0, existe um elemento notado x−1(ou 1
x),

chamado inverso de x, tal que x.x−1 = x−1.x = 1

(1.9) x.(y + z) = x.y + x.z ∀x, y, z ∈ R. (propriedade distributiva)

A2. R é um corpo totalmente ordenado, isto é,

(2.1) ∀x, y ∈ R, tem-se x ≤ y ou y ≤ x

(2.2) x = y se e só se x ≤ y e y ≤ x

(2.3) x ≤ y e y ≤ z =⇒ x ≤ z

(2.4) x ≤ y =⇒ x+ z ≤ y + z ∀z ∈ R

(2.5) 0 ≤ x e 0 ≤ y =⇒ 0 ≤ x.y .

Observações. 1. Se x, y, z ∈ R , escreve-se usualmente xy por x.y,
x+y+z por x+(y+z) = (x+y)+z e xyz por x.(y.z) = (x.y).z; escreve-se
ainda x− y por x+(−y); se n ∈ N, escreve-se nx por x+ · · ·+x (n vezes),
xn por x . . . x (n vezes) e x−n por x−1 . . . x−1 (n vezes) = (x−1)

n
; enfim,

define-se x0 = 1, ∀x ∈ R, x 6= 0. É agora um simples exerćıcio mostrar que
xm+n = xm.xn, ∀m,n ∈ Z, ∀x ∈ R, x 6= 0.

2. Escreve-se y ≥ x (x, y ∈ R) se e só se x ≤ y. Dados dois elementos
x, y ∈ R, usamos a notação x < y (⇔ y > x) para significar que x ≤ y e
x 6= y.

A.3 R é um corpo arquimediano, isto é, satisfaz o axioma de Ar-
quimedes:

(3.1) Dados x, y ∈ R tais que 0 < x e 0 ≤ y , existe um natural n ∈ N tal
que y ≤ nx.
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Antes de estabelecermos o último axioma, introduzimos algumas
definições necessárias.
Dados dois quaisquer elementos a, b ∈ R tais que a < b, definimos intervalo
aberto de extremos a e b e representamos por ]a, b[ ou (a, b) como o conjunto
dos elementos x ∈ R compreendidos estritamente entre a e b:

]a, b[= {x ∈ R : a < x < b}.

Analogamente, os conjuntos

]a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b} e [a, b[= {x ∈ R : a ≤ x < b}

dizem-se intervalos semiabertos (resp. aberto em a, fechado em b e fechado
em a, aberto em b ). Sendo a ≤ b, o conjunto

[a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}

diz-se o intervalo fechado de extremos a (extremo esquerdo) e b (extremo
direito). O número real b− a representa a amplitude do intervalo.

A.4 R verifica o axioma do encaixe:

(4.1) Dada uma sucessão I0 = [a0, b0], I1 = [a1, b1], . . . , In = [an, bn], . . . de
intervalos fechados tais que I0 ⊃ I1 ⊃ · · · ⊃ In ⊃ · · ·, existe pelo
menos um real x ∈ R tal que an ≤ x ≤ bn para todo o valor de
n = 0, 1, 2, . . ., isto é (∗)

x ∈
⋂

n∈N0

In.

Da precedente axiomática resultam facilmente os seguintes resultados
cuja demonstração é deixada como exerćıcio:

1.
Se a ≤ b e c ≥ 0, então ac ≤ bc;
se a < b e c > 0, então ac < bc e ac−1 < bc−1;
se a < b e c < 0, então ac > bc .

2.
Se ai ≤ bi, i = 1, . . . , n, então a1 + · · · + an ≤ b1 + · · · + bn;
se 0 ≤ ai ≤ bi, i = 1, . . . , n, então a1 . . . an ≤ b1 . . . bn, tendo-se a
igualdade sse ai = bi, i = 1, . . . , n ou então bi = 0 para algum i.

Em particular,

(∗) N0 representa o conjunto dos inteiros não negativos : N0 = {0, 1, 2, . . .}.
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3.
Se 0 ≤ x < y, então 0 ≤ xn < yn, ∀n ∈ N; xn = 0 ⇐⇒ x = 0.

Daqui resulta o seguinte resultado:

Sejam a ∈ R, a ≥ 0, e n ∈ N; então existe, no máximo, um real x ≥ 0
tal que xn = a.

Com efeito, se existem x1 ≥ 0 e x2 ≥ 0 : x1
n = x2

n = a, tem-
se necessariamente x1 = x2 já que 0 ≤ x1 < x2 =⇒ x1

n < x2
n e

0 ≤ x2 < x1 =⇒ x2
n < x1

n.

Observe-se que Q satisfaz os axiomas A.1, A.2 e A.3 (Q é um corpo
comutativo, arquimediano, totalmente ordenado). No entanto, notaremos
que A.4 não é satisfeito em Q; mostremos para isso a seguinte

1.1.1. Proposição. Seja n um inteiro ≥ 2; então, para todo o número
real A ≥ 0, existe um único real x ≥ 0 tal que xn = A.

Demonstração. A unicidade foi já vista anteriormente. Mostremos agora
a existência para n = 2 (o caso geral é perfeitamente análogo).

Tome-se A > 0 (já que o caso A = 0 é resolvido trivialmente por x = 0) e
construa-se a seguinte sucessão de intervalos encaixados. Ponha-se

a0 = 0, b0 = A+ 1 e seja c0 =
a0 + b0

2
=
A+ 1

2
.

Se c0
2 = A, então x = c0.

Se c0
2 < A, faça-se a1 = c0, b1 = b0;

se c0
2 > A, faça-se a1 = a0, b1 = c0 .

Claro que b1 − a1 =
b0 − a0

2
, a1

2 < A < b1
2. Considere-se então

c1 =
a1 + b1

2
e proceda-se analogamente. Obtemos, obviamente, uma

sucessão de intervalos

[a0, b0] ⊃ [a1, b1] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] ⊃ · · ·

em que bn − an =
b0 − a0

2n
=
A+ 1

2n
e an

2 < A < bn
2, n = 0, 1, 2, . . . .

Pelo axioma do encaixe existe pelo menos um x ∈
⋂

[an, bn], isto é,

0 ≤ an ≤ x ≤ bn ≤ A+ 1, e portanto

an
2 ≤ x2 ≤ bn

2, n = 0, 1, 2, . . . .

Assim, A e x2 pertencem a todos os intervalos [an
2, bn

2] (n = 0, 1, 2, . . .).
Mas

bn
2 − an

2 = (bn − an)(bn + an) ≤
A+ 1

2n
(2(A+ 1)) =

(A+ 1)2

2n−1
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o que implica que existe um único elemento pertencente a todos os inter-
valos [a2

n, b
2
n]; com efeito, se existem y′ < y tais que an

2 < y′ < y < bn
2,

n = 0, 1, 2, . . ., vem

0 < y − y′ ≤ bn
2 − an

2 ≤ (A+ 1)2

2n−1
n = 1, 2, . . .

e logo

2n−1(y − y′) ≤ (A+ 1)2 n = 1, 2, . . .

o que contraria o axioma de Arquimedes. Como A, x2 ∈
⋂

n

[an, bn], resulta

agora que A = x2.

O real x ≥ 0 tal que xn = A, (A ≥ 0, n ∈ N) é representado usualmente

por
n√
A ou A1/n.

Corolário. Q não verifica o axioma do encaixe.

Demonstração. Basta observar que não existe nenhum racional r =
p

q

tal que
p2

q2
= 2. Recordemos a demonstração desta asserção.

Suponhamos por absurdo que existe um racional r =
p

q
(naturalmente

considera-se r na sua representação reduzida, isto é, p e q são inteiros

primos entre si) tal que
p2

q2
= 2. Resulta daqui que p2 = 2q2 é um inteiro

par e logo p terá de ser par: p = 2k, k inteiro. Mas então,

4k2

q2
= 2, ou seja q2 = 2k2

o que implica que q2 é par, o mesmo sucedendo com q. Assim, p e q são
ambos inteiros pares o que contraria a hipótese inicial de p e q serem primos
entre si.

A apresentação axiomática dos números reais não nos permite estabe-
lecer automaticamente uma relação de inclusão de Q em R. Veja-se em
seguida como é posśıvel dar um significado matemático à inclusão, Q ⊂ R,
definindo uma aplicação injetiva ϕ : Q → R tal que











ϕ(r + s) = ϕ(r) + ϕ(s)

ϕ(rs) = ϕ(r).ϕ(s)

r ≤ s =⇒ ϕ(r) ≤ ϕ(s)

(1)
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Uma tal aplicação ϕ diz-se um isomorfismo e permite-nos identificar Q com
ϕ(Q) ⊂ R (considerados como corpos totalmente ordenados):

(Q,+, .,≤)
ϕ≃ (ϕ(Q),+, .,≤).

Comecemos por definir ϕ̃ : Z → R, dada por











ϕ̃(n) = 1 + 1 + · · · + 1 (n vezes)

ϕ̃(0) = 0

ϕ̃(−n) = (−1) + (−1) + · · · + (−1) (n vezes)

em que n ∈ N e 1 é o elemento unitário de R. É elementar verificar que
ϕ̃ realiza um isomorfismo entre Z e ϕ(Z) ⊂ R, e escreve-se ϕ̃(n) = n para
todo o n ∈ Z.
Mais geralmente, define-se ϕ : Q → R pondo

ϕ

(

p

q

)

= ϕ̃(p).ϕ̃(q)−1 = p.q−1 para todos p, q ∈ Z (q 6= 0)

e o leitor facilmente verificará que ϕ é injetiva e satisfaz (1), e logo realiza
um isomorfismo entre Q e ϕ(Q) ⊂ R.

Como consequência da proposição 1.1.1, sabemos já que existem
números reais que não são racionais. Aos elementos de R \ Q chamamos
números irracionais. São exemplos de números irracionais,

√
2, o

número π, o número e = lim(1 + 1/n)n (base dos logaritmos neperi-
anos), etc. Veremos adiante que os números irracionais são “muito mais
numerosos” do que os racionais: o subconjunto dos irracionais tem uma
cardinalidade superior à de Q.1.2. Representa�~ao dos reais. Potênia de R.

É conhecida a representação decimal dos números racionais como
d́ızima finita ou infinita periódica. Uma representação decimal para os
números reais será agora estabelecida.

Seja a ∈ R, 0 ≤ a < 1, e considere-se α1 o inteiro tal que

α1 ≤ a.10 < α1 + 1 (2)

É claro que 0 ≤ α1 ≤ 9. Analogamente, tome-se α2 o inteiro tal que

α2 ≤ a.102 − α1.10 < α2 + 1.
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Multiplicando (2) por 10, logo se percebe que 0 ≤ α2 ≤ 9. Mais geralmente,
sendo αn o inteiro tal que

αn ≤ a.10n − α1.10n−1 − α2.10n−2 − · · · − αn−1.10 < αn + 1,

verifica-se ainda facilmente que 0 ≤ αn ≤ 9. Define-se então a repre-

sentação decimal de a ∈ [0, 1[ pondo:

a = 0, α1α2 . . . αn . . .

Facilmente se reconhece que os inteiros α1, α2, . . . , αn, . . . são, por cons-
trução, únicos. Seja agora a ∈ R, a ≥ 1. O axioma de Arquimedes garante
que existe um inteiro α0 tal que α0 ≤ a < α0 +1. Define-se a representação
decimal de a como

a = α0, α1α2 . . . αn . . .

em que 0, α1α2 . . . αn . . . é a representação decimal de a− α0.
Se a ∈ R, a < 0, definimos a sua representação decimal por

a = −α0, α1α2 . . . αn . . . .

Designemos por A o conjunto das representações decimais

a = α0, α1α2 . . . αn . . .

com α0 ∈ Z e αi ∈ Z, 0 ≤ αi ≤ 9 (i = 1, 2, . . .), satisfazendo a condição:

i) Não se tem αr = αr+1 = · · · = 9 para um qualquer r ≥ 1.

1.2.1. Proposição. Existe uma correspondência bijetiva entre A e R.

Demonstração. Mostraremos que existe uma bijeção entre o conjunto
dos reais positivos R+ e as representações decimais positivas A+, obtendo-
se então o resultado da proposição como consequência imediata. Pelo que
atrás foi dito, fica definida uma aplicação

R+ Φ−→ A+, a ∈ R+ −→ α0, α1α2 . . . αn . . . ∈ A+,

dado que nunca se verifica a representação α0, α1 . . . 99 . . .; caso contrário,
ter-se-ia α0, α1 . . . αr9 . . . 9 ≤ a < α0, α1 . . . (αr + 1) 0 . . . 0, (n décimas) e
então

0 < α0, α1 . . . (αr + 1) − a <
1

10n
, ∀n > r,

o que contrariava o axioma de Arquimedes (porquê?).
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Reciprocamente, faça-se corresponder a cada representação de A+,digamos,
α0, α1α2 . . . αn . . ., (α0 ≥ 0), a sucessão de intervalos encaixados

[a0, b0] ⊃ [a1, b1] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] ⊃ · · ·

definidos por

a0 = α0

b0 = α0 + 1

a1 = a0 + α1.10−1

b1 = a0 + (α1 + 1).10−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an = an−1 + αn.10−n =

= a0 + α1.10−1 + · · · + αn.10−n

bn = an−1 + (αn + 1).10−n =

= a0 + α1.10−1 + · · · + (αn + 1).10−n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pelo axioma do encaixe, existe pelo menos um real a pertencente a todos
os intervalos; este elemento é necessariamente único, já que, se existissem
a, a′ ∈ R, a 6= a′, tais que an ≤ a < a′ ≤ bn para todo o n = 0, 1, . . .,
ter-se-ia

0 < a′ − a < bn − an = 10−n para todo n = 0, 1, . . .

contrariando o axioma de Arquimedes. Repare-se ainda que se tem
necessariamente a ∈ [an, bn[, ∀n ≥ 0; de fato, se a = br para algum r,
obrigatoriamente se tinha αr+1 = αr+2 = . . . = 9 o que não é admisśıvel

em A. Fica assim definida uma aplicação A Ψ−→ R, e é agora simples
verificar que Φ.Ψ = idA e Ψ.Φ = idR, o que termina a demonstração.

Estabelecemos agora uma relação de ordem total em A:

Se A = α0, α1α2 . . . αn . . . e B = β0, β1β2 . . . βn . . . são dois elementos de
A, com α0, β0 ≥ 0, define-se A < B se

a) A 6= B, isto é, αi 6= βi para algum inteiro i ≥ 0; b) sendo m o primeiro
inteiro em que αm 6= βm então αm < βm.

Se α0 < 0 ≤ β0, então põe-se A < B.

Enfim, se α0, β0 < 0, define-se A < B se −B < −A, em que
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−B = −β0, β1β2 . . . βn . . . e −A = −α0, α1α2 . . . αn . . ..

Se a, b ∈ R são os números reais associados pela anterior correspondência
bijetiva às representações A e B, facilmente se vê que (exerćıcio)

a < b ⇐⇒ A < B.

É sabido que o conjunto Q dos números racionais é um conjunto
numerável, isto é, tem a potência ou cardinalidade do conjunto N dos
naturais. Veremos adiante que R não é numerável: card (R)>card (N).
Antes, contudo, introduzimos a noção de valor absoluto de um número real.

Para cada a ∈ R, define-se valor absoluto ou módulo de a, e representa-
-se por | a |, como

| a |= a se a ≥ 0
| a |= −a se a < 0

É elementar verificar as seguintes propriedades: para todo o par de reais a
e b

| a | ≥ 0; | a |= 0 sse a = 0(i)

| a |= | −a |; a ≤ | a |(ii)

| a+ b | ≤ | a | + | b |(iii)

| ab |= | a || b |(iv)

| a− b | ≥ | | a | − | b | | ≥ | a | − | b |(v)

A demonstração resulta sem qualquer dificuldade da definição de valor
absoluto; observe-se que (v) se obtém como consequência de (iii); basta
observar que se pode escrever a = b+ (a− b)

Enfim, vê-se ainda sem dificuldade que

| a |< r ⇐⇒ −r < a < r ⇐⇒ a ∈] − r, r[ (r > 0)

| a |≤ r ⇐⇒ −r ≤ a ≤ r ⇐⇒ a ∈ [−r, r]

1.2.2. Proposição. Os conjuntos R e ]0, 1[ são equipotentes.

Demonstração. Considere-se a aplicação f :] − 1, 1[→ R, definida por

f(x) =
x

1− | x | .
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É claro que

x1 < 0 < x2 =⇒ f(x1) < 0 < f(x2),

0 ≤ x1 < x2 < 1 =⇒ f(x1) < f(x2),

−1 < x1 < x2 < 0 =⇒ f(x1) < f(x2).

Logo f é uma aplicação injetiva. Por outro lado, f é sobrejetiva: com efeito,

dado y ∈ R e tomando x =
y

1+ | y | ∈] − 1, 1[, vê-se que f(x) = y. Assim,

R e ] − 1, 1[ são equipotentes. Finalmente, observando que a aplicação

g :]0, 1[−→] − 1, 1[, definida por g(x) = 2x− 1

é bijetiva, tem-se o resultado.

Observação. Da anterior proposição resulta, mais geralmente, que R é
equipotente a todo o intervalo aberto ]a, b[, (a < b); basta construir uma
aplicação bijetiva entre os intervalos ]0, 1[ e ]a, b[ : t ∈]0, 1[→ a+ t (b − a)
(o leitor facilmente reconhecerá que se trata de uma bijeção entre ]0, 1[ e
]a, b[).

1.2.3. Proposição. R não é numerável.

Demonstração. A demonstração é feita por absurdo; supondo que existe
uma bijeção ϕ : N →]0, 1[ ter-se-á, utilizando a representação decimal para
x ∈]0, 1[,

ϕ(1) = 0, a11a12 . . . a1n . . .

ϕ(2) = 0, a21a22 . . . a2n . . .

. . . . . . . . . . . . . . . .

ϕ(n) = 0, an1an2 . . . ann . . .

. . . . . . . . . . . . . . . .

e {ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(n), . . .} =]0, 1[. Construa-se agora

x0 = 0, β1β2 . . . βn . . . ∈]0, 1[

do seguinte modo:

se 0 ≤ a11 ≤ 5 põe-se β1 = 7; se 5 < a11 ≤ 9 põe-se β1 = 3
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. . . . . . . . . . . . . . . .

se 0 ≤ ann ≤ 5 põe-se βn = 7; se 5 < ann ≤ 9 põe-se βn = 3

. . . . . . . . . . . . . . . .

É claro que, por construção, o número 0, β1β2 . . . βn . . . não é igual a
nenhum ϕ(n), o que demonstra a proposição.

É particularmente importante a proposição que em seguida demons-
tramos na medida em que nos dá ideia da repartição dos números racionais
no corpo R dos reais.

1.2.4. Proposição. Sejam a e b dois números reais quaisquer tais que
a 6= b. Então entre a e b existe pelo menos um número racional.

Demonstração. Suponha-se 0 ≤ a < b e considerem-se as suas repre-
sentações decimais

A = α0, α1α2 . . . αn . . . e B = β0, β1β2 . . . βn . . . .

Sendo A < B, seja m o primeiro inteiro em que se tem αm < βm e seja
n > m um inteiro em que αn 6= 9.
Considerando a representação

C = α0, α1 . . . αm . . . . . . (αn + 1) 0 . . . 0 . . .

vê -se imediatamente que A < C < B. Mas o número real x associado a C é
racional, e tem-se naturalmente a < x < b. Os outros casos demonstram-se
trivialmente passando de x a −x.

1.2.5. Representação geométrica dos reais. Cortes de Dedekind.

Sobre uma reta r fixemos um ponto O (origem) e à sua direita um
ponto U e associemos o número racional +1 à “medida” do segmento OU .
Todo o racional p/q > 0 será então associado ao ponto X da reta de modo a
que o segmento OX seja comensurável com OU . Por simetria, associamos
os racionais negativos aos pontos à esquerda de O.

O R 

x x <  0 > 0 +1 

− π U X 

Figura 1.1

Reciprocamente, é inevitável a seguinte questão: Todo o ponto X da reta
r representa um número racional? ou o que é equivalente, todo o segmento
OX é comensurável com OU?
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A resposta a esta questão foi dada pelos matemáticos gregos da escola
Pitagórica, que mostraram a existência de segmentos incomensuráveis (o
que traduz a existência de números irracionais). Assim, nos Elementos de
Euclides, pode-se apreciar a notável demonstração (puramente geométrica)
de como a diagonal de um quadrado não é comensurável com o seu lado.

2 1 O 

Figura 1.2

Só muito mais tarde, no século XIX, se retoma e valoriza este resultado
quando Dedekind, Cantor e Weierstrass, em especial, controem rigorosa-
mente o corpo dos números reais.

Cortes de Dedekind. A contrução dos reais apresentada por Richard
Dedekind é particularmente abstracta. Veja-se resumidamente a ideia
central de Dedekind. Partindo do conjunto Q dos números racionais,
Dedekind considera a famı́lia dos pares (A,B) de subconjuntos de Q que
satisfazem:

i) A ∪B = Q, A ∩B = ∅
ii) x < y ∀x ∈ A, ∀y ∈ B.

Ao par (A,B), assim definido, chama-se Corte de Dedekind. Pode agora
dar-se o caso de existir um “maior” elemento a0 ∈ A (por exemplo,
A = {x ∈ Q : x ≤ 1}, B = {x ∈ Q : x > 1}), ou um “mais pequeno”
elemento b0 ∈ B (por ex., A = {x ∈ Q : x < 1}, B = {x ∈ Q : x ≥ 1}), ou
ainda pode acontecer que não exista nenhum elemento de Q = A ∪ B que
separeA e B. Neste caso, diz Dedekind, o par (A,B) representa um número
irracional. Para Dedekind, o conjunto dos números reais é o conjunto dos
pares (A,B), cortes de Dedekind, no qual se introduzem as operações de
adição e multiplicação que o tornam um corpo arquimediano totalmente
ordenado satisfazendo o axioma do encaixe.

A terminar, podemos facilmente ver como todos os pontos da reta
representem geometricamente os números racionais e irracionais.

O U X 

M’ M’’ 

Figura 1.3
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Retomando a anterior representação geométrica (cf. Fig. 1.3), seja X um
ponto à direita de O tal que o segmento OX seja “incomensurável” (com
OU). Ora, todo o segmento comensurável OM ou é um segmento OM ′

contido em OX ou um um segmento OM ′′ contendo OX ; se r′ e r′′ são os
racionais associados às medidas de OM ′ e OM ′′ respetivamente, obtemos
naturalmente o corte de Dedekind (A′, A′′) o qual determina o número
irracional a que é, por definição, medida do segmento OX .
Reciprocamente, dado um irracional a ∈ R+\Q, este será medida de um
segmento OM ; com efeito, considerando todos os racionais 0 < r′ < a < r′′,
estes são medidas de segmentos OM ′ e OM ′′ que satisfazem

1. OM ′ ⊂ OM ′′

2. ∀δ > 0, existem segmentos OM ′ e OM ′′ de medidas r′ e
r′′ respetivamente, tais que r′′ − r′ < δ.

Ora, sob estas condições, a existência de um único segmento OM contendo
todos os OM ′ e contido em todos os OM ′′ é aceite como um postulado
fundamental da geometria. Fica assim estabelecida uma correspondência
bijetiva entre o conjunto R dos números reais e os pontos de uma reta r.
A reta assim definida chama-se reta real.1.3. Majorar. Minorar.

Seja A ⊂ R um subconjunto de R não vazio. Diz-se que M ∈ R é um
majorante de A se

x ≤M, para todo o x ∈ A.

Analogamente, m ∈ R diz-se um minorante de A se

m ≤ x, para todo o x ∈ A.

O conjunto A diz-se majorado ou limitado superiormente (respeti-
vamente minorado ou limitado inferiormente) se admitir majorante
(respetivamente minorante). O conjunto A diz-se limitado se for majorado
e minorado, isto é:

m ≤ x ≤M, para todo o x ∈ A

ou seja, A é um conjunto limitado se e só se A ⊂ [m,M ]; é ainda um
exerćıcio elementar verificar que A é limitado se e só se

Existe C ∈ R, C > 0, tal que | x |≤ C para todo o x ∈ A.
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1.3.1. Definição. Seja A ⊂ R um subconjunto de R não vazio. Diz-se
que L ∈ R é o supremo (ou limite superior) do conjunto A e escreve-se
L = supA se:

i) x ≤ L para todo o x ∈ A (L é um majorante)
ii) para todo o x ∈ R tal que x < L, existe a ∈ A tal que x < a ≤ L.

Analogamente, l ∈ R diz-se o ı́nfimo (ou limite inferior) de A e escreve-
se l = inf A se:

i′) l ≤ x para todo o x ∈ A (l é um minorante)
ii′) para todo o x ∈ R tal que l < x, existe a ∈ A tal que l ≤ a < x.

Repare-se que a definição de sup (resp. de inf) de um subconjunto A ⊂ R,
A 6= ∅, exige que A seja majorado (resp. minorado). Observe-se ainda
que o supremo, L = supA (respetivamente o ı́nfimo, l = inf A) se existe é
único. Com efeito, se L′ é ainda supremo de A e L′ < L, de ii) resulta que
existe um elemento a ∈ A tal que L′ < a ≤ L o que contraria a definição
de L′ como supremo; do mesmo modo se vê que não se pode ter L < L′ e
portanto L = L′.

A proposição seguinte dá um novo esclarecimento à noção de supremo
(resp. ı́nfimo) de um conjunto.

1.3.2. Proposição. O número real L é o supremo de um conjunto A ⊂ R,
majorado, se e só se L é o menor dos majorantes de A.
O número real l é o ı́nfimo do conjunto A, minorado, se e só se l é o maior
dos minorantes de A.

Demonstração. Da definição, L = supA se e só se L é majorante de A e
satisfaz a condição ii), a qual significa exactamente que todo o real inferior
a L não é majorante de A. Isto é, L = supA se e só se L é o menor dos
majorantes de A.

Assim,

L = supA ⇐⇒







L ≥ x, ∀x ∈ A
e

L′ ≥ x, ∀x ∈ A =⇒ L′ ≥ L

Do mesmo modo

l = inf A ⇐⇒







l ≤ x, ∀x ∈ A
e

l′ ≤ x, ∀x ∈ A =⇒ l′ ≤ l

1.3.3. Exemplos.

1. O conjunto A = {x ∈ R : 1 < x ≤ 2} é evidentemente majorado e
minorado (logo limitado) e tem-se claramente supA = 2, inf A = 1.
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2. O conjunto A = {x ∈ Q : x2 < 2} é majorado: com efeito, se
√

2 ≤ x,
vem 2 ≤ x2 e logo x /∈ A; assim

√
2 > x, ∀x ∈ A (

√
2 é um majorante

de A). Além disso, se x ∈ R é tal que 0 ≤ x <
√

2, existe sempre um
racional r tal que 0 ≤ x < r <

√
2 e logo r2 < 2, isto é, r ∈ A, o que

mostra que supA =
√

2.

3. Se A ⊂ R admite supremo, então −A = {−x : x ∈ A} admite ı́nfimo e

inf (−A) = − sup(A).

Com efeito, se sup(A) = L, tem-se L ≥ x, ∀x ∈ A e logo −x ≥ −L,
isto é, −L é minorante de −A; além disso l ≤ −x =⇒ x ≤ −l, ∀x ∈ A,
e logo L ≤ −l ou seja l ≤ −L, o que mostra que − sup(A) = −L =
inf(−A).
Analogamente, se A admite ı́nfimo, −A admite supremo e

sup(−A) = − inf (A).

Vê-se assim que o supremo (resp. ı́nfimo) de um conjunto pode ou não
pertencer ao conjunto. Se L = supA ∈ A, então L diz-se o máximo

do conjunto A, L = maxA; analogamente, se l = inf A ∈ A, diz-se
que l é o mı́nimo do conjunto A, l = minA. Finalmente e pelo que
atrás foi dito, se A é um conjunto majorado, o conjunto dos majorantes
M ′ = {m′ ∈ R : m′ ≥ x, ∀x ∈ A} é não vazio e

supA = minM ′.

Analogamente, se A é minorado,

inf A = maxM ′′,

sendo M ′′ = {m′′ ∈ R : m′′ ≤ x, ∀x ∈ A} 6= ∅, o conjunto dos minorantes.

É agora pertinente saber se todo o subconjunto A ⊂ R admite supremo
(resp. ı́nfimo). A resposta é dada no importante

1.3.4. Teorema (Prinćıpio do supremo e do ı́nfimo). Seja A ⊂ R
um subconjunto de R não vazio. Se A é majorado (resp. minorado), então
admite supremo (resp. ı́nfimo).

Demonstração. Sendo A não vazio e majorado, escolham-se dois elemen-
tos, a0, b0 ∈ R tais que

— b0 é majorante (x ≤ b0, ∀x ∈ A)
— existe pelo menos um x ∈ A tal que a0 ≤ x.
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Fazendo c0 =
a0 + b0

2
, tem-se, necessariamente, uma das duas alternativas:

x ≤ c0 ∀x ∈ A

ou
c0 < x para algum x ∈ A.

No primeiro caso, põe-se a1 = a0, b1 = c0; no segundo a1 = c0, b1 = b0.
Em qualquer dos casos, obtém-se

[a0, b0] ⊃ [a1, b1], b1 − a1 =
b0 − a0

2
.

Recomeça-se o processo com c1 =
a1 + b1

2
.

Repetindo sucessivamente o racioćınio, obtém-se uma sucessão de intervalos
encaixados

[a0, b0] ⊃ [a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] ⊃ · · · , bn − an =
b0 − a0

2n
,

que satisfazem as seguintes duas condições:

a) x ≤ bn ∀x ∈ A
b) an < x para algum x ∈ A.

Pelo axioma do encaixe, existe pelo menos um elemento a ∈ ⋂

[an, bn]; este
elemento será necessariamente único, dado que

a, a′ ∈
⋂

[an, bn] com a′ < a (por ex.)

implicaria an ≤ a′ < a ≤ bn, e portanto

a− a′ ≤ b0 − a0

2n
, ou seja, (a− a′)2n ≤ b0 − a0, ∀n = 0, 1, 2, . . .

o que contrariava o axioma de Arquimedes.
Resulta agora facilmente que a é majorante de A: caso contrário, existiria
um x ∈ A tal que a < x e então an ≤ a < x ≤ bn, n = 0, 1, 2, . . . , o que
contrariava a unicidade atrás establecida.
Finalmente, se x0 ∈ R é tal que x0 < a, não se poderá ter, pela mesma
razão, an ≤ x0, n = 0, 1, 2, . . .; portanto x0 < an para um certo an. Mas
por b), existe x ∈ A, an < x, pelo que x0 < an < x ≤ a e portanto
a = supA.
A demonstração da existência de inf A (se A é minorado) resulta agora
facilmente, passando de A a −A (1.3.3. exemplo 3.).
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Por extensão de linguagem, é usual escrever supA = +∞ para designar
os conjuntos não majorados e inf A = −∞ para os conjuntos não minorados.
Todavia, os śımbolos +∞ e −∞ podem ser definidos rigorosamente no
quadro matemático, ampliando o conjunto R com dois novos elementos e
introduzindo no novo conjunto

R = R ∪ {−∞,+∞}
uma estrutura de ordem, definida do seguinte modo:

Dados x, y ∈ R, define-se x < y pondo

i) se x e y são números reais, x < y em R se e só se x < y em R.
ii) −∞ < x < +∞, ∀x ∈ R.

É fácil verificar que se trata de uma relação de ordem total em R (exerćıcio).
O novo conjunto ordenado designa-se por reta acabada.

Todo o conjunto A ⊂ R (e em particular A ⊂ R) é majorado e
minorado em R (por +∞ e −∞ resp.). Se A não é majorado em R então
supA = +∞ (+∞ é claramente o mais pequeno dos majorantes em R);
analogamente, se A não é minorado em R, inf A = −∞. O prinćıpio do
supremo e do ı́nfimo pode então ser reformulado do seguinte modo:

Todo o subconjunto A ⊂ R tem supremo e ı́nfimo (em R); supA ∈ R se e
só se A é majorado em R e inf A ∈ R se e só se A é minorado em R.

Definem-se ainda naturalmente os intervalos ilimitados

[a,+∞[ = {x ∈ R : x ≥ a} ⊂ R, [a,+∞] = {x ∈ R : x ≥ a} ⊂ R

]a,+∞[ = {x ∈ R : x > a} ⊂ R, ]a,+∞] = {x ∈ R : x > a} ⊂ R.

Enfim, ]−∞,+∞[ = R e [−∞,+∞] = R.

As operações algébricas + e . prolongam-se a R pondo,

x+ ∞ = +∞ ∀x ∈] −∞,+∞]

x−∞ = −∞ ∀x ∈ [−∞,+∞[

x.(±∞) = ±∞ ∀x ∈]0,+∞]

x.(±∞) = ∓∞ ∀x ∈ [−∞, 0[.

Pomos ainda,
x

±∞ = 0 ∀x ∈ R.

Observação. Note-se que + e . não são operações binárias definidas em
todo o R (por ex. não se dá sentido a +∞+(−∞)). As anteriores relações
são apenas convenções que nos vão ser úteis, formalmente, no que se
segue.
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1.3.5. Desigualdades. As desigualdades desempenham um papel de-
terminante em qualquer ńıvel da análise matemática. Frequentemente, o
importante no desenvolvimento de um racioćınio matemático é saber, não
o valor exacto de uma dada “quantidade matemática” x, mas sim esti-

mar x, isto é, saber que x é ≤ (ou ≥ ) a um certo valor b (possivelmente
dependente de x).
Mostremos agora algumas desigualdades numéricas válidas em R.

1. Se x ∈ R é tal que 1 + x ≥ 0, então

(1 + x)n ≥ 1 + nx, ∀n ∈ N (desigualdade de Bernoulli)

Para n = 1 o resultado é imediato; sendo válido para n, tem-se para
n+1, (1+x)n+1 = (1+x)n.(1+x) ≥ (1+nx).(1+x) = 1+nx+x+nx2 ≥
1 + (n+ 1)x.

2. ab ≤ 1

2

(

a2 + b2
)

, ∀a, b ∈ R

A demonstração é imediata, bastando observar que (a − b)2 = a2 +
b2 − 2ab ≥ 0.

3. Para todo ε > 0, existe Cε > 0 tal que

ab ≤ εa2 + Cεb
2, (a, b ∈ R)

Tomando δ > 0, tem-se por 2. ab = δa
b

δ
≤ δ2

2
a2 +

1

2δ2
b2 e a

desigualdade sai fazendo ε =
δ2

2
e Cε =

1

2δ2
.

4.

(a1a2 . . . an)
1/n ≤ 1

n
(a1 + a2 + · · · + an) ,

(ai ≥ 0, i = 1, . . . , n);

em particular,
√
ab ≤ 1

2
(a+ b), (a, b ≥ 0).

A desigualdade é um corolário do seguinte resultado numérico:

Lema - Sejam x1, x2, . . . , xn reais positivos tais que x1x2 . . . xn = 1.
Então, tem-se

x1 + x2 + · · · + xn ≥ n.
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Uma vez mais se utiliza a indução matemática. Para n = 1 o
resultado sai trivialmente; supondo válido o resultado para n, sejam
x1, x2, . . . , xn, xn+1, reais positivos tais que

x1x2 . . . xnxn+1 = 1.

Então, ou todos os números são iguais a 1 e logo a soma será n + 1,
provando a desigualdade, ou pelos menos um número será diferente da
unidade; mas então deverão haver pelo menos dois reais diferentes de
1, sendo obrigatoriamente um deles > 1 e o outro < 1. Sem perda de
generalidade podemos supor xn > 1 e xn+1 < 1. Considerando agora
os n números x1, x2, . . . , (xnxn+1), tem-se pela hipótese da indução:
x1 + x2 + · · · + xnxn+1 ≥ n e logo,

x1 + x2 + · · · + xn+1 ≥ n− xnxn+1 + xn + xn+1 =

= n+ 1 + xn(1 − xn+1) + xn+1 − 1 =

= n+ 1 + xn(1 − xn+1) − (1 − xn+1) =

= n+ 1 + (1 − xn+1) (xn − 1) ≥ n+ 1.

A demonstração da desigualdade enunciada em 4. é agora tarefa fácil;
sejam com efeito a1, a2, . . . , an, números reais positivos, e consideremos
os números

a1

n
√
a1a2 . . . an

,
a2

n
√
a1a2 . . . an

, · · · , an
n
√
a1a2 . . . an

.

Sendo estes números positivos e o seu produto igual à unidade, vem
pelo lema:

a1

n
√
a1a2 . . . an

+
a2

n
√
a1a2 . . . an

+ · · · + an
n
√
a1a2 . . . an

≥ n;

logo

(a1a2 . . . an)
1/n ≤ 1

n
(a1 + a2 + · · · + an) .1.4. Fun�~oes reais de vari�avel real. Propriedades gerais.

Uma função real de variável real é uma aplicação

f : D −→ R, D ⊂ R, x ∈ D −→ f(x) ∈ R.

O subconjunto D ⊂ R diz-se o domı́nio de f . Assim, uma função f só
está definida se for dado o domı́nio D de f , e a lei que a cada x ∈ D faz
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corresponder um elemento f(x) ∈ R. O conjunto F = f(D) designa-se por
conjunto imagem ou contradomı́nio da função f .

É habitual representar geometricamente (ou graficamente) uma
dada função f : D → R num sistema de eixos cartesianos Oxy, onde
se exibe o gráfico da função, isto é, o conjunto de pontos do plano
G(f) = {(x, f(x)) : x ∈ D} ⊂ R2.

- 3 +1 4 - 1 

f 



Figura 1.4 f :] − 3,−1[∪]1, 4[→ R

1.4.1. Exemplos

1. As funções f : R → R, definidas por

f(x) = mx+ p (m, p ∈ R)

representam graficamente retas de declive m passando pelo ponto
(0, p). Dizem-se funções lineares.

As funções P : R → R, P (x) = a0 + a1x + · · · + anx
n, em que

a0, a1, . . . , an ∈ R, n ∈ Z, n ≥ 0, dizem-se polinómios. Se an 6= 0, P
diz-se um polinómio de grau n.

Se P e Q são polinómios, a função R : D → R com domı́nio
D = {x ∈ R : Q(x) 6= 0} e definida por

R(x) =
P (x)

Q(x)
,

chama-se função racional. Mais tarde veremos o bom comporta-
mento destas funções.

2. Seja f : D → R uma função real definida num domı́nio D, simétrico
em relação a 0, isto é, x ∈ D ⇐⇒ −x ∈ D. A função f chama-se par

se
f(x) = f(−x), ∀x ∈ D



1. O Corpo dos Números Reais 21

e diz-se ı́mpar se
f(x) = −f(−x), ∀x ∈ D.

É claro que o gráfico de uma função par é simétrico em relação ao eixo
das ordenadas e o gráfico de uma função ı́mpar é simétrico em relação
à origem.

3. As funções trigonométricas sin e tg são aqui representadas graficamente
com domı́nios [−π/2, π/2] e ]−π/2, π/2[, respetivamente.

-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5

-1

-0.5

0.5

1

-Pi---
 2

Pi--
2

x

y

Figura 1.5

4. A função f : R → R

Sgn (x) =







1 se x > 0
0 se x = 0
−1 se x < 0

designa-se por função sinal e é evidentemente função ı́mpar.
A função f : R → R, f(x) = |x|, é claramente uma função par e
facilmente se vê que x. Sgnx = |x|, ∀x ∈ R.

-3 -2 -1 1 2 3
x

1

2

y

f(x) = |x|

Figura 1.6
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5. Uma função f : N → R, n→ f(n) = un, diz-se uma sucessão real

ou uma sucessão em R. As sucessões desempenham, como se sabe,
um importante papel na Análise. Algumas das suas propriedades serão
tratadas no caṕıtulo seguinte.

6. Dada uma função f : D → R e um subconjunto E ⊂ D do domı́nio, a
nova função

f|
E

: E −→ R

definida por

x ∈ E −→ f|
E
(x) = f(x)

chama-se restrição de f a E.

1.4.2. Operações Algébricas. Consideremos f : D → R e g : E → R,
duas funções reais de variável real. Define-se a soma f + g como sendo a
função

f + g : D ∩ E −→ R, x −→ (f + g) (x) = f(x) + g(x).

Analogamente se define f.g, f − g, | f |, f/g; repare-se contudo que

f/g : D ∩ E ∩ {x : g(x) 6= 0} −→ R, x −→ f(x)/g(x).

1.4.3. Funções Monótonas. Seja f : D → R uma dada função. Diz-se
que f é crescente (ou monótona crescente) se

x, y ∈ D, x < y =⇒ f(x) ≤ f(y).

A função f diz-se decrescente (ou monótona decrescente) se

x, y ∈ D, x < y =⇒ f(x) ≥ f(y).

Se x, y ∈ D, x < y =⇒ f(x) < f(y), f diz -se estritamente crescente.
De modo idêntico, se x, y ∈ D, x < y =⇒ f(x) > f(y), f diz -se
estritamente decrescente.
Enfim, f diz-se monótona se for crescente ou decrescente.

Observação. É usual dizer-se que uma função f é crescente (resp.
decrescente) numa parte A ⊂ D; isso significa rigorosamente, de acordo
com a definição dada, que a restrição f|

A
é crescente (resp. decrescente).

Assim, por exemplo f : [0, 2π] → R, f(x) = sinx,
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Pi--
2

Pi 3 Pi----
 2

2 Pi
x

y

Figura 1.7

não é monótona, mas f|
[0, π/2]

é monótona crescente e f|
[π/2, 3π/2]

é

monótona decrescente.

1.4.4. Composição de funções. Função inversa.

Sejam f : D → R e g : E → R funções reais tais que g(E) ⊂ D; define-se
agora a função

f ◦ g : E −→ R, (f ◦ g) (x) = f(g(x)),

dita função composta de f com g. Repare-se que a composição f ◦ g
exige que a imagem g(E) esteja contida no domı́nio de f . Assim, por
exemplo, a composição de f :] − ∞, 1] → R, f(x) =

√
1 − x, com

g : R → R, g(x) = x2, não tem sentido, existindo no entanto f ◦ g̃ em
que g̃ = g|[−1,1] ; tem-se (f ◦ g̃) (x) =

√
1 − x2.

Seja agora f : D → R uma função tal que, para quaisquer x1, x2 ∈
D, x1 6= x2, se tem f(x1) 6= f(x2). A função f diz-se então biuńıvoca ou
injetiva: para cada y ∈ f(D) existe um único x ∈ D tal que f(x) = y, o
que nos permite definir uma nova função

f−1 : F = f(D) −→ R, f−1(x) = y (⇐⇒ f(y) = x)

A função f−1 recebe o nome de função inversa de f e o seu domı́nio é
o contradomı́nio de f . As funções que admitem inversa dizem-se também
invert́ıveis e estas são precisamente as funções injetivas. Das definições
resulta ainda claramente que

f−1(f(x)) = x, ∀x ∈ D e f(f−1(x)) = x, ∀x ∈ E = f(D),

ou seja f−1 ◦ f = ID e f ◦ f−1 = IE com ID e IE , as respetivas funções
identidade: ID(x) = x, ∀x ∈ D, IE(x) = x, ∀x ∈ E.
Sendo f uma função invert́ıvel, os gráficos de f e f−1 são simétricos em
relação à reta y = x; basta observar que

(x, y) ∈ G(f) ⇔ y = f(x) ⇔ x = f−1(y) ⇔ (y, x) ∈ G(f−1).
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1.4.5. Supremo e Infimo de uma Função.

Seja f : D → R uma função real de variável real e A ⊂ D uma parte
não vazia de D. Diz-se que f é majorada (resp. minorada) em A se o
conjunto f(A) é majorado (resp. minorado), isto é

∃M ∈ R : f(x) ≤M, ∀x ∈ A

(resp. ∃m ∈ R : f(x) ≥ m, ∀x ∈ A).

A função f diz-se limitada em A se for majorada e minorada, ou seja, se
existem constantes m,M ∈ R : m ≤ f(x) ≤M, ∀x ∈ A, ou seja ainda

∃C > 0 : | f(x) |≤ C, ∀x ∈ A.

Pelo pŕıncipio do supremo e do ı́nfimo, se f é majorada em A então f(A)
admite supremo em R; chama-se supremo de f em A ao supremo de f(A):
sup
x∈A

f(x) = sup f(A) (escreve-se também sup
A
f(x) ou apenas sup

A
f).

Do mesmo modo inf
x∈A

f(x) = inf f(A) é o ı́nfimo de f em A (escreve-se

também inf
A
f(x)).

Se f não é majorada (resp. minorada) escreve-se sup
A
f(x) = +∞ (resp.

inf
A
f(x) = −∞).

Enfim, se sup
x∈A

f(x) ∈ f(A) (resp. inf
x∈A

f(x) ∈ f(A)) diz-se que f tem

máximo (resp. mı́nimo) em A: max
x∈A

f(x) ou max
A

f (resp. min
x∈A

f(x) ou

min
A
f).

Da definição de supremo e ı́nfimo de um conjunto, resulta agora:

1.4.6. Proposição. O número real L ∈ R é supremo de f em A se e só
se:

1) L ≥ f(x), ∀x ∈ A

2) para cada δ > 0, existe x ∈ A tal que f(x) > L− δ.

O número real l ∈ R é ı́nfimo de f em A se e só se:

1’) l ≤ f(x), ∀x ∈ A

2’) para cada δ > 0, existe x ∈ A tal que f(x) < l + δ.

O teorema seguinte resume algumas das propriedades do sup e inf de
f em R
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1.4.7. Teorema. Sejam f, g : D → R e B ⊂ A ⊂ D duas partes não
vazias de D. Tem-se:

1) sup
B
f ≤ sup

A
f ; inf

B
≥ inf

A
f.

2) sup
A

(−f) = − inf
A
f.

3) Se f(x) > 0, ∀x ∈ A, então sup
A

(1/f) =
1

inf
A
f
.

4) Se f(x) ≤ g(x), ∀x ∈ A, então sup
A
f ≤ sup

A
g; inf

A
f ≤ inf

A
g.

5) sup
A

(f + g) ≤ sup
A
f + sup

A
g; inf

A
(f + g) ≥ inf

A
f + inf

A
g.

6) Se f(x) ≥ 0 e g(x) ≥ 0 em A, então:

sup
A

(fg) ≤
(

sup
A
f

) (

sup
A
g

)

; inf
A

(fg) ≥
(

inf
A
f
)(

inf
A
g
)

.

7) sup
A

(f + g) ≥ sup
A
f + inf

A
g, estando definido o segundo membro.

8) Se f(x) ≥ 0 e g(x) ≥ 0 em A,

sup
A

(fg) ≥ sup
A
f. inf

A
g, estando definido o segundo membro.

Demonstração. Apresentamos a demonstração das três primeiras aĺıneas
deixando a demonstração das restantes como exerćıcio. As desigualdades
e operações algébricas serão tomadas em R tendo em conta as convenções
atrás referidas, no final de 1.3.4. A primeira parte de 1) resulta imediata-
mente da definição de supremo:

sup
A
f ≥ f(x) ∀x∈A =⇒ sup

A
f ≥ f(x) ∀x∈B,

pelo que sup
A
f ≥ sup

B
f . Do mesmo modo se vê a desigualdade respeitante

ao inf. Para mostrarmos 2) observemos que inf
A
f ≤ f(x) ∀x ∈ A, donde

− inf
A
f ≥ −f(x) e portanto − inf

A
f ≥ sup

A
(−f). Por outro lado, sup

A
(−f) ≥

−f(x) ∀x ∈ A e portanto − sup
A

(−f) ≤ f(x) ∀x ∈ A o que implica, pela

definição de inf, − sup
A

(−f) ≤ inf
A
f , establecendo-se a igualdade. A

demonstração de 3) segue um caminho análogo; note-se entretanto que,
sendo f(x) > 0 em A e podendo ter-se inf

A
f = 0, se convenciona, neste caso,

1/ inf
A
f = +∞. Assim, inf

A
f ≤ f(x) ∀x ∈A pelo que 1/ inf

A
f ≥ 1/f(x), e

portanto 1/ inf
A
f ≥ sup

A
(1/f); mas, sup

A
(1/f) ≥ 1/f(x) ∀x ∈ A ou seja
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1/ sup
A

(1/f) ≤ f(x) e logo 1/ sup
A

(1/f) ≤ inf
A
f , obtendo-se o resultado

enunciado. Finalmente, observando que f = (f + g)− g, resulta de 2) e 5):

sup
A
f ≤ sup

A
(f + g) + sup

A
(−g) = sup

A
(f + g) − inf

A
g

o que estabelece 7). A desigualdade 8) pode ser demonstrada de forma
semelhante.

1.4.8. Exemplos

1. Mostre que a função f : R → R, f(x) = x2. signx, é invert́ıvel e
escreva a função inversa.

Mostraremos que a função f é mesmo estritamente crescente e logo,
em particular, injetiva. Com efeito, f pode escrever-se

f(x) =

{

x2 se x ≥ 0
−x2 se x < 0

e logo se vê que 0 < x < y =⇒ x2 < y2 i.e. f(x) < f(y); do
mesmo modo, x < y < 0 =⇒ 0 < −y < −x =⇒ y2 < x2 ou
seja −x2 = f(x) < f(y) = −y2. Enfim, se x < 0 < y, é claro que
f(x) < f(0) < f(y) e f é estritamente crescente em R.
Escrevendo y = x2 para x ≥ 0 (⇔ y ≥ 0), daqui resulta x =

√
y para

y ≥ 0. Para x < 0, tem-se y = −x2 < 0 e logo x = −√−y para y < 0.
A função inversa de f escreve-se

f−1(x) =







√
x se x ≥ 0

−√−x se x < 0

ou ainda
f−1(x) = signx.

√

x.signx = signx.
√

|x|

2. Prove que a função f : R → R, f(x) = x2 + 2x − 3, não é injetiva.
Mostre no entanto que g = f |]−∞,−1] é invert́ıvel e escreva a inversa.

Escrevendo y = x2 + 2x− 3, a resolução do trinómio dá-nos

x1 = −1 −
√

4 + y, x2 = −1 +
√

4 + y

e imediatamente se vê que para y > −4 existem dois valores x1 6= x2

que fazem f(x1) = f(x2) = y, mostrando que f não é injetiva.
Restringindo f aos x ≤ −1, é claro que x = −1−√

4 + y é o único real
tal que f(x) = y com y ≥ −4; portanto, g = f |]−∞,−1] é invert́ıvel e

g−1(x) = −1 −
√

4 + x.
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3. Mostre que a função f :] − 1, 1[→ R, f(x) =
1√

1 − x2
, é minorada

mas não é majorada.

Com efeito, a função é estritamente crescente em [0, 1[ :

0 ≤ x < y =⇒ 1 − x2 > 1 − y2 =⇒ f(x) < f(y).

Como a função é par (f(−x) = f(x)), resulta que é decrescente em
] − 1, 0[:

−1 < x < y ≤ 0 =⇒ 0 ≤ −y < −x =⇒ f(y) < f(x).

É então claro que f(0) ≤ f(x), ∀x ∈] − 1, 1[ e a função f tem um
mı́nimo no seu domı́nio: min f = f(0) = 1.
Por outro lado, dado um qualquer M > 1, existe x ∈] − 1, 1[ tal que

1√
1 − x2

> M ; com efeito, se x ∈] − 1, 1[

1√
1 − x2

> M ⇐⇒ 1 − x2 <
1

M2
⇐⇒ x2 > 1 − 1

M2

e basta escolher x tal que
√

1 − 1/M2 < x < 1 para se ter f(x) > M ,
mostrando-se assim que f não é majorada.

Dado que
√

1 − x2 > 0, x ∈]−1, 1[, poder-se-ia também usar o teorema
precedente para logo se obter :

sup f =
1

inf
√

1 − x2
= +∞, inf f =

1

sup
√

1 − x2
= 1.1.5. Introdu�~ao elementar dos n�umeros omplexos.

O estudo introdutório da Análise Infinitesimal que nos propomos
apresentar assenta essencialmente na estrutura do corpo R dos números
reais. No entanto, ser-nos-ão úteis, sobretudo na análise do último caṕıtulo
(introdução às séries de Fourier), alguns conhecimentos sobre o conceito de
número complexo, extensão do conceito de número real.

Como é sabido, a extensão N ⊂ Z, dos números naturais aos números
inteiros, vem permitir, neste último conjunto, a operação de subtracção (a
qual não era válida em N); e do mesmo modo a operação de divisão fica
bem definida no corpo dos racionais, extensão de Z, Z ⊂ Q. Enfim, vimos
como no corpo dos reais, extensão de Q, tem lugar a radiciação, n

√
a, se

a ≥ 0, isto é, a equação algébrica xn − a = 0 tem solução em R se a ≥ 0.
É precisamente a necessidade de resolver uma qualquer equação algébrica
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que nos leva a introduzir a noção de número complexo. Em particular,
pretende-se resolver a equação

x2 + 1 = 0 (1)

que, claramente não tem solução em R. A seguir veremos como o prolonga-
mento de R ao conjunto dos números complexos nos permite resolver a
equação (1). Mais geralmente, como se mostra na teoria das funções de
variável complexa, toda a equação algébrica P (x) = 0, em que P (x) é um
polinómio com coeficientes complexos, admite solução no novo conjunto C
dos números complexos. Este resultado é conhecido como Teorema Funda-
mental da Álgebra.

1.5.1. Definição. No conjunto R × R = {(x, y) : x ∈ R, y ∈ R},
definam-se as seguintes duas operações :

z1 + z2 = (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2) (adição)

z1 . z2 = (x1, y1) . (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2) (multiplicação)

quaisquer que sejam z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) ∈ R × R. O conjunto
R × R, munido das referidas operações, representa-se por C e diz-se o
conjunto dos números complexos.

É um exerćıcio elementar verificar que as operações definidas, + e .,
são comutativas, associativas e satisfazem a lei distributiva. O elemento
0 = (0, 0) é evidentemente o elemento neutro da adição, e o elemento
1 = (1, 0) o elemento neutro da multiplicação:

(x, y) + (0, 0) = (0, 0) + (x, y) = (x, y)
∀(x, y) ∈ C.

(x, y) . (1, 0) = (1, 0) . (x, y) = (x, y)

Dado um número complexo z = (x, y), o elemento −z = (−x,−y) é
claramente o elemento simétrico de z :

z + (−z) = (−z) + z = 0, ∀z ∈ C.

Mostremos agora que todo o elemento z = (x, y) 6= (0, 0) admite um
elemento inverso, isto é, existe w = (a, b) ∈ C tal que

z . w = (x, y) . (a, b) = (1, 0), ∀z ∈ C.

Com efeito, isto é equivalente à resolução do sistema

{

xa− yb = 1
xb+ ya = 0
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e daqui resulta que a = x/(x2 + y2), b = (−y)/(x2 + y2) (repare-se que
x2 + y2 6= 0, dado que se exige que (x, y) 6= (0, 0)). Assim, o elemento
inverso de z = (x, y) 6= (0, 0) escreve-se

w = z−1 =

(

x

x2 + y2
,

−y
x2 + y2

)

.

A divisão do complexo z1 pelo complexo z2 6= 0, fica então bem definida:
z1/z2 = z1. (z2)

−1. É agora imediato concluir que (C,+, .) constitui um
corpo: o corpo dos números complexos.

1.5.2. Proposição. A aplicação

x ∈ R
ψ−→ (x, 0) ∈ C

é um isomorfismo (para a adição e multiplicação) entre R e o subconjunto
{(x, 0) : x ∈ R} ⊂ C.

Demonstração. A aplicação ψ é claramente biuńıvoca e tem-se

ψ(x + y) = (x+ y, 0) = (x, 0) + (y, 0) = ψ(x) + ψ(y).

ψ(x.y) = (xy, 0) = (x, 0) . (y, 0) = ψ(x).ψ(y).

Logo ψ realiza um isomorfismo entre R e ψ(R) = {(x, 0) : x ∈ R} ⊂ C.

O isomorfismo precedente permite-nos “identificar” os números reais
aos números complexos que têm a segunda componente nula : x ≡ (x, 0), e
uma tal identificação justifica a inclusão R ⊂ C, isto é, o prolongamento do
corpo dos reais ao corpo dos números complexos. É claro que para λ ∈ R
se tem

λ . z = (λ, 0) . (x, y) = (λx, λy).

1.5.3. A unidade imaginária.

O número complexo (0, 1), representa-se usualmente por i e designa-
se por unidade imaginária. Todo o complexo z = (x, y), pode agora
escrever-se como

z = (x, y) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + (0, 1) . (y, 0) =

= x+ iy, x, y ∈ R.

É imediato verificar que

i2 = (0, 1) . (0, 1) = (−1, 0) = −1
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e logo, a equação algébrica (1) admite solução (o número i) no campo
complexo. Os complexos da forma (0, x) = ix, (x ∈ R), dizem-se ima-

ginários puros e estão representados geometricamente no eixo cartesiano
vertical; os números reais, x = (x, 0), estão naturalmente representados no
eixo cartesiano horizontal, chamado eixo real. (cf. Fig. 1.8).

Dado o número complexo z = x+ iy, x, y ∈ R, o número x designa-se
por parte real de z e y por parte imaginária e representam-se por x = Re z
e y = Im z. Dados dois números complexos, z1 e z2, tem-se então

z1 = z1 ⇐⇒ Re z1 = Re z2 e Im z1 = Im z2

Geometricamente, os números complexos podem ser representados no
plano cartesiano, como elementos de R2. A adição de complexos não é
mais do que a soma dos correspondentes vetores, elementos de R2. Adiante
veremos uma interpretação geométrica simples da multiplicação e divisão.

O 

 

x = ( 0) 1 

i 

(0,  y ) = 
z =(  x , y 

 

) 

z =(  x , y ) 

z + z  =  ( ) 

1 1 1 

2 2 2 

1 2 x  +  x   , y  +  y 1 2 1 2 

i y 

x , 

Figura 1.8

1.5.4. Complexo conjugado. Valor absoluto.

A todo o número complexo z = (x, y) = x+ iy associamos o complexo
z = x − iy, chamado complexo conjugado de z. Geometricamente, o
complexo z = (x, y) e o seu complexo conjugado z = (x,−y) representam-
-se simetricamente em relação ao eixo real. Consequência imediata das
definições é a seguinte

1.5.5. Proposição. Para todo z ∈ C, z = z; z + z é real e z − z é
imaginário puro. Mais precisamente,

z + z = 2 Re z, z − z = 2i Im z.
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Para quaisquer z1, z2 ∈ C, tem-se ainda

a) z1.z2 = z1 . z2.

b)

(

1

z1

)

=
1

z1
se z1 6= 0.

c) z1 + z2 = z1 + z2.

1.5.6. Definição. Define-se valor absoluto ou módulo do número
complexo z = x+ iy ∈ C, como o número real

|z| = |x+ iy| =
√

x2 + y2.

Observação. Repare-se que o valor absoluto do complexo z = x+ iy não
é mais do que a norma cartesiana do vetor (x, y) em R2.

É imediato verificar que |z| = |z| =
√

x2 + y2 =
√
z . z. Vemos ainda que

|Re z| = |x| ≤ |z|; |Im z| = |y| ≤ |z|.

1.5.7. Proposição. Para quaisquer z, z1, z2 ∈ C, tem-se

a) |z| = 0 ⇐⇒ z = 0.

b) |z1.z2| = |z1| |z2|.

c)

∣

∣

∣

∣

1

z1

∣

∣

∣

∣

=
1

|z1|
se z1 6= 0.

d) |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|.
Demonstração. Mostremos d) a t́ıtulo de exemplo, deixando a demons-
tração das outras aĺıneas como exerćıcio. Com efeito,

|z1 + z2|2 = (z1 + z2) . (z1 + z2)

= |z1|2 + |z2|2 + z1 . z2 + z2 . z1.

Mas, z1 . z2 + z2 . z1 = 2 Re (z1 . z2) ≤ 2 |z1|.|z2|, donde

|z1 + z2|2 ≤ (|z1| + |z2|)2.

Observação. Repare-se que a divisão entre os complexos z1 e z2, z2 6= 0,
vem dada por

z1
z2

=
z1 . z2
|z2|2

.
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1.5.8. Forma trigonométrica dos números complexos.

Seja z = x+ iy ∈ C.

x 

y z 

 

ρ 

θ 

Figura 1.9

Motivados pela representação geométrica, introduzam-se as coorde-
nadas polares : x = ρ cos θ, y = ρ sin θ, com (ρ, θ) ∈ R+ × R (∗). A cada
(ρ, θ) ∈ R+ × R, associe-se o número complexo

z = x+ iy = ρ cos θ + i ρ sin θ = ρ ei θ

em que ei θ representa o número complexo cos θ+ i sin θ. Fica definida uma
aplicação

(ρ, θ) ∈ R+ × R −→ z = ρ ei θ ∈ C

cuja imagem é C \ {0}. Com efeito, dado z = x+ iy, não nulo, procuremos
ρ > 0 e θ ∈ R tal que z = x+ iy = ρ cos θ + i ρ sin θ. Então

|z|2 = x2 + y2 = ρ2(cos2 θ + sin2 θ) = ρ2

e logo ρ =
√

x2 + y2 = |z|, fica bem definido. Por outro lado, θ deve
satisfazer as equações

{

x = |z| cos θ =
√

x2 + y2 cos θ

y = |z| sin θ =
√

x2 + y2 sin θ
(2)

Ora, há uma infinidade de valores de θ que satisfazem (2), mais precisa-
mente, θ0 +2kπ, k ∈ Z, em que −π < θ0 ≤ π, é a solução particular de (2)
tal que

tan θ0 = y/x, se x 6= 0,
θ0 = π/2, se x = 0, y > 0,
θ0 = −π/2, se x = 0, y < 0.

(∗) Usamos a notação R+ para designar os reais positivos : R+ =]0,+∞[.
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1.5.9. Definição. Seja z = x + iy um complexo não nulo. O único real
θ0 que satisfaz

x = |z| cos θ0, y = |z| sin θ0, −π < θ0 ≤ π

chama-se argumento principal de z e nota-se θ0 = Arg z.

O número real θ = Arg z+2kπ (k ∈ Z) diz-se um argumento de z e tem-se
z = |z| ei θ.
Observação. Repare-se que

∣

∣ei θ
∣

∣ = | cos θ + i sin θ| =
√

cos2 θ + sin2 θ = 1.

A proposição seguinte dá-nos ideia da utilidade da representação
trigonométrica, z = ρ ei θ.

1.5.10. Proposição. Sejam z = ρ ei θ, z1 = ρ1 e
i θ1 , z2 = ρ2 e

i θ2 , números
complexos. Então

a)
(

ρ1 e
i θ1

)

.
(

ρ2 e
i θ2

)

= ρ1ρ2 e
i (θ1+θ2)

b)
(

ρ ei θ
)−1

=
1

ρ ei θ
=

1

ρ
e−i θ (ρ 6= 0)

c)
ρ1 e

i θ1

ρ2 ei θ2
=
ρ1

ρ2
ei (θ1−θ2) (ρ2 6= 0).

Demonstração. Mostremos apenas a aĺınea a). Multiplicando os
números complexos do primeiro membro, e usando as conhecidas fórmulas
trigonométricas, tem-se

(

ρ1 e
i θ1

)

.
(

ρ2 e
i θ2

)

= ρ1ρ2(cos θ1 + i sin θ1) . (cos θ2 + i sin θ2) =

=ρ1ρ2 [cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2 + i (cos θ1 sin θ2 + sin θ1 cos θ2)]

=ρ1ρ2 [cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2)] = ρ1ρ2 e
i (θ1+θ2)

Corolário. Dados os números complexos z1 = ρ1 e
i θ1 e z2 = ρ2 e

i θ2 , não
nulos, tem-se

ρ1 e
i θ1 = ρ2 e

i θ2 ⇐⇒ ρ1 = ρ2 e θ1 = θ2 + 2kπ,

para algum k ∈ Z.
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Demonstração. Com efeito,

z1 = z2 =⇒ |z1| = ρ1 = |z2| = ρ2.

Em consequência,
ei θ1

ei θ2
= ei (θ1−θ2) = 1,

ou seja cos (θ1 − θ2) + i sin (θ1 − θ2) = 1, e logo θ1 − θ2 = 2kπ, para algum
k ∈ Z.
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A formulação trigonométrica dos
números complexos permite uma
interpretação geométrica simples
da multiplicação e da divisão em
C. Assim, para multiplicar com-
plexos, multiplicam-se os módulos
e somam-se os argumentos; para
dividir complexos, dividem-se os
módulos e subtraem-se os argu-
mentos.

Figura 1.10

Multiplicando sucessivamente (n vezes) o complexo z = ρ ei θ por si
próprio, e fazendo o mesmo com z−1 = (1/ρ) e−i θ, obtemos a importante
Fórmula de Moivre. :

1.5.11. Teorema. Se z = ρ ei θ = ρ (cos θ + i sin θ), então

zn = ρn ei n θ = ρn (cosnθ + i sinnθ), ∀n ∈ Z.

(para n < 0 dever-se-á supor z 6= 0).

Seja agora w = ρ ei θ ∈ C um número complexo e n ∈ N um inteiro
positivo. Procuremos resolver a equação

zn = w, z ∈ C. (3)

As soluções dizem-se as ráızes enésimas de w.

Escreva-se então z = r (cosα+ i sinα). Pela fórmula de Moivre, vem

zn = rn (cosnα+ i sinnα) = w = ρ (cos θ + i sin θ)
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e logo, rn = ρ =⇒ r = n
√
ρ e nα = θ + 2kπ (k ∈ Z) (cf. (1.5.10.),

Corolário). Em conclusão, tem-se

z = n
√
ρ

[

cos

(

θ

n
+

2kπ

n

)

+ i sin

(

θ

n
+

2kπ

n

)]

(4)

e obtemos n soluções de (3) para k = 0, 1, . . . , n−1 (repare-se que qualquer
outro valor inteiro de k apenas repete os valores já obtidos).

1.5.12. Exemplos.

1. Determinemos as ráızes sextas de 1 : 6
√

1.

Neste caso, 1 = ρ (cos θ + i sin θ), ρ = 1, θ = 0. Fazendo k =
0, 1, . . . , 5, na fórmula (4), obtemos as seis ráızes da unidade :

e e 

e 

e e 

i i 

i 

i i 

π 

 π π 

π π 

/ 3 

/ 

/ 

/ 

2 3 

4 3 5 3 

1 

z1 = e0 = 1, z2 = ei π/3

z3 = ei 2π/3, z4 = eiπ

z5 = ei 4π/3, z6 = ei5π/3

Figura 1.11

2. Se z1 = x1 +iy1 e z2 = x2 +iy2 são dois complexos, |z1−z2| representa
a distância euclidiana entre eles (considerados como pontos de R2).
Com efeito

|z1 − z2| = |(x1 − x2) + i (y1 − y2)| =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

A representação complexa é por vezes útil na determinação de figuras
geométricas do plano; por entre as mais simples, a circunferência de
centro P0 = (x0, y0) e raio R > 0, sendo o conjunto de pontos que
dista R do ponto P0, vem representada por

{z : |z − z0| = R} (5)
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Fazendo z = x + iy, o leitor facilmente obtém a equação anaĺıtica
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 = R2, equivalente a (5).

Dados z1 = x1 + iy1 e z2 = x2 + iy2 em C, o conjunto dos z ∈ C tais
que

|z − z1| = |z − z2| (6)

representa claramente uma reta (a reta equidistante de z1 e z2). De
novo se obtém a equação anaĺıtica da reta, desenvolvendo (6), com
z = x+ iy, z1 = x1 + iy1 e z2 = x2 + iy2.

Exerćıcios

1. Seja a um número racional diferente de zero e x um número irracional.
Mostre que ax e a + x são irracionais. Dê um exemplo de dois
irracionais x e y tais que xy e x+ y sejam racionais.

2. Sejam a e b números racionais positivos. Prove que
√
a+

√
b é racional

se e só se
√
a e

√
b forem ambos racionais.

3 Mostre que entre dois números reais existe sempre um irracional.

4 Seja K um corpo comutativo totalmente ordenado (K satisfaz o
conjunto de axiomas A1 e A2, tendo-se a natural inclusão N ⊂ K).

a) Mostre que são equivalentes a seguintes asserções:

i) K é arquimediano

ii) N ⊂ K não é majorado.

b) Um corpo totalmente ordenado K diz-se completo, se satisfaz
o prinćıpio do supremo, isto é, todo o subconjunto não vazio e
majorado, A ⊂ K, admite supremo.
Mostre que K é completo se e só se satisfaz os axiomas dos reais,
A1, A2, A3 e A4 ( corpo totalmente ordenado, arquimediano e
satisfazendo o axioma do encaixe).

5. Seja P (x) = a0 + a1x + · · · + anx
n, um polinómio com coeficientes

inteiros.

a) Se um número racional p/q, com p e q primos entre si, é raiz de
P, P (p/q) = 0, prove que p divide a0 e q divide an.

b) Conclua que, quando an = 1, as ráızes de P são inteiras ou
irracionais. Em particular, considerando xn − a = 0, a > 0,
conclua que n

√
a ou é um número inteiro ou irracional

c) Mostre que
√

3 + 3
√

2 é irracional.
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6. Sejam a, b, c, e d números racionais. Mostre que

a+ b
√

2 = c+ d
√

2 ⇐⇒ a = c e b = d

7. Mostre que, se a e a+ x são reais positivos, então

(a+ x)n ≥ an + nan−1x, ∀n ∈ N.

8. Exprima os conjuntos seguintes como reunião de intervalos:
a) {x ∈ R : | x− 2 | + | x+ 3 |< 8}
b) {x ∈ R : | x2 − 2 | ≤ 1}
c) {x ∈ R : | 2x+ 1 | ≤ 1}
d) {x ∈ R : | x− 5 |< | x+ 1 |}
e) {x ∈ R : (2x+ 3)6(x − 2) ≥ 0}

9. Prove que, ∀x ∈ R, se tem:

i) | x− 1 | + | x− 2 | ≥ 1

ii) | x− 1 | + | x− 2 | + | x− 3 | ≥ 2

10. Mostre que se tem, ∀x1, · · · , xn ∈ R,

i) | x1 + · · · + xn | ≤ | x1 | + · · ·+ | xn |
ii) | x1 · · ·xn |= | x1 | · · · | xn | .

11. Dados x ∈ R, x 6= 0 e n ∈ N, prove que (1 + x)2n > 1 + 2nx.

12. Sejam x ∈ R, x < 1 e n ∈ N; mostre que (1 − x)n ≥ 1 − nx.

13. Prove que, para todos os reais a e b que satisfazem a2 + b2 = 1, se tem
|a+ b| ≤

√
2.

14. Mostre que para todos os reais a1, . . . , an, b1, . . . , bn, que satisfazem

n
∑

k=1

a2
k =

n
∑

k=1

b2k = 1,

se tem

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

akbk

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1.

15. Prove a desigualdade: xy ≤ 1

α
x2 +

α

4
y2, ∀x, y ∈ R, α > 0.
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16. Dados dois reais positivos, a, b > 0, chama-se média harmónica ao real
α tal que

1

α
=

1

2

(

1

a
+

1

b

)

.

Mostre que a média harmónica é inferior ou igual à média geométrica:
α ≤

√
a b

Em que condições se tem a igualdade?

17. Utilize a indução finita para mostrar a fórmula do Binómio de

Newton

(a+ b)n = an +

(

n
1

)

an−1b+ · · ·
(

n
n− 1

)

a bn−1 + bn,

a, b ∈ R, n ∈ N, e em que

(

n
p

)

=
n!

(n− p)! p!
=
n(n− 1) · · · (n− p+ 1)

1.2 · · · p , 0 ≤ p ≤ n, (0! = 1).

18. Diga se existe uma função f : [0,+∞[→ R que verifique f(x2) =
1 + x, ∀x ∈ R. E existe f : R → R tal que f(x3) = 1 + x, ∀x ∈ R ?

19. Defina funções f e g que satisfaçam

a) f(x2) = 1 − |x|3, ∀x ∈ R; b) g(1/x) = x2 + 1, x 6= 0

20. Determine as composições f ◦ g e g ◦ f em que

a) f, g : R → R

f(x) =

{

x se x ≥ 0
0 se x < 0

, g(x) =

{

0 se x ≥ 0
x2 se x < 0

b) f, g : [−1, 1] → R, f(x) = g(x) =
√

1 − x2.

c) f, g : R → R, f(x) = x5, g(x) = x+ 5.

21. Enuncie e demonstre a associatividade

(f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h).

22. Seja f(x) =
x

x+ 1
. Determine o maior domı́nio de f que permite

definir f ◦ f ◦ · · · ◦ f (n vezes); calcule a composição.
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23. Determine para que valores de a e b reais, a função f(x) = ax+ b, x ∈
R, tem inversa e f−1 ≡ f .

24. Demonstre que a função f : R → R,

f(x) =
3
√

x+
√

x2 + 1

tem inversa e determine-a.

25. Diga quais das seguintes funções são invert́ıveis e determine as inversas:

a) f : [0,+∞[→ R, f(x) = 1 +
√
x

b) f : [−1, 1] → R, f(x) =
√

1 − x2

c) f : R \ {−1} → R, f(x) =
x

x+ 1
.

26. Seja f : D → R uma função não negativa (f(x) ≥ 0, ∀x ∈ D). Mostre
que

sup(f2) = (sup f)2

( sup f é evidentemente supDf , tomado em R ).

27. Recorde que R é um corpo arquimediano e considere a aplicação
f : Z → R dada por f(n) = an com a ∈ R, a > 1. Mostre que:

a) f(Z) não é majorado.

b) inf f(Z) = 0

28. Sejam f, g : D → R. Como é sabido

sup(f + g) ≤ sup f + sup g e inf(f + g) ≥ inf f + inf g.

Dê exemplos em que:

a) sup(f + g) = sup f + sup g

b) sup(f + g) < sup f + sup g

c) inf(f + g) = inf f + inf g

d) inf(f + g) > inf f + inf g

29. Sejam A ⊂ B ⊂ R dois subconjuntos de R não vazios. Suponha que
B é majorado e que, para cada x ∈ B, existe um y ∈ A tal que x ≤ y.
Prove então que, supA = supB.
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30. Sejam A e B dois conjuntos não vazios e limitados de números reais.

a) Mostre que A ∪B é limitado e além disso tem-se:

sup(A ∪B) = max {supA, supB},
inf(A ∪B) = min {inf A, inf B}.

b) Prove que A ∩B é limitado e:

sup{inf A, inf B} ≤ inf(A ∩B) ≤
≤ sup(A ∩B) ≤ inf{supA, supB}.

Dê um exemplo em que as desigualdades são estritas.

31. Sejam A e B dois conjuntos não vazios de números reais; defina o
conjunto

C = {z : z = x+ y, x ∈ A, y ∈ B}

a) Mostre que supC = supA+ supB.

b) Estabeleça um resultado análogo para o conjunto D = AB dos
produtos de um elemento de A por um elemento de B.

32. Sejam D,E ⊂ R subconjuntos não vazios de R e considere-se a
aplicação f : D × E → R, (x, y) ∈ D × E → f(x, y) ∈ R.
Para cada x0 ∈ D e y0 ∈ E, ponha-se

s1(x0) = sup{f(x0, y) : y ∈ E}, s2(y0) = sup{f(x, y0) : x ∈ D}.

Isto define duas aplicações: s1 : D → R e s2 : E → R;
Mostre que se tem sup

x∈D
s1(x) = sup

y∈E
s2(y). Isto é:

sup
x∈D

(

sup
y∈E

f(x, y)

)

= sup
y∈E

(

sup
x∈D

f(x, y)

)

33. Enuncie e demonstre um resultado análogo para o inf ; mostre, em
seguida, que:

sup
y

(

inf
x
f(x, y)

)

≤ inf
x

(

sup
y
f(x, y)

)

Dê um exemplo em que se tenha a desigualdade estrita.
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34. Calcule as partes real e imaginária dos seguintes números complexos

a)
1

z2
; b)

z − 1

z + 1
; c) z3;

em que z = x+ iy.

35. Mostre que

Re (iz) = −Im (z) e Im (iz) = Re (z), ∀z ∈ C.

36. Calcule

√√
−i, sem recorrer à fórmula de Moivre. Utilize em seguida

a referida fórmula e obtenha o mesmo resultado.

37. Tenha presente os axiomas de corpo ordenado (cf. axiomas dos reais).
Mostre que o corpo C dos números complexos não pode ser totalmente
ordenado.

Sug. Prove que i ≥ 0 (ou i ≤ 0) conduz a contradição.

38. Seja P (z) = a0 + a1z + · · · + anz
n um polinómio em z ∈ C com

coeficientes reais, a0, a1, . . . an ∈ R. Mostre que

P (z0) = 0 ⇐⇒ P (z0) = 0,

isto é, z0 é raiz de P (z) se e só se z0 o for.

39. Utilize a Fórmula de Moivre para demonstrar as seguintes igualdades
trigonométricas :

i) sin 3θ = 3 cos2 θ sin θ − sin3 θ

ii) cos 3θ = cos3 θ − 3 cos θ sin2 θ

40. Calcule o supremo do seguinte conjunto de números reais

{Re (iz3 + 2) : |z| ≤ 2}.

41. Considere as n ráızes da unidade

αn = cos

(

2kπ

n

)

+ i sin

(

2kπ

n

)

, (k = 0, 1, . . . , n− 1).

Mostre que as ráızes diferentes de 1 (n−1 ráızes), satisfazem a equação

1 + z + · · · + zn−1 = 0.
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42. Determine as ráızes da equação

z6 − 2z3 + 2 = 0.

43. Tendo presente que z−1 =
z

|z2| , dê uma interpretação geométrica de

z−1. Interprete geometricamente a divisão de complexos, z1/z2.

44. Descreva os conjuntos de complexos que satisfazem as seguintes
condições

a) |z − i| < |z + i|; b) z + z = 1; c) |z − 1| + |z + 1| = 4.

45. Determine o conjunto de pontos de C da forma

{z2 : Im z = 1}

isto é, a imagem pela aplicação z → z2 da reta Im z = 1.

46. Mostre que o ponto (z− 1)/(z+ 1) pertence ao eixo imaginário se e só
se z pertence à circunferência de raio 1 e centro na origem.
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2
Suess~oes e S�eries Reais

2.1. Suess~oes onvergentes. Suess~oes de Cauhy.
Como é já conhecido da análise elementar, uma sucessão em R ou

sucessão real é uma aplicação

ϕ : N −→ R, n ∈ N −→ ϕ(n) ≡ xn ∈ R,

usualmente representada por (xn); xn é o elemento da sucessão de ordem
n e o conjunto {x1, x2, . . . , xn, . . .} = {xn} diz-se o conjunto dos termos da
sucessão. As operações algébricas nas sucessões são naturalmente as que
resultam definidas no conjunto das aplicações de N em R (cf. (1.4.2.)).
Assim, soma, produto e cociente das sucessões (xn) e (yn) são definidas
como:

(xn) + (yn) = (xn + yn),

(xn).(yn) = (xn.yn),

(xn)

(yn)
=

(
xn

yn

)

(se yn 6= 0).

Um dos conceitos fundamentais de toda a Análise Matemática é o
conceito de limite, adiante definido. Trata-se de um caso particular da
noção, mais geral, de limite de uma função real de variável real. No caṕıtulo
seguinte, teremos ocasião de desenvolver este conceito.
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2.1.1. Definição. Seja (xn) uma sucessão em R. Diz-se que a sucessão
(xn) é convergente para um elemento a ∈ R, ou que o limite da

sucessão (xn) é a ∈ R e escreve-se limxn = a ou xn → a, se para
todo o δ > 0, existe uma ordem n0 ∈ N tal que

xn ∈]a − δ, a + δ[ para todo n > n0.

Uma sucessão (xn) que não é convergente diz-se divergente.

Assim, lim
n→∞

xn = a se e só se

∀δ > 0, ∃n0 ∈ N : n > n0 =⇒| xn − a |< δ;

a a +  a - x δ δ n 

Figura 2.1

isto é, por mais pequeno que seja δ > 0 (e portanto a amplitude do intervalo
]a− δ, a + δ[ ) todos os termos da sucessão “caem” dentro desse intervalo a
partir de certa ordem. É consequência imediata da definição que

limxn = a se e só se lim(xn − a) = 0.

2.1.2. Proposição (Unicidade do limite). O limite a de uma sucessão
(xn) convergente é único.

Demonstração. Com efeito, suponha-se também que lim xn = b e b 6= a.
Dado δ > 0 qualquer, vem

| xn − a |< δ/2 para n > n0 ∈ N

e
| xn − b |< δ/2 para n > n1 ∈ N.

Mas então, tomando N = max{n0, n1}, tem-se para n > N e para todo o
δ > 0,

| a − b |=| a − xn + xn − b |≤| a − xn | + | b − xn |< δ/2 + δ/2 = δ,

o que é absurdo, já que a 6= b.

2.1.3. Proposição. Toda a sucessão (xn) convergente é limitada, isto
é, o conjunto dos termos da sucessão, {xn}, é limitado.

Demonstração Admitamos que xn → a ∈R. Tomando δ > 0, resulta
da definição de limite que xn∈ ]a−δ, a+δ[, ∀n > n0, e portanto o conjunto
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{xn0+1, xn0+2, . . .} ⊂ ]a − δ, a + δ[ é limitado; como apenas restam um
número finito de termos, vem necessariamente

| xn |≤ C, ∀n ∈ N

em que C = max{| x1 |, . . . , | xn0
|, | a − δ |, | a + δ |}.

É natural estender a noção de limite de uma sucessão a R. Assim,

2.1.4. Definição. Diz-se que a sucessão (xn) tem limite +∞ se para
todo o δ > 0, existe uma ordem n0 ∈ N tal que

n > n0 =⇒ xn >
1

δ
.

Analogamente, a sucessão (xn) tem limite −∞ (*) se para todo o δ > 0,
existe uma ordem n0 ∈ N tal que

n > n0 =⇒ xn < −1

δ
.

É claro ainda da definição e do que atrás ficou dito, que o limite de uma
sucessão (xn) em R, se existe, é único; assinale-se, contudo, que uma
sucessão (xn) pode não admitir limite em R (veremos alguns exemplos
posteriormente).

Uma classe particularmente importante de sucessões reais são as
sucessões monótonas.

2.1.5. Definição. Uma sucessão (xn) diz-se monótona crescente

(respetivamente, monótona decrescente) se

xn ≤ xn+1, ∀n ∈ N (resp. xn ≥ xn+1, ∀n ∈ N).

A sucessão diz-se monótona se for monótona crescente ou monótona
decrescente.

A proposição seguinte clarifica a importância destas sucessões.

2.1.6. Proposição. Toda a sucessão monótona limitada é convergente.
Mais precisamente,

sucessão monótona crescente e majorada (portanto limitada) é conver-
gente ;

sucessão monótona decrescente e minorada (portanto limitada)é con-
vergente.

(*) Não se diz que (xn) é convergente para +∞ ou −∞ mas sim que (xn) tem limite

+∞ ou −∞.
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Demonstração. Seja (xn) uma sucessão crescente e limitada. O
prinćıpio do supremo garante a existência de a = sup{xn}. Tomando δ > 0
qualquer, da definição de supremo resulta que existe um termo da sucessão,
xn0

, tal que a − δ < xn0
≤ a. Mas sendo (xn) crescente, vem:

a − δ < xn0
≤ xn ≤ a, ∀n ≥ n0,

o que mostra que lim
n→∞

xn = a. Do mesmo modo, se (xn) é uma sucessão

decrescente e minorada, tem-se lim
n→∞

xn = b = inf{xn}.

Corolário. Toda a sucessão monótona tem limite em R. Em particular,

sucessão monótona crescente não limitada tem limite +∞
sucessão monótona decrescente não limitada tem limite −∞.

Demonstração. Se (xn) é crescente e não limitada, dado δ > 0 existe um
xn0

> 1/δ e logo xn ≥ xn0
> 1/δ, ∀n > n0, isto é, xn → +∞. Do mesmo

modo se vê que xn → −∞, se (xn) é monótona decrescente.

2.1.7. Propriedades algébricas dos limites.

Os resultados seguintes, para além do interesse teórico, têm um valor
essencialmente prático.

2.1.8. Proposição. Sejam (xn) e (yn) duas sucessões com limite em R.
Então:

1. limxn = 0 ⇐⇒ lim | xn |= 0; limxn = a =⇒ lim | xn |=| a |;
2. Se limxn = 0 e (yn) é sucessão limitada, então limxn.yn = 0;

3. lim(xn + yn) = limxn + lim yn; lim(kxn) = k limxn, (k ∈ R);

4. lim(xn.yn) = limxn. lim yn;

5. lim

(
xn

yn

)

=
limxn

lim yn
, se lim yn 6= 0;

6. xn ≥ 0, (n ≥ p) =⇒ limxn ≥ 0;

xn ≤ yn (n ≥ p) =⇒ limxn ≤ lim yn.

sempre que as operações do segundo membro façam sentido ( em R ).

Demonstração. Escreva-se lim xn = a e lim yn = b. Faremos a
demonstração no caso real, a, b ∈ R, deixando como exerćıcio o caso dos
limites infinitos.

A primeira parte de 1. é consequência imediata da definição e a
segunda sai da já conhecida desigualdade || xn | − | a || ≤ | xn − a |.
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2. Sendo (yn) limitada, existe C > 0 tal que | yn |≤ C, para todo o
n; tomando agora um qualquer δ > 0, como xn → 0, tem-se | xn |≤ δ/C a
partir de certa ordem, n > n0, e logo

| xnyn |≤ C. δ/C = δ, (n > n0).

3. Dado δ > 0, existem n1, n2 ∈ N tais que

n > n1 =⇒| xn − a |< δ

2
e n > n2 =⇒| yn − b |< δ

2
.

Se n0 = max{n1, n2} e n > n0, tem-se naturalmente

| (xn + yn) − (a + b) |=| (xn − a) + (yn − b) |≤| xn − a | + | yn − b |< δ,

o que mostra que lim(xn + yn) = a + b. A segunda parte de 3. é um caso
particular de 4.

4. Observemos que

(xnyn − ab) = xnyn − xnb + xnb − ab = xn(yn − b) + (xn − a)b.

Mas (xn) é uma sucessão limitada e lim (yn − b) = 0; então de 2., vem
lim[xn(yn− b)] = 0. Do mesmo modo se tem lim[(xn −a)b] = 0. Utilizando
3. resulta agora:

lim (xnyn − ab) = lim [xn(yn − b)] + lim [(xn − a)b] = 0,

pelo que limxnyn = ab.

5. Notemos desde logo que ynb → b2 > 0 (por hipótese, b 6= 0), e
portanto, escolhendo δ suficientemente pequeno, existe n0 ∈ N tal que

n > n0 =⇒ ynb > b2− δ > 0. Assim, para n > n0 tem-se 0 <
1

ynb
<

1

b2 − δ

e logo a sucessão

(
1

ynb

)

é limitada. Como se tem

xn

yn
− a

b
=

bxn − ayn

ynb
= (bxn − ayn)

1

ynb
,

e como lim (bxn − ayn) = ba − ab = 0, segue-se que

lim

(
xn

yn
− a

b

)

= 0, donde lim
xn

yn
=

a

b
.

6. Supondo limxn = a < 0, é posśıvel escolher um δ > 0 tal que
a + δ < 0 (por ex. δ = −a/2). Mas então existe um n0 ∈ N tal que
n > n0 =⇒ a − δ < xn < a + δ < 0, o que contradiz a hipótese de xn ≥ 0
para n ≥ p. Assim, se xn ≥ 0, (n ≥ p) tem-se lim xn ≥ 0. A última parte
de 6. resulta agora trivialmente de 3.
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2.1.9. Proposição (sucessões enquadradas). Sejam (xn), (yn) e (zn)
sucessões tais que xn ≤ zn ≤ yn para todo o n ≥ p. Se lim xn = lim yn = a
então lim zn = a.

Demonstração. Dado δ > 0 qualquer, existem n1, n2 ∈ N tais que

n > n1 =⇒ xn ∈]a − δ, a + δ[ e n > n2 =⇒ yn ∈]a − δ, a + δ[.

Pondo n0 = max{n1, n2}, tem-se claramente para n > n0:

a − δ < xn ≤ zn ≤ yn < a + δ,

pelo que lim zn = a.

2.1.10. Exemplos.

1. A sucessão xn =
1

n
é decrescente:

1

n
>

1

n + 1
e converge para 0:

∣
∣
∣
∣

1

n
− 0

∣
∣
∣
∣
=

1

n
< δ para n > n0 ≥ 1

δ

2. Já a sucessão xn = 2 + (−1)n, não é convergente. Basta observar que
para todo o n ∈ N, | xn − xn+1 |= 2 e logo, tomando um qualquer
δ < 1, não existe uma ordem a partir da qual os termos da sucessão
estejam no intervalo ]a − δ, a + δ[.

3. Seja a ∈ R um real e considere-se a sucessão xn = an.
a) Se a = 0 ou a = 1, a sucessão é constante e naturalmente

convergente para 0 ou 1, respetivamente.
b) Se a > 1, a sucessão é claramente monótona crescente; escrevendo

a = 1 + h, h > 0, resulta da conhecida desigualdade de Bernoulli
(cf. (1.3.5.)) que

an = (1 + h)n ≥ 1 + nh −→ +∞
e pelas sucessões enquadradas conclui-se que lim an = +∞.

c) Considerando 0 < a < 1, a sucessão é agora decrescente; como
1

a
> 1, tem-se, pelo que atrás se disse,

lim
1

an
= lim

(
1

a

)n

= +∞

e portanto

lim an =
1

lim
(

1
a

)n = 0.

d) Sendo agora −1 < a < 0, reconhece-se imediatamente que (an)
não é monótona (os termos de ordem par sendo positivos e os de
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ordem ı́mpar negativos). Contudo, porque | an |= | a |n com
0 <| a |< 1, resulta que lim | an |= lim | a |n = 0 e portanto
lim an = 0 (cf. (2.1.8.), (1.)).

e) Enfim, se a < −1, a sucessão tem de novo termos alternadamente
positivos e negativos; tal como em b), an é ilimitada: | an |= | a |n
com | a |> 1, o que nos leva a concluir que a sucessão, neste caso,
não é monótona nem admite limite em R.

4. Seja xn 6= 0 a partir de certa ordem. Existindo n0 ∈ N e c ∈ R tais
que ∣

∣
∣
∣

xn+1

xn

∣
∣
∣
∣
≤ c < 1, n > n0,

então lim xn = 0. Tendo-se,
∣
∣
∣
∣

xn+1

xn

∣
∣
∣
∣
≥ c > 1, n > n0,

então lim |xn| = +∞. Com efeito, no primeiro caso, a sucessão |xn| é
estritamente decrescente e portanto convergente já que, 0 ≤ |xn+1| ≤
c|xn| < |xn|; pondo a = lim |xn|, vem então 0 ≤ a ≤ c.a o que implica
que a = lim |xn| = 0 (se fosse a > 0 vinha c ≥ 1, negando a hipótese)
e logo lim xn = 0. Analogamente se conclui no segundo caso. Como
aplicação imediata, resulta que

lim
an

n!
= 0 (a ∈ R); lim

np

n!
= 0 (p ∈ N).

5. Dado a ∈ R, com −1 < a < 1, considere-se a sucessão xn =

1 + a + a2 + · · ·+ an =
1 − an+1

1 − a
, soma dos n + 1 primeiros termos de

uma progressão geométrica de razão a 6= 1. Se 0 ≤ a < 1, a sucessão
é crescente, já que xn+1 = xn + an+1; se −1 < a < 0, a sucessão deixa
de ser monótona. No entanto, em qualquer dos casos, tem-se:

limxn = lim (1 + a + a2 + · · · + an) =
1

1 − a
.

6. É particularmente importante em Análise a sucessão de termo geral

an = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · · + 1

n!
.

Trata-se claramente de uma sucessão crescente e além disso limitada,
dado que

an < 1 + 1 +
1

2
+

1

2.2
+ · · · + 1

2n−1
< 1 +

1 − (1/2)
n

1/2
< 3, ∀n ∈ N.
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7. Consideremos agora a sucessão de termo geral bn =

(

1 +
1

n

)n

. A

fórmula do binómio de Newton (cf. exerćıcio 17, Cap.1) dá-nos:

bn =

(

1 +
1

n

)n

=

= 1 + n.
1

n
+

n(n − 1)

2!

1

n2
+ · · · + n(n − 1) . . . 2.1

n!

1

nn
,

ou seja

bn = 1 + 1 +
1

2!

(

1 − 1

n

)

+
1

3!

(

1 − 1

n

)(

1 − 2

n

)

+ · · ·+

+
1

n!

(

1 − 1

n

)(

1 − 2

n

)

· · ·
(

1 − n − 1

n

)

.

Desta última representação se vê que bn é soma de parcelas positivas,
cada uma das quais crescente com n. Como o número de parcelas
também cresce com n, logo se conclui que (bn) é sucessão crescente.
Constata-se ainda que bn < an < 3, em que (an) é a sucessão referida
no exemplo anterior.
Assim, as duas sucessões consideradas são ambas crescentes e limitadas
e portanto convergentes. Como bn < an para todo o n, resulta desde
logo que lim bn ≤ lim an. Por outro lado, fixando p ∈ N, tem-se para
todo o n > p,

bn ≥ 1 + 1 +
1

2!

(

1 − 1

n

)

+
1

3!

(

1 − 1

n

)(

1 − 2

n

)

+ · · ·+

+
1

p!

(

1 − 1

n

)(

1 − 2

n

)

· · ·
(

1 − p − 1

n

)

.

Passando ao limite n → ∞ (e mantendo p fixo) vê-se que o segundo
membro da anterior desigualdade converge para ap. A proposição
2.1.6. garante agora que lim bn ≥ ap para todo o p ∈ N. Passando
de novo ao limite, agora em p → ∞, a mesma proposição permite-nos
concluir que lim bn ≥ lim an. Logo,

e = lim

(

1 +
1

n

)n

= lim

(

1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · · + 1

n!

)

.

Mais tarde veremos a importância que este número e, irracional e
transcendente(*), desempenha.

(*) Um número a∈R diz-se algébrico se for solução de uma equação algébrica Pn(x)=0

em que Pn(x) representa um polinómio de grau n com coeficientes inteiros; diz-se que a

é transcendente se não for algébrico.
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8. Sucessões definidas por recorrência ou sucessões recorrentes são fre-
quentes (especialmente em análise numérica). A sua definição assenta
no prinćıpio da indução: conhecidos os termos x1, . . . , xn da sucessão,
o termo xn+1 é expresso em função daqueles. Em particular, uma
sucessão recorrente fica definida por

{
x1 = a
xn+1 = f(xn), n ≥ 1

em que f é uma dada função e a ∈ D(f); (naturalmente, a condição
xn ∈ D(f), deve ser satisfeita para todo o n).
Mas recorrentes são ainda as sucessões:

{
x1 = a > 0, y1 = b > 0

xn+1 =
1

2
(xn + yn), yn+1 =

2xnyn

xn + yn

(1)

Vejamos, neste exemplo, o comportamento das sucessões. Repare-se
que a fórmula recorrente (1) está bem definida, isto é, xn +yn 6= 0, ∀n.
Com efeito, por indução, facilmente se vê que xn > 0 e yn > 0, ∀n.
De (1) resulta então que

xn+1yn+1 = xnyn,
yn+1

yn
=

xn

xn+1
, ∀n (2)

e logo

xnyn = x1y1 = ab, ∀n. (3)

Por outro lado, yn+1 ≤ xn+1, n ≥ 1, dado que

xn+1 − yn+1 =
(xn + yn)2 − 4xnyn

2(xn + yn)
=

(xn − yn)2

2(xn + yn)
≥ 0

e logo, resulta de (1) que xn+1 ≤ xn, n > 1, é sucessão monótona
decrescente e de (2) sai que (yn) é monótona crescente. Como
yn ≤ xn, n > 1, conclui-se que lim yn = y ≤ x = limxn. Passando
ao limite a primeira fórmula recorrente em (1), obtemos 2x = x + y
ou seja x = y = l e finalmente de (3) obtemos l2 = ab; assim,
l = limxn = lim yn =

√
ab.

A definição seguinte tem considerável importância teórica, na medida
em que permite estabelecer uma condição necessária e suficiente de con-
vergência de uma sucessão em R.
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2.1.11. Definição. Diz-se que uma sucessão (xn) em R é uma sucessão

de Cauchy se para todo o δ > 0, existe uma ordem p ∈ N tal que

| xn+k − xn |< δ para todo n > p e todo k ∈ N.

A definição precedente é claramente equivalente a esta outra: a sucessão
(xn) é de Cauchy se

∀δ > 0, ∃p ∈ N : | xm − xn |< δ ∀m, n > p.

Observação. Da definição de sucessão de Cauchy, resulta imediatamente
que a sucessão un = xn+k − xn (fixando k ∈ N qualquer) é convergente
para 0. Tenha-se, no entanto, o cuidado de não cair no erro (por vezes
frequente) de definir uma sucessão de Cauchy como uma sucessão (xn) tal
que xn+k − xn converge para 0 (n → ∞), ∀k ∈ N (veja-se o próximo
exemplo 4.).

2.1.12. Teorema (Prinćıpio de Cauchy-Bolzano).A condição neces-
sária e suficiente para que uma sucessão (xn) em R seja convergente é que
(xn) seja uma sucessão de Cauchy.

Demonstração. A condição é necessária: sendo xn → a ∈ R uma
sucessão convergente em R, dado δ > 0, existe um p ∈ N tal que

| xn − a |< δ

2
, ∀n > p. Logo,

| xm − xn |= | xm − a + a − xn | ≤ | xm − a | + | xn − a |< δ

2
+

δ

2
= δ,

para todo m, n > p, e portanto (xn) é de Cauchy.

Condição suficiente: Seja então (xn) uma sucessão de Cauchy e
tomemos δ = 1. Da definição resulta, em particular, que existe p ∈ N
tal que | xn − xm |< 1 para todo m, n > p e logo

| xn | − | xm |< | xn − xm |< 1,

o que implica
| xn |< 1+ | xm | .

Fixando m > p, vê-se que o conjunto {xp+1, xp+2, · · ·} é limitado e portanto
o mesmo sucede ao conjunto {xn} dos termos da sucessão. Para cada
n ∈ N, ponha-se

αn = inf
k>n

{xk}, βn = sup
k>n

{xk};

(αn, βn ∈ R pelo prinćıpio do supremo e do ı́nfimo).
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É fácil constatar que

[αn, βn] ⊃ [αn+1, βn+1], ∀n.

Por outro lado, sendo (xn) de Cauchy, para cada δ > 0 existe n0 ∈ N tal

que xn0
− δ

2
< xk < xn0

+
δ

2
para todo k > n0, donde

xn0
− δ

2
≤ αn0

≤ βn0
≤ xn0

+
δ

2

e portanto
βn − αn ≤ βn0

− αn0
≤ δ (n > n0).

Daqui resulta que existe um único elemento a ∈
⋂

[αn, βn]. Tem-se,

finalmente, [αn0
, βn0

] ⊂ [a − δ, a + δ] e é óbvio que para k > n0,

xk ∈ [αn0
, βn0

] ⊂ [a − δ, a + δ] ,

o que mostra que xn → a.

2.1.13. Exemplos.

1. A sucessão xn =
1

n
é de Cauchy já que,

∣
∣
∣
∣

1

n + k
− 1

n

∣
∣
∣
∣
≤ 1

n + k
+

1

n
<

δ

2
+

δ

2
= δ, ∀k = 1, 2, . . . ,

desde que
1

n
<

δ

2
, ou seja n > n0 ≥ 2

δ
.

2 A sucessão

xn =
sin 1

2
+

sin 2

22
+ · · · + sin n

2n

satisfaz:

|xn+p − xn| =

∣
∣
∣
∣

sin(n + p)

2n+p
+ · · · + sin(n + 1)

2n+1

∣
∣
∣
∣
≤

≤ 1

2n+p
+ · · · + 1

2n+1
=

1

2n+1

(

1 + · · · + 1

2p−1

)

=

=
1

2n+1
.
1 − 1/2p

1 − 1/2
<

1

2n
< δ, ∀p

desde que n > n0 = n0(δ). A sucessão (xn) é portanto de Cauchy e
logo convergente.
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3. Consideremos agora a sucessão dada por recorrência,

{
x1 = 1

xn+1 = 1 +
1

xn
.

Mostre que se tem |xn+2 − xn+1| ≤
1

2
|xn+1 − xn|. Mostre em seguida

que xn é convergente e calcule o seu limite.

Como xn ≥ 1, logo se vê pela fórmula de recorrência que xn+1xn =
xn + 1 ≥ 2. Então

|xn+2 − xn+1| =

∣
∣
∣
∣
1 +

1

xn+1
−
(

1 +
1

xn

)∣
∣
∣
∣

=

=

∣
∣
∣
∣

xn+1 − xn

xn+1xn

∣
∣
∣
∣
≤ 1

2
|xn+1 − xn|.

Resulta agora facilmente que, para n ≥ 1,

|xn+1 − xn| ≤
(

1

2

)n−1

|x2 − x1| =

(
1

2

)n−1

.

Mostramos finalmente que (xn) é de Cauchy e logo convergente. Com
efeito,

|xn+p − xn| ≤ |xn+p − xn+p−1| + · · · + |xn+1 − xn| ≤

≤
(

1

2

)n+p−2

+ · · · +
(

1

2

)n−1

=

=

(
1

2

)n−1
[

1 + · · · +
(

1

2

)p−1
]

,

e tal como no exemplo anterior, conclui-se que |xn+p − xn| <
(1/2)n−2 < δ, ∀p, desde que n > n(δ). Logo, (xn) é de Cauchy e
portanto convergente: limxn = x. Passando ao limite na fórmula de
recorrência, obtemos x = 1 + 1/x, pelo que x = (1 ±

√
5)/2; como

xn ≥ 1 logo se conclui que x = limxn = (1 +
√

5)/2.

4. Considere-se a sucessão

Sn = 1 +
1

2
+ · · · + 1

n
.

Verifica-se que

| S2n − Sn |= 1

n + 1
+ · · · + 1

n + n
>

n

n + n
=

1

2
∀n ∈ N,
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o que mostra que (Sn) não é sucessão de Cauchy. No entanto, fixando
k ∈ N qualquer, a sucessão

Sn+k − Sn =
1

n + 1
+ · · · + 1

n + k

converge evidentemente para 0 quando n → ∞. A sucessão (Sn)
não sendo de Cauchy não será convergente. No parágrafo seguinte
voltaremos a referir esta sucessão.2.2. S�eries reais. Generalidades e primeiros resultados.
O conceito de série aparece para dar significado matemático à grosseira

expressão de “soma infinita” de números reais: u0 + u1 + · · · + un + · · ·.
O que está subjacente é de novo a noção de limite. Seguidamente apre-
sentaremos as primeiras definições, alguns exemplos e resultados gerais; a
questão da convergência e dos seus critérios terá adequado desenvolvimento
num futuro caṕıtulo.

2.2.1. Definição. Designa-se por série real todo o par formado por
duas sucessões(*) em R, (un) e (Sn), em que

Sn = u0 + u1 + · · · + un.

Os reais u0, u1, · · ·, chamam-se termos da série, sendo un chamado
termo geral da série. A sucessão Sn = u0 +u1 + · · ·+un designa-se por
sucessão associada ou sucessão das somas parciais. Correntemente
as séries são representadas por

∑

n≥0

un ou

+∞∑

n=0

un ou
∑

un.

2.2.2. Definição. A série
∑

un diz-se convergente se a sucessão das

somas parciais, Sn = u0 + u1 + · · · + un, for convergente; caso contrário a
série diz-se divergente. Se a série é convergente, o limite

S = limSn = lim(u0 + u1 + · · · + un)

diz-se a soma da série e escreve-se

S =
+∞∑

n=0

un = u0 + u1 + · · · + un + · · · .

(*) As sucessões poderão ser indiciadas não só em n∈N0 = {0,1,2,...}, mas também em

N ou ainda, mais geralmente, em Nk = {k,k+1,k+2,···}.
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O estudo das séries comporta dois grande temas: determinação da
convergência ou divergência da série e, sendo a série convergente, o cálculo
da sua soma. Esta última questão é de dificuldade considerável podendo
mesmo ser imposśıvel o cálculo exacto da soma da série (recorre-se neste
caso à aproximação numérica). O problema da convergência das séries é
uma questão central da análise clássica, obtendo-se importantes resultados,
particularmente em certas classes de séries (por ex. as séries de termos
positivos), que mais tarde trataremos com algum desenvolvimento.

2.2.3.Proposição (Condição de Cauchy). A condição necessária e
suficiente para que uma série

∑
un seja convergente é que para todo o

δ > 0, exista uma ordem p ∈ N tal que

| Sn+k − Sn |=| un+1 + · · · + un+k |< δ,

para todo o n > p e para cada k ∈ N.

A proposição anterior resulta trivialmente do teorema 2.1.12.. Em
particular, fazendo k = 1, vê-se que (un+1), e logo (un), é convergente para
zero, pelo que

2.2.4. Corolário (Condição necessária de convergência). Se
∑

un

é uma série convergente então un → 0.

Repare-se que a condição un → 0 é necessária mas não é suficiente

da convergência da série. Com efeito, um exemplo notável é dado pela
série, designada por série harmónica,

1 +
1

2
+ · · · + 1

n
+ · · · =

∑

n≥1

1

n
.

Trata-se de uma série divergente, tendo-se contudo un = 1/n → 0 (cf. ex.1.
seguinte). O corolário anterior é especialmente importante na prática, na
medida em que estabelece uma condição suficiente de divergência de uma
série, a saber:

uma série
∑

un é divergente se o seu termo geral un não converge
para 0.

É claro que a série
∑

n≥0

un é convergente se e só se a série
∑

k≥n+1

uk ≡

un+1 + un+2 + · · · for convergente e neste caso, escrevendo S =
∑

un e

Rn =
∑

k≥n+1

uk, tem-se

S − Sn = Rn.

Em caso de convergência, Rn diz-se o resto de ordem n da série
∑

un e
o seu valor absoluto, |Rn|, determina o erro obtido ao substituir S por Sn.
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Dado que Sn → S ⇐⇒ Rn → 0 e não sendo elementar o cálculo da soma
da série, é então razoável ter-se uma estimativa do erro

|S − Sn| = |Rn| ≤ ǫn,

tanto “mais fina” quanto menor for ǫn. Alguns exemplos serão apresenta-
dos.

2.2.5. Exemplos.

1. A série harmónica
∑

n≥1

1

n
é divergente já que a sua sucessão

associada,

Sn = 1 +
1

2
+ · · · + 1

n
,

não é de Cauchy (cf. exemplo 4.(2.1.13.)). Dado que Sn é crescente
ter-se-á obrigatoriamente, lim Sn = +∞.

2. Série geométrica. A série

1 + a + a2 + · · · + an + · · · =

+∞∑

n=0

an

é chamada série geométrica de razão a ∈ R. A sucessão das somas
parciais será naturalmente:

Sn = 1 + a + · · · + an =
1 − an+1

1 − a
,

se a 6= 1, e se a = 1, Sn = 1 + · · · + 1 = n + 1.
Se for | a |< 1, porque an → 0 (cf. exemplo 3.(2.1.10.)), a série resulta
convergente com soma

S =
1

1 − a
.

Se | a |≥ 1, então | a |n≥ 1 e portanto o termo geral an não pode
convergir para 0, sendo a série divergente.

3. Considere-se a série

+∞∑

n=1

1

n(n + 1)
. O termo geral da série pode

escrever-se un =
1

n
− 1

n + 1
e logo a sucessão das somas parciais toma

a forma

Sn =

(

1 − 1

2

)

+

(
1

2
− 1

3

)

+ · · · +
(

1

n
− 1

n + 1

)

= 1 − 1

n + 1
.
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Conclui-se facilmente que a série é convergente e tem soma igual a 1.
Trata-se de um caso particular de uma classe de séries,

∑
un, em que

o termo geral é da forma un = αn − αn+1. As somas parciais,

Sn = (α1 − α2) + (α2 − α3) + · · · + (αn − αn+1) = α1 − αn+1,

são convergentes se e só se αn tem limite finito, sendo neste caso a
soma da série igual a α1 − limαn. Tais séries são conhecidas pelo
nome de séries de Mengoli.

Propriedades algébricas das séries. São de simples demonstração as
proposições que em seguida enunciamos.

2.2.6. Proposição. Sejam
∑

un e
∑

vn duas séries tais que un = vn a
partir de certa ordem p ≥ 0. Então as séries são da mesma natureza, isto
é, são ambas convergentes ou ambas divergentes.

2.2.7. Proposição. Se existe k ∈ N tal que vn = un+k, a partir de certa
ordem, então as séries

∑
un e

∑
vn são da mesma natureza.

2.2.8. Proposição. Sejam
∑

un e
∑

vn duas séries convergentes de
somas U e V respetivamente. Então:
a)
∑

(un + vn) é convergente e a sua soma igual a U + V ;

b) para cada real λ ∈ R,
∑

λun é convergente e a sua soma igual a λU .

A demonstração das proposições precedentes é deixada como exerćıcio.

Observação. Poder-se-ia igualmente pensar que, sendo
∑

un e
∑

vn

séries convergentes, a série
∑

unvn seria ainda convergente; não é de
maneira nenhuma o caso. Mais adiante regressaremos a este assunto.

2.2.9. Séries de termos positivos.

Uma série
∑

un diz-se de termos positivos se un ≥ 0, ∀n ∈ N.
Tendo-se apenas un ≥ 0 para n ≥ p, esta série é da mesma natureza
que uma série de termos positivos, bastando para isso alterar o sinal
dos p primeiros termos de forma a torná-los positivos (cf.(2.2.6.)). Nesta
grande classe de séries, o estudo da convergência (e divergência) torna-
se mais simples, obtendo-se critérios que serão apresentados de forma
sistemática num futuro caṕıtulo. De momento apresentamos os seguintes
dois resultados de grande generalidade:

2.2.10. Proposição. Uma série
∑

un de termos positivos é convergente
se e só se a sucessão das somas parciais for limitada.



2. Sucessões e Séries Reais 59

Demonstração. Basta observar que, sendo un ≥ 0 para todo o n, a
sucessão das somas parciais Sn = u0 + · · ·+ un é crescente e portanto será
convergente se e só se for limitada.

2.2.11. Proposição. Sejam
∑

un e
∑

vn séries de termos positivos tais
que un ≤ vn para n ≥ p. Então

∑
vn convergente =⇒∑

un convergente.
∑

un divergente =⇒∑
vn divergente.

Demonstração. Podemos supor un ≤ vn para todo o n que não há perda
de generalidade (veja-se 2.2.6.). Sendo

Un = u0 + · · · + un e Vn = v0 + · · · + vn

as respetivas somas parciais, tem-se Un ≤ Vn. Então, tendo em conta a
proposição precedente:

∑
vn convergente ⇐⇒ Vn limitada ⇐⇒ Vn ≤ V

=⇒ Un ≤ Vn ≤ V =⇒ Un limitada ⇐⇒ Un convergente.

2.2.12. Exemplos

1. Analisemos a série
∑

n≥1

1

n2
.

Trata-se naturalmente de uma série de termos positivos; observando
que

1

n2
≤ 1

(n − 1)n
, n ≥ 2

resulta que a série dada converge, já que
1

(n − 1)n
=

1

n − 1
− 1

n
é termo

geral de uma série de Mengoli convergente. Enfim, uma estimativa do
resto resto de ordem n é facilmente obtida:

Rn =
∑

k≥n+1

1

k2
≤

∑

k≥n+1

1

(k − 1)k
=

1

n
.

2. Sendo
∑

un e
∑

vn séries de termos positivos convergentes, então a
série

∑√
unvn é convergente; basta observar que

√
unvn ≤ 1

2
(un + vn)

e aplicar as anteriores proposições 2.2.8. e 2.2.11.
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Não sendo
∑

un de termos positivos e à parte alguns exemplos notáveis
(de que se conhece a convergência ou divergência diretamente), tenta-se
analisar a série dos módulos,

∑ |un|, esta de termos positivos. Isto motiva
a seguinte definição:

2.2.13. Definição. A série
∑

un diz-se absolutamente convergente

se a série
∑ | un | for convergente.

A importância desta noção deriva da seguinte

2.2.14. Proposição. Toda a série,
∑

un, absolutamente convergente é
convergente e tem-se ∣

∣
∣

∑

un

∣
∣
∣ ≤

∑

| un | .

Demonstração. Consideremos Sn = u0 + · · ·+un e Sn = |u0|+ · · ·+ |un|,
as sucessões das somas parciais das séries

∑
un e

∑ |un|, respetivamente.
Tem-se então

| Sn+k − Sn | =| un+k + · · · + un+1 |≤

≤| un+k | + · · ·+ | un+1 |= Sn+k − Sn.
(1)

Sendo
∑

un absolutamente convergente, resulta da proposição 2.2.3. que
dado δ > 0 qualquer, existe uma ordem p ∈ N tal que Sn+k −Sn < δ, para
todo o n > p e para todo o k ∈ N. Mas então por (1), obtém-se

| Sn+k − Sn |< δ ∀n > p ∀k ∈ N,

e logo, pela mesma proposição,
∑

un é convergente. Finalmente, notando
que

−Sn ≤ Sn ≤ Sn

obtém-se a conclusão passando ao limite n → ∞.

Veremos adiante que uma série
∑

un pode ser convergente sem ser
absolutamente convergente. Neste caso, diz-se que a série é simplesmente

convergente ou semi-convergente.

Dada a série
∑

un, ponha-se

{
pn = un se un > 0
pn = 0 se un ≤ 0

e

{
qn = −un se un < 0
qn = 0 se un ≥ 0

Tem-se claramente, un = pn − qn, |un| = pn + qn, ∀n; e tem-se ainda
|un| = un + 2qn, |un| = 2pn − un. As séries

∑
pn e

∑
qn dizem-se

respetivamente, a parte positiva e a parte negativa de
∑

un;
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são evidentemente séries de termos positivos (pn, qn ≥ 0). Como |un| =
pn + qn, a série

∑
un é absolutamente convergente se e só se

∑
pn e

∑
qn

são convergentes.
Por outro lado, se

∑
un é simplesmente convergente, então

∑
pn e

∑
qn

divergem. Com efeito, se uma delas convergisse (
∑

pn, por ex.), a série
∑

un seria absolutamente convergente, dado que |un| = 2pn − un.

2.2.15. Séries alternadas. Séries de Dirichlet.

Vejamos alguns resultados referentes à convergência simples de certas
séries notáveis.

2.2.16.Teorema (Abel, Dirichlet). Seja
∑

un uma série (não necessari-
amente convergente) cuja sucessão das somas parciais Sn = u0 + · · · + un

é limitada e seja (vn) uma sucessão decrescente com lim vn = 0. Então a
série

∑
unvn é convergente.

Demonstração. Dado que |Sn| ≤ C, tem-se

|Sn+p − Sn| ≤ |Sn+p| + |Sn| ≤ 2C, ∀n, p ∈ N.

Por outro lado, se Wn são as somas parciais de
∑

unvn, tem-se

Wn+p − Wn = un+1vn+1 + · · · + un+pvn+p =

= un+1(vn+1 − vn+2) + (un+1 + un+2) (vn+2 − vn+3) + · · ·+
+ (un+1 + · · · + un+p) vn+p.

Mas como vn é decrescente e vn → 0, resulta

|Wn+p − Wn| ≤ 2C

p−1
∑

k=1

(vn+k − vn+k+1) + 2Cvn+p = 2Cvn+1 < ε

∀n > n0 e ∀p, o que mostra que
∑

unvn converge (cf. (2.2.3.)).

Corolário (Leibniz). Seja (un) uma sucessão decrescente com limun = 0.
Então a série alternada

∑
(−1)nun é convergente.

Demonstração. Com efeito, a sucessão das somas parciais da série
(não convergente)

∑
(−1)n é claramente limitada. Como a sucessão un

é decrescente para 0 a conclusão segue-se do teorema.

Observação. Tenha-se presente que a condição un decrescente para 0 não
pode ser retirada; sem a monotonia de un, a série pode divergir: tomando
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un =
1

n
(2 + (−1)n), convergente para 0 (mas não de forma monótona), a

série alternada
∑

(−1)nun diverge (porquê?).

2.2.17. Exemplos.

1. A série
∑

n≥1

(−1)n+1 1√
n

é evidentemente uma série alternada

convergente; não é contudo absolutamente convergente, dado que a
série dos módulos tem como somas parciais:

Sn = 1 +
1√
2

+ · · · + 1√
n
≥ 1 +

1

2
+ · · · + 1

n
,

em que o segundo membro diverge para +∞ (cf.(2.2.5.) e (2.2.11.)).
Assim, Sn → +∞ e a série é apenas simplesmente convergente.

2. As séries de Dirichlet

∑

n≥1

sin(nx)

n
(x ∈ R) e

∑

n≥1

cos(nx)

n
(x ∈ R, x 6= 2kπ),

são convergentes, já que as somas Sn = sin x+sin(2x)+ · · ·+sin(nx) e
S′

n = 1+cosx+cos(2x)+ · · ·+cos(nx) são limitadas; isto pode ver-se
facilmente utilizando o conhecimento dos números complexos. Com
efeito, se x = 2kπ(k ∈ Z), é imediato para Sn ; se x 6= 2kπ, tem-se:

Sn = Im
[
1 + eix + (eix)2 + · · · + (eix)n

]
= Im

[
1 − (eix)n+1

1 − eix

]

,

com eix 6= 1(⇐⇒ x 6= 2kπ) e portanto, vem para todo n

| Sn |=
∣
∣
∣
∣
Im

(
1 − (eix)n+1

1 − eix

)∣
∣
∣
∣
≤
∣
∣
∣
∣

1 − (eix)n+1

1 − eix

∣
∣
∣
∣
≤ 2

| 1 − eix | .

Do mesmo modo se via a limitação de S′
n tomando a parte real.

2.2.18. Comutatividade e associatividade das séries.

Comecemos por definir o que se entende por “alterar a ordem dos
termos de uma série”. Dada uma série

∑
un e uma bijeção ϕ : N0 → N0

(ou então ϕ : N → N), a série
∑

vn em que vn = uϕ(n), n ∈ N0, diz-se
uma reordenação de

∑
un.

Sendo
∑

un uma série convergente, coloca-se agora a questão de saber
se uma (qualquer) reordenação

∑
vn, vn = uϕ(n), é ainda convergente e

em caso afirmativo se
∑

un =
∑

vn. A resposta é em geral negativa; um
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clássico contraexemplo é o seguinte: seja S a soma da série alternada (e
convergente)

∑
(−1)n+11/n,

S = 1 − 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · · =

∑
(

1

2m − 1
− 1

2m

)

= (1)

=
∑

(
1

4m − 3
− 1

4m − 2
+

1

4m − 1
− 1

4m

)

(2)

Multiplicando (1) por 1/2 e somando (2) obtemos (cf. (2.2.8.))

3S

2
= 1 +

1

3
− 1

2
+

1

5
+

1

7
− 1

4
+ · · · =

∑
(

1

4m − 3
+

1

4m − 1
− 1

2m

)

como soma de uma reordenação da série inicial. Assim, a alteração
da ordem dos termos numa série convergente, pode alterar a sua soma
(e mesmo a sua natureza (cf.(2.2.22.)). Todavia, havendo convergência
absoluta da série

∑
un, os resultados são positivos. É o que veremos de

seguida.

2.2.19. Definição. Dada uma série
∑

un e uma aplicação injetiva
ϕ : N0 → N0, a série

∑
vn, vn = uϕ(n), diz-se uma subsérie de

∑
un.

Em particular, se ϕ é bijetiva,
∑

vn é uma reordenação de
∑

un.
A série

∑
un diz-se comutativamente convergente, se toda a reor-

denação de
∑

un é convergente para a mesma soma.

2.2.20. Proposição. Seja
∑

un uma série absolutamente convergente.
Então toda a subsérie,

∑
vn, é absolutamente convergente e

∣
∣
∣

∑

vn

∣
∣
∣ ≤

∑

|vn| ≤
∑

|un|.

Demonstração Seja ϕ : N0 → N0 uma aplicação injetiva e vn = uϕ(n).
Dado n ∈ N0, seja N = max{ϕ(1), . . . , ϕ(n)}. Então

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=0

vk

∣
∣
∣
∣
∣
≤

n∑

k=0

|vk| ≤
N∑

k=0

|uk| ≤
∞∑

k=0

|uk|

o que implica a convergência de
∑n

k=0 |vk|. Logo
∑

vn é absolutamente
convergente e tem-se a desigualdade enunciada.

2.2.21. Proposição. Toda a série absolutamente convergente é comuta-
tivamente convergente.

Demonstração. Seja
∑

un uma série absolutamente convergente de soma
S e

∑
vn uma qualquer reordenação: vn = uϕ(n). Para cada n, sendo
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Un = u0 + · · · + un as somas parciais de
∑

un, existe naturalmente N
suficientemente grande (N = max{ϕ−1(1), . . . , ϕ−1(n)}) tal que VN =
v0 + · · · + vN contenha todos os termos de Un. Então

|Un − VN | ≤
∞∑

k=n+1

|uk| = Rn

em que Rn representa a soma do resto de ordem n da série dos módulos,
∑ |un|, convergente por hipótese. Como Rn → 0 e Un → S, obtém-se
∑

vn = S como se queria.

A rećıproca é também verdadeira. É consequência do notável teorema
de Riemann:

2.2.22.Teorema (Riemann). Seja
∑

un uma série simplesmente con-
vergente. Então, para todo o A ∈ R, existe uma reordenação de

∑
un,

digamos
∑

vn, tal que
∑

vn = A.

O leitor interessado poderá ver a demonstração do precedente teorema em
algumas das obras citadas na bibliografia ([4], [6] ou [8], por exemplo).

2.2.23. Concluimos este tema com alguns comentários sobre a associativi-
dade nas séries (ou introdução de parênteses nos seus termos). Seja

∑

un ≡ u0 + u1 + u2 + · · ·

uma série convergente e consideremos, por exemplo, a nova série

(u0 + u1
︸ ︷︷ ︸

v0

) + (u2 + u3
︸ ︷︷ ︸

v1

) + · · · + (u2n + u2n+1
︸ ︷︷ ︸

vn

) + · · ·

A sucessão associada da nova série, Vn = v0 + · · · + vn, é claramente uma
subsucessão de Un (Vn = U2n+1) e logo, dado que Un converge para a soma
S =

∑
un, também Vn converge para o mesmo limite. Assim, a introdução

de parênteses numa série convergente conduz a uma nova série também
convergente e com a mesma soma da original.
Todavia, o procedimento inverso não conserva necessariamente a con-
vergência. Um exemplo flagrante é o seguinte: escreva-se

∑
un, série con-

vergente, como

(u0 + 1 − 1) + (u1 + 1 − 1) + (u2 + 1 − 1) + · · ·

Eliminando os parênteses, obtemos a série

u0 + 1 − 1 + u1 + 1 − 1 + · · ·
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claramente divergente, dado que o termo geral não tende para zero.

2.2.24. Produto de séries.

Sejam
∑

un e
∑

vn duas séries convergentes. Não é de esperar que
a série

∑
unvn seja convergente (por exemplo, un = vn = (−1)n 1/

√
n);

mas mesmo sendo convergente, a sua soma não é igual (necessariamente)
ao produto das somas de

∑
un e

∑
vn. Já no caso elementar de uma soma

finita, tem-se em geral

n∑

k=1

ukvk 6=
(

n∑

k=1

uk

)

.

(
n∑

k=1

vk

)

.

Um dos resultados centrais da multiplicação de séries é expresso no teorema
que segue:

2.2.25.Teorema. Sejam
∑

un e
∑

vn duas séries absolutamente conver-
gentes. Seja

wn =
∑

i+j=n

uivj = u0vn + u1vn−1 + · · · + un−1v1 + unv0, n ≥ 0.

Então, a série
∑

wn é absolutamente convergente e tem-se

∑

wn =
(∑

un

)

.
(∑

vn

)

.

A série
∑

wn diz-se o produto de Cauchy das séries
∑

un e
∑

vn.

Demonstração. Representemos por Un, Vn, Wn, as somas parciais de
∑

un,
∑

vn e
∑

wn respetivamente e por Un, V n, Wn as somas parciais
das correspondentes séries dos módulos. É claro que

Wn ≤ Un.V n ≤ U.V , ∀n

em que U =
∑ |un| e V =

∑ |vn|. Logo,
∑

wn é absolutamente convergente,
já que a sucessão Wn é limitada.
Por outro lado, para cada n e m ≥ 2n, todos os produtos de Un.Vn

encontram-se em Wm e logo, a diferença Wm − UnVn apenas compreende
produtos uivj em que i > n ou j > n. Fazendo, no primeiro caso,
|uivj | ≤ |ui|.V e no segundo, |uivj | ≤ U.|vj |, obtemos

|Wm − UnVn| ≤
∑

k>n

|uk|V + U
∑

k>n

|vk|.

Passando ao limite, n → ∞, tem-se o resultado: Wm → W = UV.
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Observações. Repare-se que a série produto de Cauchy,
∑

wn, faz
intervir todos os produtos uivj , mas ordenados e associados de forma
particular (o termo wn é a soma de todos os uivj com i + j = n).
Pode no entanto mostrar-se (cf.[6]) que, sendo

∑
un e

∑
vn absolutamente

convergentes para U e V , respetivamente, e sendo
∑

tn a série formada por
todos os produtos uivj ordenados de forma arbitrária, esta série é ainda
absolutamente convergente para UV .
Qual então o interesse da escolha particular da série produto de Cauchy?
A razão é que esta série verifica um certo número de resultados de grande
generalidade. Apenas enunciamos dois desses resultados (cf.[6]):

i. Se
∑

un,
∑

vn e
∑

wn (produto de Cauchy) convergem para U, V e
W respetivamente, tem-se W = UV .

ii. Se
∑

un converge para U e
∑

vn converge absolutamente para V , então
∑

wn converge absolutamente para W = UV .

2.2.26. Exemplos

1. O produto de Cauchy da série
∑

n≥0

(−1)n

√
n + 1

por si própria diverge. Com

efeito, o termo geral do produto de Cauchy escreve-se

wn = (−1)n

[
1√

n + 1
+

1√
2
.

1√
n

+ · · · + 1√
n

.
1√
2

+
1√

n + 1

]

.

Em particular,

w2n =
1√

2n + 1
+ · · · + 1√

n + 1
.

1√
n + 1

+ · · · + 1√
2n + 1

.

Logo, w2n ≥ 2n + 1√
n + 1

√
n + 1

que não converge para zero, e a série
∑

wn é divergente.

2. Procuremos a natureza da série

1√
2 − 1

− 1√
2 + 1

+
1√

3 − 1
− 1√

3 + 1
+

1√
4 − 1

− · · ·

Associando os termos dois a dois, obtém-se a nova série

2

1
+

2

2
+

2

3
+ · · · + 2

n
+ · · · ,

a qual diverge (série harmónica). Recordando o que se disse sobre a
associatividade dos termos de uma série (cf.(2.2.23.)), a série inicial
terá de divergir (caso contrário, esta última convergia).
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A noção básica da topologia é a noção de vizinhança. Em seguida

definimos vizinhança de um ponto a ∈ R e logo áı veremos a ı́ntima relação
entre este conceito e o de limite.

2.3.1. Definição. Seja a ∈ R um número real; chama-se vizinhança de
centro a e raio ε e representa-se por Vε(a), ao intervalo aberto ]a−ε, a+ε[.

Assim, x ∈ Vε(a) =]a − ε, a + ε[ se e só se | x − a |< ε.

Observação. A definição de limite de uma sucessão pode agora ser
reformulada do seguinte modo: xn → a se e só se

para todo ε > 0, existe p ∈ N tal que n > p =⇒ xn ∈ Vε(a).

2.3.2. Definição. Seja X ⊂ R um subconjunto não vazio; um ponto
a ∈ R diz-se interior a X se existe uma vizinhança Vε(a) tal que
Vε(a) ⊂ X. O ponto a diz-se exterior a X se existe uma vizinhança
Vε(a) tal que Vε(a) ∩ X = ∅. Um ponto diz-se fronteiro a X se não for
interior nem exterior, isto é, ∀ε > 0, Vε(a) ∩X 6= ∅ e Vε(a)∩ (R \X) 6= ∅.

O conjunto dos pontos interiores de um conjunto X chama-se interior

de X e representa-se por int (X); o conjunto dos pontos exteriores diz-se o
exterior de X e representa-se por ext (X); enfim, o conjunto dos pontos
fronteiros de X diz-se a fronteira de X e representa-se por fr (X).
Da definição resulta imediatamente que int (X), ext (X) e fr (X) são con-
juntos disjuntos dois a dois e int (X) ∪ ext (X) ∪ fr (X) = R. Da definição
se vê ainda que

ext (X) = int (R \ X) e fr (X) = fr (R \ X).

2.3.3. Exemplos.

1. Considerando o intervalo aberto X =]a, b[, é imediato verificar que
int (X) = X, fr (X) = {a, b} e ext (X) = R \ [a, b].

2. Se X = {x1, x2, · · · , xn} ⊂ R é um conjunto finito, tem-se
naturalmente: fr (X) = X, int (X) = ∅ e ext (X) = R \ X .

3. Se X = Q, é claro que fr (X) = R, int (X) = ∅ e ext (X) = ∅.

2.3.4. Definição. Um conjunto A ⊂ R não vazio diz-se aberto

se int (A) = A, isto é, A é formado apenas por pontos interiores.
Convenciona-se que o conjunto ∅ é aberto.

É um exerćıcio bastante simples a demonstração do seguinte resultado:
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2.3.5. Proposição. A famı́lia A dos conjuntos abertos de R satisfaz as
seguintes propriedades:

i) ∅,R ∈ A.

ii) Se Ai ∈ A(i ∈ I) então
⋃

i∈I

∈ A (a união de um qualquer número de

abertos é aberto).

iii) Se A1, . . . , An ∈ A então

n⋂

i=1

Ai ∈ A (a interseção de um número finito

de abertos é aberto).

Observação. Repare-se que a interseção de um número qualquer de
abertos pode não ser aberto; por exemplo, se An = ]−1/n, 1/n[, tem-se
∞⋂

n=1

]−1/n, 1/n[ = {0}, que não é aberto.

2.3.6. Definição. Um ponto a ∈ R diz-se um ponto aderente ao
conjunto X ⊂ R (X 6= ∅) se para todo ε > 0, Vε(a) ∩ X 6= ∅.
O conjunto dos pontos aderentes a X chama-se fecho ou aderência de X
e representa-se por X. Assim,

a ∈ X ⇐⇒ ∀ε > 0, Vε(a) ∩ X 6= ∅.

Observação. Resulta trivialmente da definição que X ⊂ X. Reciproca-
mente, se a ∈ X \ X então a é fronteiro, o que nos permite concluir:

X = X ∪ fr (X) = int (X) ∪ fr (X).

2.3.7. Definição. Um conjunto não vazio F ⊂ R diz-se fechado se
contém todos os pontos aderentes, ou seja, F = F . Admite-se que o
conjunto vazio é fechado.

2.3.8. Exemplos.

1. Seja F ⊂ R um conjunto fechado, isto é, F = F = int (F ) ∪ fr (F ).
Então, R \ F = ext (F ) = int (R \ F ) e portanto R \ F é aberto.
Reciprocamente, se A ⊂ R é aberto tem-se:

R \ A = R \ int (A) = ext (A) ∪ fr (A) =
= int (R \ A) ∪ fr (R \ A) = R \ A

e logo R \ A é fechado. Assim:

Um conjunto A ⊂ R é aberto se e só se R \ A é fechado.
Um conjunto F ⊂ R é fechado se e só se R \ F é aberto.
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2. O conjunto X = {1, 1
2 , . . . , 1

n , . . .} não é evidentemente aberto já que
todo o ponto de X é fronteiro; por outro lado 0 é ainda ponto aderente
de X : basta observar que 1

n → 0 e portanto toda a vizinhança de 0
contém pontos de X . Enfim, o leitor pode mostrar sem dificuldade
que X = X ∪ {0}.
3. Um conjunto X ⊂ R diz-se denso em R se X = R. Os conjuntos Q
e R \ Q são densos. Com efeito, para todo o real a, existem racionais
e irracionais em Vε(a) =]a − ε, a + ε[ o que significa que Q = R e
R \ Q = R

4. Um ponto a ∈ X diz-se isolado se existe ε > 0 tal que
Vε(a) ∩ X = {a}. O conjunto referido no anterior exemplo 2. é
claramente formado apenas por pontos isolados.

5. Seja X um subconjunto fechado e majorado de R e seja L = supX .
Da definição de supremo sai que ∀δ > 0, existe um elemento x ∈ X tal
que L − δ < x ≤ L, e portanto Vδ(L) ∩ X 6= ∅; ou seja, L ∈ X = X e
o supremo de X é máximo.

Analogamente, se X é fechado e minorado então inf X = min X ∈ X .

2.3.9. Proposição. Seja X ⊂ R um subconjunto não vazio. Então
a ∈ X se e só se é limite de uma sucessão de pontos de X .

Demonstração. Se a ∈ X, então existem pontos xn ∈ V1/n(a) ∩ X ; logo
| xn − a |≤ 1/n, e xn converge para a. A rećıproca resulta imediatamente
da definição de limite.

2.3.10. Definição. Um elemento a ∈ R diz-se um ponto de acu-

mulação do conjunto X ⊂ R (X 6= ∅) se para todo ε > 0 existe pelo
menos um x ∈ X, x 6= a, tal que x ∈ Vε(a), isto é, para todo ε > 0,

(Vε(a) \ {a}) ∩ X 6= ∅.

O conjunto dos pontos de acumulação de um conjunto X designa-se por
conjunto derivado e representa-se por X ′.

Observações. 1. Repare-se que a definição precedente é equivalente a
esta outra:

um ponto a ∈ R é ponto de acumulação do conjunto X se e só se para todo
ε > 0 existem infinitos pontos de X em Vε(a);

com efeito, se (Vε(a) \ {a}) ∩ X = {x1, . . . , xn}, fazendo

δ = min{| a − x1 |, . . . , | a − xn |}
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logo se vê que a vizinhança Vδ(a) não contém pontos de X diferentes de
a, contrariando a definição de ponto de acumulação. Em consequência,
conjunto finito não tem pontos de acumulação.
Da definição resulta ainda imediatamente que um ponto a ∈ X ou é ponto
isolado ou ponto de acumulação de X .

2. Tenha-se em atenção a diferença entre ponto de acumulação e ponto
aderente: se bem que todo o ponto de acumulação seja aderente nem todo
o ponto aderente a um conjunto é de acumulação; por ex., se X é um
conjunto finito, todos os pontos de X são aderentes embora não haja pontos
de acumulação. Porém, é um simples exerćıcio mostrar que se X ⊂ R
(X 6= ∅), então:

X ∪ X ′ = X ∪ fr (X) = X .

3. Reconhece-se sem dificuldade que o racioćınio da proposição 2.3.9. se
aplica identicamente para mostrar que:

a é ponto de acumulação de um conjunto X se e só se é limite de uma
sucessão de elementos de X diferentes de a.

Seja dada a sucessão (xn) : n ∈ N → xn ∈ R, e considere-se uma
aplicação n ∈ N → αn ∈ N estritamente crescente. A composição das
duas aplicações

n ∈ N −→ αn ∈ N −→ xαn
∈ R

chama-se subsucessão de (xn) e representa-se por (xαn
). Assim (x2n) é a

subsucessão dos termos pares e (x2n+1) é a subsucessão dos termos ı́mpares.
Se xαn

→ a ∈ R, diz-se que a é sublimite de (xn). Por exemplo, tomando

a sucessão
n

2 + (−1)nn
, é imediato verificar que

x2n =
2n

2 + 2n
−→ 1 e x2n+1 =

2n + 1

2 − (2n + 1)
−→ −1.

Da definição de limite, resulta naturalmente que se (xn) tem limite, todos
os sublimites de (xn) coincidem com o limite.

A proposição seguinte põe em evidência a relação entre sublimite de
(xn) e ponto de acumulação de {xn}.
2.3.11. Proposição. O número real a ∈ R é sublimite de (xn) se e só
se a é um elemento da sucessão que se repete infinitas vezes ou é ponto de
acumulação do conjunto dos termos {xn}.
Demonstração. Seja a = limxαn

, sublimite de (xn). Se a não é um
elemento de (xn) que se repete infinitas vezes, então xαn

6= a a partir de
certa ordem (n > p). Mas como xαn

→ a, para cada δ > 0 existe uma
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ordem n0 tal que n > n0 =⇒ xαn
∈ Vδ(a) e logo, em particular, a é de

acumulação de {xn}.
Reciprocamente, seja a ∈ {xn} repetindo-se infinitas vezes; tem-se então
obviamente a = xαn

e a é sublimite. Sendo a de acumulação de {xn},
construa-se a subsucessão (xαn

) do seguinte modo: tome-se xα1
∈ V1(a);

escolha-se em seguida xα2
∈ V1/2(a) com α2 > α1; xα3

∈ V1/3(a) com
α3 > α2 > α1 e assim sucessivamente. Repare-se que tal construção é
posśıvel porque a é ponto de acumulação de {xn}. É agora elementar ver
que xαn

→ a.

É sabido que uma sucessão (xn) em R pode ser convergente ou não.
A questão agora é de saber em que condições (xn) admite pelo menos um
sublimite em R. A resposta deriva de um dos mais importantes teoremas
da topologia de R:

2.3.12. Teorema (Bolzano-Weierstrass). Todo o conjunto X ⊂ R
infinito e limitado admite pelo menos um ponto de acumulação.

Demonstração. Dado que X ⊂ R é limitado, escolha-se a1, b1 ∈ R,

a1 < b1, tal que X ⊂ [a1, b1] e faça-se ξ1 =
a1 + b1

2
. É claro que um dos

intervalos [a1, ξ1] e [ξ1, b1] contém infinitos pontos de X ; seja [a2, b2] tal
intervalo. Tem-se portanto

X ∩ [a2, b2] infinito e b2 − a2 =
b1 − a1

2
.

Repita-se o processo fazendo ξ2 =
a2 + b2

2
e representando por [a3, b3] um

dos intervalos [a2, ξ2], [ξ2, b2] tal que X ∩ [a3, b3] é infinito.
Continuando o racioćınio, obtemos uma sucessão de intervalos encaixados:

[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] ⊃ · · ·

tais que
i) X ∩ [an, bn] é infinito, ∀n ∈ N

ii) bn − an =
b1 − a1

2n−1
.

O axioma do encaixe garante a existência de um ponto c ∈
⋂

[an, bn];

tem-se ainda lim an = lim bn = c, já que

an ≤ c ≤ bn =⇒







0 ≤ bn − c ≤ bn − an =
b1 − a1

2n−1
→ 0 (n → ∞)

0 ≤ c − an ≤ bn − an =
b1 − a1

2n−1
→ 0 (n → ∞)
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Enfim, da definição de limite resulta que

∀ε > 0 ∃p ∈ N : n > p =⇒ an, bn ∈]c − ε, c + ε[,

ou seja [an, bn] ⊂]c − ε, c + ε[. Como [an, bn] ∩ X é infinito, é claro que
X∩]c− ε, c + ε[ é infinito (∀ε > 0) e logo c é ponto de acumulação de X .

Corolário. Seja (xn) uma sucessão limitada em R; então existe pelo
menos uma subsucessão convergente.

Demonstração. Se o conjunto dos termos da sucessão, {xn}, é finito,
existe pelo menos um elemento a = xαn

que se repete infinitas vezes e logo
é sublimite. Se {xn} é um conjunto infinito, sendo limitado, o teorema
de Bolzano-Weierstrass garante a existência de pelo menos um ponto de
acumulação e portanto de sublimite (cf. (2.3.11.)).

Topologia de R. Foi dada anteriormente a noção de limxn = +∞ e
limxn = −∞. No sentido de unificar de um ponto de vista topológico
a noção de limite, é conveniente estender a noção de vizinhança a cada
elemento de R. Assim, para cada a ∈ R e ε > 0, chama-se vizinhança de
centro a e raio ǫ, ao conjunto Vε(a) definido do seguinte modo:

i) se a ∈ R, Vε(a) =]a − ε, a + ε[= {x ∈ R :| x − a |< ε}
(coincidindo portanto com a noção de vizinhança já definida em R)

ii)

Vε(+∞) =

{

x ∈ R : x >
1

ǫ

}

=

]
1

ǫ
, +∞

]

,

Vε(−∞) =

{

x ∈ R : x < −1

ǫ

}

=

[

−∞,−1

ǫ

[

.

Pode agora escrever-se, lim xn = a em R se e só se:

∀δ > 0 ∃p ∈ N : n > p =⇒ xn ∈ Vδ(a).

Trata-se, formalmente, da mesma definição que foi dada em R; contudo,
abrangemos agora os casos a = +∞ e a = −∞. Assim, por ex.,
limxn = +∞ se e só se:

∀δ > 0 ∃p ∈ N : n > p =⇒ xn ∈ Vδ(+∞),

isto é

∀δ > 0 ∃p ∈ N : n > p =⇒ xn >
1

δ
.
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A noção de ponto de acumulação estende-se naturalmente a R: um
elemento a ∈ R diz-se um ponto de acumulação de um conjunto X ⊂ R
se para todo δ > 0, (Vδ(a) \ {a}) ∩ X 6= ∅, ou seja, para cada δ > 0 a
vizinhança Vδ(a) contém infinitos pontos de X .

É agora claro que um conjunto X é não majorado (resp. não minorado)
em R se e só se +∞ (resp. −∞) é ponto de acumulação de X . O teorema
de Bolzano-Weierstrass toma então a forma:

Todo o conjunto infinito X ⊂ R tem pelo menos um ponto de acumulação
(em R).

Como consequência imediata resulta que toda a sucessão (xn) em R
tem pelo menos um sublimite em R, ou seja o conjunto L dos sublimites de
uma sucessão (xn) é não vazio. No que se segue, mostramos que por entre
os sublimites de (xn) em R há um maior e um mais pequeno.

Tomemos (xn) em R e escreva-se:

vn = sup
k≥n

{xk}, un = inf
k≥n

{xk}.

Tem-se naturalmente,

u1 ≤ u2 ≤ · · · ≤ un ≤ · · · ≤ vn ≤ · · · ≤ v2 ≤ v1.

As novas sucessões (un) e (vn), sendo monótonas, admitem limite em R.
Assim,

2.3.13. Definição. Chama-se limite superior de uma sucessão (xn)
em R e representa-se por lim sup xn ou limxn ao limite da sucessão (vn).
Chama-se limite inferior de (xn) e representa-se por lim inf xn ou limxn

ao limite da sucessão (un):

limxn = lim vn = inf{vn}, limxn = limun = sup{un}.

Consequência imediata da definição é a relação: lim xn ≤ limxn.

A definição apresentada tem valor essencialmente teórico. Na prática,
a determinação dos limites superior ou inferior de uma dada sucessão faz
uso de caracterizações mais manejáveis.

2.3.14. Proposição. L ∈ R é limite superior de uma sucessão (xn) se e
só se:

i) para todo δ > 0 existe p ∈ N tal que xn < L + δ, ∀n > p;
ii) existe uma subsucessão xαn

convergente para L.

Do mesmo modo, l ∈ R é limite inferior de (xn) se e só se:

i′) para todo δ > 0 existe p′ ∈ N tal que xn > l − δ, ∀n > p′;
ii′) existe uma subsucessão xβn

convergente para l.
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Demonstração. Seja limxn = lim vn = L ∈ R, com vn = sup
k≥n

{xk}.
Então, dado δ > 0

L − δ < vn < L + δ para n ≥ p

e logo xk < L + δ para todo o k > p, o que mostra i).
Construa-se agora xαn

do seguinte modo: para δ = 1, tem-se L− 1 < vn <
L + 1 a partir de certa ordem e portanto, pela definição de supremo, existe

α1 tal que L−1 < xα1
< L+1; sendo n2 > α1 tal que L− 1

2
< vn2

< L+
1

2
escolha-se xα2

tal que

L − 1

2
< xα2

< L +
1

2

com α2 ≥ n2 > α1, e assim sucessivamente. É agora claro que xαn
→ L.

Reciprocamente, de i) sai que vn ≤ L + δ para n > p1. Como por
outro lado existe xαn

→ L, tem-se L − δ < xαn
< L + δ para αn ≥ p2 e

logo L − δ < vn (n > p2). Portanto, dado δ > 0 qualquer, tem-se:

L − δ < vn ≤ L + δ para n > p = max{p1, p2}
o que mostra que lim vn = limxn = L. Analogamente para o limite inferior.

2.3.15. Proposição. Uma sucessão (xn) admite limite em R se e só se

limxn = limxn = a ∈ R.

Em particular, (xn) é convergente se e só se

limxn = limxn = a ∈ R.

Demonstração. Se limxn = a ∈ R, tem-se a − δ/2 < xn < a + δ/2
para n > p e logo a − δ < un ≤ vn < a + δ (n > p), o que mostra
que limxn = limxn = a. Reciprocamente, tendo-se esta igualdade,
a conclusão sai como consequência imediata das condições i) e i′) da
proposição anterior.

Os resultados precedentes mostram, em particular, que o limite supe-
rior e o limite inferior de uma sucessão (xn) são respetivamente o maior
e o mais pequeno dos sublimites de (xn) em R. Assim, por exemplo, para
a sucessão xn =

√
n − (−1)n

√
n − 1, que tem apenas os dois sublimites

x2k → −1 e x2k+1 → +∞, resulta naturalmente que limxn = +∞ e
limxn = −1. Os limites superior e inferior de uma sucessão são um caso
particular dos limites superior e inferior de uma função num ponto. No
próximo caṕıtulo regressaremos a este assunto.
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Terminamos com a demonstração de um resultado que tem im-
portância prática considerável no cálculo dos limites de certas sucessões.

2.3.16. Proposição. Seja (xn)uma sucessão de números reais positivos.
Tem-se

lim
xn+1

xn
≤ lim n

√
xn ≤ lim n

√
xn ≤ lim

xn+1

xn
.

Em particular, existindo lim
xn+1

xn
, existe também lim n

√
xn e os dois limites

são iguais.

Lema. Seja k > 0 um real positivo. Tem-se lim n
√

k = lim k1/n = 1.

Demonstração. Se k = 1 o resultado é trivial. Se 0 < k < 1, a sucessão
k1/n é crescente e majorada por 1; sendo k > 1 a sucessão é decrescente
e minorada (por 1, naturalmente). Em qualquer dos casos existe limite
lim k1/n = l 6= 0. Considerando a subsucessão k1/n(n+1), tem-se por um
lado l = lim k1/n(n+1) e por outro:

lim k1/n(n+1) = lim k
1
n
− 1

n+1 = lim
k1/n

k1/n+1
=

l

l
= 1

pelo que l = 1.

Demonstração da proposição. Mostremos a desigualdade referente ao
limite superior; a desigualdade referente ao limite inferior tem demons-
tração semelhante. Raciocinando por absurdo, suponhamos que não se

tinha lim n
√

xn ≤ lim
xn+1

xn
. Sendo assim, existiria um real c tal que

lim
xn+1

xn
< c < lim n

√
xn. Mas então, pela primeira destas desigualdades,

existe p ∈ N tal que n ≥ p =⇒ xn+1

xn
< c (cf. (2.3.14.)). Logo , ter-se-ia

xp+1

xp
< c,

xp+2

xp+1
< c, . . . ,

xn

xn−1
< c.

Multiplicando termo a termo resulta
xn

xp
< cn−p; portanto, tem-se

xn < (xp/cp).cn.

Fazendo k = xp/cp, número real fixo, obtém-se para todo o n > p, xn <

k cn e logo n
√

xn < c
n√

k. Como lim
n√

k = 1, segue-se que

lim n
√

xn ≤ lim c
n√

k = lim c
n√

k = c

o que é contraditório.
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2.3.17. Exemplos.

1. Procure-se o limite da sucessão: lim
n→∞

xn =
n

n√n!
. Tem-se xn = n

√
yn

em que yn =
nn

n!
. Pela proposição precedente, tem-se lim xn =

lim
yn+1

yn
se este último existir. Como

lim
yn+1

yn
= lim

(n + 1)n+1

(n + 1)!

n!

nn
= lim

(

1 +
1

n

)n

= e

conclui-se que

lim
n→∞

n
n√n!

= e.

2. Consideremos yn > 0, ∀n, e admita-se que
∑

n

yn = +∞. Supondo que

lim
xn

yn
= a, mostremos que

lim
x1 + x2 + · · · + xn

y1 + y2 + · · · + yn
= a.

Seja então ǫ > 0 qualquer. Da hipótese resulta que existe uma ordem
N tal que a − ǫ < xn/yn < a + ǫ, n > N , ou seja

ayn − ǫ yn < xn < ayn + ǫ yn, se n > N.

Somando termo a termo, tem-se

a (yN+1 + · · · + yn) − ǫ (yN+1 + · · · + yn) < xN+1 + · · · + xn <

< a (yN+1 + · · · + yn) + ǫ (yN+1 + · · · + yn)

e portanto,

a

(

1 − y1 + · · · + yN

y1 + · · · + yn

)

− ǫ

(

1 − y1 + · · · + yN

y1 + · · · + yn

)

<

<
xN+1 + · · · + xn

y1 + · · · + yn
<

< a

(

1 − y1 + · · · + yN

y1 + · · · + yn

)

+ ǫ

(

1 − y1 + · · · + yN

y1 + · · · + yn

)

.

Como
∑

yn = +∞, os limites, n → ∞, à esquerda e à direita, são
respetivamente a − ǫ e a + ǫ; logo

a − ǫ ≤ lim
xN+1 + · · · + xn

y1 + · · · + yn
≤ a + ǫ
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e analogamente para o limite inferior. Sendo ǫ qualquer, tem-se então

lim = lim = lim
xN+1 + · · · + xn

y1 + · · · + yn
= a.

A conclusão sai agora da decomposição

x1 + · · · + xn

y1 + · · · + yn
=

x1 + · · · + xN

y1 + · · · + yn
+

xN+1 + · · · + xn

y1 + · · · + yn

e de
∑

yn = +∞.

Exerćıcios

1. Seja (xn) uma sucessão convergente, com lim xn > 0. Mostre que
todos os termos da sucessão, excepto possivelmente um número finito,
são positivos.
Prove, com um exemplo, que a rećıproca é falsa.

2. Indique quais das seguintes sucessões são majoradas, minoradas ou
limitadas:

a)
n + (−1)n

n
; b) (−1)nn2; c) n(−1)n

; d) 1 +
1

2
+ · · · + 1

2n
;

e) u1 = 0, u2 = 1, un+2 =
un + un+1

2
;

f) u1 = −1, un+1 = −2un.

3. Dê exemplos de sucessões (xn) e (yn) tais que limxn = lim yn e

a) lim
xn

yn
= 0 ; b) lim

xn

yn
= 1 ; c) lim

xn

yn
= +∞ ;

d) lim
xn

yn
não existe.

4. Suponha que lim xn.yn = 0. Poder-se-á concluir que pelo menos uma
das sucessões (xn) ou (yn) tende para 0?

5. Seja (xn) uma sucessão tal que lim xn = x, xn 6= 0, ∀n.

a) Mostre, apresentando um exemplo, que não existe necessaria-

mente lim
xn+1

xn
.

b) Demonstre que, se existe lim
xn+1

xn
= a, então |a| ≤ 1.
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6. Seja (xn) uma sucessão limitada. Ponha-se

yn = max
1≤k≤n

{xk}, zn = min
1≤k≤n

{xk}, n ∈ N.

Mostre que as sucessões (yn) e (zn) convergem.

7. Seja (xn) uma dada sucessão e ϕ : N → N uma bijeção. Pondo
yn = xϕ(n), mostre que (xn) é convergente se e só se (yn) o for.

8. Considere uma sucessão un crescente e uma sucessão vn decrescente e
suponha que un ≤ vn para todo o n ∈ N.

a) Mostre que as sucessões un e vn são convergentes e que se tem
limun ≤ lim vn.
Se, além disso, a sucessão vn − un tiver limite 0, mostre que as
duas sucessões atrás referidas têm o mesmo limite.

b) Aplique os resultados precedentes às sucessões un e vn definidas
por u0 e v0, 0 < u0 < v0, e por:

un+1 =
√

unvn, vn+1 =
un + vn

2
.

9. Seja (xn) uma sucessão tal que lim xn = 0 e para cada n ponha

yn = min{| x1 |, | x2 |, . . . , | xn |}

Prove que yn → 0.

10. Seja (xn) uma sucessão que satisfaz

|xn+1 − xn| ≤ C kn, 0 < k < 1, n ∈ N, C ∈ R.

Mostre que (xn) é de Cauchy.

11. Diz-se que uma sucessão (xn) tem variação limitada quando a sucessão

(vn), dada por vn =
n−1∑

i=1

|xi+1 − xi|, é limitada. Prove que, nesse caso,

(vn) converge. Prove ainda que:

a) Se (xn) tem variação limitada, então xn é convergente.
b) Se

|xn+2 − xn+1| ≤ c |xn+1 − xn| , ∀n ∈ N, com 0 ≤ c < 1,

então (xn) tem variação limitada.
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c) Sendo (xn) de variação limitada e considerando a sucessão wn =
vn + xn então wn é crescente e limitada.
Conclua que (xn) é uma sucessão de variação limitada se e só
se xn = yn − zn em que (yn) e (zn) são sucessões crescentes e
limitadas.

12. Considere a sucessão, definida por recorrência,

a1 = 1, an+1 = an + (−1)n 1

n + 1
.

Mostre que (an) é uma sucessão de Cauchy e portanto convergente.
Conclua que (an) é exemplo de uma sucessão convergente que não tem
variação limitada.

13. Ponha x1 = 1 e xn+1 = 1 +
√

xn. Mostre que a sucessão (xn), assim
definida, é monótona e limitada. Determine limxn.

14. Defina-se a sucessão recorrente (xn) por







x1 = a

xn+1 = qxn + d
a, q, d ∈ R, n ∈ N.

(xn) diz-se uma progressão aritmético-geométrica.

a) Se |q| < 1, mostre que a sucessão (xn) converge e calcule o seu
limite.

b) Se |q| > 1 e a 6= d/(1 − q), mostre que a sucessão (xn) diverge.

c) Supondo q 6= 1, considere-se a sucessão

Sn = x1 + · · · + xn, n ∈ N.

Calcule lim
Sn

n
e lim(Sn − nxn).

15. Considere-se a sucessão







x1 > 0

xn+1 = a (xn + 1/xn)
n ∈ N, a ∈ R.

a) Demonstre que lim xn = +∞ se a ≥ 1
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b) Se 0 < a < 1, mostre que

|xn+2 − xn+1| ≤ c |xn+1 − xn|, 0 < c < 1, ∀n > 1.

c) Sempre na hipótese de 0 < a < 1, utilize o exerćıcio 10. para
mostrar que (xn) é sucessão de Cauchy.
Conclua que limxn =

√

a/(1 − a).

16. Utilize o método das sucessões enquadradas para determinar o limite
das seguintes sucessões:

a)
n!

nn ; b)
2n

n!
; c)

(a

n

)n

(a ∈ R); d)
an

n!
(a ∈ R);

e)
(n − p)!

n!
(p ∈ N); f)

1

n2
+

1

(n + 1)2
+ · · · + 1

(2n)2
.

17. Determine os limites das sucessões de termos gerais:

a)
(−1)nn3 + 1

n2 + 2
; b)

anbn

an + bn
, a > 0, b > 0.

c)
1 + 3 + 5 + · · · + (2n − 1)

n2
.

18. Seja (xn) uma sucessão tal que lim xn = a. Pondo,

yn =
x1 + · · · + xn

n
,

mostre que lim yn = a. Apresente um exemplo de uma sucessão (xn)
divergente para a qual existe lim yn.

19. Seja (yn) uma sucessão estritamente crescente tal que lim yn = +∞.
Utilize o exemplo 2.(2.3.17.) para mostrar que:

lim
xn+1 − xn

yn+1 − yn
= a =⇒ lim

xn

yn
= a.

20. Aplique o resultado anterior na determinação do limite :

lim
n→∞

1p + 2p + · · · + np

np+1
.

21. Estude quanto à convergência as sucessões seguintes, indicando os
limites das que são convergentes:

a) xn =
1

n
n
√

n(n + 1) · · · 2n; b) xn = (
√

n + 1 −√
n)

√

n +
1

2
;
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c) xn =
n√

n4 + 1
+

n√
n4 + 2

+ · · · + n√
n4 + n

;

d) xn =
3n

n
√

2n + (3n)n
;

e) xn = sin
(π

2
+ nπ

) n3 + 3

4n3 + 4
; f) xn =

1

n
n

√

n sin
( π

4n

)

.

22. Determine α ∈ R tal que:

lim
n→∞

n

√

n!

nn
αn = 2.

23. Seja ϕ : N → N uma sucessão de números naturais. Mostre a
equivalência das seguintes asserções:

a) lim
n→∞

ϕ(n) = +∞.

b) Para todo k ∈ N, ϕ−1(k) é um subconjunto finito de N.

c) Para todo o subconjunto finito F ⊂ N, ϕ−1(F ) é finito.

Em particular, se ϕ for injetiva, tem-se lim
n→∞

ϕ(n) = +∞.

(Poderá mostrar: a) =⇒ b) =⇒ c) =⇒ a).)

24. Seja (xn) uma sucessão em R tal que as subsucessões (x2n), (x2n+1) e
(x3n) são convergentes. Mostre que (xn) é convergente.

25. Mostre que uma sucessão (xn) é convergente para a ∈ R se e só
se de toda a subsucessão (xαn

) é posśıvel extrair uma subsucessão
convergente para a.

26. Seja (xn) uma sucessão limitada. Demonstre que a sucessão yn =
n (xn+1−xn) não pode ter limite +∞. Dê um exemplo de uma sucessão
(xn) convergente e tal que lim |n (xn+1 − xn) | = +∞.

27. Seja xn uma sucessão majorada, satisfazendo a condição

xn+1 − xn ≥ an, n ∈ N,

em que an é tal que
∑

an é uma série convergente. Mostre que a
sucessão (xn) converge.

Sug. Tenha presente a demonstração do resultado que estabelece o
limite de sucessão monótona limitada.
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28. Estude a natureza das séries de Mengoli,
∑

(an−an+k), k ∈ N. Como
aplicação, calcule

∑

n≥1

1

n2 + 6n + 5
.

29. Mostre que, sendo a série
∑

u2
n convergente, então

∑
un/n é absolu-

tamente convergente.

30. Se
∑

un, un ≥ 0, é série convergente, mostre que
∑√

unun+1 con-
verge. Demonstre que a rećıproca também é verdadeira se (un) for
sucessão monótona.

31. Mostre a convergência das séries

a)
∑

(−1)n sin(nx)

n
; b)

∑

(−1)n sin(x/n)

n
;

c) 1 +
1

2
− 1

3
− 1

4
+

1

5
+

1

6
− · · ·

32. Considere a série alternada,
∑

(−1)nun, com un decrescente para 0.
Prove a seguinte estimação do resto de ordem n,

|Rn| ≤ un+1 − un+2 + un+3.

Aplique o resultado às séries

∑

n≥1

(−1)n 1

n
e

∑

n≥1

(−1)n 1

n!

e diga qual o menor número de termos que tem de somar para obter
um erro inferior a 1/1000, ao substituir a soma da série por Sn.

33. Seja A ⊂ R um subconjunto majorado de R e seja L = supA.
Prove que existe uma sucessão (xn), com xn ∈ A, ∀n ∈ N, convergente
para L. Mostre ainda que, se A não tem máximo, a sucessão (xn) pode
ser escolhida estritamente crescente.

34. Determine os pontos interiores, exteriores, fronteiros, de acumulação e
isolados dos seguintes subconjuntos de R, indicando os que são abertos
e fechados:

a) N b) Q c) R-Q d)

{
1

n
: n ∈ N

}

e)

([
1

2
, π

]

− Q

)

∪ (Q ∩ [1, 3]) f)

{
1

n
+

1

m
: (n, m) ∈ N2

}

.



2. Sucessões e Séries Reais 83

35. Seja A ⊂ R um aberto de R. Prove que, para todo o x ∈ R, o conjunto:

x + A = {x + y : y ∈ A}

é aberto. Do mesmo modo, se x 6= 0, mostre que o conjunto:

x.A = {xy : y ∈ A}

é aberto.

36. Sejam A e B subconjuntos abertos em R. Mostre que os conjuntos:

A + B = {x + y : x ∈ A, y ∈ B} e A.B = {xy : x ∈ A, y ∈ B}

são abertos.

37. Considere as funções f, g, h : R → R, dadas por

f(x) = ax + b (a 6= 0), g(x) = x2, h(x) = x3.

Mostre que, para cada aberto A ⊂ R, f−1(A), g−1(A) e h−1(A) são
abertos.
Dê um exemplo de um conjunto A aberto tal que g(A) não seja aberto.

38. Determine os limites superior e inferior das sucessões:

a) n(−1)n+1; b) cos
nπ

8
; c)

√
n − (−1)n√n − 1.

39. Construa uma sucessão real em que o conjunto dos sublimites é um
dado conjunto finito, {l1, . . . , lm} ⊂ R

40. Construa uma sucessão (xn) de números reais tal que todo o inteiro
positivo seja limite de uma subsucessão de (xn).

41. Seja (xn) uma sucessão limitada tal que

lim (xn+1 − xn) = 0.

Seja a = limxn e b = limxn, com a < b. Mostre que todo o número
do intervalo [a, b] é sublimite de (xn).

42. Seja X ⊂ R um subconjunto não vazio de R. Mostre que int(X) é um
aberto. Mostre em seguida que X é fechado.
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43. Seja A uma famı́lia de abertos e F uma famı́lia de fechados em R.

a) Se Ai ∈ A(i ∈ I), mostre que
⋃

i∈I

Ai é aberto. Se A1, · · · , An ∈ A,

mostre que
n⋂

i=1

Ai é aberto.

b) Se Fi ∈ F(i ∈ I), mostre que
⋂

i∈I

Ai é fechado. Se F1, · · · , Fn ∈ F ,

mostre que

n⋃

i=1

Ai é fechado.

c) Dê contraexemplos mostrando que a interseção de um número
qualquer de abertos não é necessariamente aberto e a reunião de
um número qualquer de fechados não é necessariamente fechado.

44. Seja X ⊂ R um subconjunto não vazio e considere o seu conjunto
derivado X ′. Demonstre :

a) X ′ é fechado, isto é (X ′)′ ⊂ X ′.

b) Se X ⊂ Y então X ′ ⊂ Y ′.

c) (X ∪ Y )′ = X ′ ∪ Y ′.

d) (X)′ = X ′

45. Mostre que todo o conjunto aberto A ⊂ R é união numerável de
intervalos abertos.

46. Seja (Fn)n∈N uma colecção numerável de conjuntos fechados e não
vazios em R, e tais que







i) Fn+1 ⊂ Fn, n = 1, 2, . . .

ii) Cada Fn é fechado e F1 é limitado.

Mostre que
⋂

n

Fn é fechado e não vazio.

47. Mostre que o conjunto de racionais, Q∩]0, 1[, não pode ser interseção
numerável de conjuntos abertos.

Conclua que Q não é interseção numerável de abertos e logo, o conjunto
dos irracionais, R\Q, não é união numerável de fechados.

Sug. Escreva Q∩ ]0, 1[ = {q1, q2, . . .} =
⋂

n

An, An aberto, e verifique

que pode ter A1 ⊃ A2 ⊃ · · ·. Para cada n, construa um fechado
Fn ⊂ An e tal que qn /∈ Fn. Utilize o exerćıcio precedente.



3. Limite e Continuidade 85

3
Limite e Continuidade

3.1. No�~ao de limite. Propriedades gerais.
Seja f : D → R uma função real de variável real e a ∈ D um ponto de

R aderente ao domı́nio D ⊂ R.

3.1.1. Definição. Diz-se que o limite de f no ponto a ∈ D é b ∈ R e
escreve-se b = lim

x→a
f(x) se para todo δ > 0, existe um ε > 0 tal que, se

x ∈ Vε(a) ∩ D então f(x) ∈ Vδ(b) ou seja,

x ∈ D e | x − a |< ε =⇒ | f(x) − b |< δ.

Observação importante. Repare-se que se a ∈ D e se existe lim
x→a

f(x)

então necessariamente lim
x→a

f(x) = f(a). Com efeito, se lim
x→a

f(x) = b, como

a ∈ D satisfaz | a− a |< ε, ter-se-á então | f(a)− b |< δ para todo o δ > 0
e logo f(a) = b. Assim

a ∈ D e lim
x→a

f(x) existe ⇐⇒ lim
x→a

f(x) = f(a).

Para muitos autores, o limite de f em a ∈ D não faz intervir o valor
de f em a, isto é, o limite de f quando x tende para a é b se e só se
∀δ > 0, ∃ǫ > 0 : x ∈ D e 0 < |x − a| < ǫ =⇒ |f(x) − b| < δ. Esta
definição corresponde ao que nós chamaremos, limite de f quando x tende
para a por valores diferentes de a.
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ε ε 

δ 

δ 

a- 

f(a)  d 

c a + 

Figura 3.1

Na figura representada, f não tem limite em a∈D (f(a) /∈ Vδ(b)), mas tem
limite em c ∈ D\D : lim

x→c
f(x) = d.

3.1.2. Proposição. Sejam f, g : D → R funções reais de variável real e
a ∈ D.

1. Se existe lim
x→a

f(x), então é único (unicidade do limite).

2. Se f(x) = g(x) ∀x ∈ Vε(a) ∩ D e existe lim
x→a

f(x), então lim
x→a

g(x)

existe e tem-se:
lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x).

3. Se lim
x→a

f(x) < lim
x→a

g(x), então existe ε > 0 tal que:

f(x) < g(x) ∀x ∈ Vε(a).

4. Se f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ Vε(a) ∩ D, então

lim
x→a

f(x) ≤ lim
x→a

g(x),

caso existam os limites considerados.

5. Se h(x) ≤ f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ Vε(a) ∩ D e se lim
x→a

h(x) = lim
x→a

g(x),

então lim
x→a

f(x) existe e

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) = lim
x→a

g(x).
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Demonstração. Comecemos por ver 1. (unicidade do limite). Tendo-se
lim
x→a

f(x) = b e lim
x→a

f(x) = b′, para cada δ > 0, existe ε > 0 tal que

| f(x) − b |< δ/2 e | f(x) − b′ |< δ/2

desde que x ∈ D e | x − a |< ε; escolhendo um x ∈ D nestas condições (o
qual existe já que a ∈ D) tem-se

| b − b′ | =| b − f(x) + f(x) − b′ |≤
≤| f(x) − b | + | f(x) − b′ |< δ/2 + δ/2 = δ,

para todo o δ > 0, o que implica que b = b′.
A demonstração de 2. e 5. resulta facilmente da definição de limite e 4. é
conseqência imediata de 3. que passamos a demonstrar; seja

lim
x→a

f(x) = b < lim
x→a

g(x) = c

e escolha-se δ : 0 < δ <
c − b

2
(portanto b + δ < c − δ). Então existe ε > 0

tal que, para x ∈ Vε(a) ∩ D, se tem

b − δ < f(x) < b + δ e c − δ < g(x) < c + δ

e portanto, em particular,

f(x) < b + δ < c − δ < g(x), ∀x ∈ Vε(a) ∩ D.

Limites em R. A noção de limite é agora estendida ao caso em que a é
+∞ ou −∞ (limites no infinito); de seguida contemplamos o caso em que
o limite da função possa ser +∞ ou −∞ (limites infinitos).

3.1.3. Definição. Se +∞ é ponto de acumulação de D (isto é, D não é
majorado), diz-se que lim

x→+∞
f(x) = b ∈ R se

∀δ > 0 ∃ε > 0 : x ∈ D, x >
1

ε
=⇒ | f(x) − b |< δ.

Se −∞ é ponto de acumulação de D (isto é, D não é minorado), diz-se
que lim

x→−∞
f(x) = b ∈ R se

∀δ > 0 ∃ε > 0 : x ∈ D, x < −1

ε
=⇒ | f(x) − b |< δ.

3.1.4. Definição. Diz-se que o limite de f em a é +∞ (resp. −∞) se

∀δ > 0 ∃ε > 0 : x ∈ Vε(a) ∩ D =⇒ f(x) >
1

δ
(resp. f(x) < −1

δ
)

e escreve-se lim
x→a

f(x) = +∞ (resp. lim
x→a

f(x) = −∞).
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De uma maneira geral: se a ∈ D e b ∈ R, diz-se que lim
x→a

f(x) = b se

(L) ∀δ > 0 ∃ε > 0 : x ∈ Vε(a) ∩ D =⇒ f(x) ∈ Vδ(b).

Observação. Note-se que se f : N → R, f(n) = xn, é uma sucessão
real, o limite lim

n→+∞
f(n) coincide com a noção de limite de uma sucessão,

já de nós conhecida.

Definição de limite pelas sucessões. A definição de limite de função
num ponto, atrás estabelecida com base no conceito topológico de vizinhan-
ça, pode ser reformulada no quadro das sucessões, o que nos permite
tirar partido do conhecimento já adquirido das propriedades algébricas e
topológicas das sucessões reais. Mostraremos então a equivalência das duas
definições.

3.1.5. Definição. Sejam a ∈ D e b ∈ R. Diz-se que o limite de f em a é
b e escreve-se lim

x→a
f(x) = b se para toda a sucessão xn ∈ D tal que xn → a,

então f(xn) → b, isto é

(L′) xn ∈ D, xn −→ a =⇒ f(xn) −→ b.

Mostremos a equivalência das duas definições ou seja: (L) ⇐⇒ (L′).

Seja xn ∈ D com xn → a; então, dado δ > 0, existe p ∈ N tal que

n > p =⇒ xn ∈ Vε(a) ∩ D

em que ε > 0 é dado pela definição (L); e daqui resulta que f(xn) ∈ Vδ(b)
para n > p, isto é, f(xn) → b, o que mostra que (L) =⇒ (L′).
Reciprocamente, mostremos por absurdo que (L′) =⇒ (L). Com efeito, se
não se verifica (L), isto significa que existe δ > 0 tal que para todo ε > 0
existe

x ∈ Vε(a) ∩ D e f(x) /∈ Vδ(b).

Em particular, fazendo ε =
1

n
, escolha-se um elemento xn ∈ V1/n(a) ∩ D

tal que f(xn) /∈ Vδ(b), ∀n ∈ N. Mas então xn → a e f(xn) não converge
para b o que contraria (L′).

3.1.6. Proposição. Para que exista limite lim
x→a

f(x) é necessário e sufi-

ciente que f(xn) tenha limite, para toda a sucessão xn ∈ D tal que
limxn = a.

Demonstração. Trata-se apenas de mostrar que dadas duas sucessões em
D, xn e yn com limite a então f(xn) e f(yn) têm o mesmo limite.
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Com efeito, construindo a sucessão zn como z2n = xn e z2n+1 = yn, tem-se
naturalmente zn → a e logo, existindo limite de f(zn) todos os sublimites
são iguais:

lim f(z2n) = lim f(z2n+1) =⇒ lim f(xn) = lim f(yn).

3.1.7. Proposição (Critério de Cauchy). A condição necessária e
suficiente para que f tenha limite finito no ponto a é que para todo δ > 0
exista um ε > 0 tal que

(C) x, y ∈ Vε(a) ∩ D =⇒| f(x) − f(y) |< δ.

Demonstração. Se existe lim
x→a

f(x) = b ∈ R, para todo δ > 0, existe

ε > 0 tal que

x, y ∈ Vε(a) ∩ D =⇒| f(x) − b |< δ/2, | f(y) − b |< δ/2

e portanto

| f(x) − f(y) |≤| f(x) − b | + | b − f(y) |< δ/2 + δ/2 = δ.

Reciprocamente, suponhamos satisfeita esta condição e tomemos xn → a.
Então f(xn) é sucessão de Cauchy: com efeito, dado ε > 0, existe p ∈ N
tal que n, m > p =⇒ xn, xm ∈ Vε(a) e logo por (C),

| f(xn) − f(xm) |< δ.

Sendo de Cauchy f(xn) é convergente e a conclusão sai da proposição
precedente.

Das propriedades algébricas dos limites das sucessões resulta agora:

3.1.8. Teorema (Propriedades algébricas dos limites). Admitindo
que lim

x→a
f(x) = b e lim

x→a
g(x) = c, tem-se

i) lim
x→a

(f + g)(x) = b + c,

ii) lim
x→a

(f.g)(x) = b.c,

iii) lim
x→a

|f(x)| = |b|

iv) lim
x→a

(

f

g

)

(x) =
b

c
se c 6= 0.

v) lim
x→a

|f(x)| = 0 ⇐⇒ lim
x→a

f(x) = 0.
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3.1.9. Exemplos.

1. Seja Pn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an, an 6= 0 um polinómio
de grau n com coeficientes reais. Pn representa uma função definida
em R que admite limite em cada ponto a ∈ R. Com efeito, pelas
propriedades algébricas dos limites, se x → a então xn → an e logo

lim
x→a

Pn(x) = Pn(a).

2. Nós supomos conhecidas as funções trigonométricas bem como as suas
relações algébricas. Mais tarde teremos ocasião de apresentar uma
definição rigorosa destas funções. Recordemos entretanto a introdução
geométrica elementar das funções sin x e cosx. O número real x
representa o comprimento do arco de circunferência de raio 1 associado
ao ângulo θ; sin x representa a medida do segmento CB enquanto cosx
representa a medida do segmento OC (cf. Figura 3.2).

O A 

B 

C  

 

θ 

 tg 

 cos 

 sin 

x 

x 

x x 

D 

Figura 3.2

Consideremos agora a função f :
]

−π

2
, 0
[

∪
]

0,
π

2

[

−→ R dada por

f(x) =
1 − cosx

x
.

Como o segmento AB tem uma medida inferior a x ∈]0, π/2[ (medida
do arco AB), tira-se do teorema de Pitágoras:

x2 > AB
2

= CA
2

+ CB
2

= (1 − cosx)2 + sin2 x = 2 − 2 cosx
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e logo, 0 <
1 − cosx

x
<

x

2
.

Dado que cos(−x) = cosx, tem-se 0 <

∣

∣

∣

∣

1 − cosx

x

∣

∣

∣

∣

<
∣

∣

∣

x

2

∣

∣

∣
, para todo

x ∈] − π/2, π/2[\{0}, donde (prop. 3.1.2.(5.)):

lim
x→0

1 − cosx

x
= 0.

Repare-se ainda (cf. Figura 3.2) que

0 < sinx < x, x ∈
]

0,
π

2

[

e mais geralmente (dado que sin(−x) = − sinx)

0 < | sin x | ≤ | x |, x ∈
]

−π

2
,
π

2

[

.

Recordando agora a identidade

sin u − sin v = 2 sin
u − v

2
cos

u + v

2
,

tem-se

| sin x − sin a | ≤ 2

∣

∣

∣

∣

sin

(

x − a

2

)∣

∣

∣

∣

≤ | x − a |

e logo (3.1.2.(5.))
lim
x→a

sinx = sina.

3. Considere-se a função f :]−π/2, π/2[\{0} → R dada por f(x) =
sin x

x
.

Sendo a medida do arco AB inferior à soma das medidas dos segmentos
CA e CB (cf. Figura 3.2), tem-se para x ∈]0, π/2[:

x < 1 − cosx + sin x < 1 − cosx + x

e portanto

1 <
1 − cosx

x
+

sin x

x
<

1 − cosx

x
+ 1,

ou seja

0 < 1 − sin x

x
<

1 − cosx

x
=

∣

∣

∣

∣

1 − cosx

x

∣

∣

∣

∣

.

Dado que
sin(−x)

−x
=

sin x

x
, a desigualdade anterior é válida para

x ∈] − π/2, π/2[\{0} e, pelo resultado do exemplo anterior, podemos
concluir:
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1

f(x)=sin(x)/x
lim
x→0

sinx

x
= 1.

Figura 3.3

4. Considere-se a função f definida por

f(x) =

{

1 x ∈ Q
0 x ∈ R \ Q.

Trata-se de uma função que não tem limite em nenhum ponto a ∈ R.
Com efeito, basta observar que, tomando sucessões xn ∈ Q → a e
x′

n ∈ R \ Q → a se tem, respetivamente, f(xn) → 1 e f(x′
n) → 0 o

que mostra, de acordo com a definição de limite pelas sucessões, que
f não pode ter limite em a.

5. Tomemos a função f : R \ {0} → R dada por f(x) = x sin

(

1

x

)

(cf.

Figura 3.4).

-0.4 -0.2 0.2 0.4

-0.2

-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4
Tem-se obviamente
∣

∣

∣

∣

x sin

(

1

x

)
∣

∣

∣

∣

≤| x |,

pelo que

lim
x→0

x sin

(

1

x

)

= 0.

Figura 3.4

6. Considerando agora a função f : R+ → R dada por f(x) = sin

(

1

x

)

(cf. Figura 3.5) logo se vê que a função não admite limite na origem :

Figura 3.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1

-0.5

0.5

1
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tomando xn =
1

2nπ
e x′

n =
1

2nπ + π/2
, tem-se lim xn = limx′

n = 0; como

lim f(xn) = sin(2nπ) = 0 e lim f(x′
n) = sin(2nπ + π/2) = 1, f não tem

limite em x = 0.

Limites relativos. Limites laterais. Seja f : D → R uma dada função
e considere-se uma parte A ⊂ D; seja a ∈ A (fecho de A em R).

3.1.10. Definição. Chama-se limite de f em a relativo a A e
representa-se por lim

x→a
x∈A

f(x), ao limite (quando existe) :

lim
x→a
x∈A

f(x) = lim
x→a

(

f|A
)

(x).

3.1.11. Proposição. Se lim
x→a

f(x) = b então lim
x→a
x∈A

f(x) = b para toda a

parte A ⊂ D tal que a ∈ A.

A demonstração é imediata; repare-se que, reciprocamente, uma
função f pode admitir limite em a relativo a alguns subconjuntos do seu
domı́nio sem que no entanto tenha limite no ponto a : retomando o exemplo
3.1.9.(4.)

f(x) =

{

1 x ∈ Q
0 x ∈ R \ Q

embora não haja limite em nenhum ponto, tem-se

lim
x→a
x∈Q

f(x) = 1 e lim
x→a

x∈R\Q

f(x) = 0 ∀a ∈ R.

Casos especialmente importantes:

1. A = D \ {a}; note-se desde logo que a ∈ A significa aqui que a é
ponto de acumulação de D. Sob esta condição, lim

x→a
x∈A

f(x) diz-se o

limite de f quando x tende para a por valores diferentes de a
e representa-se por

lim
x→a
x 6=a

f(x).

2. A = {x ∈ D, x < a} = D−
a ; se a ∈ A, o que significa que a é

de acumulação de D−
a , então lim

x→a
x∈D−

a

f(x) diz-se o limite lateral à

esquerda de f no ponto a e representa-se por

lim
x→a−

f(x), lim
x→a
x<a

f(x) ou f(a−).
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3. A = {x ∈ D, x > a} = D+
a ; sendo a de acumulação de D+

a , lim
x→a

x∈D+
a

f(x)

diz-se o limite lateral à direita de f no ponto a e representa-se
por

lim
x→a+

f(x), lim
x→a
x>a

f(x) ou f(a+).

Observações.1. Repare-se que lim
x→a−

f(x) = b (caso exista) significa

∀δ > 0 ∃ε > 0 : x ∈ D, a − ε < x < a =⇒ f(x) ∈ Vδ(b)

e lim
x→a+

f(x) = b é equivalente a

∀δ > 0 ∃ε > 0 : x ∈ D, a < x < a + ε =⇒ f(x) ∈ Vδ(b).

2. Se a é ponto de acumulação de D−
a e D+

a (e portanto de D) é um
simples exerćıcio mostrar que lim

x→a
x 6=a

f(x) = b se e só se lim
x→a−

f(x) e lim
x→a+

f(x)

existem e são iguais a b. Observe-se no entanto que lim
x→a−

f(x) = lim
x→a+

f(x)

não implica que exista lim
x→a

f(x) (cf. Figura 3.1). Enfim, se a ∈ D,

podemos concluir que existe lim
x→a

f(x) se e só se

lim
x→a−

f(x) = lim
x→a+

f(x) = f(a).

Mudança de variável: limite da função composta.

Sejam f : D → R e ϕ : T → R funções tais que ϕ(T ) ⊂ D. Conside-
remos a composição,

f ◦ ϕ : T −→ R, t ∈ T −→ f(ϕ(t)).

3.1.12. Teorema. Se lim
t→t0

ϕ(t) = x0 e lim
x→x0

f(x) existe, então f ◦ ϕ tem

limite em t0 e
lim
t→t0

(f ◦ ϕ)(t) = lim
x→x0

f(x).

Observação. Deverá admitir-se que t0 ∈ T e x0 ∈ D. Contudo basta
supor que t0 ∈ T dado que tal hipótese implica x0 ∈ D (exerćıcio).

Demonstração. Tomemos tn → t0; como lim
t→t0

ϕ(t) = x0 vem ϕ(tn) → x0

e como lim
x→x0

f(x) existe, f(ϕ(tn)) → lim
x→x0

f(x). Logo, a definição de limite

pelas sucessões dá o resultado.
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O teorema do limite da função composta generaliza-se imediatamente
(com as devidas hipóteses) ao caso dos limites relativos e em particular aos
limites laterais. Vejamos o seguinte exemplo de aplicação:

lim
t→0+

sin t2

t
;

na prática toma-se a mudança de variável t2 = x, que se traduz na

composição da aplicação f : R+ → R, f(x) =
sinx√

x
, com a aplicação

ϕ : R+ → R, x = ϕ(t) = t2, isto é,
sin t2

t
= f(ϕ(t)); como x = ϕ(t) → 0+

quando t → 0, tem-se

lim
t→0+

sin t2

t
= lim

x→0+
f(x) = lim

x→0+

sin x√
x

= lim
x→0+

(√
x.

sin x

x

)

= 0.

Limite de funções monótonas. Recordemos a noção de função
monótona (cf. (1.4.3.)). Tem-se agora o seguinte importante

3.1.13. Teorema. Toda a função monótona f : D → R tem limites
laterais à esquerda (resp. à direita) em todo o ponto a em que tais limites
possam ser definidos: a ponto de acumulação de D−

a (resp. a ponto de
acumulação de D+

a ).

Demonstração. Seja f : D → R e a um ponto de acumulação de
D−

a = {x ∈ D : x < a}. Mostremos primeiro que

se f é monótona crescente então f(a−) = sup
x∈D−

a

f(x)

se f é monótona decrescente então f(a−) = inf
x∈D−

a

f(x)

Seja L = sup
x∈D−

a

f(x) ∈ R (finito); se L = +∞ a demonstração é análoga.

Da definição de supremo, para todo δ > 0 existe um x0 ∈ D−
a tal que

f(x0) > L − δ. Sendo f crescente, f(x0) ≤ f(x) para todo x ∈]x0, a[∩D e
logo

L − δ < f(x0) ≤ f(x) ≤ L ∀x ∈]x0, a[∩D

ou seja L = f(a−).
Se f é monótona decrescente então é claro que −f é monótona

crescente. Utilizando o resultado já demonstrado e o teorema 1.4.7.(2.),
tira-se

f(a−) = − lim
x→a−

(−f(x)) = − sup
x∈D−

a

(−f(x)) = inf
x∈D−

a

f(x).
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Analogamente

f(a+) = inf
x∈D+

a

f(x) se f é monótona crescente

f(a+) = sup
x∈D+

a

f(x) se f é monótona decrescente.

12345678901234567890123456
12345678901234567890123456 x 

O 

y 

a 

f(a - ) 

f(a ) + 

D a 
- D a 

+ 

Função monótona crescente:

f(a−) = sup
x∈D−

a

f(x)

f(a+) = inf
x∈D+

a

f(x).

Figura 3.6

Corolário 1. Se f : D → R é monótona e a ∈ D, então f(a−) e f(a+)
são finitos e tem-se

f(a−) ≤ f(a) ≤ f(a+) se f é crescente.

f(a−) ≥ f(a) ≥ f(a+) se f é decrescente.

Corolário 2. Se f : D → R é monótona e +∞ (resp. −∞) é ponto de
acumulação de D então existem os limites de f em +∞ (resp. em −∞) e
tem-se

lim
x→+∞

f(x) = sup
D

f se f é crescente

lim
x→+∞

f(x) = inf
D

f se f é decrescente

respetivamente:

lim
x→−∞

f(x) = inf
D

f se f é crescente

lim
x→−∞

f(x) = sup
D

f se f é decrescente.

Observação. Aplicando o corolário precedente à sucessão f : N → N,
f(n) = xn, obtemos os resultados já conhecidos sobre os limites das
sucessões monótonas (cf. (2.1.6.)).
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3.1.14. Limite superior e inferior de uma função.

Consideremos f : D → R e a ∈ D (em particular a = +∞ ou
−∞). Suponhamos f majorada numa dada vizinhança Vδ(a) e para todo
ε > 0 (ǫ ≤ δ), consideremos

L(a, ε) = sup
x∈Vε(a)∩D

f(x).

É claro que 0 < ε1 < ε2 =⇒ L(a, ε1) ≤ L(a, ε2) e logo

L(a, ε) :]0, δ[−→ R, ε ∈]0, δ[−→ L(a, ε)

define uma função crescente (e portanto, como vimos, com limite lateral
em cada ponto). Define-se limite superior de f em a e representa-se por
lim
x→a

f(x), como

lim
ε→0+

L(a, ε) ≡ lim
x→a

f(x).

Analogamente, sendo f minorada numa dada vizinhança Vδ(a) e pondo

l(a, ε) = inf
x∈Vε(a)∩D

f(x) (ǫ ≤ δ),

obtém-se uma função, agora decrescente,

l(a, ε) :]0, δ[−→ R, ε ∈]0, δ[−→ l(a, ε)

e define-se limite inferior de f em a como

lim
ε→0+

l(a, ε) ≡ lim
x→a

f(x).

Assim, tem-se

lim
x→a

f(x) = lim
ε→0+

(

sup
x∈Vε(a)∩D

f(x)

)

= inf
ε>0

(

sup
x∈Vε(a)∩D

f(x)

)

e

lim
x→a

f(x) = lim
ε→0+

(

inf
x∈Vε(a)∩D

f(x)

)

= sup
ε>0

(

inf
x∈Vε(a)∩D

f(x)

)

.

Se f não for majorada em nenhuma vizinhança de a, então define-se
lim
x→a

f(x) = +∞; do mesmo modo, se f não é minorada em nenhuma

vizinhança de a, define-se lim
x→a

f(x) = −∞.
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Observações. 1. No caso particular de uma sucessão f : N → R,
f(n) = xn e a = +∞, a definição de limite superior significa

lim
x→+∞

f(x) = inf
ε>0

(

sup
n∈Vε(+∞)

xn

)

= inf
ε>0

(

sup
n>1/ε

xn

)

que é igual a

inf
p∈N

(

sup
n≥p

xn

)

= limxn

ou seja, o limite superior de uma sucessão, anteriormente definido (cf.
(2.3.13.)). Do mesmo modo se recupera a noção de limite inferior de uma
sucessão.

2. Dado que l(a, ε) ≤ L(a, ε) para todo ε > 0, tem-se então

lim
x→a

f(x) ≤ lim
x→a

f(x).

À semelhança do que acontece com as sucessões, temos agora

3.1.15. Proposição. Seja f : D → R e a ∈ R. A função f tem limite no
ponto a se e só se lim

x→a
f(x) = lim

x→a
f(x), tendo-se então

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

f(x) = lim
x→a

f(x).

Demonstração. Suponhamos que lim
x→a

f(x) = A ∈ R. Então

∀δ > 0 ∃ε > 0 : x ∈ Vε(a) ∩ D =⇒ f(x) ∈ Vδ/2(A)

e portanto
l(a, ε), L(a, ε) ∈ Vδ(A).

Tomando uma sucessão δn → 0, é então posśıvel escolher εn → 0 tal que
l(a, εn), L(a, εn) ∈ Vδn

(A) e portanto l(a, εn) → A e L(a, εn) → A, o que
implica

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

f(x) = lim
x→a

f(x) = A. (l)

Reciprocamente, suponha-se a condição (l) satisfeita com A ∈ R (o caso
A = ±∞ tem demonstração semelhante). Dado δ > 0, existe ε > 0 tal que

A − δ < L(a, ε) < A + δ e A − δ < l(a, ε) < A + δ.

Mas,
L(a, ε) − A < δ =⇒ f(x) − A < δ ∀x ∈ Vε(a) ∩ D,

A − l(a, ε) < δ =⇒ A − f(x) < δ ∀x ∈ Vε(a) ∩ D.
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Logo

| f(x) − A |< δ ∀x ∈ Vε(a) ∩ D

ou seja, lim
x→a

f(x) = A.

3.1.16. Proposição. Sejam f, g : D → R e a ∈ D. Então tem-se

1. Se f(x) ≤ g(x) (x ∈ Vε(a) ∩ D),

lim
x→a

f(x) ≤ lim
x→a

g(x); lim
x→a

f(x) ≤ lim
x→a

g(x);

2. lim
x→a

(−f(x)) = − lim
x→a

f(x);

3. Se f(x) > 0 (x ∈ Vε(a) ∩ D), lim
x→a

1

f(x)
=

1

lim
x→a

f(x)
;

4. lim
x→a

(f(x) + g(x)) ≤ lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x);

lim
x→a

(f(x) + g(x)) ≥ lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x);

lim
x→a

(f(x) + g(x)) ≥ lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x);

5. Se f(x), g(x) ≥ 0 (x ∈ Vε(a) ∩ D),

lim
x→a

(f(x)g(x)) ≤ lim
x→a

f(x) lim
x→a

g(x);

lim
x→a

(f(x)g(x)) ≥ lim
x→a

f(x) lim
x→a

g(x);

lim
x→a

(f(x)g(x)) ≥ lim
x→a

f(x) lim
x→a

g(x);

6. Se existe lim
x→a

g(x),

lim
x→a

(f(x) + g(x)) = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x);

7. Se f(x), g(x) ≥ 0 (x ∈ Vε(a) ∩ D) e se existe lim
x→a

g(x),

lim
x→a

(f(x)g(x)) = lim
x→a

f(x) lim
x→a

g(x);

sempre que os segundos membros façam sentido em R.

Demonstração. Observe-se desde logo que 6. e 7. são consequência
imediata de 4. e 5. respetivamente. A demonstração resulta facilmente
das definições de limite superior e inferior e da aplicação do teorema 1.4.7..
A t́ıtulo ilustrativo vejamos, por exemplo, a primeira desigualdade de 4..
Com efeito,
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lim
x→a

(f(x) + g(x)) = lim
ε→0+

(

sup
x∈Vε(a)∩D

f(x) + g(x)

)

;

como, por 1.4.7.(5.), se tem

sup
x∈Vε(a)∩D

(f(x) + g(x)) ≤ sup
x∈Vε(a)∩D

f(x) + sup
x∈Vε(a)∩D

g(x)

a conclusão sai trivialmente de 3.1.2. e 3.1.8.

3.1.17. Exemplo. Retomando o já conhecido exemplo

f : R \ {0} −→ R, f(x) = sin

(

1

x

)

vemos que

L(0, ε) = sup
x∈Vε(0)\{0}

sin

(

1

x

)

= 1,

l(0, ε) = inf
x∈Vε(0)\{0}

sin

(

1

x

)

= −1

∀ε > 0

e logo

lim
x→a

sin

(

1

x

)

= 1, lim
x→a

sin

(

1

x

)

= −1.3.2. Fun�~oes ont��nuas. Primeiras propriedades.
3.2.1. Definição. Seja f : D → R e a ∈ D. Diz-se que f é uma função
cont́ınua no ponto a se lim

x→a
f(x) = f(a), isto é

∀δ > 0 ∃ε > 0 : x ∈ D, | x − a |< ε =⇒| f(x) − f(a) |< δ.

Observações. 1. De acordo com a definição dada de limite, a função f é
cont́ınua no ponto a se e só se f tem limite em a (como vimos, se
a função tem limite em x = a ∈ D, este não pode deixar de ser f(a)).
A definição de limite pelas sucessões permite também acrescentar que f é
cont́ınua em a se e só se

∀xn ∈ D, xn −→ a =⇒ f(xn) −→ f(a).

2. É claro que toda a função f é cont́ınua em todo o ponto isolado do seu
domı́nio.
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3. Se a ∈ D é ponto de acumulação, e portanto é posśıvel definir o limite
quando x tende para a por valores diferentes de a, resulta das definições
que

lim
x→a

f(x) = f(a) ⇐⇒ lim
x→a
x 6=a

f(x) = f(a)

e logo f é cont́ınua em a se e só se f(a+) = f(a−) = f(a) (admitindo ser
posśıvel definir os limites laterais).

As duas proposições seguintes são consequência imediata dos corres-
pondentes resultados sobre limites.

3.2.2. Proposição (Propriedades algébricas). Sejam f, g, funções
cont́ınuas em a ∈ D ⊂ R. Então f + g, f.g, | f | e −f são cont́ınuas em
a. Se g(a) 6= 0, f/g é também cont́ınua em a.

3.2.3. Proposição (Continuidade da função composta). Considere-
mos ϕ : D → R e f : E → R funções tais que ϕ(D) ⊂ E. Se ϕ é cont́ınua
em a ∈ D e f é cont́ınua em ϕ(a) ∈ E então f ◦ ϕ é cont́ınua em a.

3.2.4. Definição. Uma função f : D → R diz-se cont́ınua em D (ou
apenas cont́ınua) se for cont́ınua em todos os pontos de D. Uma função
f : D → R diz-se cont́ınua numa parte C ⊂ D se f|C for cont́ınua.

3.2.5. Descontinuidades.

Seja dada uma função f : D → R; diz-se que a ∈ D é uma
descontinuidade ou um ponto de descontinuidade se f não é cont́ınua
em a.

Diz-se que a função f possui uma descontinuidade de primeira
espécie em a se f é descont́ınua em a e admite os limites laterais
finitos, lim

x→a+
f(x) = f(a+) e lim

x→a−
f(x) = f(a−). (Se a é somente de

acumulação de D+
a ou D−

a , isto é, se a ∈ (D+
a )′ ou a ∈ (D−

a )′, apenas se
exige a existência do limite lateral finito correspondente). Um ponto de
descontinuidade diz-se de segunda espécie se não for de primeira espécie.

A análise do conjunto dos pontos de descontinuidade de uma função
é um tema particularmente relevante; teremos ocasião de regressar a este
assunto quando adiante estudarmos o integral de Riemann.

Por vezes, é conveniente definir o salto de f , σ(a), num ponto a ∈ D
que admita os limites laterais f(a+) e f(a−). Assim, por definição,

σ(a) = max{|f(a+) − f(a)|, |f(a−) − f(a)|}, se a ∈ (D+
a )′ ∩ (D−

a )′;

se apenas a ∈ (D+
a )′, respetivamente a ∈ (D−

a )′, pomos

σ(a) = |f(a+) − f(a)|, respetivamente σ(a) = |f(a−) − f(a)|.
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Enfim, se a /∈ (D+
a )′∪(D−

a )′, (a é um ponto isolado em D), pomos σ(a) = 0.
É claro que σ(a) ≥ 0 e σ(a) = 0 se e só se f é cont́ınua em a.

Seja agora f uma função monótona; as suas descontinuidades serão
necessariamente de primeira espécie (cf. 3(.1.13.), Corolário.). Além disso,

3.2.6. Proposição. Se f : D → R é uma função monótona, então o
conjunto das suas descontinuidades é finito ou numerável.

Demonstração. Fixando a, b ∈ D, a < b, quaisquer, basta provar que o
conjunto das descontinuidades de f em D ∩ [a, b] é numerável (porquê ?).
Seja então Dn = {x ∈ D ∩ [a, b] : σ(x) ≥ 1/n}. O conjunto das

descontinuidades de f em D ∩ [a, b] é obviamente
⋃

n

Dn, e este será

numerável se todos os Dn forem, em particular, finitos. Admitindo que
f é monótona crescente (o caso decrescente é similar), sejam a ≤ x1 <
x2 < · · · < xm ≤ b, m discontinuidades de f em Dn. Então,

m
∑

k=1

σ(xk) ≤
m
∑

k=1

[f(x+
k ) − f(x−

k )] ≤ f(b+) − f(a−)

e como σ(xk) ≥ 1/n é claro que Dn terá de ser finito (ou vazio), para todo
o n, o que prova o resultado.

3.2.7. Exemplos.

1. A função Sgn : R → R, chamada função sinal de x e dada por

Sgn(x) =







1 se x > 0
0 se x = 0
−1 se x < 0

tem em 0 uma descontinuidade de primeira espécie:

lim
x→0+

Sgn(x) = Sgn(0+) = 1, lim
x→0−

Sgn(x) = Sgn(0−) = −1.

2. Um clássico exemplo é dado pela função, já conhecida: dado x0 ∈ R,
f(x) = sin(1/x) se x 6= 0 e f(0) = x0.

Figura 3.7
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A função f tem uma descontinuidade de segunda espécie em 0: não
existem f(0+) e f(0−).

3. A função f : R → R,

f(x) =

{

1 se x ∈ Q
0 se x ∈ R \ Q

é descont́ınua em todos os pontos x ∈ R, os quais são descon-
tinuidades de segunda espécie : para todo a ∈ R, existem sucessões
xn > a, yn > a, xn ∈ Q, yn ∈ R \ Q, convergentes para a, tendo-se
então f(xn) → 1 e f(yn) → 0, o que mostra que não existe f(a+); do
mesmo modo se via que não existe f(a−).

4.

a f(a) 

f(a ) 

f(a ) 

b 
x 

y 

O 

+ 

_ 

Figura 3.8

A função representada na figura admite uma descontinuidade em a
de primeira espécie e uma descontinuidade em b de segunda espécie.
f(a+), f(a−) ∈ R, f(b−) = +∞.

5. Consideremos a função f : R → R,

f(x) =







0 se x ∈ R \ Q
1/q se x = p/q ∈ Q \ {0}
1 se x = 0

sendo p/q uma fracção irredut́ıvel, isto é, p, q ∈ Z, são primos entre
si e q > 0. Mostremos que existe lim

x→a

x 6=a

f(x) = 0, para todo o a ∈ R.
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Bastará mostrar que lim
x→a

x∈Q

f(x) = 0, ou seja

∀δ > 0 ∃ε > 0 : |p/q − a| < ε =⇒ 1/q < δ (⇔ q > 1/δ).

Ora, os inteiros positivos q ≤ 1/δ são em número finito; designemos
por B = {q1, . . . , qm} o seu conjunto. Existe então uma mais
pequena fracção com denominador em B, p′/qi, tal que p′/qi > a;
analogamente, seja p′′/qj a maior fracção com denominador em B e
tal que p′′/qj < a. Fazendo ε = min{a − p′′/qj, p′/qi − a}, é agora
claro que todo o racional p/q 6= a, tal que a− ε < p/q < a + ε, deverá
satisfazer q /∈ B, ou seja 1/q < δ como se queria.
Como f é nula nos irracionais, tem-se lim

x→a
f(x) = f(a) = 0 se

a ∈ R\Q; a função f é um exemplo de função cont́ınua no conjunto dos
irracionais e descont́ınua no conjunto dos racionais. No entanto não
existe nenhuma função f que seja cont́ınua nos racionais e descont́ınua
nos irracionais (cf. exerćıcio 30.).3.3. Teoremas fundamentais da ontinuidade.
Os teoremas apresentados nesta secção constituem resultados centrais

da Análise Real. São resultados globais, isto é, determinam o compor-
tamento das funções f : D → R em todo o seu domı́nio e derivam da
conjunção dos seguintes dois aspectos:

1. A função f é cont́ınua.
2. O domı́nio D de f tem uma determinada “forma topológica”.

Funções cont́ınuas em intervalos.

Comecemos por observar que um conjunto I ⊂ R é um intervalo
(limitado, não limitado, aberto, fechado ou semiaberto) se e só se para
quaisquer x, y ∈ I com x ≤ y se tem [x, y] ⊂ I.

3.3.1. Teorema (Existência de zeros). Sejam a, b ∈ R números reais
tais que a < b e f : [a, b] → R uma função cont́ınua. Se f(a).f(b) < 0,
existe pelo menos um ξ ∈]a, b[ tal que f(ξ) = 0; tal ξ diz-se um zero de f .

Demonstração. Seja então f(a).f(b) < 0, isto é, f(a) e f(b) têm
sinais contrários. Tomemos c = (a + b)/2; se f(c) = 0 então c = ξ,
senão f(a).f(c) < 0 ou f(c).f(b) < 0 (cf. Fig. 3.9). Seja por exemplo
f(a).f(c) < 0; ponha-se então a1 = a, b1 = c e escolha-se de novo o ponto
intermédio, c1 = (a1 + b1)/2. Se f(c1) = 0 então c1 = ξ; caso contrário,
ter-se-á f(a1).f(c1) < 0 ou f(c1).f(b1) < 0. Seja (por ex.) f(c1).f(b1) < 0;
faz-se então a2 = c1, b2 = b1.
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Figura 3.9

Prosseguindo o racioćınio, ou terminamos num número finito de passos:
cn = ξ; ou obtemos uma sucessão de intervalos encaixados

[a0, b0] = [a, b] ⊃ [a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · ·

tais que, bn − an =
b − a

2n
. Mas então existirá um único ponto ξ comum a

todos os intervalos (axioma do encaixe). Como por construção se tem

f(an) < 0 e f(bn) > 0,

ou
f(an) > 0 e f(bn) < 0

conclui-se em qualquer dos casos

0 ≥ lim
n→∞

f(an) = f(ξ) = lim
n→∞

f(bn) ≥ 0 =⇒ f(ξ) = 0

ou
0 ≤ lim

n→∞
f(an) = f(ξ) = lim

n→∞
f(bn) ≤ 0 =⇒ f(ξ) = 0.

O corolário seguinte, devido a Bolzano, exprime a ideia intuitiva de
que uma função cont́ınua definida num intervalo “não passa de um valor a
outro sem passar por todos os valores intermédios”.

Corolário (Bolzano). Sejam a, b ∈ R números reais tais que a < b e
f : [a, b] → R uma função cont́ınua. Então f assume todos os valores
entre f(a) e f(b), isto é, se (por ex.) f(a) < f(b),

∀y0 tal que f(a) < y0 < f(b), ∃x0 ∈]a, b[ tal que f(x0) = y0.
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Demonstração. Admitindo (por ex.) que f(a) < f(b) e tomando um
qualquer y0 tal que f(a) < y0 < f(b), a função

g : [a, b] −→ R, g(x) = f(x) − y0

está nas condições do teorema, pelo que existe x0 ∈ [a, b] tal que g(x0) = 0
e logo f(x0) = y0.

Observações 1. O método utilizado na demonstração do teorema prece-
dente é um clássico método de aproximação numérica dos zeros de uma
função. Repare-se que, quando aplicado à função f(x) = xn −A, reproduz
precisamente a demonstração da proposição 1.1.1. (existência da raiz n de
um real positivo). Existem outros métodos de aproximação das ráızes de
f(x) = 0; este importante tema é objecto de desenvolvimento na disciplina
de Análise Numérica.

2. A função f : [−1, +1] → R dada por

f(x) =







−1 se x ∈ [−1, 0[

+1 se x ∈ [0, +1]

embora tenha como domı́nio um intervalo, não toma valores entre f(−1) =
−1 e f(1) = 1. Com efeito, a função f é descont́ınua em x = 0.

Tomemos agora a função f : [−1, 0] ∪ [1, 2] → R definida por f(x) = x;
embora se trate de uma função cont́ınua, f não toma todos os valores
valores entre f(−1) = −1 e f(1) = 1: neste caso o seu domı́nio não é um
intervalo.

3.3.2. Teorema (Bolzano). Seja f : I → R, uma função cont́ınua num
intervalo I ⊂ R. Então f(I) é um intervalo.

Demonstração. Sejam y1, y2 ∈ f(I) tais que y1 < y2. Tem-se y1 = f(x1)
e y2 = f(x2) com x1, x2 ∈ I. Como f é cont́ınua em [x1, x2] (ou [x2, x1]
no caso de x2 < x1), resulta do corolário anterior que [y1, y2] ⊂ f(I) e logo
f(I) é um intervalo.

Observação. Repare-se que o teorema de Bolzano não se pronuncia sobre
a natureza do intervalo f(I); o intervalo f(I) terá necessariamente como
extremos inf

I
f e sup

I
f que poderão pertencer ou não a f(I), isto é, o

intervalo f(I) pode ser fechado, aberto ou semiaberto. Assim, por exemplo
a função

f : I = [−π/2, π/2] −→ R, f(x) = sinx
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é cont́ınua e tem-se f(I) = [−1, 1] (intervalo fechado). Tomando agora a
função

f : I =] − 1, 1[−→ R, f(x) =| x |,
também cont́ınua em I, obtém-se como imagem o intervalo f(I) = [0, 1[
(intervalo semiaberto).

3.3.3. Proposição. Seja I ⊂ R um intervalo de R e f : I → R uma
função cont́ınua e injetiva. Então f é estritamente monótona.

Demonstração. Se I = {x0} o resultado é trivial.
Sejam então x0, y0 ∈ I dois quaisquer elementos de I tais que x0 < y0.
Como f(x0) 6= f(y0), ter-se-à f(x0) < f(y0) ou f(y0) < f(x0). No
primeiro caso mostra-se que f é estritamente crescente e no segundo
estritamente decrescente. Suponha-se então f(x0) < f(y0) (no segundo
caso a demonstração é idêntica) e mostremos em primeiro lugar que, para
todo x tal que x0 < x < y0 se tem f(x0) < f(x) < f(y0). Com efeito, se
assim não for, tem-se

(a) f(x) < f(x0) < f(y0)

ou
(b) f(x0) < f(y0) < f(x).

Mas, tendo-se (a), o teorema de Bolzano implica que existe ξ ∈]x, y0[ tal
que f(ξ) = f(x0) o que contraria a injetividade de f . (cf. Fig. 3.10)

x x y η ξ 0 0 

Figura 3.10

Tendo-se (b), de novo o teorema de Bolzano implica a existência de um
η ∈]x0, x[ tal que f(η) = f(y0), contrariando ainda a injetividade de f .
Logo

f(x0) < f(x) < f(y0).

Finalmente, se x0 < x < y < y0, pela parte atrás demonstrada, tira-se que
f(x0) < f(y) < f(y0); mas como x0 < x < y e f(x0) < f(y), tem-se ainda
pela parte anterior

f(x0) < f(x) < f(y).

Logo, f|[x0,y0] é estritamente crescente e portanto f também o será já que
x0 e y0 são quaisquer em I.

3.3.4. Proposição. Seja f : I → R uma função monótona no intervalo
I; se f(I) é um intervalo então f é cont́ınua.
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Demonstração. Suponhamos f crescente e seja x0 ∈ I (se f é decrescente
o racioćınio é semelhante). Pelo corolário 1. de 3.1.13. tem-se

f(x−
0 ) ≤ f(x0) ≤ f(x+

0 ).

Se fosse f(x−
0 ) < f(x+

0 ), então f(I) não podia ser um intervalo já que todo
o ξ ∈

]

f(x−
0 ), f(x+

0 )
[

com ξ 6= f(x0) não está em f(I). Logo os limites
laterais são iguais e f é cont́ınua.

Podemos agora estabelecer o importante teorema da continuidade da
função inversa. A questão é a de saber se para uma função f cont́ınua e
injetiva a função inversa é ainda cont́ınua. A resposta, em geral, é negativa
(veja-se a Figura 3.11);

3.3.5. Teorema (continuidade da função inversa). Seja f uma
função cont́ınua e injetiva definida num intervalo I ⊂ R. Então f−1 é
cont́ınua.

Demonstração. Pela proposição 3.3.3. f vem estritamente monótona e
portanto também f−1 é estritamente monótona. Mas f−1 está definida
em f(I) que é um intervalo (teorema 3.3.2. (Bolzano)) e a sua imagem,
im f−1 = dom f = I, ainda é um intervalo. Resulta agora da proposição
anterior que f−1 é cont́ınua.

Observações. 1. A função f nas condições do teorema é portanto uma
bijeção de um intervalo I sobre um intervalo J e é bicont́ınua, isto é, f
e f−1 são ambas cont́ınuas; por isso, f diz-se um homeomorfismo de I
sobre J .

2.

O 1 2 x 

y 

  f 

O x 

y 

f 

1 

2 

_ 1 

f :]0,1[∪]1,2]−→R é cont́ınua. f−1:R−→R é descont́ınua em 0.
Figura 3.11

A função f da figura precedente embora seja cont́ınua e injetiva não
tem inversa cont́ınua (f−1 é descont́ınua em x = 0). De acordo com o
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teorema da função inversa, o que falha neste exemplo é o facto de o domı́nio
de f não ser um intervalo.

3.3.6. Funções cont́ınuas em compactos.

Na anterior secção vimos como as funções cont́ınuas, quando definidas
em intervalos, têm notáveis propriedades. No que se segue, são apresenta-
dos novos resultados referentes a funções cont́ınuas definidas em conjuntos
compactos.

3.3.7. Definição. Um conjunto D ⊂ R diz-se um conjunto compacto
se for limitado e fechado.

Antes de apresentarmos algumas caracterizações dos conjuntos com-
pactos em R, introduza-se a noção de cobertura de um conjunto D ⊂ R.

Uma famı́lia de conjuntos {Iα}α∈A diz-se uma cobertura de D se

D ⊂
⋃

α∈A

Iα. Uma subfamı́lia, {Iβ}β∈B, B ⊂ A, que seja ainda uma

cobertura de D, diz-se uma subcobertura de {Iα}α∈A.

3.3.8. Proposição(*) Seja D ⊂ R um subconjunto de R. São equivalentes

a) D é compacto

b) Toda a cobertura {Iα}α∈A de D formada por intervalos abertos contém
uma subcobertura finita.

c) Para toda a sucessão (xn) em D existe uma subsucessão (xαn
)

convergente para um ponto de D.

Demonstração. a) =⇒ b). Seja {Iα}α∈A uma cobertura de D formada
por intervalos abertos e suponhamos (por absurdo) que não é posśıvel
cobrir D com um número finito de tais intervalos. Sendo D limitado,
D ⊂ [a, b] (a < b); dividindo o intervalo ao meio, pelo menos um dos dois
subintervalos obtidos, J1, é tal que D ∩ J1 não é coberto com um número
finito de intervalos Iα. Prosseguindo o racioćınio, obtemos uma sucessão
de intervalos encaixados,

J1 ⊃ J2 ⊃ · · · ⊃ Jn ⊃ · · · , Jn = [an, bn],

com bn − an → 0 e tais que Jn ∩ D não é coberto com um número finito
de intervalos Iα. Pelo axioma do encaixe, existe x0 ∈ ⋂ Jn, que será ponto
de acumulação de D (porquê?). Dado que D é fechado, x0 ∈ D e logo
x0 ∈ Iα0

, para algum α0 ∈ A. Como an, bn → x0 e Iα0
é um intervalo

(*) A implicação a) =⇒ b) é usualmente designada na literatura matemática por Lema

da cobertura ou Lema de Borel - Lebesgue.
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aberto, a partir de certa ordem n > N , vem Jn ⊂ Iα0
o que é contraditório

(os conjuntos Jn ∩ D não podiam ser cobertos com um número finito de
intervalos Iα).

b) =⇒ c). Seja (xn) uma sucessão em D; como D satisfaz a propriedade b)
(também chamada propriedade da cobertura), terá de ser necessariamente
limitado (bastará tomar a cobertura { ]x − 1, x + 1[ }x∈D e aplicar b)).
A sucessão (xn) é então limitada e logo (cf. (2.3.12.), Corolário.) existe
uma subsucessão convergente, xαn

→ x0, x0 ∈ D. Afirmamos que x0 ∈ D.
Caso contrário, a famı́lia de intervalos abertos

{ ]x0 − 1/n, x0[, ]x0, x0 + 1/n[,

] −∞, x0 − 1/2[, ]x0 + 1/2, +∞[ }n∈N

é uma cobertura de D e não contém nenhuma subcobertura finita.

c) =⇒ a). Se D não é limitado, existe xn ∈ D tal que xn → +∞
(ou xn → −∞) e tal sucessão não pode ter sublimite finito (e portanto
pertencente a D).
Enfim, D é fechado, já que todo x0 ∈ D é limite de uma sucessão de pontos
de D (cf. (2.3.9.)) e logo, pela hipótese b), x0 ∈ D.

Observação. O leitor reconhecerá imediatamente que não é posśıvel
extrair nenhuma subcobertura finita nos exemplos seguintes:

R =
⋃

n∈N

] − n, n[,

]0, 1] ⊂
⋃

n∈N

]1/n, 2].

Com efeito, R não é limitado e ]0, 1] não é fechado.

3.3.9. Proposição. Seja f : D → R uma função cont́ınua definida num
conjunto compacto D ⊂ R. Então f(D) é compacto.

Demonstração. Tendo presente a anterior caracterização, trata-se de
mostrar que para toda a sucessão (yn) de pontos de f(D) se pode extrair
uma subsucessão convergente para um ponto de f(D). Tomando yn ∈ f(D)
tem-se yn = f(xn) com xn ∈ D. Como D é um conjunto compacto, existe
uma subsucessão xαn

→ x0 ∈ D. Logo, sendo f cont́ınua

yαn
= f(xαn

) −→ f(x0) ∈ f(D)

e portanto yαn
é uma subsucessão de yn convergente para um ponto de

f(D), como se queria.
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Corolário 1. Se f : [a, b] → R é uma função cont́ınua definida num
intervalo limitado e fechado (intervalo compacto), a sua imagem é um
intervalo limitado e fechado :

f([a, b]) = [α, β].

Demonstração. Consequência imediata da proposição anterior e do
teorema 3.3.2.(Bolzano).

Corolário 2. (Teorema de Weierstrass). Seja f : D → R uma função
cont́ınua num compacto D ⊂ R. Então f tem máximo e mı́nimo.

Demonstração. Basta observar que sup
D

f, inf
D

f ∈ f(D) = f(D).

3.3.10. Continuidade uniforme.

Uma classe particular de funções cont́ınuas são as funções uniforme-
mente cont́ınuas.

3.3.11. Definição. Seja f : D → R uma função real de variável real.
Diz-se que f é uniformemente cont́ınua em D se para todo δ > 0 existe
ε > 0 tal que

x1, x2 ∈ D e | x1 − x2 |< ε =⇒ | f(x1) − f(x2) |< δ.

Resulta imediatamente da definição que uma função uniformemente
cont́ınua é cont́ınua : basta fixar x1 = x0 ∈ D. A rećıproca é falsa :

Contraexemplo. Seja f : R → R, f(x) = x2; trata-se claramente de uma
função cont́ınua. No entanto f não é uniformemente cont́ınua em R; com
efeito, se assim fosse, dado δ = 1, existia ε tal que

x1, x2 ∈ R, | x1 − x2 |< ε =⇒ | x2
1 − x2

2 |< 1.

Escolhendo x1 =
1

ε
e x2 =

1

ε
+

ε

2
, vinha | x1 − x2 |< ε e

| x2
1 − x2

2 |=
∣

∣

∣

∣

1

ε2
−
(

1

ε2
+

ε2

4
+ 1

)∣

∣

∣

∣

= 1 +
ε2

4
> 1

o que é absurdo.

3.3.12. Dois exemplos notáveis.

1. Uma função f : D → R diz-se lipschitziana em D se existe K > 0
tal que

| f(x) − f(y) |≤ K | x − y | ∀x, y ∈ D.
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A constante K diz-se a constante de Lipschitz. Uma função lipschi-
tziana com constante de Lipschitz K ≤ 1 diz-se uma contração e se
K < 1, diz-se uma contração estrita.

2. Uma função f : D → R diz-se hölderiana de ordem α ∈]0, 1[ em
D se existe uma constante Hα > 0 tal que

| f(x) − f(y) |≤ Hα| x − y |α ∀x, y ∈ D.

A constante Hα diz-se a constante de Hölder de ordem α ∈]0, 1[. É
imediato verificar que as funções lipschitzianas e hölderianas em D são
uniformemente cont́ınuas em D.

3.3.13. Proposição. Seja f : D → R uma função uniformemente
cont́ınua e (xn) uma sucessão de Cauchy em D. Então f(xn) é uma
sucessão de Cauchy.

Demonstração. Dado δ > 0 existe ε > 0 tal que

x, y ∈ D e | x − y |< ε =⇒ | f(x) − f(y) |< δ.

Como (xn) é de Cauchy, existe p ∈ N tal que | xn − xm |< ε ∀n, m > p e
portanto | f(xn) − f(xm) |< δ (n, m > p), o que mostra o resultado.

Corolário. Seja f : D → R uniformemente cont́ınua. Então para todo
a ∈ D ∩ R, existe lim

x→a
f(x) e é finito.

Demonstração. Com efeito, toda a sucessão xn → a com xn ∈ D, sendo
convergente é de Cauchy; logo f(xn) é de Cauchy e portanto convergente.
Portanto, o lim

x→a
f(x) existe e é finito (cf. (3.1.6.)).

Observações. 1. Sab́ıamos já que uma função cont́ınua em D transforma
sucessões convergentes em D em sucessões convergentes; no entanto, não
transforma sucessões de Cauchy em sucessões de Cauchy : uma sucessão de
Cauchy em D (que é convergente em R) não é necessariamente convergente
para um ponto de D. Por exemplo, a função f :]0, +∞[→ R, f(x) = 1/x,
é cont́ınua e transforma a sucessão de Cauchy 1/n na sucessão divergente,
f(1/n) = n. A propriedade de transformar sucessões de Cauchy em
sucessões de Cauchy é privilégio das funções uniformemente cont́ınuas.

2. Útil na prática é a contra-rećıproca do corolário precedente :

Se para algum a ∈ D ∩ R não existe lim
x→a

f(x) finito, então f não é

uniformemente cont́ınua.

3.3.14. Teorema (Cantor). Seja f : D → R uma função cont́ınua num
compacto D ⊂ R. Então f é uniformemente cont́ınua.
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Demonstração. Se f não é uniformemente cont́ınua, existe δ > 0 tal
que, para cada n ∈ N existem elementos xn, yn ∈ D satisfazendo

| xn − yn |< 1

n
e | f(xn) − f(yn) |≥ δ.

Mas sendo D compacto, a sucessão (xn) possui uma subsucessão (xαn
)

convergente para um elemento x0 ∈ D e pela condição anterior resulta que
lim yαn

= x0.
Como f é cont́ınua, tem-se então

lim f(xαn
) = lim f(yαn

) = f(x0)

o que contraria a desigualdade | f(xαn
) − f(yαn

) |≥ δ.

3.3.15. Exemplos

1. Seja f : [0, 1] → R, dada por f(x) =
√

x. É uma função cont́ınua
no compacto [0, 1] e portanto uniformemente cont́ınua. Todavia não é
lipschitziana: com efeito

sup
x,y∈[0,1]

| √x −√
y |

| x − y | = sup
x,y∈[0,1]

1√
x +

√
y

= +∞.

Tomemos agora a função g : [0, +∞[→ R, definida por g(x) =
√

x.
Trata-se evidentemente de uma função cont́ınua mas, o seu domı́nio
não sendo compacto, não é aplicável o teorema de Cantor. No entanto,
g[1,+∞[ é lipschitziana (e logo uniformememnte cont́ınua) :

| g(x) − g(y) |= | x − y |
| √x +

√
y | ≤

1

2
| x − y |, ∀x, y ≥ 1.

Como g[0,1] = f é uniformemente cont́ınua, conclui-se sem dificuldade
que g é uniformemente cont́ınua. Com efeito, dado δ > 0 existe ε1 > 0
tal que

x1, x2 ∈ [0, 1], | x1 − x2 |< ε1 =⇒| f(x1) − f(x2) |<
δ

2

e existe ε2 > 0 tal que

x1, x2 ∈ [1, +∞[, | x1 − x2 |< ε2 =⇒| f(x1) − f(x2) |<
δ

2

e logo, para x1 ∈ [0, 1], x2 ∈ [1, +∞], |x1 − x2| < ε = min{ε1, ε2},
tem-se

| f(x1) − f(x2) |≤| f(x1) − f(1) | + | f(1) − f(x2) |<
δ

2
+

δ

2
= δ.
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2. A já conhecida função f :]0, 1] → R, f(x) = sin

(

1

x

)

é cont́ınua

mas não uniformemente cont́ınua; basta aplicar o anterior corolário
e observar que f não admite limite quando x → 0+.3.4. As fun�~oes exponenial e logar��tmia.
Se a é um real positivo, recordemos que a1/q(q ∈ N) foi definido (cf.

(1.1.1.)) como o único real x > 0 tal que xq = a. Tomando agora um

racional
p

q
> 0, define-se ap/q como

(

a1/q
)p

; define-se ainda a−p/q pondo

a−p/q =
1

ap/q
.

Enfim, convenciona-se que a0 = 1.

Observação. Tem-se naturalmente ap/q =
(

a1/q
)p

= (ap)
1/q

. Com efeito,

[(

a1/q
)p]q

=
[(

a1/q
)q]p

= ap

donde a conclusão.

Fica assim definida uma aplicação r ∈ Q → ar ∈ R que satisfaz o
seguinte conjunto de propriedades :

(PQ)



































1. ar > 0 ∀r ∈ Q;

2. a0 = 1, ar+s = ar. as, (ar)s = ars ∀r, s ∈ Q;

3. se a > 1, r ∈ Q → ar é estritamente crescente;
se a < 1, r ∈ Q → ar é estritamente decrescente;
se a = 1, ar = 1r = 1 ∀r ∈ Q.

A demonstração destas propriedades é bastante elementar e segue-se dos
correspondentes resultados já conhecidos para ar (r ∈ Z). À guisa de
exemplo, veja-se a segunda iguldade de 2.; fazendo r = p/q, s = p′/q′,
tem-se

(ar.as)
qq′

=
(

(ap)
1/q
)qq′

.

(

(

ap′
)1/q′)qq′

= apq′

.ap′q = apq′+p′q

pelo que ap/q.ap′/q′

= a(pq′+p′q)/qq′

= ar+s.

O nosso objectivo é estender a aplicação r ∈ Q → ar (a > 0) a todo o
R (definindo assim a potenciação: ax, x ∈ R).
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Definição de x ∈ R → ax.

Defina-se a aplicação x ∈ R → ax, prolongando por continuidade
a todo o R a aplicação r ∈ Q → ar.

Lema. Seja a > 0 um número real. Tem-se lim
r→0
r∈Q

ar = 1. Em consequência,

a aplicação r ∈ Q → ar é cont́ınua.

Demonstração. Se a = 1 o resultado é imediato. Se a > 1, resulta das
propriedades (PQ) que r ∈ Q → ar é estritamente crescente e portanto
existem os limites laterais em 0. Como

lim
r→0+

ar = lim
n→∞

a1/n = 1; lim
r→0−

ar = lim
n→∞

a−1/n =
1

lim
n→∞

a1/n
= 1

tem-se o resultado. Se a < 1, então
1

a
> 1 e a conclusão sai de

lim
r→0

ar = lim
r→0

1

(1/a)r = 1.

Finalmente, a continuidade sai de

ar − ar0 = ar0
(

ar−r0 − 1
) r→r0−→ 0.

Eis agora o resultado que nos permite prolongar por continuidade a
aplicação r ∈ Q → ar:

3.4.1. Proposição. A aplicação r ∈ Q → ar (a > 0) admite limite finito
em todo o ponto x ∈ Q = R

Demonstração. Seja x ∈ R e fixemos racionais s0, s1 tais que s1 < x <
s0. Tem-se então para todo o par de racionais r, s tais que s1 < r, s < s0

|ar − as| =
∣

∣as
(

ar−s − 1
)
∣

∣ < M
∣

∣

(

ar−s − 1
)
∣

∣

em que M = max{as0 , as1}. Por outro lado sai do lema precedente que,
dado δ > 0 existe um ε > 0, tal que

r, s ∈ Q, | r − s |< ε =⇒
∣

∣ar−s − 1
∣

∣ < δ/M

e logo

r, s ∈ Q, r, s ∈ Vε/2(x) =⇒ |ar − as| < M
∣

∣

(

ar−s − 1
)∣

∣ < δ.

O critério de Cauchy 3.1.7. estabelece a conclusão.
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Se x = p/q ∈ Q, a continuidade de ar, r ∈ Q, implica lim
r→p/q
r∈Q

ar = ap/q.

Portanto, é natural definir ax (x ∈ R) como o limite

ax = lim
r→x
r∈Q

ar.

A aplicação x ∈ R → ax diz-se a função exponencial de base a (a > 0).

3.4.2. Teorema. A função exponencial x ∈ R → ax (a > 0) é cont́ınua e
satisfaz as propriedades:

(P )



































1. ax > 0 ∀x ∈ R;

2. ax+y = ax. ay, (ax)y = axy ∀x, y ∈ R;

3. se a > 1, x ∈ R → ax é estritamente crescente;
se a < 1, x ∈ R → ax é estritamente decrescente;
se a = 1, ax = 1x = 1 ∀x ∈ R.

Demonstração. A demonstração de (P ) é simples consequência das
propriedades algébricas dos limites e das propriedades (PQ). A t́ıtulo de
exemplo vejamos que ax, a > 1, é estritamente crescente. Sejam x, y ∈ R,
x < y e fixem-se racionais r1, r2 tais que x < r1 < r2 < y. Tomando as
sucessões rn ∈ Q → x e sn ∈ Q → y tem-se (a partir de certa ordem n0)
rn < r1 < r2 < sn e logo

ax = lim arn ≤ ar1 < ar2 ≤ lim asn = ay.

Finalmente, a continuidade de x ∈ R → ax sai do mesmo argumento que
o utilizado no lema anterior para mostrar a continuidade da exponencial
racional.

No que se segue faremos o estudo da função exponencial fixando uma
determinada base, a saber, o número

e = lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

,

número de Neper, já nosso conhecido: e = 2.718 281 828 459 045 . . .. No
final deduz-se facilmente o comportamento da exponencial x ∈ R → ax,
∀a > 0. Veremos mais tarde a razão da eleição do número e para base da
função exponencial. Mostremos entretanto

3.4.3. Proposição. Tem-se

lim
x→+∞

(

1 +
1

x

)x

= lim
x→−∞

(

1 +
1

x

)x

= e.
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Demonstração. Vejamos primeiro o limite em +∞. Seja x > 1 e
designemos por I(x) o maior inteiro ≤ x. Tem-se I(x) ≤ x < I(x) + 1
e logo

1 +
1

I(x)
≥ 1 +

1

x
> 1 +

1

I(x) + 1

o que implica, pela monotonia da exponencial de base maior que 1

(

1 +
1

I(x)

)1+I(x)

>

(

1 +
1

x

)x

>

(

1 +
1

I(x) + 1

)I(x)

.

Pondo n = I(x), vem então

lim
x→+∞

(

1 +
1

I(x)

)1+I(x)

= lim
n→+∞

(

1 +
1

n

)n+1

=

= lim

(

1 +
1

n

)n

. lim

(

1 +
1

n

)

= e.

Analogamente, fazendo n = I(x) + 1 :

lim
x→+∞

(

1 +
1

I(x) + 1

)I(x)

= lim
n→+∞

(

1 +
1

n

)n−1

=

= lim

(

1 +
1

n

)n /

lim

(

1 +
1

n

)

= e.

Finalmente, para obter o resultado com x → −∞, faça-se x1 = −(1 + x);
tem-se então

lim
x→−∞

(

1 +
1

x

)x

= lim
x1→+∞

(

x1

x1 + 1

)−1−x1

=

= lim
x1→+∞

[(

1 +
1

x1

)x1

.

(

1 +
1

x1

)]

= e.

3.4.4. Proposição. Tem-se

lim
x→+∞

ex

x
= +∞ e lim

x→−∞
x ex = 0.

Demonstração. Pondo e = 1 + h (h > 0), resulta do binómio de Newton,

en

n
=

(1 + h)n

n
>

1

n
+ h +

(n − 1)

2
h2
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pelo que lim
n→∞

en

n
= +∞. Fazendo n = I(x), tem-se n ≤ x < n + 1 e

portanto
ex

x
>

en

n + 1
=

1

e

en+1

n + 1

n→∞−−−−→ +∞

donde a conclusão. Resulta agora facimente que

lim
x→−∞

xex = lim
y→+∞

−ye−y = − lim
y→+∞

y

ey
= 0.

Corolário. Para todo o k ∈ R tem-se

lim
x→+∞

ex

xk
= +∞ e lim

x→−∞
| x |k ex = 0

Diz-se por isso que, “ ex é um infinito superior a todas as potências
de x”.

Demonstração. O limite em −∞ sai do primeiro fazendo a mudança
de variável já utilizada na proposição. Veja-se então o limite em +∞. Se
k ≤ 0 o resultado é trivial; para k > 0, observando que

ex

xk
=

(

ex/k

x

)k

sai da proposição

lim
x→+∞

ex/k

x
= lim

u→+∞

eu

ku
=

1

k
lim

u→+∞

eu

u
= +∞.

Em consequência do que foi dito, resulta que a aplicação x ∈ R → ex

é uma bijeção de R sobre R+ =]0, +∞[. A aplicação inversa chama-se
função logaritmo e representa-se por

log :]0, +∞[−→ R.

A função log x, sendo a inversa de ex, é portanto estritamente crescente
e cont́ınua (continuidade da função inversa). O conhecimento da função
exponencial permite-nos enunciar o seguinte conjunto de propriedades:

3.4.5. Teorema A função x ∈]0, +∞[→ log x satisfaz

1. log (ex) = x ∀x ∈ R; elog x = x ∀x ∈]0, +∞[;

2. log(x.y) = log x + log y; log

(

1

x

)

= − log x ∀x, y ∈]0, +∞[;

3. Para a > 0 (a ∈ R), ax = ex log a ∀x ∈ R;
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4. log (xy) = log
(

ey log x
)

= y log x ∀x > 0, ∀y ∈ R.

Demonstração. Escreva-se log x = y e note-se que

log x = y ⇐⇒ x = ey.

As propriedades válidas para a função exponencial permitem obter sem
dificuldade os resultados enunciados. Veja-se, por exemplo, 2. Tem-se,
com efeito

x.y = elog x.elog y = elog x+log y

e logo, log(x.y) = log x + log y. Enfim,

0 = log 1 = log(x.x−1) = log x + log x−1

e portanto, log x−1 = − log x.

-2 2 4 6

-4

-2

2

4

6

exp (x)

log x

Figura 3.12

3.4.6. Proposição. Para todo k > 0, tem-se

lim
x→+∞

log x

xk
= 0.

Isto é, “ log x é um infinito inferior a todas as potências de x”.

Tem-se ainda
lim
x→0

xk log x = 0 ∀k > 0.
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Demonstração. A demonstração sai facilmente do correspondente re-
sultado para a função exponencial (3.4.4. corolário); com efeito, fazendo
y = k log x = log xk tem-se

lim
x→+∞

log x

xk
=

1

k
lim

y→+∞

y

ey
= 0.

Finalmente,

lim
x→0

xk log x = lim
y→+∞

(

1

y

)k

log

(

1

y

)

= − lim
y→+∞

log y

yk
= 0.

Sublinhe-se uma vez mais que log x −→
x→+∞

+∞, mais lentamente do

que qualquer potência arbitrariamente pequena de x. Vejam-se as figuras
abaixo em que se comparam as funções log x e x0.2.

1 2 3 3.654

-3

-2

-1

1

Na vizinhança do ponto x = 3.65 log x

a função log “ultrapassa” a

função x0.2, dando a ideia

geométrica falsa de que o

crescimento do log é mais rápido.

Figura 3.13

320000 332105 350000

12.5

12.6

12.7

12.8

12.9

No entanto para grandes valores x
0.2

de x, (x = 332105 (!!)), x0.2 log x

torna-se enfim superior a log x.

Figura 3.14
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3.4.7. Proposição. Tem-se

lim
x→0

ex − 1

x
= 1 e lim

x→0

log(1 + x)

x
= 1.

Demonstração. De lim
x→+∞

(

1 +
1

x

)x

= e vem lim
x→0

(1 + x)1/x = e, e pela

continuidade da função log resulta

lim
x→0

log(1 + x)

x
= lim

x→0
log
[

(1 + x)1/x
]

= log e = 1.

Finalmente, de y = ex − 1 ⇐⇒ x = log(1 + y) sai

lim
x→0

ex − 1

x
= lim

y→0

y

log(1 + y)
= 1.

O estudo da exponencial de base a > 0, ax, reduz-se agora à exponen-
cial ex pela relação ax = ex log a.

-3 -2 -1 1 2 3
x

1

2

4

6

8

y

ax (a > 1)

ax (0 < a < 1)

Figura 3.15

Tem-se então:














lim
x→+∞

ax = lim
x→+∞

ex log a = +∞

lim
x→−∞

ax = lim
x→−∞

ex log a = 0

(a > 1)
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e






lim
x→+∞

ax = lim
x→+∞

ex log a = 0

lim
x→−∞

ax = lim
x→−∞

ex log a = +∞
(0 < a < 1)

Corolário. Para todo x ∈ R, se xn → x e un → +∞, então

lim
n→∞

(

1 +
xn

un

)un

= ex.

Demonstração. Com efeito,

log

[(

1 +
xn

un

)un

]

= un log

(

1 +
xn

un

)

=

= xn .

log

(

1 +
xn

un

)

xn

un

n→∞−−−−→ x.1 = x

dado que xn/un → 0 (cf. (3.4.7.)); pela continuidade de x → ex, sai
finalmente

lim
n→∞

(

1 +
xn

un

)un

= lim
n→∞

elog (1+xn/un)un

= ex.
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Exerćıcios

1. Sejam X = Y ∪ Z subconjuntos de R e a ∈ Y ∩ Z. Dada f : X → R,
tomemos g = f|Y e h = f|Z. Mostre que, se lim

x→a
g(x) = L e

lim
x→a

h(x) = L então lim
x→a

f(x) = L.

2. Analise os limites quando x → +∞ e x → −∞ da função f : R → R,
dada por

f(x) = x +
x

2
sin x.

3. Para todo o real x represente-se por I(x) o maior inteiro ≤ x. Mostre
que se a e b são números positivos então

lim
x→0+

x

a
I

(

b

x

)

=
b

a
e lim

x→0+

b

x
I
(x

a

)

= 0.

Prove também que

lim
x→0−

x

a
I

(

b

x

)

=
b

a
e lim

x→0−

b

x
I
(x

a

)

= +∞.

4. Seja f : R → R, dada por f(x) = x + ax sin x (a ∈ R). Mostre que se
| a |< 1 então lim

x→±∞
f(x) = ±∞.

5. Discuta a existência de limite em a ∈ R da função f : R → R, dada
por

f(x) =

{

x3 se x ∈ Q
x se x ∈ R \ Q

6. Analise os seguintes limites:

a) lim
x→a

| x |
x

(a ∈ R); b) lim
x→0

√
1 + x −

√
1 − x

x
;

c) lim
x→+∞

√
x (

√
x + a −

√
x) ;

d) lim
x→+∞

(√

x2 +
√

x2 + x − x

)

;

e) lim
x→(π/2)−

(

√

1 + tgx −
√

tgx
)

.

7. Dê um exemplo de funções f : D → R e g : f(D) → R tais que exista
lim
x→a

f(x) = b, exista lim
x→a

(g ◦ f)(x) e não exista lim
y→b

g(y).
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8. Mostre que lim
x→a

f(x) = b (em R) sse para toda a sucessão xn → a,

existe uma subsucessão xαn
tal que f(xαn

) → b.

9. Mostre que a função f : R → R, dada por

f(x) =







x se x ∈ R \ Q

q se x = p/q, p, q ∈ Z, q > 0

com p/q fracção irredut́ıvel, é ilimitada em qualquer intervalo não
degenerado.

Sug. Reveja o exemplo 5. (3.2.7.).

10. Calcule os limites superior e inferior das seguintes funções nos pontos
indicados

a) | sin x | no ponto +∞;

b) tg
1

x2
no ponto 0;

c)
1

x
− I

(

1

x

)

no ponto 0;

d) f(x) =







0 se x ∈ Q

I(x) − x se x ∈ R \ Q
num ponto a ∈ R.

11. Seja f : [x0, +∞[→ R uma função limitada em cada conjunto limitado
do seu domı́nio. Mostre que

a)

lim
x→+∞

[f(x + 1) − f(x)] = a ∈ R =⇒ lim
x→+∞

f(x)

x
= a.

b) Mais geralmente, se existe limite em R

lim
x→+∞

f(x + 1) − f(x)

xn
(n = 0, 1, 2, . . .),

mostre que

lim
x→+∞

f(x + 1) − f(x)

xn
= lim

x→+∞

f(x)

xn+1
.

12. Seja P : R → R um polinómio não constante. Dado b ∈ R, suponha
que existe uma sucessão (xn) tal que P (xn) → b. Mostre que (xn) é
uma sucessão limitada. Prove, em particular, que se existe (xn) tal
que P (xn) → 0, então P admite pelo menos uma raiz real.
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13. Demonstre que não existe uma função racional R(x) =
P (x)

Q(x)
, P e

Q polinómios de coeficientes inteiros, que satisfaça a seguinte pro-
priedade: para todo o racional r ∈ Q existe um inteiro k ∈ Z tal que
R(k) = r.

14. Determine os pontos de continuidade e descontinuidade (indicando as
descontinuidades de primeira e segunda espécie) das funções :

a) f :] − 1, 3] → R,

f(x) =







1
x2 − 1

se x ∈] − 1, 0]

I(x) + x se x ∈]0, 3]

b) f : R → R,

f(x) =







2x se x ∈ Q

x2 + 1 se x ∈ R \Q

15. Seja f : R → R uma função tal que

f(x + y) = f(x) + f(y) ∀x, y ∈ R.

a) Mostre que f(rx) = r.f(x), ∀r ∈ Q, ∀x ∈ R.

b) Suponha que f é limitada numa vizinhança de zero. Mostre que
f é cont́ınua em x = 0 e conclua que f é cont́ınua em R.

c) Prove que existe c ∈ R tal que f(x) = c.x, ∀x ∈ R.

16. Mostre que uma função f : R → R é cont́ınua se e só se a imagem
inversa de qualquer aberto de R é um aberto de R. Mostre também
que f é cont́ınua se e só se a imagem inversa de todo conjunto fechado
de R é um fechado. Conclua que o conjunto dos zeros de uma função
cont́ınua em R é um conjunto fechado.

17. Sejam f, g : [0, 1] → R funções cont́ınuas. Se f(1) = g(0), prove a
continuidade da função h : [0, 1] → R, definida por

h(x) =







f(2x) se 0 ≤ x ≤ 1/2

g(2x − 1) se 1/2 ≤ x ≤ 1

18. Seja f : D → R uma função cont́ınua em D e sejam a, b ∈ R com
a < b. Mostre que a função

h : D → R, h(x) =







f(x) se a ≤ f(x) ≤ b
a se f(x) < a
b se f(x) > b

é cont́ınua em D.



126 3. Limite e Continuidade

19. Seja P : R → R um polinómio, P (x) = a0 + a1x + · · · + anxn com
an > 0 e n par. Mostre que P tem um mı́nimo em R, isto é, existe
x0 ∈ R : P (x0) ≤ P (x), ∀x ∈ R. Se P (x0) < 0, mostre que P admite
pelo menos duas ráızes reais.

20. Seja f : [a, b] → R uma função cont́ınua (a < b). Prove que as funções
m(x) e M(x) dadas por

m(x) = min
[a,x]

f e M(x) = max
[a,x]

f

estão bem definidas e são cont́ınuas em [a, b].

21. Seja f : R → R uma função cont́ınua. Prove que são equivalentes as
seguintes condições:

a) lim
x→+∞

| f(x) |= lim
x→−∞

| f(x) |= +∞;

b) Se | xn |→ +∞, então | f(xn) |→ +∞;

c) Se K é compacto, então f−1(K) é compacto.

22. Mostre que a equação

sin3 x + cos3 x = 0

tem pelo menos uma ráız no intervalo ]0, π[.

23. Seja f : [a, b] → R (a < b) uma função definida no intervalo limitado
e fechado [a, b] e satisfazendo a seguinte propriedade:

para todo x1, x2 ∈ [a, b] e para todo o número C entre f(x1) e f(x2)
existe um ξ entre x1 e x2 tal que f(ξ) = C.

a) Dê um exemplo de uma função com tal propriedade mas que não
seja cont́ınua em [a, b].

b) Mostre que toda a função que satisfaz a propriedade indicada não
pode ter descontinuidades de primeira espécie.

24. Seja f : R → R uma função cont́ınua. Suponha que para todo o
aberto A ⊂ R, f(A) é aberto. Mostre que então f é injetiva (e logo
monótona).

25. Dê um exemplo de uma função injetiva, cont́ınua em x0 e tal que f−1

é descont́ınua em y0 = f(x0).

26. Seja f : [a, b] → R uma função cont́ınua no intervalo limitado e fechado
[a, b] ⊂ R e tal que f([a, b]) ⊂ [a, b].
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a) Mostre que f tem pelo menos um ponto fixo, isto é, existe pelo
menos um c ∈ [a, b] tal que f(c) = c.

b) Suponha agora que f é uma contração estrita:

∃K, 0 < K < 1 : |f(x) − f(y)| ≤ K|x − y|, ∀x, y ∈ [a, b].

Mostre que f admite um único ponto fixo, c. Mostre ainda que,
dado um qualquer x0 ∈ [a, b], a sucessão definida por recorrência,
xn = f(xn−1), n ≥ 1, converge para c.

27. Seja f : [a, b] → R (a < b) uma função tal que f([a, b]) ⊂ [a, b] e
satisfazendo a condição

| f(x) − f(y) |<| x − y |, ∀x, y ∈ [a, b], (x 6= y).

a) Mostre que a equação f(x) = x tem uma única solução θ.

b) Defina a sucessão xn por recorrência dando x0 e xn = f(xn−1),
com n ∈ N.
Mostre que | xn − θ | é decrescente e tem limite l.

c) Mostre que se pode extrair da sucessão (xn) uma subsucessão
convergente para θ + εl em que ε = +1 ou ε = −1.

d) Mostre que | f(θ + εl) − θ |= l
Conclua que l = 0 e logo xn → θ.

28. Dizemos que a função f : D → R é semi-cont́ınua superiormente no
ponto a ∈ D se ∀δ > 0, ∃ε > 0 tal que

x ∈ D, |x − a| < ε =⇒ f(x) < f(a) + δ.

A função f diz-se semi-cont́ınua superiormente em D se o for em todos
os pontos de D.

a) Defina função semi-cont́ınua inferiormente em a ∈ D e mostre que
f é cont́ınua em a ∈ D se e só se f é semi-cont́ınua superiormente
e inferiormente em a.

b) Mostre que f é semi-cont́ınua superiormente em a ∈ D se e
só se lim

x→a
f(x) = f(a). Enuncie e demonstre a correspondente

caracterização para as funções semi-cont́ınuas inferiormente.

29. Seja f :]a, b[→ R uma função cont́ınua num intervalo aberto ]a, b[⊂ R
e sejam l = lim

x→b
f(x), L = lim

x→b
f(x), L > l.

Demonstre que para todo C, l < C < L, a equação f(x) = C tem
infinitas ráızes em qualquer vizinhança de b.
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30. Seja f : R → R uma função arbitrária definida em R. Para cada
n ∈ N, represente por Cn o conjunto dos pontos a ∈ R com a seguinte
propriedade: existe um intervalo aberto I contendo a e tal que

x, y ∈ I =⇒ |f(x) − f(y)| < 1/n.

a) Prove que cada Cn é um conjunto aberto.

b) Mostre que f é cont́ınua em a se e só se a ∈
⋂

n∈N

Cn. Conclua

que o conjunto dos pontos de continuidade de qualquer função
f : R → R é uma interseção numerável de abertos. Conclua
finalmente que não existe uma função f : R → R, cont́ınua nos
racionais e descont́ınua nos irracionais. (cf. exerc. 47, Cap.2.).

31. Considere as sucessões xn =
√

π/2 + 2nπ e yn =
√

2nπ

a) Mostre que xn − yn → 0 (n → ∞).

b) Mostre que a função ϕ : R → R, ϕ(x) = sin(x2) não é
uniformemente cont́ınua.

32. Seja g : R →] − 1, 1[ o inverso do homeomorfismo f(x) =
x

1 − |x| ,
x ∈]−1, 1[ . Mostre que g é uniformemente cont́ınua mas g−1 = f não
o é.

33. Seja D ⊂ R um conjunto não fechado. Dê um exemplo de uma função
cont́ınua, f : D → R, que não se estenda cont́ınuamente a D.

34. Seja f : D → R uma função uniformemente cont́ınua. Mostre que
existe uma única função cont́ınua ϕ : D → R extensão de f , isto é, tal
que ϕ|D = f .

35. Mostre que a função f : [0, +∞[→ [0, +∞[, dada por n

√
x, não é

lipschitziana num intervalo da forma [0, a], (a > 0), embora seja áı
uniformemente cont́ınua.
Mostre ainda que f é lipschitziana no intervalo [a, +∞[. Conclua que
f é uniformemente cont́ınua em [0, +∞[.

36. Mostre que toda a função cont́ınua, monótona e limitada, definida num
intervalo I ⊂ R, é uniformemente cont́ınua.

37. Seja f : [a, +∞[→ R cont́ınua e tal que existe e é finito lim
x→+∞

f(x).

Mostre que f é uniformemente cont́ınua.

38. Dê um exemplo de uma função limitada e cont́ınua num intervalo e
que não seja uniformemente cont́ınua.

39. Seja f : R → R uniformemente cont́ınua. Mostre que existem
constantes a, b ≥ 0 tais que

|f(x)| ≤ a |x| + b, ∀x ∈ R.



4. Introdução ao Cálculo Diferencial 129

4
Introdu�~ao aoC�alulo Diferenial

4.1 Deriva�~ao de fun�~oes reais. De�ni�~oes e exemplos.
Seja f : D → R uma função real de variável real e a ∈ D um ponto de

acumulação de D.

4.1.1. Definição. Diz-se que f é derivável ou diferenciável em a se

existe (e é finito) o limite: lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
(*). Tal limite (quando existe)

diz-se a derivada de f no ponto a e representa-se por

f ′(a) = lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
= lim

h→0

f(a + h) − f(a)

h
.

A derivada de f em a pode ainda representar-se por Df(a) ou ainda por
df

dx
(a).

Newton e Leibnitz introduzem a noção matemática de derivada com o
objectivo de dar uma definição rigorosa (anaĺıtica) da noção de velocidade.
Todavia, foi Fermat um dos primeiros matemáticos a definir o conceito

(*) Repare-se que o limite em a ∈ D é o limite por valores diferentes; com efeito, o

domı́nio da razão incremental,
f(x)−f(a)

x−a
, é precisamente D \ {a}.
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de derivada ao interessar-se em determinar o máximo e o mı́nimo de uma
função y = f(x). Geometricamente, a interpretação do conceito de derivada
é bastante clara e permite em particular definir rigorosamente tangente a
uma curva (que seja gráfico de uma função y = f(x)). Intuitivamente,
(cf. Fig. 4.1), a tangente no ponto A = (a, f(a)), é obtida como o “limite
geométrico” da secante AX quando o ponto X = (x, f(x)) se “aproxima” de
A, isto é, quando x → a; como a secante AX é determinada pelo ponto A e

pelo seu declive,
f(x) − f(a)

x − a
, tal limite geométrico existirá se e só se existir

o limite lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
. Assim, a tangente Taf no ponto A = (a, f(a))

está definida se e só se f admite derivada em a; Taf é então definida pelo
ponto A e pelo coeficiente angular f ′(a), e a sua equação vem dada por:

y = f(a) + f ′(a)(x − a).

A=(a, f(a)) 

 X=(x, f(x)) 

a x 

f(x) 

f(a) 

T 

 O 
x 

y 

f 

a f 

Figura 4.1

Derivadas laterais.

Retomemos a nossa função f : D → R e seja a ∈ D um ponto de
acumulação de D−

a = {x ∈ D : x < a}.
Diz-se que f é derivável (ou diferenciável) à esquerda em a se existe
e é finito o limite

lim
x→a−

f(x) − f(a)

x − a
= lim

h→0−

f(a + h) − f(a)

h
= f ′

e(a).

Seja agora a ∈ D um ponto de acumulação de D+
a = {x ∈ D : x > a}.

Diz-se que f é derivável (ou diferenciável) à direita em a se existe e
é finito o limite

lim
x→a+

f(x) − f(a)

x − a
= lim

h→0+

f(a + h) − f(a)

h
= f ′

d(a).
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Resulta imediatamente das definições que, se a é ponto de acumulação
de D+

a e D−
a , f é derivável em a se e só se f é derivável à esquerda e

à direita em a e f ′
e(a) = f ′

d(a). À semelhança do que se disse com a
noção de derivada, função derivável à esquerda em a implica a existência
de tangente à esquerda ao gráfico de f no ponto A = (a, f(a));
analogamente, função derivável à direita em a implica a existência de
tangente à direita ao gráfico de f no ponto A.

 T T 
e d 

a 

f 

Do mesmo modo que uma
função f pode não ter deri-
vada num ponto a, embora
admita as derivadas laterais,
assim a curva, gráfico de f ,
pode não ter tangente no pon-
to A e admitir as tangentes à
esquerda e à direita em A.

Figura 4.2

Extensão a R: derivadas infinitas.

Diz-se que a derivada de f em a é +∞ (resp. −∞) se

lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
= +∞ (resp. −∞).

Do mesmo modo se definem as derivadas infinitas à esquerda e à direita
de a. Geometricamente, se f tem derivada infinita em a, o gráfico da
função admite tangente em (a, f(a)), paralela ao eixo dos yy, e a mesma
interpretação é dada para as derivadas laterais. As figuras abaixo exibem
exemplos de derivadas infinitas (+∞ e −∞ respetivamente): a derivada em
a é +∞ (resp. −∞) sendo a tangente, paralela ao eixo dos yy, aproximada
por secantes com declive positivo (resp. com declive negativo).

a a 

f ′(a) = +∞ f ′(a) = −∞

Figura 4.3 (a) Figura 4.3 (b)
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Na figura em baixo, o gráfico de f não admite tangente em (a, f(a)): a
tangente à esquerda corresponde a f ′

e(a) = +∞ enquanto a tangente à
direita corresponde a f ′

d(a) = −∞. Contudo, geometricamente, as duas
tangentes sobrepõem-se.

a 

f ′

e(a) = +∞ f ′

d
(a) = −∞

Te ≡ Td

Figura 4.4

4.1.2. Definição. Diz-se que a função f : D → R é derivável (ou
diferenciável) em D se for derivável em todo o ponto de D (*) e à nova
função f ′ : D → R, x → f ′(x), chama-se derivada de f ; representa-se

também por Df ou
df

dx
.

4.1.3. Proposição. Se f : D → R é uma função derivável em a ∈ D,
então é cont́ınua nesse ponto.

Demonstração. Com efeito, para x ∈ D, (x 6= a) tem-se

f(x) − f(a) =
f(x) − f(a)

x − a
. (x − a)

e logo lim
x→a

[f(x) − f(a)] = f ′(a).0 = 0 o que mostra a continuidade de f
em a.

Observação importante. A existência de derivada infinita, f ′(a) = +∞
ou f ′(a) = −∞, não garante a continuidade de f em a. Por exemplo,
a função f(x) = Sgn(x) (cf.(1.4.1.)), descont́ınua em 0, tem derivada
f ′(0) = +∞.

(*) Se a ∈ D for somente ponto de acumulação de D+
a ou D−

a , apenas se exige que a

função tenha áı a derivada lateral finita correspondente.
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4.1.4. Teorema. Sejam f, g : D → R funções deriváveis em a ∈ D; então

f + g é derivável em a e

(f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a);

f.g é derivável em a e

(f.g)′(a) = f(a)g′(a) + f ′(a)g(a);

em particular, fn é derivável em a e tem-se

(fn)′(a) = nfn−1(a)f ′(a), n ∈ N;

se g(a) 6= 0, f/g é ainda derivável em a e

(
f

g

)′

(a) =
f ′(a)g(a) − f(a)g′(a)

g2(a)
.

Demonstração. Demonstremos apenas a derivação do produto, deixando
a cargo do leitor a demonstração das outras aĺıneas. Observemos que

f(x)g(x) − f(a)g(a)

x − a
= g(x)

f(x) − f(a)

x − a
+ f(a)

g(x) − g(a)

x − a
.

Como g é derivável em a, é áı cont́ınua; passando ao limite x → a, obtém-se
o resultado.

4.1.5. Exemplos.

1. A função linear f : R → R, f(x) = ax + b (a e b constantes reais) é
claramente derivável em todo o ponto x ∈ R: f ′(x) = a ∀x ∈ R; a
função derivada é a função constante, f ′ ≡ a.

2. Resulta imediatamente das regras da derivação atrás enunciadas que
a função f(x) = xn, (n ∈ N), admite derivada em todo o ponto x ∈ R
igual a nxn−1. Mais geralmente, o polinómio

P (x) = a0 + a1x + · · · + an−1x
n−1 + anxn

é derivável em R e a sua derivada é ainda um polinómio, agora de
grau n − 1:

P ′(x) = a1 + · · · + an−1(n − 1)xn−2 + annxn−1.
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3. A função sinx, definida em R, é derivável em todos os pontos; com
efeito, da relação trigonométrica

sin x − sina = 2 sin
x − a

2
cos

x + a

2

e de (3.1.9.(3.)), tira-se

lim
x→a

sin x − sin a

x − a
= lim

x→a

sin
x − a

2
x − a

2

. cos
x + a

2
= 1. cosa = cos a

e portanto, (sinx)′ = cosx.

4. Consideremos agora a função exponencial ex : R → R e um ponto
a ∈ R qualquer. Sai de (3.4.7.) que

lim
h→0

ea+h − ea

h
= lim

h→0

ea.eh − ea

h
= ea. lim

h→0

eh − 1

h
= ea.1 = ea

o que mostra que a função exponencial é derivável em todo o ponto
da reta e a sua derivada coincide com a própria função: (ex)

′
= ex.

5. De modo análogo se vê a diferenciabilidade da função log : R+ → R.
Com efeito, se a > 0, tem-se

log(a + h) − log a

h
=

log
a + h

a
h

=

log

(
1 +

h

a

)

h

e por (3.4.7.),

lim
h→0

log(a + h) − log a

h
= lim

h→0

1

a
.

log

(
1 +

h

a

)

h

a

=
1

a
.1 =

1

a
.

Assim, log x é derivável no seu domı́nio e a sua derivada: (log x)
′
=

1

x
.

6. Vimos anteriormente que função derivável num ponto é cont́ınua nesse
ponto. Reciprocamente, sublinhe-se que nem toda a função cont́ınua
é derivável. Assim, por exemplo, a função f(x) =| x |, claramente
cont́ınua em todo o ponto x ∈ R, não é derivável na origem, dado que

f ′
e(0) = lim

x→0−

| x | −0

x − 0
= −1, f ′

d(0) = lim
x→0+

| x | −0

x − 0
= 1.
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Poder-se-á mesmo ter uma função cont́ınua que nem tão pouco
derivadas laterais possua num determinado ponto; é o caso da função,
já nossa conhecida,

f(x) =





x sin
1

x
se x 6= 0

0 se x = 0

em que, por exemplo, lim
x→0+

x sin
1

x
− 0

x − 0
= lim

x→0+
sin

1

x
, não existe.

O resultado seguinte dá uma caracterização (condição necessária e
suficiente) de diferenciabilidade de uma função num ponto.

4.1.6. Proposição. Seja f : D → R uma função real e a ∈ D um ponto
de acumulação do domı́nio. Então f é derivável em a se e só se existe
l ∈ R tal que

f(x) = f(a) + l(x − a) + θ(x), (x ∈ D),

em que θ é uma função que satisfaz: lim
x→a

θ(x)

x − a
= 0. Sendo assim, l é

único e l = f ′(a).

Demonstração. Seja f(x) = f(a) + l(x − a) + θ(x), em que θ(x) satisfaz
a condição do enunciado; então,

f(x) − f(a)

x − a
= l +

θ(x)

x − a

e logo

lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
= l + lim

x→a

θ(x)

x − a
= l.

Portanto f é derivável em a e f ′(a) = l.

Reciprocamente, seja f derivável em a e faça-se θ(x) = f(x) − f(a) −
f ′(a)(x − a). Resulta então que

lim
x→a

θ(x)

x − a
= lim

x→a

[
f(x) − f(a)

x − a
− f ′(a)

]
= 0

o que conclui a demonstração.

Observação. A relação lim
x→a

θ(x)

x − a
= 0 exprime-se dizendo que θ(x) é

um infinitésimo de ordem superior a x − a e escreve-se θ(x) = o(x − a)
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(esta notação, devida a Landau, será mais tarde desenvolvida). Observe-

-se ainda que, escrevendo
θ(x)

x − a
= α(x), se tem θ(x) = (x − a)α(x) com

lim
x→a

α(x) = 0. Assim, f é derivável em a se e só se

f(x) = f(a) + l(x − a) + o(x − a)

ou ainda, f é derivável em a se e só se

f(x) = f(a) + l(x − a) + (x − a)α(x), α(x)
x→a−−−−→ 0.

Note-se enfim que a anterior caracterização se estende naturalmente às
derivadas laterais.

4.1.7. Proposição (Derivação da função composta). Consideremos
as funções f : D → R e ϕ : E → R, tais que ϕ(E) ⊂ D. Se ϕ é
diferenciável em t0 ∈ E e f é diferenciável em x0 = ϕ(t0) ∈ D, então
f ◦ ϕ : E → R é diferenciável em t0 e tem-se

(f ◦ ϕ)
′
(t0) = f ′(x0)ϕ

′(t0) = f ′(ϕ(t0))ϕ
′(t0).

Demonstração. Sendo f diferenciável em x0, tem-se pela anterior
proposição

f(x) − f(x0) = (x − x0)f
′(x0) + (x − x0)α(x), (α(x)

x→x0−−−−→ 0).

Fazendo x = ϕ(t) e x0 = ϕ(t0), obtém-se

f(ϕ(t)) − f(ϕ(t0)) = (ϕ(t) − ϕ(t0))f
′(ϕ(t0)) + (ϕ(t) − ϕ(t0))α(ϕ(t))

e portanto

f(ϕ(t)) − f(ϕ(t0))

t − t0
=

ϕ(t) − ϕ(t0)

t − t0
(f ′(ϕ(t0)) + α(ϕ(t))) .

Como ϕ é cont́ınua em t0, resulta que x = ϕ(t) → ϕ(t0) = x0 (t → t0) e
logo α(ϕ(t)) → 0 (t → t0). Então

lim
t→t0

f(ϕ(t)) − f(ϕ(t0))

t − t0
=

= lim
t→t0

(ϕ(t) − ϕ(t0))

t − t0
. lim
t→t0

(f ′(ϕ(t0)) + α(ϕ(t))) =

= ϕ′(t0).f
′(ϕ(t0))

o que mostra o resultado.
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4.1.8. Exemplos.

1. A função cosx = sin
(
x +

π

2

)
, sendo composição da função sin x e da

função x +
π

2
, é diferenciável em todos os pontos e a sua derivada

(cosx)′ = sin
(
x +

π

2

)′

= cos
(
x +

π

2

)
.1 = − sin x.

A derivabilidade da função tan :]−π/2, π/2[→ R sai agora trivialmente
das regras de derivação:

(tanx)′ =

(
sin x

cosx

)′

=
cos2x + sin2x

cos2x
= sec2x.

2. Se ϕ : D → R é uma função diferenciável, a função composta,
eϕ : D → R é ainda diferenciável; com efeito, x → ex é derivável em
todos os pontos tendo como derivada a própria função exponencial,
pelo que

(eϕ)′ (t) = eϕ(t)ϕ′(t), (t ∈ D).

3. Do mesmo modo, se ϕ : D → R é uma função diferenciável tal que
ϕ(t) > 0, ∀t ∈ D, a composta log ϕ : D → R é diferenciável e a sua
derivada

(log ϕ)
′
(t) =

ϕ′(t)

ϕ(t)
, (t ∈ D).

4. Tomemos de novo ϕ : D → R, função diferenciável tal que ϕ(t) > 0,
∀t ∈ D, e para α ∈ R considere-se a função ϕα = eα log ϕ; trata-se de
uma dupla composição:

t −→ ϕ(t) −→ α log ϕ(t) −→ eα log ϕ(t).

Dos exemplos anteriores resulta agora que

(ϕα)
′
(t) =

(
eα log ϕ

)′
(t) = eα log ϕ(t).α

ϕ′(t)

ϕ(t)
= αϕα−1(t)ϕ′(t).

É de sublinhar o caso particular α = 1/n, n ∈ N, isto é,

( n
√

ϕ)
′
(t) =

ϕ′(t)

n n
√

ϕn−1(t)
.
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5. Tomemos enfim a exponencial de base a > 0, ax = ex log a. Pelo que se
disse, é claramente uma função diferenciável e a sua derivada

(ax)
′
=

(
ex log a

)′
= ex log a. log a = ax. log a,

o que mostra que a única função exponencial (de base a) que admite
derivada igual a si própria é a exponencial de base e. Tal é a razão da
escolha de ex como função exponencial privilegiada.

4.1.9. Proposição (Derivação da função inversa). Seja f uma
função diferenciável e injetiva definida num intervalo I ⊂ R. Seja x0 ∈ I
tal que f ′(x0) 6= 0; então f−1 é diferenciável em y0 = f(x0) e

(
f−1

)′
(y0) =

1

f ′(x0)
.

Demonstração. Faça-se y = f(x) e note-se que y 6= y0 =⇒ f−1(y) 6=
f−1(y0) = x0 (f é injetiva). Pode então escrever-se

f−1(y) − f−1(y0)

y − y0
=

1
y − y0

f−1(y) − f−1(y0)

=
1

f
[
f−1(y)

]
− f(x0)

f−1(y) − x0

.

Mas como f é diferenciável (e portanto cont́ınua) e está definida num
intervalo, f−1 é cont́ınua (continuidade da função inversa) e portanto
y → y0 =⇒ f−1(y) → x0; a conclusão sai agora do conhecido resultado
sobre limites:

lim
y→y0

f−1(y) − f−1(y0)

y − y0
= lim

y→y0

1

f
[
f−1(y)

]
− f(x0)

f−1(y) − x0

=
1

f ′(x0)
.

Observações. 1. A anterior proposição é ainda válida para funções f
definidas em domı́nios gerais (não necessariamente intervalos). Bastará
para isso (apercebe-se da demonstração) acrescentar a hipótese de con-
tinuidade da função inversa f−1, em y0 = f(x0).

2. Note-se que a hipótese f ′(x0) 6= 0 é fundamental. Caso contrário
o resultado não é necessariamente verdadeiro. Tome-se, por exemplo, a
função bijetiva: f : R → R, dada por f(x) = x3; a função inversa, 3

√
x não

é derivável na origem:
(

3
√

x
)′
x=0

= +∞. (cf. Fig.4.5).
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Figura 4.5

4.1.10. Derivação de funções monótonas. Pontos cŕıticos. Ex-
tremos locais.

Seja f : D → R uma função monótona crescente, isto é,

x, y ∈ D, x < y =⇒ f(x) ≤ f(y).

Se f é derivável em a ∈ D, porque
f(x) − f(a)

x − a
≥ 0, resulta obviamente

f ′(a) = lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
≥ 0.

Do mesmo modo, se f é monótona decrescente e derivável em a ∈ D, a sua
derivada f ′(a) ≤ 0. Assim,

f monótona crescente e derivável =⇒ f ′(x) ≥ 0;

f monótona decrescente e derivável =⇒ f ′(x) ≤ 0.

Observe-se contudo que, função estritamente monótona e derivável não
tem necessariamente derivada > 0 (ou < 0); basta ter presente o exemplo
f(x) = x3, função estritamente crescente mas com derivada nula na origem.
Veremos adiante que, reciprocamente, função derivável num intervalo
com derivada positiva (ou negativa) em todos os pontos é monótona.
Entretanto, analisemos o que se passa na vizinhança de um ponto em que
a derivada lateral nesse ponto é positiva ou negativa.
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4.1.11. Proposição. Seja f : D → R e a ∈ D um ponto de acumulação.
Então

1. se f ′
d(a) > 0, existe ε > 0 tal que f(x) > f(a)

∀x ∈]a, a + ε[∩D;

2. se f ′
d(a) < 0, existe ε > 0 tal que f(x) < f(a)

∀x ∈]a, a + ε[∩D;

3. se f ′
e(a) > 0, existe ε > 0 tal que f(x) < f(a)

∀x ∈]a − ε, a[∩D;

4. se f ′
e(a) < 0, existe ε > 0 tal que f(x) > f(a)

∀x ∈]a − ε, a[∩D.

Observação. Note-se que f ′
d(a) e f ′

e(a) representam as derivadas laterais
de f , finitas ou infinitas.

Demonstração. Veja-se a demonstração de 1. (a demonstração dos
restantes pontos é perfeitamente análoga). Dado que

f ′
d(a) = lim

x→a+

f(x) − f(a)

x − a
> 0

resulta de 3.1.2. que existe ε > 0 tal que

f(x) − f(a)

x − a
> 0 ∀x ∈]a, a + ε[∩D;

como x − a > 0, a conclusão é agora imediata.

Obervação. Note-se que f ′
d(a) > 0 não implica que f seja crescente

nalguma vizinhança, ]a, a + ε[. Considere-se, com efeito, a função (cf. Fig.
4.6)

f(x) =





x2 sin

(
1

x

)
+

x

2
, x 6= 0

0 x = 0

Tem-se f ′(0) = f ′
d(0) = 1/2 e portanto, a proposição anterior garante

que existe ε > 0 : 0 < x < ε ⇒ f(x) > f(0) = 0. No entanto, dado

que f ′(x) = 2x sin

(
1

x

)
− cos

(
1

x

)
+

1

2
, existem pontos arbitrariamente

perto de 0,

(
xn =

1

2nπ
, xm =

1

2mπ + π/2

)
, que fazem f ′(xn) = −1

2
< 0
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e f ′(xm) > 0 e logo, de acordo com o que se disse no ińıcio desta secção, f
não será crescente nem decrescente em nenhum intervalo ]0, ε[.
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Figura 4.6

Em particular, se a é de acumulação de D+
a e D−

a e f ′(a) > 0, como
f ′(a) = f ′

d(a) = f ′
e(a), a proposição apenas nos garante que existe ε > 0

tal que
a − ε < x < a < y < a + ε =⇒ f(x) < f(a) < f(y)

sem que f seja necessariamente crescente em ]a − ε, a[ ou ]a, a + ε[.

Da mesma maneira, se f ′(a) < 0, existe ε > 0 tal que

a − ε < x < a < y < a + ε =⇒ f(x) > f(a) > f(y)

sem que f seja necessariamente decrescente em ]a − ε, a[ ou ]a, a + ε[.

As precedentes considerações vão-nos ser de grande utilidade na busca
de máximos e mı́nimos locais de funções diferenciáveis. Comecemos por
introduzir estas noções.
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4.1.12. Definição. Seja f : D → R e a ∈ D. Diz-se que f
tem em a um máximo local (ou relativo) se existe ε > 0 tal que
f(x) ≤ f(a) ∀x ∈ Vε(a) ∩ D.

Do mesmo modo, diz-se que f tem em a um mı́nimo local (ou relativo)
se existe ε > 0 tal que f(a) ≤ f(x) ∀x ∈ Vε(a) ∩ D.

Máximo ou mı́nimo local diz-se extremo local (ou relativo).

Consequência imediata da proposição 4.1.11. é o seguinte resultado:

4.1.13. Proposição. Seja f : D → R uma função com derivada em
a ∈ D, ponto de acumulação de D+

a e D−
a . Se f tem em a um extremo

local, então
f ′(a) = 0,

isto é, f tem um ponto cŕıtico em a.

Maximo local e 
ponto critico 

Ponto critico 

Minimo local e 
ponto critico 

Minimo local 

Figura 4.7

Observação. A proposição estabelece uma condição necessária de
extremo local para uma função diferenciável. Sublinhe-se uma vez mais a
hipótese de a ∈ D ser de acumulação de D+

a e D−
a ; se apenas uma derivada

lateral estiver definida, o ponto a não será necessariamente cŕıtico, mesmo
que a seja extremo local (cf. Fig. 4.7).

Reciprocamente, a pode ser um ponto cŕıtico (f ′(a) = 0) e não ser extremo
local; é o caso do ponto assinalado na Fig. 4.7, ou ainda o ponto x = 0
para a função

f(x) =





x2 sin

(
1

x

)
, x 6= 0

0 x = 0
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Tem-se f ′(0) = 0, mas claramente f não tem máximo nem mı́nimo locais
em x = 0 (cf. Fig. 4.8).

-0.1 -0.05 0.05 0.1
x

-0.01

-0.005

0.005

0.01

y

Figura 4.8

A determinação dos extremos de uma função diferenciável (condições
suficientes de extremo) será analisada mais adiante.4.2. Teoremas globais do �alulo diferenial.

Tal como acontecera com a continuidade, o facto de o domı́nio de
funções diferenciáveis ser um intervalo vai ser determinante na obtenção
de novos resultados fundamentais. Eis os teoremas:

4.2.1. Teorema de Rolle. Seja f : [a, b] → R uma função cont́ınua no
intervalo limitado e fechado [a, b] e com derivada (finita ou infinita) em
todos os pontos do seu interior, ]a, b[. Se f(a) = f(b), então existe pelo
menos um ponto cŕıtico ξ ∈]a, b[, isto é, f ′(ξ) = 0.

Demonstração. Sendo f cont́ınua no compacto [a, b], f tem máximo e
mı́nimo absolutos, e logo relativos (teorema de Weierstrass). Se o máximo e
mı́nimo são atingidos nos extremos do intervalo, como f(a) = f(b), ter-se-á
f ≡ constante e portanto qualquer c ∈]a, b[ satisfaz f ′(c) = 0.

Caso contrário, o máximo ou mı́nimo é atingido num ponto interior ξ ∈]a, b[
e logo, por 4.1.13., f ′(ξ) = 0.
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f(a)=f(b) 

b a ξ 

f 

Figura 4.9

Seja f : D → R uma função diferenciável em D, o que nos permite
definir a função f ′ : D → R, x → f ′(x). A função f diz-se de classe C1

em D se f ′ é cont́ınua em D e escreve-se f ∈ C1(D) ou apenas f ∈ C1.
Nem todas as funções diferenciáveis são de classe C1; por exemplo, a função

f(x) =





x2 sin

(
1

x

)
se x 6= 0

0 se x = 0

admite derivada finita em todos os pontos,

f ′(x) =





2x sin

(
1

x

)
− cos

(
1

x

)
se x 6= 0

0 se x = 0

mas f ′ é descont́ınua na origem: lim
x→0

2x sin

(
1

x

)
− cos

(
1

x

)
não existe.

Consideremos agora uma função f ∈ C1 ([a, b]); sendo f ′ cont́ınua
no intervalo [a, b], o teorema de Bolzano garante que f ′(x) toma todos os
valores entre f ′(a) e f ′(b). Contudo, não sendo f ′ cont́ınua em [a, b], tal
conclusão (que à priori não estaria garantida) continua a ser válida: é o
que exprime o notável teorema de Darboux.

4.2.2. Teorema (Darboux). Seja f : [a, b] → R uma função cont́ınua
com derivada (finita ou infinita) no intervalo limitado e fechado [a, b].
Então f ′(x) assume todos os valores entre f ′(a) e f ′(b).

Demonstração. Seja y0 um real entre f ′(a) e f ′(b) (elementos de R) e
admita-se, por exemplo, que f ′(a) < y0 < f ′(b). Mostremos que existe
c ∈]a, b[ tal que f ′(c) = y0.
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Para isso, considere-se a função g(x) = f(x) − y0x; sendo uma função
cont́ınua, g admite um mı́nimo em c ∈ [a, b] (teorema de Weierstrass). Por
outro lado, g′(x) = f ′(x) − y0 e logo

g′(a) = g′d(a) = f ′(a) − y0 < 0,

g′(b) = g′e(b) = f ′(b) − y0 > 0.

Pela prop. 4.1.11., existe ε > 0 tal que

g(x) < g(a) ∀x ∈]a, a + ε[,

g(x) < g(b) ∀x ∈]b − ε, b[.

Assim, o ponto de mı́nimo c, não sendo nem a nem b, terá de ser um ponto
interior, c ∈]a, b[ e áı, g′(c) = 0 (4.1.13.).

4.2.3. Teorema do Valor Médio de Lagrange.(∗) Seja f : [a, b] → R
uma função cont́ınua no intervalo limitado e fechado [a, b] e com derivada
(finita ou infinita) no interior ]a, b[. Então, existe pelo menos um ponto
c ∈]a, b[ tal que

f(b) − f(a) = (b − a)f ′(c).

a  c b 

f(a) 

f(b) 

A 

B 

f 

ξ 

Figura 4.10

A interpretação geométrica do teorema é simples: em pelo menos um
ponto interior ao intervalo, a tangente ao gráfico de f deverá ser paralela
à corda que liga os pontos A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)).

Demonstração. Considere-se a função

ϕ(x) = f(x) − f(b) − f(a)

b − a
x.

(∗) O teorema de Lagrange também é designado por teorema dos acréscimos finitos.
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Tal como f , a função ϕ é cont́ınua em [a, b] e tem derivada em ]a, b[. Além
disso, tem-se

ϕ(b) =f(b) − f(b) − f(a)

b − a
[(b − a) + a] =

=f(a) − f(b) − f(a)

b − a
a = ϕ(a).

O teorema de Rolle garante então que existe c ∈]a, b[ tal que

ϕ′(c) = f ′(c) − f(b) − f(a)

b − a
= 0

o que conclui a demonstração.

Seja agora f : I → R uma função cont́ınua num intervalo I qualquer e
com derivada no seu interior, int(I); fixando a ∈ I, o teorema de Lagrange
permite-nos escrever:

∀x ∈ I, f(x) = f(a) + (x − a)f ′(c) para algum c entre a e x

ou seja,

f(x) = f(a) + (x − a)f ′(a + θ(x − a)) para algum θ entre 0 e 1;

basta aplicar o teorema de Lagrange ao intervalo [a, x] ou [x, a], conforme
a < x ou x < a; note-se que θ ∈]0, 1[ depende de a e x. De modo
equivalente, pode ainda escrever-se, ∀h ∈ R tal que a + h ∈ I,

f(a + h) = f(a) + hf ′(a + θh) para algum θ entre 0 e 1.

O teorema de Lagrange é rico em consequências. Vejamos algumas delas:

Corolário 1. Seja f : I → R uma função cont́ınua em I e com derivada
em int (I). Então

f ′(x) = 0 ∀x ∈ int (I) =⇒ f = Const.

Corolário 2. Seja f : I → R uma função cont́ınua em I e com derivada
em int (I). Então

f ′(x) ≥ 0 ∀x ∈ int (I) ⇐⇒ f é crescente;

f ′(x) ≤ 0 ∀x ∈ int (I) ⇐⇒ f é decrescente.
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Tem-se ainda

f ′(x) > 0 ∀x ∈ int (I) =⇒ f é estritamente crescente;

f ′(x) < 0 ∀x ∈ int (I) =⇒ f é estritamente decrescente.

Demonstração. Vimos já atrás que, se f é monótona crescente (resp. de-
crescente) e derivável então f ′(x) ≥ 0 (resp. f ′(x) ≤ 0). Reciprocamente,
se f está nas condições do enunciado, tomando x, y ∈ I, com x < y, tem-se

f(y) − f(x) = (y − x)f ′(c), (x < c < y).

Então, f ′(c) ≥ 0 =⇒ f(y)−f(x) ≥ 0 (resp. f ′(x) > 0 =⇒ f(y)−f(x) > 0)
ou seja, f é crescente (resp. estritamente crescente). Do mesmo modo se
conclui o caso decrescente.

observação. Note-se que para as duas últimas implicações, a rećıproca
é falsa; bastará recordar o exemplo, f : R → R, f(x) = x3, função
estritamente crescente em R mas com derivada nula na origem.

É de demonstração imediata o seguinte

Corolário 3. Seja f : I → R uma função cont́ınua em I e com derivada
em int (I). Se existe K > 0 tal que | f ′(x) |≤ K, ∀x ∈ int (I), então f é
K-lipschitziana:

| f(x) − f(y) |≤ K | x − y | ∀x, y ∈ I.

Corolário 4. Seja f : I → R uma função cont́ınua em I e c ∈ I um ponto
do intervalo. Se f tem derivada em I \ {c} e se existe lim

x→c+
f ′(x) = L

(finito ou infinito) então existe f ′
d(c) e tem-se f ′

d(c) = L.
Do mesmo modo para a derivada à esquerda. Em particular, se existe
lim
x→c

f ′(x) = L (finito ou infinito) então existe f ′(c) e tem-se f ′(c) = L.

Demonstração. Seja xn → c, c < xn, xn ∈ I; pelo teorema de Lagrange,
existe yn, c < yn < xn tal que

f(xn) − f(c)

xn − c
= f ′(yn).

Mas xn → c =⇒ yn → c e portanto f ′(yn) → L o que mostra que

f ′
d(c) = lim

n→∞

f(xn) − f(c)

xn − c
= lim

n→∞
f ′(yn) = L.
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4.2.4. Exemplos.

1. Tomemos a função sin :
[
−π

2
,
π

2

]
−→ R. Como (sin x)

′
= cosx > 0

∀x ∈]−π/2, π/2[, resulta que sinx é estritamente crescente e portanto
invert́ıvel; a função inversa, definida em [−1, 1], designa-se por

arcsin : [−1, 1] −→ R

e é derivável (derivação da função inversa) em ] − 1, 1[; escrevendo
y = sin x, x ∈] − π/2, π/2[, tem-se

(arcsiny)
′
=

1

(sin x)
′

=
1

cosx
=

1√
1 − y2

.

Finalmente, dado que

lim
y→1

1√
1 − y2

= lim
y→−1

1√
1 − y2

= +∞

o anterior corolário 4. diz-nos que

d(arcsin y)

dy

∣∣∣∣
y=±1

= +∞.

2. Analogamente, a função cos : [0, π] → R tem derivada − sinx < 0
∀x ∈]0, π[ e logo, sendo estritamente decrescente é invert́ıvel; a função
inversa,

arccos : [−1, 1] −→ R,

−1 −0.5 0.5 1

−π−−2

π−2

π

é derivável no interior
do domı́nio:

arccos y

(arccos y)
′
=

1

(cosx)
′

=

= − 1

sinx
= − 1√

1 − y2
.

Tem-se ainda

d(arccos y)

dy

∣∣∣∣
y=±1

= −∞.

arcsin y

Figura 4.11
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3. Considere-se enfim, a função trigonométrica

tan :
]
−π

2
,
π

2

[
−→ R.

Sendo diferenciável, com derivada (tanx)
′

= sec2 x > 0, a função
tangente é uma bijeção estritamente crescente sobre R, sendo a função
inversa representada por

arctan : R −→ R

−4 −2 2 4

−π−−2

π−2

Figura 4.12

De novo, utilizando o teorema da derivação da função inversa e dado
que sec2 x = 1 + tan2 x = 1 + y2,

(arctany)
′
=

1

(tanx)′
=

1

sec2 x
=

1

1 + y2
.

4.2.5. Teorema do Valor Médio de Cauchy. Sejam f, g : [a, b] → R,
funções cont́ınuas no intervalo limitado e fechado [a, b] e com derivada
(finita ou infinita) no interior ]a, b[. Então, se g′(x) 6= 0 ∀x ∈]a, b[, existe
pelo menos um ponto c ∈]a, b[ tal que

f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
=

f ′(c)

g′(c)
.

Demonstração. Considerando a função

ϕ(x) = f(x) − f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
.g(x),

a demonstração é agora similar à do teorema de Lagrange.
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Observação. O teorema do valor médio de Cauchy generaliza o teorema
de Lagrange e reduz-se a este quando g(x) = x. Repare-se ainda que o
enunciado do teorema está bem definido, isto é, g(b) 6= g(a); com efeito, se
g(b) = g(a), o teorema de Rolle implicava a existência de um ponto ξ ∈]a, b[
com g′(ξ) = 0 o que contrariava a hipótese.

Aplicação ao cálculo dos limites nas indeterminações
0

0
e

∞

∞

.

4.2.6. Proposição (Regra de L’Hospital ). Sejam f, g : D → R,
funções diferenciáveis em a ∈ D; suponha-se que, nalguma vizinhança de
a, g(x) 6= 0, x ∈ (Vε(a) \ {a}) ∩ D. Se f(a) = g(a) = 0 e g′(a) 6= 0 então

lim
x→a

f(x)

g(x)
existe e tem-se

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

f ′(a)

g′(a)
.

Demonstração. Para x ∈ (Vε(a) \ {a}) ∩ D tem-se

f(x)

g(x)
=

f(x) − f(a)

g(x) − g(a)
=

f(x) − f(a)

x − a

/
g(x) − g(a)

x − a

e passando ao limite x → a, obtém-se o resultado.

Observações. 1. A regra é ainda válida se f ′(a) = ±∞ e g′(a) = k ∈ R;
neste caso,

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

±∞
k

.

Ou ainda se f ′(a) = k ∈ R e g′(a) = ±∞, tendo-se agora

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

k

±∞ = 0.

2. Se g′(a) = 0 e f ′(a) 6= 0 é claro que o resultado não é conclusivo; apenas
podemos acrescentar que

lim
x→a

∣∣∣∣
f(x)

g(x)

∣∣∣∣ = +∞.

Um outro resultado, porventura ainda de maior aplicação (já que

permite atacar as indeterminações
0

0
e
∞
∞ ) é a regra de Cauchy.
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4.2.7. Proposição (Regra de Cauchy). Seja I ⊂ R um intervalo
qualquer de R e a ∈ I (*); sejam f, g : I \ {a} → R funções diferenciáveis
e admita-se que g′(x) 6= 0, x ∈ I \ {a}. Suponha-se agora que





lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0

ou

lim
x→a

g(x) = ±∞
e lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
existe.

Então, lim
x→a

f(x)

g(x)
existe e tem-se

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Demonstração. Seja L = lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
e admita-se que L ∈ R; o caso

L = ±∞ tem demonstração similar. Então, dado um qualquer δ > 0,
existe ε > 0 tal que

L − δ ≤ f ′(x)

g′(x)
≤ L + δ, ∀x ∈ Vε(a) ∩ I. (1)

Do teorema do valor médio de Cauchy, dados x, y ∈ Vε(a) ∩ I, existe um c
entre x e y (e logo c ∈ Vε(a) ∩ I) tal que

f(x) − f(y)

g(x) − g(y)
=

f ′(c)

g′(c)

e portanto, de (1) sai

L − δ ≤ f(x) − f(y)

g(x) − g(y)
≤ L + δ ∀x, y ∈ Vε(a) ∩ I. (2)

1o caso : lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0.

Fixando x em (2) e passando ao limite y → a, vem então

L − δ ≤ f(x)

g(x)
≤ L + δ ∀x ∈ Vε(a) ∩ I,

(*) Note-se que a pode pertencer ou não a I; neste último caso, a será um extremo do

intervalo, podendo ser +∞ ou −∞.
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ou seja

lim
x→a

f(x)

g(x)
= L = lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

2o caso : lim
x→a

g(x) = ±∞.

Dado que, neste caso, g(x) 6= 0, x ∈ Vε(a) ∩ I, as desigualdades (2)
podem escrever-se

L − δ ≤

f(x)

g(x)
− f(y)

g(x)

1 − g(y)

g(x)

≤ L + δ ∀x, y ∈ Vε(a) ∩ I. (3)

Fixado y ∈ Vε(a) ∩ I, tem-se lim
x→a

g(y)

g(x)
= 0 e portanto 1 − g(y)

g(x)
é positivo

quando x é vizinho de a; sendo assim, (3) pode escrever-se

(L − δ)

(
1 − g(y)

g(x)

)
≤ f(x)

g(x)
− f(y)

g(x)
≤ (L + δ)

(
1 − g(y)

g(x)

)
.

Tomando os limites superior e inferior (quando x → a) e utilizando
(3.1.16.), obtemos

L − δ ≤ lim
x→a

f(x)

g(x)
≤ L + δ

L − δ ≤ lim
x→a

f(x)

g(x)
≤ L + δ

∀δ > 0

e logo

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f(x)

g(x)
= L.

Observação. Aplicada a regra de Cauchy a
f

g
, se





lim
x→a

f ′(x) = lim
x→a

g′(x) = 0

ou

lim
x→a

g′(x) = ±∞

e se
f ′(x)

g′(x)
está nas condições de aplicação da regra de Cauchy, então

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→a

f ′′(x)

g′′(x)
.
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Assim, por exemplo, sendo α e β constantes reais positivas, o cálculo

do lim
x→+∞

log (1 + αx)

log (1 + βx)
pode ser feito utilizando sucessivamente a regra de

Cauchy:

lim
x→+∞

log (1 + αx)

log (1 + βx)
= lim

x→+∞

α
1

1 + αx

β
1

1 + βx

=

=
α

β
. lim
x→+∞

1 + βx

1 + αx
=

α

β
.
β

α
= 1.4.3. A F�ormula de Taylor. Aplia�~oes.

4.3.1. Derivação de ordem superior.

Seja f : D → R uma função diferenciável em D. Se f ′ é diferenciável
em a ∈ D então diz-se que f é duas vezes diferenciável em a: a segunda

derivada de f em a representa-se por f ′′(a) ou D2f(a) ou ainda por
d2f

dx2
(a)

e vem dada por

f ′′(a) = (f ′)
′
(a) = lim

x→a

f ′(x) − f ′(a)

x − a
.

Mais geralmente, se existem f ′, f ′′, . . . , f (n−1) em D e f (n−1) é derivável
em a, então diz-se que f tem derivada de ordem n em a :

f (n)(a) = lim
x→a

f (n−1)(x) − f (n−1)(a)

x − a
.

A função f diz-se de classe Cn e escreve-se f ∈ Cn(D) se f é n vezes
diferenciável em D e a função f (n) é cont́ınua em D. Por extensão de
linguagem, escreve-se f ∈ C0(D) para designar f como função cont́ınua.
Se f admite derivadas de todas as ordens em D, então dizemos que f é
indefinidamente diferenciável ou de classe C∞.

4.3.2. Exemplos.

1. A função ex é de classe C∞ em R já que

(ex)(n) = ex ∀n ∈ N.

2. A função xn, (n ∈ N) é ainda de classe C∞; com efeito,

Dp (xn) =n(n − 1) . . . (n − p + 1)xn−p (p < n)

Dn (xn) =n!

Dp (xn) =0 (p > n).
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Resulta agora que o polinómio de grau n,

P (x) = a0 + a1x + · · · + anxn ∈ C∞.

3. A função f1 : R → R, dada por

f1(x) =





x2 sin
1

x
se x 6= 0

0 se x = 0

é derivável em todos os pontos de R mas a sua derivada, f ′
1(x) =

2x sin
1

x
− cos

1

x
se x 6= 0 e f ′

1(x) = 0 se x = 0, não é cont́ınua na

origem. Assim, f1 é derivável mas não é de classe C1. Mais geramente,
a função fn : R → R definida por

fn(x) =





x2n sin
1

x
se x 6= 0

0 se x = 0

é n vezes diferenciável mas não é de classe Cn (exerćıcio).

4. Se f, g : D → R são n vezes deriváveis em x ∈ D, então f + g e f.g
são n vezes deriváveis e tem-se

i) (f + g)(n)(x) = f (n)(x) + g(n)(x);

ii) Dn(f.g)(x) =

f(x)Dng(x) + nDf(x)Dn−1g(x) +

(
n
2

)
D2f(x)Dn−2g(x)+

+ · · · +
(

n
n − 1

)
Dn−1f(x)Dg(x) + Dnf(x)g(x) =

=

n∑

p=0

(
n
p

)
Dpf(x)Dn−pg(x). (Fórmula de Leibnitz).

A demonstração da fórmula de Leibnitz pode ser feita por indução em
n. (exerćıcio).

5. A função f : R \ {0} → R, dada por f(x) =
1

x
, é C∞ ; a derivada de

ordem n:

Dn 1

x
= (−1)(−2) · · · (−n)x−1−n = (−1)n n!

x1+n
.
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6. Como log :]0, +∞[→ R é derivável com derivada igual a 1/x, resulta
que log x ∈ C∞ e

Dn log x = (−1)n−1 (n − 1)!

xn
.

7. Consideremos a função f : R → R,





e
−

1

x2 se x 6= 0

0 se x = 0.

Para x 6= 0, f ′(x) = 2x

(
1

x2

)2

e
−

1

x2 −→ 0 (x → 0) e portanto

f ′(0) = 0 (cf. (4.2.3.), Cor. 4.).

Mais geralmente, mostremos por indução em n que

f (n)(x) = P (x)

(
1

x2

)l

e
−

1

x2

em que P (x) é um polinómio e l um inteiro positivo dependentes de n.
Com efeito, a fórmula é válida para n = 1 como vimos; admitindo-a
válida para n, a derivada de ordem n + 1 de f virá dada por

f (n+1)(x) =
(
f (n)

)′

(x) = P ′(x)

(
1

x2

)l

e
−

1

x2 + (1)

+ P (x) l

(
1

x2

)l−1

(−2x)

(
1

x2

)2

e
−

1

x2 + (2)

+ P (x)

(
1

x2

)l

e
−

1

x2 2

x3
. (3)

Mas

(1) = x4P ′(x)

(
1

x2

)l+2

e
−

1

x2 = P1(x)

(
1

x2

)l+2

e
−

1

x2

(2) = −2x3P (x)

(
1

x2

)l+2

e
−

1

x2 = P2(x)

(
1

x2

)l+2

e
−

1

x2

(3) = 2xP (x)

(
1

x2

)l+2

e
−

1

x2 = P3(x)

(
1

x2

)l+2

e
−

1

x2
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e logo

f (n+1)(x) = Q(x)

(
1

x2

)l+2

e
−

1

x2

em que Q(x) é o polinómio P1(x) + P2(x) + P3(x). Isto termina a
demonstração; como

f (n)(x) = P (x)

(
1

x2

)l

e
−

1

x2 −→ 0 (x → 0)

conclui-se que fn(0) = 0. Assim, f ∈ C∞ e fn(0) = 0, ∀n ∈ N.

4.3.2. A Fórmula de Taylor.

Seja f : I → R uma função diferenciável em a ∈ I (sendo I um
intervalo arbitrário de R). Recordemos que (cf. (4.1.6.))

(F1) f(x) = f(a) + f ′(a) (x − a) + θ(x), x ∈ I,

em que θ(x) = o(x − a) é um infinitésimo de ordem superior a x − a:

lim
x→a

θ(x)

x − a
= 0. Isto é, a função f é aproximada pelo polinómio de primeiro

grau, f(a)+f ′(a) (x−a), com um “erro” determinado por θ(x) = o(x−a).
No que se segue, procuramos uma melhor aproximação de f na vizinhança
de a: o erro será determinado por o((x − a)n); tal aproximação vem dada
pela fórmula de Taylor, de que (F1) é um caso particular.

4.3.3. Proposição. Seja f : I → R uma função n vezes diferenciável em
a ∈ I. Se f(a) = f ′(a) = · · · = f (n)(a) = 0, então

lim
x→a

f(x)

(x − a)n
= 0.

Demonstração. A demonstração será feita por indução. Para n = 1,

lim
x→a

f(x)

(x − a)
= lim

x→a

f(x) − f(a)

(x − a)
= f ′(a) = 0.

Suponha-se agora o resultado válido para n − 1 (n > 1) e seja f tal que
f(a) = f ′(a) = · · · = f (n)(a) = 0. A hipótese da indução aplicada a f ′

implica lim
x→a

f ′(x)

(x − a)n−1
= 0. Aplicando a regra de Cauchy,

lim
x→a

f(x)

(x − a)n
=

1

n
lim
x→a

f ′(x)

(x − a)n−1
= 0.
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4.3.4. Teorema (Fórmula de Taylor).(*) Seja f : I → R uma função
n vezes diferenciável em a ∈ I. Então, ∀x ∈ I tem-se

(Fn) f(x) = f(a) + f ′(a) (x − a) + · · · + f (n)(a)

n!
(x − a)n + Rn(x)

em que

Rn(x) = o((x − a)n), isto é, lim
x→a

Rn(x)

(x − a)n
= 0.

O polinómio T n
a (x) = f(a) + f ′(a) (x − a) + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x − a)n diz-se o

polinómio de Taylor. A função Rn(x) é designada por resto de ordem
n.

Demonstração. Designe-se por g(x) = f(a) + f ′(a) (x − a) + · · · +
f (n)(a)

n!
(x − a)n o polinómio de Taylor; trata-se então de demonstrar que

f(x) − g(x) = o((x − a)n). Com efeito,

g(a) = f(a)

g′(a) = f ′(a)

...

g(n)(a) = f (n)(a)

e o resultado sai agora trivialmente da anterior proposição.

Dado que α(x) =
Rn(x)

(x − a)n
−→ 0 (x → 0), tem-se Rn(x) =

(x − a)n.α(x) em que α(x) = o(1)
x→a−−−−→ 0, e a fórmula de Taylor pode

escrever-se

(F ′
n) f(x) = f(a) + f ′(a) (x − a) + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x − a)n + (x − a)nα(x).

Se a = 0 ∈ I, a fórmula de Taylor na origem escreve-se

(Mn) f(x) = f(0) + f ′(0)x + · · · + f (n)(0)

n!
xn + o(xn)

(*) A fórmula de Taylor é também chamada desenvolvimento limitado de Taylor ou

apenas desenvolvimento de Taylor; desenvolvimento limitado, porque faz intervir um

número limitado (ou finito) de termos, contrariamente à série de Taylor, noção que será

abordada mais tarde.
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e designa-se por fórmula de Mac-Laurin.

4.3.5. Proposição (Unicidade do Desenvolvimento Tayloriano).
Seja f : I → R uma função n vezes diferenciável em a ∈ I. Se existem
constantes c0, c1, . . . , cn ∈ R tais que

f(x) = c0 + c1(x − a) + · · · + cn(x − a)n + R̃n(x) (1)

em que R̃n(x) = o((x − a)n), então

c0 = f(a), c1 =
f ′(a)

1!
, · · · , cn =

f (n)(a)

n!
.

Demonstração. Subtraindo (1) de (Fn) obtém-se

0 = (c0 − f(a)) + (c1 − f ′(a)) (x − a) + · · ·

+

(
cn − f (n)(a)

n!

)
(x − a)n + (R̃n(x) − Rn(x))

onde claramente, (R̃n(x) − Rn(x)) = o((x − a)n). Passando ao limite
(x → a), obtém-se imediatamente c0 = f(a). Dividindo agora por x − a e
passando de novo ao limite (x → a), vem c1 = f ′(a) e assim sucessivamente,
obtendo-se o resultado quando, pela n-ésima vez, se divide por (x− a) e se
passa ao limite x → a.

Conhecidas as derivadas de ordem n na origem, podemos escrever os
desenvolvimentos de Mac-Laurin :

ex = 1 + x +
x2

2
+ · · · + xn

n!
+ o(xn) ;

log (1 + x) = x − x2

2
+ · · · + (−1)n−1 xn

n
+ o(xn) (x > −1) ;

(1 + x)α = 1 + αx + · · · + α(α − 1) · · · (α − n + 1)

n!
xn + o(xn)

(α ∈ R, (x > −1) ;

sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
+ · · · + (−1)n x2n+1

(2n + 1)!
+ o(x2n+1) ;

cosx = 1 − x2

2!
+

x4

4!
+ · · · + (−1)n x2n

(2n)!
+ o(x2n).
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Seja f : I → R uma função n + 1 vezes diferenciável em a ∈ I. A
fórmula de Taylor escreve-se

f(x) = f(a) + f ′(a) (x − a) + · · · + f (n)(a)

n!
(x − a)n+

+
f (n+1)(a)

(n + 1)!
(x − a)n+1 + Rn+1(x)

em que Rn+1(x) = α(x) (x − a)n+1, com α(x) → 0 (x → a). Associando
os dois últimos termos da anterior fórmula de Taylor, obtemos o resto de
ordem n na forma

(RP ) Rn(x) =
(x − a)n+1

(n + 1)!

(
f (n+1)(a) + o(1)

)

com o(1) = (n + 1)! α(x) → 0 (x → a). O resto dado por (RP ) designa-se
por resto de Peano e a fórmula de Taylor associada

f(x) = f(a) + f ′(a) (x − a) + · · · + f (n)(a)

n!
(x − a)n+

+
(x − a)n+1

(n + 1)!

(
f (n+1)(a) + o(1)

)

é designada por fórmula de Taylor-Peano.

Exija-se agora que f ∈ C(n)(I) e que f (n) admita derivada (finita ou
infinita) no int (I). Fixado a ∈ I, defina-se, para cada x ∈ I, a função
ϕ : [a, x] ⊂ I → R, se x > a, (ou então ϕ : [x, a] → R se x < a) por

ϕ(t) = f(x) − f(t) − (x − t) f ′(t) − · · · − (x − t)n

n!
f (n)(t)−

− K

(n + 1)!
(x − t)n+1 (1)

em que K é uma constante a fixar. A função ϕ assim definida é evidente-
mente cont́ınua, com derivada em ]a, x[ (ou ]x, a[). Além disso, um simples
cálculo permite ver que

ϕ′(t) =
K − f (n+1)(t)

n!
(x − t)n. (2)

Escolha-se então K, em (1), tal que ϕ(a) = 0. Como ϕ(x) = 0 = ϕ(a), o
teorema de Rolle garante que existe c entre a e x tal que ϕ′(c) = 0 e logo
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de (2) se tira que K = f (n+1)(c) = f (n+1)(a + θn(x − a)), (0 < θn < 1).
Finalmente, sendo ϕ(a) = 0, de (1) vem

f(x) = f(a) + f ′(a) (x − a) + · · · + f (n)(a)

n!
(x − a)n+

+
f (n+1)(a + θn(x − a))

(n + 1)!
(x − a)n+1,

fórmula de Taylor de f no ponto a com resto

Rn(x) =
(x − a)n+1

(n + 1)!
f (n+1)(a + θn(x − a)), (0 < θn < 1),

dito resto de Lagrange.

Um exemplo clássico : seja P (x) = a0 +a1x+ · · ·+anxn um polinómio
de grau n. Como P (n+1)(x) = 0, ∀x ∈ R, o resto de Lagrange (de ordem
n) vem identicamente nulo e logo a correspondente fórmula de Taylor num
ponto a ∈ R, toma a forma

P (x) = P (a) + P ′(a) (x − a) + · · · + P (n)(a)

n!
(x − a)n,

que não é mais do que o desenvolvimento do polinómio P (x) em potências
de x − a. A fórmula de Mac-Laurin

P (x) = P (0) + P ′(0)x + · · · + P (n)(0)

n!
xn

vem dada pelo próprio polinómio (consequência de 4.3.5.) :

P (0) = a0, P ′(0) = a1, . . . ,
P (n)(0)

n!
= an.

4.3.6. Aplicação ao estudo do comportamento de uma função :
extremos locais, pontos de inflexão e concavidade local.

Seja f : I → R uma função diferenciável e a ∈ int (I) um ponto
de máximo ou mı́nimo local; então é sabido que a é um ponto cŕıtico :
f ′(a) = 0.
Reciprocamente, sabemos já que um ponto cŕıtico a pode não ser ponto de
extremo local. No entanto,
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4.3.7. Proposição. Seja f : I → R uma função n vezes diferenciável num
ponto a interior ao intervalo I. Admita-se que f ′(a) = 0 e designemos por
f (n) (n > 1) a primeira das sucessivas derivadas de f que não se anulam
em a :

f ′(a) = · · · = f (n−1)(a) = 0, f (n)(a) 6= 0 (n > 1).

Então,

n par





se f (n)(a) > 0, a é ponto de mı́nimo local

se f (n)(a) < 0, a é ponto de máximo local

n ı́mpar : a não é ponto de extremo local

Demonstração. Escreva-se a fórmula de Taylor-Peano (de ordem n − 1)
no ponto a,

f(x) − f(a) =
(x − a)n

n!

(
f (n)(a) + o(1)

)
.

Como o(1) → 0 (x → a), vê-se que existe ε > 0 tal que f (n)(a)+ o(1) tem
o sinal de f (n)(a) se x ∈ Vε(a). Logo, se n é ı́mpar, (x− a)n muda de sinal
em Vε(a) consoante x > a ou x < a o mesmo acontecendo a f(x) − f(a)
e portanto f não admite extremo local em a. Se n é par, (x − a)n é
sempre positivo e logo f(x) − f(a) tem o sinal de f (n)(a), o que termina a
demonstração.

Corolário. Seja f : I → R uma função duas vezes diferenciável num
ponto a ∈ int (I), ponto cŕıtico de f , (f ′(a) = 0). Então,





f ′′(a) > 0 ⇒ a : ponto de mı́nimo local

f ′′(a) < 0 ⇒ a : ponto de máximo local.

Sentido da concavidade. A noção de função convexa (ou côncava)
pode ser estabelecida para funções em geral (não apenas para funções
diferenciáveis) e constitui a base de um importante domı́nio da Análise
Matemática dos nossos dias: a Análise Convexa. Todavia, nós limitar-nos-
emos apenas a definir rigorosamente, para funções diferenciáveis, o sentido
da concavidade num ponto. Seja f : I → R uma função diferenciável em
a ∈ I; o gráfico de f admite então tangente no ponto A = (a, f(a)) (cf. Fig.
4.13). Intuitivamente, é razoável dizer que f tem a concavidade voltada
para baixo (resp. a concavidade voltada para cima) no ponto a, se nalguma
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vizinhança de a o gráfico de f estiver “abaixo” (resp. “acima”) da tangente
em A.

Escreva-se a equação da tangente em A = (a, f(a)) : y = f(a) +
f ′(a) (x − a) e faça-se r(x) = f(x) − f(a) − f ′(a) (x − a); assim,

4.3.8. Definição. Diz-se que f tem a concavidade voltada para
baixo no ponto a se existe ε > 0 tal que r(x) < 0, ∀x ∈ Vε(a) \ {a}.

Diz-se que f tem a concavidade voltada para cima no ponto a
se existe ε > 0 tal que r(x) > 0, ∀x ∈ Vε(a) \ {a}.

Diz-se que a ∈ int (I) é ponto de inflexão se existe ε > 0 tal que,
num dos intervalos ]a − ε, a[ e ]a, a + ε[ se tenha r(x) > 0 e no outro
r(x) < 0.

a a a + ε − ε 

A 
f(a) 

f 

Figura 4.13

Como analisar a concavidade de f em a ∈ I ?

Seja f duas vezes diferenciável em a ∈ I e admita-se que f ′′(a) 6= 0.
Escrevendo a fórmula de Taylor-Peano

f(x) = f(a) + f ′(a) (x − a) +
(x − a)2

2!
(f ′′(a) + o(1))

tira-se que

r(x) =
(x − a)2

2!
(f ′′(a) + o(1)) .

Como o sinal de f ′′(a) + o(1), numa vizinhança de a, é o de f ′′(a) (note-se
que o(1) → 0 (x → a)), o sinal de r(x) será portanto, na dita vizinhança, o
de f ′′(a) o que nos permite concluir:
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4.3.9. Proposição. Se f : I → R é duas vezes diferenciável em a ∈ I,
então f tem a concavidade voltada para baixo nos pontos a ∈ I tais que
f ′′(a) < 0 e a concavidade voltada para cima nos pontos a ∈ I tais que
f ′′(a) > 0

Corolário. Se f : I → R é duas vezes diferenciável em a ∈ int (I) e a é
ponto de inflexão, então f ′′(a) = 0.

x

y

O corolário diz-nos que, para uma
função duas vezes diferenciável, os
pontos a ∈ I candidatos a pontos
de inflexão são os que anulam a
segunda derivada de f ; no entanto
a rećıproca é falsa ( cf. Fig. 4.14)
: a segunda derivada de f(x) = x4

anula-se na origem que no entanto
não é ponto de inflexão (a análise
direta da função permite concluir
imediatamente que f(x) = x4 tem a
concavidade voltada para cima em
x = 0).

Figura 4.14

f(x)=x4

Tal como a análise das derivadas superiores de f foi determinante para
encontrar os pontos de extremo local por entre os pontos cŕıticos, também
agora o uso da fórmula de Taylor permitirá decidir, por entre os pontos que
anulam a segunda derivada, quais os pontos de inflexão.

4.3.10. Proposição. Seja f : I → R, uma função n vezes diferenciável
(n > 2) em a ∈ int (I), tal que

f ′′(a) = · · · = f (n−1)(a) = 0 e f (n)(a) 6= 0.

Então,

n par





f (n)(a) > 0 ⇒ concavidade voltada para cima em a.

f (n)(a) < 0 ⇒ concavidade voltada para baixo em a.

n ı́mpar : a é ponto de inflexão.

Demonstração. Basta observar que se tem

f(x) = f(a) + f ′(a) (x − a) +
(x − a)n

n!

[
f (n)(a) + o(1)

]
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e portanto

r(x) =
(x − a)n

n!

[
f (n)(a) + o(1)

]
.

Dado que o(1) → 0, quando x → a, f (n)(a) + o(1) terá, numa vizinhança
de a, o sinal de f (n)(a). Logo, se n é par, r(x) terá o sinal de f (n)(a) o
que mostra a primeira parte. Se n é ı́mpar, como (x − a)n muda de sinal
em qualquer vizinhança de a, o mesmo sucede a r(x) e a será ponto de
inflexão.

4.3.11. Noção de asśıntota.

Seja f : D → R uma função definida num domı́nio D contendo uma
vizinhança de +∞ : Vε(+∞) ⊂ D (resp. Vε(−∞) ⊂ D). Diz-se que a reta
y = ax + b é asśıntota ao gráfico de f em +∞ (resp. −∞) se

lim
x→+∞

[f(x) − (ax + b)] = 0 (1)

(resp. lim
x→−∞

[f(x) − (ax + b)] = 0).

Faça-se ω(x) = f(x) − (ax + b); se y = ax + b é asśıntota em +∞ então,
como

a =
f(x)

x
− ω(x) + b

x
,

tem-se

a = lim
x→+∞

f(x)

x
(2)

e de (1) resulta ainda que

b = lim
x→+∞

(f(x) − ax). (3)

Reciprocamente, existindo os limites (2) e (3), a reta ax + b é asśıntota em
+∞, dado que

lim
x→+∞

[f(x) − (ax + b)] = lim
x→+∞

(f(x) − ax) − b = 0,

como se vê imediatamente de (3). Resultado semelhante se estabelece para
a asśıntota em −∞.

A análise do gráfico de uma função completa-se, introduzindo a noção de
asśıntota vertical ao gráfico de f : se a ∈ D ∩ R e se

lim
x→a+

f(x) = ±∞ ou lim
x→a−

f(x) = ±∞,
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dizemos que o gráfico de f admite em a uma asśıntota vertical.

4.3.12. Exemplos.

1. Tomemos a função

f : ]−∞, 1[ ∪ ]1, +∞[ −→ R, f(x) =
x2

4(1 − x)
.

-4 -2 2 4
x

-4

-2

-0.25

2

y

Figura 4.15

Tem-se

lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞

x

4(1 − x)
= −1/4

e logo

lim
x→±∞

[f(x) − (−1/4)x] = lim
x→±∞

x2

4(1 − x)
+

x

4
= −1/4

pelo que −1

4
x − 1

4
é asśıntota ao gráfico de f em +∞ e em −∞;

finalmente, é claro que x = 1 é asśıntota vertical ao gráfico de f (cf.
Fig. 4.15).
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2. Estudo das funções hiperbólicas.

Em várias aplicações da Análise, desempenham papel importante as
chamadas funções hiperbólicas. São definidas do seguinte modo:

sinhx =
ex − e−x

2
, x ∈ R seno hiperbólico

coshx =
ex + e−x

2
, x ∈ R cosseno hiperbólico

Como se pode ver, a função sinh x é ı́mpar e coshx é par. Claramente
que

(sinhx)′ = coshx e (coshx)′ = sinhx

e portanto sinhx é função estritamente crescente em todo o seu
domı́nio; a função coshx é crescente para x > 0 e decrescente para
x < 0, admitindo um mı́nimo (absoluto) em x = 0. É ainda
claro que ambas as funções tendem para +∞ (quando x → +∞)
do mesmo modo que a função exponencial; em −∞, a função sinhx,
sendo ı́mpar, tende (exponencialmente) para −∞ e coshx, função par,
tende exponencialmente para +∞. Enfim, a análise das segundas
derivadas, mostra um ponto de inflexão em x = 0 para a função
sinhx : (sinhx)′′ = sinhx, enquanto a função coshx tem a segunda
derivada sempre positiva : (coshx)′′ = coshx.

-3 -2 -1 1 2 3

-6

-4

-2

2

4

6

sinh x

-3 -2 -1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

6

cosh x

Figura 4.16
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Foi referido que, quando x → +∞, as funções sinh x e coshx tendem
para +∞ exponencialmente; mais precisamente,

-2 -1 1 2

-3

-2

-1

1

2

3sinhx − 1

2
ex = −1

2
e−x

cosh x

coshx − 1

2
ex =

1

2
e−x.

Como e−x tende rapidamente para 0, (1/2) ex

os gráficos de sinh x, coshx e (1/2)ex,

tendem a identificar-se para x > x0.

sinhx

Figura 4.17

Defina-se agora a função tangente hiperbólica de x :

tanhx =
sinhx

coshx
=

ex − e−x

ex + e−x
, x ∈ R.

-3 -2 -1 1 2 3

-1

-0.5

0.5

1

tanh x

Figura 4.18

A função tanhx é ı́mpar, positiva se x > 0 e negativa em x < 0, e
tem-se 0 ≤ tanhx < 1, x ≥ 0. Tem-se ainda

lim
x→+∞

tanhx = 1 e lim
x→−∞

tanhx = −1.

Derivando, (tanhx)′ = 1 − tanh2 x, pelo que a função é estritamente
crescente. A segunda derivada, (tanhx)′′ = −2 tanhx (1 − tanh2 x),
mostra que se tem um ponto de inflexão em x = 0 e que o gráfico
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apresenta a concavidade voltada para baixo em x > 0 e voltada para
cima em x < 0. Finamente, como lim

x→±∞
tanhx/x = 0, as retas y = 1

e y = −1 são asśıntotas em +∞ e −∞, respetivamente.

À semelhança das funções trigonométricas, as funções hiperbólicas
satisfazem um certo número de relações algébricas. Exibimos algumas,
deixando a demonstração como exerćıcio.

cosh2x − sinh2x = 1 (1)

1 − tanh2x =
1

cosh2x
= sech2x (2)

cosh (x + y) = coshx cosh y + sinhx sinh y (3)

sinh (x + y) = sinhx cosh y + coshx sinh y (4)

Fazendo x = cosh t e y = sinh t, a anterior relação (1) mostra que o
ponto P (cosh t, sinh t) do plano Oxy, descreve a hipérbole x2 − y2 = 1
(quando t percorre R). Esta a razão pela qual as funções descritas são
designadas por funções hiperbólicas:

sinh 

cosh 

tanh 

= 1 
2 2 

t 

t 

x y - 

t 

x 

y 

1 O 

Figura 4.19

3. As aplicações do cálculo diferencial à determinação de máximos e
mı́nimos das funções constituem a versão elementar de um domı́nio
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da Matemática especialmente importante designado por Cálculo das
Variações. Vejamos um simples (mas clássico) exemplo tirado da
Geometria elementar.

Problema. Por entre os triângulos com um dado peŕımetro P > 0,
quais são aqueles de maior área?

a) Consideremos em primeiro lugar o problema de determinar os
triângulos de maior área por entre aqueles que têm o peŕımetro P e um
lado de comprimento dado, digamos 2r (r > 0). No plano cartesiano
Oxy representemos o dito triângulo conforme a figura

- x 

h 
l 

l 1 
2 

O 
x 

y 

r r 

Figura 4.20

Como a área do triângulo vem dada por A = r.h, maximizar a área é
maximizar h = h(x) (ou se quisermos h2(x)). Ora

h2 = l21 − (x + r)2 = l22 − (x − r)2 (1)

e daqui tira-se
l21 − l22 − 4rx = 0. (2)

Mas l1 + l2 + 2r = P ; fazendo P − 2r = k, tem-se

l21 = (k − l2)
2 = k2 − 2kl2 + l22 (3)

e portanto, de (2) e (3) obtemos l2 = (k2 − 4rx)/2k. Trata-se assim de
maximizar a função

f(x) = h2(x) = l22 − (x − r)2 =
(k2 − 4rx)2

4k2
− (x − r)2.

Derivando,

f ′(x) =
−2r(k2 − 4rx)

k2
− 2(x − r) =

(8r2 − 2k2)x

k2
=

=
2P (4r − P )x

k2
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e portanto, f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0. Como 4r−P < 0, é agora imediato
concluir que x = 0 é ponto de máximo (absoluto) de h2(x), e logo é
ponto de máximo da área A(x). Assim, por entre os triângulos com
um dado peŕımetro e um dado lado, são os isósceles (l1 = l2 = l) os
que têm área máxima.

b) Para um qualquer triângulo de peŕımetro P , a cada r > 0
associamos a área máxima do triangulo isósceles de peŕımetro P e
lado de comprimento 2r, a qual vem dada por A(r) = r.h = r.

√
l2 − r2.

Como P = 2l + 2r, i.e., l = P/2 − r, trata-se agora de maximizar a
função

A(r) = r

√(
P

2
− r

)2

− r2 = r

√
P 2

4
− Pr.

Dado que

A′(r) =
(P 2/2)− 3Pr

2

√
P 2

4
− Pr

, (4)

o único ponto cŕıtico, ponto de máximo, é r = P/6, o que significa
que 2r = P/3 = l, e portanto os triângulos de peŕımetro P com área
máxima são precisamente os equiláteros.

Observação. Repare-se que o denominador de (4) é sempre positivo
dado que o lado de comprimento 2r terá naturalmente de ser inferior
a P/2 e logo o domı́nio de A(r) é 0 < r < P/4.



4. Introdução ao Cálculo Diferencial 171

Exerćıcios

1. Calcule as derivadas das seguintes funções, indicando o maior domı́nio
de diferenciabilidade :

a) arcsin(1 − x) ;

b) 5
√

x2 − 1 ;

c) log(log x) ;

d) (xx)x ;

e) (1 + x2)x .

2. Determine os números naturais p para os quais a função, dada por

f(x) =





xp sin
1

x
se x 6= 0

0 se x = 0

a) é derivável em R;

b) tem derivada cont́ınua em R.

3. Mostre que se f é derivável num ponto x0, então a sucessão

(
n

[
f

(
x0 +

1

n

)
− f(x0)

])

converge. Mostre, com um exemplo, que a rećıproca não é verdadeira.

4. Sejam f e g : R → R, dadas por

f(x) =





x2 se x ≥ 0

−1 se x < 0
, g(x) =| x | .

Mostre que f e g não são deriváveis no ponto zero mas que f ◦ g é
derivável nesse ponto.

5. Considere a função f : R → R, f(x) = x + cosx.

a) Mostre que f é invert́ıvel.

b) Calcule a derivada de f−1 no ponto y = 5π/2. Determine os
pontos em que a função inversa tem derivada +∞.
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6. Diga para que valores de α e β (β > 0) a função

f(x) =





|x|α sin(1/|x|β) se x 6= 0

0 se x = 0

no ponto x = 0 é:

a) cont́ınua; b) tem derivada; c) tem derivada cont́ınua.

7. Determine os valores de α e β para os quais a função

f(x) =





arctanαx se |x| ≤ 1

β signx +
x − 1

2
se |x| > 1

tem derivada

a) no ponto x = 1; b) no ponto x = −1.

8. Estude a derivabilidade das funções :

a) f(x) =

{
x2 se x ∈ Q
0 se x ∈ R \ Q

b) f(x) =

{
x2 se x ∈ Q
2|x| − 1 se x ∈ R \ Q

9. Prove que x3 + 3x− 1 tem um só zero em R, ficando esse zero situado
no intervalo ]0, 1[.

10. Seja f uma função real três vezes diferenciável em R e tal que

f ′′′(x) > 0 ∀x ∈ R.

Determine o número máximo de zeros de f .

11. Seja f : D → R uma função derivável num ponto a interior a D.
Mostre que

lim
h→0

f(a + h) − f(a − h)

2h
= f ′(a).

Prove, com um exemplo, que a existência do anterior limite não implica
tão pouco a continuidade de f em a.
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12. Prove que a aplicação f : [0, 2] → R, dada por

f(x) =





3 − x2

2
se 0 ≤ x ≤ 1

1

x
se 1 < x ≤ 2

satisfaz as condições do teorema de Lagrange em [0, 2] e determine os
valores c ∈ [0, 2] tais que

f(2) − f(0) = 2f ′(c).

13. Determine os seguintes limites

a) lim
x→0

ax − bx

x
a, b > 0; b) lim

x→0

x(1 − log x)

log(1 − x)
;

c) lim
x→0

tan x − x

x − sin x
; d) lim

x→0

ex sin
1

x
ex − 1

;

e) lim
x→0

tan(ax) − ax

tan(bx) − bx
; f) lim

x→+∞

log

(
1 +

1

x

)

e1/ log x − 1

g) lim
x→0

x1/x; h) lim
x→π/4

(tanx)
tan(2x)

.

14. Dê um exemplo de funções f, g :]0, 1[→ R com derivadas finitas em
]0, 1[, g′(x) 6= 0, ∀x ∈]0, 1[, e verificando

lim
x→0

f(x)

g(x)
= 0, lim

x→0

f ′(x)

g′(x)
não existe.

15. Mostre, utilizando o teorema do valor médio de Lagrange, que para
0 < b ≤ a,

a − b

a
≤ log

a

b
≤ a − b

b
.

16. Utilize o teorema de Lagrange para mostrar

a)
x

1 + x
< log(1 + x) < x com x > 0.

b) tanx ≥ x, x ∈ [0, π/2[.

17. Mostre que

b − a

1 + b2
< arctan b − arctana <

b − a

1 + a2
(0 < a < b).
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18. Mostre que se tem

xα| log x| ≤ 1

αe

para todo 0 < x < 1 e para todo α > 0.

19. Seja f : [a, +∞[→ R uma função cont́ınua no seu domı́nio, dife-
renciável em ]a, +∞[ e satisfazendo as condições





f(a) < 0

f ′(x) ≥ m > 0 ∀x ∈]a, +∞[

a) Mostre que a equação f(x) = 0 admite uma única raiz real em
]a, +∞[.

b) Verifique, com um exemplo, que a condição f ′(x) ≥ m > 0, com
x ∈]a, +∞[, não pode ser substituida pela condição f ′(x) > 0.

c) Mostre que a raiz da equação pertence ao intervalo

]
a, a − f(a)

m

]
.

20. Mostre que a equação

ex − a − bx3 = 0, a, b ∈ R

não pode ter mais de quatro ráızes reais.

21. Seja f : [a, b] → R uma função nas condições do teorema de Rolle.
Mostre que se f não é constante, existem ξ1, ξ2 ∈]a, b[ tais que
f ′(ξ1) < 0 e f ′(ξ2) > 0.

22. Mostre que se tem

√
x + 1 −

√
x =

1

2
√

x + θ(x)
, x ≥ 0,

em que 1/4 ≤ θ(x) ≤ 1/2. Mostre ainda que

lim
x→0+

θ(x) =
1

4
e lim

x→+∞
θ(x) =

1

2
.

23. Seja f derivável em [a, b] ⊂ R e tal que f(a) = f(b). Mostre que existe
ξ ∈]a, b[ tal que

f(a) − f(ξ) = ξ f ′(ξ).

Sug. Repare que [xf(x)]′ = f(x) + xf ′(x); aplique o teorema de Rolle
a uma conveniente função.
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24.
a) Seja f : [a, +∞[→ R, função derivável tal que lim

x→+∞
f ′(x) = 0.

Demonstre que

lim
x→+∞

f(x)

x
= 0.

b) Mostre com um exemplo que a rećıproca não é verdadeira. No
entanto tem-se

lim
x→+∞

f(x)

x
= 0 =⇒ lim

x→+∞

|f ′(x)| = 0.

25. Seja f : [a, b] → R uma função derivável e suponha-se que a equação
x = f(x) tem uma única raiz, c ∈ [a, b].
Defina-se a sucessão recorrente

un = f(un−1), u0 ∈ [a, b] dado.

a) Mostre que, se

0 ≤ f ′(x) ≤ 1, ∀x ∈ [a, b],

então un ∈ [a, b], ∀n, e a sucessão (un) é monótona e convergente
para c.

b) Mostre que, se

−1 ≤ f ′(x) ≤ 0, ∀x ∈ [a, b], e u1 ∈ [a, b],

então un ∈ [a, b], ∀n, e as subsucessões u2n, u2n+1, são monótonas
e convergentes para ráızes da equação

x = (f ◦ f) (x).

Mostre finalmente que c é a única raiz da anterior equação, se
−1 < f ′(x) ≤ 0.

26. Estude as seguintes funções, determinando os limites nos pontos
de descontinuidade e nos pontos +∞ e −∞, asśıntotas, máximos
e mı́nimos, sentido da concavidade e pontos de inflexão; esboce os
gráficos;

a)
x√

x2 − 1
; b) log |log x| ;

c)

{
x (log x)2 se x > 0
0 se x = 0

; d) arcsin
2x

x2 + 1
;

e) x

(
1 +

1

x2

)
; f)





x

1 + e1/x
se x 6= 0

0 se x = 0.
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27. Seja f : [a, b] → R duas vezes derivável e suponha-se que f ′(a) =
f ′(b) = 0. Mostre que existe ξ ∈]a, b[ tal que

|f ′′(ξ)| ≥ 4

(b − a)2
|f(b) − f(a)|.

Sug. Considere o desenvolvimento de Taylor de f em a e em b e
considere o ponto intermédio c = (a + b)/2.

28. Seja f : R → R uma função de classe C∞. Suponha que se tem,

f (n)(0) = 0, ∀n ∈ N0 e sup
x∈R

| f (n)(x) |≤ n!kn

em que k > 0 é um número real fixo. Utilize Mac-Laurin para mostrar
que f é nula no intervalo [−1/k, 1/k].

Mostre finalmente que f é idênticamente nula em R.

29. Prove que a função f(x) =| x |2n+1 (n ∈ N0) é de classe C2n em R,
mas não é 2n + 1 vezes diferenciável.

30. Seja f : I → R uma função de classe Cn+1 e a ∈ I. Escreva-se a
fórmula de Taylor-Lagrange de ordem n − 1,

f(a + h) = f(a) + f ′(a).h + · · · + f (n−1)(a)

(n − 1)!
.hn−1+

+
f (n)(a + θn.h)

n!
.hn

em que 0 < θn = θn(h) < 1. Mostre que, se f (n+1)(a) 6= 0, então

lim
h→0

θn(h) =
1

n + 1
.

31. Seja f : [0, 1] → R duas vezes diferenciável tal que f(0) = f(1) = 0.
Suponha-se que a segunda derivada de f é limitada e seja M > 0 :
|f ′′(x)| ≤ M, ∀x ∈ [0, 1]. Mostre então que |f ′(x)| ≤ M/2, ∀x ∈ [0, 1].

Sug. Escreva o desenvolvimento de Taylor de f num ponto x0 ∈ [0, 1].

32. Seja f : I → R uma função duas vezes diferenciável num ponto
a ∈ int I.

a) Utilize convenientemente a fórmula de Taylor para mostrar que

f ′′(a) = lim
h→0

f(a + h) + f(a − h) − 2 f(a)

h2
.
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b) Dê um exemplo em que exista o limite acima indicado mas f ′(a)
não exista.

33. Seja f : R → R uma função duas vezes diferenciável. Suponha-se
que f e f ′′ são funções limitadas em R e ponha-se M0 = sup

x∈R

|f(x)| e

M2 = sup
x∈R

|f ′′(x)|.

a) Mostre que f ′ é limitada em R e que se tem

sup
x∈R

|f ′(x)| = M1 ≤ M0

a
+

a M2

2
, ∀a > 0.

Sug. Escreva o desenvolvimento de Taylor de f no ponto x e
aplique-o aos pontos x + a e x − a.

b) Minimize a aplicação x ∈]0, +∞[−→ M0

x
+

xM2

2
e conclua que

M1 ≤
√

2
√

M0 M2.

c) Seja agora f : R → R uma função p vezes diferenciável, p ≥ 2,
e suponha-se que f e f (p) são funções limitadas em R. Pondo
M0 = sup

x∈R

|f(x)| e Mp = sup
x∈R

|f (p)(x)|, utilize a indução e o

resultado precedente para mostrar que

sup
x∈R

|f (k)(x)| = Mk ≤ 2
k (p−k)

2 M
1−k

p

0 M
k
p

p , 1 ≤ k ≤ p − 1.

34. Determine o retângulo de área máxima inscrito na elipse

x2

a
+

y2

b
= 1, a, b > 0.

35. Dados dois pontos A e B representando dois focos luminosos de
intensidades p (o ponto A) e q (o ponto B), determine o ponto X da
reta AB menos iluminado (sabendo que a iluminação de um ponto é
inversamente proporcional ao quadrado da distância ao foco luminoso).
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36. Dados dois pontos A e B no semi-plano superior, Oxy, y > 0,
determine o ponto M no eixo dos x que torna mı́nimo o comprimento
da linha quebrada AM+MB. Verifique que o ponto M é o único ponto
que satisfaz α = β, sendo α e β os ângulos ÂMC, respetivamente
̂CMB, formados pelos segmentos AM e MB com a vertical ao eixo

dos x.

A 

B 

M 

C 

α 
β 

. 

. 

Figura 4.21. Fenómeno da reflexão.

37. Sejam P e Q dois pontos situados respetivamente nos semi-planos
superior e inferior de Oxy. Suponha que um ponto material de desloca
de P para Q segundo uma linha quebrada PMQ, em que M é um
ponto do eixo dos x. Se v1 é a velocidade no semi-plano superior e v2

a velocidade no semi-plano inferior, mostre que o ponto M para o qual
é mı́nimo o tempo de deslocamento ao longo de PMQ é tal que

sin α

sin β
=

v1

v2

sendo α (respetivamente β) o ângulo de vértice M , formado pelo
segmento PM (respetivamente MQ) com a vertical ao eixo dos x.

P 

Q 

M x 

α 

β 

. 

. 
Figura 4.22. Fenómeno da refracção.
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5

O Integral de Riemann

O conceito de integral, historicamente anterior ao de derivada, nasce
com o objectivo de definir rigorosamente a noção intuitiva de “área” de
uma região do plano limitada por uma curva fechada. Embora o processo
de integração remonte à Antiguidade Clássica, é só no século XVII, com
Newton e Leibnitz, que os conceitos de integral e derivada aparecem
relacionados, descoberta decisiva para o desenvolvimento fulgurante do
Cálculo. Contudo, a apresentação sistemática da teoria do integral só é feita
em todo o rigor no século XIX (com Riemann, em particular), fenómeno
que podemos perceber se tivermos presente que é apenas no século passado
que o conceito de limite é rigorosamente formulado.

No caṕıtulo que segue, será exposta a teoria do integral de Riemann
para funções (limitadas) definidas em intervalos compactos [a, b] ⊂ R.
A integração de funções ilimitadas em [a, b] ou de funções definidas em
intervalos ilimitados, ] − ∞, b], [a,+∞[, será exposta na parte final do
caṕıtulo (integrais impróprios). Ponto central da teoria do integral é o
Teorema Fundamental do Cálculo, em que se mostra como a integração
é a “operação inversa” da derivação; isto leva-nos a definir o conceito
de primitiva e a apresentar com algum desenvolvimento as técnicas de
primitivação.

5.1. Primeiras de�ni�c~oes. Motiva�c~ao geom�etrica.

Considere-se uma função f : [a, b]→ R (a < b) definida num intervalo
limitado e fechado [a, b] ⊂ R e admita-se que f(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b]. O nosso
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objectivo é associar à função f um número real que “represente a área” da
região do plano limitada pelo gráfico de f e o eixo dos xx. Neste sentido,
decompomos o intervalo [a, b] em n subintervalos [xi, xi+1] (i = 0, · · · , n−1)
determinados pelos pontos a = x0 < x1 < · · · < xn = b, e escolhemos
arbitrariamente em cada um dos subintervalos um ponto ξi ∈ [xi, xi+1] (cf.
Fig. 5.1).

a b x x i  i + 1   i 

f 

Figura 5.1

Considere-se então a soma das áreas dos retângulos de base [xi, xi+1]
e altura igual a f(ξi):

S =
n−1∑
i=0

f(ξi) (xi+1 − xi).

É claro que o valor de S representa uma aproximação grosseira da
“área” limitada pelo gráfico de f e pelo eixo dos xx; todavia, intuitiva-
mente, é razoável esperar que para intervalos [xi, xi+1] com uma amplitude
suficientemente pequena a soma das áreas dos retângulos, S, se aproxime
da área procurada. Esta é, com efeito, a ideia subjacente à noção de inte-
gral de f , a qual permitirá definir rigorosamente a área do subconjunto de
R2 limitada pelo gráfico de f ≥ 0 e pelo eixo dos xx.

Em toda a teoria que se segue, o domı́nio das funções consideradas,
[a, b] ⊂ R, é um intervalo compacto de R não degenerado, isto é, a < b.
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5.1.1. Definição. Seja [a, b] ⊂ R um intervalo limitado e fechado em R.
Chama-se partição de [a, b] ao conjunto P={x0 = a, x1, · · · , xn = b} em
que a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Os elementos x0, x1, · · · , xn, dizem-se os
vértices da partição. Os intervalos [xi, xi+1] chamam-se intervalos da
partição e a maior das amplitudes destes intervalos diz-se o diâmetro da
partição e representa-se por |P | = max

i=0,···,n−1
|xi+1 − xi|.

Dadas duas partições de [a, b], P = {x0, x1, · · · , xn} e Q = {y0, y1, · · · , ym},
diz-se que Q é mais fina do que P se todo o vértice de Q é um vértice de
P .

Assim, para o intervalo [0, 1], a partição Q = {0, 1/3, 1/2, 1} é
evidentemente mais fina do que a partição P = {0, 1/2, 1}. Dadas
duas partições P e Q de [a, b], é fácil constatar que existe sempre uma
partição mais fina do que P e Q; com efeito, bastará considerar a partição
R = P ∪ Q formada pelos vértices de P e pelos vértices de Q; por
exemplo, relativamente ao intervalo [0, 1] e às partições P = {0, 1/2, 1}
e Q = {0, 1/3, 1}, a partição R = P ∪ Q = {0, 1/3, 1/2, 1} é claramente
mais fina do que P e Q.

Seja agora f : [a, b] → R, uma função definida no intervalo limitado e
fechado [a, b]; considere-se uma partição P = {x0, x1, · · · , xn} e escolha-se
arbitráriamente um elemento ξi ∈ [xi, xi+1] em cada um dos intervalos da
partição. A soma

SP =
n−1∑
i=0

f(ξi) (xi+1 − xi)

é designada por soma de Riemann relativa à função f no intervalo [a, b]
e associada à partição P e à escolha dos ξi.

5.1.2. Definição. Diz-se que a função f : [a, b] → R é integrável à
Riemann ou R-integrável, se existe um número real I satisfazendo a
seguinte condição:

para todo δ > 0, existe ε > 0 tal que |SP − I| < δ

para toda a partição P de [a, b] tal que |P | < ε e qualquer que seja a
escolha dos pontos ξi ∈ [xi, xi+1].

Exprime-se a condição precedente dizendo que existe “limite” das somas
de Riemann quando o diâmetro da partição tende para zero:

lim
|P |→0

n−1∑
i=0

f(ξi) (xi+1 − xi) = I.
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O número I é designado por integral de Riemann ou integral definido
(à Riemann) de f em [a, b] e representa-se por

I =
∫ b

a

f(x) dx ou I =
∫ b

a

f.

A função f diz-se a função integranda.

Observações 1. É um elementar exerćıcio verificar que, para uma função
R-integrável f em [a, b], o integral I =

∫ b
a
f(x) dx é único; o leitor poderá

utilizar um racioćınio similar ao utilizado para mostrar a unicidade do
limite para funções reais de variável real.

2. Se f ≥ 0 em [a, b] é integrável à Riemann, é agora natural definir a área
do subconjunto de R2 limitado pelo gráfico de f e pelo segmento do eixo
dos xx entre a e b como o número:

A =
∫ b

a

f(x) dx.

Não sendo f R-integrável, diremos que o subconjunto de R2 em questão
não tem área definida (no sentido de Riemann).

O teorema seguinte é particularmente importante na medida em que
nos permite restringir o desenvolvimento da teoria do integral de Riemann
a uma classe particular de funções : as funções limitadas; com efeito,

5.1.3. Teorema. Seja f : [a, b]→ R uma função R-integrável. Então f é
limitada.

Demonstração. Sendo f uma função R-integrável em [a, b], dado δ > 0
existe ε > 0 tal que para toda a partição P com |P | < ε as correspondentes
somas de Riemann satisfazem:

|SP | = |SP − I + I| ≤ |SP − I|+ |I| < δ + |I|.

Façamos agora um racioćınio por absurdo, supondo que f é ilimitada em
[a, b]. Consideremos uma partição P de [a, b] com |P | < ε e considere-

-se a correspondente soma de Riemann, SP =
n−1∑
i=0

f(ξi) (xi+1 − xi). Sendo

f ilimitada em [a, b] então será ilimitada num dos intervalos da partição,
digamos [xi0 , xi0+1], e podemos escrever:

SP = f(ξi0) (xi0+1 − xi0) +
∑
j 6=i0

f(ξj) (xj+1 − xj). (1)
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Fixemos os ξj (j 6= i0 ) e designemos por B a soma que figura à direita do
segundo membro de (1). Tem-se naturalmente,

|SP | ≥ |f(ξi0)| (xi0+1 − xi0)− |B|.

Dado agora um qualquer N ∈ N (arbitrariamente grande), como f é
ilimitada em [xi0 , xi0+1], existe um ξi0 tal que:

|f(ξi0)| > N + |B|
(xi0+1 − xi0)

e logo
|SP | ≥ |f(ξi0)| (xi0+1 − xi0)− |B| > N, ∀N ∈ N;

mas então, pelo que se disse no ińıcio da demontração, f não seria R-
integrável.

5.2. Somas de Darboux.

Seja f : [a, b]→ R uma função limitada no intervalo compacto [a, b] ⊂
R e considere-se uma qualquer partição P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}.
Ponha-se

mi = inf
x∈[xi,xi+1]

f(x) e Mi = sup
x∈[xi,xi+1]

f(x), (i = 0, 1, · · ·n− 1)

e tomemos as somas

SP (f) =
n−1∑
i=0

mi (xi+1 − xi) e SP (f) =
n−1∑
i=0

Mi (xi+1 − xi).

As somas SP (f) e SP (f) são chamadas respetivamente, somas de Dar-
boux inferiores e superiores. São números reais bem definidos (f é
função limitada) que dependem evidentemente de f e de P . Geometrica-
mente:

M  

M m 

m 

1 

0 1 

0 

Figura 5.2
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É imediato constatar que SP (f) ≤ SP (f) para toda a partição P de
[a, b]. Mais geralmente:

5.2.1. Proposição. Se P1 e P2 são duas partições quaisquer de [a, b],
então SP1

(f) ≤ SP2(f).

Demonstração. Comecemos por mostrar que se P é uma partição de
[a, b] e P ′ uma partição mais fina do que P , então

SP (f) ≤ SP ′(f) ≤ SP ′(f) ≤ SP (f). (1)

Por simplicidade, admita-se que a partição P ′ tem o número de vértices
de P mais um, isto é, se P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}, faça-se
P ′ = {a = x0 < x1 < · · · < xi < t < xi+1 < · · · < xn = b}. Seja agora

Mi = sup
x∈[xi,xi+1]

f(x), M ′ = sup
x∈[xi,t]

f(x), M ′′ = sup
x∈[t,xi+1]

f(x).

Então,

SP ′(f) = M0 (x1 − x0)+ · · ·+M ′ (t− xi)+
M ′′ (xi+1 − t) + · · ·+Mn−1 (xn − xn−1).

Como M ′ ≤ Mi e M ′′ ≤ Mi, é claro que M ′ (t − xi) + M ′′ (xi+1 − t) ≤
Mi (xi+1 − xi) e logo SP ′(f) ≤ SP (f). Analogamente se via que SP (f) ≤
SP ′(f); repetindo o racioćınio, obtém-se (1) para qualquer partição P ′ mais
fina do que P .
A proposição resulta agora facilmente se observarmos que a partição P1∪P2

é mais fina do que P1 e P2 e logo

SP1
≤ SP1∪P2

≤ SP1∪P2 ≤ SP2 .

A proposição anterior significa, em particular, que o conjunto das
somas inferiores de Darboux,∑

(f) = {SP (f) : P é partição de [a, b] },

é majorado (qualquer soma superior é um majorante); do mesmo modo, o
conjunto das somas superiores de Darboux,∑

(f) = {SP (f) : P é partição de [a, b] },

é minorado (qualquer soma inferior é um minorante). Podemos então
estabelecer:
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5.2.2. Definição. Seja f : [a, b] → R uma função limitada. Define-se

integral inferior de f em [a, b] e representa-se por
∫ b

a−
f(x) dx ou

∫ b

a−
f

como o supremo das somas inferiores, supremo tomado relativamente a
todas as partições P de [a, b] :

∫ b

a−
f(x) dx = sup

∑
(f) = sup

P
SP (f).

Analogamente, define-se integral superior de f em [a, b] e representa-se

por
∫ b

a

−
f(x) dx ou

∫ b

a

−
f como o ı́nfimo das somas superiores de Darboux:

∫ b

a

−
f(x) dx = inf

∑
(f) = inf

P
SP (f).

Consequência da anterior proposição e da precedente definição são as
seguintes propriedades:

1. Para qualquer partição P de [a, b], tem-se

SP (f) ≤
∫ b

a−
f(x) dx ≤

∫ b

a

−
f(x) dx ≤ SP (f).

2. Se m ≤ f(x) ≤M, ∀x ∈ [a, b], então

m(b− a) ≤
∫ b

a−
f(x) dx ≤

∫ b

a

−
f(x) dx ≤M(b− a).

Em particular, se |f(x)| ≤ K, ∀x ∈ [a, b], vem∣∣∣∣∣∣
∫ b

a−
f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ K(b− a) e

∣∣∣∣∣∣
∫ b

a

−
f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ K(b− a),

já que |f(x)| ≤ K ⇐⇒ −K ≤ f(x) ≤ K.
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5.2.3. Exemplos.

1. Seja f : [a, b]→ R, dada por

f(x) =

 0 se x é irracional (x ∈ [a, b] ∩ (R−Q))

1 se x é racional (x ∈ [a, b] ∩Q)

Tomando uma qualquer partição P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}
de [a, b], é claro que

mi = inf
x∈[xi,xi+1]

f(x) = 0 e Mi = sup
x∈[xi,xi+1]

f(x) = 1.

Logo, SP (f) = 0 e SP (f) =
n−1∑
i=0

1.(xi+1 − xi) = b− a e portanto

∫ b

a−
f(x) dx = 0 e

∫ b

a

−
f(x) dx = b− a.

Intuitiva e geometricamente, poder-se-ia pensar que os integrais infe-
rior e superior de Darboux são iguais para uma qualquer função; este
exemplo mostra bem que não é assim.

2. Seja agora f : [a, b] → R, f(x) = K, ∀x ∈ [a, b], a função constante.
Então, mi = Mi = K e logo

SP (f) = SP (f) =
n−1∑
i=0

K(xi+1 − xi) = K(b− a)

para toda a partição P de [a, b], donde∫ b

a−
f(x) dx =

∫ b

a

−
f(x) dx = K(b− a).

5.2.4. Teorema. Sejam f, g : [a, b]→ R duas funções limitadas. Então,

1.
∫ b

a−
f +

∫ b

a−
g ≤

∫ b

a−
(f + g) ≤

∫ b

a

−
(f + g) ≤

∫ b

a

−
f +

∫ b

a

−
g.

2. Para c > 0, tem-se∫ b

a−
c.f = c.

∫ b

a−
f e

∫ b

a

−
c.f = c.

∫ b

a

−
f.
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3. Para c < 0, tem-se

∫ b

a−
c.f = c.

∫ b

a

−
f e

∫ b

a

−
c.f = c.

∫ b

a−
f.

Em particular,

∫ b

a−
(−f) = −

∫ b

a

−
f e

∫ b

a

−
(−f) = −

∫ b

a−
f.

A demonstração do teorema utiliza o seguinte lema elementar, cuja
prova é deixada ao leitor como exerćıcio.

Lema 1. Sejam A e B subconjuntos de R não vazios e limitados; sejam

A+B = {z = x+ y : x ∈ A, y ∈ B} e c.A = {cx : x ∈ A} (c ∈ R).

Então, tem-se

inf (A+B) = inf A+ inf B, sup (A+B) = supA+ supB;

inf (c.A) = c inf A, sup (c.A) = c supA, se c > 0;

inf (c.A) = c supA, sup (c.A) = c inf A, se c < 0.

Demonstração do teorema. Mostremos a primeira desigualdade de 1.
(a desigualdade à direita de 1., prova-se de modo idêntico). Tomemos uma
partição P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} de [a, b] e designemos
por mi(f), mi(g), mi(f + g) os ı́nfimos, respetivamente de f, g e f + g,
no intervalo [xi, xi+1] (0 ≤ i ≤ n − 1). Como é sabido, mi(f + g) ≥
mi(f) +mi(g) e logo SP (f + g) ≥ SP (f) + SP (g), pelo que

SP (f) + SP (g) ≤
∫ b

a−
(f + g)

para toda a partição P de [a, b]. Por outro lado, dadas duas quaisquer
partições P e Q, como P ∪ Q é mais fina do que P e Q, vem (cf. Prop.
5.2.1. (1)) :

SP (f) + SQ(g) ≤ SP∪Q(f) + SP∪Q(g) ≤
∫ b

a−
(f + g)
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e do lema precedente, resulta

∫ b

a−
f +

∫ b

a−
g = sup

∑
(f) + sup

∑
(g) = sup

(∑
(f) +

∑
(g)
)

=

= sup
P,Q

(
SP (f) + SQ(g)

)
≤
∫ b

a−
(f + g).

Para mostrar 2. observemos que se tem

mi(c.f) = cmi(f), Mi(c.f) = cMi(f) se (c > 0)
mi(c.f) = cMi(f), Mi(c.f) = cmi(f) se (c < 0).

Então, para c > 0

SP (c.f) =
∑
i

mi(c.f) (xi+1 − xi) =

= c.
∑
i

mi(f) (xi+1 − xi) = c. SP (f).

Aplicando de novo o lema, tira-se que

∫ b

a−
c.f = sup

P
SP (c.f) = sup

P
[c. SP (f)] =

= c. sup
P

(SP (f)) = c.

∫ b

a−
f.

Analogamente se obtêm as outras igualdades.

Antes de apresentarmos o teorema central que põe em relação a noção
de integral de Riemann com as de integral inferior e superior de Darboux,
introduzimos a noção de oscilação de uma função f num conjunto.

5.2.5. Definição. Seja f : [a, b] → R uma função limitada e X ⊂ [a, b]
um subconjunto do domı́nio [a, b]. Define-se oscilação de f no conjunto
X como o número real:

ω(f ;X) = sup
X
f − inf

X
f = sup f(X)− inf f(X).

O lema seguinte permite-nos dar um outro esclarecimente à noção de
oscilação de f em X.
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Lema 2. Seja A ⊂ R um conjunto de reais não vazio e limitado; faça-se
M = supA e m = inf A. Então,

M −m = sup{|x− y| : x ∈ A, y ∈ A}.

Demonstração. Seja C = {|x − y| : x ∈ A, y ∈ A}. Dados dois
quaisquer elementos x, y ∈ A (podemos naturalmente supor x ≥ y ), tem-se
m ≤ y ≤ x ≤ M e logo |x − y| = (x − y) ≤ M −m, isto é, M −m é um
majorante de C. Tomemos agora um arbitrário ε > 0; então existe x ∈ A
tal que x > M − ε/2 e existe y ∈ A tal que y < m+ ε/2, pelo que

|x− y| ≥ x− y > M − ε/2− (m+ ε/2) = M −m− ε

ou seja, M −m = supC.

Pode então dizer-se que a oscilação ω(f ;X) vem dada por:

ω(f ;X) = sup{|f(x)− f(y)| : x ∈ X, y ∈ X}.

5.2.6. Teorema. Seja f : [a, b] → R uma função limitada. Então são
equivalentes:

i.

∫ b

a−
f =

∫ b

a

−
f.

ii. Para todo δ > 0, existe uma partição P de [a, b] tal que

SP (f)− SP (f) < δ. (1)

iii. Para todo δ > 0, existe ε > 0 tal que a desigualdade (1) é verificada
para toda a partição P de [a, b] satisfazendo |P | < ε.

iv. Para todo o δ > 0, existe uma partição P = {a = x0 < x1 < · · · <
xn = b} de [a, b] tal que

n−1∑
i=0

ωi (xi+1 − xi) < δ,

em que ωi = ω (f ; [xi, xi+1]) representa a oscilação de f no intervalo
[xi, xi+1].

v. f é R-integrável e tem-se

∫ b

a

f =
∫ b

a−
f =

∫ b

a

−
f.
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Demonstração. Como
n−1∑
i=0

ωi (xi+1 − xi) = SP (f)− SP (f)

é imediato que ii. ⇐⇒ iv.

Vejamos agora que i. =⇒ ii.
Da definição de integral inferior e superior, para δ > 0, existem partições
P1 e P2 tais que ∫ b

a−
f − δ

2
< SP1

e SP2 <

∫ b

a

−
f +

δ

2
.

Como
∫ b

a−
f =

∫ b

a

−
f = I vem, tomando a partição P = P1 ∪ P2 e tendo

presente a Prop. 5.2.1. (1) :

I − δ

2
< SP1

≤ SP ≤ SP ≤ SP2 < I +
δ

2
,

o que dá o resultado.

ii.=⇒ i.

Seja δ > 0 qualquer e P uma partição que satisfaça (1). Como

SP (f) ≤
∫ b

a−
f ≤

∫ b

a

−
f ≤ SP (f),

tem-se ∫ b

a

−
f −

∫ b

a−
f < δ, ∀δ > 0, ou seja

∫ b

a−
f =

∫ b

a

−
f.

iii.=⇒ii. É imediato.

ii.=⇒iii.

Seja então δ > 0 um qualquer número positivo; por ii., existe uma partição
Q = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} tal que SQ(f)− SQ(f) < δ/2. Escolha-
se agora ε > 0 tal que 8nεK < δ, sendo K = sup

x∈[a,b]

|f(x)|, e escreva-se para

toda a partição P de [a, b],

SP (f)− SP (f) =
∑
α

(Mα −mα) (xα+1 − xα)+

+
∑
β

(Mβ −mβ) (xβ+1 − xβ),
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em que
∑
α se estende a todos os intervalos da partição P que contêm

algum vértice da partição Q e
∑
β corresponde a todos os outros intervalos

da partição P . Facilmente se constata que
∑
α não pode conter mais do

que 2n parcelas. Tomando então P tal que |P | < ε, tem-se∑
α

(Mα −mα) (xα+1 − xα) ≤ 2K 2nε < δ/2.

Analisemos agora a soma
∑
β correspondente aos intervalos de P estrita-

mente contidos nalgum intervalo [xi, xi+1] da partição Q. Designando por
[xβi

, xβi+1 ] os intervalos de P contidos (estritamente) no intervalo [xi, xi+1],
tem-se∑

βi

(Mβi
−mβi

) (xβi+1 − xβi
) ≤ (Mi −mi)

∑
βi

(xβi+1 − xβi
) <

< (Mi −mi) (xi+1 − xi)

e portanto,∑
β

(Mβ −mβ) (xβ+1 − xβ) =
∑
i

∑
βi

(Mβi −mβi) (xβi+1 − xβi) <

<
∑
i

(Mi −mi) (xi+1 − xi) =

= SQ(f)− SQ(f) < δ/2.

Em conclusão, tem-se

SP (f)− SP (f) < δ/2 + δ/2 = δ

para toda a partição P tal que |P | < ε, o que mostra a implicação.

iii.=⇒v.

Seja δ > 0 e escolha-se ε > 0 satisfazendo iii. Como foi já visto que iii.⇐⇒i.

tem-se
∫ b

a−
f =

∫ b

a

−
f = I. Tomando agora uma partição P tal que |P | < ε,

tem-se
SP (f) ≤

∑
i

f(ξi) (xi+1 − xi) ≤ SP (f)

com ξi arbitrariamente escolhido no intervalo [xi, xi+1]. Dado que SP (f) ≤
I ≤ SP (f), podemos então escrever∣∣∣∣∣I −∑

i

f(ξi) (xi+1 − xi)

∣∣∣∣∣ ≤ SP (f)− SP (f) < δ,
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o que mostra que f é R-integrável e∫ b

a

f =
∫ b

a−
f =

∫ b

a

−
f.

v.=⇒iii.

Sendo f uma função R-integrável, dado δ > 0, existe ε > 0 tal que:∫ b

a

f − δ

2
<
∑
i

f(ξi) (xi+1 − xi) <
∫ b

a

f +
δ

2

para toda a partição P : |P | < ε e para quaisquer ξi ∈ [xi, xi+1]. Tomando
o ı́nfimo e o supremo das somas

∑
i f(ξi) (xi+1 − xi) relativamente a todos

os ξi ∈ [xi, xi+1] e usando o lema 1, obtemos∫ b

a

f − δ

2
≤ SP (f) ≤ SP (f) ≤

∫ b

a

f +
δ

2
,

o que mostra iii. O teorema está demonstrado.

As propriedades algébricas do integral.

Dados os resultados obtidos sobre os integrais inferior e superior de
Darboux, com relativa facilidade se demonstra um conjunto de propriedades
algébricas satisfeitas pelo integral de Riemann e condensadas no seguinte
teorema:

5.2.7. Teorema. Sejam f, g : [a, b]→ R funções R-integráveis. Então,

(i) Se a < c < b, f|[a,c] e f|[c,b] são R-integráveis e∫ b

a

f =
∫ c

a

f +
∫ b

c

f. (1)

Reciprocamente, se f|[a,c] e f|[c,b] são R-integráveis, então f é R-
integrável em [a, b] e verifica-se (1).

(ii) Para todo o λ ∈ R, λ.f é R-integrável e tem-se∫ b

a

λ.f = λ.

∫ b

a

f. (2)

(iii) f + g é R-integrável e tem-se∫ b

a

(f + g) =
∫ b

a

f +
∫ b

a

g. (3)
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(iv) Se f(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b], então
∫ b

a

f ≥ 0.

Se f(x) ≥ g(x), ∀x ∈ [a, b], então
∫ b

a

f ≥
∫ b

a

g.

(v) |f | é R-integrável e tem-se∣∣∣∣∣
∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f |.

Em particular, se |f(x)| ≤ K, ∀x ∈ [a, b], então∣∣∣∣∣
∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ ≤ K (b− a).

Demonstração. Comecemos por mostrar (i). Consideremos uma sucessão
de partições Pn, de [a, b], tal que |Pn| → 0 (n → ∞) e tal que o ponto c
seja vértice de cada uma das partições Pn. Cada partição Pn determina
naturalmente duas partições, P ′n e P ′′n de [a, c] e [c, b] respetivamente, e
tem-se

SPn(f)− SPn
(f) =

(
SP ′n(f)− SP ′n(f)

)
+
(
SP ′′n (f)− SP ′′n (f)

)
. (∗)

Como f é R-integrável em [a, b], o teorema 5.2.6. (iii.) garante que o lado
esquerdo da igualdade (∗) tende para zero com n → ∞ pelo que, cada
uma das parcelas (positivas) do lado direito converge também para zero
(n → ∞ ); de novo o teorema 5.2.6. (ii.) garante agora que f|[a,c]

e f|[c,b]

são R-integráveis.
Finalmente, escrevendo as somas de Riemann, tem-se

SPn
(f) = SP ′n(f) + SP ′′n (f)

e passando ao limite n→∞, obtemos (1).
Reciprocamente, se f|[a,c] e f|[c,b] são R-integráveis, tomando arbitrárias
partições P ′n e P ′′n de [a, c] e [c, b] respetivamente, e tais que |P ′n| →
0, |P ′′n | → 0 com n → ∞, o mesmo sucede à partição Pn de [a, b] formada
pelos vértices de P ′n e P ′′n : |Pn| → 0 (n → ∞). Mais uma vez o teorema
5.2.6. (iii.) garante a convergência para zero da parte direita de (∗), e logo
da parte esquerda, o que implica (teorema 5.2.6. (ii.)) a integrabilidade de
f em [a, b].
As aĺıneas (ii) e (iii) saem trivialmente do teorema 5.2.4. e (iv) é de
demonstração elementar. Resta-nos mostrar (v); como

| |f(x)| − |f(y)| | ≤ |f(x)− f(y)|, ∀x, y ∈ [a, b],
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sai do lema 2 que, para toda a parte X ⊂ [a, b], se tem ω (|f |;X) ≤ ω (f ;X).
Tomando uma partição P de [a, b], tem-se em particular, ωi(|f |) ≤ ωi(f)
(recorde-se que ωi representa a oscilação relativa ao intervalo [xi, xi+1]
associado a P ). Sendo f R-integrável, o teorema 5.2.6. (iv.) garante
então que |f | é R-integrável.
Finalmente, sendo |f | R-integrável e tendo-se

−|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|, ∀x ∈ [a, b],

sai de (ii) e (iv) :

−
∫ b

a

|f | ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

|f |,

ou seja, ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f |.

5.3. Caracteriza�c~ao das fun�c~oes integr�aveis.

Quais as funções integráveis à Riemann no intervalo [a, b]? Esta
questão, como veremos adiante, foi respondida pelo matemático francês
Henri Lebesgue. Entretanto, um primeiro resultado pode desde já ser
estabelecido.

5.3.1. Teorema. Se uma função f é cont́ınua no intervalo limitado e
fechado [a, b], então f é R-integrável.

Demonstração. Sendo f cont́ınua no compacto [a, b], f é áı uniforme-
mente cont́ınua e logo, dado δ > 0, existe ε > 0 tal que

x, y ∈ [a, b], |x− y| < ε =⇒ |f(x)− f(y)| < δ

b− a
.

Seja n ∈ N tal que (b − a)/n < ε e tome-se a partição P = {a=x0<x1<

· · · < xn = b} em que os vértices são definidos por xi = a + i.
b− a
n

com

i = 0, 1, . . . , n. É imediato verificar que se x, y ∈ [xi, xi+1], então |x−y| < ε

e portanto |f(x)− f(y)| < δ

b− a
, o que mostra que ωi ≤ δ/(b− a). Logo

∑
i

ωi (xi+1 − x1) ≤ δ

b− a
(b− a) = δ,

e o teorema 5.2.6. (iv.) garante que f é R-integrável.
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Assim, a classe das funções cont́ınuas em [a, b] é uma parte das
funções R-integráveis. Se f tem um número finito de descontinuidades
é ainda posśıvel ver, sem qualquer dificuldade, que f é R-integrável; é uma
consequência da seguinte proposição:

5.3.2. Proposição. Seja f : [a, b] → R uma função limitada e R-
integrável em todo o intervalo [a, x] com a < x < b. Então f é R-integrável
em [a, b].
Analogamente, f é R-integrável em [a, b] se for R-integrável em [x, b] para
todo x : a < x < b.

Demonstração. Por hipótese, tem-se |f(x)| ≤ M, ∀x ∈ [a, b], para um
certo M > 0. Seja agora um qualquer δ > 0 e escolha-se ε = δ/4M . Como
f é R-integrável em [a, b − ε], existe uma partição Q = {a = x0 < x1 <
· · · < xn−1 = b− ε} tal que

SQ(f)− SQ(f) =
n−2∑
i=0

(Mi −mi) (xi+1 − xi) <
δ

2
.

em que Mi = sup
x∈[xi,xi+1]

f(x) e mi = inf
x∈[xi,xi+1]

f(x). Tomando então a

partição P = {a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b} de [a, b], tem-se

SP (f)− SP (f) = SQ(f)− SQ(f) + (Mn−1 −mn−1)ε <

<
δ

2
+ 2Mε =

δ

2
+
δ

2
= δ,

e o teorema 5.2.6. (ii.) dá-nos a conclusão.

Corolário 1. Seja f : [a, b] → R uma função limitada e R-integrável em
todo o intervalo [x, y] com a < x < y < b. Então f é R-integrável em [a, b].

Demonstração. Seja a < c < b; como f é R-integrável em [x, c], para
todo x tal a < x < c, a proposição implica que f é R-integrável em[a, c].
Analogamente se vê que f é R-integrável em [c, b]. A conclusão sai agora
do teorema 5.2.7.(i).

Corolário 2. Seja f : [a, b] → R uma função limitada com um número
finito de descontinuidades. Então f é R-integrável.

Demonstração. Sejam, por exemplo, a = x0 < x1 < · · · < xn = b
os pontos de descontinuidade de f ; pelo corolário anterior resulta que
f é integrável em [xi, xi+1] (já que f é cont́ınua em todo o intervalo
[c, d] : xi < c < d < xi+1). Do teorema 5.2.7. conclui-se que f é R-
integrável e ∫ b

a

f =
∫ x1

a

f +
∫ x2

x1

f + · · ·+
∫ b

xn−1

f.
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De seguida enunciamos (sem demonstração (∗)) um importante re-
sultado devido a Lebesgue, o qual caracteriza as funções integráveis à
Riemann em [a, b] (condição necessária e suficiente de integrabilidade à
Riemann em [a, b]). Para tal, torna-se necessário introduzir a seguinte
noção:

5.3.3. Definição. Um conjunto E ⊂ R diz-se um conjunto de medida
nula à Lebesgue se para todo δ > 0, existe uma famı́lia numerável de
intervalos abertos, In, tal que

E ⊂
⋃
n

In e
∞∑
n=1

|In| ≤ δ,

em que |In| representa a amplitude do intervalo In. Escreve-se µ(E) = 0
para designar que E tem medida nula à Lebesgue.

5.3.4. Exemplos.

1. Todo o conjunto numerável D ⊂ R tem medida nula à Lebesgue.
Com efeito, seja D = {x1, x2, · · · , xn, · · ·} um conjunto numerável
e δ > 0 um qualquer número positivo; considere-se a famı́lia dos
intervalos abertos,

In =
]
xn −

δ

2n+1
, xn +

δ

2n+1

[
, n = 1, 2, . . . .

É claro que D ⊂
⋃
n

In; tem-se ainda

∞∑
1

|In| =
∞∑
1

δ

2n
= δ.

∞∑
1

1
2n

= δ,

e portanto µ(D) = 0. Em particular µ(Q) = 0.

2.
i) Se D ⊂ E e µ(E) = 0, então µ(D) = 0.

ii) Se D ⊂ E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ En ∪ · · · e µ(Ei) = 0, i = 1, 2, . . .
então µ(D) = 0.

A demonstração de (i) é trivial. Vejamos agora (ii); como µ(En) = 0,
para cada δ > 0 e para cada n existem intervalos abertos Inj , (j ∈ N)

tais que En ⊂ In1 ∪ · · · ∪ Inj
∪ · · · e

∞∑
j=1

|Inj
| ≤ δ/2n. Então

D ⊂
∞⋃

n,j=1

Inj
e

∑
n

∑
j

|Inj
| ≤

∞∑
n=1

δ

2n
= δ;

(∗) O leitor interessado pode consultar a referência bibliográfica [8].
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assim, a união numerável (ou finita) de conjuntos de medida nula à
Lebesgue é um conjunto de medida nula à Lebesgue.

3. Um intervalo [a, b], a < b, não pode ter medida nula.

Com efeito, dada uma cobertura de [a, b], formada de intervalos abertos
In =]an, bn[, mostremos que

(b− a) <
∞∑
n=1

(bn − an) =
∞∑
n=1

|In|.

Pelo lema da cobertura (cf. (3.3.8.)), podemos extrair uma subcober-

tura finita. Basta então mostrar que se [a, b] ⊂
n⋃
i=1

]ai, bi[, então

n∑
n=1

(bi − ai) > b− a.

Podemos obviamente admitir que não se tem Ii ⊂ Ij , para dois
quaisquer intervalos da cobertura, e que Ii ∩ [a, b] 6= ∅, ∀i. Ordenemos
agora os extremos esquerdos dos intervalos Ii : u1 < u2 < · · · < un, e
representemos ainda por Ii =]ui, vi[ os mesmos intervalos da cobertura,
mas agora reordenados. A demonstração prossegue por indução; para
n =1, é trivial. Admitindo o resultado para n, escreva-se para
n+ 1, u1 < u2 < · · · < un < un+1. É claro que

u1 < a, un+1 < b < vn+1 e [a, un+1] ⊂
n⋃
i=1

]ui, vi[.

Pela hipótese da indução
n∑
i=1

(vi − ui) > un+1 − a

e portanto
n+1∑
i=1

(vi − ui) > un+1 − a+ (vn+1 − un+1) > b− a

como se queria.

5.3.5. Teorema (Lebesgue). A condição necessária e suficiente para
que uma função f : [a, b] → R seja integrável à Riemann é que f seja
limitada e o conjunto das descontinuidades de f seja um conjunto
de medida nula à Lebesgue.

Corolário 1. Toda a função f : [a, b] → R limitada e com um número
numerável de descontinuidades é R-integrável.
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Por exemplo, a função f : [0, 1]→ R, dada por

f(x) =

 sin
(

1
sin(1/x)

)
x 6= 0, x 6= 1

kπ , k = 1, 2, . . .

0 x = 0, x = 1
kπ , k = 1, 2, . . .

é evidentemente limitada e admite um número numerável de descon-
tinuidades (x = 0, x = 1/kπ, k = 1, 2, . . .); será portanto R-integrável.

Corolário 2. Se f, g : [a, b] → R são funções R-integráveis, então f.g é
R-integrável.

Demonstração. Designemos por Df , Dg e Df.g o conjunto das descon-
tinuidades, respetivamente de f, g e f.g. É claro que Df.g ⊂ Df ∪ Dg;
como f e g são R-integráveis, sai do teorema de Lebesgue que µ(Df ) = 0 e
µ(Dg) = 0, pelo que µ(Df.g) = 0. A conclusão sai agora aplicando de novo
o teorema de Lebesgue a f.g.

Observação. Notemos que, se f : [a, b] → R é uma função R-integrável,
modificando f num número finito de pontos, x1, x2, . . . , xn ∈ [a, b],
obtemos uma nova função g, também R-integrável e com integral igual
ao integral de f . Com efeito, escreva-se

f(x) = g(x) + ϕ(x) com ϕ(x) = 0, ∀x ∈ [a, b] \ {x1, . . . , xn}.

Evidentemente que ϕ é R-integrável e
∫ b
a
ϕ = 0. Então f−ϕ é R-integrável

e tem-se (teorema 5.2.7.):

∫ b

a

g =
∫ b

a

(f − ϕ) =
∫ b

a

f −
∫ b

a

ϕ =
∫ b

a

f.

Tenha-se, contudo, a prudência de não aplicar o precedente resultado
quando se modifica f num número numerável de pontos do domı́nio: a
função f : [a, b]→R, f(x) = 1, ∀x ∈ [a, b], difere da função g : [a, b] → R,
dada por

g(x) =

 1 se x é irracional (x ∈ [a, b] ∩ (R−Q))

0 se x é racional (x ∈ [a, b] ∩Q)

num número numerável de pontos : x ∈ [a, b]∩Q, e no entanto g, como se
sabe, não é integrável.
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5.3.6. Exemplos.

1. A função f : [a, b] → R, f(x) = x, sendo cont́ınua é R-integrável.
Mais adiante veremos as técnicas adequadas ao cálculo dos integrais
de uma vasta classe de funções. Por agora e utilizando diretamente a
definição, determinemos o valor do integral,

∫ b
a
x dx. Escolha-se uma

sucessão de partições Pn, de [a, b], do seguinte modo :

Divida-se [a, b] em n intervalos de amplitude igual a

h =
b− a
n

, P = {a, a+ h, · · · , a+ nh}

e escolha-se ξ0 = a + h, ξ1 = a + 2h, . . . , ξn−1 = a + nh (recordemos
que podemos escolher arbitrariamente os pontos ξi ∈ [xi, xi+1]). As
somas de Riemann tomam então a forma:

Sn(f) = h (a+ h) + h (a+ 2h) + · · ·+ h (a+ nh) =

= nah+ (1 + 2 + · · ·+ n)h2.

Como 1 + 2 + · · ·+ n = n (n+ 1)/2, vem então

Sn(f) = na
b− a
n

+
n (n+ 1)

2
(b− a)2

n2
.

Passando ao limite n→∞, obtém-se∫ b

a

x dx = a (b− a) +
1
2

(b− a)2 =
1
2

(b2 − a2).

a b 

f(x) = x

Figura 5.3

A =
∫ b

a

x dx =
1
2

(b2 − a2).
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2. Seja dado um intervalo [a, b] ⊂ R e P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}
uma partição. Considere-se a função f : [a, b]→ R definida por

f(x) =
{
ki, x ∈]xi, xi+1[, i = 0, 1, . . . , n− 1
ci, x = xi, i = 0, 1, . . . , n

1 2 3 4 5

-1

1

2

3

Figura 5.4

A função f diz-se uma função em escada. Tem um número finito
de descontinuidades, sendo portanto R-integrável; o seu integral:∫ b

a

f =
∫ x1

a

f|[a,x1] +
∫ x2

x1

f|[x1,x2] + · · ·+
∫ b

xn−1

f|[xn−1,b] .

Mas pelo que foi dito na observação precedente, tem-se∫ xi+1

xi

f|[xi,xi+1] =
∫ xi+1

xi

ki,

após ter modificado a função f nos extremos xi e xi+1 tornando-a
identicamente igual a ki no intervalo [xi, xi+1]. Assim,∫ b

a

f =
∫ x1

a

k0 +
∫ x2

x1

k1 + · · ·+
∫ b

xn−1

kn−1 =

= k0(x1 − a) + k1(x2 − x1) + · · ·+ kn−1(b− xn−1).

3. Toda a função f : [a, b]→ R monótona é R-integrável.

Basta ter presente que uma função monótona f possui um conjunto
numerável (ou finito) de descontinuidades (cf. (3.2.6.)).

5.4. O integral inde�nido.

Recordemos (teorema 5.2.7.) que a igualdade
∫ b
a
f =

∫ c
a
f +

∫ b
c
f é

válida se a < c < b e f é R-integrável em [a, b]. Pretende-se agora estender
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a anterior igualdade, tornando-a válida para quaisquer reais a, b, e c. Para
tal, convencionamos:∫ a

a

f = 0;
∫ b

a

f = −
∫ a

b

f.

É agora simples constatar que a anterior fórmula da decomposição do
intervalo continua válida para quaisque a, b, c ∈ R (supondo naturalmente
que f é R-integrável no maior dos intervalos em questão); assim, por
exemplo, sendo a < b < c e f uma função R-integrável em [a, c], tem-
se ∫ c

a

f =
∫ b

a

f +
∫ c

b

f

e logo ∫ b

a

f =
∫ c

a

f −
∫ c

b

f =
∫ c

a

f +
∫ b

c

f ;

analogamente se obtém o mesmo resultado nos outros casos (c < a < b,
b < c < a, etc.).

Observação importante. Como é sabido (cf. (5.2.7.), (v)), se a < b e f
é R-integrável em [a, b],

∣∣∣∫ ba f ∣∣∣ ≤ ∫ ba |f |; se b < a, a desigualdade deixa de
ser verdadeira tal como está escrita; tem-se no entanto

(v∗)

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫ b

a

|f |

∣∣∣∣∣ .
Com efeito,

∣∣∣∫ ba f ∣∣∣ =
∣∣− ∫ a

b
f
∣∣ =

∣∣∫ a
b
f
∣∣ ≤ ∫ a

b
|f | =

∣∣∣∫ ba |f |∣∣∣ .
Seja f :I → R uma função definida num intervalo I ⊂ R e R-integrável

em todo o intervalo [x, y] ⊂ I. Diz-se então que f é localmente integrável
; fixemos agora um qualquer a ∈ I.

5.4.1. Definição. A função F :I → R, definida por

F (x) =
∫ x

a

f(t) dt,

diz-se o integral indefinido de f .

Se f é limitada em I, isto é, |f(x)| ≤ K, ∀x ∈ I, tem-se por (v∗)
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|F (x)− F (y)| =
∣∣∣∣∫ x

a

f(t) dt−
∫ y

a

f(t) dt
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ x

y

f(t) dt
∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∫ x

y

|f(t)| dt
∣∣∣∣ ≤ K|x− y|, ∀x, y ∈ I.

Vê-se assim que, se f é limitada, o integral indefinido F é uma função “mais
bem comportada” : é lipschitziana. O teorema seguinte vem sublinhar este
processo de regularização, quando se passa de uma função integranda f à
função integral indefinido, F .

5.4.2. Teorema Fundamental do Cálculo. Seja f :I → R uma função
localmente integrável. Se f é cont́ınua em c ∈ I, então a função integral
indefinido

F (x) =
∫ x

a

f(t) dt, a ∈ I,

é derivável em c e tem-se F ′(c) = f(c).

Observação. Supõe-se naturalmente que o intervalo I é não degenerado
(não reduzido a um ponto). Se c ∈ I é extremo do intervalo I, a derivada
F ′(c) é evidentemente entendida como a derivada lateral correspondente.

Demonstração. Sendo f cont́ınua em c ∈ I, para todo δ > 0, existe ε > 0
tal que

t ∈ I, |t− c| < ε =⇒ |f(t)− f(c)| < δ.

Tomando h tal que 0 < |h| < ε e c+h ∈ I e utilizando a desigualdade (v∗),
tem-se∣∣∣∣F (c+ h)− F (c)

h
− f(c)

∣∣∣∣ =
1
|h|

∣∣∣∣∣
∫ c+h

a

f(t) dt−
∫ c

a

f(t) dt− hf(c)

∣∣∣∣∣
=

1
|h|

∣∣∣∣∣
∫ c+h

c

f(t) dt− hf(c)

∣∣∣∣∣ =
1
|h|

∣∣∣∣∣
∫ c+h

c

[f(t)− f(c)] dt

∣∣∣∣∣
≤ 1
|h|

δ |h| = δ,

o que mostra que F ′(c) = f(c).

Corolário. Seja f : I → R uma função cont́ınua num intervalo I ⊂ R.
Então existe F : I → R tal que F ′ = f .

Demonstração. Se f : I → R é cont́ınua, então é localmente integrável
e fixando a ∈ I, o teorema garante que F (x) =

∫ x
a
f(t) dt é derivável em

todo o x ∈ I e F ′(x) = f(x).
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5.4.3. Exemplos.

A função f(x) = sgnx =
{

1, x ∈ [0, 1]
−1, x ∈ [−1, 0[ é descont́ınua em x = 0;

mas sendo limitada em [−1, 1], o seu integral indefinido é, como vimos,
uma função lipschitziana; neste caso, g(x) =

∫ x
0

1 dt = x se x ≥ 0 e, se
x < 0, g(x) =

∫ x
0
−1 dt = −

∫ 0

x
−1 dt =

∫ 0

x
1 dt = −x. Logo

g(x) =
∫ x

0

f(t) dt = |x|.

Como g é lipschitziana (e portanto cont́ınua) o seu integral indefinido será
uma função derivável (cf. Exemplo 1. (5.3.6.)):

ϕ(x) =
∫ x

0

g(t) dt =


∫ x
0
t dt = x2/2, x ≥ 0∫ x

0
−t dt = −

∫ 0

x
−t dt = −x2/2, x < 0.

-1 -0.5 0.5 1

-1

-0.5

0.5

1

-1 -0.5 0.5 1

0.5

1

f = sgnx

g(x) =
∫ x
0
f = |x|

-1 -0.5 0.5 1

-0.5

0.5

ϕ(x) =
∫ x
0
g =

 x2/2, x ≥ 0

−x2/2, x < 0

Figura 5.5
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O Teorema Fundamental do Cálculo motiva a seguinte importante
definição:

5.4.4. Definição. Seja f : D → R uma função definida num domı́nio
D ⊂ R. Chama-se primitiva de f à função F : D → R, derivável e tal
que F ′(x) = f(x), ∀x ∈ D. A função f diz-se primitivável se admite
pelo menos uma primitiva. É usual representar-se uma primitiva de f por
Pf .

Se f, g :D → R são funções primitiváveis, é consequência imediata da
definição que

P (f + g) = Pf + Pg

P (λ.f) = λ.Pf, λ ∈ R.

Observações 1. Se f : I → R é uma função cont́ınua num intervalo
I ⊂ R, o Teorema Fundamental implica que f é primitivável:

F (x) =
∫ x

a

f(t) dt (a ∈ I),

é uma primitiva de f . Porém, nem toda a função R-integrável é
primitivável; com efeito, a função f : [−1, 1]→ R,

f(x) =

 1, x ∈ [0, 1]

−1, x ∈ [−1, 0[

é evidentemente R-integrável mas não é primitivável : se existisse F tal que
F ′(x) = f(x), x ∈ [−1, 1], a função f = F ′ deveria tomar todos os valores
entre F ′(−1) = f(−1) = −1 e F ′(1) = f(1) = 1 (teorema de Darboux), o
que claramente não acontece.

2. É claro que, se a função f : D → R admite uma primitiva F , então
admite infinitas : F + C, C ∈ R. Repare-se no entanto que, nem toda a
primitiva de f é da forma F + C (em que F é uma dada primitiva de f);
por exemplo a função

f : [−1, 0[∪ [1, 2] −→ R, f(x) =

 1, x ∈ [1, 2]

−1, x ∈ [−1, 0[

admite como primitivas, a função F (x) = |x|, x ∈ [−1, 0]∪[1, 2], bem como
a função

G(x) =

x+ 1, x ∈ [1, 2]

−x , x ∈ [−1, 0[
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e não se tem F = G+C para algum C ∈ R. Assim, não se poderá afirmar,
em geral, que a diferença de duas primitivas de f é uma constante. Todavia,
isto verifica-se se D = I é um intervalo:

5.4.5. Proposição. Seja f :I → R uma função primitivável num intervalo
I ⊂ R; então a diferença de duas quaisquer primitivas de f é constante:
se F é uma dada primitiva de F , qualquer primitiva de f é da forma
F + C (C ∈ R).

Demonstração. Trata-se de mostrar que, se F e G são duas primitivas
de f em I então a sua diferença é constante; com efeito, de F ′ = G′ = f
resulta que (F − G)′ = F ′ − G′ = f − f = 0 em I. A função F − G
tem derivada nula no intervalo I e o teorema do valor médio de Lagrange
garante-nos que F −G = C.

Resulta da proposição que, sendo f : [a, b]∪ [c, d]→ R primitivável na
união de dois intervalos disjuntos de R e sendo F uma primitiva particular
de f , a representação genérica das primitivas de f vem dada pela famı́lia
de funções

G(x) =

F (x) + C1, x ∈ [a, b]

F (x) + C2, x ∈ [c, d]

para quaisquer C1, C2 ∈ R.

5.4.6. Proposição. Seja f :I → R uma função primitivável num intervalo
I ⊂ R e fixemos a ∈ I. Então, dado k ∈ R qualquer, existe uma única
primitiva G de f tal que G(a) = k.

Demonstração. Se F é uma primitiva de f , logo se vê que a função
G(x) = F (x) + (k − F (a)) é ainda uma primitiva e satisfaz G(a) = k.
Reciprocamente, se G é uma primitiva de f tal que G(a) = k, como a
diferença G− F é constante, tem-se

G(x)− F (x) = G(a)− F (a) = k − F (a)

e logo G(x) = F (x) + (k − F (a)).

Observação. A proposição anterior diz-nos que, se f é uma função
primitivável no intervalo I, o problema

(P )


du

dt
= f, u = u(t), t ∈ I

u(a) = k (a ∈ I)

admite uma única solução, u : I → R.
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A equação
du

dt
= f é o exemplo mais simples de uma equação diferen-

cial ordinária, em que u : I → R representa a função incógnita. O
problema (P ) é usualmente designado por problema de valor inicial ou
problema de Cauchy e traduz matemáticamente um clássico problema
de cinemática:

conhecida a velocidade em cada instante t, v(t), de um ponto material que
se desloca ao longo de uma reta

 

v ( t ) O 

 u ( t ) 

Figura 5.6

e designando por u(t) o espaço percorrido no tempo t, é conhecido das leis

elementares da mecânica que
du

dt
= v(t). Se para além da velocidade v(t),

conhecermos a posição do ponto material num dado instante, u(t0) = u0,
a solução do problema de Cauchy, (P ), diz-nos que existe um único
movimento retiĺıneo t → u(t), correspondente à dada velocidade v(t),
sempre que esta for primitivável.

Seja F : [a, b]→ R uma função de classe C1. Dado que F ′ é cont́ınua,
sai do Teorema Fundamental que ϕ(x) =

∫ x
a
F ′(t) dt é uma primitiva de

F ′; a diferença das duas primitivas, ϕ e F de F ′, será então constante em
[a, b]:

ϕ(x)− F (x) = const = ϕ(a)− F (a) = −F (a)

e logo
ϕ(x) = F (x)− F (a), x ∈ [a, b].

Fazendo x = b, obtém-se a clássica fórmula de Barrow:∫ b

a

F ′(t) dt = F (b)− F (a).

A exigência da continuidade de F ′ pode, contudo, ser retirada; assim, mais
geralmente, tem-se:

5.4.7. Teorema (Fórmula de Barrow). Seja f : [a, b]→ R uma função
R-integrável e primitivável em [a, b]. Representando por F uma primitiva
de f , tem-se ∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).
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Demonstração. Seja P = {a = x0 < · · · < xn = b} uma qualquer
partição de [a, b]. Aplicando o teorema do valor médio de Lagrange,
obtemos

F (b)− F (a) =
n−1∑
i=0

[F (xi+1)− F (xi)] =
n−1∑
i=0

F ′(ξi) (xi+1 − xi)

com xi < ξi < xi+1 (i = 0, . . . , n− 1). Escrevendo,

m′i = inf
[xi,xi+1]

F ′, M ′i = sup
[xi,xi+1]

F ′,

tem-se evidentemente, m′i ≤ F ′(ξi) ≤ M ′i e logo SP (F ′) ≤ F (b) − F (a) ≤
SP (F ′). A conclusão é agora imediata do teorema 5.2.6.

F (b)− F (a) =
∫ b

a

F ′(x) dx =
∫ b

a

f(x) dx.

Observações. 1. O teorema precedente exprime que, se F : [a, b] → R é
uma função com derivada integrável em [a, b] (e não necessariamente de
classe C1) então

F (b)− F (a) =
∫ b

a

F ′(x) dx.

É o caso, por exemplo, de

F (x) =

x2 sin
1
x
, x ∈]0, 2/π]

0, x = 0

F é derivável em [0, 2/π] e a sua derivada vem dada por

f(x) =

 2x sin 1/x− cos 1/x, x ∈]0, 2/π]

0, x = 0

A função f não é cont́ınua; mas sendo limitada e tendo apenas uma
descontinuidade (em x = 0), f é R-integrável e tem-se :∫ 2/π

0

(
2x sin

1
x
− cos

1
x

)
dx = F

(
2
π

)
− F (0) =

4
π2
.

2. Repare-se que a fórmula
∫ b
a
f(x) dx = F (b) − F (a), demonstrada para

a < b é ainda válida para b ≤ a; basta observar que:



208 5. O Integral de Riemann

∫ b

a

f = −
∫ a

b

f = −(F (a)− F (b)) = F (b)− F (a).

3. A fórmula de Barrow é particularmente importante do ponto de vista
prático já que permite calcular exactamente o integral de uma função
f : [a, b]→ R de que se conheça uma sua primitiva. Algumas das técnicas
de primitivação serão abordadas mais adiante.

5.5. Teoremas cl�assicos do c�alculo integral.

5.5.1. Teorema A1(Mudança de variável no integral). Seja f uma
função cont́ınua num intervalo I ⊂ R e ϕ : [α, β] → R uma função
derivável com derivada ϕ′ R-integrável e tal que ϕ([α, β]) ⊂ I. Se a = ϕ(α)
e b = ϕ(β), tem-se ∫ b

a

f(x) dx =
∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Demonstração. Como f é cont́ınua em [a, b], admite uma primitiva F ;
derivando a função composta F (ϕ(t)), obtém-se

[F (ϕ(t))]′ = f(ϕ(t))ϕ′(t),

o que mostra que F (ϕ(t)) é uma primitiva de f(ϕ(t))ϕ′(t) em [α, β]; esta,
por outro lado, é uma função R-integrável dado que é produto de funções
R-integráveis em [α, β] (cf. (5.3.5.), Cor.2.). Finalmente (cf. (5.4.7.)),∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F [ϕ(β)]− F [ϕ(α)] =

= F (b)− F (a) =
∫ b

a

f(x) dx.

Uma nova versão da mudança de variável no integral é agora apresen-
tada, em que não se exige a continuidade de f mas em contrapartida se
acrescenta uma hipótese de monotonia para a função ϕ.

5.5.2. Teorema A2 (Mudança de variável no integral). Seja f
uma função localmente integrável num intervalo I ⊂ R, isto é, integrável
em todo o intervalo compacto [a, b] ⊂ I; seja ϕ : [α, β] → R uma função
monótona, derivável, com derivada ϕ′ R-integrável e tal que ϕ([α, β]) ⊂ I.
Se a = ϕ(α) e b = ϕ(β), tem-se∫ b

a

f(x) dx =
∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.
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Demonstração. Supomos ϕ : [α, β] → R monótona crescente (o caso
decrescente é análogo). Consideremos então uma partição P = {α = t0 <
t1 < · · · < tn = β} de [α, β]; tal partição induz naturalmente uma outra,
Q = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}, xi = ϕ(ti), de [a, b]. Representemos
por ψ(t) a função f(ϕ(t))ϕ′(t) e consideremos as somas de Riemann:

SP (ψ) =
n−1∑
i=0

ψ(ti∗) (ti+1 − ti), ti∗ ∈ [ti, ti+1], ψ(ti∗) = f(ϕ(ti∗))ϕ′(ti∗),

SQ(f) =
n−1∑
i=0

f(xi∗) (xi+1 − xi), xi
∗ = ϕ(ti∗) ∈ [xi, xi+1].

Como f é R-integrável em [a, b], dado δ > 0, existe ε > 0 tal que∣∣∣∣∣SQ(f)−
∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ < δ/2, (1)

desde que |Q| < ε. Por outro lado, do teorema do valor médio de Lagrange
sai que xi+1 − xi = ϕ(ti+1) − ϕ(ti) = ϕ′(ξi) (ti+1 − ti), ξi ∈]ti, ti+1[, e
portanto

|SQ(f)− SP (ψ)| ≤
n−1∑
i=0

|f(xi∗) (ϕ′(ξi)− ϕ′(ti∗)| |ti+1 − ti| .

Designando por M ′i = sup
[ti,ti+1]

ϕ′, m′i = inf
[ti,ti+1]

ϕ′, e pondo |f(x)| ≤M para

todo x ∈ [a, b], resulta da anterior desigualdade:

|SQ(f)− SP (ψ)| ≤M
n−1∑
i=0

(M ′i −m′i) (ti+1 − ti). (2)

Dado que ϕ′ é R-integrável, pelo teorema 5.2.6. (iii), existe η1 > 0 tal que

|P | < η1 =⇒ |SQ(f)− SP (ψ)| ≤ δ/2. (3)

Enfim, como ϕ é cont́ınua e portanto uniformemente cont́ınua em [α, β],
existe η (escolha-se η ≤ η1) tal que xi+1 − xi = ϕ(ti+1) − ϕ(ti) < ε desde
que ti+1 − ti < η. Logo, dada uma partição P de [α, β] com |P | < η, vem
|Q| < ε e portanto de (1) e (3) tem-se∣∣∣∣∣

∫ b

a

f − SP (ψ)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫ b

a

f − SQ(f)

∣∣∣∣∣+ |SQ(f)− SP (ψ)| < δ,
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o que mostra que

∫ b

a

f =
∫ β

α

ψ =
∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

5.5.3. Exemplos.

1. Seja f : I = [−a, a] → R, a > 0; recordemos que f se diz uma
função par se f(−x) = f(x), ∀x ∈ I; e diz-se uma função ı́mpar
se f(−x) = −f(x), ∀x ∈ I.

Supondo agora que f é uma função R-integrável no intervalo [−a, a],
tem-se ∫ a

−a
f(x) dx = 0 se f é ı́mpar∫ a

−a
f(x) dx = 2

∫ a

0

f(x) dx se f é par

Com efeito,
∫ a
−a f =

∫ 0

−a f +
∫ a
0
f ; sendo f ı́mpar, considerando a

mudança de variável, x = ϕ(t) = −t, ϕ : [0, a] → R (ϕ é monótona),
obtém-se:∫ 0

−a
f(x) dx =

∫ 0

a

f(−t).(−1) dt =
∫ a

0

f(−t) dt = −
∫ a

0

f(t) dt,

pelo que ∫ a

−a
f =

∫ 0

−a
f +

∫ a

0

f = 0.

Se f é par, de modo análogo se vê que,
∫ a
−a f = 2

∫ a
0
f.

a - a 

a  - a 

f ı́mpar f par

∫ a
−a f = 0 ∫ a

−a f = 2
∫ a
0
f

Figura 5.7.
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5.5.4. Teorema (Integração por partes). Sejam f, g : [a, b] → R
funções com derivadas R-integráveis. Então∫ b

a

f(x) g′(x) dx = [fg]ba −
∫ b

a

f ′(x) g(x) dx,

em que [fg]ba = f(b)g(b)− f(a)g(a).

Demonstração. Como (fg)′ = fg′+f ′g, fg é uma primitiva de fg′+f ′g
e como esta é uma função R-integrável, a fórmula de Barrow conclui o
resultado.

5.5.5. Teorema (Primeiro Teorema da Média). Sejam f, g funções
R-integráveis no intervalo [a, b] ⊂ R. Se g não muda de sinal em [a, b],
então existe K tal que inf

x∈[a,b]
f(x) ≤ K ≤ sup

x∈[a,b]

f(x), e

∫ b

a

f.g = K.

∫ b

a

g.

Em particular, tem-se ∫ b

a

f(x) dx = K.(b− a).

 

a b 

f

K ∫ b

a

f = K.(b− a)

Figura 5.8

Demonstração. Faça-se m = inf
x∈[a,b]

f(x) e M = sup
x∈[a,b]

f(x); suponha-

-se (por ex.) que g ≥ 0 em [a, b]. Então, de mg(x) ≤ f(x) g(x) ≤
Mg(x), x ∈ [a, b], tira-se que

m

∫ b

a

g ≤
∫ b

a

f.g ≤M
∫ b

a

g
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e logo existe K, m ≤ K ≤M , tal que∫ b

a

f.g = K.

∫ b

a

g.

Corolário. Sejam f, g : [a, b]→ R funções definidas em [a, b] tais que f é
cont́ınua e g é R-integrável. Se g não muda de sinal em [a, b], então existe
ξ ∈ [a, b] tal que ∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)
∫ b

a

g(x) dx.

Demonstração. Sendo f cont́ınua, tem-se f([a, b]) = [m,M ]; então, se
m ≤ K ≤ M, é claro que existe ξ ∈ [a, b] tal que f(ξ) = K (consequência
dos teoremas de Bolzano e Weierstrass).

5.5.6.Teorema (Segundo Teorema da Média). Sejam f e g funções
definidas em [a, b] ⊂ R, g monótona e f R-integrável. Então existe
c ∈ [a, b] tal que∫ b

a

f(x) g(x) dx = g(a)
∫ c

a

f(x) dx+ g(b)
∫ b

c

f(x) dx. (1)

Demonstração. Basta mostrarmos o teorema para g monótona decres-
cente (se g é crescente, −g é decrescente e aplicando (1) a −g o mesmo
resultado se obtém para g). Como g, sendo monótona, é R-integrável (cf.
(5.6.3.)) e f é R-integrável então f.g é R-integrável (cf. (5.3.5.), Cor. 2.).
A demonstração é feita em primeiro lugar para g ≥ 0, decrescente para
g(b) = 0. Como f é limitada em [a, b], tem-se f ≥ −M em [a, b], para um
dado M > 0. Tomemos agora uma qualquer partição P = {a = x0 < x1 <
· · · < xn = b}; tendo em conta que f +M ≥ 0 e g decrescente, tem-se∫ b

a

(f +M).g =
n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

(f +M).g ≤
n−1∑
k=0

g(xk)
∫ xk+1

xk

(f +M) =

=
n−1∑
k=0

g(xk)
∫ xk+1

xk

f + M

n−1∑
k=0

g(xk) (xk+1 − xk) (2)

Sendo F (x) =
∫ x
a
f(t) dt, o integral indefinido, o primeiro somatório em (2)

pode escrever-se:
n−1∑
k=0

g(xk) (F (xk+1)− F (xk)) =
n−1∑
k=0

F (xk+1) (g(xk)− g(xk+1)) ≤

≤ sup
x∈[a,b]

F (x)
n−1∑
k=0

(g(xk)− g(xk+1)) = sup
x∈[a,b]

F (x).g(a)
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dado que F (a) = 0, g(b) = 0 e g é decrescente (e logo g(xk)−g(xk+1) ≥ 0).
Passando então ao limite em (2) quando |P | → 0, tem-se∫ b

a

(f +M).g ≤ g(a). sup
x∈[a,b]

F (x) +M

∫ b

a

g

e logo ∫ b

a

f.g ≤ g(a). sup
x∈[a,b]

F (x). (3)

Aplicando (3) a −f tem-se
∫ b

a

f.g ≥ g(a). inf
x∈[a,b]

F (x) ou seja

inf
x∈[a,b]

F (x) ≤ 1
g(a)

∫ b

a

f.g ≤ sup
x∈[a,b]

F (x).

Como F é função cont́ınua em [a, b], todos os valores entre inf F e supF
são tomados pela função (Bolzano e Weierstrass) e logo existe c ∈ [a, b] tal
que ∫ b

a

f(x) g(x) dx = g(a)
∫ c

a

f(x) dx (4)

o que mostra o resultado para g ≥ 0 decrescente para g(b) = 0. Finalmente,
a fórmula geral (1) sai de (4) quando aplicada a g(x)− g(b).

Corolário. Nas condições do teorema, se g ≥ 0 é monótona decrescente,
existe ξ ∈ [a, b] tal que∫ b

a

f(x) g(x) dx = g(a)
∫ ξ

a

f(x) dx.

Basta observar que, sendo g ≥ 0 e decrescente, podemos alterar o valor de
g em b escolhendo g(b) = 0 sem modificar o valor do integral à esquerda de
(1) (repare-se que a função modificada permanece monótona).

5.6. T�ecnicas de primitiva�c~ao.

Consideremos as seguintes classes de funções:

1. As funções racionais, isto é, as funções definidas analiticamente por

f(x) =
P (x)
Q(x)

,
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em que P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, Q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmx

m,
são polinómios tais que bm 6= 0, n,m ∈ N. O domı́nio de f

é entendido como o maior domı́nio de definição de
P (x)
Q(x)

, ou seja

D = {x ∈ R : Q(x) 6= 0}.

2. As funções trigonométricas : sinx, cosx, tanx e as suas inversas,
arcsinx, arccosx e arctanx.

3. As funções exponencial, ex, e a sua inversa, log x.

4. As funções x→ xa (a ∈ R).

Se a ∈ R\Q é irracional, xa = ea log x está definida em R+. Se
a ∈ Q+, a = p/q, p, q ∈ N, o domı́nio vem dado porD(xa) = R se q é ı́mpar

D(xa) = {x ∈ R : x ≥ 0} se q é par;

é o caso, por exemplo, de
√
x ou 3

√
x funções que têm como domı́nios

respetivamente {x ∈ R : x ≥ 0} e R.

5.6.1. Definição. Chama-se função elementar toda a função que se
obtém como soma, produto, divisão ou composição de um número finito de
funções fazendo parte das quatro famı́lias atrás assinaladas.
Representamos por E a famı́lia das funções elementares.

Observação. Quando se fala em soma e produto de duas funções f e g,
nós consideraremos f + g e f.g definidas na interseção dos domı́nios de f
e g, sempre que tal interseção é não vazia. Do mesmo modo, f/g e f ◦ g
são supostas ser definidas nos maiores domı́nios posśıveis e não vazios do
campo real.

É claro da definição que a soma, produto, divisão e composição de
duas funções de E é ainda uma função de E; das regras de continuidade e
derivação, é ainda imediato constatar que toda a função de f ∈ E é cont́ınua
e derivável (no seu domı́nio de diferenciabilidade); além disso f ′ ∈ E.

Assim, são exemplos de funções elementares, as funções dadas por√
1 + x

√
1− x2 ou sin

(
log(1− x2)

)
, definidas em [−1, 1] e ]−1, 1[ respeti-

vamente, ou ainda xx = ex log x definida em R+ e arctan
1

1 + x2
, definida

em todo o R.

Como já foi assinalado, se f : I → R é uma função cont́ınua num
intervalo I ⊂ R, então f é função primitivável e

∫ x
a
f(t) dt + C é uma
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primitiva de f (a ∈ I, C ∈ R); no entanto, mesmo no caso em que
f ∈ E é uma função elementar, não está dito que a primitiva

∫ x
a
f(t) dt

seja uma função elementar. Com efeito, mostra-se (a demonstração sai
fora do âmbito deste curso) que, por exemplo, a função e−x

2
(função de

grande importância, especialmente em Teoria das Probabilidades) embora
primitivável, a sua primitiva não é função elementar. O mesmo sucede

com a função, f(x) =
sinx
x

(x 6= 0), f(0) = 1, função cont́ınua e logo

primitivável; a sua primitiva,
∫ x
0

sin t/t dt não pertence a E.

O que nos vai ocupar nesta secção é precisamente a exposição de
algumas técnicas capazes de primitivar uma vasta classe de funções, no
quadro das funções elementares. A exposição que segue será apresentada
em três grandes partes: numa primeira parte apresentamos um quadro
suficientemente amplo de funções cuja primitiva se determina de modo
imediato, bem como as técnicas de primitivação por partes e substituição;
de seguida é exibida a primitivação das funções racionais e finalmente,
utilizando convenientes mudanças de variável, mostramos como é posśıvel
racionalizar certas classes de funções, “tornando-as” assim primitiváveis.

A. Primitivas imediatas.
Primitivação por partes e substituição.

1. f(x) = xα (α ∈ R, α 6= −1) Pf(x) =
xα+1

α+ 1
2. f(x) =

1
x

Pf(x) = log |x|

3. f(x) = sinx Pf(x) = − cosx

4. f(x) = cosx Pf(x) = sinx

5. f(x) = sec2 x Pf(x) = tanx

6. f(x) =
1

1 + x2
Pf(x) = arctanx

7. f(x) =
1√

1− x2
Pf(x) = arcsinx

8. f(x) =
−1√

1− x2
Pf(x) = arccosx

9. f(x) = ex Pf(x) = ex

10. f(x) = sinhx Pf(x) = coshx

11. f(x) = coshx Pf(x) = sinhx

O conhecimento das funções deriváveis e das suas derivadas permite-
-nos desde logo, por verificação direta, obter as primitivas (como elementos
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de E) de grande número de funções. O quadro anterior exibe algumas
funções bem conhecidas e as suas primitivas (o domı́nio das funções está
omisso, admitindo-se que as funções primitivas estão definidas no seu maior
domı́nio de diferenciabilidade).

As observações que se seguem permitem-nos aumentar consideravel-
mente o quadro das funções que têm primitiva imediata. Seja, com efeito,
f :E → R uma função primitivável e ϕ :D → R, uma função derivável tal
que ϕ(D) ⊂ E; representando por F uma primitiva de f , tem-se

[F (ϕ(x))]′ = F ′(ϕ(x)) ϕ′(x) = f(ϕ(x)) ϕ′(x),

pelo que
P [f(ϕ(x)) ϕ′(x)] = F (ϕ(x)) em que F = Pf. (1)

5.6.2. Exemplos.

1. Seja ϕ : D → R uma função derivável. De acordo com a fórmula (1) e
tendo presente as primitivas já conhecidas, obtêm-se agora as seguintes
primitivas imediatas:

P [ϕα(x).ϕ′(x)] =
ϕα+1(x)
α+ 1

(α 6= −1),

P

[
ϕ′(x)
ϕ(x)

]
= log |ϕ(x)| (x ∈ D : ϕ(x) 6= 0),

P
[
eϕ(x).ϕ′(x)

]
= eϕ(x),

P

[
ϕ′(x)

1 + ϕ2(x)

]
= arctanϕ(x),

P [cosϕ(x).ϕ′(x)] = sinϕ(x), etc.

2. Mais concretamente, vejam-se os seguintes exemplos:

a) P
(
ex

3
x2
)

=
1
3
P
(
ex

3
.3x2

)
=

1
3
ex

3
.

b) P

(
1

sinx

)
= P

(
1

2 sin x
2 cos x2

)
= P

( 1
2 sec2 x

2

tan x
2

)
=

= log
∣∣∣tan

x

2

∣∣∣ (x 6= kπ, k ∈ Z).
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c) P

(
x

x2 + a

)
=

1
2
P

(
2x

x2 + a

)
=

1
2

log(x2 + a) (a > 0).

d) P

(
1

cosx

)
= P

(
1

sin
(
x+ π

2

)) = log
∣∣∣tan

(x
2

+
π

4

)∣∣∣
(x 6= kπ + π

2 , k ∈ Z).

5.6.3. Primitivação por partes.

Sejam f, g : D → R funções definidas em D, f primitivável e g
derivável. Escrevendo F = Pf , tem-se (F.g)′ = f.g + F.g′ pelo que
f.g = (F.g)′ − F.g′; então f.g será primitivável se e só se o for F.g′ e
tem-se

P (f.g) = (Pf).g − P [(Pf).g′].

Observação. Se f, g : [a, b]→ R são funções com derivadas R-integráveis,
supondo que f ′g (ou fg′) é primitivável, vem da anterior fórmula∫ b

a

fg′ = [P (fg′)]ba = [fg]ba − [P (f ′g)]ba = [fg]ba −
∫ b

a

f ′g

e recuperamos assim, em particular, a anterior fórmula de integração por
partes (cf. (5.5.4.))

5.6.4. Exemplos

1. P (x. sinx) = −x. cosx+ P (cosx) = sinx− x cosx.

2. P (log x) = P (1. log x) = x. log x−P
(
x.

1
x

)
= x (log x−1), (x > 0).

3. P (arcsinx) = P (1. arcsinx) = x. arcsinx− P x√
1− x2

, x ∈]− 1, 1[.

Mas, P
x√

1− x2
= −1

2
P (1− x2)−1/2 (−2x) = −

√
1− x2, donde

P (arcsinx) = x. arcsinx+
√

1− x2.

4.
P (eax. cosx) = eax. sinx− aP (eax. sinx) =

= eax. sinx− a [− cosx.eax + aP (eax. cosx)] .
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Logo, (1 + a2)P (eax. cosx) = eax. sinx+ a cosx.eax, ou seja

P (eax. cosx) =
eax(sinx+ a cosx)

1 + a2
, (a ∈ R).

5.
P (cos2 x) = P (cosx. cosx) = sinx cosx+ P (sin2 x) =

= sinx cosx+ P (1− cos2 x) = sinx cosx+ x− P (cos2 x),

pelo que

P (cos2 x) =
x+ sinx cosx

2
.

5.6.5. Primitivação por substituição.

Seja f : J → R uma função definida num intervalo J ⊂ R e ϕ : I → J
uma função bijetiva e diferenciável definida num intervalo I ⊂ R e tal
que ϕ′(t) 6= 0 (t ∈ I). Suponha-se ainda que a função ψ : I → R, dada por

ψ(t) = f (ϕ(t)) ϕ′(t)

é primitivável e seja Ψ uma primitiva de ψ. Então, pondo x = ϕ(t), tem-se,
para todo x ∈ J ,

d

dx
Ψ
[
ϕ−1(x)

]
= Ψ′

[
ϕ−1(x)

]
(ϕ−1)′ (x) =

= ψ(t)
1

ϕ′(t)
= f [ϕ(t)] = f(x)

e portanto, sob as hipóteses apresentadas, a função f é primitivável
desde que o seja a função f (ϕ(t)) ϕ′(t) e tem-se

(Pf) (x) = P [f (ϕ(t)) ϕ′(t)]t=ϕ−1(x) .

5.6.6. Exemplo. Procuremos a primitiva de

f(x) =
√
a2 − x2, a > 0, −a < x < a.

Pondo, x = a sin t = ϕ(t), t ∈] − π/2, π/2[, desde logo se verifica que ϕ é
uma bijeção de ]− π/2, π/2[ sobre ]− a, a[ com derivada ϕ′(t)=a cos t 6= 0,
t ∈]− π/2, π/2[. Vem então

f (ϕ(t)) ϕ′(t) =
√
a2
(
1− sin2 t

)
. a cos t = a2 cos2 t.
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Mas (cf. (5.6.4.),(5)),

P
(
a2 cos2 t

)
= a2P

(
cos2 t

)
= a2 t+ sin t cos t

2
.

Regressamos à variável x tendo presente que t = ϕ−1(x) = arcsin(x/a);
como, de a sin t = x se tira que a cos t =

√
a2 − x2, tem-se finalmente

P
(√

a2 − x2
)

= P
(
a2 cos2 t

)
t=arcsin(x/a)

=

=
a2

2
arcsin

x

a
+
x

2

√
a2 − x2.

B. Primitivação das funções racionais.

Sejam

P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

Q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmx
m

n,m ∈ N0, bm 6= 0

dois polinómios com coeficientes aj , bj ∈ R; n e m os graus de P e
Q, respetivamente. Recordemos que função racional é toda a função
f :D → R, dada por

f(x) =
P (x)
Q(x)

, D = {x ∈ R : Q(x) 6= 0}.

De seguida faremos uma revisão sucinta da teoria algébrica dos polinómios
e funções racionais, omitindo as demonstrações dos principais resultados.

Dois polinómios P e Q dizem-se iguais e escreve-se P = Q se

P (x) = Q(x), ∀x ∈ R.

O leitor pode verificar facilmente que, sendo P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

e Q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmx
m se tem

P (x) = Q(x), ∀x ∈ R ⇔ n = m e a0 = b0, a1 = b1, . . . , an = bn.

(método dos coeficientes indeterminados)

Dados dois polinómios P e Q 6= 0 (isto é bm 6= 0), existem polinómios D e
R tais que

Divisão de P por Q

P (x) = D(x)Q(x) +R(x)

grau deR < grau deQ



220 5. O Integral de Riemann

D diz-se o polinómio cociente e R diz-se o polinómio resto.

No caso particular de Q = x− a (polinómio de grau 1), tem-se

P (x) = (x− a)D(x) +R(x)

com grau R < 1 e logo R ≡ Const; (verifica-se imediatamente que
R(x) = P (a)).

5.6.7. Definição. Um polinómio P de grau ≥ 1 diz-se redut́ıvel,
se existem polinómios P1 e P2 tais que grauPi < grauP (i = 1, 2) e
P (x) = P1(x)P2(x).
O polinómio P diz-se irredut́ıvel se não for redut́ıvel.

É posśıvel determinar quais são precisamente os polinómios irre-
dut́ıveis. Considere-se, com efeito, (e sem perda de generalidade) os
polinómios unitários (com coeficiente an = 1): P (x) = xn + an−1x

n−1 +
· · ·+ a1x+ a0.

• Todos os polinómios de grau 1, P (x) = x− a são irredut́ıveis.

• Um polinómio de grau 2, P (x) = x2 + bx + c é irredut́ıvel se e só se
não tem ráızes reais, isto é

b2 − 4c < 0.

Assim os polinómios de grau 2 irredut́ıveis são precisamente os
polinómios da forma:

P (x) = (x− α)2 + β2 (α, β ∈ R, β 6= 0)

associado às duas ráızes complexas conjugadas α± iβ.

• Os únicos polinómios irredut́ıveis são os considerados :

x− a, x ∈ R

(x− α)2 + β2, α, β ∈ R, β 6= 0,

e mostra-se que todo o polinómio P (x) com grau P ≥ 1 é produto de
polinómios irredut́ıveis:

P (x) = (x− a1)n1 · · · (x− ap)np [ (x− α1)2 + β2
1 ]m1 · · ·

· · · [ (x− αq)2 + β2
q ]mq

em que ni,mj ∈ N representam o grau de multiplicidade do
correspondente fator em P .
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Na prática, a decomposição de um polinómio P (x) nos elementos irre-
dut́ıveis é em geral complexa: tal decomposição é evidentemente equiva-
lente à determinação das ráızes de P e das suas multiplicidades.

Decomposição de uma função racional.

Seja

f(x) =
P (x)
Q(x)

, Q 6= 0,

uma função racional. O teorema principal que adiante enunciaremos,
permite-nos decompor a função racional em soma de “elementos simples”,
os quais são primitiváveis (como veremos) no quadro das funções ele-
mentares.

Observemos em primeiro lugar que, se grau P ≥ grau Q, da divisão
de P por Q resulta P (x) = D(x)Q(x) +R(x), grauR < grauQ e logo

P (x)
Q(x)

= D(x) +
R(x)
Q(x)

,

o que nos leva a considerar apenas o caso

f(x) =
P (x)
Q(x)

com grauP < grauQ.

5.6.8. Teorema. Sejam P e Q dois polinómios com grau P < grau Q.

Então f(x) =
P (x)
Q(x)

é soma de um número finito de funções racionais dos

tipos:

i)
A

(x− a)k
, ii)

bx+ c

[(x− α)2 + β2]l
;

A, b e c são constantes reais; x − a, respetivamente (x − α)2 + β2, são
os fatores irredut́ıveis da decomposição de Q(x), de multiplicidade ≥ k,
respetivamente ≥ l. Mais precisamente, se

Q(x) = (x− a1)n1 · · · (x− ap)np [ (x− α1)2 + β2
1 ]m1 · · ·

· · · [ (x− αq)2 + β2
q ]mq ,

então

P (x)
Q(x)

=
p∑
i=1

ni∑
k=1

Aik
(x− ai)k

+
q∑
j=1

mj∑
l=1

bjlx+ cjl[
(x− αj)2 + β2

j

]l .
Trata-se agora de determinar os coeficientes Aik, bjl e cjl; a anterior

igualdade reduz-se (após desembaraçar de denominadores) a uma igualdade
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de polinómios e os coeficientes referidos podem ser calculados utilizando o
método dos coeficientes indeterminados.

5.6.9. Exemplos.

1. De acordo com a teoria exposta, a função racional
1

x (x2 + 1)
de-

compõe-se do seguinte modo:

1
x (x2 + 1)

=
A

x
+

bx+ c

x2 + 1
.

Simplificando,

1 = (x2 + 1)A+ x (bx+ c) = (A+ b)x2 + cx+A

pelo que A+ b = 0, c = 0, A = 1 e logo

1
x (x2 + 1)

=
1
x
− x

x2 + 1
.

2. Os coeficientes Ak (1 ≤ k ≤ m), correspondentes ao fator (x− a)m da
decomposição de Q(x), podem ser calculados diretamente utilizando a
fórmula de Taylor. Seja, com efeito, a uma raiz real de multiplicidade
m de Q(x) e escreva-se Q(x) = (x − a)mQa(x), em que Qa(x) é o
polinómio que resulta de Q quando se suprime o termo (x − a)m;
então

P (x)
Q(x)

=
A1

(x− a)m
+ · · ·+ Am

(x− a)
+
P2(x)
Qa(x)

e multiplicando por (x− a)m, tem-se

P (x)
Qa(x)

= A1 +A2(x− a) + · · ·+Am(x− a)m−1 + o
(
(x− a)m−1

)
,

dado que a não é raiz de Qa(x) e portanto

P2(x)
Qa(x)

(x− a)m = o
(
(x− a)m−1

)
.

Finalmente, pela unicidade do desenvolvimento Tayloriano em x = a

de
P (x)
Qa(x)

, podemos concluir que

A1 =
[
P (x)
Qa(x)

]
x=a

, A2 =
[
P (x)
Qa(x)

]′
x=a

, · · · ,

Am =
1

(m− 1)!

[
P (x)
Qa(x)

](m−1)

x=a

.
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Apliquemos as observações precedentes ao seguinte exemplo:

f(x) =
x+ 1

x3(x2 + 1)
=
A1

x3
+
A2

x2
+
A3

x
+
bx+ c

x2 + 1
.

Tem-se então
A1 =

[
x+ 1
x2 + 1

]
x=0

= 1

A2 =
[
x+ 1
x2 + 1

]′
x=0

= 1

A3 =
1
2

[
x+ 1
x2 + 1

]′′
x=0

= −1

e logo
x+ 1

x3(x2 + 1)
=

1
x3

+
1
x2
− 1
x

+
bx+ c

x2 + 1
.

O método dos coeficientes indeterminados permite agora mais facil-
mente calcular b e c : b = 1, c = −1; assim

f(x) =
x+ 1

x3(x2 + 1)
=

1
x3

+
1
x2
− 1
x

+
x− 1
x2 + 1

.

5.6.10. Primitivação de uma função racional.

Decomposta nos seus elementos simples, a primitivação da função

racional f(x) =
P (x)
Q(x)

depende agora apenas do conhecimento de uma

primitiva das funções;

1
(x− a)n

e
bx+ c

[(x− α)2 + β2]m
, β 6= 0, n,m ∈ N.

A primeira função primitiva-se imediatamente e tem-se:

P

[
1

(x− a)n

]
=


log |x− a| se n = 1

1
(−n+1) (x− a)n−1

se n > 1

A primitiva de
bx+ c

[(x− α)2 + β2]m
, β 6= 0, n,m ∈ N, obtém-se fazendo uma

conveniente mudança de variável e, tal como anteriormente, considerando
os casos m = 1 e m > 1.
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1o Caso : m = 1

Fazendo x = α+ βt, obtém-se

P

[
bx+ c

(x− α)2 + β2

]
= P

[
b (α+ βt) + c

β2t2 + β2
. β

]
t=(x−α)/β

.

Mas

P

[
b (α+ βt) + c

β2t2 + β2
.β

]
= b P

(
t

1 + t2

)
+
bα+ c

β
P

(
1

1 + t2

)
=

=
b

2
log (1 + t2) +

bα+ c

β
arctan t;

donde

P

[
bx+ c

(x− α)2 + β2

]
=

=
b

2
log
[
(x− α)2 + β2

]
+
bα+ c

β
arctan

(
x− α
β

)
.

2o Caso : m > 1

Utilizando sempre a mudança de variável, x = α+ βt, tem-se agora

P

[
bx+ c

[(x− α)2 + β2]m

]
= P

[
b (α+ βt) + c

(β2t2 + β2)m
. β

]
t=(x−α)/β

e

P

[
b (α+ βt) + c

(β2t2 + β2)m
. β

]
=

= P

[
bβ2t

(β2t2 + β2)m

]
+

bα+ c

β2m−1
P

[
1

(1 + t2)m

]
=

=
b

2(1−m) (β2t2 + β2)m−1
+

bα+ c

β2m−1
P

[
1

(1 + t2)m

]
.

e o problema reduz-se a calcular a primitiva de
1

(1 + t2)m
(m > 1).

Observando que

1
(1 + t2)m

=
1

(1 + t2)m−1
− t

2
2t

(1 + t2)m
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e que

P

[
t

2
2t

(1 + t2)m

]
=

=
t

2
1

(1−m) (1 + t2)m−1
− 1

2(1−m)
P

[
1

(1 + t2)m−1

]
,

obtém-se a fórmula de recorrência:

P

[
1

(1 + t2)m

]
=

t

(2m−2) (1 + t2)m−1
+

3−2m
2−2m

P

[
1

(1 + t2)m−1

]
.

No caso particular de m = 2, tira-se que

P

[
1

(1 + t2)2

]
=

t

2 (1 + t2)
+

1
2

arctan t

e substituindo,

P

[
bx+ c

[(x− α)2 + β2]2

]
= − b

2 [(x− α)2 + β2]
+

+
bα+ c

β2

[
x− α

2 [(x− α)2 + β2]

]
+
bα+ c

2β3
arctan

(
x− α
β

)
.

C. Racionalização de algumas funções.

A utilização de convenientes mudanças de variável, x = ϕ(t), pode
em certos casos transformar funções f , dadas por expressões irracionais,
em funções f(ϕ(t))ϕ′(t) racionais e logo primitiváveis como funções ele-
mentares. Introduza-se em primeiro lugar a noção de polinómio e função
racional em várias variáveis.

Designa-se por polinómio em duas variáveis, x e y, com coefi-
cientes reais, a aplicação P = P (x, y) : R×R→ R, dada por

P (x, y) = a00 + a01y + a10x+ a11xy + · · ·+ amnx
myn,

com m,n ∈ N0, aij ∈ R. Define-se o grau de P como o maior inteiro i+ j
tal que aij 6= 0.
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Mais geralmente define-se, de modo análogo, polinómio em p variáveis
u1, . . . , up, como a aplicação P : R× · · · ×R︸ ︷︷ ︸

p vezes

−→ R, dada por

P (u1, . . . , up) =
∑

i1,...,ip

ai1...ipu
i1
1 . . . uipp ,

i1, . . . , ip ∈ N0, ai1...ip ∈ R e
∑

i1,...,ip

representa uma soma finita em

i1, . . . , ip.

Se P (u1, . . . , up) e Q(u1, . . . , up) são dois polinómios em p variáveis, define-
-se função racional em p variáveis como a aplicação

R(u1, . . . , up) =
P (u1, . . . , up)
Q(u1, . . . , up)

e definida naturalmente nos elementos (u1, . . . , up) ∈ R× · · · ×R︸ ︷︷ ︸
p vezes

tais que

Q(u1, . . . , up) 6= 0.

Analisemos então algumas classes de funções suscept́ıveis de serem raciona-
lizadas por convenientes mudanças de variável.

C1. Seja dada uma função racional em n variáveis, R(u1, . . . , un), e
considere-se a função f :D → R, definida por

f(x) = R

(
x,

(
ax+ b

cx+ d

)r2
, · · · ,

(
ax+ b

cx+ d

)rn
)

em que r2, . . . , rn ∈ Q e a, b, c, d ∈ R.

Represente-se por µ o menor múltiplo comum de {1, r2, . . . , rn}, isto é, o
menor inteiro positivo tal que µrj ∈ Z (j = 2, . . . , n). Admitindo que

ad − bc 6= 0, a função x → ax+ b

cx+ d
é biuńıvoca e logo invert́ıvel num

dado intervalo de definição (com efeito, a sua derivada vem dada por
ad− bc

(cx+ d)2
6= 0 ).

Logo, pondo
ax+ b

cx+ d
= tµ, daqui se tira que

x =
d tµ − b
a− c tµ

= ϕ(t)
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a qual é função racional; como ϕ′(t) é ainda racional, vem finalmente

f(ϕ(t))ϕ′(t) = R (ϕ(t), tµr2 , . . . , tµrn) ϕ′(t),

função racional e logo primitivável no quadro das funções elementares.

Exemplos.

1. A função
x3

√
x− 1

é do tipo R
(
x, (x− 1)1/2

)
(x > 1). Aqui

ax+ b

cx+ d
= x− 1 com a = 1, b = −1, c = 0, d = 1;

tem-se ainda, µ = m.m.c.{1, 1/2} = 2; logo, x = ϕ(t) = t2 + 1 e
ϕ′(t) = 2t, donde

f(ϕ(t))ϕ′(t) =
(t2 + 1)3

t
2t = 2 (t2 + 1)3.

2. A função
1

x1/2 + x1/3
é também racionalizável já que

f(x) = R
(
x, x1/2, x1/3

)
;

aqui,
ax+ b

cx+ d
= x e portanto a = 1, b = 0, c = 0, d = 1; além

disso tem-se, µ = m.m.c.{1, 1/2, 1/3} = 6 e a mudança de variável
x = ϕ(t) = t6 (ϕ′(t) = 6t5) dá-nos:

f(ϕ(t))ϕ′(t) =
1

t3 + t2
6t5.

C2. Dada uma função racional em duas variáveis, R(x, y), vejamos como
é posśıvel racionalizar as funções do tipo

f(x) = R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
, a 6= 0.

1o Caso : O binómio ax2 + bx + c admite duas ráızes reais α e β (α 6= β)
(o caso α = β é trivial).

Faz-se então

t =
√
ax2 + bx+ c

x− α
=

√
a (x− α) (x− β)

x− α
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ou seja

x =
α t2 − a β
t2 − a

= ϕ(t).

A função ϕ é racional e logo se vê que ϕ′(t) =
2at (β − α)
(t2 − a)2

6= 0. Como ϕ′

é ainda racional, tem-se

f(ϕ(t))ϕ′(t) = R (ϕ(t), t (ϕ(t)− α)) ϕ′(t),

função racional, como era pretendido.

2o Caso : b2 − 4ac < 0

O binómio tem, neste caso, duas ráızes complexas; deveremos então supor
que a > 0 (caso contrário, o binómio seria negativo, tornando indefinida a
função f ). Faz-se então√

ax2 + bx+ c =
√
a x+ t

e portanto

x =
t2 − c

b− 2
√
a t

= ϕ(t),

função racional tal que ϕ′(t) 6= 0. Tem-se enfim,

f(ϕ(t))ϕ′(t) = R
(
ϕ(t),

√
aϕ(t) + t)

)
ϕ′(t),

função racional num conveniente intervalo de t.

Exemplos.

3. Consideremos a função irracional

f(x) =
1

x
√
x2 − x− 2

= R
(
x,
√
x2 − x− 2

)
.

Neste caso,
√
x2 − x− 2 =

√
ax2 + bx+ c com a= 1, b=−1, c=−2;

x2−x−2 admite as ráızes reais: α=−1, β=2. A mudança de variável

t =
√
x2 − x− 2
x+ 1

=

√
(x− 2)(x+ 1)

x+ 1
dá-nos:

x =
−t2 − 2
t2 − 1

= ϕ(t) ; ϕ′(t) =
6t

(t2 − 1)2
.
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Repare-se que, ϕ :]0, 1[→]1,+∞[ é uma bijeção e ϕ′ 6= 0. Então,

f(ϕ(t))ϕ′(t) = R (ϕ(t), t[ϕ(t) + 1]) ϕ′(t) =

=
t2 − 1
−t2 − 2

1

t
(
−3
t2−1

) 6t
(t2 − 1)2

=
2

2 + t2
.

e logo

P

[
1

x
√
x2 − x− 2

]
= P

[
2

2 + t2

]
t=

√
x2−x−2

x+1

=

=
√

2 arctan

(
1√
2

√
x2 − x− 2
x+ 1

)
.

C3. Racionalização de funções trigonométricas do tipo

R (sinx, cosx)

em que R(u, v) é uma função racional de duas variáveis. Utilizamos aqui a
mudança de variável

tan
x

2
= t ⇐⇒ x = 2 arctan t = ϕ(t).

Tem-se ϕ′(t) =
2

1 + t2
6= 0. Como

1 + tan2 x

2
=

1
cos2 x

2

= 1 + t2,

tira-se que

cos2
x

2
=

1
1 + t2

e logo sin2 x

2
=

t2

1 + t2
;

portanto
sinx = 2 sin

x

2
cos

x

2
=

2t
1 + t2

cosx = cos2
x

2
− sin2 x

2
=

1− t2

1 + t2
.

Assim, sendo f(x) = R (sinx, cosx), obtém-se a função racional:

f(ϕ(t))ϕ′(t) = R

(
2t

1 + t2
,

1− t2

1 + t2

)
.

2
1 + t2

.
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Algumas classes particulares de funções do tipo R (sinx, cosx) podem
ser racionalizadas com outras mudanças de variável o que, na prática, é por
vezes útil. São as seguintes:

a) Racionalização de funções do tipo f(x) = R
(
tanx, sin2 x, cos2 x

)
sendo R(u, v, w) uma função racional em três variáveis. Fazemos

tanx = t ⇐⇒ x = arctan t = ϕ(t)

e portanto ϕ′(t) =
1

1 + t2
6= 0. Como

1
cos2 x

= 1 + tan2 x = 1 + t2,

tem-se então

cos2 x =
1

1 + t2
e sin2 x =

t2

1 + t2
;

logo

f(ϕ(t))ϕ′(t) = R

(
t,

t2

1 + t2
,

1
1 + t2

)
.

1
1 + t2

.

b) Racionalização de funções do tipo f(x) = R (sinx) . cosx

em que R(u) é uma função racional numa variável. Faz-se

sinx = t ⇐⇒ x = arcsin t = ϕ(t), t ∈]− 1, 1[

e logo ϕ′(t) =
1√

1− t2
6= 0. Como cosx =

√
1− sin2 t =

√
1− t2,

vem
f(ϕ(t))ϕ′(t) = R (t) .

c) Racionalização de funções do tipo f(x) = R (cosx) . sinx.

Analogamente fazemos

cosx = t ⇐⇒ x = arccos t = ϕ(t), t ∈]− 1, 1[.

Dado que ϕ′(t) =
1√

1− t2
6= 0 e sinx =

√
1− cos2 t =

√
1− t2,

obtemos a função racional

f(ϕ(t))ϕ′(t) = −R (t) .
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Exemplos.

4. Seja

f(x) =
1

1 + cosx
= R (sinx, cosx) .

Fazendo tan
x

2
= t,

f(ϕ(t))ϕ′(t) = R

(
2t

1 + t2
,

1− t2

1 + t2

)
2

1 + t2
=

=
1

1 +
1− t2

1 + t2

2
1 + t2

= 1,

e portanto P [f(ϕ(t))ϕ′(t)] = t, pelo que P
(

1
1 + cosx

)
= tan

x

2
.

5. Seja agora f(x) =
cosx

sinx+ cosx
; observando que

f(x) =
cosx

sinx+ cosx
=

1
1 + tanx

= R
(
tanx, sin2 x, cos2 x

)
.

e fazendo tanx = t, tem-se

f(ϕ(t))ϕ′(t) = R

(
t,

t2

1− t2
,

1
1 + t2

)
1

1 + t2
=

1
1 + t

1
1 + t2

;

é agora fácil concluir que

P

(
cosx

sinx+ cosx

)
=

1
2

log |1 + tanx| − 1
4

log (1 + tan2 x) +
x

2
.

Observações finais. As técnicas de primitivação apresentadas, embo-
ra amplas, não abrangem uma vasta classe de funções, as quais não são
primitiváveis no quadro das funções elementares. Com efeito, alguns
matemáticos do século XIX, entre os quais Liouville, Abel, Tschebyschef,
analisaram a impossibilidade de exprimir como funções elementares a
primitiva de certas classes de funções. Entre estas, refira-se a função
x→ e−x

2
e as funções

f(x) =
√
a0 + a1x+ · · ·+ anxn, g(x) =

1√
a0 + a1x+ · · ·+ anxn
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com n > 2. Estas funções não são, em geral, primitiváveis como funções
elementares. No entanto, as suas primitivas (como integrais indefinidos),
poderão apresentar importantes propriedades, do ponto de vista teórico e
das aplicações. É o caso, em especial, das chamadas funções eĺıpticas

f(x) =
1√

(1− x2) (1− k2x2)

funções que desempenham papel de relevo em várias aplicações da F́ısica.

5.7. Os integrais impr�oprios.

Considere-se a função f :]0, 2]→ R,

f(x) =
1√
x
.

2O x

Ax

Figura 5.9

A função não é limitada e logo,
naturalmente, não admite integral
definido de Riemann em ]0, 2]. No en-
tanto, retomando a motivação origi-
nal do integral definido, vejamos se
de alguma maneira é posśıvel definir
a área da parte de R2 limitada pelo
gráfico de 1/

√
x e pelo segmento da

abcissa entre 0 e 2. Com efeito, dado
que 1/

√
t é função cont́ınua no in-

tervalo [x, 2], a área Ax=
∫ 2

x
1/
√
t dt

limitada pela curva e pelo segmento
[x, 2] está bem definida; é então natu-
ral definir a área limitada pelo gráfico
de 1/

√
x e pelo segmento ]0, 2] como

o limite, caso exista, de Ax quando x→ 0+.

Ax =
∫ 1

x
1√
t
dt

Estas considerações motivam a seguinte definição:

5.7.1. Definição. Seja D ⊂ R um subconjunto de R com interior não
vazio; diz-se que f : D → R é uma função localmente integrável se f é
R-integrável em todo o intervalo [x, y] ⊂ D.

Seja [a, b[⊂ R um intervalo de R com b finito ou b = +∞ e seja f
uma função localmente integrável em [a, b[. Define-se integral impróprio

de f em [a, b[ e representa-se por
∫ b
a
f(x) dx, como∫ b

a

f(x) dx = lim
x→b−

∫ x

a

f(t) dt,
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caso este limite exista e seja finito.

Analogamente, se f :]a, b] → R é localmente integrável (a finito ou a =
−∞), define-se o integral impróprio de f em ]a, b] como∫ b

a

f(x) dx = lim
x→a+

∫ b

x

f(t) dt,

sempre que este limite exista e seja finito.

Se o integral impróprio está bem definido (isto é, se o limite atrás assinalado
existe e é finito) diz-se também que o integral impróprio é convergente;
caso contrário o integral impróprio dir-se-á divergente. É usual designar
o ponto b (resp. o ponto a) por ponto impróprio.

Observação. Se f é uma função R-integrável em [a, b] ⊂ R, tem-se
sempre lim

x→b−

∫ x
a
f(t) dt =

∫ b
a
f(x) dx, dado que o integral indefinido é função

cont́ınua; e reciprocamente, se f é limitada e localmente integrável em
[a, b[ então f é R-integrável em [a, b] (cf. (5.3.2.)) verificando-se de novo
a precedente igualdade. Assim, para intervalos limitados, torna-se claro
que a noção de integral impróprio aparece como uma extensão (às funções
ilimitadas) do integral definido. Enfim, notemos que os pontos b = +∞
(resp. a = −∞) são sempre (naturalmente) pontos impróprios.

Retomemos a nossa função f :]0, 2]→ R, f(x) =
1√
x

; trata-se de uma

função cont́ınua em ]0, 2] e portanto localmente integrável; tem-se então

lim
x→0+

∫ 2

x

1√
t
dt = lim

x→0+

[
2
√
t
]2
x

= 2
√

2− lim
x→0+

2
√
x = 2

√
2,

e logo o integral impróprio é convergente:∫ 2

0

f(x) dx =
∫ 2

0

1√
x
dx = 2

√
2.

Procedendo de modo análogo para a função g :]0, 2]→ R, g(x) =
1
x

, virá:

lim
x→0+

∫ 2

x

1
t
dt = lim

x→0+
[log t]2x = log 2− lim

x→0+
log x = +∞,

e aqui o integral impróprio,
∫ 2

0

1
x
dx, é divergente.
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Seja agora f :]a, b[→ R uma função localmente integrável (a e b podem,
em particular, tomar os valores −∞ e +∞, respetivamente). Pretendendo
estender a noção de integral impróprio a ]a, b[, podeŕıamos ser levados a
definir

∫ b
a
f como lim

ε→0+

∫ b−ε
a+ε

f . Não se trata contudo de uma boa definição;

com efeito, o limite anterior pode existir e ser finito e no entanto o integral
impróprio

∫ c
a
f, a < c < b, ser divergente: tomemos, por exemplo, a função

f :]− 1, 1[→ R, f(x) =
x

1− x2
; tem-se

lim
ε→0+

∫ 1−ε

−1+ε

x

1− x2
dx = −1

2
lim
ε→0+

[
log (1− x2)

]1−ε
−1+ε

= 0,

e o integral impróprio∫ 1

0

x

1− x2
dx = lim

x→1−

∫ x

0

t

1− t2
dt =

= −1
2

lim
x→1−

[
log (1− t2)

]x
0

= +∞

é divergente. Propomos agora a seguinte definição :

5.7.2. Definição. Seja f :]a, b[→ R localmente integrável. Diz-se que o
integral impróprio de f em ]a, b[ é convergente se para algum c, a < c < b,
são convergentes os integrais impróprios

∫ c
a

e
∫ b
c

e define-se:

∫ b

a

f(x) dx =
∫ c

a

f(x) dx+
∫ b

c

f(x) dx.

A anterior definição exige todavia um reparo: mostrar que o integral
assim definido não depende do ponto c ∈]a, b[ escolhido.

Seja, com efeito, c′, a < c′ < b; tem-se então∫ c′

a

f(x) dx = lim
y→a+

∫ c′

y

f(x) dx =

= lim
y→a+

[∫ c

y

f(x) dx+
∫ c′

c

f(x) dx

]
=
∫ c

a

f(x) dx+
∫ c′

c

f(x) dx.

Do mesmo modo se vê que∫ b

c′
f(x) dx =

∫ c

c′
f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx
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e logo

∫ c′

a

f(x) dx+
∫ b

c′
f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+
∫ b

c

f(x) dx.

Mais geralmente, dados a = x0 < x1 < · · · < xn = b e sendo f localmente
integrável em [a, b]\{x0, . . . , xn}, define-se o integral impróprio convergente
em [a, b] como∫ b

a

f(x) dx =
∫ x1

a

f(x) dx+
∫ x2

x1

f(x) dx+ · · ·+
∫ b

xn−1

f(x) dx

sempre que sejam convergentes os integrais impróprios
∫ xi+1

xi
f(x) dx, para

0 ≤ i ≤ n− 1.

Retomemos de novo f : [a, b[→ R e admita-se que o integral impró-
prio,

∫ b
a
f(x) dx, é convergente. Coloca-se naturalmente a questão de

saber se, neste caso, o integral
∫ b
a
|f(x)| dx é ou não convergente; veremos

adiante, com um contra-exemplo, que a convergência do integral impróprio∫ b
a
f(x) dx não implica a convergência do integral

∫ b
a
|f(x)| dx. Assim,

5.7.3. Definição. O integral impróprio,
∫ b
a
f(x) dx, diz-se absoluta-

mente convergente se o integral∫ b

a

|f(x)| dx

for convergente. Analogamente se define a convergência absoluta do integral
impróprio em ]a, b].

Observação. É imediato o paralelismo entre as noções de convergência e
convergência absoluta para séries e integrais impróprios. Tal como para as
séries numéricas, veremos de seguida que a convergência absoluta implica
a convergência do integral impróprio.

5.7.4. Proposição. Seja f : [a, b[→ R uma função localmente integrável.
Então o integral impróprio,

∫ b
a
f(x) dx, é convergente se e só se, para todo

δ > 0, existe ε > 0 tal que∣∣∣∣∫ y

x

f(t) dt
∣∣∣∣ < δ, ∀x, y ∈]b− ε, b[.
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Demonstração. Da definição de convergência de integral impróprio
resulta que

∫ b
a
f(x) dx é convergente se e só se a função F (x) =

∫ x
a
f(t) dt

tem limite finito quando x → b−, ou seja (caracterização de Cauchy-
Bolzano) :

∀δ > 0, ∃ε > 0 tal que x, y ∈]b− ε, b[ =⇒ |F (x)− F (y)| < δ,

o que mostra o resultado.

Corolário. Se o integral impróprio,
∫ b
a
f(x) dx, é absolutamente conver-

gente então é convergente.

Demonstração. Com efeito, sendo
∫ b
a
|f(x)| dx convergente, resulta da

da proposição que dado δ > 0, existe ε > 0 tal que∣∣∣∣∫ y

x

|f(t)| dt
∣∣∣∣ < δ, ∀x, y ∈]b− ε, b[

e logo (cf. 5.4.(v∗)) ∣∣∣∣∫ y

x

f(t) dt
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ y

x

|f(t)| dt
∣∣∣∣ < δ,

o que dá a conclusão.

Observações 1. Os resultados atrás referidos para os integrais impróprios
em [a, b[ são naturalmente válidos para os integrais impróprios em ]a, b].

2. Note-se que, se f : [a, b[→ R é localmente integrável, a convergência
ou divergência do integral

∫ b
a
f(x) dx é equivalente respetivamente à

convergência ou divergência do integral
∫ b
b−ε f(x) dx (b ∈ R), com ε > 0;

basta, com efeito, observar que∫ x

a

f(t) dt =
∫ b−ε

a

f(t) dt+
∫ x

b−ε
f(t) dt,

e logo lim
x→b−

∫ x
a
f existe e é finito se e só se existe e é finito lim

x→b−

∫ x
b−ε f. A

mesma observação vale naturalmente para f :]a, b]→ R. Enfim, se b = +∞
(ou a = −∞), o mesmo racioćınio se aplica: ∀M ≥ a,∫ +∞

a

f(t) dt convergente ⇐⇒
∫ +∞

M

f(t) dt convergente.

Torna-se portanto claro que, para função localmente integrável, a natureza
(convergência ou divergência) do integral impróprio num ponto depende
apenas do comportamento da função numa vizinhança desse ponto.
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Tal como fora já assinalado para as séries reais, a questão da con-
vergência ou divergência dos integrais impróprios é um assunto em geral
delicado. Todavia, se a função integranda for positiva, ou pelo menos
positiva numa vizinhança do ponto impróprio (cf. Obs. 2.) é posśıvel
apresentar um conjunto sistemático de critérios de convergência. Este tema
(juntamente com as séries de termos positivos) será analisado com desen-
volvimento no próximo caṕıtulo. A terminar esta secção demonstramos um
resultado que, em particular, se aplica ao estudo de um importante integral
impróprio, o integral de Dirichlet:

∫ +∞
1

sinx/x dx.

5.7.5. Proposição. Sejam f, g : [a,+∞[−→ R funções localmente
integráveis e K > 0 tal que∣∣∣∣∫ y

x

f(t) dt
∣∣∣∣ ≤ K, ∀x, y ∈ [a,+∞[.

Se g é decrescente e lim
x→+∞

g(x) = 0, então o integral impróprio

∫ +∞

a

f(x) g(x) dx

é convergente.

Demonstração. Como lim
x→+∞

g(x) = 0, dado δ > 0, existe M > 0

tal que 0 ≤ g(x) ≤ δ/K, ∀x ∈ [M,+∞[. Então, tomando quaisquer
c, d>M (c<d), pelo 2o Teorema da Média (Cor.) existe ξ, c ≤ ξ ≤ d tal
que ∣∣∣∣∣

∫ d

c

f(x) g(x) dx

∣∣∣∣∣ = g(c)

∣∣∣∣∣
∫ ξ

c

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ δ

K
.K = δ,

e o resultado é agora consequência imediata da Prop. 5.7.4.

Corolário. O integral de Dirichlet,
∫ +∞

1

sinx
x

dx, é convergente.

Basta observar que,∣∣∣∣∫ y

x

sin t dt
∣∣∣∣ = |[− cos t]yx| ≤ 2, ∀x, y.

No entanto,

5.7.6. Proposição. O integral de Dirichlet,
∫ +∞

1

sinx
x

dx, não é

absolutamente convergente.
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Demonstração. Mostremos que

lim
N→+∞

∫ 2Nπ+π/2

1

∣∣∣∣ sinxx
∣∣∣∣ dx = +∞.

Com efeito,

∫ 2Nπ+π/2

1

∣∣∣∣ sinxx
∣∣∣∣ dx ≥ N∑

j=1

∫ 2jπ+π/2

2jπ+π/4

∣∣∣∣ sinxx
∣∣∣∣ dx ≥

≥
N∑
j=1

π

4
sin (π/4)

2jπ + π/2
≥ C

N∑
1

1
j
,

e como lim
N→+∞

N∑
j=1

1
j

= +∞, tem-se a conclusão.

5.8. Fun�c~oes de varia�c~ao limitada.

Seja f uma função real definida num intervalo [a, b] ⊂ R, a < b.

5.8.1. Definição. Diz-se que f é uma função de variação limitada
em [a, b] (também se diz v.l.) se existe M > 0 tal que para toda a partição
P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}, se tem

vP (a, b) =
n−1∑
i=0

|f(xi+1)− f(xi)| ≤M.

Neste caso, o supremo das somas vP (a, b), para todas as partições de [a, b],
é um número real chamado variação total de f em [a, b] e representa-se
por

V (a, b) = sup
P
vP (a, b).

Observação. Sendo P uma partição de [a, b] e P ′ uma partição mais fina, é
fácil ver que vP (a, b) ≤ vP ′(a, b). Com efeito, admita-se (por simplicidade)
que P ′ = P ∪ {c}, com xi < c < xi+1; a anterior desigualdade é imediata
consequência de

|f(xi+1)− f(xi)| ≤ |f(xi+1)− f(c)|+ |f(c)− f(xi)|.

O leitor desprevenido poderá agora ser levado a concluir que a variação
total, V (a, b) = sup

P
vP (a, b), é ainda igual ao limite de vP (a, b) quando
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|P | → 0. Todavia o resultado não é, em geral, verdadeiro (∗) : a função
f : [−1, 1] → R, f(0) = 1, f(x) = 0 se x 6= 0, tem a variação total
V (−1, 1) = 2 e no entanto vP (−1, 1) = 0, para qualquer partição que não
tenha 0 como vértice.

5.8.2. Exemplos.

1. A função f(x) = sinx é de variação limitada em qualquer intervalo
[a, b] ⊂ R; com efeito,

| sinxi+1 − sinxi| ≤ xi+1 − xi (Teor. de Lagrange),

e logo vP (a, b) ≤
∑

(xi+1 − xi) = b− a.

2. É claro que toda a função monótona f em [a, b] é de variação limitada,

vP (a, b) = |f(b)− f(a)| = V (a, b),

para qualquer partição P de [a, b].

3. Consideremos a função f(x) = sin 1/x se x 6= 0, f(0) = x0. Escolham-

-se partições com vértices nos pontos xm =
1

(2m+ 1)π/2
, m ∈ N;

nestes pontos tem-se f(xm) = (−1)m e logo |f(xm+1) − f(xm)| = 2.
Fixado um qualquer intervalo [0, b], todos os xm, para m suficiente-
mente grande, estão em [0, b]; logo se constata que vP (0, b) ≥ 2k, para
toda a partição com os vértices b, xm, xm+1, · · · , xm+k, 0, e portanto
V (0, b) = +∞. A função não é de variação limitada em nenhum inter-
valo [0, b].

De mesmo modo se vê que a função cont́ınua, f(x) = x sin 1/x, x ∈ R,
não é de variação limitada em qualquer [0, b]. Escolhendo agora os

pontos xm =
1

mπ/2
, m ∈ N, facilmente se vê que

|f(xm+1)− f(xm)| =


2/π

1
m

se m ı́mpar

2/π
1

m+ 1
se m par

e em qualquer dos casos, estas parcelas são termo geral de um série
divergente.

(∗) O resultado é verdadeiro se f é cont́ınua; a demonstração é um pouco delicada e

nós não a faremos aqui.



240 5. O Integral de Riemann

5.8.3. Proposição. Seja f : [a, b] → R de variação limitada. Então f é
limitada.

Demonstração. Para cada x ∈ [a, b], tem-se

vP = |f(x)− f(a)|+ |f(b)− f(x)| ≤ V (a, b).

Em particular, |f(x)− f(a)| ≤ V (a, b) e logo

|f(x)| ≤ |f(a)|+ V (a, b), ∀x ∈ [a, b].

5.8.4. Proposição. Seja f : [a, b] → R e a < c < b. Então f é de
variação limitada em [a, b] se e só se é de variação limitada em [a, c] e
[c, b]. Neste caso, tem-se

V (a, b) = V (a, c) + V (c, b),

em que V (a, c) e V (c, b) representam as variações totais de f em [a, c] e
[c, b], respetivamente.

Demonstração. Suponha-se f de variação limitada em [a, c] e [c, b] e
seja P uma partição de [a, b]. Tomando P ′ = P ∪ {c}, tem-se vP (a, b) ≤
vP ′(a, b) = vP ′(a, c) + vP ′(c, b) e portanto

vP (a, b) ≤ V (a, c) + V (c, b).

Logo f é v.l. em [a, b] e V (a, b) ≤ V (a, c) + V (c, b).
Reciprocamente, uma partição de [a, c] e uma partição de [c, b] definem uma
partição de P de [a, b] e então, se f é v.l. em [a, b], tem-se

vP (a, c) + vP (c, b) = vP (a, b) ≤ V (a, b).

Logo, f é de variação limitada em [a, c] e [c, b] e (cf. (5.2.4.), Lema 1)
V (a, c) + V (c, b) ≤ V (a, b).

Sendo f : [a, b] ⊂ R → R de variação limitada, define-se a função
variação total, x ∈ [a, b]→ V (a, x), pondo V (a, x) = variação total de f
em [a, x], a < x ≤ b, e V (a, a) = 0.

Corolário 1. Se f : [a, b] → R é de variação limitada, a função variação
total, V (a, x), é função crescente.

Corolário 2. Seja f : [a, b] → R uma função derivável em todos os
pontos exceto num número finito, y1, . . . , yk ∈ [a, b]. Suponha-se que existe
M > 0, tal que |f ′(x)| ≤ M, ∀x ∈ [a, b] \ {y1, . . . , yk}. Então f é de
variação limitada em [a, b].
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Demonstração. Pela proposição, basta-nos demonstrar o resultado para
um só yk, digamos c, a < c < b. Como f ′ é limitada em [a, c[ e ]c, b], então
f é limitada, |f(x)| ≤ K, x ∈ [a, b] (T. de Lagrange, Cor.3.). Tomando
agora uma partição P de [a, b], considere-se P ′ = P ∪ {c} = {x0 < · · · <
xj−1 < c < xj+1 < · · · < xn}, (xj = c). Tem-se então

vP (a, b) ≤ vP ′(a, b) =
n−1∑
i=0

|f(xi+1)− f(xi)| =

=
∑

i 6=j,j+1

|f(xi+1)− f(xi)|+ |f(xj+1)− f(c)|+ |f(c)− f(xj−1|

Usando de novo Lagrange,∑
i 6=j,j+1

|f(xi+1)− f(xi)| ≤M
∑

i 6=j,j+1

|xi+1 − xi| ≤M(b− a)

e logo, vP (a, b) ≤M(b− a) + 4K, o que mostra o resultado. Se c = a ou b,
a demonstração é essencialmente a mesma.

O teorema seguinte dá uma nova caracterização das funções de variação
limitada.

5.8.5. Teorema. A função f : [a, b] → R é de variação limitada se e só
se f é diferença de duas funções crescentes.

Demonstração. Ponha-se

f(x) = V (a, x)− [V (a, x)− f(x)]. (J)

Foi já visto que a função variação total, V (a, x), é crescente. Mostremos
agora que g(x) = V (a, x) − f(x) é também crescente em [a, b]. Tomando
a ≤ x < y ≤ b, vem (cf. (5.8.4.))

g(y)− g(x) = V (a, y)− V (a, x)− [f(y)− f(x)] =
= V (x, y)− [f(y)− f(x)].

Mas resulta da própria definição de V (x, y) que

|f(y)− f(x)| ≤ vP (x, y) ≤ V (x, y)

e logo g(x) ≤ g(y).

Tendo presente as prop. 3.2.6. e 5.8.3., resulta imediatamente

Corolário. Uma função f : [a, b] → R de variação limitada tem no
máximo um número numerável de descontinuidades. Em particular, f é
R-integrável.
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5.8.6. Continuidade e variação total.

5.8.7. Proposição. Seja f : [a, b]→ R uma função de variação limitada
e c ∈ [a, b]. Então f é cont́ınua em c se e só se V (a, x) é cont́ınua em c.

Demonstração. Seja a ≤ c < b e mostremos primeiro que f(c+) =
f(c) =⇒ V (a, c+) = V (a, c). Dado δ > 0, existe P = {c = x0 < x1 <
· · · < xn = b}, partição de [c, b], tal que vP (c, b) > V (c, b) − δ. Tomando
x ∈]c, x1[, é claro que

V (c, b)− δ < vP (c, b) ≤ |f(x)− f(c)|+ V (x, b)

ou seja
δ + |f(x)− f(c)| > V (c, b)− V (x, b) = V (c, x).

Como f(c+) = f(c), passando ao limite x → c+ a anterior desigualdade,
obtemos

lim
x→c+

[V (a, x)− V (a, c)] = lim
x→c+

V (c, x) ≤ δ

o que mostra que V (a, c+) = V (a, c).
A rećıproca é consequência imediata de

|f(x)− f(c)| ≤ V (c, x) = V (a, x)− V (a, c), x ∈]c, b].

Analogamente se trata a continuidade à esquerda.

Resulta agora de (5.8.5.(J))

Corolário 1. A função f : [a, b] → R é cont́ınua e de variação limitada
se e só se f é diferença de duas funções crescentes e cont́ınuas em [a, b].

Corolário 2. Seja f uma função cont́ınua e de variação limitada em [a, x]
para todo x tal que a < x < b. Se V (a, x) ≤ M, ∀x ∈]a, b[, então f é
de variação limitada em [a, b] e em consequência V (a, b) = lim

x→b−
V (a, x).

Resultado análogo se f é v.l. em todo [x, b], a < x < b.

Demonstração. Fixado δ > 0, pela continuidade de f , existe ε > 0
tal que |f(x) − f(b)| < δ, ∀x ∈ [b − ε, b]. Tomando agora uma qualquer
partição P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}, escolha-se x ∈ [b − ε, b] tal
que xn−1 < x < b. Então, tem-se

vP (a, b) ≤ V (a, x) + |f(x)− f(b)| < M + δ.
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5.8.8. Comprimento de arco.

5.8.9. Definição. Uma curva no plano R2 é uma aplicação

γ : [a, b] −→ R2, t ∈ [a, b] −→ γ(t) = (x(t), y(t)).

As funções x(t) e y(t) dizem-se as funções componentes da curva. A
imagem γ([a, b]) diz-se o traço ou gráfico da curva e é representado por
Γ.

Em particular, o gráfico de uma função de variável real, f : [a, b]→ R,
não é mais do que o gráfico da curva γ(t) = (t, f(t)), em que as funções
componentes são x(t) = t e y(t) = f(t), t ∈ [a, b].

A curva γ(t) = (x(t), y(t)) diz-se cont́ınua se as funções componentes
x(t) e y(t) são cont́ınuas em [a, b].

Pretende-se definir “comprimento de arco” de uma curva cont́ınua.
Veremos que se trata de um conceito intimamente relacionado com o de
função de variação limitada, atrás analisado. Considere-se então uma curva
γ : [a, b]→ R2 e tomemos uma partição P = {a = t0 < t1 < · · · < tn = b}
de [a, b]. Uma tal partição determina naturalmente um poĺıgono (“inscrito
na curva”) com vértices γ(ti).
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É razoável definir o comprimento

da curva como o supremo dos com-

primentos dos poĺıgonos inscritos,

para todas as partições de [a, b].

Figura 5.10

5.8.10. Definição. Seja γ(t) = (x(t), y(t)) uma curva cont́ınua definida
em [a, b]. Seja P = {a = t0 < t1 < · · · < tn = b} uma partição de [a, b] e
consideremos o comprimento do poĺıgono associado,

l (P ) =
n−1∑
i=0

√
[x(ti+1)− x(ti)]2 + [y(ti+1)− y(ti)]2. (1)

Se existe M > 0 tal que l(P ) ≤ M , para toda a partição P de [a, b], então
a curva diz-se retificável e neste caso

sup
P

l (P ) = Λ(a, b),

diz-se o comprimento de arco da curva γ.
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Observações. 1. No somatório que figura em (1), cada parcela, como se
sabe da Geometria Anaĺıtica elementar, não é mais do que o comprimento
do segmento PiPi+1, em que Pi = γ(ti) e Pi+1 = γ(ti+1).

2. Se P ′ é uma partição mais fina do que P , P ⊂ P ′, facilmente se vê que
l (P ) ≤ l (P ′).

5.8.11. Teorema. Uma curva cont́ınua γ(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [a, b], é
retificável se e só se as funções componentes, x(t) e y(t), são de variação
limitada, e tem-se

Vx(a, b), Vy(a, b) ≤ Λ(a, b) ≤ Vx(a, b) + Vy(a, b),

em que Vx(a, b) e Vy(a, b) representam as variações totais de x(t) e y(t) em
[a, b].

Demonstração. Tomando uma partição P = {a = t0 < t1 < · · · < tn =
b}, tem-se

n−1∑
i=0

|x(ti+1)− x(ti)|,
n−1∑
i=0

|y(ti+1)− y(ti)| ≤ l (P ) ≤

≤
n−1∑
i=0

|x(ti+1)− x(ti)|+
n−1∑
i=0

|y(ti+1)− y(ti)|.

A conclusão é agora imediata.

Com demonstração idêntica à da proposição 5.8.4., tem-se agora

5.8.12. Proposição. Uma curva cont́ınua γ, definida em [a, b] ⊂ R, é
retificável se e só se é retificável em [a, c] e [c, b], a < c < b, e tem-se

Λ(a, b) = Λ(a, c) + Λ(c, b).

Se γ é uma curva retificável em [a, b], e à semelhança da noção de
função variação total, define-se a função peŕımetro da curva, t → Λ(a, t),
pondo Λ(a, a) = 0.

Corolário 1. Se γ é curva cont́ınua retificável em [a, b] ⊂ R, a função
peŕımetro, t→ Λ(a, t), é crescente e cont́ınua.

Demonstração. A monotonia sai logo da proposição. Por outro lado, se
a < t < t′, tem-se (cf. (5.8.11.))

0 ≤ Λ(a, t′)− Λ(a, t) = Λ(t, t′) ≤ Vx(t, t′) + Vy(t, t′),
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e o segundo membro tende para 0 quando t′ → t+ (cf. (5.8.7.)).

Corolário 2. Uma curva cont́ınua γ, definida em [a, b] ⊂ R, é retificável
se e só se é retificável em [a, t] para todo t ∈ [a, b[ e existe M > 0 tal que
Λ(a, t) ≤M, ∀t ∈ [a, b[. Em consequência, Λ(a, b) = lim

t→b−
Λ(a, t)

Resultado análogo se γ é retificável em todo [t, b], a < t < b.

Demonstração. Sendo γ(t) = (x(t), y(t)) retificável em [a, t], as funções
componentes são v.l. em [a, t] (cf. (5.8.11.)) e

Vx(a, t), Vy(a, t) ≤M.

A conclusão sai de (5.8.7. Cor.2.) e (5.8.11.).

5.8.13. Exemplos.

1. A curva, gráfico da função f(x) = x sin 1/x, x ∈ [0, b], não é reti-
ficável; com efeito, f não é de variação limitada.

-0.4 -0.2 0.2 0.4

-0.2

-0.1
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0.3
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Tem-se Λ(0, b) = +∞

Figura 5.11

2. Seja agora f : [a, b]→ R uma função cont́ınua, e diferenciável em ]a, b[.
Para cada partição P = {a = t0 < t1 < · · · < tn = b}, considere-se o
comprimento do poĺıgono inscrito no gráfico de f ,

l (P ) =
n−1∑
i=0

√
[ti+1 − ti]2 + [f(ti+1)− f(ti)]2.

Pelo teorema de Lagrange, existe ξi ∈]ti, ti+1[ tal que f(ti+1)−f(ti) =
(ti+1 − ti) f ′(ξi) e logo

l (P ) =
√

1 + [f ′(ξi)]2 (ti+1 − ti),

soma de Riemann da função
√

1 + [f ′(t)]2. Logo, se esta função for
R-integrável, o leitor pode facilmente mostrar (exerćıcio) que o gráfico
de f é retificável (cf. (5.8.10.), Obs. 2.) e

Λ(a, b) =
∫ b

a

√
1 + [f ′(t)]2 dt. (2)
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Tratando-se de integral impróprio em b (ou em a) convergente, a curva
é ainda retificável e o seu comprimento (cf. (5.8.12.), Cor. 2.),

Λ(a, b) = lim
t→b−

Λ(a, t) = lim
t→b−

∫ t

a

√
1 + [f ′(τ)]2 dτ

=
∫ b

a

√
1 + [f ′(t)]2 dt.

Enfim, sendo o integral impróprio em a e b convergente, tem-se ainda
o mesmo resultado (cf. (5.8.12.)).

5.8.14. Definição rigorosa das funções trigonométricas.

Na circunferência de raio 1 e centro na origem, u2 + v2 = 1, conside-
remos a parte situada no semi-plano superior, gráfico da curva γ, descrita
por f(u) =

√
1− u2, −1 ≤ u ≤ 1; trata-se de uma curva cont́ınua e a sua

derivada, f ′(u) = −u/
√

1− u2 é finita para −1 < u < 1. Como√
1 + [f ′(u)]2 =

1√
1− u2

,

a curva γ é retificável, e o comprimento de arco, vem dado por

Λ(−1, 1) =
∫ 1

−1

du√
1− u2

,

integral impróprio convergente em −1 e 1 (cf. (5.8.13.),(2.)). Assim, a semi-
circunferência de raio 1 é retificável e o seu comprimento é um número real
designado, número π :

π =
∫ 1

−1

du√
1− u2

.

Pretende-se agora definir em todo o rigor (mas motivados pela ideia
intuitiva) as funções trigonométricas, sinx e cosx.

Para cada u ∈ [−1, 1], tome-se o ponto B da semi-circunferência γ
(cf. Fig. 5.12) cuja abcissa é u e considere-se o comprimento de arco
ÂB; designamo-lo por x = arccosu. Fica assim bem definida a aplicação
u→ arccosu, u ∈ [−1, 1], dada por

x = arccosu =
∫ 1

u

dt√
1− t2

, −1 ≤ u ≤ 1 (1)

Em particular, arccos 1 = 0, arccos −1 = π, e como a função integranda

em (1) é par, tem-se arccos 0 = 1/2
∫ 1

−1

du√
1− u2

= π/2.
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Figura 5.12

A função arccos : [−1, 1] → R, dada pelo integral indefinido (1), é
claramente cont́ınua e é derivável em ]− 1, 1[:

(arccos u)′ =
−1√

1− u2
< 0.

Trata-se de uma função estritamente decrescente; a função inversa repre-
senta-se por cosx, x ∈ [0, π], e é também estritamente decrescente no
respetivo intervalo. Tendo presente a representação geométrica de u = cosx
com x ∈ [0, π], esta função prolonga-se a toda a reta do seguinte modo:
ponha-se  cosx = cos (−x) se x ∈ [−π, 0]

cos (x+ 2kπ) = cosx se x ∈ [−π, π], k ∈ Z

A função assim definida é par e satifaz cos(x+2π) = cosx, ∀x ∈ R. Diz-se
então que cosx é uma função periódica de peŕıodo 2π ou 2π-periódica (∗).

Define-se agora a função sinx, x ∈ R, pondo sinx = cos
(π

2
− x
)
.

Se x ∈]0, π[, a derivação da função inversa dá-nos

(cosx)′ =
1

(arccos u)′
= −

√
1− u2 = −

√
1− cos2 x (2)

(∗) O estudo das funções periódicas em R terá algum desenvolvimento no Cap.8

dedicado às séries de Fourier
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Sendo cosx função par e 2π-periódica, a sua derivada em R vem ainda
dada por (2); em particular (cosx)′x=0 = 0, (cosx)′x=π = 0 (cf. (4.2.3.),
Cor.4.). Derivando de novo, resulta de (2)

(cosx)′′ =
cosx (cosx)′√

1− cos2 x
= − cosx

e logo a função u(x) = cosx, x ∈ R, é solução do problema diferencial

(P1)

u′′(x) + u(x) = 0, x ∈ R
u(0) = 1
u′(0) = 0

Analogamente, a função v(x) = sinx = cos
(π

2
− x
)

satisfaz

(P2)

 v′′(x) + v(x) = 0, x ∈ R
v(0) = 0
v′(0) = 1

Mais geralmente se verifica que a função, u(x) = a cosx+b sinx, a, b ∈ R,
é solução do problema

(P )

u′′(x) + u(x) = 0, x ∈ R
u(0) = a
u′(0) = b

Mostremos que esta solução é única, isto é, existe uma única função
duas vezes diferenciável em R que satisfaz (P ). Desde logo, se u(x) é função
duas vezes diferenciável em R e satisfaz (P ), multiplicando a equação
diferencial por u(x), obtém-se

d

dx

[
(u′(x))2 + (u(x))2

]
= 0, ∀x ∈ R

e logo (função com derivada nula em R é constante)

[u′(x)]2 + [u(x)]2 = [u′(0)]2 + [u(0)]2 = a2 + b2, ∀x ∈ R. (3)

Se u1(x) e u2(x) são duas soluções de (P ), a função w(x) = u1(x)− u2(x)
satisfaz ainda w′′(x) + w(x) = 0, w(0) = 0, w′(0) = 0, e por (3), tem-se

[w′(x)]2 + [w(x)]2 = 0, ∀x ∈ R.

Logo, w(x) = u1(x)− u2(x) = 0, ∀x ∈ R.
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Assim, u(x) = a cosx+b sinx, é a única solução de (P ); em particular
as funções, u(x) = cosx e v(x) = sinx, são as únicas soluções dos problemas
(P1) e (P2), respetivamente. As propriedades das funções trigonométricas
cosx e sinx derivam agora facilmente da análise dos problemas diferenciais
(P1) e (P2) que as caracterizam. Vejamos algumas:

a) Dado que v(x) = sinx satisfaz (P2), é claro que u(x) = v′(x) = (sinx)′

satisfaz u′′ + u = 0, u(0) = v′(0) = 1, u′(0) = v′′(0) = −v(0) = 0;
isto é, v′(x) é solução do problema (P1) e, pela unicidade estabelecida,
resulta que (sinx)′ = cosx. Daqui sai, (cosx)′ = (sinx)′′ = − sinx.

b) Aplicando a fórmula (3) ao problema (P1), tem-se [u′(x)]2 + [u(x)]2 =
1, ∀x ∈ R, isto é

sin2 x+ cos2 x = 1, ∀x ∈ R.

c) Deduzimos ainda a fórmula fundamental da trigonometria:

cos (x+ y) = cosx cos y − sinx sin y, ∀x, y ∈ R. (4)

Para cada y ∈ R, consideremos a função x → u(x) = cos (x + y). É
claramente uma função duas vezes diferenciável e satisfaz o problema
(P ) com u(0) = a = cos y e u′(0) = b = − sin y. Tendo presente que
a única solução de (P ) é a função u(x) = a cosx + b sinx, obtemos
então a fórmula procurada.

Exerćıcios

1. Seja f : [a, b]→ R uma função limitada. Prove que∫ b

a

−
f(x)dx = −

∫ b

a−
(−f(x))dx.

2. Sejam f, g : [a, b] → R funções limitadas tais que f ≤ g em [a, b].
Mostre que∫ b

a−
f(x)dx ≤

∫ b

a−
g(x)dx,

∫ b

a

−
f(x)dx ≤

∫ b

a

−
g(x)dx.

3. Seja f : [a, b] → R uma função limitada. Utilize os exerćıcios
precedentes para provar que∣∣∣∣∣∣

∫ b

a

−
f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

−
| f(x) | dx.

Dê um exemplo em que a anterior desigualdade não se verifica para os
integrais inferiores.
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4. Seja f : [a, b] → R uma função integrável. Considere uma sucessão
de partições Pn obtida dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos
iguais :

[
x

(n)
i , x

(n)
i+1

]
. Considere em seguida as somas de Riemann

Sn =
∑
i

(
x

(n)
i+1 − x

(n)
i

)
f(ξ(n)

i ).

a) Fazendo ξ(n)
i = x

(n)
i mostre que

lim
n

1
n

n−1∑
i=0

f

(
a+ i

b− a
n

)
=

1
b− a

∫ b

a

f(x)dx.

b) Sendo a um real superior a 1, mostre que a sucessão n(a1/n − 1)
tem por limite: ∫ a

1

1
x
dx.

Sug. Considere as partições Pn definidas pelos pontos ai/n.

5. Utilizando as ideias do exerćıcio precedente determine os limites das
seguintes sucessões :

a) xn =
n∑
p=1

n

n2 + p2
,

b) yn =
1√
n

(
1√
n+ 1

+
1√
n+ 2

+ · · ·+ 1√
n+ n

)
.

6. Seja f : [a, b]→ R uma função cont́ınua. Mostre que∫ b

a

| f(x) | dx = 0 sse f(x) = 0, ∀x ∈ [a, b] .

7. Seja f : [a, b]→ R uma função limitada e não negativa: f(x) ≥ 0, ∀x.
Prove que ∫ b

a−
f(x)dx = sup

ϕ

∫ b

a

ϕ(x)dx,

onde ϕ percorre o conjunto das funções em escada tais que ϕ(x) ≤
f(x), ∀x ∈ [a, b] .

8. Seja f : [a, b]→ R, função cont́ınua, e ϕ : [t0 − ε, t0 + ε]→ R, função
derivável tal que Im ϕ ⊂ [a, b] e c ∈ [a, b]. Mostre que são equivalentes
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1. ϕ′(t) = f(ϕ(t)) para todo t ∈ [t0 − ε, t0 + ε] e ϕ(t0) = c.

2. ϕ(t) = c+
∫ t

t0

f(ϕ(s))ds para todo t ∈ [t0 − ε, t0 + ε].

9. Suponha-se que f : [a, b]→ R é uma função integrável e que

f(a+ b− x) = f(x), x ∈ [a, b] .

Mostre que ∫ b

a

xf(x)dx =
a+ b

2

∫ b

a

f(x)dx.

10. Seja f : [a, b] → R uma função integrável. Para cada h tal que
0 < h < (b− a)/2, associe-se a função gh : [a+ h, b− h]→ R definida
por

gh(x) =
1

2h

∫ x+h

x−h
f(t)dt =

1
2h

∫ h

−h
f(x+ u)du.

a) Mostre que, se f é cont́ınua então gh é derivável.

b) Supondo sempre que f é cont́ınua, mostre que

lim
h→0

gh(x) = f(x).

c) Mais geralmente, não sendo f necessariamente cont́ınua, mas
admitindo os limites laterais f(x+) e f(x−), mostre que se tem

lim
h→0

gh(x) =
1
2
[
f(x+) + f(x−)

]
.

11. Represente-se por In o integral

In =
∫ 1

0

xn sin(πx)dx.

Calcule I0 e I1. Estabeleça uma relação entre In e In+2 e utilize esta
relação para calcular I4.

12. Seja a > 0 um real positivo e f : [0, a]→ R uma função derivável com
f ′(x) > 0, ∀x ∈ [0, a] e f(0) = 0; represente por g a função inversa
de f e defina-se F : [0, a]→ R por

F (x) =
∫ x

0

f(t)dt+
∫ f(x)

0

g(t)dt− xf(x).
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Mostre que F é derivável e calcule a sua derivada. Qual o valor de
F (x)?

13. Dê um exemplo de uma função primitivável num dado intervalo mas
que não seja integrável.

Sug. Determine uma função f , derivável em [0, 1], por exemplo, tal
que f ′ não seja limitada.

14. Sejam f, g : [a, b] → R funções integráveis e seja D = {x ∈ [a, b] :
f(x) 6= g(x)}. Mostre que seD tem medida nula à Lebesgue, µ(D) = 0,
então ∫ b

a

f(x)dx =
∫ b

a

g(x)dx.

Dê um exemplo de duas funções f e g definidas em [a, b], tais que o
conjunto D = {x ∈ [a, b] : f(x) 6= g(x)} tenha medida nula à Lebesgue,
f seja integrável e g não o seja.

15. Seja f : [a, b] → R, uma função com derivada integrável em [a, b].

Pondo m =
a+ b

2
, prove que

f(a) + f(b) =
2

b− a

∫ b

a

[f(x) + (x−m)f ′(x)] dx.

16. Mostre que a função

f(x) =

 sin
1
x

se x 6= 0

0 se x = 0

admite uma primitiva em R.

Sug. Observe que a função x2 sin 1/x admite derivada em todo o ponto.

17. Seja f : [a, b]→ R uma função derivável com derivada f ′ R-integrável
e tal que f(a) = 0. Seja M = sup

x∈[a,b]

|f ′(x)|.

a) Mostre que se tem ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤M (b− a)2

2
.
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b) Se além disso f verifica f(a) = f(b) = 0, mostre que∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤M (b− a)2

4
.

18. Sejam p e q números reais superiores a 1 tais que

1
p

+
1
q

= 1.

a) Mostre que se u, v ∈ R+ então

uv ≤ up

p
+
vq

q
.

Sug. Estude as variações da função u→ up/p− uv.

b) Se f, g : [a, b] → R são funções integráveis em [a, b], mostre que
| f |p e | g |p são integráveis.

c) Considerando os números

Ap =

(∫ b

a

| f(t) |p dt

)1/p

, Bq =

(∫ b

a

| g(t) |q dt

)1/q

,

e aplicando a) aos números u =
| f(t) |
Ap

, v =
| g(t) |
Bq

, mostre que

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(t)g(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
(∫ b

a

| f(t) |p dt

)1/p

.

(∫ b

a

| g(t) |q dt

)1/q

.

( Desigualdade de Hölder. No caso de p = q = 2, a desigualdade
toma a designação de Desigualdade de Cauchy-Schwarz.)

19. Seja f : [a, b] → R, f(x) ≥ 0, uma função cont́ınua satisfazendo a
seguinte desigualdade:

(∗) f(x) ≤ C1 + C2

∫ x

a

f(s)ds, ∀x ∈ [a, b] , C1, C2 > 0.

a) Determine uma primitiva da função

g(t) =
C2f(t)

C1 + C2

∫ t
a
f(s)ds

, t ∈ [a, b] .
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b) Escrevendo a anterior desigualdade (∗) na forma

C2f(t)

C1 + C2

∫ t
a
f(s)ds

≤ C2,

mostre que (Desigualdade de Gronwall ) :

f(x) ≤ C1 e
C2(x−a), x ∈ [a, b] .

20. Seja g : [0, T ]→ R uma função de classe C1, satisfazendo as condições{
g′(s) = kg(s), s ∈ [0, T ] , k ∈ R
g(0) = g0

Utilize o exerćıcio anterior para mostrar que se tem

| g(t) |≤| g0 | e|k|t ∀t ∈ [0, T ] .

21. Sejam f e ϕ funções definidas no intervalo [a, b] ⊂ R, cont́ınuas e
positivas. Suponha-se que

f(x) ≤ C1 + C2

∫ x

a

ϕ(t) f(t) dt, ∀x ∈ [a, b], C1, C2 > 0.

Utilize o mesmo racioćınio do exerćıcio 19. para mostrar

f(x) ≤ C1 e
C2

∫ x

a
ϕ(t) dt

, ∀x ∈ [a, b].

(Desigualdade de Gronwall generalizada.)

22. Seja f : [0, T ]→ R uma função cont́ınua e positiva e tal que

f(t) ≤ C1 + C2

∫ t

0

f(s)√
t− s

ds, C1 > 0, C2 > 0, t ∈ [0, T ].

Mostre que existem constantes C̃1 e C̃2 positivas, tais que

f(t) ≤ C̃1 e
C̃2t, ∀t ∈ [0, T ].

Sug. Considere a função g(t)= sup
s∈[0,t]

f(s). Constate que g é cont́ınua

e crescente. Decomponha o integral
∫ t
0

em
∫ t−ε
0

+
∫ t
t−ε, com ε sufien-

temente pequeno, e aplique Gronwall a g.
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23. Prove que se f : [0, T ]→ R é cont́ınua e

f(x) =
∫ x

0

f(t)dt, x ∈ [0, T ] ,

então f é identicamente nula.

24. Seja f : [0, a]→ R (a > 0) uma função cont́ınua. Mostre que∫ x

0

[∫ u

0

f(t)dt
]
du =

∫ x

0

f(u) (x− u)du, x ∈ [0, a] .

25. Calcule a derivada das seguintes funções:

a) F : ]0,+∞[ −→ R, F (x) =
∫ x3

x2
log t dt;

b) G : R \ {0} −→ R, G(x) =
∫ x

1/x

cos t2dt.

26. Determine a função f , cont́ınua em R, que satisfaz as seguintes
condições:

a)

f ′(x) =


x2

x+ 2
se x > −1

0 se x < −1
f(−1) =

5
2

b)

f ′(x) =


0 se x < 1

log x
x

se x > 1
f(1) = 1

27.
a) Determine a função f , cont́ınua em R, tal que f ′(x) =

1
x+ 3
√
x
, ∀x 6= 0

f(0) = 1

b) Calcule f ′e(0) e f ′d(0).

c) Verifique se a função f verifica as hipóteses do teorema de Rolle
no intervalo [−1, 1].
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28. Seja ϕ : [a, b] −→ R uma função cont́ınua tal que ϕ(a) = 0 e
d+ϕ

dx
(x) = 0, ∀x ∈ [a, b]. Seja dado um qualquer ε > 0.

a) Mostre que existe δ > 0 tal que |ϕ(x)| ≤ ε (x− a), ∀x ∈ [a, δ].

b) Seja c = sup{δ : |ϕ(x)| ≤ ε (x−a), ∀x ∈ [a, δ]}. Mostre que c = b.

Sug. Se c < b, utilize o facto de
d+ϕ

dx
(c) = 0 para mostrar que

existe h > 0 : |ϕ(c + h)| ≤ ε (c + h − a) e assim chegar a um
absurdo.

c) Conclua que ϕ ≡ 0 em [a, b].

29. Seja ϕ : [a, b]→ R cont́ınua e
d+ϕ

dx
(x) cont́ınua em [a, b]. Escreva

f(x) = ϕ(a) +
∫ x

a

d+ϕ

dt
(t) dt.

Utilize o exerćıcio precedente para mostrar que f(x) ≡ ϕ(x) em [a, b].
Conclua que função cont́ınua com derivada à direita cont́ınua em [a, b]
é de classe C1([a, b]).

30. Determine a função f duas vezes diferenciável em R+ e verificando as
condições: 

f ′′(x) =
1
x2

+ e−x

f ′(1) = −1

f(1) =
2
e

31. Primitive as seguintes funções

a)
1

x log x
em ]0,+∞[;

b)
1

cos2 x.
√

1 + tanx
em ]0,+π/2[ ;

c) etan x. sec2 x em ]− π/2, π/2[;

d)
√

log x
x

em ]1,+∞[ .
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32. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funções:

a)
log x
x3

; b) sin(log x); c) x2ex sinx;

d) tan2 x; e)
x3 + x2 + x− 1
x4 + 3x2 + 2

; f)

√
1− x
1 + x

;

g)
3x2 + 2x− 2

x3 − 1
; h)

1
x
√
x2 + 4x− 2

; i)
1√

1 + ex
.

33. Calcule os seguintes integrais:

a)
∫ 1

0

√
1− cosx . sin2 x

2
dx; b)

∫ 1

0

earcsin xdx;

c)
∫ a

0

dx

x− 2 3
√
x+ 4

(a > 0); d)
∫ π/2

π/3

dx

sin3 x
;

e)
∫ 2

1

(log x)2

x2
dx; f)

∫ 1

0

1
1 + e2x

dx;

g)
∫ π/6

0

dx

cos2 x− sin2 x
; h)

∫ 1

0

x
√
x2 − 2x+ 2 dx.

34. Diga para que valores de a o integral∫ +∞

0

axdx (a > 0)

é convergente ou divergente; calcule-o no caso convergente.

35. Mostre que ∫ +∞

1

log x
xn

dx =
1

(n− 1)2
(n ∈ N, n ≥ 2).

36. Demonstre que

lim
m→+∞

∫ a

0

sin(mx)
x

dx

existe, ∀a 6= 0.

37. Mostre que ∫ 1

0

xa−1 log x dx = − 1
a2

(a > 0).
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38. Seja f : [0, 1]→ R uma função cont́ınua tal que f(0) = 0 e f ′(0) existe
e é finita. Mostre que o integral impróprio∫ 1

0

f(x)
x
√
x
dx

é convergente.

39. Determine a natureza do integral impróprio∫ e

0

dx

1− log x
.

40. Sejam a e b dois reais tais que 0 < a < b e f : [0,+∞[→ R uma função

cont́ınua tal que
∫ +∞

1

f(t)
t

dt é convergente.

a) Mostre que a função x→ f(kx)
x

é integrável em [u,+∞[ se u e k
são reais estritamente positivos.

b) Mostre que ∫ +∞

u

f(bx)− f(ax)
x

dx =
∫ au

bu

f(t)
t

dt.

c) Mostre que a função

x −→ f(bx)− f(ax)
x

é integrável em ]0,+∞[ e prove que∫ +∞

0

f(bx)− f(ax)
x

dx = f(0) log
a

b
.

41. Mostre que a função f :]0,+∞[→ R, dada por

f(x) =
∫ 1

0

e−x
2t2 1√

t
dt,

é cont́ınua no seu domı́nio. Prove que lim
x→+∞

f(x) = 0.
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6
Desenvolvimentos Assint�otiose Aplia�~oes

Ao longo deste caṕıtulo serão expostas algumas técnicas que nos
permitirão estudar o “andamento das funções” na vizinhança de um
dado ponto de R. O termo, “andamento de uma função”, embora grosseiro
na terminogia matemática, reflecte a ideia que está subjacente à teoria e
aos resultados que se pretendem obter: o comportamento da função na
vizinhança de um dado ponto x0 ∈ R, e em particular a “velocidade”
de convergência (caso haja limite) da função nesse ponto. Tomemos o
seguinte exemplo: as funções x, ex, x + sin πx, têm todas limite +∞
quando x → +∞; porém, ex tende “mais rapidamente” para +∞ do que
as outras duas, no sentido em que

lim
x→+∞

x

ex
= 0 e lim

x→+∞

x + sinπx

ex
= 0;

vemos ainda que as funções x e x + sin πx tendem para +∞ do mesmo
modo, já que

lim
x→+∞

x

x + sinπx
= 1.

Começaremos então por construir uma famı́lia F de funções ditas
“conhecidas” na vizinhança de um ponto x0 ∈ R, pretendendo depois
comparar uma dada função definida em V (x0) com funções da famı́lia F.
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Consideremos primeiro o caso x0 = +∞. Tome-se o seguinte conjunto

de funções, cujo comportamento consideramos conhecido na vizinhança de
+∞:

1, xα, (log x)β (β 6= 0), ecxγ

(c 6= 0, γ > 0), α, β, γ ∈ R.

A famı́lia de funções padrão F+∞ é, por definição, formada pelas funções
anteriores bem como pelos seus produtos. Assim, o elemento genérico da
famı́lia F+∞ é dado pela função padrão

g(x) = xα (log x)
β

eP (x),

com

P (x) = c1x
γ1 + · · · + cnxγn , γ1 > γ2 > · · · > γn > 0, α, β, cj ∈ R.

6.1.1. Proposição. As funções de F+∞ satisfazem as seguintes condições:

1) Toda a função de F+∞ é estritamente positiva na vizinhança de +∞.

2) Toda a função de F+∞ diferente de 1, tem limite 0 ou +∞ quando
x → +∞.

3) f, g ∈ F+∞ =⇒ f.g ∈ F+∞; f ∈ F+∞ =⇒ fλ ∈ F+∞, ∀λ ∈ R.

em particular, se f, g ∈ F+∞ então f/g ∈ F+∞.

Demonstração. As aĺıneas 1) e 3) são imediatas. Vejamos 2); se P = 0
(caso em que cj = 0, j = 1, . . . , n), o elemento genérico de F+∞ vem dado
por

g(x) = xα (log x)
β

eP (x) = xα (log x)
β

;

então o limite de g quando x → +∞ será +∞ ou 0 conforme α > 0 ou
α < 0 respetivamente, e qualquer que seja β ∈ R. Se α = 0, é claro que
g(x) −→

x→+∞
+∞ se β > 0 e g(x) −→

x→+∞
0 se β < 0.

Seja agora P 6= 0; sendo P (x) = c1x
γ1 + · · · + cnxγn , γ1 > γ2 > · · · >

γn > 0, existe um primeiro cj 6= 0 que podemos supor, sem perda de
generalidade, como sendo o coeficiente c1; assim,

P (x) = c1x
γ1
(
1 + b2x

γ2−γ1 + · · · + bnxγn−γ1
)

com bj =
cj

c1
, (j = 2, . . . , n). O fator dentro de parênteses converge para

1 (x → +∞) e portanto, o limite de g(x) = xα (log x)
β

eP (x) será +∞
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ou 0 consoante c1 > 0 ou c1 < 0, respetivamente (a exponencial domina
qualquer potência de x).

Pretendendo agora estudar o comportamento das funções na vizin-
hança à direita (resp. à esquerda) (*) de um ponto x0 ∈ R, introduz-se a
famı́lia Fx+

0
das funções padrão definidas em ]x0, x0 + ǫ[ e dadas por

g(x) = (x − x0)
α | log (x − x0) |β e

P
(

1
x−x0

)

, α, β ∈ R,

em que

P

(
1

x − x0

)

= c1

(
1

x − x0

)γ1

+ · · · + cn

(
1

x − x0

)γn

,

γ1 > · · · > γn > 0, cj ∈ R.

Analogamente se introduz a famı́lia Fx−

0
das funções definidas em ]x0−ǫ, x0[

e dadas por g(x) = (x0 − x)α |log (x0 − x)|β e
P
(

1
x0−x

)

.

Observações. 1. Repare-se que a famı́lia Fx+
0

se obtém de F+∞ pela

mudança de variável x → 1

x − x0
; isto é, as funções de Fx+

0
são precisamente

as funções g

(
1

x − x0

)

, g ∈ F+∞, definidas em ]x0, x0 + ǫ[. Do mesmo

modo, Fx−

0
é formada pelas funções g

(
1

x0 − x

)

, g ∈ F+∞, com x ∈
]x0 − ǫ, x0[.
Finalmente, refira-se que a famı́lia F−∞, das funções padrão definidas em
Vǫ(−∞), é obtida de F+∞ pela mudança de variável x → −x :

F−∞ = {g(−x), x ∈ Vǫ(−∞), g ∈ F+∞}.

2. Os resultados da anterior proposição são naturalmente válidos para Fx+
0

e Fx−

0
.6.2. Rela�~oes de ompara�~ao: rela�~oes fraas e fortes.

Por comodidade de exposição, todas as noções e resultados que em
seguida serão expostos referem-se a funções definidas numa vizinhança à

(*) Designamos por vizinhança à direita (respetivamente à esquerda) de um ponto

x0 ∈ R, o intervalo ]x0, x0 + ǫ[, ǫ > 0 (resp. ]x0 − ǫ, x0[ ).
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direita de um ponto x0∈R : ]x0, x0+ǫ[; as mesmas noções e resultados serão
evidentemente válidas para funções definidas numa vizinhança à esquerda
de x0, bem como para funções definidas em Vǫ(+∞) ou Vǫ(−∞).

Sejam então f e g funções definidas em ]x0, x0 + ǫ[ e admita-se que
g(x) 6= 0, ∀x ∈]x0, x0 + ǫ[.

6.2.1. Definição. Diz-se que f é equivalente a g em x+
0 e escreve-se

f ∼ g em x+
0 se

lim
x→x+

0

f(x)

g(x)
= 1.

A definição mostra, em particular, que g(x) é uma primeira aproxi-
mação de f(x) na vizinhança ]x0, x0 + ǫ[. É pois natural procurar por
entre as funções padrão da famı́lia Fx+

0
aquela que, multiplicada por uma

constante, seja equivalente a f em ]x0, x0 + ǫ[.

6.2.2. Definição. Seja g ∈ Fx+
0

e c 6= 0 uma constante real não nula. Se

f ∼ c.g, diz-se então que c.g é a parte principal de f em relação a

Fx+
0
.

Observe-se que as funções de Fx+
0

são a parte principal de si próprias.

6.2.3. Proposição. Seja f :]x0, x0 + ǫ[→ R uma função definida numa
vizinhança à direita de x0. Se f admite uma parte principal c.g, g ∈ Fx+

0
,

então esta é única.

Demonstração. Suponha-se com efeito que f ∼ cg e f ∼ c1g1 com
g, g1 ∈ Fx+

0
, c, c1 6= 0. Então, tem-se em ]x0, x0 + ǫ[

g(x)

g1(x)
=

g(x)

f(x)
.
f(x)

g1(x)

e logo lim
x→x+

0

g(x)

g1(x)
=

1

c
.c1 6= 0. Como g/g1 ∈ Fx+

0
, a proposição 6.1.1.

implica que g/g1 ≡ 1, e em consequência terá de ser c = c1.

6.2.4. Definição. Seja g uma função positiva numa vizinhança ]x0, x0+ǫ[.
Diz-se que uma função f , definida em ]x0, x0 + ǫ[, é fracamente inferior

a g em x+
0 e escreve-se f = O(g) se

existe K > 0 tal que
|f(x)|
g(x)

≤ K, para todo x ∈]x0, x0 + ǫ[.
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Diz-se que f é fortemente inferior a g em x+
0 e escreve-se f = o(g) se

(*)

lim
x→x+

0

f(x)

g(x)
= 0.

Observações 1. É imediato verificar que f =o(g) =⇒ f =O(g).

2. A relação f = O(1) significa que
|f(x)|

1
≤ K, ∀x ∈]x0, x0 + ǫ[, ou seja

f =O(1) ⇐⇒ f é limitada em ]x0, x0 + ǫ[.

Por outro lado
f = o(1) ⇐⇒ lim

x→x+
0

f(x) = 0.

3. Resulta também das definições que

f ∼ g ⇐⇒ f − g = o(g).

Em particular, se c.g, g ∈ Fx+
0
, é a parte principal de f , tem-se

f ∼ c.g ⇐⇒ f − c.g = o(g) ⇐⇒ f = c.g + o(g).

Como adiante veremos, a relação f = c.g + o(g) é o exemplo mais simples
de um desenvolvimento assintótico.

6.2.5. Exemplos.

1. Notemos que nem todas as funções admitem parte principal relativa-
mente a uma famı́lia F de funções padrão. Assim, por exemplo, a
função f(x) = sin x não admite claramente parte principal em relação
a F+∞. Porém, a parte principal da mesma função, f(x) = sin x, em

relação a F0+ é g(x) = x : lim
x→0+

sin x

x
= 1.

2. Se α, β ∈ R, então

α < β =⇒ xα = o
(
xβ
)

em + ∞
α < β =⇒ xβ = o (xα) em 0+.

3. A função f(x) = x + sin πx tem como parte principal x em relação a
F+∞:

x + sin πx

x
−→

x→+∞
1;

(*) As notações f = O(g) e f = o(g) designam-se usualmente por notações de Landau.
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mas a sua parte principal em relação a F0+ é (1 + π)x :

lim
x→0+

x + sinπx

(1 + π)x
=

1

1 + π
+

π

1 + π
= 1.6.3. Propriedades e �alulo das rela�~oes de ompara�~ao.

Algumas propriedades algébricas podem ser estabelecidas no quadro
das relações de comparação. Estes resultados estão condensados nas
proposições seguintes, cuja demonstração (consequência elementar das
definições) é deixada como exerćıcio. Recordemos de novo que os enun-
ciados se referem a x+

0 , sendo evidentemente válidos para x−
0 , +∞ ou −∞.

6.3.1. Proposição. Sejam f, g e h funções definidas em ]x0, x0 + ǫ[.
Então

a) f = O(g) e g = O(h) =⇒ f = O(h) i .e. O(O(h)) = O(h);

b) f = o(g) e g = o(h) =⇒ f = o(h) i .e. o(o(h)) = o(h);

c) f = O(g) e g = o(h) =⇒ f = o(h) i .e. O(o(h)) = o(h).

6.3.2. Proposição (Adição). Sejam f1, f2 e g funções definidas em
]x0, x0 + ǫ[. Então

a)

f1 = O(g) e f2 = O(g) =⇒







f1 ± f2 = O(g)

λf1 = O(g), λ ∈ R

ou seja 





O(g) + O(g) = O(g),

λO(g) = O(g).

b)

f1 = o(g) e f2 = o(g) =⇒







f1 ± f2 = o(g)

λf1 = o(g), λ ∈ R

que podemos escrever como

o(g) + o(g) = o(g), λo(g) = o(g).

Observação importante. O leitor deverá ter presente o significado das
igualdades anteriores, escritas nas notações de Landau; em particular,
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dever-se-ão evitar “enormidades” do tipo o(g) + o(g) = o(g) =⇒ o(g) = 0;
a precedente igualdade apenas significa que a soma de duas funções que
são o(g) é uma função o(g).

6.3.3. Proposição (Multiplicação). Sejam f1, f2, g1 e g2 funções defini-
das na vizinhança ]x0, x0 + ǫ[. Então

a)
f1 = O(g1) e f2 = O(g2) =⇒ f1.f2 = O(g1.g2);

b)
f1 = o(g1) e f2 = O(g2) =⇒ f1.f2 = o(g1.g2);

em particular

f1 = o(g1) =⇒ f1.g = o(g1.g).

c)
f1 = O(g1) =⇒ |f1|λ = O

(
gλ
1

)
, ∀λ > 0;

f1 = o(g1) =⇒ |f1|λ = o
(
gλ
1

)
, ∀λ > 0.

Ou seja :

O(g1).O(g2) = O(g1.g2);

o(g1).O(g2) = o(g1.g2); g.o(g1) = o(g.g1);

|O(g1)|λ = O
(
gλ
1

)
e |o(g1)|λ = o

(
gλ
1

)
, ∀λ > 0.

6.3.4. Proposição (Divisão). Supondo f e g definidas em ]x0, x0 + ǫ[ e
f(x) 6= 0, ∀x ∈]x0, x0 + ǫ[, tem-se:

a)
f = O(g) ⇐⇒ 1/g = O (1/|f |) ;

f = o(g) ⇐⇒ 1/g = o (1/|f |) .

b)
f = O(g) =⇒ gλ = O

(
|f |λ

)
, ∀λ < 0;

f = o(g) =⇒ gλ = o
(
|f |λ

)
, ∀λ < 0.

Relação de ordem na famı́lia padrão.

Sejam f, g ∈ Fx+
0

e considere-se a relação

R(f, g) ⇐⇒ ( f = g ou f = o(g) ).
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6.3.5. Proposição. A relação R(f, g) é uma relação de ordem em Fx+
0
.

Demonstração. 1) A relação é reflexiva: f = f, ∀f ∈ Fx+
0
.

2) A relação é transitiva: consequência imediata da prop. 6.3.1.

f = o(g) e g = o(h) =⇒ f = o(h).

3) Resta-nos mostrar que para dois quaisquer elementos f, g ∈ Fx+
0

se tem

sempre R(f, g) ou R(g, f). Por simplicidade tome-se o caso f, g ∈ F0+ . O
elemento genérico da famı́lia é da forma

g(x) = xα |log x|β eP( 1
x ), α, β ∈ R,

em que

P

(
1

x

)

= c1

(
1

x

)γ1

+ · · · + cn

(
1

x

)γn

,

γ1 > · · · > γn > 0, cj ∈ R, c1 6= 0.

Escrevendo P (x) como

P (x) = c1

(
1

x

)γ1
[

1 +
c2

c1

(
1

x

)γ2−γ1

+ · · · + cn

c1

(
1

x

)γn−γ1
]

logo se vê que o termo dentro de parênteses retos converge para 1 quando
x → 0+, e portanto podemos reduzir-nos ao caso em que

f(x) = xα |log x|β ec( 1
x )γ

e g(x) = xα′ |log x|β
′

ec′( 1
x)γ′

.

As conhecidas propriedades das funções exponencial e logaŕıtmica levam-
-nos a concluir:

1. Se c = 0 (o termo exponencial não figura em f), tem-se f = o(g) se
c′ > 0 e g = o(f) se c′ < 0.

2. Sendo c 6= 0,

a) Se γ > γ′ > 0 então







g = o(f) se c > 0

f = o(g) se c < 0
∀α, α′, β, β′, c′.

b) Se γ = γ′ e c > c′ então g = o(f) ∀α, α′, β, β′.

c) Se γ = γ′, c = c′ e α > α′ então f = o(g) ∀β, β′.
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d) Se γ = γ′, c = c′, α = α′ e β > β′ então g = o(f).

Enfim, se c = c′ = 0 as conclusões são as mesmas que em 2. c) e 2. d).6.4. Desenvolvimentos assint�otios.
Vimos anteriormente que, se f : ]x0, x0 + ǫ[→ R admite uma parte

principal c1.g1, então

f = c1g1 + o(g1), c1 6= 0, g1 ∈ Fx+
0
.

Procuremos agora (caso exista) a parte principal da função f − c1g1; se
assim for, existe uma constante c2 6= 0 e uma função g2 ∈ Fx+

0
tal que

f − c1g1 = c2g2 + o(g2).

Mostremos então que g2 = o(g1). Com efeito,

c2
g2

g1
=

(
f

g1
− c1

)

− o(g2)

g1
;

como
o(g2)

g1
=

o(g2)

g2
.
g2

g1
, vem

g2(x)

g1(x)
=

(
f(x)

g1(x)
− c1

)/(

c2 +
o(g2)

g2(x)

)

.

Mas

f(x)/g1(x) − c1 −→
x→x+

0

0 e c2 + o(g2)/g2(x) −→
x→x+

0

c2 6= 0;

logo, g2(x)/g1(x) −→
x→x+

0

0, isto é g2 = o(g1). Mais geralmente,

6.4.1. Definição. Diz-se que f :]x0, x0+ǫ[→ R admite um desenvolvi-

mento assintótico (ou desenvolvimento limitado) relativamente a Fx+
0
, se

existem constantes c1, . . . , cn ∈ R e funções g1, . . . , gn ∈ Fx+
0
, tais que

f = c1g1 + c2g2 + · · · + cngn + o(gn) e gi+1 = o(gi), i = 1, . . . , n − 1.

o(gn) diz-se o resto do desenvolvimento; diz-se ainda que o desenvolvi-
mento assintótico tem a precisão gn. Sendo os coeficientes c1, . . . , cn não
nulos, o desenvolvimento diz-se a n termos.
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Observação. Existindo um desenvolvimento assintótico de f com pre-
cisão gn : f = c1g1 + c2g2 + · · · + cngn + o(gn), então tem-se também
o desenvolvimento assintótico de f com precisão gk (k ≤ n); com efeito,
basta observar que se f = c1g1 + · · ·+ ckgk + ck+1gk+1 + · · ·+ cngn + o(gn),
como gi+1 = o(gi), tem-se (cf. (6.3.1.), (6.3.2.))

ck+1gk+1 + · · · + cngn + o(gn) = o(gk) + · · · + o(gk) = o(gk)

e portanto
f = c1g1 + · · · + ckgk + o(gk).

6.4.2. Proposição. Seja f =c1g1 + · · ·+cngn +o(gn) um desenvolvimento
assintótico de f a n termos (c1, . . . , cn 6= 0), com precisão gn. Então o
desenvolvimento é único (por entre os desenvolvimentos a n termos).

Demonstração. Recordemos que a parte principal de uma função (em
relação a Fx+

0
, por ex.) quando existe é única (cf. (6.2.3.)). Mas,

pela definição de desenvolvimento assintótico, resulta que ckgk é a parte
principal de f − c1g1 − · · · − ck−1gk−1, com k = 2, . . . , n; a conclusão é
agora imediata.

6.4.3. Exemplos

1. Exemplos de desenvolvimentos assintóticos num ponto x0 ∈ R (à
direita ou à esquerda, isto é, em relação a Fx+

0
ou Fx−

0
) são dados

pela fórmula de Taylor de uma função f , n vezes diferenciável em x0:

f(x) = f(x0) + f ′(x0) (x − x0) + · · ·+

+
f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n + o ((x − x0)
n) .

Trata-se de um desenvolvimento assintótico já que (x − x0)
k+1 =

o((x − x0)
k) quando x → x+

0 (ou x → x−
0 ).

O quadro seguinte, exibe os desenvolvimentos em 0 (fórmula de Mac-
-Laurin) de algumas funções elementares: com n ∈ N0, tem-se

a) ex = 1 + x +
x2

2
+ · · · + xn

n!
+ o(xn);

b) cosx = 1 − x2

2!
+

x4

4!
+ · · · + (−1)n x2n

(2n)!
+ o(x2n);

c) sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
+ · · · + (−1)n x2n+1

(2n + 1)!
+ o(x2n+1);

d) log (1 + x) = x − x2

2
+

x3

3
+ · · · + (−1)n+1 xn

n
+ o(xn);
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e) (1 + x)α = 1 + αx +
α(α − 1)

2!
x2 + · · · +

(
α
n

)

xn + o(xn),

(α ∈ R, α 6= 0).

2. Veja-se agora o desenvolvimento em +∞ da função f(x) = log (1+x);
observando que

log (1 + x) = log

[

x

(

1 +
1

x

)]

= log x + log

(

1 +
1

x

)

e dado que 1/x → 0 (x → +∞), o desenvolvimento de log

(

1 +
1

x

)

em +∞ é o desenvolvimento de log (1 + y) em 0, com y = 1/x; tendo
presente a anterior aĺınea d), tem-se

log

(

1 +
1

x

)

=
1

x
− 1

2x2
+ · · · + (−1)n+1 1

nxn
+ o

(
1

xn

)

e logo

log (1 + x) = log x +
1

x
− 1

2x2
+ · · · + (−1)n+1 1

nxn
+ o

(
1

xn

)

.

Repare-se que
1

x
= o(log x) em +∞, obtendo-se portanto o desenvolvi-

mento de log (1 + x) em +∞ com n + 1 termos.A �algebra dos desenvolvimentos assint�otios.
Sejam

f1 = a1u1 + a2u2 + · · · + amum + o(um)

f2 = b1v1 + b2v2 + · · · + bnvn + o(vn)

ai, bj ∈ R, ui, vj ∈ Fx+
0
, desenvolvimentos assintóticos das funções f1 e f2

em relação a Fx+
0
.

6.4.4. Soma de desenvolvimentos assintóticos.

Dados um, vn ∈ Fx+
0
, tem-se sempre uma (e uma só) das três possibil-

idades (cf. (6.3.5.)):

1. um = vn, 2. um = o(vn), 3. vn = o(um).
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No caso 1. (um = vn), obtém-se o desenvolvimento de f + g com precisão
um (= vn) escrevendo

f + g =
∑

(aiui, bjvj) + o(um)

figurando em
∑

todos os termos aiui, bjvj colocados na ordem decres-

cente associada à definição de desenvolvimento assintótico (cada termo é
um o do termo precedente).
No caso 2. (um = o(vn)) tem-se o desenvolvimento de f + g com precisão
vn:

f + g =
∑

(aiui, bjvj) + o(vn)

figurando em
∑

todos os termos aiui e bjvj exceto os termos akuk tais
que uk = o(vn). Com efeito, como para tais termos, uk = o(vn) e
o(um) = o(o(vn)) = o(vn), tem-se

∑
akuk =

∑
o(vn) = o(vn).

Analogamente no caso 3. (vn = o(um)) :

f + g =
∑

(aiui, bjvj) + o(um)

eliminando em
∑

todos os bkvk tais que vk = o(um).

Assim, a precisão de f + g será a menor das precisões um ou vn de f e g,
respetivamente.

Exemplo. Tomemos os seguintes dois desenvolvimentos em 0:

sin x = x − x3

3!
+ o(x3)

cosx = 1 − x2

2!
+

x4

4!
+ o(x4)

Dado que x4 = o(x3) em 0, obtemos para a soma sin x+cosx o desenvolvi-
mento com precisão x3:

sin x + cosx = 1 + x − x2

2!
− x3

3!
+ o(x3).

6.4.5. Produto de desenvolvimentos assintóticos.

Retomemos os anteriores desenvolvimentos de f1e f2 com precisões um

e vn, respetivamente. Dado que se verifica, necessariamente, um dos três
seguintes casos,

1. u1vn = o(v1um)
2. v1um = o(u1vn)
3. u1vn = v1um
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assim se obtém o desenvolvimento de f1f2 com precisão v1um no caso 1.,
u1vm no caso 2. e u1vn = v1um no caso 3., escrevendo :
Caso 1.

f1f2 =
∑

ordem
decrescente

aibjuivj + o(v1um)

e eliminando em
∑

os termos akblukvl tais que ukvl = o(v1um).

Repare-se que, executando o produto dos desenvolvimentos de f1 e f2, para
além dos termos akblukvl, obtemos

uio(vn) = o(u1vn) = o(o(v1um)) = o(v1um) e vjo(um) = o(v1um)

dado que ui = o(u1) e vj = o(v1).

Caso2.
f1f2 =

∑

ordem
decrescente

aibjuivj + o(u1vn)

e eliminando em
∑

os termos akblukvl tais que ukvl = o(u1vn).

Do mesmo modo para o caso 3. Torna-se claro que o desenvolvimento
escolhido para f1f2 tem a menor das precisões v1um ou u1vn.

Observação. Dado o desenvolvimento f = a1u1 + · · · + amum + o(um) e
g ∈ Fx+

0
, como gui∈Fx+

0
, gui+1 =o(gui) e g.o(um)=o(gum) é claro que g.f

admite o desenvolvimento

g.f = a1gu1 + · · · + amgum + o(gum).

6.4.6. Exemplos.

1. Desenvolva-se em 0+ a função

f(x) = log x sin x ex.

Escrevendo o desenvolvimento de sin x em 0+ (com precisão x3, por
ex.) :

sin x = x − x3

3!
+ o(x3),

tem-se então

log x sinx = x log x − x3 log x

3!
+ o(x3 log x), log x ∈ F0+ ;

desenvolvendo agora ex (com precisão x4, por ex.) :

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ o(x4)
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e dado que x5 log x = o(x3 log x), obtemos o desenvolvimento de
f(x)=log x sin x ex com precisão x3 log x :

log x sin x ex =

x log x + x2 log x +

(
1

2!
− 1

3!

)

x3 log x + o(x3 log x) =

x log x + x2 log x +
x3 log x

3
+ o(x3 log x).

2. Suponha-se que f :]x0, x0 + ǫ[→ R admite o desenvolvimento assintó-
tico

f = a1g1 + · · · + argr + o(gr) em x+
0 , a1 6= 0;

e admita-se que lim
x→x+

0

f(x) = 0, o que implica que g1(x) −→
x→x+

0

0

(porquê?). É claro que f2 admite o correspondente desenvolvimento
com precisão g1gr e mais geralmente o desenvolvimento de fn terá
a precisão gn−1

1 gr. Como gn−1
1 gr = o(gr), resulta que a precisão de

f + f2 + · · ·+ fn (a menor das precisões das parcelas) é a precisão de
f , isto é, gr.

6.4.7. Composição de desenvolvimentos assintóticos.

Seja f :]x0, x0 + ǫ[→ R tal que lim
x→x+

0

f(x) = 0 e suponha-se que f

admite o desenvolvimento assintótico

f = a1g1 + · · · + argr + o(gr) em x+
0 , a1 6= 0. (1)

Seja ainda g : V (0) → R uma função definida numa vizinhança de 0 e n
vezes diferenciável; pode escrever-se a fórmula de Mac-Laurin

g(t) = c0 + c1t + · · · + cntn + o(tn) ,

e tem-se então para a composição g ◦ f (t = f(x)),

g ◦ f = c0 + c1f + · · · + cnfn + o(fn). (2)

Pelo que se disse atrás sobre a soma e produto de desenvolvimentos
assintóticos, c0 + c1f + · · · + cnfn admite um desenvolvimento em x+

0
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com a precisão do desenvolvimento de f , isto é gr (cf. (6.4.6.),(2.)); como
o(fn) = o(gn

1 ), (2) dá-nos o desenvolvimento de g ◦f em x+
0 com a precisão

gn
1 ou gr conforme gr = o(gn

1 ) ou gn
1 = o(gr), respetivamente.

6.4.8. Exemplo. Considere-se a função θ(x) = esin x/x −1, isto é,

θ(x) = g(f(x)) com g(t) = et e t = f(x) =
sin x

x
− 1

e procuremos o desenvolvimento de θ em 0+. Como f(x) =
sin x

x
−1 −→

x→0+
0,

escreva-se o desenvolvimento de et em 0 : et = 1+ t+
t2

2
+ o(t2). Dado que

sinx = x − x3

3!
+

x5

5!
+ o(x5) em 0+,

vem

f(x) =
sin x

x
− 1 = −x2

3!
+

x4

5!
+ o(x4);

daqui sai

f2 =
x4

62
− 2

3!5!
x6 + o(x6)

e logo

1 + f +
f2

2
= 1 − x2

3!
+

(
1

5!
+

1

2.62

)

x4 + o(x4).

Finalmente, como o(f2) = o(x4) que é, no nosso caso, a precisão de f ,
tem-se o desenvolvimento de θ com a precisão x4 :

θ(x) = esin x/x −1 = 1 − x2

3!
+

(
1

5!
+

1

2.62

)

x4 + o(x4).

Se em vez da precisão x5 para o desenvolvimento de sinx tivessemos tomado
a precisão x3, vinha

sin x = x − x3

3!
+ o(x3)

e portanto

f(x) =
sin x

x
− 1 = −x2

3!
+ o(x2) e f2 =

x4

62
+ o(x4) ;

como o(f2) = o(x4) e x4 = o(x2) em 0+, toma-se a precisão x2 para

θ = 1 + f +
f2

2
+ o(f2) = 1 − x2

3!
+ o(x2).
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Casos Particulares.

6.4.9. Desenvolvimento assintótico de fα, α ∈ R.

Seja f = a1g1 + · · ·+ argr + o(gr) o desenvolvimento de f em x+
0 com

a1 > 0. Pode então escrever-se f como

f = a1g1(1 + b2h2 + · · · + brhr + o(hr)
︸ ︷︷ ︸

w

) = a1g1(1 + w)

em que bj =
aj

a1
, hj =

gj

g1
, j = 2, . . . , r. Como gj = o(g1), tem-se

hj → 0 (x → x+
0 ) e logo w → 0 (x → x+

0 ). Tem-se então

fα = aα
1 gα

1 (1 + w)α, a1 > 0, aα
1 gα

1 ∈ F0+ .

Por outro lado, dado que w(x) → 0 (x → x+
0 ), obtemos o desenvolvimento

de (1 + w)α como composição de (1 + t)α em t = 0 com t = w(x). Logo,
do desenvolvimento de (1 + t)α (cf. (6.4.3.)) tira-se que

(1 + w)α = 1 + αw +
α(α − 1)

2!
w2 + · · · +

(
α
n

)

wn + o(wn)

com precisão o(wn) = o(hn
2 ) ou o(hr) consoante hr = o(hn

2 ) ou hn
2 = o(hr)

(cf. (6.4.7.)).

6.4.10. Exemplos.

1. Desenvolva-se em 0 a função
x log |x|
1 + ex

. Tem-se

x log |x| ∈ F0+ e 1 + ex = 2 + x +
x2

2
+ o(x2).

Então

1

1 + ex
= (1 + ex)−1 =

[

2

(

1 +
x

2
+

x2

4
+ o(x2)

)]−1

=

1

2

(

1 +
x

2
+

x2

4
+ o(x2)

︸ ︷︷ ︸

w

)−1

=
1

2

(
1 − w + w2 + o(w2)

)
=

1

2

[

1 −
(

x

2
+

x2

4
+ o(x2)

)

+

(
x2

4
+

x3

4
+ o(x3)

)

+ o(w2)

]

.

Como o(w2) = o(x2), tem-se enfim

1

1 + ex
=

1

2

(

1 − x

2
+ o(x2)

)
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e portanto

x log |x|
1 + ex

=
x log |x|

2
− x2 log |x|

4
+ o(x3 log |x|).

2. Procuremos agora o desenvolvimento de tanx =
sin x

cosx
em x = 0.

Sendo

sinx = x − x3

3!
+

x5

5!
+ o(x5) e cosx = 1 − x2

2!
+

x4

4!
+ o(x4) = 1 + w,

vem então

1

cosx
= (1 + w)−1 = 1 − w + w2 + o(w2) =

1 −
(

−x2

2!
+

x4

4!
+ o(x4)

)

+

(
x4

4
− x6

4!
+ o(x6)

)

+ o(x4) =

1 +
x2

2!
+

5

24
x4 + o(x4)

e portanto

tan x = sin x.
1

cosx
=

(

x − x3

3!
+

x5

5!
+ o(x5)

)(

1 +
x2

2!
+

5

24
x4 + o(x4)

)

=

x +

(
1

2!
− 1

3!

)

x3 +

(
1

5!
− 1

2!3!
+

5

24

)

x5 + o(x5) =

x +
x3

3
+

2

15
x5 + o(x5).

6.4.11. Desenvolvimento assintótico de ef .

Seja f = a1g1 + · · · + argr + o(gr) o desenvolvimento de f em x+
0 e

suponha-se que f(x) → 0 (x → x+
0 ). Pelo que foi dito sobre a composição

de desenvolvimentos assintóticos, obtemos o desenvolvimento de ef :

ef = 1 + f +
f2

2!
+ · · · + fn

n!
+ o(fn)

com precisão o(gn
1 ) ou o(gr).

Se lim
x→x+

0

f(x) 6= 0 é ainda posśıvel obter o desenvolvimento de ef se existir

algum gi (do desenvolvimento de f) que tenda para 0 (x → x+
0 ). Seja com
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efeito i, o mais pequeno ı́ndice tal que gi → 0 (x → x+
0 ); então f = f1 + f2

com

f1 = a1g1 + · · · + ai−1gi−1, f2 = aigi + · · · + argr + o(gr)

e tem-se ef = ef1 .ef2 . Escrevendo o desenvolvimento de ef2 , já que
f2(x) −→

x→x+
0

0, obtemos o desenvolvimento de ef se o termo

ef1 = ea1g1 . . . eai−1gi−1 ∈ F0+ .

6.4.12. Exemplos.

1. Procuremos o desenvolvimento de h(x) = (1 + x)1/x em +∞.

Escreva-se h(x) = e(1/x) log (1+x) = ef com f(x) =
1

x
log (1 + x). Ora,

log (1 + x) = log

[

x

(

1 +
1

x

)]

= log x + log

(

1 +
1

x

)

;

dado que 1/x → 0 (x → +∞), tem-se

log

(

1 +
1

x

)

=
1

x
− 1

2x2
+ o

(
1

x2

)

em + ∞,

pelo que

f(x) =
1

x
log (1 + x) =

log x

x
+

1

x2
− 1

2x3
+ o

(
1

x3

)

em + ∞.

Como f(x) → 0 (x → +∞), o desenvolvimento de ef vem dado por

h(x) = ef(x) = 1 + f(x) +
f2(x)

2!
+

f3(x)

3!
+ o(f3);

sendo o(f3) = o

(
(log x)3

x3

)

e a precisão de f, o(1/x3), resulta que a

precisão de ef(x) será o

(
(log x)3

x3

)

,donde

h(x) = ef(x) = 1 + f(x) +
f2(x)

2
+

f3(x)

6
+ o

(
(log x)3

x3

)

=

= 1 +

(
log x

x
+

1

x2
+ o

(
(log x)3

x3

))

+

+
1

2

(
(log x)2

x2
+ o

(
(log x)3

x3

))

+

+
1

6

(
(log x)3

x3
+ o

(
(log x)3

x3

))

=

= 1 +
log x

x
+

(log x)2

2x2
+

1

x2
+

(log x)3

6x3
+ o

(
(log x)3

x3

)

.
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2. Veja-se agora o desenvolvimento assintótico de ex/ sin x em 0.

Dado que sinx = x − x3

3!
+

x5

5!
+ o(x5), vem então

1

sin x
=

[

x

(

1 − x2

3!
+

x4

5!
+ o(x4)

)]−1

=

=
1

x

[

1 −
(

−x2

3!
+

x4

5!
+ o(x4)

)

+

+

(
x4

3!3!
− x6

3.5!
+ o(x6)

)

+ o(x4)

]

=

=
1

x

(

1 +
x2

3!
+

(
1

3!3!
− 1

5!

)

x4 + o(x4)

)

.

e logo

x

sin x
= 1 +

x2

3!
+

7

360
x4 + o(x4) = 1 + f1,

tendo-se lim
x→0

f1 = 0. Assim,

ef = e.ef1 = e

(

1 + f1 +
f2
1

2!
+ o(f2

1 )

)

=

e

[

1 +

(
x2

3!
+

7

360
x4 + o(x4)

)

+
1

2

(
x4

3!3!
+ o(x4)

)

+ o(x4)

]

=

e +
e

6
x2 +

e

30
x4 + o(x4).

3. Tomemos enfim a função f(x) = log

(
sinx

x

)

e determine-se um

desenvolvimento assintótico em 0.

De novo, sinx = x − x3

3!
+

x5

5!
+ o(x5) em 0, pelo que

sin x

x
= 1 − x2

3!
+

x4

5!
+ o(x4) = 1 + v com v(x) −→

x→0
0;

então, a composição dos desenvolvimentos de log (1 + y) com y = v(x)
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dá-nos :

log

(
sinx

x

)

=

= log (1 + v) = v − v2

2
+ o(v2) =

=

(

−x2

3!
+

x4

5!
+ o(x4)

)

− 1

2

(
x4

3!3!
+ o(x4)

)

+ o(x4) =

= −x2

6
− x4

180
+ o(x4).6.5. Aplia�~oes ao �alulo dos limites.

A utilização das regras de Cauchy e de L’Hospital no levantamento
de indeterminações é por vezes penosa, não se conseguindo, em alguns
casos, obter facilmente o limite desejado. Veremos agora como o uso
dos desenvolvimentos assintóticos permite obter, com elegância, os limites
indeterminados.
Para além dos desenvolvimentos de Mac-Laurin já expostos, acrescentemos
ainda os das funções hiperbólicas :

sinhx =
ex − e−x

2
e coshx =

ex + e−x

2
,

respetivamente as funções seno hiperbólico e cosseno hiperbólico. São,
como se sabe, funções definidas em R e de classe C∞; os desenvolvimentos
de Mac-Laurin são dados por

sinhx = x +
x3

3!
+

x5

5!
+ · · · + x2n+1

(2n + 1)!
+ o(x2n+1)

coshx = 1 +
x2

2!
+

x4

4!
+ · · · + x2n

(2n)!
+ o(x2n).

6.5.1. Exemplos

1. Determine-se

lim
x→0

esin x. log (cos x) − 4
√

1 + 4x + x − 3
2x2

x sin x2

A ideia é desenvolver assintóticamente (em x = 0) as funções el-
ementares que figuram na expressão, levando os desenvolvimentos
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tão longe quanto necessário para levantar a indeterminação. Assim,

sinx = x − x3

3!
+

x5

5!
+ o(x5) donde

sin x2 = x2 − x6

3!
+

x10

5!
+ o(x10). (1)

Como cosx = 1 − x2

2!
+

x4

4!
+ o(x4), tem-se

log (cosx) =

log

[

1 +

(

−x2

2!
+

x4

4!
+ o(x4)

)]

= w − w2

2
+ o(w2) =

(

−x2

2!
+

x4

4!
+ o(x4)

)

− 1

2

(
x4

2!2!
+ o(x4)

)

+ o(x4) =

− x2

2
− x4

12
+ o(x4);

então, sin x. log (cosx) = −x3

2
+ o(x5) −→ 0 (x → 0), e logo

esin x. log (cos x) =

ef = 1 + f +
f2

2!
+ o(f2) = (2)

1 +

(

−x3

2
+ o(x5)

)

+ o(x5) = 1 − x3

2
+ o(x5).

Tem-se ainda, com α = 1/4,

(1 + 4x)1/4 =

1 + α(4x) +
α(α − 1)

2!
(4x)2 +

α(α − 1)(α − 2)

3!
(4x)3 + o(x3) =

1 + x − 3

2
x2 +

21

6
x3 + o(x3). (3)

Finalmente, de (1), (2) e (3) resulta que:

esin x. log (cos x) − 4
√

1 + 4x + x − 3
2x2

x sin x2
=

=
1 − x3

2 + o(x5) −
(
1 + x − 3

2x2 + 21
6 x3 + o(x3)

)
+ x − 3

2x2

x3 + o(x6)
=

=
−4x3 + o(x3)

x3 + o(x6)
=

−4 + o(1)

1 + o(x3)
−→
x→0

−4.



280 6. Desenvolvimentos Assintóticos

2. Determine-se agora, para que valores de α ∈ R e n ∈ N existe o limite
finito:

lim
x→0

eαxn − cosx2

√
1 + x8 − cosx4

.

Analisando o denominador e tendo presente os desenvolvimentos já de
nós conhecidos, tem-se (cf. (6.4.3.)) :

√

1 + x8 = (1 + x8)1/2 = 1 +
x8

2
+ o(x8) e cosx4 = 1 − x8

2!
+ o(x8)

donde √

1 + x8 − cosx4 = x8 + o(x8) ∼ x8.

Para que o limite em questão seja finito é necessário que, no desen-
volvimento do numerador com precisão x8, os termos em xk com k < 8
sejam eliminados; como

eαxn

= 1 + αxn +
α2x2n

2!
+ o(x2n) e cosx2 = 1 − x4

2!
+

x8

4!
+ o(x8)

terá de ser α = −1/2 e n = 4; tem-se então

lim
x→0

e−x2/2 − cosx2

√
1 + x8 − cosx4

= lim
x→0

(1/8 − 1/24)x8 + o(x8)

x8 + o(x8)
=

1

12
.

3. É conveniente, na prática, reduzir o cálculo do limite de uma função
em x0 ∈ R ao limite em 0; para isso basta tomar a mudança de variável
x − x0 = y se x0 ∈ R, ou 1/x = y se x0 = +∞, obtendo-se

lim
x→x0

f(x) = lim
y→0

f(x0 + y) ou lim
x→+∞

f(x) = lim
y→0

f(1/y),

respetivamente. Veja-se, por exemplo, o cálculo de

lim
x→+∞

e1/x
(
x2 − x + 2

)
−
√

x4 + x2 + 1.

Fazendo 1/x = y, pretende-se calcular

lim
y→0+

ey

(
1

y2
− 1

y
+ 2

)

−
√

1

y4
+

1

y2
+ 1 =

lim
y→0+

ey
(
1 − y + 2y2

)
−
√

1 + y2 + y4

y2
.
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Ora, tem-se em 0+

(1 + y2 + y4)1/2 = 1 +
1

2
(y2 + y4) − 1

8
(y2 + y4)2 + o(y4) =

= 1 +
1

2
y2 +

3

8
y4 + o(y4);

como ey = 1 + y +
y2

2!
+ o(y2), tem-se então

ey
(
1 − y + 2y2

)
−
√

1 + y2 + y4 =

= 1 +
3

2
y2 + o(y2) −

(

1 +
1

2
y2 + o(y2)

)

= y2 + o(y2)

e logo

lim
y→0+

ey
(
1 − y + 2y2

)
−
√

1 + y2 + y4

y2
= lim

y→0+

y2 + o(y2)

y2
= 1.6.6. Convergênia de integrais impr�oprios.

Seja f : [a, b[→ R uma função localmente integrável. Vimos que o

integral impróprio em b,
∫ b

a f(x) dx, é convergente se existe e é finito,

limx→b−
∫ x

a
f(t) dt, o que é ainda equivalente à convergência do integral

impróprio de f na vizinhança de b,
∫ b

b−ǫ f(x) dx. Sabemos ainda que,

se o integral impróprio é absolutamente convergente (isto é,
∫ b

a
|f(t)| dt

converge) então é convergente. Acontece que, na prática, é frequentemente
simples decidir da convergência ou divergência dos integrais impróprios de
funções positivas (ou negativas) na vizinhança do ponto impróprio. Ocupar-
nos-emos, neste parágrafo, de apresentar critérios de convergência dos
integrais impróprios de funções que não mudam de sinal na vizinhança do
ponto impróprio.

O grande critério de comparação está expresso no seguinte

6.6.1. Teorema. Sejam f, g : [a, b[→ R, funções localmente integráveis e
positivas numa vizinhança (à esquerda) de b. Suponha-se que f = O(g) em
b−, isto é

0 ≤ f(x) ≤ Ag(x), ∀x ∈ [b − ǫ, b[, A > 0.

Então

1)

∫ b

a

g(x) dx convergente =⇒
∫ b

a

f(x) dx convergente

2)

∫ b

a

f(x) dx divergente =⇒
∫ b

a

g(x) dx divergente.
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Demonstração. Repare-se que 1) ⇐⇒ 2); basta portanto mostrarmos 1).
É claro que

∫ b

a

f(t) dt convergente ⇐⇒
∫ b

b−ǫ

f(t) dt convergente.

Mas, F (x) =

∫ x

b−ǫ

f(t) dt é função monótona crescente (porque f é positiva

em [b − ǫ, b[ ) : com efeito, se x1 < x2

F (x2) =

∫ x2

b−ǫ

f(t) dt =

∫ x1

b−ǫ

f(t) dt +

∫ x2

x1

f(t) dt

︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ F (x1).

Do mesmo modo, x →
∫ x

b−ǫ g(t) dt é crescente; como
∫ b

a g(x) dx é conver-
gente, tem-se

F (x) =

∫ x

b−ǫ

f(t) dt ≤ A

∫ x

b−ǫ

g(t) dt ≤ A

∫ b

b−ǫ

g(t) dt

e logo, F (x) é crescente e limitada. Portanto

F (x) =

∫ x

b−ǫ

f(t) dt −→
x→b−

∫ b

b−ǫ

f(t) dt < +∞

ou seja,
∫ b

a f(t) dt é convergente.

Como consequência do critério de comparação resultam os critérios
logaŕıtmicos, expostos nas proposições que seguem.

6.6.2. Proposição. Seja f : [a, +∞[→ R localmente integrável e positiva
numa vizinhança de +∞. Então

f(x) ≤ K

xα
, α > 1, K > 0 em V (+∞) =⇒

∫ +∞

a

f(t) dt conv .

f(x) ≥ K

xα
, α ≤ 1, K > 0 em V (+∞) =⇒

∫ +∞

a

f(t) dt div .

Demonstração. O resultado sai imediatamente do critério de com-
paração, tendo presente que

∫ +∞
1/xαdx é convergente se α > 1 e di-

vergente se α ≤ 1.
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Pode contudo dar-se o caso de uma função f , positiva em V (+∞), não
ser comparável com xα no quadro do critério precedente; por exemplo, em

+∞, a função
1

x log x
não é O(1/xα) com α > 1 e também não é ≥ K/xα

com α ≤ 1. Isto conduz-nos a um critério mais refinado:

6.6.3. Proposição. Nas condições da anterior proposição, tem-se

f(x) ≤ K

x (log x)α , α > 1, em V (+∞) =⇒
∫ +∞

a

f(t) dt conv .

f(x) ≥ K

x (log x)α , α ≤ 1, em V (+∞) =⇒
∫ +∞

a

f(t) dt div .

Demonstração. A primitiva de 1/x (log x)α vem dada por

1

−α + 1
(log x)

−α+1
se α 6= 1 e log (log x) se α = 1.

Então

∫ +∞

a

dx

x (log x)
α =

[
1

−α + 1
(log x)

−α+1

]+∞

a

, conv., se α > 1.

Se α ≤ 1, como
1

x (log x)
α ≥ 1

x log x
, o integral é divergente, dado que

∫ +∞

a

dx

x log x
= [log (log x)]+∞

a diverge.

Analogamente se obtêm os correspondentes critérios para o ponto
impróprio a = 0 :

6.6.4. Proposição. Seja f :]0, b] → R localmente integrável e positiva
numa vizinhança de 0. Então

f(x) ≤ K

xα
, α < 1, K > 0, em V (0) =⇒

∫ b

0

f(t) dt conv .

f(x) ≥ K

xα
, α ≥ 1, K > 0, em V (0) =⇒

∫ b

0

f(t) dt div .
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6.6.5. Proposição. Nas hipóteses precedentes, tem-se

f(x) ≤ K

x |log x|α , α > 1, em V (0) =⇒
∫ b

0

f(t) dt conv .

f(x) ≥ K

x |log x|α , α ≤ 1, em V (0) =⇒
∫ b

0

f(t) dt div .

Finalmente, observemos que se f :]a, b] → R é localmente integrável e

tem um ponto impróprio em a, o integral

∫ b

a

f(x) dx, reduz-se ao integral

∫ b−a

0

f(y + a) dy, impróprio em 0, pela mudança de variável x − a = y.

Do mesmo modo, para f : [a, b[→ R, o integral impróprio em b reduz-se

ao integral

∫ 0

b−a

f(b− y).(−1) dy =

∫ b−a

0

f(b− y) dy, impróprio em 0, pela

mudança de variável b − x = y.

Do ponto de vista prático, a análise da convergência ou divergência
dos integrais impróprios pode seguir a seguinte metodologia: seja dada
f : [a, +∞[→ R, localmente integrável e positiva.

Procura-se a parte principal de f : f ∼ c.g (c 6= 0),

g ∈ F+∞, g(x) = xα (log x)
β

eP (x),

com P (x) = c1x
γ1 + · · ·+ cnxγn , γ1 > · · · > γn > 0, α, β, cj ∈ R. Dado

que f = cg + o(g), é claro que (exerćıcio)

∫ +∞

M

f convergente ⇐⇒
∫ +∞

M

g convergente.

Agora tem-se:

6.6.6. Proposição.

a) Se c1 6= 0, então

∫ +∞

M

g







convergente se c1 < 0

divergente se c1 > 0
∀α, β.
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b) Se P (x) = 0, então

∫ +∞

M

g







convergente se α < −1

divergente se α > −1
∀β.

c) Se P (x) = 0 e α = −1,

∫ +∞

M

g







convergente se β < −1

divergente se β ≥ −1.

Demonstração. Trata-se de uma consequência das propriedades das
funções logaŕıtmica e exponencial e dos anteriores critérios de comparação.
Veja-se a t́ıtulo de exemplo o caso c1 < 0. Escrevendo

P (x) = c1x
γ1
(
1 + b2x

γ2−γ1 + · · · + bnxγn−γ1
)

com bj =
cj

c1
, (j = 2, . . . , n), é claro que o fator dentro de parênteses

converge para 1 (x → +∞) e portanto, para c1 < c′1 < 0 vem

g(x) < xα (log x)β ec′1xγ1
, x ∈ V (+∞).

É agora imediato ver que

xα (log x)
β

ec′1xγ1
= o(1/x2)

o que implica, em particular, g = O(1/x2), mostrando-se assim que

∫ +∞

M

g

é convergente (cf. Proposição. 6.6.2.).

No caso de f :]0, b] → R ter um ponto impróprio em 0, procura-se a
parte principal de f : f ∼ c.g (c 6= 0),

g ∈ F0, g(x) = xα |log x|β eP (1/x),

com

P

(
1

x

)

= c1

(
1

x

)γ1

+ · · · + cn

(
1

x

)γn

, γ1 > · · · > γn > 0,

e α, β, cj ∈ R. Analogamente ao caso +∞, tem-se agora
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6.6.7. Proposição.

a) Se c1 6= 0, então

∫ ε

0

g







convergente se c1 < 0

divergente se c1 > 0
∀α, β.

b) Se P (x) = 0, então

∫ ε

0

g







convergente se α > −1

divergente se α < −1
∀β.

c) Se P (x) = 0 e α = −1,

∫ ε

0

g







convergente se β < −1

divergente se β ≥ −1.

Não sendo posśıvel determinar a parte principal de f deverão então
usar-se os critérios contidos nas proposições de 6.6.1. a 6.6.5..

6.6.8. Exemplos.

1. Analisemos a natureza (convergência ou divergência) do integral

∫ +∞

0

√
x

ex − 1
dx.

Trata-se de um integral impróprio em +∞ e 0 e portanto a análise da
sua natureza passa desde logo pela decomposição

∫ +∞

0

=

∫ M

0

+

∫ +∞

M

.

Em 0, ex − 1 = x + o(x); portanto

√
x

ex − 1
=

√
x

x + o(x)
= x−1/2 1

1 + o(1)
∼ x−1/2

e logo

∫ M

0

√
x

ex − 1
dx é convergente. Em +∞,

√
x

ex − 1
∼

√
x

ex
= x1/2e−x
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e

∫ +∞

x1/2e−x dx é convergente; assim,

∫ +∞

0

√
x

ex − 1
dx é convergente.

2. Veja-se agora o integral

∫ +∞

0

sin2 1

x
dx.

O integral é impróprio apenas em +∞, já que a função integranda
admite uma única descontinuidade em x = 0 e além disso | sin2(1/x)| ≤
1; portanto

∫M

0 sin2(1/x) dx converge (integral definido).

Em +∞,

sin
1

x
=

1

x
+ o

(
1

x

)

=⇒ sin2 1

x
=

1

x2
+ o

(
1

x2

)

∼ 1

x2
.

Logo

∫ +∞

0

sin2 1

x
dx é convergente.

3. Finalmente, vejamos o integral

∫ π

0

1√
sin x

dx,

impróprio em 0 e π. Em 0 tem-se sinx = x + o(x) e portanto

(sin x)−1/2 = x−1/2 (1 + o(1))
−1/2

= x−1/2(1 + o(1)) ∼ x−1/2.

Logo,

∫ 1

0

dx√
sin x

converge (cf. (6.6.7.)).

Em π, fazendo a mudança de variável π − x = y, vem

∫ π

1

dx√
sinx

=

∫ 0

π−1

−1
√

sin(π − y)
dy =

=

∫ π−1

0

dy
√

sin(π − y)
=

∫ π−1

0

dy√
sin y

o qual, como vimos, é convergente.
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O conhecimento dos integrais impróprios vai permitir-nos, em parti-

cular, estabelecer um importante critério de convergência para as séries de
termos positivos. Recordemos que a noção de série de termos positivos

designa uma série
∞∑

n=0

un, em que un ≥ 0 a partir de certa ordem, n ≥ p.

Tenha-se ainda presente o critério de comparação para esta classe de
séries (cf. (2.2.11.)):

6.7.1. Proposição. Se
∑

un e
∑

vn são séries de termos positivos e

un ≤ vn (n ≥ p), então

∑
vn convergente =⇒ ∑

un convergente

∑
un divergente =⇒ ∑

vn divergente.

Daqui resulta facilmente a seguinte regra para as séries de termos
positivos:

Sendo c.g(n), c 6= 0, g ∈ F+∞, a parte principal de n → un em +∞,

∑

un converge se e só se
∑

g(n) converge.

Com efeito, se un ∼ c.g(n) em +∞, tem-se
un

g(n)
−−−−−→
n→+∞

c > 0 e portanto,

a partir de certa ordem,

1

2
c ≤ un

g(n)
≤ 3

2
c ou seja

1

2
c.g(n) ≤ un ≤ 3

2
c.g(n),

e o critério de comparação dá-nos o resultado.

Consequência ainda do critério de comparação é o seguinte critério,
bastante útil na prática e usualmente designado por critério da raiz :

6.7.2. Proposição (Critério da raiz). Seja
∑

un uma série de termos
positivos. Então

a) lim sup
n→∞

n
√

un < 1 =⇒
∑

un convergente

b) lim sup
n→∞

n
√

un > 1 =⇒
∑

un divergente.
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Demonstração. Seja lim sup
n→∞

n
√

un = a < 1; tomando a < q < 1, resulta

da definição de limite superior que, a partir de certa ordem, n > p, se tem
n
√

un < q e logo un < qn. Como
∑

qn é convergente (série geométrica
de razão q, 0 < q < 1), o critério de comparação implica que

∑
un é

convergente.
Sendo agora lim sup

n→∞

n
√

un = a > 1, de novo a caracterização de limite

superior garante a existência de uma subsucessão αn
√

uαn → a > 1, e logo
existem infinitos uαn > 1; isto mostra que o termo geral da série, un, não
tende para 0 e portanto

∑
un diverge.

Observação. O racioćınio utilizado na anterior proposição permite
concluir mais geralmente que, se para alguma subsucessão

αn
√

uαn ≥ 1, então
∑

un diverge.

6.7.3. Teorema (Critério do integral ). Seja f : [1, +∞[→ R
uma função positiva, decrescente e tal que lim

x→+∞
f(x) = 0. Escreva-

-se

Sn =

n∑

k=0

f(k), Tn =

∫ n

1

f(x) dx, Dn = Sn − Tn.

Então

a) limDn = D existe e é finito.

b) A série
∑

f(n) converge se e só se

∫ ∞

1

f(x) dx é convergente.

c) Tem-se o seguinte desenvolvimento

n∑

k=0

f(k) =

∫ n

1

f(x) dx + D + O(f(n)). (1)

Demonstração. Comecemos por mostrar que Dn é uma sucessão decres-
cente e limitada. Com efeito

Dn+1 − Dn = Sn+1 − Sn − (Tn+1 − Tn) =

f(n + 1) −
∫ n+1

n

f(x) dx ≤ f(n + 1) −
∫ n+1

n

f(n + 1) dx = 0
(2)

Por outro lado

Tn+1 =

∫ n+1

1

f(x) dx =

n∑

k=1

∫ k+1

k

f(x) dx ≤

≤
n∑

k=1

∫ k+1

k

f(k) dx =

n∑

k=1

f(k) = Sn
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e logo Dn+1 = Sn+1 − Tn+1 ≥ Sn+1 − Sn = f(n + 1), donde

0 < f(n + 1) ≤ Dn+1 ≤ Dn ≤ D1 = f(1).

Isto mostra a), e b) é consequência imediata. Retomando (2), vem agora

0 ≤ Dn − Dn+1 ≤
∫ n+1

n

f(n) dx − f(n + 1) = f(n) − f(n + 1)

e logo
Dn − Dn+p ≤ f(n) − f(n + p);

passando ao limite, p → ∞, vem finalmente

0 ≤ Dn − D ≤ f(n), n = 1, 2, . . .

Corolário. A série
∑ 1

nα
é convergente se α > 1 e divergente se α ≤ 1.

Observação. Dado que f(n) → 0 e supondo a série convergente (e

portanto
∫ +∞

1 f convergente), tem-se

∞∑

k=1

f(k) =

∫ ∞

1

f(x) dx + D

e logo
∞∑

k=n+1

f(k) =

∫ ∞

n

f(x) dx + O(f(n)). (3)

6.7.4. Exemplo. Tomemos a função f(x) =
1

x
. A fórmula (1) dá-nos

n∑

k=1

1

k
= log n + D + O

(
1

n

)

. (1′)

Veja-se agora como é posśıvel melhorar (neste caso) a anterior expressão
e obter um desenvolvimento assintótico com precisão o(1/n). Com efeito,
escreva-se

wn =
1

n
− (log n − log(n − 1)), n ≥ 2, w1 = 1.

Então
n∑

k=1

wk =

n∑

k=1

1

k
− log n
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e em particular

∞∑

k=1

wn = D (cf. (1′)). Logo

n∑

k=1

1

k
− log n =

n∑

k=1

wk =

∞∑

k=1

wk −
∞∑

k=n+1

wk = D −
∞∑

k=n+1

wk. (4)

Mas, desenvolvendo wn, obtemos

wn =
1

n
+ log

(

1 − 1

n

)

∼ − 1

2n2
;

usando (3) e o exerćıcio 5., vem

−
∞∑

k=n+1

wk ∼
∞∑

k=n+1

1

2k2
=

∫ ∞

n

1

2x2
dx + O

(
1

n2

)

=

=
1

2n
+ o

(
1

n

)

∼ 1

2n
.

Logo, resulta de (4)

n∑

k=1

1

k
= log n + D +

1

2n
+ o

(
1

n

)

,

que não é mais do que o desenvolvimento assintótico de

n∑

k=1

1

k
em +∞. A

constante D designa-se por constante de Euler:

D = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− log n

)

= 0.577215 . . . .

A terminar apresentamos um critério que faz intervir o comportamento

da razão
un+1

un
e que é usado com sucesso em certo tipo de séries de termos

positivos.

6.7.5. Proposição (Critério de Raabe). Seja
∑

un uma série de
termos positivos. Então,

a)
un+1

un
≤ 1 − α

n
com α > 1, (n ≥ p) =⇒∑

un convergente.

b)
un+1

un
≥ 1 − 1

n
(n ≥ p) =⇒

∑

un divergente.
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Demonstração. Para α > 1, multiplicando membro a membro as

desigualdades
un+1

un
≤ 1 − α

n
para n ≥ p, obtemos

un+1 ≤ up





n∏

k=p

(

1 − α

k

)



 = vn.

Como

log
(

1 − α

k

)

= −α

k
− α2

2k2
+ o

(
1

k2

)

≤ −α

k
− α2

4k2
, para k grande,

resulta que (cf. (6.7.4.))

log vn = −α log n + C + O

(
1

n

)

(C constante).

Daqui sai, vn ∼ eC 1

nα
, donde

∑
vn, e portanto

∑
un, é convergente.

Se
un+1

un
≥ 1 − 1

n
=

n − 1

n
(n ≥ p), a multiplicação membro a membro

das precedentes desigualdades, dá-nos un+1 ≥ K/n, (n ≥ p), e logo
∑

un

diverge.

Corolário 1 (Raabe). Seja
∑

un uma série de termos positivos, tal que

un+1

un
= 1 − α

n
+ o

(
1

n

)

.

Então
∑

un converge se α > 1 e diverge se α < 1.

Demonstração. Se α > 1, tomemos α > α̃ > 1; então

un+1

un
= 1 − α̃

n
−
(

α − α̃

n
+ o

(
1

n

))

< 1 − α̃

n

a partir de certa ordem n ≥ p, e o teorema aplica-se. Sendo α < 1, tem-se
agora

un+1

un
= 1 − 1

n
+

(
1 − α

n
+ o

(
1

n

))

≥ 1 − 1

n

a partir de certa ordem, e de novo o teorema dá-nos a conclusão.
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Corolário 2. Seja
∑

un uma série de termos positivos e tal que

un+1

un
= 1 − α

n
+ o

(
1

n

)

. (5)

Então se α > 0, a série alternada
∑

(−1)nun é convergente.

Demonstração. Bastará mostrar que un tende para zero e é decrescente.
De (5) resulta logo que

un+1

un
< 1

para n ≥ p e portanto a partir de certa ordem, un é decrescente. Por outro
lado, fazendo α > α̃ > 0, sai ainda de (5)

log uk+1 − log uk = log

(

1 − α

k
+ o

(
1

k

))

= −α

k
+ o

(
1

k

)

≤ − α̃

k
, k ≥ p, (porquê?)

Somando de k = p a n, obtemos à esquerda log un+1 − log up e à direita

−α̃

n∑

k=p

1

k
, que diverge para −∞, dado que α̃ > 0. Logo, lim log un = −∞

e portanto un → 0, como se queria.

Corolário 3 (Critério de d’Alembert (*) ). Seja
∑

un uma série de
termos positivos. Então

a) lim sup
n→∞

un+1

un
< 1 =⇒

∑

un convergente.

b) lim inf
n→∞

un+1

un
> 1 =⇒ un não converge para 0 =⇒

∑

un div.

Observação. A parte b) do corolário precedente pode ser refinada; assim,

se a partir de certa ordem, n ≥ p,
un+1

un
≥ 1 então

∑
un diverge.

Com efeito

un+1

un
≥ 1, n ≥ p, =⇒ un+1

up
≥ 1 =⇒ un+1 ≥ up

o que mostra que un não converge para 0, e portanto
∑

un diverge.

(*) Este critério é também usualmente designado por critério da razão.
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6.7.6. Exemplos.

1. Consideremos a série de termos positivos

∑

log

(
n + 1

n − 1

)

.

Procurando a parte principal do termo geral da série, obtemos

log

(
n + 1

n − 1

)

= log

(
(n − 1) + 2

n − 1

)

= log

(

1 +
2

n − 1

)

=

=
2

n − 1
+ o

(
1

n − 1

)

.

Então

log

(
n + 1

n − 1

)

∼ 2

n − 1
∼ 2

n

e logo
∑

log

(
n + 1

n − 1

)

é divergente.

2. Tomemos a série
∑

n≥1

knn!

nn
, k ∈ R. Considerando a série dos módulos

∑

n≥1

|k|nn!

nn
=
∑

n≥1

|un|

e dado que não é simples obter a parte principal de |un|, apliquemos
o critério de d’Alembert:

|un+1|
|un|

=
|k|n+1(n + 1)!

(n + 1)n+1
.

nn

|k|nn!
=

|k|
(1 + 1/n)

n −→ |k|
e

.

Então, se |k| > e a série diverge (note-se que |un| não converge para
zero sse un não converge para zero). Se |k| < e, a série é absolutamente
convergente e logo convergente. Resta ver os casos k = ±e. Em
qualquer dos casos, tem-se

|un+1|
|un|

=
e

(1 + 1/n)
n ≥ 1

(recordemos que (1 + 1/n)
n

é crescente para e) pelo que |un| e portanto
un não converge para zero; em conclusão a série é absolutamente
convergente se |k| < e e divergente se |k| ≥ e.
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3. Consideremos a série

1 + αx +
α(α − 1)

2!
x2 + · · · +

(
α
n

)

xn + · · · , α, x ∈ R

com

(
α
n

)

=
α(α − 1) · · · (α − n + 1)

n!
. Esta série é usualmente desig-

nada por série do binómio; mais tarde teremos ocasião de a analisar.
Por agora interessa-nos saber o que se passa para x = ±1, ou seja,
qual a natureza das séries

A)
∑

n≥0

(
α
n

)

, B)
∑

n≥0

(−1)n

(
α
n

)

.

É claro que para n > α+1, o termo

(
α
n

)

é alternadamente positivo e

negativo e portanto, a série A) tem a natureza da série alternada,
∑

(−1)nun, e a série B) é da mesma natureza da série de termos

positivos
∑

un, com un =

∣
∣
∣
∣

(
α
n

)∣
∣
∣
∣
. Como

un+1

un
=

∣
∣
∣
∣

α − n

n + 1

∣
∣
∣
∣
= 1 − 1 + α

n + 1
= 1 − 1 + α

n
+ o

(
1

n

)

resulta que a série B) é convergente se 1 + α > 1, (cf. (6.7.5.), Cor.1.)
e a série A), alternada, converge se 1 + α > 0 (cf. (6.7.5.), Cor.2.).
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Exerćıcios

1. Mostre as seguintes propriedades algébricas das relações de com-
paração:

a) f = O(g) e g = O(h) =⇒ f = O(h) em x+
0 ;

b) f = o(g) e g = O(h) =⇒ f = o(h) em x+
0 ;

c) o(f) + o(f) = o(f) em x+
0 .

d) o(f1).O(f2) = o(f1.f2) em x+
0 .

2. Seja g > 0 em [x0, x0 + ε[.

a) Mostre, com um exemplo, que em x+
0 ,

f = O(g) não implica ef = O(eg)

Do mesmo modo, f ∼ g não implica ef ∼ eg.

b) Se lim
x→x+

0

g(x) = +∞, mostre que

f = o(g) =⇒ ef = o
(
eδg
)
, ∀δ > 0.

Dê um contra-exemplo em que a implicação não se verifica, no
caso em que g é limitada em [x0, x0 + ε[.

b) Se lim
x→x+

0

g(x) = +∞, mostre que

f ∼ c.g, c 6= 0, =⇒ log |f | ∼ log g.

Mostre que f = o(g) não implica log |f | = o (log g).

3. Sejam f e g funções localmente integráveis em [x0, x0+ǫ[, com x0 ∈ R,
e suponha-se que g(x) > 0 em [x0, x0 + ǫ[. Mostre que

f = o(g) em x+
0 =⇒

∫ x

x0

f(t) dt = o

(∫ x

x0

g(t) dt

)

.

Utilize este resultado para obter um desenvolvimento a três termos das
funções arcsinx, arccosx e arctanx em 0.

Sug: Obtenha um desenvolvimento da derivada de cada uma das
funções.
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4. Sejam f e g funções localmente somáveis em [a, +∞[ e suponha-se
g > 0 neste intervalo.

a) Se
∫ +∞

a
f = +∞, então em V (+∞) tem-se

i) f = o(g) =⇒
∫ x

a

f = o

(∫ x

a

g

)

,

ii) f ∼ g =⇒
∫ x

a

f ∼
∫ x

a

g.

b) Sendo
∫ +∞

a f convergente, então em V (+∞) tem-se

i) f = o(g) =⇒
∫ +∞

x

f = o

(∫ +∞

x

g

)

,

ii) f ∼ g =⇒
∫ +∞

x

f ∼
∫ +∞

x

g.

5. Correspondente resultado para as séries. Sejam un e vn os termos
gerais de duas séries e vn > 0.

a) Se
∑

vn diverge, então

i) un = o(vn) =⇒
n∑

k=1

uk = o

(
n∑

k=1

vk

)

;

ii) un ∼ vn =⇒
n∑

k=1

uk ∼
n∑

k=1

vk.

b) Se
∑

vn converge, então

i) un = o(vn) =⇒
∞∑

k=n

uk = o

(
∞∑

k=n

vk

)

;

ii) un ∼ vn =⇒
∞∑

k=n

uk ∼
∞∑

k=n

vk.

6. Obtenha um desenvolvimento a três termos das seguintes funções, nos
pontos considerados:

a)
√

x em x0 = 1 ; b) sin(x + 1). sin(x + 2) em x0 = −1 ;

c) log 3
√

7x − 2 em x0 = 1 ; d) tan (sinh 3x) em x0 = 0.

7. Obtenha um desenvolvimento assintótico a três termos da função

f(x) = xx1/x

, em + ∞.
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8. Obtenha o desenvolvimento assintótico de Mac-Laurin com precisão
o(x3) das seguintes funções:

a)
√

1 + 2x − x2 −
√

1 − 3x + x3 ; b) 3
√

1 − 3x cos 2x ;

c) arctan (sinx) ; d)
x

ex − 1
.

9. Determine os seguintes limites:

a) lim
x→0

√
1 + 2 tanx − ex + x2

arcsinx − sin x
. (sol: 2)

b) lim
x→0

earctan x − 1

1 − x
+

x2

2

log

(
1 + x

1 − x

)

− 2x

. (sol: −7/4)

c) lim
x→2

(√
3 − x + log (x/2)

) 1
sin2(x−2) . (sol: e−1/4)

d) lim
x→0

log (1 + x) +
1

2
sinhx2 − x

√
1 + tanx −

√
1 + sinx

. (sol: 4/3)

e) lim
x→1

(√
x − 1

2
log x

) 1
cos2 x sin2(1−x)

. (sol: e
1

8 cos2 1 )

f) lim
x→+∞

(
5
√

x5 + x4 − 5
√

x5 − x4
)

. (sol: 2/5)

g) lim
x→π

2
−

[(π

2
− x
)

tan x
]tan x

. (sol: 1)

10. Estude a convergência dos seguintes integrais:

a)

∫ +∞

0

x2

x4 + 1
dx ; b)

∫ +∞

0

x10e−x/100dx ;

c)

∫ +∞

0

sin2 x

x2
dx; d)

∫ +∞

0

x log x

1 + x2
dx.

11. Para que valores de s e t é convergente o integral

∫ +∞

0

xs−1

1 + xt
dx?
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12. Estude a natureza dos seguintes integrais impróprios:

a)

∫ A

a

dx
√

(x − a) (A − x)
(0 < a < A);

b)

∫ A

a

dx√
x2 − a2

(0 < a < A) ;

c)

∫ A

a

dx

(xn − an)(n−1)/n
(n > 1, 0 < a < A).

13. Mostre, integrando por partes, que o integral

∫ +∞

0

t sin t

1 + t2
dt

é convergente.

(Constate que se trata de um integral de Dirichlet convergente).

14. Estude a natureza do integral

∫ π/2

0

log (sin x) dx.

15. Prove que, se
∑

an e
∑

bn são duas séries convergentes de termos

positivos, então
∑√

anbn é convergente.

16. Seja
∑

an uma série de termos positivos convergente. Mostre que

a)
∑

ak
n é convergente, ∀k ∈ N;

b)
∑ n + 1

n
an é convergente.

17. Seja
∑

an uma série de termos positivos convergente. Mostre que

∑
√

an

np
converge se p > 1/2.

Dê um contra-exemplo para p = 1/2.



300 6. Desenvolvimentos Assintóticos

18. Estude a natureza das seguintes séries:

a)
∑ 1

3n
√

n
; b)

∑ 2 +
√

n

2n2 + n
; c)

∑

(−1)n 3n + 1

n(n + 1)
;

d)
∑ 2 + n2

2n
; e)

∑
(

n + 1

n

)n2

; f)
∑

(
3n + 4

3n2

)n

;

g)
∑ 1 +

√
2 + · · · + √

n

n2 + 1
; h)

∑[

sin
(π

2
+ nπ

)]n

.

19. Mostre que as séries

∞∑

n=2

log (n + 1) − log n

(log n)2
,

∑

n≥1

(

1 − 1√
n

)n

.

são convergentes.

20. Diga para que valores de a, b ∈ R, a série

∑

n≥1

log n + a log (n + 1) + b log (n + 2)

é convergente.

21. Seja
∑

an uma série de termos positivos. Mostre que, se o conjunto
dos termos da sucessão n

√
an tiver um ponto de acumulação maior do

que 1, a série
∑

an diverge.

22. Estude a natureza das seguintes séries:

a)
∑ 1 . 3 . · · · . (2n + 1)

4 . 8 . · · · . (4n + 4)
;

b)
∑

(
3

3 + sin (nπ/2)

)n

;

c)
∑

an com an =







1

nn
se n par

n2n

(1 − 3n)2n
se n ı́mpar
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23. Sejam p, q ∈ N, p > q e consideremos

xn =

pn
∑

k=qn+1

1

k
, Sn =

n∑

k=1

(−1)k+1

k
.

a) Use o teorema 6.7.3. para mostrar que lim xn = log (p/q).

b) Fazendo q=1 e p = 2, mostre (por indução) que S2n = xn.
Conclua que

∞∑

n=1

(−1)n+1

n
= log 2.

24. Utilize o teorema 6.7.3. para mostrar

n∑

k=1

1

k log k
= log log n + A + O

(
1

n log n

)

.

Melhore o anterior resultado e obtenha um desenvolvimento com
precisão o (1/(n log n)).

25. No esṕırito do precedente exerćıcio, mostre agora que

n∑

k=1

1

ks
=

n1−s − 1

1 − s
+ ζ(s) +

1

2ns
+ o

(
1

ns

)

, s ∈ R \ {1}.

A aplicação

s > 1 −→ ζ(s) = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

ks
− n1−s − 1

1 − s

)

diz-se a função zeta de Riemann.

26. Diga para que valores reais de x a série

∞∑

n=1

(

1 +
1

2
+ · · · + 1

n

)
sin nx

n

é convergente.

27. Demonstre que o produto de Cauchy da série
∞∑

n=0

(−1)n+1

n + 1
por si

própria, é a série

∞∑

n=1

(−1)n+1

n + 1

(

1 +
1

2
+ · · · + 1

n

)

.

Mostre que esta é uma série convergente.
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28. Mostre o seguinte critério de Raabe generalizado:

Se
∑

un é uma série de termos positivos, então

a)
un+1

un
≤ 1 − 1

n
− α

n log n
, α > 1, (n ≥ p) =⇒

∑

un conv.

b)
un+1

un
≥ 1 − 1

n
− 1

n log n
(n ≥ p) =⇒

∑

un div.

Sug. Utilize a demonstração do critério de Raabe e o exerc. 24.

29.
a) Seja

∑
un uma série de termos positivos tal que

un+1

un
=

nm + pnm−1 + · · ·
nm + qnm−1 + · · · (m ≥ 1)

Use os critérios de Raabe para mostrar que
∑

un converge se e só
se q − p > 1.

b) Aplique o resultado à análise completa da natureza das séries

A)
∑

n≥0

(
α
n

)

,

B) 1 +
α

1

β

γ
+

α(α + 1)

1.2

β(β + 1)

γ(γ + 1)
+ · · · α, β, γ ∈ R

(série hipergeométrica)
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7
Suess~oes e S�eries de Fun�~oes

7.1. Convergênia pontual e uniforme.
Consideremos uma sucessão de funções, (fn), fn : D → R, D ⊂ R.

7.1.1. Definição. Diz-se que a sucessão de funções (fn) converge em
x ∈ D, se a sucessão numérica (fn(x)) é convergente. Diz-se que a sucessão
de funções (fn) converge pontualmente em D, se (fn(x)) converge para
todo x ∈ D; neste caso, a função f : D → R, f(x) = lim

n→∞
fn(x), diz-se a

função limite e escreve-se lim
n→∞

fn = f .

7.1.2. Exemplos.

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

1. Considere-se a sucessão de funções

fn : R → R, fn(x) =
x

n
.

É claro que fn −→
n→∞

f ≡ 0

pontualmente em R.

Figura 7.1
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2.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Tomemos agora a sucessão

fn : [0, 1] → R, fn(x) = xn.

Neste caso, o limite pontual é
a função :

f(x) =

{
0 se x ∈ [0, 1[
1 se x = 1.

Figura 7.2

Repare-se que, embora as funções fn sejam cont́ınuas em [0, 1], a função
limite, f , é descont́ınua em x = 1. Adiante, analisaremos mais em
profundidade este ponto.

3. Para a sucessão de funções, fn(x) = 2nx (1 − x)n, x ∈ [0, 1],

−0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

Figura 7.3

sem dificuldade se vê que a função limite é a função nula, f ≡ 0;
notemos que o máximo de cada uma das funções fn é tomado em

xn =
1

n + 1
e o seu valor,

fn

(
1

n + 1

)

=
2n

n + 1

(
n

n + 1

)n

−→ 2

e
.
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7.1.3. Definição. Dada uma sucessão de funções un :D → R, (un)n∈N0
,

chama-se série de funções de termo geral un ao par ((un), (Sn)), em que

Sn = u0 + · · · + un

representa a sucessão de funções das somas parciais. Tal como para as

séries numéricas, a série de funções é representada por
∞∑

n=0

un,
∞∑

n=1

un ou

simplesmente
∑

un.

Diz-se que a série de funções,
∑

un, converge no ponto x ∈ D se a série

numérica
∑

un(x) for convergente; senão, diz-se divergente. Diz-se que

a série de funções,
∑

un, converge pontualmente em D se
∑

un(x) for

convergente ∀x ∈ D; neste caso, fica definida a função soma

u : D −→ R, u(x) =
∑

un(x), x ∈ D.

Enfim, diz-se que
∑

un converge absolutamente em D se
∑

un(x) con-

vergir absolutamente, ∀x ∈ D.

7.1.4. Exemplos.

1. A conhecida série geométrica

∑

n≥0

xn ≡ 1 + x + x2 + · · · + xn + · · · , x ∈] − 1, 1[,

é uma série de funções convergindo pontualmente e absolutamente em

] − 1, 1[ para u(x) =
1

1 − x
.

2. A série de funções
∑

n≥1

sin (nx)

n2

converge absolutamente em R, dado que

∣
∣
∣
∣

sin (nx)

n2

∣
∣
∣
∣
≤ 1

n2
, ∀x ∈ R (cf.(6.7.1.)).
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7.1.5. Convergência uniforme.

Foi já notado (cf. (7.1.2.)) que a convergência pontual de uma sucessão
de funções não conserva a continuidade, isto é, se (fn) é uma sucessão
de funções cont́ınuas em D convergindo (pontualmente) para f , esta não
é necessariamente cont́ınua em D. Mais adiante veremos também que,
se (fn) é uma sucessão de funções integráveis num intervalo [a, b], a
função limite pontual, f : [a, b] → R, não é forçosamente integrável e

se o for não se tem necessariamente: lim
∫ b

a fn(x) dx =
∫ b

a f(x) dx. A
convergência pontual é pois uma noção “fraca” de convergência que não
garante a conservação na passagem ao limite (n → ∞) de um certo
número de importantes propriedades topológicas e anaĺıticas (continuidade,
integabilidade, etc); isto leva-nos a introduzir o conceito de convergência

uniforme, caso particular (e por consequência, noção “mais forte”) de
convergência pontual.

Seja (fn) uma sucessão de funções fn : D → R convergindo pontual-
mente para f : D → R. Então, fn(x) −→

n→∞
f(x), para cada x ∈ D, e

logo
∀δ > 0, ∃N : n > N =⇒ |fn(x) − f(x)| < δ

em que N = N(δ, x) é um número que depende de δ (o que é natural)
mas também de x ∈ D. Se for posśıvel encontrar uma ordem N ∈ N
independente de x, tal que n > N =⇒ |fn(x) − f(x)| < δ, então a
convergência de (fn) dir-se-á uniforme. Mais precisamente:

7.1.6. Definição. Diz-se que a sucessão de funções (fn) converge

uniformemente em D para f , se

∀δ > 0, ∃N : n > N =⇒ |fn(x) − f(x)| < δ, ∀x ∈ D,

ou seja

∀δ > 0, ∃N : n > N =⇒ sup
x∈D

|fn(x) − f(x)| < δ.

Logo, fn −→
n→∞

f uniformemente em D, se e só se

lim
n→∞

sup
x∈D

|fn(x) − f(x)| = 0.

A figura seguinte representa geometricamente a noção de convergência
uniforme. Se fn → f uniformemente, a partir de certa ordem, n > N ,
o gráfico de fn ficará situado na banda compreendida entre os gráficos de
f(x) − δ e f(x) + δ.
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f   x ( ) 

f   x ( ) 
n 

f   x ( ) + δ 

f   x ( ) δ - 

Figura 7.4

7.1.7. Exemplos.

1. Retomemos o exemplo, fn(x) = xn, x ∈ [0, 1]; vimos já que, pontual-
mente,

fn(x) −→ f(x), f(x) =

{
0 se x ∈ [0, 1[
1 se x = 1.

Tem-se, para todo n ∈ N

sup
x∈[0,1]

|fn(x) − f(x)| = sup
x∈[0,1[

xn = 1,

que claramente não converge para 0 (n → ∞); a convergência fn → f
não é uniforme.

2. Se as funções, fn(x) = xn, são definidas em [0, a] com 0 < a < 1, a
sucessão de funções fn será áı uniformemente convergente, dado que

sup
x∈[0,a]

|fn(x) − f(x)| = sup
x∈[0,a]

xn = an −→ 0.

3. Consideremos agora

fn(x) = x +
x

n
, x ∈ [0, 1].
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É claro que pontualmente, fn −→
n→∞

f, f(x) = x; como

sup
x∈[0,1]

|fn(x) − f(x)| = sup
x∈[0,1]

∣
∣
∣
x

n

∣
∣
∣ =

1

n
−→

n→∞
0,

a convergência é uniforme.

4. Finalmente, vejamos o que se passa com o exemplo atrás apresentado
(cf.(7.1.2.),(3.))

fn : [0, 1] −→ R, fn(x) = 2nx (1 − x)n.

A função limite pontual é a função nula e, como fora assinalado,

sup
x∈[0,1]

|fn(x) − f(x)| = max
x∈[0,1]

fn(x) =

= fn

(
1

n + 1

)

= 2n
1

n + 1

(
n

n + 1

)n

−→ 2

e
,

o que mostra que a convergência não é uniforme.

O resultado seguinte estabelece uma condição necessária e suficiente de
convergência uniforme para as sucessões de funções (condição de Cauchy

para a convergência uniforme).

7.1.8. Proposição. A sucessão de funções fn : D → R converge
uniformemente em D se e só se

∀δ > 0, ∃N : n, m > N =⇒ sup
x∈D

|fn(x) − fm(x)| < δ. (1)

Demonstração. Condição necessária : fn → f uniformemente em D.
Então

∀δ > 0, ∃N : n > N =⇒ sup
x∈D

|fn(x) − f(x)| < δ/2

e logo

n, m > N =⇒ sup
x∈D

|fn(x) − fm(x)| ≤

≤ sup
x∈D

|fn(x) − f(x)| + sup
x∈D

|f(x) − fm(x)| < δ/2 + δ/2 = δ.
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Condição suficiente : a sucessão de funções (fn) satisfaz (1). Daqui resulta
que, para todo x ∈ D, a sucessão (fn(x)) é uma sucessão de Cauchy e
portanto existe lim

n→∞
fn(x) = f(x). Por outro lado, dado δ > 0 qualquer,

tem-se por (1) que

|fn(x) − fm(x)| < δ, ∀x ∈ D, n, m > N ;

fixando n > N e passando ao limite m → ∞, tem-se

|fn(x) − f(x)| = lim
m→∞

|fn(x) − fm(x)| ≤ δ, ∀x ∈ D, n > N,

o que mostra que a convergência é uniforme.

As noções atrás apresentadas sobre a convergência uniforme de
sucessões de funções estendem-se naturalmente às séries de funções.

7.1.9. Definição. Diz-se que a série de funções
∑

un converge uniforme-
mente em D, se a sucessão das somas parciais, Sn = u0+· · ·+un, converge
uniformemente em D.

Da precedente proposição resulta que
∑

un é uniformemete conver-
gente se e só se

∀δ > 0, ∃N : n > N =⇒

| Sn+k(x) − Sn(x) |=| un+1(x) + · · · + un+k(x) |< δ,

∀x ∈ D, ∀k ∈ N.

7.1.10. Teorema (Critério de Weierstrass para a convergên-

cia uniforme). Seja
∑

un, un : D → R, uma série de funções; suponha-
se que a partir de certa ordem, n ≥ p, se tem

|un(x)| ≤ an, ∀x ∈ D.

Se a série de termos positivos
∑

an for convergente, então
∑

un é uni-
formemente convergente em D.

Demonstração. Seja An = a0 + · · · + an a sucessão das somas parciais
de
∑

an e Sn = u0 + · · · + un a sucessão das somas parciais da série de
funções

∑
un. Vimos que (Sn) converge uniformemente sse

∀δ > 0, ∃N : n > N =⇒
|Sn+k(x) − Sn(x)| < δ, ∀x ∈ D, ∀k ∈ N.
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Mas, (podemos evidentemente escolher N ≥ p)

|Sn+k(x) − Sn(x)| = |un+1(x) + · · · + un+k(x)| ≤
≤ |un+1(x)| · · · + |un+k(x)| ≤
≤ an+1 + · · · + an+k = An+k − An.

Como
∑

an é convergente, vem|An+k −An| < δ se n > N e ∀k ∈ N, o que
conclui a demonstração.

As séries de Dirichlet,
∑

sin (nx)/n e
∑

cos (nx)/n, convergem uni-
formemente em R. Isto é consequência imediata do resultado seguinte, que
não é mais do que uma extensão, aplicada agora à convergência uniforme,
do teorema 2.2.16.. Deixamos ao leitor o cuidado da demonstração, similar
à do teorema 2.2.16..

7.1.11. Proposição (Abel, Dirichlet). Seja
∑

un uma série de funções
definidas em D ⊂ R e cuja sucessão das somas parciais, Sn = u0+ · · ·+un,
é uniformemente limitada, i.e., |Sn(x)| ≤ M, ∀x ∈ D. Seja vn uma
sucessão de funções tal que vn+1(x) ≤ vn(x), ∀x ∈ D, ∀n, e convergindo
uniformemente para 0 em D. Então,

∑
unvn é uniformemente convergente

em D.7.2. S�eries de potênias.
Designam-se por séries de potências, as séries de funções

∑

an(x − x0)
n, an ∈ R, x0 ∈ R.

Faremos o estudo para
∑

anxn (x0 = 0), transferindo em seguida os
resultados para o caso geral,

∑
an(x − x0)

n, por uma simples mudança
de variável: y = x − x0.

Consideremos então a série de potências

∑

n≥0

anxn ≡ a0 + a1x + a2x
2 + · · · .

Aplicando o critério da raiz a
∑ |anxn|, vem (cf. (6.7.2.))

lim n

√

|anxn| = |x| lim n

√

|an| < 1 =⇒ ∑
anxn abs. conv.,

lim n

√

|anxn| = |x| lim n

√

|an| > 1 =⇒ ∑
anxn divergente.
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Escrevendo

R =
1

lim n

√

|an|
,







R = +∞ se lim n

√

|an| = 0

R = 0 se lim n

√

|an| = +∞

podemos concluir :

7.2.1. Teorema. Para a série de potências
∑

an(x − x0)
n, tem-se:

∑
an(x − x0)

n é abs. conv. se x ∈]x0 − R, x0 + R[,

∑
an(x − x0)

n é divergente se x ∈ R \ [x0 − R, x0 + R].

Nos pontos x = x0 ± R, só o estudo direto da série permite concluir da
convergência ou divergência. R diz-se o raio de convergência da série
de potências e o intervalo ]x0 − R, x0 + R[ designa-se por intervalo de
convergência.

Dado que lim

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
= lim n

√

|an|, se existir o primeiro limite, então

R = lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

an

an+1

∣
∣
∣
∣
, caso exista este limite.

Convergência uniforme nas séries de potências.

Utilizando o critério de Weierstrass, facilmente vemos que
∑

anxn con-
verge uniformemente em [α, β] se

∑
anxn for absolutamente convergente

em α e em β; com efeito, se x ∈ [α, β],

|anxn| ≤ |an| (|α|n + |β|n)

e portanto a série de potências
∑

anxn é uniformemente convergente em
todo o intervalo compacto [α, β] contido no intervalo de convergência
absoluta, ]−R, R[. Este resultado será, todavia, melhorado por um teorema
devido a Abel. Mostremos entretanto a seguinte

7.2.2. Proposição. Seja fn : D → R uma sucessão de funções
convergindo uniformemente para f : D → R. Se ϕ : E → R é tal que
ϕ(E) ⊂ D, então fn ◦ ϕ : E → R converge uniformemente (em E) para
f ◦ ϕ.
Do mesmo modo, se

∑
fn é uniformemente convergente em D, então

∑
fn◦ϕ é uniformemente convergente em E.
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Demonstração. Se fn → f uniformemente em D, tem-se

∀δ > 0, ∃N : n > N =⇒ |fn(x) − f(x)| < δ, ∀x ∈ D,

e logo

|fn(ϕ(t)) − f(ϕ(t))| < δ, ∀t ∈ E.

Portanto, fn ◦ ϕ → f ◦ ϕ uniformemente em E.

7.2.3. Teorema de Abel. Se a série de potências
∑

anxn converge
nos extremos de um intervalo [α, β] (mesmo simplesmente), então converge
uniformemente em [α, β].

Demonstração. Suponha-se α < β; observemos desde logo que o intervalo
[α, β] está contido no intervalo [0, β] ou [α, 0], ou então [α, β] = [α, 0]∪ [0, β]
(se α < 0 < β). Basta portanto fazer a demonstração do teorema para
[α, β] = [0, ρ] (ρ > 0) já que,

∑
anxn é uniformememte convergente em

[−ρ, 0] sse
∑

(−1)nantn é uniformemente convergente em [0, ρ] (faça-se a
mudança de variável x = −t e aplique-se a proposição anterior). Enfim,
podemos ainda reduzir a demonstração no intervalo [0, ρ] ao intervalo [0, 1],
considerando a mudança de variável t = x/ρ e aplicando de novo a anterior
proposição.

Admita-se pois que
∑

anxn é convergente para x = 1, isto é,
∑

an é uma
série convergente. Sejam Sn(x) as somas parciais de

∑
anxn e Sn(1) as

somas parciais de
∑

an. Da hipótese, resulta que

∀δ > 0, ∃N : n > N =⇒
|Sn+k(1) − Sn(1)| = |an+1 + · · · + an+k| < δ, ∀k ∈ N.

Como x ∈ [0, 1], xn decresce: xn+1 ≥ xn+2 ≥ · · · ≥ xn+k, e o mesmo
racioćınio algébrico usado em 2.2.16., dá-nos agora

∣
∣an+1x

n+1 + an+2x
n+2 + · · · + an+kxn+k

∣
∣ < δxn+1 ≤ δ,

ou seja

∀δ > 0, ∃N : n > N =⇒
|Sn+k(x) − Sn(x)| < δ, ∀x ∈ [0, 1], ∀k ∈ N.

Logo (cf. (7.1.9.)),
∑

anxn converge uniformemente em [0, 1].
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7.2.4. Exemplos.

1. Considere-se a série de potências,
∑

n≥1

xn

n
. Tem-se

R = lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

an

an+1

∣
∣
∣
∣
= lim

n→∞

∣
∣
∣
∣

n + 1

n

∣
∣
∣
∣
= 1

e logo, a série converge absolutamente se x ∈]−1, 1[ e diverge se |x| > 1.
Resta-nos os pontos x = ±1. Se x = 1, obtemos a série harmónica,
∑ 1

n
, que é divergente; para x = −1, obtém-se a série alternada,

∑ (−1)n

n
, série simplesmente convergente. Em conclusão:

se x ∈] − 1, 1[, a série é absolutamente convergente;

se x = −1, a série é simplesmente convergente;

se x ∈] −∞,−1[∪[1, +∞[, a série é divergente;

a série é uniformemente convergente em todo o intervalo [−1, 1−ǫ]
(Abel).

2. A série
∑

n≥0

xn

n!
é absolutamente convergente em toda a reta, já que

R = lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

an

an+1

∣
∣
∣
∣
= lim

n→∞

∣
∣
∣
∣

(n + 1)!

n!

∣
∣
∣
∣
= +∞.

A série é uniformemente convergente em todo o intervalo compacto de
R.

3. Consideremos, enfim, a série

∑

anxn, com an =







1

nn
, n par

n2n

(1 − 3n)2n
, n ı́mpar

Neste caso, embora

∣
∣
∣
∣

an

an+1

∣
∣
∣
∣

não tenha limite, tem-se, seguindo a

definição geral:

R =
1

lim n

√

|an|
=

1

max{0, 1/9} = 9



314 7. Sucessões e Séries de Funções

e a série converge absolutamente para |x| < 9 e diverge para |x| > 9;
para x = ±9, a série torna-se

∑
an(±9)n e, para n ı́mpar,

n

√

|an(±9)n| =
n2

(1 − 3n)2
. 9 =

1

(3 − 1/n)
2 . 9 ≥ 1.

Logo, a série diverge (cf. (6.7.2.), Obs.) nos extremos do intervalo de
convergência. De novo o teorema de Abel permite concluir que a série
converge uniformemente em todo o intervalo [−9 + ǫ, 9 − ǫ], ǫ > 0.7.3. Integra�~ao e deriva�~ao termo a termo.
Tomemos de novo a sucessão de funções fn(x) = xn, x ∈ [0, 1[, em

que fn → f ≡ 0 pontualmente. Vemos que

lim
x→1

(

lim
n→∞

fn(x)
)

= 0 enquanto lim
n→∞

(

lim
x→1

fn(x)
)

= 1.

Portanto, neste caso (em que a convergência não é uniforme), verifica-se

lim
x→1

(

lim
n→∞

fn(x)
)

6= lim
n→∞

(

lim
x→1

fn(x)
)

.

Sendo a convergência uniforme, tem-se

7.3.1. Teorema. Seja fn :D → R uma sucessão de funções convergindo
uniformemente para f : D → R. Se a ∈ D (emR) e se para cada n ∈ N
existe lim

x→a
fn(x) = Ln ∈ R, então

a) Existe lim
n→∞

Ln = L ∈ R.

b) Tem-se lim
x→a

f(x) = L;

isto é,

lim
n→∞

[

lim
x→a

fn(x)
]

= lim
x→a

[

lim
n→∞

fn(x)
]

desde que existam os limites (finitos) dentro dos parênteses retos e o
segundo seja uniforme.

Demonstração. Faça-se a demonstração para a ∈ R (se a = ±∞ a
demonstração é semelhante). Para mostrar que (Ln) é convergente para L
basta-nos ver que (Ln) é de Cauchy. Como fn → f uniformemente em D,
então (fn) é uniformemente de Cauchy (cf. (7.1.8.)) e logo, dado δ > 0,
existe N ∈ N tal que

m, n > N =⇒ |fm(x) − fn(x)| < δ, ∀x ∈ D.
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Fixados m, n > N , como Lm = lim
x→a

fm(x) e Ln = lim
x→a

fn(x), tem-se

|Lm − Ln| = lim
x→a

|fm(x) − fn(x)| ≤ δ

pelo que (Ln) é de Cauchy e logo convergente : Ln → L ∈ R.

Mostremos agora que L é o limite quando x → a de f , com f = lim
n→∞

fn

uniforme. Dado um qualquer δ > 0, existe n ∈ N tal que

n > N =⇒ |L − Ln| < δ/3 e |fn(x) − f(x)| < δ/3 (∀x ∈ D).

Fixando um n > N , como lim
x→a

fn(x) = Ln, existe ǫ > 0 tal que

x ∈ D, |x − a| < ǫ =⇒ |fn(x) − Ln| < δ/3;

logo, se x ∈ D e |x − a| < ǫ, tem-se

|f(x) − L| ≤ |f(x) − fn(x)| + |fn(x) − Ln| + |Ln − L|
< δ/3 + δ/3 + δ/3 = δ.

Corolário 1. Seja
∑

n

fn uma série de funções convergindo uniformemente

para f em D. Se a ∈ D (emR) e se para cada n ∈ N existe lim
x→a

fn(x) =

Ln ∈ R, então
∑

n

Ln converge e tem-se
∑

n

Ln = lim
x→a

f(x), isto é

lim
x→a

[
∑

n

fn(x)

]

=
∑

n

[

lim
x→a

fn(x)
]

se
∑

n

fn converge uniformemente.

A demonstração é imediata, bastando aplicar o teorema à sucessão das
somas parciais.

Corolário 2. Seja fn : D → R uma sucessão de funções que converge
uniformemente para f :D → R. Se as funções fn são cont́ınuas em a ∈ D,
então f é cont́ınua em a. E analogamente para as séries.

Demonstração. Basta observar que

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

[

lim
n→∞

fn(x)
]

= lim
n→∞

[

lim
x→a

fn(x)
]

=

= lim
n→∞

fn(a) = f(a).
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Exprime-se o anterior resultado dizendo que a continuidade das

funções conserva-se na passagem ao limite uniforme.

Observação. Para uma sucessão de funções cont́ınuas fn, cujo limite
(pontual) f não é função cont́ınua nalgum ponto, podemos concluir que a
convergência não é uniforme. É o caso, por exemplo, da sucessão fn(x) =

xn, x ∈ [0, 1], funções cont́ınuas cujo limite, f(x) =

{
0 x ∈ [0, 1[
1 x = 1

, não é

função cont́ınua (em x = 1). Logo, fn não converge uniformemente para
f , confirmando o que já t́ınhamos provado usando diretamente a definição
(cf. (7.1.7.))

Integração termo a termo.

Considere-se a seguinte sucessão de funções:

fn : [0, 1] −→ R, fn(x) = nxe−nx2

;

claramente que fn → f ≡ 0 e, naturalmente,
∫ 1

0
f(x) dx = 0. Mas,

∫ 1

0

fn(x) dx =

∫ 1

0

nxe−nx2

dx = −1

2

[

e−nx2
]1

0
=

1

2
− 1

2
e−n −→

n→∞

1

2

e assim

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx 6=
∫ 1

0

(

lim
n→∞

fn(x)
)

dx.

Porém,

7.3.2. Teorema (Passagem ao limite sob o sinal de integral).
Seja fn : [a, b] → R uma sucessão de funções integráveis que converge
uniformemente para f : [a, b] → R. Então, f é integrável e tem-se

∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx.

Demonstração. Sejam Dn e D os conjuntos dos pontos de descon-
tinuidade de fn e f , respetivamente. Se x é um ponto de continuidade
de todas as fn, então x é ponto de continuidade de f (cf. (7.3.1.)) e por-
tanto D ⊂

⋃
Dn; como Dn tem medida nula (fn é integrável) então D tem

medida nula.
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Por outro lado, como fn → f, (n → ∞) uniformemente, dado δ > 0, existe
N ∈ N tal que

n > N =⇒ |fn(x) − f(x)| <
δ

b − a
, ∀x ∈ [a, b]. (1)

Fixando n0 > N , como fn0
é limitada resulta que f é limitada, dado que

|f(x)| ≤ |f(x) − fn0
(x)| + |fn0

(x)| <
δ

(b − a)
+ |fn0

(x)| , ∀x ∈ [a, b].

Assim, f é limitada e D tem medida nula, concluindo-se então que f é
integrável em [a, b]. Finalmente, para n > N , tira-se de (1) :

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x) dx −
∫ b

a

fn(x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

(f(x) dx − fn(x)) dx

∣
∣
∣
∣
∣
≤

≤
∫ b

a

|f(x) − fn(x)| dx < (b − a)
δ

b − a
= δ,

ou seja,
∫ b

a

fn(x) dx −→
n→∞

∫ b

a

f(x) dx.

O correspondente resultado para as séries é agora imediato:

Corolário. Sejam fn : [a, b] → R funções integráveis, termo geral de uma

série,
∑

n

fn, uniformemente convergente. Então a sua soma é integrável

e tem-se
∫ b

a

(
∑

n

fn

)

=
∑

n

∫ b

a

fn.

Poder-se-ia esperar um resultado semelhante para a derivação: uma
sucessão fn de funções deriváveis convergindo uniformemente para uma
função derivável f , deveria implicar que a sucessão de funções f ′

n conver-
gisse para f ′. Tal não é (de modo nenhum) o caso:

Contra-exemplo. A sucessão, fn(x) =
sin(nx)

n
, converge uniformemente

em R para a função f ≡ 0; contudo, a sucessão das derivadas, f ′
n(x) =

cos(nx), nem sequer converge pontualmente em nenhum intervalo da reta.

A derivação termo a termo de uma sucessão de funções exige hipóteses
muito mais fortes, não se conseguindo, mesmo assim, garantir a con-
vergência da sucessão das derivadas. Eis o resultado:
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7.3.3. Teorema. Seja fn : I → R uma sucessão de funções deriváveis
num intervalo limitado, I ⊂ R. Se para um certo c ∈ I a sucessão
numérica (fn(c)) é convergente e se a sucessão das funções derivadas, (f ′

n),
é uniformemente convergente para uma função g em I, então a sucessão
(fn) converge uniformemente em I para uma função f derivável, tal que
f ′ = g.

Demonstração. Aplicando o teorema do valor médio de Lagrange à
função fm − fn, tem-se, para todo x ∈ I,

fm(x) − fn(x) = fm(c) − fn(c) + (x − c) [f ′
m(d) − f ′

n(d)] , (1)

com d entre x e c. Mas (f ′
n), sendo uniformemente convergente, é unifor-

memente de Cauchy e portanto, dado um qualquer δ > 0, existe N ∈ N
tal que, para m, n > N se tem |f ′

m(x) − f ′
n(x)| < δ/2|I|, ∀x ∈ I,

representando |I| a amplitude do intervalo I; por outro lado, como (fn(c))
é convergente e logo de Cauchy, tem-se também |fm(c) − fn(c)| < δ/2,
m, n > N . Então, para m, n > N e para todo o x ∈ I, resulta de (1)

|fm(x) − fn(x)| ≤ |fm(c) − fn(c)| + |(x − c) [f ′
m(d) − f ′

n(d)] | ≤
≤ δ/2 + |I|.δ/2|I| = δ,

o que mostra que (fn) é uniformemente de Cauchy e portanto uniforme-
mente convergente em I.
Represente-se por f(x) = lim

n→∞
fn(x) o limite pontual de (fn). Escrevendo

de novo a igualdade (1), agora com x0 em lugar de c, tem-se para todo
x 6= x0:

fm(x) − fm(x0)

x − x0
− fn(x) − fn(x0)

x − x0
= f ′

m(ξ) − f ′
n(ξ)

com ξ entre x e x0; esta igualdade mostra-nos que a sucessão de funções

hn(x) =
fn(x) − fn(x0)

x − x0
é uniformemente de Cauchy em I − {x0} e logo

uniformemente convergente para h(x) =
f(x) − f(x0)

x − x0
. O teorema 7.3.1.

permite-nos agora escrever

lim
x→x0

[

lim
n→∞

hn(x)
]

= lim
n→∞

[

lim
x→x0

hn(x)

]

︸ ︷︷ ︸

f ′

n
(x0)

,

ou seja

lim
x→x0

f(x) − f(x0)

x − x0
= g(x0).
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Como x0 é qualquer em I, concluimos que f é derivável em I e f ′ = g.

Observação. O precedente teorema é sobretudo um resultado de primi-
tivação termo a termo e pode ser reformulado do seguinte modo:

Se uma sucessão de funções fn, primitiváveis num intervalo limitado
I ⊂ R, é uniformemente convergente em I para uma função f , então uma
sucessão de primitivas, Fn = Pfn, converge uniformemente em I para uma
primitiva F = Pf , caso Pfn convirja nalgum ponto c ∈ I.

O anterior teorema é trivialmente adaptável às séries de funções:

Corolário 1. Seja
∑

n

fn uma série de funções deriváveis no intervalo

limitado I ⊂ R tal que
∑

n

fn(c) é convergente para algum c ∈ I. Se a

série
∑

n

f ′
n é uniformemente convergente em I para uma função g, então

∑

n

fn é uniformemente convergente em I e a sua soma é uma função f

derivável tal que f ′ = g.

Observação. Tal como para as sucessões, o anterior corolário pode ser
reformulado. Assim:

Se uma série
∑

n

fn de funções primitiváveis num intervalo limitado

I ⊂ R é uniformemente convergente em I para uma função f , então a série

de primitivas,
∑

n

Pfn, converge uniformemente em I para uma primitiva

F = Pf , caso
∑

n

Pfn convirja nalgum ponto c ∈ I.

Corolário 2. Considere-se a série de potências
∑

n≥0

anxn e a série

∑

n≥1

nanxn−1 que se obtém formalmente da anterior derivando termo a

termo. Então:

a) As duas séries de potências têm o mesmo raio de convergência, R.

b) Se R > 0, a função f(x) =
∑

n≥0

anxn é derivável em ]−R, R[ e tem-se

f ′(x) =
∑

n≥1

nanxn−1, ∀x ∈] − R, R[.
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Demonstração. Dado que uma série de potências converge uniforme-
mente em todo o intervalo compacto contido em ] − R, R[, o corolário sai
imediatamente do teorema se tivermos mostrado a).

Se for R′ o raio de convergência da série
∑

n≥1

nanxn−1, é claro que R′ é

ainda o raio de convergência da série x.
∑

n≥1

nanxn−1 =
∑

n≥0

nanxn; então

R′ =
1

lim n

√

n|an|
=

1

lim n

√

|an|
= R.

Observações. 1. O anterior corolário mostra à evidência como as
séries de potências são séries de funções particularmente bem comportadas;
no interior do intervalo de convergência, as séries de potências são não
só primitiváveis termo a termo mas também deriváveis (!) termo a
termo. Estas propriedades são especialmente importantes na prática; é
o que veremos mais adiante, quando tivermos que desenvolver em série de
potências uma importante classe de funções: as funções anaĺıticas.

2. O corolário estende-se naturalmente ao caso geral das séries de potências

∑

n≥0

an(x − x0)
n.

7.3.4. Aplicação às séries repetidas.

7.3.5. Definição. Chama-se sucessão dupla e representa-se por (unm),
a uma aplicação (n, m) ∈ N× N → unm ∈ R.

Dada a sucessão dupla (unm), para cada n fica definida a sucessão

m → unm, e a correspondente série
∑

m

unm; do mesmo modo, cada m ∈ N

determina a série
∑

n

unm. Admitindo que estas séries são convergentes,

ficam agora definidas as sucessões n →
∑

m

unm e m →
∑

n

unm. As

correspondentes séries designam-se por séries repetidas e representam-se
por

∑

n

(
∑

m

unm

)

e
∑

m

(
∑

n

unm

)

.
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Distribuindo os termos da sucessão dupla (unm) no quadro seguinte,

a soma da n-ésima linha é
∑

m

unm e da m-ésima coluna
∑

n

unm.

u11 u12 u13 · · · u1m · · ·
u21 u22 u23 · · · u2m · · ·
u31 u32 u33 · · · u3m · · ·
· · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · ·

un1 un2 un3 · · · unm · · ·
· · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · ·

A questão que agora se coloca é a seguinte:

Problema. ? Em que condições se tem

∑

m

(
∑

n

unm

)

=
∑

n

(
∑

m

unm

)

.

O resultado é, em geral, falso.

Contra-exemplo. Considere-se a sucessão dupla

unm =







1 se n = m + 1
−1 se m = n + 1
0 nos outros casos

O leitor constata imediatamente, pela simples leitura do quadro,

0 −1 0 0 0 · · ·
1 0 −1 0 0 · · ·
0 1 0 −1 0 · · ·
0 0 1 0 −1 · · ·
· · · · · · · ·
· · · · · · · ·

que se tem
∑

m

(
∑

n

unm

)

= 1 e
∑

n

(
∑

m

unm

)

= −1.

Eis agora o resultado positivo:

7.3.6. Teorema. Dada a sucessão dupla (unm), admita-se que para cada

n ∈ N a série
∑

m

unm é absolutamente convergente, e seja an =
∑

m

|unm|.

Suponha-se ainda que
∑

n

an < +∞. Então

∑

n

(
∑

m

unm

)

=
∑

m

(
∑

n

unm

)

.
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Demonstração. Faça-se Sn(m) = un1 + un2 + · · · + unm. Tem-se

|Sn(m)| ≤ an, ∀m, ∀n.

Como
∑

an é convergente, o teorema de Weierstrass (cf. (7.1.10.)) garante
que a série de funções,

∑
Sn, Sn : N → R, é uniformamente convergente

em N. Finalmente, pelo teorema 7.3.1., Corol.1 (e pondo Sn(0) = 0), tem-se

∑

n

(
∑

m

unm

)

=
∑

n

[

lim
m→∞

Sn(m)
]

= lim
m→∞

∑

n

Sn(m) =

=
∑

m

[
∑

n

Sn(m) −
∑

n

Sn(m − 1)

]

=
∑

m

(
∑

n

unm

)

.7.4. S�eries de Taylor.
Seja f :I → R uma função indefinidamente diferenciável num intervalo

I ⊂ R. Fixando x0 ∈ I, chama-se série de Taylor de f em x0 à série
de potências

∞∑

n=0

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n ≡

≡ f(x0) + f ′(x0) (x − x0) + · · · + f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n + · · · .

Se x0 = 0 ∈ I, a série de Taylor designa-se por série de Mac-Laurin e
escreve-se

∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn ≡ f(0) + f ′(0)x + · · · + f (n)(0)

n!
xn + · · · .

7.4.1. Exemplos.

1. A função f(x) = ex satisfaz f (n)(x) = ex, ∀n ∈ N, ∀x ∈ R; a série de
Mac-Laurin escreve-se então:

1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · · + xn

n!
+ · · · .

O raio de convergência é R = lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

an

an+1

∣
∣
∣
∣

= +∞. Assim, a série de

Mac-Laurin de ex é absolutamente convergente em R e uniformemente
convergente em todo o intervalo compacto contido na reta.
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2. Considere-se a função

f : R −→ R, f(x) =

{

e−1/x2

, x 6= 0
0, x = 0

É do nosso conhecimento (cf. (4.3.1.),(7.)) que f é função indefinida-
mente diferenciável e que, para x 6= 0

f (n)(x) = P (x)

(
1

x2

)l

e−1/x2

em que P (x) é um polinómio e l um inteiro positivo dependente de n.
Como f (n)(x) −→

x→0
0, tem-se f (n)(0) = 0 e logo a série de Mac-Laurin

de f é a série de potências de x com todos os coeficientes nulos.

3. Tomemos agora a função f(x) = log (x + 1), x > −1; é claramente
uma função indefinidamente diferenciável e tem-se

f ′(x) =
1

1 + x
; f ′′(x) = − 1

(1 + x)2
; f ′′′(x) =

2

(1 + x)3
; · · ·

· · · ; f (n)(x) = (−1)n−1 (n − 1)!

(1 + x)n
.

Então, f (n)(0) = (−1)n−1(n − 1)!, n ≥ 1, f(0) = 0, e a série de Mac-
Laurin escreve-se

∑

n≥1

anxn ≡ x − x2

2
+

x3

3
+ · · · + (−1)n−1 xn

n
+ · · · ;

como |an| =
1

n
, o raio de convergência é R = 1, e portanto a série é

absolutamente convergente em ] − 1, 1[; nos extremos, a série diverge
em x = −1 e converge simplesmente em x = 1 (série alternada); enfim,
a série da Mac-Laurin de log (1 + x) converge uniformemente em todo
o intervalo [−1 + ǫ, 1] (Abel).

4. A função f(x) = (1 + x)α, α ∈ R, x > −1, é indefinidamente
diferenciável no seu domı́nio e a sua n-ésima derivada, f (n)(x) =
α(α − 1) . . . (α − n + 1) (1 + x)α−n; a série de Mac-Laurin escreve-se
então

∑

n≥0

anxn ≡ 1 + αx +
α(α − 1)

2!
x2 + · · ·

+
α(α − 1) . . . (α − n + 1)

n!
xn + · · ·
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série de potências em x com raio de convergência, R = lim

∣
∣
∣
∣

an

an+1

∣
∣
∣
∣
= 1,

e portanto absolutamente convergente em ] − 1, 1[.

Problema Central. A questão fundamental no desenvolvimento em série
de Taylor de uma função indefinidamente diferenciável é a seguinte:

? Existe uma vizinhança V (x0) tal que

f(x) = f(x0) + f ′(x0) (x − x0) + · · · + f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n + · · ·

∀x ∈ V (x0), isto é, a série de Taylor de f em x0 é convergente para todo
x ∈ V (x0) e a sua soma igual a f(x)?

No anterior exemplo 1. viu-se que a série de Taylor (Mac-Laurin) de
f(x) = ex é convergente em toda a reta. Veremos adiante que

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · · + xn

n!
+ · · · ∀x ∈ R.

Mas já no exemplo 2., a função f(x) =

{

e−1/x2

, x 6= 0
0, x = 0

não é soma da

sua série de Mac-Laurin em nenhum ponto de V (0) (excepto naturalmente
em 0) dado que a série é ≡ 0 e f(x) 6= 0 se x 6= 0.

Seja então Sn(x) a soma dos n+1 primeiros termos da série de Taylor
(sucessão das somas parciais) de f em x0 ∈ I. Tendo presente a fórmula
de Taylor, tem-se

Rn(x) = f(x) − Sn(x)

em que Rn(x) = o((x− x0)
n) representa o resto de ordem n. É agora claro

que

7.4.2. Teorema. A condição necessária e suficiente para que a função
indefinidamente diferenciável, f : I → R, seja soma da sua série de Taylor
numa vizinhança V (x0), x0 ∈ I, é que

lim
n→∞

Rn(x) = 0, ∀x ∈ V (x0).

Na prática, utilizam-se condições suficientes:

7.4.3. Proposição. Seja f : I → R uma função indefinidamente
diferenciável e suponha-se que existem constantes M, k ≥ 0 tais que, numa
vizinhança V (x0), se tenha

∣
∣
∣f (n)(x)

∣
∣
∣ ≤ Mkn, ∀x ∈ V (x0), n > p, n ∈ N.

Então f é soma da sua série de Taylor em V (x0).
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Demonstração. Considerando, por exemplo, o resto de Lagrange:

Rn(x) =
(x − x0)

n+1

(n + 1)!
f (n+1)(x0 + θn(x − x0)), 0 < θn < 1,

tem-se,

|Rn(x)| ≤ M
(k|x − x0|)n+1

(n + 1)!
, x ∈ V (x0);

como
(k|x − x0|)n+1

(n + 1)!
−→

n→∞
0 (é termo geral de série convergente), a

conclusão sai agora trivialmente do teorema.

Corolário. Se existe M ≥ 0 tal que em V (x0) se tenha

∣
∣
∣f (n)(x)

∣
∣
∣ ≤ M, ∀x ∈ V (x0), n > p, n ∈ N,

então f é soma da sua série de Taylor em V (x0).

7.4.4. Exemplos.

1. Dado um K > 0 qualquer, as derivadas da função exponencial
satisfazem

∣
∣
∣(ex)(n)

∣
∣
∣ ≤ eK = M, ∀x ∈ [−K, K], ∀n ∈ N

e o corolário precedente garante portanto que ex é soma da sua série
de Mac-Laurin em [−K, K]; sendo K qualquer, tem-se então

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · · + xn

n!
+ · · · ∀x ∈ R.

2. Tomemos a função f(x) = sinx, x ∈ R. É sabido que f ∈ C∞(R) e
as suas derivadas:

f ′(x) = cosx = sin (x + π/2) ;
f ′′(x) = cos (x + π/2) = sin (x + 2π/2) ;

...
...

...

f (n)(x) = sin (x + nπ/2) .

Então, f (n)(0) = sin (nπ/2) e portanto







f (2n)(0) = 0

f (2n+1)(0) = (−1)n
(n ∈ N0).
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Como
∣
∣
∣f (n)(x)

∣
∣
∣ = |sin (x + nπ/2)| ≤ 1, ∀x ∈ R, resulta que sinx é

soma da sua série de Mac-Laurin em R:

sinx = x − x3

3!
+

x5

5!
+ · · · + (−1)n x2n+1

(2n + 1)!
+ · · · , ∀x ∈ R.

3. Se f(x) = cosx, x ∈ R, tem-se

f (n)(x) =
(

sin
(

x +
π

2

))(n)

= sin
(

x +
π

2
+ n

π

2

)

=

= cos
(

x + n
π

2

)

;

e logo

f (n)(0) = cos (nπ/2) ,







f (2n)(0) = (−1)n

f (2n+1)(0) = 0
(n ∈ N0).

Analogamente,
∣
∣
∣f (n)(x)

∣
∣
∣ = |cos (x + nπ/2)| ≤ 1, ∀x ∈ R, e portanto

a função cosx desenvolve-se em série de MacLaurin em toda a reta:

cosx = 1 − x2

2!
+

x4

4!
+ · · · + (−1)n x2n

(2n)!
+ · · · , ∀x ∈ R.

7.4.5. Definição. Seja f : I → R uma função definida num intervalo
I ⊂ R. Diz-se que f é uma função anaĺıtica em x0 ∈ I, se existe uma
série de potências,

∑
an(x−x0)

n, tal que numa vizinhança V (x0) se tenha

f(x) =
∑

an(x − x0)
n, ∀x ∈ V (x0).

Como as séries de potências são deriváveis termo a termo (no intervalo
de convergência) (cf. (7.3.3.), Cor. 2.) vemos que, função anaĺıtica em x0

é indefinidamente diferenciável em V (x0) e todas as suas derivadas são
anaĺıticas em x0.

7.4.6. Proposição (Unicidade do desenvolvimento em série). Se f
é soma de uma série de potências

∑
an(x − x0)

n numa vizinhança V (x0),
então esta série é a série de Taylor de f em x0.

Observação. A proposição significa precisamente o seguinte:
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f : I → R é função anaĺıtica em x0 ∈ I se e só se f é indefinidamente
diferenciável e soma da sua série de Taylor numa vizinhança V (x0).

Demonstração. Por hipótese,

f(x) =
∑

n≥0

an(x − x0)
n, x ∈ V (x0),

o que implica, f(x0) = a0. Derivando,

f ′(x) =
∑

n≥1

nan(x − x0)
n−1, x ∈ V (x0)

e portanto, f ′(x0) = a1. Prosseguindo o racioćınio, tem-se mais geralmente

f (n)(x) = n!an + (n + 1) . . . 2an+1 (x − x0)+

+ (n + 2) (n + 1) . . . 3an+2 (x − x0)
2 + · · ·

o que nos dá f (n)(x0) = n!an, n ∈ N, concluindo o resultado.

7.4.7. Exemplos. Na prática, nem sempre é fácil obter o desenvolvimento
em série de Taylor de uma função, utilizando os resultados teóricos que
exigem a limitação de todas as derivadas de f (cf. (7.4.3.)). Por vezes
recorre-se ao facto de a derivada ou primitiva de f poderem ser soma de
séries de potências conhecidas. Vejamos alguns exemplos de aplicação:

1. Procure-se o desenvolvimento em série de potências de x (série de Mac-
Laurin) da função f(x) = log (1 + x), x > −1. Observemos desde logo

que, f ′(x) =
1

1 + x
é soma da série geométrica de razão −x:

1

1 + x
= 1 − x + x2 − x3 + · · · + (−1)nxn + · · · , x ∈] − 1, 1[.

Como a convergência é uniforme em cada intervalo compacto de ]−1, 1[,
integrando termo a termo (cf. (7.3.2.), Cor.) :

∫ x

0

1

1 + t
dt = log (1 + x) − log (1 + 0) = log (1 + x) =

= x − x2

2
+

x3

3
+ · · · + (−1)n+1 xn

n
+ · · · , x ∈] − 1, 1[.

Finalmente notamos que a série de potências obtida é ainda conver-
gente em x = 1 (série alternada) e logo uniformemente convergente em
[−1 + ǫ, 1] (Abel); designando por ϕ(x) a soma da série em ] − 1, 1],



328 7. Sucessões e Séries de Funções

vimos que ϕ(x) = log (1 + x), x ∈] − 1, 1[. Mas então (cf. (7.3.1.),
Cor.1.)

log (1 + 1) = lim
x→1−

log (1 + x) = lim
x→1−

ϕ(x) =

= 1 − 1

2
+

1

3
+ · · · + (−1)n+1 1

n
+ · · ·

e em conclusão, tem-se

log (1 + x) = x − x2

2
+

x3

3
+ · · · + (−1)n+1 xn

n
+ · · · , ∀x ∈] − 1, 1].

2. Desenvolva-se em série de Taylor a função f(x) =
1

x2
, no ponto x = 1.

Como a primitiva de
1

x2
é − 1

x
= − 1

1 + (x − 1)
, o seu desenvolvimento

em potências de x − 1 vem dado por:

− 1

x
= − 1

1 + (x − 1)
=

= −
[
1 − (x − 1) + (x − 1)2 + · · · + (−1)n+1(x − 1)n + · · ·

]
,

válido para |x − 1| < 1 ⇐⇒ x ∈]0, 2[. Como no intervalo de
convergência podemos derivar termo a termo (cf. (7.3.3.), Cor.2.),
vem então

1

x2
= 1 − 2 (x − 1) + 3 (x − 1)2 + · · ·

+ (−1)n+1n (x − 1)n−1 + · · · , x ∈]0, 2[.

3. Vimos anteriormente (cf. (7.4.1.), 4.) que a série de Mac-Laurin da
função f(x) = (1 + x)α, α ∈ R, vem dada por

1 + αx +
α(α − 1)

2!
x2 + · · · +

(
α
n

)

xn + · · ·

com

(
α
n

)

=
α(α − 1) · · · (α − n + 1)

n!
, e é uma série convergente em

]−1, 1[. Veremos agora que f(x) = (1+x)α é, naquele intervalo, soma
da sua série de Mac-Laurin. Seja

g(x) = 1 + αx +
α(α − 1)

2!
x2 + · · · +

(
α
n

)

xn + · · · , |x| < 1
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e derivemos termo a termo (no interior do intervalo de convergência);
tem-se

g′(x) = α + α(α − 1)x +
α(α − 1)(α − 2)

2!
x2 + · · ·

e logo
1

α
g′(x) = 1 + (α − 1)x +

(α − 1)(α − 2)

2!
x2 + · · ·

Multiplicando ambos os membros da anterior igualdade por 1 + x e
tendo em conta que

(
α − 1
n − 1

)

+

(
α − 1

n

)

=

(
α
n

)

obtemos

1

α
(1 + x) g′(x) = 1 + αx +

α(α − 1)

2!
x2 + · · · +

(
α
n

)

xn + · · · = g(x).

Então
1

α
(1+x) g′(x) = g(x), x ∈]−1, 1[, e em consequência a derivada

da função g(x)/(1 + x)α em ] − 1, 1[ é nula. Logo

g(x)/(1 + x)α = g(0) = 1, ∀x ∈] − 1, 1[

e temos assim o desenvolvimento

(1 + x)α = 1 + αx +
α(α − 1)

2!
x2 + · · · +

(
α
n

)

xn + · · · , |x| < 1.

O desenvolvimento será ainda válido em x = 1, se α > −1 (cf. (6.7.6.),
3.) (porquê?).

Terminamos o caṕıtulo colocando a seguinte questão: seja f uma
função anaĺıtica em x0, isto é, f(x) é soma de uma série de potências
em x − x0 numa vizinhança Vr(x0), r > 0. Perguntamos se f é anaĺıtica
em todos os pontos de Vr(x0). A resposta é positiva, e tem-se, mais
precisamente,

7.4.8. Proposição. Seja f(x) =
∑

an(x − x0)
n a soma de uma série de

potências definida em |x − x0| < r. Então, para cada c ∈ Vr(x0), existe
uma série de potências,

∑
bn(x − c)n, tal que

f(x) =
∑

bn(x − c)n, se |x − c| < r − |c − x0|.
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Demonstração. Se x é tal que |x−c| < r−|c−x0|, então |x−c|+|c−x0| < r
e logo a série

∑
an (|x − c| + |c − x0|)n é absolutamente convergente

(porquê?). Usando o binómio de Newton

∑

n≥0

|an|
n∑

m=0

(
n
m

)

|c−x0|n−m|x−c|m =
∑

n≥0

|an| (|x−c|+ |c−x0|)n < +∞.

Podemos então inverter a ordem a ordem da série repetida (cf. (7.3.6.)) :

f(x) =
∑

n≥0

an(x − x0)
n =

=
∑

n≥0

an [(x − c) + (c − x0)]
n =

∑

n≥0

an

n∑

m=0

(
n
m

)

(c − x0)
n−m(x − c)m

=
∑

m≥0




∑

n≥m

(
n
m

)

(c − x0)
n−m





︸ ︷︷ ︸

bm

(x − c)m.

Exerćıcios

1. Determine os domı́nios de convergência de cada uma das seguintes
séries:

a)
∑ 1

n

√
n + 1

(x − 3)n; b)
∑

(

1 +
(−1)n

2

)n

(2x + 1)n.

2.
a) Determine o maior intervalo de convergência da série

∑ 1

n

(

a − x

2

)n

, a ∈ R.

b) Prove que existe um único valor de a ∈ R, para o qual a série é
simplesmente convergente no ponto x = 0.

3. Determine os domı́nios de convergência simples, absoluta e uniforme
das séries:

a)
∑

(−1)n log n

n2

(x

4

)n

; b)
∑ xn

n + log n
; c)

∑ n!

nn

(
1

x + 2

)

.
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4. Determine o maior domı́nio de convergência das séries:

a) f(x) =
∑

n≥0

(3x)2n+1

2n + 1
; b) g(x) =

∑

n≥1

(−1)n x2n

n
;

c) h(x) =
∑

n≥0

x2n+1

(2n + 1)32n
.

Calcule f ′

(
1

4

)

e h′(1). Determine a função g(x) recorrendo à série

derivada.

5. Estude a série hiper-geométrica (cf. exerćıcio. 29. Cap.6.)

1 +
α

1

β

γ
x +

α(α + 1)

1.2

β(β + 1)

γ(γ + 1)
x2 + · · · α, β, γ ∈ R

e determine os maiores intervalos de convergência pontual e uniforme.

6. Considere a sucessão de funções fn(x) = nx(1 − x)n. Mostre que (fn)
converge pontualmente, mas não uniformemente em [0, 1].

7.
a) Mostre que a série de funções,

∑
xn (1 − x), converge pontual-

mente mas não uniformemente em [0, 1].

b) Mostre que
∑

(−1)n xn (1−x), converge uniformemente em [0, 1].

8. Considere as seguintes sucessões de funções:

fn(x) =
1

nx + 1
, x ∈]0, 1]; gn(x) =

x

nx + 1
, x ∈]0, 1];

hn(x) = cosn x, x ∈ [0, π/2].

Determine as funções limite pontual nos domı́nios indicados e diga,
justificando, se a convergência é uniforme.

9. Demonstre que a série

∞∑

n=1

(−1)n

√
n

sin
(

1 +
x

n

)

converge uniformemente em R.
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10. Seja fn : [0, 1] → R uma sucessão de funções cont́ınuas e suponha-se
que fn → f uniformemente em [0, 1]. Mostre que

lim
n→∞

∫ 1−1/n

0

fn(x) dx =

∫ 1

0

f(x) dx.

11. Mostre que a série
∞∑

n=0

e−nx

n2 + 1
,

é convergente para x ≥ 0 e divergente para x < 0. Defina-se para
x ≥ 0 a função

f(x) =

∞∑

n=0

e−nx

n2 + 1
;

mostre que f é cont́ınua para x ≥ 0 e derivável para x > 0.

12. Justifique que a função

f(x) =
∑

n≥1

xn

n(n + 1)

é cont́ınua em [0, 1].

13. Critério integral para a convergência uniforme.

Seja f : [1, +∞[×D → R, D ⊂ R, (t, x) → f(t, x), uma aplicação
positiva e tal que, para cada x ∈ D, a função t → f(t, x) é decrescente.
Suponha-se que a sucessão de funções, un(x) = f(n, x), x ∈ D,
converge uniformemente para 0 em D.

a) Adapte a demonstração de 6.7.3. e mostre que a série de funções
∑

un(x) é uniformemente convergente em D se e só se a sucessão
de funções,

∫ n

1 f(t, x) dt, é uniformemente convergente em D.

b) Usando o anterior resultado, verifique se as seguintes séries são ou
não uniformemente convergentes em [0, 1] :

i)
∑ x

1 + n2x2
, ii)

∑ x

1 + n2x
.

14. Mostre que a série de funções

∑

(−1)n x

1 + nx2
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converge uniformemente em R.

Sug. Utilize Abel-Dirichlet para a convergência uniforme.

15. Considere a série de funções

∞∑

n=0

x2n+1

2n + 1
− xn+1

2n + 2
(1)

a) Mostre que a série (1) converge pontualmente em [0, 1].

b) Demonstre que a convergência não é uniforme em [0, 1].

Sug. Determine a soma f(x) da série (1). Tenha presente que

log 2 = 1 − 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·

16. Dada a função M : R → R, M(x) = x − I(x), considere a série

∞∑

n=1

M(nx)

2n
(I(x) = parte inteira de x).

a) Mostre que a série é uniformemente convergente em R e represente
por f(x) a função limite.

b) Mostre que f é cont́ınua em R − Q.

17. Irracionalidade do número π.

a) Sejam a, b ∈ N e seja Pn o polinómio

Pn(x) =
xn (bx − a)n

n!
.

Mostre que Pn e todas as suas derivadas tomam valores inteiros
em x = 0 e x = a/b.

Pode usar a fórmula de Leibnitz para determinar a derivada de
ordem k de Pn.

b) Mostre que lim In = 0, em que

In =

∫ π

0

Pn(x) sin xdx.

c) Mostre que se π = a/b é racional, então In é um inteiro não nulo,
para todo o n. Conclua que π não pode ser racional.
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18. Represente por séries de potências de x as seguintes funções, indicando
em cada caso o maior aberto em que o desenvolvimento é válido:

a)
1

(1 + x)2
; b) f(x) =







sin x

x
se x 6= 0

1 se x = 0

;

c)
1

(x − 1) (x − 2)
; d) sin2 x ; e)

1

1 + x2
.

19. Desenvolva em série de potências de x as funções

i) f(x) = arcsinx; ii) g(x) =
1√

1 + x2

e determine o maior domı́nio em que é válido o desenvolvimento.

20. Desenvolva a função f(x) =
1

1 + x
em série de potências de x−3. Qual

o maior domı́nio aberto onde o desenvolvimento é válido?

21. Desenvolva a função f(x) = log x em potências de (x− 1) e indique o
maior intervalo aberto onde o desenvolvimento é válido.

22. Prove que

a)
∑

n≥0

n2xn =
x2 + x

(1 − x)3
, |x| < 1;

b)
∑

n≥0

(n + 1)xn =
1

(1 − x)2
, |x| < 1.
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8
S�eries de Fourier

Uma introdução clássica

Grande parte dos fenómenos que têm lugar na natureza são fenómenos
ditos periódicos (movimento da corda vibrante, movimento do pêndulo,
intensidade sonora, intensidade da corrente eléctrica, etc.); são descritos
por equações diferenciais cujas soluções são funções f que traduzem essa
periodicidade: satisfazem, para algum T ∈ R, f(x+ T ) = f(x), para todo
x ∈ D(f). Desde logo, portanto, se reconhece a importância do estudo
matemático desta classe de funções, de que sinx e cosx são os mais simples
exemplos: sin (x+ 2π) = sinx, cos (x+ 2π) = cosx para todo x ∈ R.

O interesse deste estudo torna-se flagrante ao verificarmos, na sequên-
cia da análise matemática de certos problemas de f́ısica e mecânica, as
notáveis propriedades de desenvolvimento em série das funções periódicas.
Assim, quando no ińıcio do século XIX, Fourier se apercebe que uma
função “arbitrária” se pode desenvolver em soma de senos e cossenos, aquele
matemático francês tinha dado ińıcio a um dos caṕıtulos mais importantes
da Análise Matemática: a Análise de Fourier.

Essencialmente, a Análise de Fourier “decompôe” uma função f em
elementos simples (sinx e cosx) recombinando-os em seguida. Porém, a
um ńıvel mais profundo, a importância capital da Análise de Fourier não
deriva tão pouco dessa possibilidade de desenvolvimento em série; a razão
final do seu sucesso é a seguinte: as funções elementares sin kx e cos kx
formam uma base de um espaço vectorial (espaço de funções) de dimensão
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infinita, e são “funções próprias” do operador derivada (tal como um vector
pode ser um vector próprio de uma transformação linear). Mas esta é
uma questão já mais avançada e que o leitor poderá reconhecer mais tarde,
quando regressar à Análise de Fourier no quadro geral da Análise Funcional.8.1. Fun�~oes peri�odias.

Seja f : D → R uma função real de variável real.

8.1.1. Definição. Diz-se que a função f é uma função periódica se
existe um real T 6= 0 tal que

x+ T ∈ D, x− T ∈ D, f(x+ T ) = f(x), ∀x ∈ D.

O número real T diz-se o peŕıodo da função periódica f . Diz-se ainda
que f é uma função T -periódica.

Exemplos imediatos de funções periódicas são as funções trigonomé-
tricas sinx e cosx, periódicas em R de peŕıodo 2π. Naturalmente que
o peŕıodo de uma função periódica não é único; 4π, 6π, . . . são também

peŕıodos de sinx e cosx e a função cos2 x =
1 + cos 2x

2
(cf. Fig. 8.1),

periódica em R de peŕıodo π, admite ainda como peŕıodo, kπ, k ∈ Z\ {0}.

−π α −π−−2
α + π π−2

π

1f(x) = cos2 x

Figura 8.1

−3 π−−−− 2

−π −π−−2
π−2

π
3 π−−− 2

−10

−7.5

−5

−2.5

2.5

5

7.5

10

A função f(x) = tanx, definida

para x ∈ R \ {kπ + π/2}, k ∈ Z,

é evidentemente π-periódica.

Figura 8.2
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8.1.2. Proposição. Seja f : D → R, função periódica de peŕıodo T .
Então:

a) −T é peŕıodo de f .

b) Se T e T ′ são dois peŕıodos de f , não simétricos, T + T ′ é ainda
peŕıodo de f .

c) kT, k ∈ Z \ {0}, é peŕıodo de f .

Demonstração. Como

f(x) = f(x− T + T ) = f(x− T ), ∀x ∈ D,

a aĺınea a) resulta imediatamente. Enfim, b) sai de f(x + T + T ′) =
f(x+ T ) = f(x), ∀x ∈ D, e c) é consequência de a) e b).

Consideremos agora a função f : [a, b[→ R, definida no intervalo semi-
aberto [a, b[⊂ R, a < b; pondo T = b− a e

fa(x+ kT ) = f(x), x ∈ [a, b[, k ∈ Z,

obtemos uma função fa : R → R periódica, de peŕıodo T , prolongamento
de f a toda a reta R; fa diz-se o prolongamento de f por periodicidade

T = b− a.
Notemos que a função fa não é necessariamente cont́ınua, mesmo que

f o seja; mais precisamente, vê-se sem dificuldade que sendo f : [a, b[→ R
cont́ınua, o prolongmento fa é função cont́ınua se e só se existe lim

x→b−
f(x)

e f(a) = lim
x→b−

f(x). Assim, por exemplo, a função

f : [−π, π[−→ R, f(x) = x,

prolonga-se por periodicidade na função f−π representada na figura:

−3 π −2 π −π π 2 π 3 π

−3

−2

−1

1

2

3

Figura 8.3
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f(−π)=−π 6= lim
x→π−

f(x)=π. A função prolongada por periodicidade 2π é

descont́ınua nos pontos −π + 2kπ, k ∈ Z.

Do mesmo modo se prolonga por periodicidade a função f definida em
]a, b], pondo

fb(x+ kT ) = f(x), x ∈]a, b], k ∈ Z, T = b− a.

Enfim, a função f : [a, b] → R é prolongável por periodicidade de peŕıodo
T = b− a, se e só se f(b) = f(a), sendo a função prolongada fa = fb.

Consideremos f : R → R, uma função T -periódica. Os intervalos [a, b]
e [a+kT, b+kT ], k ∈ Z, dizem-se congruentes; da T -periodicidade resulta
claramente que f|[a,b] = f|[a+kT,b+kT ]. Congruentes também se dizem os
pontos x e x+ kT, k ∈ Z.

8.1.3. Proposição. Seja f : R → R uma função T -periódica e integrável
(própria ou impropriamente) num intervalo [a, b] ⊂ R. Então f é in-
tegrável em todo o intervalo congruente e o integral conserva-se, isto é

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b+kT

a+kT

f(x) dx.

Enfim, existindo o integral,

∫ a+T

a

f(x) dx, este é independente de a.

Demonstração. Sendo f integrável em [a, b], a mudança de variável
y = x+ kT dá-nos

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b+kT

a+kT

f(y − kT ) dy =

∫ b+kT

a+kT

f(y) dy. (1)

α β π α + 2 π β + 2 π

1

Figura 8.4

O caso impróprio em a ou b ou num número finito de pontos de [a, b],
resulta agora sem dificuldade.
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Por outro lado, existindo o integral,
∫ a+T

a
f(x) dx, a função f é integrável

(própria ou impropriamente) em todo o intervalo [x, y] ⊂ R, já que este
está contido numa união finita de intervalos congruentes com [a, a + T ].
Então, dado a′ ∈ R, tem-se por (1) :

∫ a′+T

a′

f(x) dx =

∫ a

a′

f +

∫ a+T

a

f +

∫ a′+T

a+T

f =

=

∫ a

a′

f +

∫ a+T

a

f +

∫ a′

a

f =

∫ a+T

a

f(x) dx.

Poder-se-ia pensar que uma função f : D → R, periódica, admite
sempre um mais pequeno peŕıodo T > 0; tal não é o caso: a função

f : R −→ R, f(x) =

{
0, se x ∈ Q
1, se x ∈ R − Q

é claramente periódica, em que todo o racional r 6= 0 é peŕıodo.

8.1.4. Definição. Diz-se que f tem um peŕıodo primitivo se f admite
um mais pequeno peŕıodo positivo, T0 > 0.

8.1.5. Proposição. Seja f : D → R uma função periódica não constante
e com pelo menos um ponto de continuidade. Então f admite um peŕıodo
primitivo T0 > 0. Todo o peŕıodo T de f é múltiplo inteiro de T0 : T =
kT0, k ∈ Z.

Demonstração. Seja f : D → R, periódica, não constante e cont́ınua
em a ∈ D. Comecemos por mostrar que não pode haver infinitos peŕıodos
arbitrariamente pequenos : Tn → 0. Se assim for, dado x ∈ D qualquer,
tome-se kn ∈ Z o menor inteiro tal que a− x ≤ knTn < a− x+ Tn; então,
wn =knTn → a− x, isto é, x+ wn −→

n→∞
a. Como os wn são peŕıodos de f ,

resulta que f(x) = f(x+ wn) e logo

f(x) = lim
n→∞

f(x+ wn) = f(a), ∀x ∈ D,

o que implica f constante.
Assim, não havendo peŕıodos arbitrariamente pequenos, o ı́nfimo dos
peŕıodos positivos, T0 = inf{T > 0}, é ainda peŕıodo de f (caso contrário,
existia Tn → T0, Tn 6= Tn+1 e logo wn = Tn − Tn+1 → 0, contrariando a
primeira parte da demonstração).
Tomemos enfim um qualquer peŕıodo T > T0 e seja k o maior inteiro que
satisfaz kT0 ≤ T . Como T − kT0 é ainda um peŕıodo de f (se não for nulo)
e T−kT0 < T0, ter-se-á necessariamente T−kT0 = 0, isto é, todo o peŕıodo
positivo é múltiplo inteiro de T0.
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Se f1, f2 : D → R são funções periódicas com o mesmo peŕıodo T , é
claro que f1+f2 é T -periódica. Mais geralmente, se f1 e f2 são periódicas de
peŕıodos T1 e T2 respetivamente, nem sempre f1 + f2 é periódica; contudo,
se T1/T2 ∈ Q (diz-se que T1 e T2 são comensuráveis) facilmente se vê que
f1 + f2 é periódica: com efeito, se T1/T2 = p/q ∈ Q, p, q ∈ Z − {0}, então
qT1 = pT2 = T , pelo que f1 e f2 admitem o mesmo peŕıodo T (cf. (8.1.2.))
e logo f1 + f2 é T -periódica.

Particularmente importante é o caso das funções sin kx, cos kx, k =
1, . . . , n. A função sinx é 2π-periódica; sin 2x é 2π/2=π-periódica; enfim, a
função sinnx é 2π/n-periódica. O cociente dos peŕıodos referidos é racional
e portanto as ditas funções admitem um mesmo peŕıodo (que neste caso é,
por exemplo, 2π) e o mesmo para as funções cos kx. Em consequência, a
função

Sn(x) =
a0

2
+

n∑

k=1

(ak cos kx+ bk sinkx) , a0, ak, bk ∈ R

é 2π-periódica. A anterior função, Sn(x), é usualmente designada por
polinómio trigonométrico. Na figura abaixo, exibe-se o gráfico da
função 2π-periódica: f(x) = f1(x) + f2(x) + f3(x), fk(x) = sin kx, k =
1, 2, 3.

2 4 6 8 10 12

-2

-1

1

2

Figura 8.5

f

f1 f3

f2

Mais adiante veremos que, sob condições bastante gerais, toda a função
2π-periódica em R é limite de polinómios trigonométricos e portanto soma
de série de funções de que (Sn(x)) são as somas parciais.

Sendo f uma função T -periódica em R, podemos sempre reduzir-nos
a uma função 2π-periódica; é o que exprime a proposição seguinte:



8. Séries de Fourier 341

8.1.6. Proposição. Seja f : R → R uma função periódica de peŕıodo T .

Então a função g, dada por g(x) = f

(
T

T ′
x

)

, é periódica de peŕıodo T ′.

Demonstração. Basta observar que

g(x+ T ′) = f

(
T

T ′
(x+ T ′)

)

= f

(
T

T ′
x+ T

)

= f

(
T

T ′
x

)

= g(x).8.2. S�eries de Fourier. Introdu�~ao.
Em seguida trabalharemos sempre com funções “absolutamente in-

tegráveis”.

8.2.1. Definição. Diz-se que uma função real é absolutamente in-

tegrável em [a, b] ⊂ R, se existe um número finito de pontos a = c0 <
c1 < · · · < cn = b tais que:

a) f é R-integrável em todo o intervalo compacto que não contenha
nenhum dos pontos c0, c1, . . . , cn.

b) Para todo k = 1, 2, . . . , n, o integral

∫ ck

ck−1

f(x) dx existe como integral

definido ou como integral impróprio absolutamente convergente.

Assim, se f é absolutamente convergente en [a, b], tem-se

∫ b

a

f(x) dx =

n∑

k=1

∫ ck

ck−1

f(x) dx.

Observação. Notemos que a precedente definição não exige que f esteja
definida nos pontos ck.

A t́ıtulo de exemplo, a função f : R → R, definida por:

f(x) =







[2 log(|x| − 2) − 2] ex/5, x < −2

2ecosx, −2 < x < 1

3 sin2 x
x2(x− 1)4/5 , x > 1

é abslolutamente integrável em R (cf. Fig. 8.6).
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Figura 8.6

8.2.2. Definição. Chama-se série trigonométrica, a série de funções

a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx), a0, a1, . . . , b1, b2, . . . ∈ R.

Repare-se que se a série trigonométrica é convergente em x, então será
convergente em x + 2kπ, ∀k ∈ Z (isto é, em todos os pontos congruentes
com x, módulo 2π), dado que o termo geral, un(x) = an cosnx+ bn sinnx,
é uma função periódica de peŕıodo 2π. Assim, a função soma

f(x) =
a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx) =
a0

2
+

∞∑

n=1

un(x), (1)

é uma função periódica de peŕıodo 2π.

Suponha-se a igualdade (1) verificada em ] − π, π[ (excepto possivel-
mente num número finito de pontos) e admita-se que a função f assim
definida é absolutamente integrável em ] − π, π[. Multipliquemos ambos
os membros de (1) por cos kx, (k ≥ 0 inteiro) e suponha-se ainda que é
posśıvel integrar termo a termo em ] − π, π[. Como (exerćıcio)

∫ π

−π

cosnx cos kx dx = 0 (k 6= n) e

∫ π

−π

sinnx cos kx dx = 0,
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resulta que
∫ π

−π

un(x) cos kx dx = 0 (k 6= n),

∫ π

−π

uk(x) cos kx dx = πak, (k ≥ 0).

Portanto, sob as hipóteses precedentes

∫ π

−π

f(x) cos kx dx = πak, k = 0, 1, 2, . . .

e analogamente

∫ π

−π

f(x) sin kx dx = πbk, k = 1, 2, . . .

Logo

ak =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos kx dx, bk =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin kx dx. (2)

Os números ak e bk dizem-se os coeficientes de Fourier da função (2π-
periódica e absolutamente integrável) f .

Assim, a cada função f :] − π, π[→ R, absolutamente integrável
(a qual pode ser prolongada por periodicidade 2π), associamos a série
trigonométrica (1), convergente ou divergente, com os coeficientes definidos
por (2).

8.2.3. Definição. Sendo f :]−π, π[→ R absolutamente integrável, a série

a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

com os coeficientes an e bn dados por (2), diz-se a série de Fourier de f
e escreve-se

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx).

Observação. Repare-se que modificando f num número finito de pontos
a função permanece absolutamente integrável e tem a mesma série de
Fourier: os integrais que definem os coeficientes an e bn não se alteram
ao modificarmos f num número finito de pontos.
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O problema central da teoria que adiante desenvolvemos consiste
em saber sob que hipóteses a série de Fourier de f é convergente e em
particular convergente para f(x), pontualmente ou uniformemente nalguma
parte D ⊂ [−π, π].

8.2.4. Exemplos.

1. Seja f :] − π, π[→ R uma função absolutamente integrável. Se f é
função par, então f(x) cosnx é par e f(x) sinnx é ı́mpar. Logo, no
desenvolvimento de Fourier de f , vem

ak =
2

π

∫ π

0

f(x) cos kx dx, k = 0, 1, . . . e bk = 0, k ∈ N;

neste caso a série de Fourier de f é uma série de cossenos. Analoga-
mente, se f é função ı́mpar,

ak = 0, e bk =
2

π

∫ π

0

f(x) sin kx dx

e assim, a série de Fourier de uma função ı́mpar é uma série de
senos (note-se que o prolongamento periódico de uma função par,
respetivamente ı́mpar, é uma função par, respetivamente ı́mpar).

2. Procure-se o desenvolvimento de Fourier de f(x) = |x|, x ∈] − π, π[.
Tratando-se de uma função par, obtemos um desenvolvimento de f em
série de cossenos, com

ak =
2

π

∫ π

0

x cos kx dx, k = 0, 1, . . .

Integrando por partes,

∫ π

0

x cos kx dx =

[
1

k
x sin kx

]π

0

− 1

k

∫ π

0

sin kx dx, k 6= 0

e logo, para k 6= 0,

∫ π

0

x cos kx dx =







0 se k par

− 2

k2
se k ı́mpar

Obtemos assim o desenvolvimento,

|x| ∼ π

2
− 4

π

(

cosx+
cos 3x

32
+

cos 5x

52
+ · · ·

)

, x ∈] − π, π[.
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3. Desenvolva-se em série de senos a função f(x) = cosx, x ∈ [0, π[.
Como uma série de senos é o desenvolvimento de uma função ı́mpar,
teremos de definir f(x) = − cosx para x ∈]−π, 0[. No desenvolvimento
procurado, os coeficientes não nulos são

bk =
2

π

∫ π

0

cosx sinkx dx, k = 1, 2, . . .

Mas
∫ π

0

cosx sin kx dx =
1

2

∫ π

0

[sin(k + 1)x+ sin(k − 1)x] dx =

=







0 se k ı́mpar

2k

k2 − 1
se k par

Fazendo k = 2n, n = 1, 2, . . ., obtém-se

cosx ∼ 8

π

∞∑

n=1

n sin 2nx

4n2 − 1
, x ∈ [0, π[.

4. Seja f :]a, b[→ R uma função absolutamentente integrável. Repre-
sentemos por f̃(x) o prolongamento periódico de f , de peŕıodo T =

b − a. Sabendo que g̃(y) = f̃

(
T

2π
y

)

é periódica de peŕıodo 2π (cf.

(8.1.6.)), é agora simples obter o desenvolvimento de Fourier de f .
Com efeito

f̃

(
T

2π
y

)

= g̃(y) ∼ a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosny + bn sinny)

e portanto, fazendo x = (T/2π) y, tem-se

f̃(x) ∼ a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnωx+ bn sinnωx)

com ω = 2π/T (∗) e, para n = 0, 1, . . . ,

an =
1

π

∫ π

−π

g̃(y) cosny dy =
1

π

∫ π

−π

f̃

(
T

2π
y

)

cosny dy =

=
2

T

∫ T/2

−T/2

f̃(x) cosnωxdx =
2

T

∫ a+T

a

f(x) cosnωxdx,

(∗) O termo ω = 2π/T é usualmente designado por pulsação.
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dado que f̃(x) cosnωx é T -periódica (cf. (8.1.3.)). Analogamente, tem-se

bn =
2

T

∫ a+T

a

f(x) sinnωxdx, n = 1, 2, . . . .

8.2.5. Notação complexa das séries trigonométricas.

Seja

Sn(x) =
a0

2
+

n∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (1)

a sucessão das somas parciais da série trigonométrica correspondente.
Tendo presente que eiθ = cos θ + i sin θ (θ ∈ R),

∣
∣eiθ

∣
∣ = 1, tem-se

cos kx =
1

2

(
eikx + e−ikx

)
, sinkx = −1

2
i
(
eikx − e−ikx

)
.

Substituindo, obtém-se

Sn(x) =
n∑

k=−n

αke
ikx, (2)

em que 





αk =
1

2
(ak − ibk)

α−k =
1

2
(ak + ibk)

α0 =
1

2
a0

k = 1, 2, . . . (3)

Daqui se tira 





ak = αk + α−k

bk = i(αk − α−k)
(4)

Notemos que reciprocamente, dado Sn(x) =
n∑

k=−n

αke
ikx, αk ∈ C, esta

soma é um polinómio trigonométrico (1) com ak e bk dados por (4), e estes
são reais se e só se αk + α−k é real e αk − α−k é imaginário puro; isto é,
Sn(x) em (2) representa um polinómio trigonométrico com coeficientes ak

e bk reais, se e só se αk e α−k são complexos conjugados.
Finalmente, observe-se que a série trigonométrica pode ser represen-

tada pela série
k=+∞∑

k=−∞

αke
ikx
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entendida esta como o limite n→ ∞ de

Sn(x) =

k=n∑

k=−n

αke
ikx.

8.2.6. Lema. Tem-se

σn(x) =
1

2
+ cosx+ cos 2x+ · · · + cosnx =

=

sin

(

n+
1

2

)

x

2 sin
x

2

, x ∈ R.

Demonstração. Comecemos por observar que a fórmula só faz sentido
para sinx/2 6= 0, isto é, x 6= 2kπ (k ∈ Z); mas para estes pontos, define-se

σn(x) = n+
1

2
, x = 2kπ, k ∈ Z.

Dado que σn(x) é um polinómio trigonométrico com ak = 1 e bk = 0,
escreva-se então (cf. (8.2.5.), (2))

σn(x) =
1

2

n∑

k=−n

e−ikx =
1

2
e−inx

2n∑

k=0

eikx

que representa uma progressão geométrica de razão eix = q = cosx+i sinx.
É claro que q = 1 se e só se cosx = 1, sinx = 0 ⇐⇒ x = 2kπ (k ∈ Z) e
o lema resulta válido para estes pontos. Para todos os outros valores de
x (q 6= 1) a soma da progressão será

σn(x) =
1

2
e−inx 1 − q2n+1

1 − q
=

1

2

e−inx − eix(n+1)

1 − eix
;

multiplicando o numerador e denominador por e−ix/2, vem finalmente

σn(x) =
1

2

e−i(n+1/2)x − ei(n+1/2)x

e−ix/2 − eix/2
=

sin

(

n+
1

2

)

x

2 sin
x

2

.
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8.2.7. Proposição. Sejam

Sn(x) =
a0

2
+

n∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

as somas parciais da série de Fourier de uma função f absolutamente
integrável em ] − π, π[. Então

Sn(x) =
1

π

∫ π

−π

f(t+ x)
sinµt

2 sin
t

2

dt com µ = n+
1

2
.

Demonstração. Dado que os coeficientes de Fourier (cf. (8.2.2.)) se
escrevem

ak =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos kt dt, bk =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin kt dt,

tem-se

Sn(x) =
1

π

∫ π

−π

f(t)






1

2
+

n∑

k=1

cos kt cos kx+ sin kt sin kx
︸ ︷︷ ︸

cos k(t−x)




 dt

e pelo anterior lema resulta

Sn(x) =
1

π

∫ π

−π

f(t)
sin [(n+ 1/2) (t− x)]

2 sin[(t− x)/2]
dt

=
1

π

∫ π+x

−π+x

f(t)
sin [(n+ 1/2) (t− x)]

2 sin[(t− x)/2]
dt

dado que, para funções periódicas, o integral é invariante para intervalos
congruentes. Finalmente, a evidente mudança de variável t−x→ t, dá-nos
o resultado:

Sn(x) =
1

π

∫ π

−π

f(t+ x)

sin

(

n+
1

2

)

t

2 sin
t

2

dt.
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Os principais resultados de convergência vão exigir algumas proposi-

ções auxiliares.

8.3.1. Proposição Seja f : [a, b] → R uma função R-integrável. Então
∀β ∈ R,

lim
α→+∞

∫ b

a

f(x) sin(αx + β) dx = 0.

Demonstração. Se f é constante, tem-se

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

sin(αx+ β) dx

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

cos(αa+ β) − cos(αb+ β)

α

∣
∣
∣
∣
≤ 2

α

α→+∞−→ 0,

e logo o resultado é ainda verdadeiro se f é uma função em escada.
Dado agora um ε > 0 qualquer, seja P uma partição de [a, b] tal que
SP (f)−SP (f) < ε/2 e designemos por m(x) e M(x) as funções em escada
associadas a SP (f) e SP (f); é claro que m(x) ≤ f(x) ≤M(x). Então

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

(f(x) −m(x)) sin(αx + β) dx

∣
∣
∣
∣
∣
≤

≤
∫ b

a

M(x) −m(x) dx = S(P ) − S(P ) < ε/2.

Por outro lado, existe A suficientemente grande tal que, para α > A, se

tem
∣
∣
∣

∫ b

a m(x) sin(αx + β) dx
∣
∣
∣ < ε/2. Logo

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x) sin(αx + β) dx

∣
∣
∣
∣
∣
< ε para α > A.

Observações. 1. Fazendo β = 0, π/2, obtemos em particular

lim
α→+∞

∫ b

a

f(x) sinαxdx = lim
α→+∞

∫ b

a

f(x) cosαxdx = 0.

2. O leitor facilmente deriva da precedente demonstração que

lim
α→+∞

∫ l

k

f(x) sin(αx + β) dx = 0,

uniformemente em k, l ∈ [a, b].
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Corolário. Seja f absolutamente integrável em [a, b] ⊂ R. Então

lim
α→+∞

∫ l

k

f(x) sin(αx + β) dx = 0,

uniformemente em k, l ∈ [a, b].

Demonstração. Basta decompor
∫ b

a f segundo os intervalos associados
aos pontos impróprios e mostrar que em cada um deles se tem o resultado.
Mostremos por exemplo, no caso de b = +∞, que

lim
α→+∞

∫ +∞

c

f(x) sin(αx + β) dx = 0.

Dado ε > 0, seja M tal que
∫ +∞

M |f(x)| < ε/2. Por outro lado, resulta da
proposição que existe A > 0 tal que, para α > A, se tem

∣
∣
∣
∣
∣

∫ M

c

f(x) sin(αx+ β) dx

∣
∣
∣
∣
∣
< ε/2.

Logo

∣
∣
∣
∣

∫ +∞

c

f(x) sin(αx+ β) dx

∣
∣
∣
∣
≤

∣
∣
∣
∣
∣

∫ M

c

+

∫ +∞

M

∣
∣
∣
∣
∣
< ε/2 + ε/2 = ε.

8.3.2. Proposição. Seja f uma função absolutamente integrável em
[a, b] ⊂ R e ϕ uma função monótona em [k, l] ⊂ [a, b]. Então

lim
α→+∞

∫ l

k

f(x+ t)ϕ(t) sinαt dt =

= lim
α→+∞

∫ l

k

f(x+ t)ϕ(t) cosαt dt = 0,

uniformemente em x, k, e l tal que k + x ∈ [a, b] e l + x ∈ [a, b].

Demonstração. Faça-se uα =
∫ l

k
f(x + t) sinαt dt (ϕ ≡ 1) e mostremos

primeiro o resultado para uα. A mudança de variável t+ x = τ dá-nos

uα =

∫ l+x

k+x

f(τ) sinα(τ − x) dτ

=

∫ l+x

k+x

f(τ) [sinατ cos αx − cosατ sinαx] dτ

= cosαx

∫ l+x

k+x

f(τ) sinατ dτ − sinαx

∫ l+x

k+x

f(τ) cosατ dτ,
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e o resultado sai agora do corolário anterior. Analogamente para uα =
∫ l

k
f(x + t) cosαt dt. Tomando agora ϕ monótona em [k, l], resulta do

segundo teorema da média (cf. (5.5.6.))

∫ l

k

f(x+ t)ϕ(t) sinαt dt =

= ϕ(k)

∫ c

k

f(x+ t) sinαt dt+ ϕ(l)

∫ l

c

f(x+ t) sinαt dt

(1)

para algum c entre k e l. Aplicando a primeira parte da demons-
tração a cada um dos anteriores integrais no segundo membro de (1) e
dado que ϕ é limitada, obtemos a conclusão.

No que se segue, supomos f uma função periódica de peŕıodo 2π e
absolutamente integrável em [−π, π]. Então é claro que f é absolutamente
integrável em qualquer intervalo [a, b] ⊂ R. Vimos antes que a convergência
da série de Fourier de f em x ∈ [−π, π[ (e portanto em todo o ponto 2π-
congruente àquele) é determinada pela convergência da sucessão das somas
parciais, dada pelo integral (cf. (8.2.7.))

Sn(x) =
1

π

∫ π

−π

f(t+ x)

sin

(

n+
1

2

)

t

2 sin
t

2

dt. (2)

8.3.3. Teorema. A série de Fourier de f é convergente no ponto x ∈ R
e tem por soma S(x) se e só se ∀δ > 0, ∃ε > 0 tal que

∣
∣
∣
∣

1

π

∫ ε

0

[f(x+ t) + f(x− t) − 2S(x)]
sin(n+ 1/2) t

t
dt

∣
∣
∣
∣
< δ (3)

para n > n(δ). A série é uniformemente convergente no intervalo [p, q], se
S(x) é limitada em [p, q] e se existe ε > 0, independente de x ∈ [p, q], tal
que se tenha (3).

Demonstração. Escreva-se a sucessão das somas parciais dada por (2)
como

Sn(x) = γn(x) +
1

π

∫ ε

−ε

f(t+ x)
sin(n+ 1/2) t

2 sin t/2
dt

com ε > 0 já fixado, mas a determinar à posteriori, e em que

γn(x) =
1

π

∫ −ε

−π

+
1

π

∫ π

ε

.
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É claro da proposição 8.3.2. que γn(x) → 0 (n→ ∞) e uniformemente em
x ∈ [p, q]; tenha-se presente que f é absolutamente integrável em qualquer

[a, b] ⊂ R e
1

2 sin(t/2)
é monótona em [−π,−ε] e [ε, π]. Por outro lado,

defina-se

ϕ(t) =







1

2 sin t/2
− 1

t
se t 6= 0

0 se t = 0

Facilmente se vê (exerćıcio) que ϕ(t) é função de classe C1 em [−ε, ε]
com ϕ′(0) = −1/4!. Escolhe-se então ε de modo a que ϕ tenha derivada
negativa, e logo seja monótona em [−ε, ε]. Tem-se

Sn(x) = γn(x) +
1

π

∫ ε

−ε

f(t+ x) sin[(n+ 1/2) t]ϕ(t) dt+

+
1

π

∫ ε

−ε

f(t+ x)
sin(n+ 1/2) t

t
dt

e de novo pela prop. 8.3.2., o primeiro integral tende para zero (n → ∞),
e portanto

Sn(x) = γ̃n(x) +
1

π

∫ ε

−ε

f(t+ x)
sin(n+ 1/2) t

t
dt (4)

com γ̃n(x) → 0 (n → ∞) uniformemente em x ∈ [p, q].
Consideremos agora a função g(x) ≡ 1 e determine-se as somas parciais da
sua série de Fourier

Sn(x) =
a0

2
+

n∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

com
a0 = 1

π

∫ π

−π
1.dt = 2;

ak = 1
π

∫ π

−π
1. cos kt dt = 0;

bk = 1
π

∫ π

−π
1. sinkt dt = 0.

(k = 1, 2 . . .).

Assim, Sn(x) = 1 para a função g(x) ≡ 1; aplicando (4) a esta função,
tem-se

1 = γ∗n +
1

π

∫ ε

−ε

1.
sin(n+ 1/2) t

t
dt, γ∗n

n→∞−→ 0.
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Multiplicando esta igualdade por um dado valor numérico S(x) e subtraindo
de (4), obtemos

Sn(x) − S(x) = ρn(x) +
1

π

∫ ε

−ε

[f(t+ x) − S(x)]
sin(n+ 1/2) t

t
dt.

Decompondo
∫ ε

−ε
=

∫ 0

−ε
+

∫ ε

0
e mudando a variável t → −t no primeiro

integral, tem-se enfim

Sn(x) − S(x) =

=ρn(x) +
1

π

∫ ε

0

[f(t+ x) + f(x− t) − 2S(x)]
sin(n+ 1/2) t

t
dt

com ρn(x) = γ̃n(x) − S(x)γ∗n
n→∞−→ 0 uniformemente em x ∈ [p, q], desde

que S(x) seja limitada em [p, q]. A conclusão do teorema é agora imediata.

8.3.4. Teorema. Seja f uma função 2π-periódica e localmente absoluta-
mente integrável. Suponhamos que numa vizinhança de um ponto x0 ∈ R,
f verifica a condição

|f(x) − f(x0)| ≤ C|x− x0|α, α > 0, x ∈ V (x0). (5)

Então f(x0) é soma da sua série de Fourier no ponto x0.

Demonstração. Seja ε > 0 tal que [x0 − ε, x0 + ε] ⊂ V (x0). Fazendo
S(x0) = f(x0), o primeiro membro de (3) vem inferior a

1

π

∫ ε

0

1

t
|f(x0 + t) − f(x0)| dt+

1

π

∫ ε

0

1

t
|f(x0 − t) − f(x0)| dt <

<
2

π

C

α
εα < δ

com ε pequeno.

Utilizando o mesmo racioćınio e de novo o teorema 8.3.3., imediata-
mente se obtém

Corolário 1. Seja f uma função 2π-periódica e localmente absolutamente
integrável, verificando a condição de Hölder:

|f(x1) − f(x2)| ≤ C|x1 − x2|α, α > 0, ∀x1, x2 ∈ [p, q].

Então a série de Fourier de f converge uniformemente em qualquer inter-
valo [p+ ε, q − ε], ε > 0.
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Corolário 2. Seja f uma função 2π-periódica e localmente absolutamente
integrável. Então a série de Fourier de f converge em x0 ∈ R se existem e
são finitas as derivadas laterais f ′

d(x0) e f ′
e(x0). Se além disso f é cont́ınua

e satisfaz |f ′(x)| ≤M, M > 0, para todo o x ∈ [p, q], excepto num número
finito de pontos, então a série de Fourier de f converge uniformemente
para f em [p+ ε, q − ε], ε > 0.

Demonstração. Se f tem derivadas laterais finitas em x0, é claro que
numa vizinhança de x0, f satisfaz a condição (5) com α = 1 (porquê?), e
o resultado sai logo do teorema anterior. Finalmente, sendo f cont́ınua tal
que |f ′(x)| ≤ M, ∀x ∈ [p, q] excepto num número finito de pontos, f é áı
lipschitziana (porquê?) e a conclusão sai agora do corolário anterior.

O teorema seguinte é um dos resultados mais gerais da teoria clássica
das séries de Fourier.

8.3.5. Teorema (Jordan). Seja f uma função 2π-periódica. Suponha-se
que f é de variação limitada numa vizinhança de um ponto x0, V (x0) =
[x0 − η, x0 + η]. Então a série de Fourier de f converge no ponto x0 para

o valor médio de f nesse ponto:
1

2
[f(x+

0 ) + f(x−0 )].

Demonstração. Se f é de variação limitada em [x0 − η, x0 + η], a função

ψ(t) = f(x0 + t) − f(x+
0 ) + f(x0 − t) − f(x−0 )

é de variação limitada em [0, η] e logo é diferença de duas funções cres-
centes: ψ(t) = ψ1(t) − ψ2(t). Como lim

t→0+
ψ(t) = 0, tem-se lim

t→0+
ψ1(t) =

lim
t→0+

ψ2(t) = C e pode admitir-se C = 0 (basta observar que ψ(t) =

(ψ1(t) − C) − (ψ2(t) − C) ). Então, ψ1(t) e ψ2(t) são funções não nega-

tivas em ]0, η]. Tomando agora S(x0) =
1

2
[f(x+

0 )+f(x−0 )], o integral (3) do

teorema 8.3.3. decompôe-se em duas parcelas; uma delas é (por exemplo)

∫ ε

0

ψ1(t)
sin(n+ 1/2) t

t
dt.

Do segundo teorema da média, tira-se então

∣
∣
∣
∣

∫ ε

0

ψ1(t)
sin(n+ 1/2) t

t
dt

∣
∣
∣
∣
= ψ1(ε)

∣
∣
∣
∣

∫ ε

ρ

sin(n+ 1/2) t

t
dt

∣
∣
∣
∣
=

ψ1(ε)

∣
∣
∣
∣
∣

∫ (n+1/2)ε

(n+1/2)ρ

sin t

t
dt

∣
∣
∣
∣
∣
≤ ψ1(ε)

∫ π

−π

sin t

t
dt,
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dado que (exerćıcio),

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

sin t

t
dt

∣
∣
∣
∣
∣
≤

∫ π

−π

sin t

t
dt, ∀a, b ∈ R.

Como ψ1(0
+) = 0 e portanto ψ1(ε) < δ

/ (

2

∫ π

−π

sin t

t
dt

)

desde que ε

seja suficientemente pequeno, a conclusão sai do teorema 8.3.3.

Consequência imediata é o seguinte

Corolário 1. Seja f uma função 2π-periódica e cont́ınua em x0. Se f é
de variação limitada numa vizinhança V (x0), então a série de Fourier de
f converge no ponto x0 para f(x0).

Observação. Se f é de variação limitada em [a, b], o teorema de Jordan
aplica-se a todos os pontos interiores, x ∈]a, b[, mas não necessariamente a
a e b. Contudo, se b = a+ 2π, pela periodicidade 2π de f , esta é ainda de
variação limitada em todo o intervalo que contenha [a, b], e logo o teorema
ainda se aplica a a e b.

Corolário 2. Seja f uma função 2π-periódica. Suponha-se que f é
de variação limitada e cont́ınua num intervalo [a, b]. Então a série de
Fourier de f converge uniformemente para f(x) em qualquer intervalo
[a+ ε, b− ε], ε > 0.

Demonstração. Como f é de variação limitada, tem-se em [a, b], f(x) =
ϕ1(x)−ϕ2(x) com ϕ1 e ϕ2 funções crescentes. Consideremos agora a função
t→ ψ(x, t), dada por

ψ(x, t) = f(x+ t) + f(x− t) − 2f(x), x ∈ [a, b].

Então ψ(x, t) = ψ1(x, t) − ψ2(x, t), com

ψ1(x, t) = ϕ1(x+ t) − ϕ2(x− t) − ϕ1(x) + ϕ2(x) ≥ 0

ψ2(x, t) = ϕ2(x+ t) − ϕ1(x− t) − ϕ2(x) + ϕ1(x) ≥ 0.

Sendo f cont́ınua em [a, b], ϕ1 e ϕ2 são também cont́ınuas em [a, b] (cf.
(5.8.7.), Cor.1.) e logo uniformemente cont́ınuas (cf. (3.3.14.)). Retomando
a demonstração do teorema de Jordan, resulta da continuidade uniforme
de ϕ1 e ϕ2
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ψ1(x, t) = [ϕ1(x + t) − ϕ1(x)] + [ϕ2(x) − ϕ2(x− t)] <

<
δ

2
∫ π

−π sin t/t dt
+

δ

2
∫ π

−π sin t/t dt

desde que 0 < t < ε e uniformemente em x ∈ [a+ ε, b− ε].

8.3.6. Exemplos. Como vimos, o desenvolvimento em série de Fourier de
uma função f : [a, b] → R, absolutamente integrável em [a, b], corresponde
ao desenvolvimento da função periódica de peŕıodo T = b − a, prolonga-
mento de f , e os coeficientes da série, an, bn, vêm dados por

an =
2

T

∫ b

a

f(x) cosnωxdx, bn =
2

T

∫ b

a

f(x) sinnωxdx,

com ω = 2π/T (cf. (8.2.4.),(4.)). Frequentemente, procura-se o desenvolvi-
mento de Fourier de funções 2π-periódicas. Tratando-se de funções pares
(resp. ı́mpares) obtém-se, o desenvolvimento em série de cossenos (resp.
série de senos) com os coeficientes an (resp. bn) dados por (8.2.4.,(1.)). Os
vários resultados de convergência exibidos determinam os pontos em que a
série converge, em particular para f(x), e uniformemente nalguma região
D ⊂ R.

1. Desenvolva em série de Fourier, f(x) = |x|, −π < x < π.

Vimos anteriormente (cf. (8.2.4.),(2.)) que

|x| ∼ π

2
− 4

π

(

cosx+
cos 3x

32
+

cos 5x

52
+ · · ·

)

, x ∈] − π, π[. (1)

A função f(x) = |x| é de variação limitada em [−π, π] (é derivável com
derivada limitada em ]− π, π[\{0}, (cf. (5.8.4.), Cor.2.)) e claramente
cont́ınua em ] − π, π[. Observe-se ainda que o prolongamento 2π-
periódico de f , digamos f̃ , é ainda cont́ınua em −π e π, e mais
geralmente, em kπ, k ∈ Z; basta notar (por ex. no ponto π)

f(π−) = π e f̃(π+) = f((−π)+) = |π| = π.

−3 π −2 π −π π 2 π 3 π

1

2

3

Figura 8.7
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Logo, tem-se a igualdade no desenvolvimento (1), e mais geralmente

f̃(x) =
π

2
− 4

π

(

cosx+
cos 3x

32
+

cos 5x

52
+ · · ·

)

, ∀x ∈ R,

e uniformemente em todo o [a, b] ⊂ R.

2. Mostre a validade do desenvolvimento

x2 =
4

3
π2 + 4

∞∑

n=1

(
cosnx

n2
− π sinnx

n

)

, 0 < π < 2π.

Trata-se do desenvolvimento da função 2π-periódica, determinada por
f(x) = x2, x ∈]0, 2π[. Então

a0 =
1

π

∫ 2π

0

f(x) dx =
8π2

3

e além disso, simples (mas cuidadosas) integrações por partes, dão-nos

an =
4

n2
, bn =

−4π

n
.

−4 π −3 π −2 π −π π 2 π 3 π 4 π

10

20

30

40

Figura 8.8

Claro que f(x) é de variação limitada em [0, 2π] e é cont́ınua em ]0, 2π[.
Porém, f(0+) = 0 6= f((2π)−) = f̃(0−) = 4π2. Assim, a série é convergente
em ]0, 2π[ para a função e uniformemente em [ε, 2π − ε]. Nos extremos do
intervalo, aplica-se o teorema de Jordan na sua generalidade; no ponto 0,
por exemplo, a soma da série vem dada por [f̃(0+)+ f̃(0−)]/2 = 2π2 e logo,

2π2 =
4

3
π2 + 4

∞∑

n=1

1

n2
.
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Daqui resulta a fórmula

∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
.

3. Veja-se agora um exemplo mais elaborado, no que respeita ao cálculo
dos coeficientes de Fourier. Mostremos o seguinte desenvolvimento de
Fourier

log
∣
∣
∣sin

x

2

∣
∣
∣ = − log 2 −

∞∑

n=1

cosnx

n
, x 6= 2kπ, k ∈ Z.

A função log |sinx/2|, definida em R \ {2kπ}, k ∈ Z, é 2π-periódica
e par. Repare-se ainda que a função é absolutamente integrável em
[0, π]. Logo, tem-se o desenvolvimento em série de cossenos

a0

2
+

∞∑

n=1

an cosnx

com

a0 =
2

π

∫ π

0

log
(

sin
x

2

)

dx, an =
2

π

∫ π

0

log
(

sin
x

2

)

cosnxdx.

Cálculo de a0 : Tem-se

∫ π

0

log
(

sin
x

2

)

dx =

=2

∫ π/2

0

log (sinx) dx = 2

∫ π/2

0

log
[

2 sin
x

2
cos

x

2

]

dx = (2)

=π log 2 + 2

∫ π/2

0

log
(

sin
x

2

)

dx+ 2

∫ π/2

0

log
(

cos
x

2

)

dx.

Mas como cosx/2 = sin[(π − x)/2], mudando a variável no último
integral, tem-se

∫ π/2

0

log
(

cos
x

2

)

dx =

∫ π

π/2

log
(

sin
x

2

)

dx

e de (2) resulta

∫ π

0

log
(

sin
x

2

)

dx = −π log 2, pelo que a0/2 = − log 2.

Cálculo dos an : Integrando por partes, tem-se (n ≥ 1)

∫ π

0

log
(

sin
x

2

)

cosnxdx = − 1

n

∫ π

0

1

2 sinx/2
cosx/2. sinnxdx. (3)
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Mas (recorde-se que sin a+ sin b = 2 sin(a+ b)/2 cos(a− b)/2),

cos
x

2
. sinnx =

1

2

[

sin
(

nx+
x

2

)

+ sin
(

nx− x

2

)]

e logo, o integral em (3) desdobra-se nas parcelas

− 1

2n

[∫ π

0

sin(n+ 1/2)x

2 sinx/2
dx+

∫ π

0

sin((n− 1) + 1/2)x

2 sinx/2
dx

]

.

Finalmente, dado que (cf. (8.2.6.))

sin (n+ 1/2) x

2 sinx/2
=

1

2
+ cosx+ cos 2x+ · · · + cosnx, n ≥ 0,

obtemos por simples integrações

∫ π

0

log
(

sin
x

2

)

cosnxdx = − 1

2n
π

e portanto an = − 1

n
.

−4 π −3 π −2 π −π π 2 π 3 π 4 π

−5

−4

−3

−2

−1

Figura 8.9

Dado que a função log | sinx/2| é cont́ınua em ] − π, 0[∪]0, π[, e de
variação limitada em todo o intervalo compacto contido em ]−π, 0[∪ ]0, π[,
a série de Fourier converge para a função em todo x ∈ R, x 6= 2kπ, k ∈ Z.

8.3.6. Integração e derivação das séries de Fourier.

A integração termo a termo das séries de Fourier aplica-se, natural-
mente, sempre que se esteja nas condições de convergência uniforme num
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intervalo [a, b] (cf. (7.3.2.)). Particularmente notável é, contudo, a possibil-
idade de derivar termo a termo a série de Fourier de uma função periódica
suficientemente regular ( i.e. de classe Ck). Suponha-se, com efeito, que
f : R → R é uma função 2π-periódica e derivável. Então, uma simples
integração por partes dá-nos

πan =

∫ π

−π

f(x) cosnxdx =

=

[
1

n
f(x) sinnx

]π

−π

− 1

n

∫ π

−π

f ′(x) sinnxdx = (1)

= − 1

n

∫ π

−π

f ′(x) sinnxdx

πbn =

∫ π

−π

f(x) sinnxdx =

=

[

− 1

n
f(x) cosnx

]π

−π

+
1

n

∫ π

−π

f ′(x) cosnxdx = (1′)

=
1

n

∫ π

−π

f ′(x) cosnxdx

O mesmo resultado se obtém supondo que f é uma função 2π-periódica,
cont́ınua e admitindo derivada absolutamente integrável (i.e. a função f ′(x)
está definida em todos os pontos de [−π, π] excepto num número finito de
pontos e é função absolutamente integrável).

Mais geralmente, se f é uma função 2π-periódica, de classe Ck e com
derivada f (k+1) absolutamente integrável, aplicando sucessivamente (1) e
(1′) e tendo presente que f, f ′, . . . , f (k), são ainda 2π-periódicas (porquê?)
e cont́ınuas, tem-se

π|an| =
1

n

∣
∣
∣
∣

∫ π

−π

f ′(x) sinnxdx

∣
∣
∣
∣
=

=







(
1

n

)k+1 ∣
∣
∣
∣

∫ π

−π

f (k+1)(x) sinnxdx

∣
∣
∣
∣

se k par

(
1

n

)k+1 ∣
∣
∣
∣

∫ π

−π

f (k+1)(x) cosnxdx

∣
∣
∣
∣

se k ı́mpar

e analogamente para os coeficientes bn. Em qualquer dos casos

|an|, |bn| ≤
C

nk+1
,
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o que mostra que os coeficientes de Fourier de f , an e bn, convergem para
0 (n→ ∞) tanto mais rapidamente quanto mais regular for a função f .

8.3.7. Teorema. Seja f : R → R uma função 2π-periódica, de classe Ck,
com k ≥ 3, e com derivada f (k+1) absolutamente integrável. Então a série
de Fourier de f pode ser derivada termo a termo k − 1 vezes.

Demonstração. É claro que f é soma da sua série de Fourier

f(x) =
a0

2
+

∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

e tal como vimos, tem-se

|an|, |bn| ≤
C

nk+1
.

Derivando termo a termo k−1 vezes, a série obtida é majorada em módulo

por
∑ D

n2
, e portanto uniformemente convergente (cf. (7.1.10.)). A

conclusão sai agora da proposição 7.3.3., Corolário 1.

8.3.8. Aproximação polinomial de Weierstrass.

Os resultados de convergência para as séries de Fourier permitem-nos
mostrar, sem dificuldade, um importante teorema de aproximação devido
a Weierstrass, o qual estabelece que toda a função cont́ınua num intervalo
[a, b] ⊂ R é limite uniforme de polinómios.

8.3.9. Proposição. Seja f : [a, b] → R uma função cont́ınua. Então,

para todo δ > 0 existe um polinómio trigonométrico, Sm(x) =
a0

2
+

m∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), tal que

|f(x) − Sm(x)| < δ, ∀x ∈ [a, b].

Demonstração. Dado que f é cont́ınua em [a, b], ela é áı uniformemente
cont́ınua (cf. (3.3.14.)) e logo, existe η > 0 tal que

|x− y| < η =⇒ |f(x) − f(y)| < δ/4.
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Seja a = x1 < x2 < · · · < xn = b uma partição tal que |xi+1 − xi| < η,
i = 1, . . . , n − 1, e fixemos um intervalo [α, β] satisfazendo [a, b] ⊂]α, β[.
Defina-se então a função poligonal L : [α, β] → R (cf. Fig. 8.10)

L(α) = 0 = L(β), L(xi) = f(xi), i = 1, . . . , n

L(x) = L(xi) + (x− xi)
f(xi+1) − f(xi)

xi+1 − xi
, x ∈ [xi, xi+1],

i = 0, . . . , n, x0 = α, xn+1 = β

a b β α 

Figura 8.10

Dado que todo x ∈ [a, b] pertence a algum [xi, xi+1], logo se vê que

|f(x) − L(x)| ≤ |f(x) − f(xi)| + |f(xi) − L(x)| ≤
(1)

≤ |f(x) − f(xi)| + |f(xi) − f(xi+1)| < δ/4 + δ/4 = δ

Como L(α) = L(β) = 0, a função L admite um prolongamento periódico
como função cont́ınua, com derivada em todos os pontos de [α, β] excepto
num número finito, e logo é soma uniforme da sua série de Fourier (cf.
(8.3.4.), Cor.2). Então, existe m ∈ N tal que

|L(x) − Sm(x)| < δ, ∀x ∈ [a, b] (2)

sendo Sm o polinómio trigonométrico associado a L. A conclusão sai agora
de (1) e (2).

8.3.10. Teorema (da aproximação de Weierstrass). Seja f uma
função cont́ınua no intervalo [a, b] ⊂ R. Então para todo δ > 0, existe um
polinómio (algébrico) P (x) tal que

|f(x) − P (x)| < δ, ∀x ∈ [a, b].
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Demonstração. Pela anterior proposição, dado δ > 0, existe um

polinómio trigonométrico Sm(x) =
a0

2
+

m∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) tal que

|f(x) − Sm(x)| < δ, ∀x ∈ [a, b].

Como as funções cosx e sinx são anaĺıticas em R o mesmo sucede a cos kx
e sin kx, que portanto são limite uniforme dos seus polinómios de Taylor
em cada compacto de R (cf. (7.4.4.)). Assim, sejam Pk(x) e Qk(x) os
polinómios de Taylor tais que

|ak cos kx− Pk(x)| < δ/2m, |bk sinkx−Qk(x)| < δ/2m, ∀x ∈ [a, b].

Fazendo P (x) =
a0

2
+

m∑

k=1

(Pk(x) +Qk(x)), é agora claro que

|f(x) − P (x)| < 2δ, ∀x ∈ [a, b].

Exerćıcios

1. Mostre que são periódicas as seguintes funções

a) f : R → R, f(x) = x− αI
(x

α

)

, α ∈ R \ {0};

b) f : R → R, f(x) = | sin (
√

2x+ 1)|;
c) f : R → R, f(x) = sin3 x+ cos3 x;

d) f : D → R, f(x) = tan (x+ sinx).

2. Demonstre que a função f : R → R, f(x) = sin
√

|x|, não é
periódica.

3. Determine o peŕıodo mı́nimo positivo da função

f(x) = 8 sin

(
9x

8

)

+ 2 cos

(
3x

2

)

.

4.
a) Dê um exemplo de uma função periódica em que todo o número

racional é peŕıodo e nenhum irracional o é.

b) Poderá existir uma função periódica em que todo o irracional é
peŕıodo e nenhum racional o é ?
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5. Mostre que a função f : D → R, D ⊂ R, é periódica se existe T 6= 0
tal que

x ∈ D =⇒ x+ T ∈ D, x− T ∈ D, f(x+ T ) = −f(x).

6. Desenvolva em série de Fourier no intervalo ] − π, π[, as seguintes
funções :

a) f(x) =







ax se −π < x ≤ 0

bx se 0 < x < π
a, b ∈ R; b) f(x) = x2;

c) f(x) = sin ax; c) f(x) = sinhx; d) f(x) = eax, (a ∈ R).

7. Desenvolva em série de senos a função f(x) =
π

4
, 0 < x < π.

Aproveite o resultado para calcular a soma das seguintes séries

a) 1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · ; b) 1 +

1

5
− 1

7
− 1

11
+

1

13
+

1

17
− · · ·

8. Desenvolva em série de Fourier a função 2π-periódica, | sinx|, e use o
resultado para mostrar que

∞∑

1

1

4n2 − 1
=

1

2
;

∞∑

1

(−1)n

4n2 − 1
=

1

2
− π

4
.

9. Demonstre a validade dos seguintes desenvolvimentos

a) x = π − 2

∞∑

n=1

sinnx

n
se 0 < x < 2π

b)
x2

2
= πx− π2

3
+ 2

∞∑

n=1

cosnx

n2
se 0 ≤ x ≤ 2π

c) x2 =
4

3
π2 + 4

∞∑

n=1

(
cosnx

n2
− π sinnx

n

)

se 0 < x < 2π

d) cosx =
8

π

∞∑

n=1

n sin 2nx

4n2 − 1
se 0 < x < π

e) x cosx = −1

2
sinx+ 2

∞∑

n=2

(−1)nn sinnx

n2 − 1
se − π < x < π
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10. Tendo presente o exemplo (8.3.6.(3.)), mostre os seguintes desenvolvi-
mentos

a) log
∣
∣
∣cos

x

2

∣
∣
∣ = − log 2−

∞∑

n=1

(−1)n cosnx

n
se x 6= (2k+1)π, k ∈ Z

b) log
∣
∣
∣tan

x

2

∣
∣
∣ = −2

∞∑

n=1

cos(2n− 1)x

2n− 1
se x 6= kπ, k ∈ Z

11. Escreva as séries de Fourier e investigue a sua convergência para as
funções f, g, h :] − π, π] → R :

a) f(x) = sin2 x

b) g(x) =







x3 se x > 0

x2 se x ≤ 0

c) h(x) =







x2 + 1 se x ≥ 0

0 se x < 0
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anaĺıtica, 326

composta, 23

cont́ınua, 100

contradomı́nio de, 20

crescente, 22

de classe Cn, 153

de classe C∞, 153

de variação limitada, 238

decrescente, 22

derivável, 129

diferenciável, 153

domı́nio de, 19

elementar, 214

em escada, 200

equivalentes, 262

exponencial, 114
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Gráfico, 20

I

Integral

absolutamente

convergente, 235

de Riemann, 181

definido, 182
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 RESUMO

 Este livro é dirigido, em especial, aos alunos das licenciaturas em Matemática 

e, mais geralmente, a todos aqueles que se interessam por uma apresentação 

rigorosa dos fundamentos de Análise. Para além dos clássicos temas sobre limite 

e continuidade, diferenciabilidade, integral de Riemann e primitivação, sucessões 

e séries de funções, é dado particular relevo aos desenvolvimentos assimptóticos, 

permitindo uma abordagem clara e sistemática da convergência de séries numéricas e 

integrais impróprios. No último capítulo exibe-se uma introdução clássica das séries 

de Fourier, e aí se demonstram resultados gerais de convergência simples e uniforme.
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