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Exiracio do fasc. 1 do lomo XXXVIII
dos

<Anais da Faculdade de Ciéncias do .Porto»

TRES LIGOES SOBRE A TEORIA GERAL DOS ANEIS

(Aplicagdes e complementos, If)

Mdédulos e anéis com operadores.
Anéis simples ¢ dlgebras simples

1) Introdugfic — Embora nos tenhamos referido larga-
mente, em Capitulos anteriores, aos assuntos de que vamos
tratar, julgamos que poderfio ter interesse as consideractes
aqui expostas, essencialmente baseadas nos trabalhos segmin-
tes: {29] — E. ARTIN o G. WHAPLES, The theory of simple
rings, « American Journal of Mathematics», vol. 65, 1943,
pags. 87 a 107; [30] — A. ALMEIDA CosTa, Uber die unter-
direkten Modulnsummen, «Rovista da Faculdade de Cidncias
de Lishoas, vol. 1, 1952, pags. 115 a 160; [31]— A. AlL-
MEIDA COSTA, On modules and vings with operators, na mesma
Revista, vol. 1v, 1954, pigs. 5 a 58. Quaisquer outras cita-
¢Oes estarfio de acordo com as referdncias feitas nas liSes
anteriores.

2) Modulos com operadores — Seja M= lu,y,2,...}
um mddulo com o dominio operatérioc @ =|\,p,v, 0, g,
o, T, ...{. Significa isto que, para cada « e cada A, existe
um produto x A satisfazendo 4s dmas regras segmintes:
aekedM; 2) (r+y)h==zr-+tyh.

Os operadores induzem endomorfismos no médulo,
A imagem de X, no absoluto 2 dos endomorfismos de SN,
serd representada por K. O conjunto das. imagens dos
elementos de Q@ serd designado por Q,, 6 o subanel de A
gerado por &, representd-lo-emos por & (2,) on 24.

Tanto importa falar de sub-mdédulos — 2 como de sub-

-médulos — Q,. Oz sub-médulos-— Q, sio também sub-



7

-médulos — &4. De facto, se m é sub-mddulo— <2, para
cada = e nt, tem-se . .

(((2X)p) ...)mh—_(((aeER)EF)...)Em-_—_:c]_i',k}_f}'EL
...Emem,

(K, B -Er)zziw(EpEd...ET)em.

P

Os somatdrios indicados, qme tém um ntmero finito de
parcelas, sio de interpretagio imediata. Assim, T+ E, B, ...
... E_ representa o termo geral do subanel Q4; e o ultimo

somatdrioc é uma soma de elementos de m, consequente- -

mente um elemento pertencente a m.

Os endomorfismos — 2, de M, sfio endomorfismos — &,
ou endomorfismos — Qz, e reciprocamente, Significa isto
que &, e Q4 tdm o mesmo comutador no abseluto 2. Se o
comutador dum conjunto € de endomorfismos for repre-

sentado por €, podemos enunciar este

TeOREMA 1:— 8 SN & um mddulo — Q, & mddulo (no
mesmo sentido) relativo ao subanel Q4 do absoluto dos seus
endomorfismos (V). Os endomorfismos — &, de M, sio 0s seus
endomorfismos — Qq, pelo gque o comufador Qa==4, repre-
senta a fotalidade dos referidos endomorfismos — Q.

No que vai seguir-se, representaremos, geralmente, por
4,B,C,...,8,...,X,... os elementos do absoluto .
Qualquer mudanca de notaciio serd expressamente indicada.

Consideremos um isomorfismo M =2 M’ de dois mddu-
los. Por meio dele, ter-se-4 & ——a', (¢’ ¢ IM'). Dado um
endomorfismo A4, de M, segundo o qual x -+ =z 4, facamos
corresponder a A o endomorfismo 4’, de M/’, segundo o
qual @' —(xz 4A). Serd (wd) =o' 4’, &’ -z’ A'. Neste
sentido, os dois absolutos de IN e YN/ séo andis isomor-
fos A e 2A’'. Se admitirmos, em segunida, que os médulos
séo isomorfos — Q, tendo, portanto, um dominio operatério

comum &, de imagens Q ,Q, em U e ', respectiva- -

mente, vé-se que o isomorfismo —& implica z >z e=

(1) Bignifica que o3 sub-mdédules sio o5 mesmos.

=axl,, 2 >(zxo)=2'0o=ao'E,, pelo que o corres-

pondente de X, no isomorfismo A==/, é o endomor-

fismo E,. Isso acarreta que se tenha
-z, wBE, >z E,.

Diremos que o isomorfismo — &, simbolizado por M =2 M/,
é operatério relativamente 4s duas imagens Q e Q). Ele
é também operatdrio relativamente a £, o Q;, o, duma

maneira geral, relativamente a dois sistemas de endomor-
fismos que se correspondem em A== Y’. Este isomorfismo
prolonga qualquer dos isomorfiamos anulares seguintes:

.?).dﬂﬂliz, &!d@m.ﬂé, ,~Q,. Por sua vez, este 1ltimo
izomorfismo é ji um prolongamento de ©,~Q), Tem
lugar o seguinte

TEOREMA 2: —8e M e WM’ sdo dois mddulos isomorfos,
o isomorfismo é sempre operatirio, relativamenie a doils siste-
mas quatsquer de endomonfismos que se correspondem no so-
monfismo A =2 A" dos respectivos absolutos. Neste sentido, um
isomonfismo — Q dos médulos deve entender-se como isomorfismo

operatério relativamente qos subanéis Q,, O, gerados pelas
imagens &, Q' nos respectivos absolutos.

Como caso especial, partamos de I e suponhamos S um
antomorfismo de M : WM o= M =IME=IN. Pelo que
vimos atrds, ele determina as seguintes correspondénciag:
w-o>x',ed—>a' A’ Mas agora é ' =z 8, de sorte que
2A—-(xA)S==x'A'=(x8)A’, 0 que implica 4 8§ =4"5",
ou A'=8-1485. O automorfismo ¢é operatdrio relativa-
mente aos elementos 4 e A'=8-148, que se gorrespon-
dem no antomorfismo interno U= F—1AS =AU =9, do
absoluto 2. Se supusermos § um automorfismo — 2, de N,
também os raciocinios relativos ao teorema 2 nos dizem
gue, nas correspondéncias

- » I
e—a', xAd->2z'd’, seinclui =zE,->z'E,,

onde E;:S-lEmS entra na relagio geral 4'=S5-148
acabade de deduzir. Todavia, aqui é, por hipétese, « 5, =

il
l
¥
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4
=zo—>z'o=u'E,=2'E,, o que nos leva a E,=E,,
O antomorfismo interno de ¥, definido por S, deixa inva-
riantes os elementos de © , assim como os de Q. C_,l_t,lantci a0
comntador ©,, passa, por via de S, a 8=10,8=0=0,,
ficando globalmente invariante, sem que o fique cada um
dos seus elementos. Precisemos esta afirmagsio. Do facto de
seter £y =S8—1E; S=U8 E) §—1, resulta que, sendo Te gd',
também pertencem a este 1ltimo subanel os elementos
S—178e 8TS—1. Assim, dado TeQ,, existe sempre XeQ,
tal que S—*XS=T. Basta fazer X=23 T'S—1. Analoga-

mente, existe Ye&_ld tal que SYS8—1=17., Basta fazer
Y=_8~1T8. Bste resultado permite-nos afirmar que O 29,
também fica globalmente invariante no antomorfismo em
questfio. Supondo Zes_ld, para cada Zeﬁd 6 ZT=T2Z.
Se for T'=8-1X8,(XeW,), vem 8§—1Z8.T=8-1Z8.
B8 =8"1ZX8=8"1X78=8-1X8.8-1Z8S=

=T.87'Z8, o que mostra ser também S“lZSe&:).d.v

Analogamente, 6 SZS—1eQ;. E, por fim, qualquer que

seja VeQ,, existe Wel, por forma que S—1WS=1V.

Basta fazer W=8V8—1. Vale o /

/
TEOREMA 3: — Dado o mddulo MM, se S é um automor-
Jismo de M, a aplicagiio S, de M sobre si, & sempre operatoria
relativamente aos elementos A e S=1A S, que se correspondem
no automorfismo interno de U definido por S. Em particular,
se S é automorfismo— Q, o0s elementos da imagem Q_, assim

como os do subanel Q ,, ficam invariantes nesse automonrfismo .

interno. O automorfismo S é sempre automorfismo — S, se S
designa o subanel de U que é o comutador de S.

Para significar a 1.* parte deste enunciado, também se
usa a terminologia seguinte: fodo o automorfisme S dum
médulo é uma transformaglio ‘semi-linear , relativamente ao
absoluto . A referida transformacio semi-linear é uma
transformagéio linear habitual relativamente ao comutador
de §. Podemos dar, mesmo, esta proposigiio geral:

TEOREMA 4:— 8¢ S ¢ um automorfismo dum mdédulo N,
S-¢ uma transformaglo semi-linear de I, relativamente

g

todo ‘o subconjunto do seu absoluto U, que figue globalmente
invariante em face do automorfismo interno definido por S,
ou,. pelo menos, que contenha todos os transformados dos seus
elementos por via do automorfismo; e é uma transformagio
lincar relativamente a todo o subconjunio cujos elementos
Jiquem individualmente {nvariantes em face de S (subconjunto
contido no comutador de S ), '

COROLARIO 1:— Suposto S um automorfismo — Q do md-
dulo TN 8 6 uma transformagio semi-linear relativamente

s

aBze e éuna transformago linear relativamente a Q4.

3) Aplicagde aos anéis de ideal irredutivel — Em [26,

,ou Cap. xvi1, § 2] foram aplicados os raciocinios do § ante-

rior, sob uma forma particular. Dado, efectivamente, um
anel R de ideal irredutivel, sejam R, e RN/, duas concre-
tizacBes de SR, nos absolutos 2 e A/, de dois médulos M
e M'. Como M e M’ siio isomorfos — R, sabemos, pelo
teorema 2, que o isomorfismo M = M’ pode ser interpre-
tado no sentido seguinte, [B]: Z<-—2', a R+—a'R',
#D<—z' D', desde que Re R, e R'e RN/ sejam ima-
gens do mesmo elemento peR, e DeR,=D e D'¢
e R;==D' sejam elementos dos andis de divisio D e D',
igualmente em correspondéncia no isomorfismo =z Q’.

Os teoremas 3 e 4 podem também aplicar-se. Em corre-

lagio com esse facto, demonstraremos aqui a seguinte pro-
posigio:

TEOREMA 5:—8e R é um anel de ideal irredutivel, com
duas concretizages R, e R}, no absoluto A dum midulo,
hd elementos ¢, € v (=1ideal direito minimo de R) tais que o0s
correspondentes r € 14, v’ 6 vy, onde Ty € vy sdo os ideais mini-
mos em correspondéncia com v, sdo distintos. Dado pe R,
poremos « p=wx R na primeira concretizagio e zp=2xa R’
na segunda. Suponhamos, em seguida, quée é sempre r=1r'
o que ofz,6 M 6 tal que w,r=zx r,=z t;=M.
Tomado xe M arbitririo, é sempre « =2z,p, =, r=
=w,7, (r'=r). Em seguida, tem-se xp=(z,p,)p=
=%, (p,p). Como p,per, ter-se-4 igualmente zp=
=2, (pop)=, (r B)y=um, (' B’), ou seja x® R=ux R,
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para todo o « e todo o p, o que é contra a hipdtese
feita sobre R. :

‘Posto isto, suponhamos r~~y e v, =M, rozr) o
~u t;=M, e consideremos o automorfismo S, de M,
segundo o qual #, r >, v/, & o+ R ->a +' R', como se vé
através do esquema

a4 T & P R ——o g, R
/ -~ 4 -
Po Lo 0.p < Il
Y S b ! S R~ s gt ol R

Tendo-se (2,r)S=w, ', (x, 7 B)S=a, o/ B! =(x ».S) R/,
conclui-se que RS=L8R', ou R'=8—1RS. Assim, por via
de &, estiio em correspondéncia as duas imagens de R,
em %. Tem lugar esta afirmagio [Ofr. Cap. xvi, & 2,
teor. 4]: Segja M um mddulo em cujo absoluto U existem
duas concretizagies R ;, R, dum anel R de ideal irredu-
tivel. Se o isomorfismo R ;¢ R, determina a correspon-
déncia E+—» R/, existe um antomorfismo S, de M, segundo
0 gual z—»a8—=g', R'=8-1ES8, ou seja, segundo o
qual # > @', 2R > (2R) 8 = («8) R' = «' B'. Nos termos
do teorema 3, podemos fixar ainda este aditamento:
O automorfismo § & operdtério relativamente aocs dois
comutadores ® e D', que se correspondem no absoluto,

de sorte que, sendo D — D' =8-1D8, é também 2D —
>xDS=aSD=a' D,

JACOBSON, como sabemos, {B], [26], d4 um 1ltimo
enunciado, correspondente & hipdtese de se ter ®' =9,
O teorema 4 entra em jogo, sendo vilida a afirmacio de
que S 6, entio, uma fransformacio semi-linear relativa-
mente a D. ' ’

4) Anéis com operadores — Seje S=]a,b,¢,d, ...,
r,8,{,v,...}| um anel que admite 0 dominio operatério
Q={hp,v,v,p,0,17,...}. Além das propriedades 1) e 2),
referidas no § 2, segundo as quais, para o grupo adifivo
de S, tem 1) awe S; 2) (at-dlo=aw-tba; sio vili-
das ainda ag igualdades: 3) (ed)o—=(aw)db=a(baw).

i
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Ql .designari ainda o absoluto de & e @€ o comutador dum

: conjunto € ‘de endomorfismos contidos em . Também 2,
€ Q4 térhio ‘¢mesmo ssignificado .do § 2. Dnma maneira

geral, 'se' QO (que “podé&on nfo ser ‘nm-anel) se considera
dominio operatério dom médulo, 'os -significados de 9,
e Og 530 anslogos aos de Q, e Q4. ] _

Feito isto, chamaremos £, E@, ... as imagens, em ¥,
dos endomorfismos definidos pelos elementos 7,8, ...¢ S,
quando se utilizam como multiplicadores & direita de S,
e chamaremos E®, B9, ... as imagens, em A, dos endo-
morfismos definidos pelos elementos #,3,..., quando se
ntilizam como multiplicadores & esquerda de &. As pri-
meiras imagens formam um anel &g, horuomor_fo de S,
as segundas imagens formam um anel &., anti-homorfo
de &.

" Das ignaldades (¢ 3)A={(a E) By =(a)) b=(a E)) B
(@B)h=(d B?) B, =a(b))=(b E,) EQ, concluimos ime-
diatamente que Qg estd _contido nos comutadores Sga e
@e, tendo-se nggdﬂ Se. Quanto as relacdes sa.t=
=(a E®) EP=s.at={a E@)E®, elas mostram, por seu
lado, que go tem S4EC., 3.ESs. Bm geral, 6,;_6,3:
=&, Sa nio contém qualquer dos factores. Se designar-
mos por =& (Sa, S.) o subanel de A gerado por Sa
o &,, temse T=SaN S., pelo que § sempre 22EX.
A oste respeito é conveniente fazer a observagio de que é
a propriedade 3) que vem garantir a inclusio QzEX.
O anel & funciona de dominio operatdrio miximo do apel.
Os elementos se S, que sio operadores, fieam caracteriza-
dos pela propriedade E@ e . Tais elementos formam um

subanel B, de . Podemos formular este enunciado:

TEOREMA 6:— Dado o anel &, com dominio operatdrio L,
realizam-se as condigbes segquintes, no absoluto U do seu grupo

aditivo: Q SGNS, =T, 6, & 6,,8,£6,.Téo ?o:mz-
aio operaidrio mdximo de O; e, assim, é condiglo necessdria ¢
suficiente, para que s€ S goze da propriedade T e &, que s

pertenga ao subanel B, de S, caracterizado pelas relu-

ghes (xy)s = (x8)y=x(ys), nas quais x,ye& sdo-

arbitrdrios.
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.\06(;_53, de sorte que gd%@u S.=08;, ¢ também &
=8,=6,. Logo 6 2,EF = S, N S,- A aplicagiio de gqual-
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CoRrOLARIO 2:—8e G é um anel com a propriedade
S?=(0) [anel zero], o seu dominio operatério mdzimo é o
absoluto. Basta ter em conta as igualdades & =8, =(o0)
para se concluir 2 afirmac#o.

!

Claramente que o centro 3, de G, estd contido no

anel B do teorema 6. B, por isso, 3;E%. Também se
pode ter em conta gque é sempre T =L TESF, assim
como &,3,56,,8,0,£6,, do sorte que S,TES,,
8,TEQ,.
—_ e
Da_dos, dois elementos s, s’ ¢ B, consideremos o seu comu-
tador [ss'| =ss'—s's. Para cada a ¢ &, tem-se ¢ [ss'] =0,
de. soTte que, guando & nio tem divisores de zero & esquerda,
6 [ss!f=0 ° B é comutativo. Em geral, porém, do facto
de ser a[ss']=o0, quando ¢e& e s,5'e B, apenas pode-
mos concluir a comutatividade de 5.

Suponhamos ©*=&. Para cada we & §, por hipbtese,
#=7Xaa', onde a,a’¢S e o somatdrio & finito. S forem

. P, 16T, yése que (ad) (T T)=(aT) (¢ Th=(a.a' T) ' =

= (2 T') (¢'! T)=(aa’) (I'T), e, portanto, conclni-se
2(TT") =z (1" T). Serd € um anel comutative. O mesmo
terd lugar para qualquer dominio operatério Q;. Tem
lngar este /

TEOREMA 7: — Dado o anel &, para o gual &2 =S, todo
0 seu dominio operaidrio funciona de mode comutative. A dnica
hipdtese de S ndio ter divisores de zero 4 esquerda implica
comutatividade do subanel operatirio B, de S

Passemos a0 caso em que existe elemento nm —=1u6 &.
A imagem de u, em U, é 0 endomorfismo identidade. K ficil-

de reconhecer que, entio, ©; e &, sio comutadores reci- -

procos no absoluto ¥. Sabemos, com efeito, que & S, E@d.
Se, agora, for ¢6¥ tal que (ba)o=(b0c)a, pondo b=u
encontra-se as=(u0)a=ca=a B, ge uc==ceS. Vem

d=

quer operador equivale & aplicacio dum mesmo elemento

o
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do ‘anel, tanto & direita como A esquerda., De facto, pondo
aT=>ba==ac¢, basta fazer @ —w, para se-reconhecer que
é b=c¢. Entio, qualquer que seja ¢e S, tem-se ba=ub,
pelo que be 3. Vale 0

. TEOREMA 8:— Num anel com elemento wm, o ceniro 3,
sew dominto operatorio mdm'ma, tem, no absoluto, u imagem
&;NS,. Um tal anel é sempre fechado. O sentido da 1ltima

afirmacio do teorema foi dado em [24, ou Cap. xv, § 12].

Uma 1ltima sitvagio, quanto a @, é a gue vamos
analisar. Consideremos um anel gqualquer &, o dominio
operatério €4 e o dominio operatério miximo €. Supo-
nhamos ¢ 6<% elemento um de ¥. Para cada se S se pode
escrever s=se¢+ s(1 —¢e), onde 169 é o endomorfismo
identidade. O conjunto dos elementos s¢ forma um ideal
bilateral admissivel —Qg¢, como se reconhece pelas rela-
cBes a.se—=(ms)e, se.a={(sa)e, se. By —=s.c B) = (sh)e.
O mesmo se diz do conjunto dos elementos s —se. Obtém-se
G =0+ S(1—¢), sob a forma de soma directa de dois
ideais bilaterais. Pode dizer-se: :

TEOREMA 9: — E condigdo necessdria e suficiente, para
que ¢ seja o endomorfismo identidade, que, para cada o+ A6,
seja TA=AT+(0). Se e=1, entfio 46T 4 e TAd(0).
Inversamente, supondo ¥ A+ (o) para cada A0, o facto
de ser T(1—e)=Fe(l—e)=(0), edese ter 1 —ce<¥,
mostra que tem lugar a igualdade 1 —e=0, e==1. O teo-
rema pode revestir-se de outro aspecto:

TEOREMA 10:— X condigdo necessdria e suficiente, para
que & seja o endomorfismo identidade, que S ndo possua ele-
mente ato gozando da propriedade ax =xa=o0 para todo
o 6. A condiglio & necessdria: se e=1, a$o nio goza
da propriedade indicada, visto que, de contririo, ter-se-ia
aT=/(o}, ue=a=0. A condiciio & suficiente: seja o+ AeT.
Ixiste xe & tal que # A+0. Como 24 nfo goza da pro-
priedade em questio, tem-se (# )T = (2 T) A+ (0). Logo,
6 A+(0) e e=1, como consequéncia da proposicio
anterior.

Os raciocinios anteriores permitem interpretar facil-
mente o significado de ideal direito (admissivel} gerado
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por um conjunto de elementos de &, qualguer que seja o
dominjo operatdrio 2. Tem-se:

TeOREMA 11:— O <deal direito (a)q, gerado por a, é o

confunto de elementos de © da formaa (E4+ 11, ... E},.Etd). .
@y @ @ '

S i )-“—a(Z.i.lEr - EH By...B,)=2a€(1,0,,8,).
Na mnotacio utilizada, _1 gignifica o endomorfismo identi-
dade de S e 0 somatdrio tem um ndmero finito de parcelas.
Como casos particulares de elementos do ideal em questio,
tem‘(zgx a(ly=@a, a(—1)=—a, a(l4...+1)=mna,
aE =as, a By =ak, a(E; Ei%:(al)s:(as)l, agsim
como (((ar)p)...)o. Mais geralments, podemos dizer:

. TEOREMA 12:— O ideal direito de & gerado pelo con-
Junto {S:}a,b,c, oaalbliel Lo}, de elementos de &, 6
0 conjunto " de elementos de & da forma a(N+£1T ...
B ED LB 4 L 4 (B1E, ... E.E® ...
oo B®), onde o nmimero de somatdrios é finito ¢ o mimero de
parcelas de cada somatdrio é também finito.

Relativamente a ideais bilaterais, daremos o seguinte
enunciado: ‘

.TE?RE::\ZGA 1]3:—0 tdeal bilateral (a) gerado por a, é o
conjunto de elementos da forme a & (1, Q =
=a € (1, Qq, T). ) ; (1, 94, €4, &)

E conveniente fazer algumas observacSes. Das relac8es
s.ah=s E® =(sa)=s BN E, conclui-se B) = B9 R,
pelo que s#o vilidas as ignaldades -1 E@ .E(’iJaE’g‘” E';E e
o B=2 1B EOBIE, .. F—+ 1 B0 o gm
... ki, ete. Parece preferivel, porém, manter a n(o)f}aiﬁo
efoctivamente utilizada nos teoremas 11 e 12. ,

.. Uma segunda observactio é a que se segue, Sé r for um
ideal direito, o ideal v, por ex., obtém-se, como ordinaria-
mente, sem ter em conta os operadores. Mais ainda: um

-ideal direito do tipo « & 4 sempre admissivel, tal como nm

ideal esquerdo & «, pois que, por ex., Ga=4¢&,,(Ga)Q,=
:(468-)96_5_6563.
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Aproveitamos esta ocasifio para corrigir uma afirmagdo
contida em [(I), pags. ib7], relativa aos elementos de uma
4lgebra associativa que podem considerar-se como raizes.
Doam modo geral, se © é um anel com operadores, « €S
gerd nma 7aiz, se (a)g for nilpotente. '

A 1ltima observacio ¢ a | seguinte: se existe elemento
um, vé-se que (a)a=10a E(S,) =28, (1)=ae¢E(T)=10el=

‘ :a@deez a@e@)d.

Postas as considera¢tes anteriores, torna-se claro como
deve proceder-se nas demonstractes dos teoremas da teoria
geral dos anéis, quando se pretende estendé-los ao caso em
que existem operadores. '

Se & & um anel associativo gqualguer, com dominio ope-
ratério @, tomado o idempotente ee®, o ideal esquerdo
gerado por e é simplesmente Se=1¢,. O anel dos endo-
morfismos — &, de Se, é isomorfo de ¢Se. Os endomor-
fismos — © sio também endomorfismos—Q. Admitindo
que ¢Se é um anel de divisso, results, duma propriedade
geral dos endomorfismos com inverso, que todo o endo-
morfiemo— &, -de Se, 6 antomorfismo. Em ligagio com
este facto, demonstraremos a seguinte proposigiio:

TEOREMA 14: — Supondo que Se ndo tem ideal esquerdo
nilpotente admissivel de ©, e que, para cada otaeOe, é
Gax(o), entdo, é condiclo necessdria e suficiente, para que
Se seja minimo, que e Se seja anel de divisdo. Se Se 6
minimo — (&, 2), o anel de endomorfismos — (S, 2), on
anel de endomorfismos -G, é anel de divisio. Inversa-
mente, sendo ¢Ge um anel de divisio, se tomarmos
otaeGe, do facto de ser ¢Ge.eGaseSa, conclui-se
que o ideal esquerdo ¢©a, de ¢Se, satisfaz a uma das
igualdades segnintes: eGa=/(0), eGa=eSe. o fosse
e®a=/(0), serin SeSa=(0), o, consequentemente, fer-
-se-ia (Sa)2={(0), Ga=/(0). Hsta 1ltima ignaldade nio
pode ter lugar, por hipdtese. K, assim, eGa=eGe,
GeCe=CeGe=5eESa, o que prova ser Se um ideal
minime, [Se=Geal.

Como consequéncia interessante podemos afirmar: num
anel gsem ideal nilpotente, é condigio necesséria e suficiente,
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para que Ge seja minimo, que eGe seja. anel de divisio.

Nao esquecamos, com efeito, que, sendo ato,é Sat(o),

pelo facto de a hipétese contréria levar 3 existdneia de
ideal bilateral admissivel a (o) tal que Sa=/(o).

E evidente que o teorema 14 tem andlogo relativo a nm
ideal minimo ¢&. O mesmo se diz da afirmacio anterior.
Assim: num anel sem ideal nilpotente, se Se¢ é ideal
esquerdo minimo, ¢S ¢ ideal direito minimo, (8, pag. 13].

Aos anédis simples que nfo sfo andis Zero, aos andis
irredutiveis, assim como aos anéis semi-simples nos senti-
dos de ARTIN-NOETHER, de N. JACOBSON e de BrowN-
-McCov sfo apliciveis o teorema 14 o as suas congequén-
cias. Se QN for o radical superior de BAER, também S/N
néo tem ideal nilpotente. '

Ligada as feorias dos mddulos e anéis com operadores,
estd a teoria das representagBes dos anéis, como se encontra
exposta em [(I), Cap. vin]. Por isso, dentro das considera-
cOes gerais anteriores, vamos tratar uma guestio sobre
representa¢des, no sentido de precisar um ponto relativo
20 caso em que elas se supSem operatérias.

Dado um médulo M, suponhamos & e K dois anéis que
operam: a direita de M, de tal sorte que M 6 médulo — &
e mdédulo — R. As imagens de S e de K, no absoluto A,
de M, serio designadas, respectivamente, por G4 o K.
M dir-se-4 um médulo duplo direito — - (S, R), se se tiver
GaS R4, e, consequentoments, RzS Sy, Se K eatd con-
cretizado em A, ou seja, se tiver lugar o isemorfismo
R>~R;, a imagem S; diz-se uma representacio directa
de & em Re M chami-se médulo de representacdo.
Em geral, pordm, &; ¢ uma ‘representacio directa de &
por meio de Rg. Supondo ve M, 46 @, he R, & vilida
a lel de troca va.h=vwh.a, ou vE £ ==vE, E , onde
E_ e E, tém significado imediato. Quando & tem um
dominio operatério SR, a representaciio directa diz-se
operatdria, se, além de representacio no sentido anterior,
for ainda, suposto veQ, B =E E, E claro que este
ultimo produto tem sentido, mas, enquanto que E, e E,
pertencem ao comutador g, nio podemos dizer o mesmo

1v

de E,. Relativamente ao mddulo de representacio, alérq
das reldcfes v u.h==wk.q, terio lngar estas outras: v.ap=
=wva.p=vp.a. O conjunto das duas espécies de relagBes
é suficiente, de resto, para que &, com o dominio operatd-
rio 2SR, tenha uma representagiio operatdria por meio
de R4, estendendo ligeiramente a ideia de representaciio
operatoria. Admitamos que é ainda ME=M&Ss=M.
Vamog ver que se terd necessiriamente E, e R ;. Tomemos
veé M e ponhamos v=xm, & g onde o somatdrio é finito

e m;eM, EaiGG&. Serd vE A=x(m,E, )E =

:"‘”‘z'?‘Ea,-p =Z‘.mi?LEaiEpzzm‘,EailEpzlep. Por

consequéncia, valerd v, i, =v E), E,, ou seja E, ¢ @q .
No caso de R estar concretizado em ¥, podemos concluir
que ph =~ p, portanto que @ estd contido no centro de .@
Tem Iugar este

TEOREMA 15:—8e & ¢ um anel com wm dominio opera-
t6rio ©, a existincia duma representagiio operatéric de © por
meto de R, sob a condigdo @ ER, implica 0 ,SER,NK,,
ou seja Q , contido no centro de R, se tiver lugar « tgualdade

MGS=M, para o médulo de representaglio correspondente.
Em particular, se 8 estd coneretizado- ao absolulo de M, Q
pertence ao centro de K.

Cologuemo-nos na hipdtese das representagbes finitas.

- Significa isso que o mddulo de representacio é finito fobre
R, da forma M=u; R+...+u, R, onde | se supSe ter

elemento um, que é operador unitirio do mddulo, e os
w; constituem uma bage independente — & do médulo M.

Como R é um anel anti-isomorfo do anel R, de todas as

matrizes de grau » com elementos de X, a representacio
directa de ©, de que atrds nos 0CUPaMOs dum ’morlo geral,
pode substituir-se por uma representagio reciproca de ©
por meto de matrizes contidas em K”. Ao elemento ae®
corresponderd a matriz Ae K, definida por via das

igualdades

»
Ui G== F UjQj, A:(G(j,-), ccj.,'eK.
s=1
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Existindo dominio operatério 2 E K, se a representaciio for
operatdria, terfio lugar as correspondéncias a-> 4,ap— 4dp,
como se deduz das relacBes

#
U . QP = Uy EQP:QHE“EP =(_Eluj G!J',')EPZ
J=
”
= E uj(ajip):

Imaginemos, em seguida, a hipdtese inversa. Sabe-se
que &, com um dominio operatéric 2E R, tem uma repre-

_senta(;ao reciproca por meio de matrizes de K, segondo a

qual e - 4, ap - 4 p. Recorrendo ao médulo M ==, K 4.
+ ...+ %, K, pomos em correspondéncia as matrizes 4 e
Ap com endomorfismos — K, respectivamente representa-
dog por E, e E,p. Nio é, necessdriamente, E,p zEaEp ,
como se conclui do modo seguinte: pondo v =Y u;1;, tom-se
viap=x(uik; )a,p._z(u,, . ap)l,_ Z} U p?u;, gUa.p==

__Z‘,(u l,,.a)p_r,u,a_,,,l p, © que mostra ger, em geral,
i

¥
v, cap:i:m p. Em correspondencla com este resultado, con-
sideremios, se tal for posswel uma mudanca de base em M,
da forma (uw,...,u) )=(v,,...,%,).P, onde P § uma
matriz invertivel. As matrizes P! AP e P-1(dp)P
induzem na nova hase 08 m'esmoa endomorfismos B, e Eqp.
Geralmente, contudo, 6 Pt (de) P+ (P~*AP)p, diferen-
temente do que aconbece na primeira base. Tem, todavia,
Ingar o seguinte

TEOREMA 16:— A todo o mddulo finito sobre K, de uma
representacio operatdria em K, dum anel S com o doménio
operatério Q EK, corresponde uma vepresentagiio operatéric
por meto de matrizes finttas; inversamente, se Ka é comuta-
tivo (ou, pelo menos, se Qg estd contido no centro de Ka),
@ existéncie de wltimae representucio arvaste ¢ existéncie do
primeiva, ¢, portanto, o existéneia do correspondente mdidulo
de representacdo,

B) Sobre os anéis simples — Comecemos o estudo dos
anéis simples pélo caso dum anel zero sem operadores.
© 6 comutativo, pois que ab=ba =0, quaisquer que

+
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sejam @ e &, Um ideal gerado por a0 serd da forma | mal,
onde m ¢é um infeiro qualquer. Em particular, tomado
ket o, pode sempre escrever-se ¢==r.ka, com um certo
inteiro ». Da relagio (rh— 1)e=o0, conclni-se ser &=
=j{0,a,2a,...,(¢—1)a} um grupo finito. Hé uma
caractenstma finita ¢, que é aqui um ndmero primo.
O sbsoluto U dos endomorfismos de &S, todos endomor-
fismos — &, é o comutador da imagem de &, em U,
imagem que é zero. Duma maneira precisa, 2 veduz-se ao
corpo I/(g), onde 7 é o anel dos inteiros.

Suponhamos em seguida que &, suposto ainda anel zero,
é simples relativamente a um dominio operatdrio @, cujos
elementos n#o induzem todos o endomorfismo nulo. Qual-
guer submédulo —Q & ideal, pelo que & se reduz a um
mddnlo simples — @. Todos os elementos do absoluto
podem tomar-se como operadores, de harmonia com o que
se viu no § 4. Aqui, porém, © é j4 mdédulo simples — Q4.
O comutador de @4, ou de qualguer subanel do absoluto
qume contenha Q4, 6 um anel de divisiio. Bm particaler, o
comutador de ¥, ou centro de %, é um corpo. A estrutura
de © & dada simplesmente pela igualdade S=alq,
suposto ¢« 3% (0). Quando o dominio operatério 2 6
comutativo, Qg serd comutativo e estard contido em Qq.
Quaisquer que sejam oFaeS o oF deQq, serd, por con-
gsequéneia, a A+o. Tomando BeQy ¢ aB=aB,, com
B,eQq, serd B= Bo, pelo que Q4=14. Deste modo,
tem-ge:

TEOREMA 17:— Suposto © um anel zero, simples relativa-
mente ¢ um dominio operaldric Q, que funciona de modo
comutativo, o anel Qq, gerado pele imagem Qo no absoluto
de ©, ¢é igual ao seu comutador.

Daqm e do resultado estabelecido no caso em que Q8
vazio, conclui-se:

COROLARIO 3:— Todo o anel zero, simp?es relativamente
a Q, sob a condigdo de @ ser comutaiivo, é uma dlgebra zero,
szmples, de corpo fundamental & 3=Qq4. Se Q ¢ vazio, o cmel
é dlgebra zero, simples, sobre o absoluto. Inversamente: se O é
wma dlgebra zero, simples, sobre o corpo K, & um anel zero,
simples relativamente a K, de estruture $=aK, (oFae 53),

tendo-se K =K.
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Passemos aos anéis © que, néo sendo anéiy zero, sdo
simples relativamente a . &2 é sempre ideal — &, pelo
que S?=G&. O dominio operatério & fonecionard de modo
comutativo, Oz 6 um anel comutativo, tendo-se Q3 ET N Q4.
Qualguer que seja 0Fae S, tem-se a £+ (0), pois, de con-
trdrio, j4 seria o S4=(0s)=0aS e haveria ideal bilateral
admissivel a#(0), para o qual ¢ & ={(0), o que implica-
ria ©2=(0). Podemos escrever aT =&, o que significa
gser & anel simples, mesmo que se considere sem opera-
dores. Além disso, ¥ é irredutivel, enquantc que o sem
comutador ¥, que é um anel comutativo, se reduz a um
corpo, Para nenhum a$o valerd a By =0, se £, 0. Tom

lngar o segninte:

TEOREMA 18: — Seje & um anel, que ndo & anel zero.
B condigiio necessdria e suficiente para que ©, suposto admitir
um dominio operatério Q, seja simples, que ssja simples,
considerado sem operadores. Um anel simples relativamente
a &, ndo anel zero, é dlgebra simples, ndo dlgebra zero, sobre
o seu dominio operatério mdximo, e, é claro, sobre todo o
corpo que possa considerar-se dominio operatdrio do anel,
desde que o elemento um do corpo seja operador unitdrio de S.
Assim:

COROLARIO 4:— K condigdlo necessdria e suficiente, parda
que , suposta uma dlgebra sobre R, ndo dlgebra zero, seja
simples, que seja um anel simples, ndo anel zero, considerado
sem operudores. ‘

Continuemos com as mesmas hip6teses sobre &. O cen-
tro 3 é dominio operatdrio. Suposto oF¢c€3, ndo pode ¢
ser um divisor de zero, visto que a hipétese ca==0 com
a+o, levaria & existéncia de nm ideal bilateral ndo nulo
aniquilador de ¢, consequentemente a c¢&=(0), o que
nfio pode ter lngar. 3 aparece concretizado em. ¥, sendo,

na verdade, um subcorpo de €, como vamos ver directa-
mente. Para cada ofce3, 6 ¢G&=C. Para ¢'¢3, qual-
quer, a equacgio ez =c' ésolivel em &. A soluciio « per-
tence, porém, a 3, como provaremos, mostrando ser az—xa.
Admitindo que é cy—=—ga, tem-se, de facto, za=xcy—
=cey—=c y=yc =ycx=cyxr=ax. O elemenito um
de 3, concretizado no endomorfismo identidade pertencente
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a ¥, ¢ elemento um de &. O raciocinio feito permite este
enunciado:

TeoREMA 19: — Todo o anel &, ndo anel zero, simples
relativamente a 2, com um centro 3+(0), é dlgebra simples
s0bre o seu centro. O elemento um de R & elemento um de &,
Também & vilido o >

COROLARIO H:— Z condigiio necessdria e suficiente, para
que um anel S, ndo anel zero, simples relativamente a Q, tenha
elemento um, que o seu centro seju % (o).

Passa-se agora, naturalmente, aqueles anéis gme sio
somas directas finitas de anéis simples, supostos nulos os
produtos das parcelas, duas a duas. Tais anédis & podem
definir-se como sendo gerados por um ndmero finifo de
ideais bilaterais simples ;. Ponhamos, entfo, &=a; -+
+ ...+ a, com a;a;={(0), se i+j. Em [(I), phgs. 26-27],
deram-se algumas proposigdes sobre este caso, depois com-
pletadas em [(I), pags. 80-31], na hipétese de existir ele-
mento ue S,

Independentemente da existéncia de elemento um, tdm
Ingar ag consideragbes a seguir. Imaginando & como médulo
sobre o dominio operatério €, serd & completamente redu-
tivel. Dado um ideal bilateral B, de &, pode sempre escre-
ver-se =B} ¢, onde € § soma de certos a;, digamos
C=q;, ...+ a,. Claramente que so tem BN as;=(0),
ge j=1,...,r. Posto isto, tomemos 56 B e escrevamos
a sua decomposigio b=">d1+...-} &, (br6ax). Ses¢ S for
da forma s—=—s; ... 6, vé-se que bs=bys;+ ...+
bes,sb==51by+ ... -85. Sendo bs e s pertencentes
& B, conclui-se que, figurande na decomposicio dum certo
6B nm certo by € a, figuram na decomposiciio de elemen-
tos de B todos os elementos da forma by si, sidx, (3¢ € az).
Sob a hipétese de haver um br}o, a totalidade dos ¥,
como ideal bilateral de az, sexd igual a este ltimo. Vamos
mostrar agora que, para cada {(0) F ] bz = ai, se tem a4, £B.
De facto, é ar B==0a2 = a4 EB. Deste modo, dada a decom-
posigio indicada para O, assim como o ideal bilateral B,
teremos de considerar, a mm lado, as parcelas a; €D, para
as_quais a soma directa é igual «B; a outro lado, as par-
celas néio contidas em B, para as quais é a; N VB=(0), e
que terio de ser as restantes. Chega-se & concluir & =3 -
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4- G, ‘3=€(i,.+1+---+ai;, C=a,+ ...+, Em

resumao:

TeEOREMA 20: —S8e o anel & é uma soma directa dum
dmero finito de ideals bilaterais simples, da forma @ =a;+
+ ...+ az, dado wm ideal bilateral B, de S, tem-se sempre
S=B+C, onde B é a soma dos a; para os quais B a; =
==a;, 066 & soma dos o; para os quais BN a;={(0).

COROLARIO 6: — A decomposigio de O, nas condigles do
teorema, é umwocamente determinade. O ainda: os wnicos
ideats bilaterais simples de S slio os ideais a;. Sob esta forma,
a afirmagio parece menos geral que outra dada em ({I],
pégs. 30], mas deve ter-se em conta haver-se exigido naquele
lugar, repita-se, a existéncia de elemento um, em &

6) Sobre os andis nde assoclativos — Um anel ndo asso-
ciativo 4 um anel no qual falta tnicamenfe a associa-

tividade do produto. Trata-se, portanto, dum mddulo -

4

que admite os seus elementos como operadores, tanto &
direita como & esquerda. Representando por ¥=la,b, ...
ve s Ty 8, .0 4@, Y, ... | nm anel néo associativo, se existir
um dominio operatério £, suporemos gue os’elementos
de & operam sobre X, de harmonia com as proprieda-
des 1), 2) e 8), indicadas no comego do § 4.

No absoluto €(X)=%U, hi que considerar também os
subanéis associativos Q4,%4, ¥., ete.. O subanel € (Xz,X.)
representd-lo-emos por €3. Como no caso associativo, tém
lugar as relagdes Q=2X%4 M %,,Q4EQ. 1 a observagio
do que ueQ leva a (wy)a=(2EY)a=(xa) By =
=(za)y=(y EQ)a=(ye) E® =@ (y«) mostra poder
considerar-se Q0 como dominio operatério maximo de %,
ainda como para og anéis associativos. Em JaCOBSON, [4],
designa-se Q por anel de multiplicagdo de ¥ e Q. por cen-
tralizador de multiplicagdo de ¥. Claramente que aqui é

%4 ndo pertencente a X,, X. néo pertencente a Xa, Xg%ke+

+%,%5. Mas sio validas as relagles QAA=0QEY, em
particular, portante, estas outras: 2.2 =00;EQ.

Na verdade, tem-se . Elu=(va)e=wx.ce=2 E®
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 EQa=(azx)e=(ae)z =0 E¥  resultados que nos per-
mitem precisar ser ﬁidgfd, Qi cX,.

Os elementos se X, que sfio operadores, caracterizados
pela propriedade E@ e Q, formam um subanel de ¥. Com
efeito, suponhamos s, s’ 6% tais que EP, E¥ e Q. Entio,
ge for Eid=—EW E@, ter-se-4 E@ eQ. Ora isso é ime-
diato, pois w.ss' =(xs¢')s=(ws)s’, 0 que, de resto, nos
permite acrescentar ser Z® E‘;P:E"s‘,’) E®, Qnanto & dife-
renca 8— s’ a conclusio é aniloga. Do exposto resulfa
finalmente que B 6 um anel associativo e que & sua ima-
gem B, S 4 um anel associativo comutativo. X valido o

TeOREMA 21:— Dado o anel ndo associative X, com
dominio operatério Q, realizam-se as condigles segquinies, no
absoluto U do seuw grupo aditivo: QaS¥iNZE.=Q. Q é o
dominio operatério mdximo de X; é condigio necessdria e sufi-
clente, para que 56X goze da propriedade BV e Q, que s
pertenga ao subanel associativo B, de X, caracterizado pelas
relagles (xy)s=(xs)y==x(ys), nas quais X,yeX sdo
arbitrdrios; e, finalmente, a imagem Ba=XaNQ S, de B,
é um anel associative comutativo, :

Diz-se centro 3, de %, o conjunto dos elementos de B
que comntam com todos os elementos de X. Trata-se dum
subanel associativo comutativo de B, valendo 33EVa<
£9. Vamos ver que 34 ¢ Vg ; stio idggds direitos de 2.
Em primeiro lugar, tem-se By QE X3 QEX:, B QEQ,
de sorte que BaR EX¥sNQA=Ba. Quanto a g, sendo
34925 Ba, 80 resta provar que, sendo ce 3, ue Q, 0 ele-
mento ¢« comuta com todos os elementos de ¥. Ora isso &
simples: #.ce—=%c.a=cx.a=c¢a.xz. Convém observar
ainda gue a correspondéncia homomorfa s — E@, que faz

passaxr de B a Ba, 6 operatdria relativamente a Q. I parte
dela a correspondéncia 3 ~ 33. Podemos dar este enun-
ciado: :

TEOREMA 22:— O cenfro 3 dum anel ndo assoeiativo X é
subanel associative comutative do anel associativo B referido
no teorema anterior. As imagens 34 e Bga sfo idewis direitos
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de Q, e as correspondéncias homomorfas 3~ 34, B ~Bg,
" sdlo operatdrias — Q. .

Quando nm anel nfo associativo verifica a condigio
¥*==X%, o centralizador Q@ é um anel associativo comu-~

tativo, tal como o anel € correspondente do & 4, Tem
Ingar este

TEOREMA 23:— 8¢ X ¢ wm anel ndo associative com «a
propriedade X2 =X, todo o sew dominio operatério funciona
de modo comuiativo. Em particular, o centralizador de mul-
tiplicaglio & comutativo. -

Be ueX 6 elemento um, claramente que ue 3. Qual-
quer que seja o dominio operatério {2, a aplicagio de X oun
de %A leva ao mesmo resultado. Por isso, serd uhe 3.
Jé se vin também que ul comnta com todos os ele-
mentos: de X. OConsequentomente, serd uke3, o que
significa que a imagem 3 ineclui j4 todos os dominios

operatdrios possiveis. A existéncia de u acarreta ainda as .

relagfes X¥4S%,, X,S Xq, pois, por ex., se for Be¥X,,
tem-ge u >uB =0, s==pu >axB=(eu)B=uBE® B=
=@B)E@=bE® =wb=aE®, o que implica B=E®.
A igualdade ¥;=2%, nfio pode provar-se porque, dife-
rentemente do que sucede no caso associativo, nfio ¢ aqui

£2£%,. E valido o IJ

TEOREMA 24:— Num anel ndo associativo X, com ele-
mento wm, o centro Z,, sen dominio operatdrio mdzimo, tem, no

absoluto, o imagem Za=Ba=0=%e¢ N FoEXa N Xo.

Uma dltima sifnaghio, quanto a 2, é andloga & que foi
analigada no § 4 e levon aos teoremas 9 e 10. Podemos
fazer aqui as mesmas afirmacBes. 1 também conveniente
fixar que a decomposigio X =X e X (1 —¢) é ainda uma
decomposigiio em ideais bilaterais.

A nociio de ideal direito admissivel de X, gerado pelo
elemento ¢, 6 a mesma que no caso associativo. B o con-
junto de elementos @ & (1,94, Xg). O ideal bilateral gerado
por a é o conjunto a € (1,Q4,9). A expressio e X nio cons-
titn] wm ideal direito admissivel. O idesl direito gerado por

)

aX é aX 4. Trata-se de ideal admissivel. Um ideal direitg
r, de X, serd um subgrupo — £ que, com cada «er, con-
tém o & (2, Xg). O ideal r? poderd definir-se como o con-
junto de elementos da.forma & lae/(ZA1E® ... E{¥)],
onde ¢,a’6r e os dois somatérios sfio finitos. Tratar-se-4
do ideal direito gerado pelos elementos @ a’. Neste sentido,
também se poderd definir um produto vt/ de dois ideais
direitos como o ideal direito gerado pelos elementos »7/,
com reér,r’ er’. Serd r*Er,rt'Er, mas havers uma
dissimetria grande em confronto com o caso associativo,
resultante do facto de os elementos de 1’ nio poderem
tomar a forma Lo/, J4 tivemos ocasiio de interpretar um
ideal bilateral a como um subgrupo —Q que, com cada
aeqa, contém a&(Qz,Q). Se & é vazlo, a é caracterizado
por ser um submédulo com a propriedade aQEa. X% 6
sempre ideal bilateral. Pode conceber-se como o conjunto
dos elementos da forma D¢ ¢/, (¢, ¢’ ¢ X), n#to importando que
Q seja ou nfo vazio. o
Existindo ue X, a € (1,24, X3)=0Xg4 é 0 ideal direito
gerado por «. Um ideal direifo v é caracterizado pela pro-
priedade de ser submddulo que, com cada «, contém _aXd.
Acerca de idempotentes, limitamos as nossas considera-
¢Ges a wma simples observacio. Seja fe X um idempotente.
O ideal esquerdo fX,, gerado por f, 6 um submddulo
—(X.,2). Os sens endomorfismos — X, sio endomorfis-
mos — (X,,Qq), pois que, dado o endomorfismo — X, defi-
nido pela correspondéncia f— f A4, (A e X,), vé-se que
tem: f_=ff=fE§f’—‘*ffl“”E}e’zfﬂ‘e’,fJ?;'L:E{:J;)Ex=
=fEE, =fE - fA) Bl = (fA®) Ef By =
=fA) B, . ; -

Passemos a alguns detalhes relativos aos anéis simples
n#io associativos. Como n#io podem ser anéis zero, fer-se-a
X?=1X. O centralizador de multiplicacio L é comntativo,
Como, por outro lado, X é simples —(52,%4), se pusermos
P=E(Q,Ly), serd X simples —P. Bntho, P=2NY¢
é um anel de divisio, consequentemente um corpo, ao
mesmo tempo que, por ser & comutativo, serd ainda Qg4
comutative, e Q¢EP. Também aqui, se for oFweX, é
aQ+(0), visto gque a hipltese &2 = (¢) acarretaria, se
b2 ={(0), a relacio (¢ —b) Q2 = (o), sendo também
(aQ) @ =(0); (alyg) Q= (aQ) Ly = (0). Ter-se-ia
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XQ=(0), e, em particular, X2=—=(0). E podemos con-

cluir a igualdade ¢ 2 = X, visto ser a Q nm ideal bilateral

admissivel nio nulo. A simplicidade —(X2,Q;z) arrasta a
simplicidade — Q. e reciprocamente. Logo:

TEOREMA 25: — 8¢ X é um anel ndo associativo, simples
relativamente a Q, & também anel simples sem operadorves.
Um anel ndo associativo, simples relativamente a Q, é dlgebra
nflo associative sobre o seu dominio operatdrio mdximo, s, é
cluro, sobre todo o corpo que posse considerar-se dominio
operatério do anel, desde que o elemento um do corpo seja
operador unitdrio de X . Assim: '

" COROLARIO T:— & condigiio necessiria e suficiente, para
que H, suposta uma dlgebra ndo associativa sobre R, seja
simples, que seja wm anel simples, considerado sem opera-
dores.

J4 dissemos que o centro Z ¢ dominio operatério.
Se for o ce Z, sabemos que é também ¢Q=X. Como,
porém, cR=cXg=cX,=eX, tem-se ¢ X=X . Admi-
tindo, pois, que o centro é (o}, o teorsma 22 garante-nos
ger Za—=9%. Neste caso, Z a4 é uma concretizagio de Z,
de sorte que o centro é um corpo. De resto, poderd che-
gar-se 4 mesma conclusio por uma via directa, tal como
para o¢ andis associativos.) Seriam apliciveis os mesmos
raciocinios que levaram & relagio aa=uwxa, para cada
golucio de cax=c¢f, com ¢,c’ 6 7. Suposto isto feito, a
verificagio de que « satisfaz &4s igualdades (ad)z=
=(ax)b=a(bx), com a,beX, pode efectnar-se como
segue. Hscrevendo a¢==sg¢, além de xc=c¢', vése que
(eb)z=(s¢c.b)x=(sb.cx=sb.xc=sb.c'=s¢".0=
=(s.2¢)b=(sc.x)b=wux.b; 8 se supusermos b=tec,
além de cz—¢’, vé-se que (ad)x=(a.tc)z={(at.cla=
=at.zec=at.c! =a.te’=a.(t.xc)=a(tec.z)=a.bm.
A circunsténcia de o elemento um de Z estar concretizado
pelo endomorfismo identidade garante-nos ser aquele ele-
mento um o elemenfo um de X, Tem lugar o

TEOREMA 26:— Todo o anel X, nle associativo, simples
relativaments a Q, com um centro 7, +(0), é dlgebra simples
sobre o seu centro. O elemento um de 7, é o elemento um de X .
A tmagem Zq é, entdo, o centralizador de multiplicaglo.

< caall
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COROLARIO 8: — K condigio necessdria e suficiente, para
que um anel ndo assoctativo X, simples relativamente o Oy
tenha elemento um, que o seu centro Z, seja £ (o).

Uma demonstraciio directa de que 16 7 é elemento um
de X pode ser a seguinte: tendo-zse ¢ X =X, para cada
ced, com eko, 6 tambdm x=ct, lz=1l.ct=1l.te=
=c¢t—=axz—=el, (zeX). .

Como observacgiio final sobre os anéis simples, diremos
0 que val seguir-se. Ss H 6 uma dlgebra simples, n#o
associativa, sobre R, a hipdtese Z F(0) implica, nos ter-
mos do coroldrio 8, que exista 16 9. KEntio, o dominio
operatdrio méximo de $ 6 o seu centro, pelo que, do facto
de o elemento um de R ser operador unitirio resulta
poder supor-se RE7Z um subcorpo do corpo Z. Assim:

TEOREMA 27:— E condiglio mecessdria e suficiente, para
que , suposta uma dlgebra simples, ndo associativa, sobre K,
tenha elemento um, que 0 sew centro 7, contenha o corpo R.

O § val terminar pela consideracio de um anel néo asso-
ciativo X , susceptivel de escrever-se sob a forma X =X, 4
4+ ...+ X;, onde os X; sio andis simples para os quais e
tem ;2 —o0, se 15 e wie X;, % e X;. X aparece decom-
posto numa soma de ideais bilaterais simples, sendo aplica-
veis todos 03 raciocinios gue levaram ao teorema 20 e seu
coroldrio 6, pelo que tém lugar os mesmos enunciados.

Neste caso, por se ter X22X?=2X_,, é ainda X?*=X.
Para o dominio operatério maximo de X, que é o centra-
lizador de multiplicacio Q, valem as relacles X;QEX;,
como se conclui do modo a seguir. B X, Q22X!=X,,

X, EX,, ouseja X, 2=X,; por outro lado, sendo QQcE
€9, temse X, 22=X, 25X, 2=2X,. Fixemos esto

TeEOREMA 28:— Dado o anel nde associative X, soma
directa dum mnumero fintto de {deais bilaterais simples, da
forma X=X, ...+ X,, podemos afirmar: 1) o anel X
ndo contém outros ideais bilaterais simples além dos X.;
2) para cada ideal bilateral B, de X, tem-se sempre X —
=B -+€, onde B ¢ a soma dos X, para os quais BNX, =
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=X, ¢ € a soma dos X]. para o8 gudis BI‘]XJ.=(0);

8) gqualguer dominio operatério de X funciona de modo comu-
tativo e é dominio operatério de cada X;.

7) Sobre a teorfa das somas directas discretas —
Em [24, ou Cap. xv] & [34, ou Cap. xix], estuddmos
largamente as somas directas discretas de médnlos. No teo-
rema 7, do § 3, de [84], fala-se duma soma directa com-
pleta, em ligagho com a teoris das somas directas em causa.
Trata-se dum pequeno lapso, poi¢ néo estd em jogo uma
soma completa, mas uma soma snbdirecta especial [ Cfr. 34,
§ 2, assim como o Cap, xvi, § 2]. No § 8, de 31}, encon-
tra-se, de novo, a exposiciio de [24], com certas alterac@es,
que julgamos Vitil recomendar.

Aqui limitamo-nos ao que vai ver-se. O teorema 50,
do § 12, de [24, ou Cap. xv], lova a estes coroldrios:

COROLARIO 9:— Se © & um endomorfismo — R, de M,
que aplica wm submédulo my em (o), entdo @ =o.

COROLARIO 10:— Se mt & um mddulo —R, fechado — R,
toda a some directa discreta de mddulos isomorfos — R, de

m, é um médulo— R, feckado — R .

O teorema 53, do mesmo § 12, de [24], pode demons-
trar-se de modo mais simples do que o que foi utilizado.
Daremos essa demonstracfo.

TEOREMA 29:— Na soma directa M =13 m,, de midu-
los m, , dsomorfos — R dum mddulo m, hé wma correspondén-
cia biuntvoca completa entre os submddulos — R, de M, ¢ os

submddulos — R, de m. [R é o comutador da imagem R,
de R, no absoluto de m]. - :

Seja N nm submédulo—R; de M. Por meio dos homo-
morfismos W ~ ut, , definem-se homomorfismos N~n,=

=N E, . Vé-se que 1, EN. Deste modo § N=x n,. Por
melo de n,, define-se n, e '=nEm. Vamos reconhecer
as duas propriedades seguintes dé-n: 1) n é submédalo -
—&; 2) n é independente do indice . Hagamos p=u,
A propriedade 1) prova-se verificando que n, K, RE S
Eng. Ora isso 4 imediato, pois n, B, RE,=NE,.
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.E,RE,=N Ea§2 E,ENE, =n,. Quanto a 2), tel?l
de verificar-se a igualdade NE, 9. '=N E,¢;?, ou seja
a relacio NEMP[,TI ¢,=NZ,. O 1.° membro representa
NEuApy=NEuy=N Fpuv EywEN Ev. Como é andloga-
mente N.Evp,gNE!:., vé-se que NEvy. -Elu.vgN Ep.p.Ey.v,
ou seja N EvSEN Euv. B, portanto, N Epv=N Ey, como
ge deseja. Reciprocamente, partamos de n, suposto sub-
médulo — K. Passarse a >0, =n9,, n>n,=n¢,=
=n,ey 0y =n,A,,=n,E,A,,=n, E,,. Depois, cons-
trnamos N =2Xn,, . Trata-se de ver que N é snbmddulo —
—~R. Tomemos S=3x EuSEyeR. Para aplicarmos §
a N, temos de aplicar S a cada , . Mas, entfio, basta apli-
car a 1, os diferentes & FS E,, (p fixo, v qualquer). Tem-se
n,EB,8E,=n,E SE,. B,y=n, E,,=n,. Vése que nio
safmos de N, quando lhe aplicamos qualquer S e K. O teo-
rema é agora imediato. :

8) Sobre os médulos semi-simples — As consideragbes
desenvolvidas em [34, § 5], vamos juntar oufras, igualmente
susceptiveis de aplicages interessantes. COmeqaremqs pelo

TeoREMA 30: — Seja M um mdédulo semi-simples e supo-
nhamos M, um submidulo — S para o qual W 4; €Wy,
quando se tornam os n endomorfismos — S designados por
A, Ay, ..., Ap; entdo, é possivel escrever My =2 + Ny,
onde Qg é anulado por todos os A;,(i=1,2,... ,}1), ¢
N;A;EN;. Escrevamos M, =N+ N7, onde N; é o
nicleo do endomorfismo M, ~ M, 4 e ) é um certo
submédulo — &. Pondo P, = (N7, N 4,), verifica-se que
so tem P A4 EP pelo facto de ser M, A, =N4,
M, 4, A EM A, NA4,. Alg‘DﬁlA1=c.RfA1; Comfl),
por outro lade, de P, SN, se tira P, =P, NN; + N7,
e como é N =PNN; + DB,, também se v& serem vilidas
as igualdades M, = (P, NN} +B,+ Ny =P, - B,, sem
esquecer que se tem B, EN,, B, 4,=/(o0). Responde-se, por
consequéneia, a0 caso em que n=—1, pondo Q;=%L,
Ny==P;. Imaginemos agora o teorema demonstrado para
n—1., Vamos provi-lo para n. Partiremos de 93?1_ =
=Qu—1+Nu—1, onde Q,—1 é anulado pelos 4;, (j =
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mento.um ¢ operador unitdrio do médulo, é um anel completo
de matrizes transfinitas de linhas somdveis, com elementos
dum anel de divisdo isomorfo do anel de endomorfismes — R
dum ideal diretto simples de R.

Baseados neste teorema, podemos estruturar o anel de
endomorfismos — R dum médulo M sobre um anel semi-
-simples noetheriano R. Supondo R=A;+... 4+ Y; a
decomposicio de R em andis simples, sempre com a hipé-
tese de 1 e R ser operador unitirio de M, pode escrever-se
M=MR=MA;+...+MU:. Ropresentando por ¥},
(¢=1,2,...,t), as projecgSes de M sobre os M U ;= M;,
sabemos que R=Z Ry, (¢,/=1,2,...,¢), com R;; =
= F; R F;. Visto que cada M; é semi-simples— R o se
exprime como soma directa discreta de médulos isomorfos,
nfio isomorfos das parcelas de M, se j 47, vamos verificar
que se tem Rij=(0). Uma homomorfia M;~M;EM;
aplica cada submédulo simples de M; em (o); assim,
aplica M; em (o), e Ry; 36 tem o elemento zero. Conelui-
mos dagqui R=T Ry, (1=1,2,...¢). A estrutura de
Rii 6 definida pelo teorema anterior, valendo, assim, a
proposicio que vamos enunciar, e que pode considerar-se
uma extensfio dum feorema muito conhecido, relativo &
estrutura dos anédis semi-simples noetherianos (1.° teorema
de WEDDERBURN-ARTIN): |

TEOREMA 83: — O anel de endomorfismos — R dum mé-
duio M, sobre um anel semi-gimples noetheriane R, cujo ele-
mento um é operador unitdrio do mddulo, é isomorfo duma
soma directa dum niimero finito de anéis completos de matrizes
como 08 do teorema anterior. Hd tantas parcelas em R quantos
os anéis simples em que se decompde R ou quantos os sistemas
de ideais diveitos simples ndo isomorfos.

E util a proposigio que vamos demonstrar em seguida,
sobretndo quando aplicada em certos casos particulares.
M é um médulo e G um anel semi-simples noetheriano de
endomorfismos contendo o endomorfismo idéntico. Snponha-

mos T um subconjunto de & gerando no absoluto de M um
subanel nilpotente ¥;, de expoente 5. I Ti=(9), TS+
F (o), o, portanto, M, =MT5~1$(0), M, T, = (o).
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Claramente que M, é submddulo — &, podendo escrever-se
M=M,4+M,, visto que M & semi-simples —&S. Para
cada zeM, tem-se v =2 2, =acafze,(z, e M _,x ¢

GM;, ¢,e6&). Para cada feZq, & xf=uwep, pelo que
f=¢eB. Também & M, == /(o). Portanto:

TEOREMA 34:— 8¢ © & um anel semi-simples noetheriano
de endomorfismos dum médulo M, contendo o endomorfismo

idéntico, ¢ se TES tem a propriedade de _gerar um subanel
nilpotente Ta no absoluto de M, existe e 6 S idempotente tal

que ef =B, para cada 36T (ou Ta). O endomorfismo ¢ ndo
é automorfismo.

9) Regresso aos anéls irredutivels — Nas consideracses
que vio ser feitas scbre andis irredutiveis, teremos cecasifio
de utilizar a dountrina dos §§ anteriores.

Quando M é um mddulo sobre nm anel de divisio D,
cujo elemento um ¢ operador unitdrio de M, o facto
de © ser simples noetheriano permite se possa escrever
M=Zup®D, (re6 M), onde 0s upeM e os submddulos
uy. D sio simples — D, portanto isomorfos de D.

Fmaginemos, em seguida, que ¢ médulo M, qne fem 2
como absoluto de endomorfismos, é irredutivel — 2. E claro
que o anel 2 é irredutivel. A este respeito, é valido o
seguinte

TEOREMA 3B: — B condiglio necessdria ¢ suficiente, para
que M seja irredutivel relativamente ao seu absoluto U, que
exista em U um corpo primo contendo o identidude, [9).
A condighio é necessdria: Partindo de M, irredutivel — 21,
o comutador 2l (centro de ) é um corpo que contém um
corpo primo. A condigho & suficiente. Como existe o corpo
primo PEA, consideremos M um médulo— P e escre-
vamos M=Eu}&%, (re M), sob forma de soma directa
disereta de smbmddules— 9, simples e isomoxfos, (Cfr.
[30], §§ 8 e 9). Visto que o comutador de 5, no znel dos
endomorfismos de u, D, é o préprio P, e visto que nio
hi em u, P submédulos —P préprios, salvo (o), o teo-
rema 29 mostra que M ¢ ji irredutivel — 3. Demons-
trada, assim, a proposigfo,' podemos observar que a sufi-
ciéncia do enunciado é susceptivel da expressic mais geral

3
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seguinte: Dados M e o seu absoluto 2, considerado B =
= R2U, comutador, em U, dum corpo KEKEYU, que
contém a identidade, o mddulo M é irredutivel —B.
O anel B é irredutivel. :

Supondo que um anel de divisio @, de endomorfismos
de M, contém a identidade, e escrevendo M =2 u!L@, (ne

¢ M), se Q for o centro de ®, entio M ¢ irredutivel —
e irredutivel — 9. Demonstra-ge, como anteriormente, que

M é também irredutivel —®. De facto, os endomorfis-
mos — @, n#o nulos, de u, D, sho todos antomorfismos e

formam um sanel de divisio 9/, anti-isomorfo de D.
Define-se um ¢ e ®', dando a correspondéncia u, - u, 0=

=u, d. Pode escrever-se %, D=u, D', onde deD o se®’
se correspondem como acaba de ver-se. Hintdo, u, D ndo
tem submédulos — @/, salvo os banais, e M nio tem sub-
médulos — D, salvo os banais. Por uma via mais directa,
tomemos m# (o) como submédulo—D, de M, e supo-

nhamos ®=1u,d, + u,d, um elemento nio nulo de m.
0O endomorfismo—®, de M, que aplica u, d, em u; d; e

u, em zero, (r%a), aplica @ em uy &3, 0 que nos leva a
concluir ter-se u; ® S, qualquer que seja o indice fixo X,
(se d,—o, hé, entre o8 dp,...,d,, um Fo). Portanto,
1t =M, como se deseja.

Ainda na mesma ordem de ideias, imaginemos que 0.

absoluto A, de M, contém um anel & de endomorfismos,
simples noetheriano, diferente dmm avel de divisiio e com
1€ & representando o endomorfismo idéntico. Pelo teo-
rema 86, M é irredutivel — 2; e, pelas consideragdes do
§ anterior, pode escrever-se M =Zm,, (pe M), onde cada
ft, 6 isomorfo— & de qualquer ideal direito minimo de &.

Olaramente que M nfio é irredutivel —& (o comutador

de & nunca pode ser um anel de divisio), e, por consequén--

cia, havendo submédulos — &, de M, hé também sub-
médulos — A, dam ideal direito minimo e¢@, de S,

suposto A o anel de divisio dos endomorfismos—&,.

de ¢ . Dum modo precizo, tem-se:
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TEOREMA 36:— Dados M ¢ o seu absoluto U, conside-
rado o subanel SEU, comutador, em U, dum anel simples
noetheriano & com a identidade de U, hd corvespondéncia.
biuntvoca completa entre os submddulos— &, de M e os sub-
médulos — o S e, dum ideal direito minimo oS, de &. Os ele-
mentos de eS¢ consideram-ge operadores esquerdos de ¢ S.
Veremos adiante que © e & sio comutadores reciprocos.

Podia supor-se diferente do caso anterior aguele caso
em que exisbisse em ¥ anel simples S, com ideais direitos
minimos e com elemento um, este Wltimo também ele-
mento um de A. Das consideragbes feitas em [26, § 4],
rexulta, porém, que & ¢é simples noetheriano, [4], [29].

Frigdmos j4, neste §, que é semi-simples todo o mé-
dulo 9N sobre nm anel de divisio D. Se N for um sub-
mbdulo —I), tem sempre lugar a ignaldade M =N L N’
onde N’ é outro submédulo—D. H4 sempre um idem-

p?tente EeD tal que M E=RN. Para qualquer elsmento
x'e N' 6 «' E=o0. Imaginemos que N § finito sobre D.
Ao escrever-se M =1 u, D, (# e M), podemos =supor
(wy, ug, .., %) uma base independente para N. Hntso,
E=E,+Eg+ ...+ E, é um idempotente de D tal
que 93?E=9I=932Eu—]—932'1f75+ vee +MEy, com
ME, =u,D, ete, pois que os idempotentes &, ..., Iy
sio ortogonais. No caso de 9N ser infinito sobre D, as
transformagtes lineares finitas pertencentes a D formam

um conju’nto &, gue 6 um ideal bilateral de Q. Wsto ideal
6 irredutivel em Y, sobre . H4 lugar, portanto, a con-

siderar anéis irredutiveis B, subandis de D, distintos
de D, visto que 1¢&.

Para prosseguirmos no estudo dos médulos sobre andis
de divisio, convém agora fazer a demonstragio desta pro-
priedade muito simples: pondo m=wvD), o anel de divi-
sio D ¢ fechado no absoluto a, de m. De facto, visto
que D e vD so isomorfos — D, os respectivos absolutos
sho. isomorfos, podendo supor-se que neste 1iltimo isomor-
fismo se correspondem os elementos de D. Pelo facto de I
ser anel com elemento um, sabe-se que as multiplicagSes,
a direita de 1), por elementos de D, constitnem o anel D
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de endomorfismos que é o comutador reciproco do anel D'

das multiplicagSes, 4 esquerda de D, por elementos de D: -

Tem-se D'=D e D'=D=1. O mesmo se diz de D,
. como anel de endomorfismos de vD. .

Posto isto, regressemos ao caso geral dum wmddulo
M==Zu,D, sobre o anel de divisio D. O coroldrio 10

do § 7 garante-nos que também aqui se fem ﬁ=D,
isto 6, que D 6 fechado no absoluto A, de YN, Nao 6
dificil de fazer mma verificagio directa deste facto. Dado

®e D, sabemos, do teorema 50, § 12, de [24], que © induz
um endomorfismo —@_E& 1), em u, D, o gual representare-
mos por ©,. Acabdmos de mostrar que se pode supor
® =—deD. Provando-se mais que ¢ é independente de #,
fion justificada a afirmacio. Utilizando as notagBes indica-
das a propdsito das somas directas discretas de mddulos
isomorfos, [24, § 12, teorema 49], se supusermos %, A, ,=
=u,, vé-se que u,O=(u, K, 4,)0=_(u, E,,)0=
=(4.0)B,,=(u,d) E,,= (v, B,,)d=u,d, Nio pode
deixar de ter-se ®,=d, como se deseja.

Hé um método mais imediato de chegar ao resultado,
o qual é devido a ARTIN-WHAPLES-JACOBSON. Claramente
que, dados DD e D, quaisquer gme sejam os elementos
%1,...,0: 6 M, independentes — D, existe sempre 4eD
aplicando os @; em elementos y;, (¢=1,2,...,¢), inde-
pendentes on nio, (cfr. a nogio de anel denso dada em [24,

& -15]). Tomemos, entfio, @ ¢ D e suponhamos x—2@=y.
Qualgner que seja #, nfio podem @ e y ser independen-
tes—D. Se o fossem, ter-se-ia, para um certo de D,
xd=wx, yA=o0, z>2@=y, z=24d > (24)0=
=(x®)Ad=y A=o0, o que é absurdo. Deste modo, vé-se
que z 2@ =y==ad, (deD). Se te M for gualquer,
vamos concluir que é também ¢t —>t®=td, de sorte que

®=d. Consideremos BeD tal que & B=t. Eesx®=.

1) ﬁy, é o comutador daimagem E“QP_ , de ®, no absoluto de ul,}j) .
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—xd,i=aB->(2B)0=(20)B=(2d) B=(2B)d=—td,
como se deseja. Podemos fixar este .

TEOREMA 37 : — Dados um midulo YN e o sev absoluto U,
a andis de divis@o distintos contidos em N, com o mesmo ele-
mento um que A, correspondem comutadores distintos, que sdo
anéis irredutiveis. Em particular, se IN & irredutivel — A, o
centro de A & um corpo prime.

Se QR & irredutivel e D o sen comutador, é imediato
que 3=NRND representa 0 centro de R. Na hipdtese
de R ser fechado, 3 é um corpo, centro comum de R e
de D. Bm geral, porém, 6 RNDEDND. Relativamente
ao absoluto ¥, trata-se sempre de anel fechado. Se U 8
irredutivel, realiza um caso particular deste

TEOREMA 38:— S¢e R=D ¢ um anel irredutivel fechado,
de comutador 1), o seu centro é o corpo DND.

Quando <5 é um anel irredutivel de endomorfismos
dum mdédulo M, todo o ideal hilateral a(o), de B, &
igualmente irredutivel. De facto, conforme ARTIN-WHAPLES-
-JACOBSON, se tomadrmos oFxe M, existe, como vamos
ver, Heq tal que z H=y, qualquer gue seja yeIM.
Suponhamos o+ 4deq. Existe 056N para o qual tdto.
Escrevendo {d==z, se BB & tal que z B—1¢, tem-se
wBAd=tA=z; 850 CeB é tal que zC=y, vem « BAC=
=z 0=y, com BACeq.

Para podermos dar um enuneciado que & o andlogo de
[29, teor. 4, pag. 93] e se encontra também em [9, teor. 3,
pig. 951], provaremos ainda que um anel R, irredntivel
e fechado, é um anel de ideal irredutivel, [4]. Na verdade,
suponhamos SR concretizado no abscluto ¥, de 9N, e faca-

mos D —=3SR. Por hipbtese, R representa a totalidade dos
endomorfismos—1), de M. Se for oFxe M e escrever-
mos M=aD 4 N, vamos mostrar que o ideal direito v’,
de SR, que aniquila N’ é minimo. Supondo oFBer’ e
Cetr’ um elemento qualquer, nH#o pode ter-se zB=—=o,
visto que, de contrdrio, B anuvlaria 9N e seria B=o0o; e,
entiio, sendo x Bo, existe DeSR tal que e BD=aC.
Daqui tira-se #(C— BD)=¢, C—BD=o9, pois C—
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—BDer. A igualdade C=ED demonstra qU¢ ' é
minimo, como se deseja. .

Bis agora o enunciado a que acima aludimos, of qual
envolve, além das consideracSes deste §, as qUe oram
degenvolvidas no § 3:

TEOREMA 89: — Dado wm anel irredutivel fecfmdo xR,
existem um anel de divisio D e um espago M, sobre D, no
qual 1eD opera como operador unitdrio, de tal modo gue R
represents o conjunto das transformagbes lineares — 1), @6 M;
R pode igualmente concretizar-se como anel das tmﬂsfo’:“mw;
gOes lineares— D' dum seu ideal direito ménimo 1/, SUPOnHo D
o anel de divisdo de endomorfismos — R, de 1/ . Tnversamente,
0 confunto das transformagBes lneares — D, dum €540 M
sobre o anel de divisdo D, sob a hipstese de 1€ D ser ope-
rador unttdrio de M, é um anel irredutivel f30ha‘do R; o
espago M é irredutivel — R, e, portanto, & isomorfo — de
qualguer idsal direito minimo de R; e o anel de GiVIsA0 D
representa o conjunto dos endomorfismos — R do sspago. Par-
tindo de R, tanto D como M, a menos de isomonfismos, Sicam
determinados,

Verificimos j& que existem anéis irredutiveis que nao
stio fechados. Nus consideragtes a seguir, B ¥ (o) sers um
anel irredutivel qualquer de endomorfismos dum médulo M,
tendo. como comutador o anel de divisfo D. Provaremos a
importante proposicio, assim enunciada:

TEOREMA 40: — Dado 0 +x,e M, se B+ (o) for vn anel
trredutivel de endomorfismos de M, tendo © como Goﬂ“tadﬂf;
o ideal direito Iy, de B, que anigquila [x;]=%x1D ¢ F(o},
pelo facto de, para cada ofx,¢[x], ser x, 51=I=(0); {efr.
[3]). Claramente que se exclui o caso em que & ordem
(M/9®) é igual a um, pois que, em tal hipotese sendo
eB=M=2D, para cada 0%z ¢ M, 86 o ideal direito (o)
aniquilard [z;| =M e nfo existird @, ¢ [£1] & demons-
tragio pode fazer-se como segue. Sem diivida que © ideal
direito do absoluto que aniquila [a,] ¢ F(e)- Trat'a-se,
porém, do aniquilador dentro de 9. Tomemos ¢ %o ¢}
e admitamos %, 3;=(0}. Se 4;¢ D for tal que 1 41=7=1,
2 correspondéncia '

w1 d—>x, 4, 4, (4eB qualquer), Q@)
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é um endomorfismo — B, de M, como vamos ver. Em
primeiro lugar, =; B =IN; depois, se, para Ce B, sze
tiver #; A—uw; C, pelo facto de ser @;(A— C)==0¢, con-
clui-se SC]_AI(A— G):CCI(A— O) =90, AI(A —_ 0)681,
e, portanto, x, A; {4 — C)Y=0, ou seja w, 41 d=w, 4, C.
Por via de (1), #; 4 e =, C tém, assim, 0 mesmo correspon-
dente. Representando por «;6 D o endomorfismo (1), vem
agora

CC}_A“*MOAIA_—"Q?].AQ].,' w1=m1A1—>woA1A1:a31a1.

Pelo facto de se ter x;(4—.4,4)=0, também se tem
@ (A— A4, 4)= (=, —x, A;) A=0. A arbitrariedade de
A4eB implica 2, —xe 4; =0, ou #, =u,4;. Dedunz-se
daqui 2, =2, 4; =, 4; 4y =12,9;e[x], contra a hipd-
tese. 1 absurdo supor x, 8, = (0), e o sistema fica provado.

Resultam daqni as duas consequéncias segnintes:
1} tem-se z,31=M; 2} se x,, ;6 M forem indepen-
dentes — D, existem B,,B;e¢B tais que x, By =w,,
&UJ_Bo:O,ﬁ maBI=O, .’BlBl:ﬂ’Jl, [4], (Gf['- [_24:]).
A 22 consequéneia pode tirar-se assim: existe 4, e Jy tal
que x, 4, =®,; tambdm existe A;esl tal que =, A;:
=2, 44. Pondo, entio, B,=4,, B1=A1-—A;, vé-30
que @, 8,=u,, xIB.,:o,’ 2 Bi=z (4 —A)=wx, 4=
=x,, X Bi=n, (41— A1)=0, como se deseja. E tem
sentido, assim, este enunciado mais geral:

TEOREMA 41: — Se B +(0) £ wm anel irredutivel de endomor-
fismos de M ¢ D & o seu comutador, supondo X1,...,3n6 M
tndependentes — D ¢ Ay,...,A,eDB tais gque 1A=
=x;, x;Aj=0, (iF]), o ideal I, de B, que aniquila o
subespugo — D, de M, gerado por xi,...,Xq e representado
por [Z1,...,Xn], 6 £(0), tendo-se, para cada xqo ¢ [Xq,...,Xa],

Xo 3% (0).

A respectiva demonstracio encontra-se em [24, § 16],
pelo gue nos dispensamos de a reproduzir. As relagSes
entre este feorema e o teorema de CHEVALLEY-JACOBSON
foram, entdo, convenientemente esclarecidas. Podem dar-se,
de novo, em poucas palavrag. Por via do teorema acabado
de enunciar, facilmente se conclui que todo o anel irredu-
tivel de endomorfismos de M, tendo ID como comutador,
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,

é anel denso em M sobre ID. Inversamente, tendo em conta
os raciocinios que precederam.o feorema 37, vé-se gqume os
mesmos sio aplicivels a nm anel denso qualgner de endo-
morfismos — D dum médulo M, de sorte que o referido
anel denso § irredutivel e tem D como comutador.

Da observagio de que, dado [@;,...,%,], o seu ideal

aniquilador I, em B, ndio anula Xup1é{zy, ..., 5,],
resulta ser o aniguilador modular de J, ou seja o submé-

dulo—D, de M, cunjos elementos s&o aniquilados por §,
precisamente o submodulo {2y, ..., 2,]. Daqui este

TEOREMA 42: — Se B ¢ um anel irredutivel de.endomonr-
Jismos de M ¢ D o sou comutador, os subespagos — D, finitos,
de M, sdo os precisos aniquiladores modulares dos ideais
direttos de B que os aniguilam.

11)- Sobre a nogfio de anel fechado — A nocsio de anel
fechado poderia ser posta do modo seguinte: SR diz-se um
anel fechado, se existir um mdédulo M, concretizando SR
como anel de endomorfismos, e tal que, no respectivo abso-

lato A, R e R sejam comutadores reciprocos. Neste sen-
tido, é vélida a afirmacio geral seguinte: ¢ condigio neces-
sdria e suficiente, para que R seja fechado, que tenha
slemento um. ! '

O maior interesse da nogio de anel fochado reside,
porém, num aspecto mais restritivo, nos termos segmintes:
sabe-se que R estd concretizado como anel de endomorfis-
mos dum certo mddulo; entdo, pretende-se verificar se,

nessa concretizagio, R o N sio comutadores réeciprocos,

Quando R=9D ¢ um anel de divisio de endomorfismos
de M, contendo o endomorfismo idéntico, demonstrdmos
que D era efectivamente fochado. Neste §, provaremos
uma afirmacfo, feita depois do teorema 36, relativa a um
anel simples noetheriano de endomorfismos. Antes disso,
porém, vamos regressar aos andis simples com ideal
minimo, assim como a uma guestio ainda ligada & teoria
das representa¢ies dos citados anéis simples noetherianos.

Se © 6 simples, nio anel zero, comecemos por admitir
que contém um ideal direito minimo ¢4 (). Entio, S induz
em ¥ um anel de endomorfismos: S~ Sy, zer, 2—>za=
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=zd, (a6, 46S;). Sendo &;2¢S/a, onde o ideal bila-

teral a 6 caracterizado pela relagio ta=—(0), ou se tem
a=(0) ou a =&. Neste tiltimo caso, conclunir-se-ia + S = (o),
12 = (o), ©?= (o), contra a hipdtese. Assim, ter-se-4,
necessariamente, a =(0}, ©==&,. O anel simples consi-
derado é realizado como anel irredutivel de endomorfis-
mos de r. Trata-se dum anel de ideal irredutivel, no qual
todos os ideais direitos minimos s80 isomorfos. & con-
funde-se com o seu anti-radical, [Cfr. 25], tendo a forma
6:23},‘6, (neM), como soma directa discreta de sub-
moédulos simples isomorfos-— &, cada um dos quais gerado
por um idempotente primitivo. O anel dos endomorfis-
mos — &, de &, é o anel de todas as matrizes de linhas
gsomivels com elementos do. anel de divisio & dos endo-
morfismos — & dum seuw ideal direito simples. © & anti-
-isomorfo de ¢,5e¢,, (e e M), Hi, também, em S, ideais
esquerdos minimos todos igualmente isomorfos. Apenas
fixaremos este enunciado:

TEOREMA 43:—8e & & wm anel simples, ndo anel
zero ¢ com tdeal direito minzmo, o anel dos seus endo-
morfismos — S & isomorfo dum anel completo de mairizes
de linhas somdveis com elementos dum anel de divisdo iso-
morfo do anel dos endomorfismos — S dum ideal direito

minimo de .

O anel simples & do teorema anterior nio é, em geral,
um anel fechado, em qualquer dos dois sentidos em gue se
tome a respectiva nocgfo. De facto, © nfio tem, em geral,
elemento nm. Se hd 1S, a soma X ep © ¢ necessiriamente
finita, reduzindo-se & a um anel simples noetheriano,
fechado no primeiro sentido indicado. X

Em ligacio com a teoria das representacfes, é valida a
seguinte proposi¢io, que joga com o segundo senfido da
nociio de anel fechado.

TEOREMA 44:— Um anel simples noetheriano S concre-

tiza-se como anel fechado no absoluto de qualquer dos seus.

ideais diveitos simples. Partamos de S=2ZX D'e;;, onde

zl;’
05 e¢;; constituem um sistema de matrizes unidades e D'
é o anel de divis#o composto dos elementos de & que
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comuftam com as referidas matrizes, [(I), pdgs. 87-39 o
54-58]. Sabemos que D' ¢ isomorfo de e5; Sey e que

S=rD'e;;=5(ZD'es;) =21,
#,1 * 7 $

com 1;=5D'e;j=e;; S=10:;3, (ess=-¢;). Os 1; sho

j
ideais direitos simples. A expressfo anterior de & consi-
dera este como modulo — D’ esquerdo. Embora D', por
comutar com 0s é;;, possa ser colocado & direits, importa
fixar o lugar de D/, a fim de ser interpretada conveniente-
mente a aplicacio dum produto «’3’ (de elementos de D)
208 elementos base. Na notaciio utilizada, ' opera em pri-
meiro lugar. Ora & (a’d')e;;j—1¢s;(a'b) Fe;;(b'a’), em
geral. Do que ji se disse, resulta ser 1;,=D'ey ...
oo +=D'eyn um mddulo que concretiza & como anel
irredutivel de endomorfismos. Dado z;6%y, a correspon-
déneia @; > x5, (s6 &), é operatéria relativamente a D':
o' zy>a'z.s=a'. x5, (a'¢D’'). Os elementos de S
induzem, pois, endomorfismos — D’ em ;. Vamos ver que
qualquer endomorfismo — D’ é definido por um elemento
de ©. Se ele determina a correspondéncia

’ (d, e D),

t !
€= 8= E @ g @1pcr

vé-ge que, pondo |
|

— ’ — '’
§ ——jZ;.‘ Ay, & &8= % & 8o

Em resumo: & estd concretizado, no absoluto 2; dos
endomorfismos de.ry, como anel dos endomorfismos — D/,
D’ tem, em ?l;, uma imagem anti-isomorfa D. Entio,
D é um anel de divisio e © ¢ o seu comutador. Sabemos,
da teoria dos anéis irredutiveis, que & e D siio comutado-
res reciprocos. O teorema esti provado.

Usande a terminologia da teoria das representacfes, jd
referida no § 4, o resultado acabado de provar significa
que ao0s ideais direitos simples dum anel simples &, com-
pletamente redutivel e com elemento um, pertencem repre-
sentagbes reciprocas irredutiveis, fidis, de &. O anel de
reprosentacio é o anel de divisio D, dos endomorfis-
mos — S & direita de cada um daqueles ideais, compor-

Y
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tando-se cada ideal direito simples como médulo daplo

para o qual, além de D =&, éainda D =& =D. Clara-
mente que, como acontece na teoria das representagSes
reciprocas por meio de matrizes, D, assim como &, sHo
operadores direitos do médulo r; de representagéio, [(I),
Cap. vir].- .

Vai seguir-gse & proposigio j4 anunciada no comego
deste §, assim como depois do teorema 86. Por meio dela,
precisa-se um caso importante de anel fechado, no segnndo
dos sentidos anteriormente referidos. Constitui uma gene-
ralizacio do gque se passa com anéis de divisio de endo-
morfismos. Tem-ze:

TEOREMA 45:—8e & é um anel simples noetheriano de
endomorfismos, contendo o endomorfismo idéntico, entéo S ¢ S
sdo comutadores reciprocos no absoluto A (on ainda: S &
fechado em W), De harmonia com as consideracBes que pre-
cederam o teorema 32, escrevamos M=z m,, (pe M), o,
maig precisamente, M =X @ utu, onde os @, sio elementos
de M e os 1, sho ideais direitos simples duma decomposi-
¢fio de ©. Cada m, é médulo —&, fechado—~&, como

resulta do teorema 44. Entéo, pelo coroldrio 10, do § 7,
M==XZm, é médulo— &, fechado—&. .

Tal como no caso dos anéis de divisfio, podemosr fazer
tambdém aqui uma verificagio directa do teorema. Os iso-
morfismos Ay, =¢, " ¢,, introduzidos em [24, § 12], e j4
utilizados novamente no § 7 deste Capitulo, assim como
na questfio audloga, acabada de referir, relativa a anéis de
divisio, dfo mprpo2avyy, podendo ser definidos desta
maneira: considera-se. um isomorfismo rp =21y, no gual
ep.—pv, o, em seguida, ple-se Tpep—>Xvpv, Lpeps—
—2vpvs, (6 S). Be designarmos por Ky e Ly o8 andis
de endomorfismos — &, de rp e de xp Ty, respectivamente,
gabemos, [Cap. xv, teor. B0], que & é isomorfo do anel
dos endomorfismos— Ky, de ry, anel que, pelo teorema 44,
6 isomorfo de &. Assim, S e & siio isomorfos. Uma anédlise
um pouco mais detalhada leva a encontrar, para cada ® 6O,
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um s& S determinado, tal que ® =s. O teorema fica, eﬁtﬁo,

demonstrado, Tomemos @6 S e chamemos EpeéS o endo-’
morfismo — & que aplica M sobre zutp. © determina um
endomorfismo — Ep S Ep, em zptu, ao qual corresponde
um:endomorfismo — Ky, de ry. BEste dltimo endomorfismo
de harmonia com os raciocinios relativos ao teorema 44, ¢
definido por uma multiplicagio, & direita, por nm elemento

s€S: rp—>rps. O endomorfismo — £y de que resultou &,
pois, wpry—>xprps=(2nry)O. Basta agora provar que
se tem zvryv—>(2vry) @ =uavrvs, qualquer que seja v.
Para isso, suponhamos ep — pv, ept-+ pyé == rv; entio,
znept — (zp ép ) Ay = (mpent) Ey./_\p.v_z (:Ep.ep.f) By =
= mv(Svt=wvﬁ"v; Zvre— (xvrv) © = (zvpvi) @:(:cp.ept).
BpyO=(apept) O Bpy=(wpepts) Bpv=(zpept) Bpv.s =
—Zvtvs.

O teorema acabado de provar entrs, de resto, no ennn-
ciado geral seguinte, que n&o 4 mais do que o coroldrio 10
enunciado no § 8: ' .

TEOREMA 46:—8e R & um anel de endomorfismos dum
mddulo M, econtendo o endomorfismo idéntico, R e R serdo
comutadores reciprocos no absoluto U, de M, sempre que se
possa escrever M =T muw, como soma directa de submidu-
los — R, dsomorfos — R, para cada um dos quais R ¢
feckado. ‘

© volta a ser simples, com um corpo 3 =R como cen-
tro. S8e Ug 6 o anel dos seus endomorfismos — &, tem-se

A2 A2%F. Os subandis Sz 0 S, sio comutadores reci-
procos, tanto dentro de A como de Ug ou de €. Dentro
de ¥ e de g, R o Ay sio comutadores reciprocos, e, den-

tro de €, R e T sio igualmente comutadores reciprocos.
Imaginemos ® um corpo primo. Tendo em conta os racio-
cinios relativos a anédis irredutiveis, podemos afirmar:

TEOREMA 47:— Num anel simples &, cujo cenivo seja
um corpo primo R, todes os endomorfismos sio endomonrfis-
mos — K.

12) Produtos directos-— A. nogfio de produto directo
introduzida em [29, pdgs. 95-97] n#o invoca a existéncia

¥
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de bases. O processo é diferente, assim, do que se utilizon
em [(I), pig. 138]. ]

Sejam M e M’ dois médulos com um dominio opera~
tério que 6 um anel de divisio D. Em M, D opera &
direita; em M’, 4 esquerda; em ambos os casos, o ele-
mento um de D seri operador unitirio dos mddulos.
Suponao x, ¥, w[).i Yo vre GM, %!, y,am;u y;s.: s eMr:
congideremos os sistemas da forma (z, @,z 2;,...,
@, ®,) e introduzamos no conjunto desses sistemas uma

relagdo de equivaldncia, segundo a qual dois sistemas equi-
valentes sio formados pelos mesmos simbolos, apenas colo-
cados, possivelmente, em ordem diferente. A soma

?

(mlm’l’ ""mmw;i)—[—(y1y;: --':y”y;)=($lx1, siey
e ¥u¥a)y  (m=ou Fn),

é, ent#io, uma soma de classes de equivalentes. Hla é comu-
tativa e associativa, pelo que o conjunto das classes forma
um semi-grupo abeliano. Uma classe pode agora ser repre-
‘sentada pelo simbolo I x,x,, onde o somatdrio é finito.

E de observar que o simbolo Zapo;“ no qual o,=0460
zero de M e o, —o' 0 zero de M’, niio desempenha o
papel de zero dentro do semi-grupo. Por ex., terd de
escrever-se

(z,2) 2,25) (00, 00") = (m, 2] , &, 22}, 00', 00).

I
Diremos que X =7rTz,x, 6 ama forma. ARTIN e WHAPLES
introduzem as formas nulas como val ver-ge. Substituamos
!
o8 95.’, por outros elementos ¥, , escrevendo

2,=ZBy¥y> (BpeD). @)
>
Entso, X toma o aspecto formal

2, (ZBypyu) =Z (T, Byy) gy -
v p. 1.!. v
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Se as relagbes (2) puderem ser escolhidas de modo que se
tenha

%xv va.zo : (3)

. ! .
diz-se que Dz,xz, 6 uma forma nule. Visto ser M um
moédulo sobre D, exprimamos o8 x, em elementos indepen-
dentes — D :

x\a:fyp apv! (aPVED)' (4)

Tendo em conta (3}, encontra-se

Epypapvﬁvpxoy %apvﬁvp.=o‘

Ilste resultado val permitir-nos verificar que se reconhece
também ser X uma forma nula com a substitnicio (4).
Na verdade, vem

X=z2(zy, a}w)wézgyp@ Uy )3
e, tendo em conta (2),

% %oy m:,:}‘}‘ Uy (E: BV."-\y;,,)': z (? oy Bvu) y;t -,

ut

Conclui-se:

TEOREMA 48: — Se X = I x, x|, ¢ uma forma nula & face
de (2), o mesmo facto pode reconkecer-se por uma substituigdo
do tipo (4); se X é uma forma nula & face de (4), sem que
haja, enido, necessidade de supor os ¥, tndependentes, o mesmo
facto pode reconhecer-se por uma substituigdo do #ipo (2)
supostos agora os y, linearmente independentes.

COROLARIO 12: — O reconhecimento de X como forma
nula pode sempre fazer-se por meio de relugdes do tipo (2),

. nas quais o0s Yy 8¢ suplem independentes — D .-Nio importa

o ndmero finito dos ¥, nem o modo como se escolham.

:

-
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Se X e Y sho duas formas nulas, a soma X+ ¥ é ainda
uma forma nula, Esta afirmagfio prova-se tendo em conta
‘0 corolario anterior, nfio havendo qualquer dificuldade,
mesmo que aparegam em Y elementos ®, j4 existentes
em X.

Representaremos por £ o conjunto das formas nulas.

TeOREMA 49: —8e X - Y e £, a hipdiese X 6 £ arrasta
Yef. Supondo X=2w,z,, Y=p1 YuYp, & expressio
gimultdnea dos =z, Y, em elementos independentes z, leva

a coeficientes nulos destes dltimos na soma X+ ¥, Como
isgo também suceds em X, com a expressfo dos z, nos

mesmos 2z, igual facto se dard em Y, se os y, se expri-

mirem nos zlﬁ, .

O simbolo — X significard I (—=,),. Entio veri-
fica-se que X - (— X}, mediante as substitnigfes 2, =/,
toma o aspecto Z (x, — x,) z,, pelo que é uma forma nula.

No semi-grupo das formas introduz-se agora numa rela-
gio de equivaléncia: X e ¥ sfio equivalentes quando X -}
4+ (— Y) e L. Escreve-se, nesse caso, X=7Y (mod £). Esta
relagio de equivaléncia permite dividir as formas em clas-
ges. Nas -classes, vamos dar uma nocfio de soma, que 6
independente das formas que as representam, o gue per-
mitird constrnir um grupo aditivo com essas classes, grupo
no gual o-elemento zero é a classe £.

Suponhamos X=Y (mod £). Entio, X+ (~¥)eg,
X+ Z4+H(—Y)+(—2)eL, ouseja X+ Z=Y 4+ Z(mod £).
Na some X -~ Z pode, assim, substituir-se X por nma forma
equivalente Y. Se, em seguida, for Z== T (mod £), tem-se
ainda X+ Z=Y+ Z=Y+ T (mod L£). Escrevendo o
ginal = para formas congruentes, obtém-ge o grupo aditivo
de que se falou. Serd designado por produto directo dos
espacos M e M/, sobre D, e representado por M ><g M.

A construgio feita mostra que, sapondo X =Ex,,x; ]
Y=Z¥p¥p formas ignais, é possivel exprimir simultinea-
mente 08 z; e 08 ¥, em elementos z;, de modo que Xe¥

venham a tomar a mesma expresséio. Por ex., tem-se
z(z' +y')=ww'+xy', porque, pondo (' +y')=2'-+y',
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z'=2!, y'=y', os dois membros tomam a expressiio

unica zz'--2y’. Andlogamente, 8 (x4 y)a' =xx' |+ ya’,,

assim como z(aa')=(za)z'. Quanto a esta iltima igual-
dade, ela chega a reconhecer-se pondo (az') =az/, 2’ =2/,

Se o anel de divisio D é comutativo, poremos D = R.
O corpo R, cujo elemento um continuari sempre a con-
siderar-se como operador unitdrio, pode, entio, imaginar-se
dominio operatério do produto directo M ><g M'. II4, com
efeito, possibilidade de definir a aplicagio de 2e R a uma
forma Da,x, por qualquer das igualdades (Zwvaz;)kz
=r(x,h) e, =X, (b 93,',), visto que (T mvw;) BR =
= (Z(x, B)a,) M =T (2, hh!) 2, = (T, (hal)) b =
==L, (k' ha,) =L, (kh ®,).

Neste caso, imaginaremos o produto directo M'><gM

formado exactamente pelos mesmos elementos que aguele
oufro e escreveremos

M<gM/'=M'><gM.

Seja agora um ferceiro médulo M, sobre . E valida
a propriedade associativa expressa na igualdade seguinte:

M><g(M'<gM") =(M><gM)=<qM". (5)
|

Por certo que, sendo o primeiro membro composto de
somas de elementos da forma w.2'&", (x” ¢ M"), hi uma
correspondéncia da forma Tz.x'a” - Doea’.x’. Vamos
ver que ela é univoca, pelo facto de uma forma nula ter
uma_forma nula como correspondente, Comecemos por
exprimir em Za.x'x” os elementos = por elementos y,
independentes — ', de modo a encontrar como coeficientes
dos yy formas nulas do produto M/><gM”. Em cada um

destes coeficientes comparecerio elementos x”,.que, em
seguida, se exprimiriio em elementos ", independen-
tes ~ R, de modo a chegar a obter-se para cosficientes
de cada y"” o elemento nulo de M’. Se, depois, em T ',
", comegarmos por operar primeiramente com os a2’ ",
ntilizando a sua anterior expressio nos y" "/, em segnida
com os x«, utilizando ax suas expressbes nos yy, reco-
nhece-se anilogamente que Zxz'.2" é uma forma nula.

o e
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O raciocinio acabado de fazer pode repetir-se, partindo
da imagem para o original. A correspondéncia em caunsa &
biunivoca. ~

Neste caso de D=®R, ARTIN e WHAPLES, supondb
M=, M'=G0" dois anéis com o dominio operatd-
rio R, introduzem em G><g &' uma nocio de produto

que faz do produto directo um anel com o mesmo dominio
operatério. P8em, por hipétese,

D2y @y ZYu =L (2, ¥,) (%,9)). (6)
v 3 Yy [k

A justificagio desta igualdade ficars feita, provando que o
produto obtido é o mesmo, se as formas do 1.° membro se
substituem por formas equivalentes. Suponhamos 2= X.
Entio, é ' ‘

XA (=2NY=XTY+(~2)7,

3 face da regra (6). Se o produto duma forma nula por
uma forma gqualquer for uma forma nula, serd X Y-
+(—4)Y uma forma nula e X Y=2¥, como se deseja.
Admitamos, pois, que X=ZL®,x, é uma forma nula.
A regra (6) mostra que, se for X.(yy')=o0, serdi X ¥Y==o,
visto que ¥ é uma soma Dy y’. Ora X(yy')=I (2, ) (x, y").
Se a substituicio ©, =X a,, z}, levar, em X, a coeficientes
nualos dos z,, & substituigio wiy’=2avp(z;y’) levars,
em X (yy'), a coeficientes nulos dos z;y' . A igualdade (6)

estd justificada.

Vamog fazer algumas observacgfes importantes. Tome-
mos, no produto directo de dois mddulos M e M/, uma
expressio Lo, ,, com a hipétese de os u, serem inde-
pendentes — D. A referida expressio nio pode ser uma
forma nula, a nio ser que os ac; sejam nulos. Podemos
dizer, utilizando nma linguagem gimbdlica: a independén-
cia—D, em M, arrasta a independéncia — M’ no produto.

Kste facto é particularmente significativo, no caso do
produto directo de anéis com elemento um. Se ue¢ S & sen

4
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elemento um, os elementos ua' 6 S>< g &' formam um anel

‘isomorfo de &', poig wa' =0 implica x' =0, Represen-
P .

té-lo-emos por @;. O mesmo se diz, se u’e &' 6 elemento

um, quanto aos elementos zu/, que formam um anel &y,
isomorfo de ©. E vé-se que 4, precisamente, S>< g &' =

=8,6,=6,8,. Oz dois anéis S, e G| tém o mesmo
‘elemento nm, que é uu’; e sfo igunalmente eloementos

comuns o8 elementos (v k) w' = u (k«'). Nio hé oufros ele-
mentos pertencentes aos dois anéie, pois, supondo z o' =wua’,
nfio podem 2’ e u’ ser independentes — R, visto que isso
acarretaria.z u’ + (—u)z'=0, =0, u=—o. Ter-se-d ' =
=ku', e 0 elemento comum toma o aspecto u(ku')=
= (u k) u', como ge disse. E vélido o

v« TEOREMA H0:— O produto directo de dots andis com ele-

.mento um, suposto K o respectivo corpe operatdrio, é sempre

um anel com elemento um, igual ao produto ordindrio de dois
subanéis comutdvets, isomorfos dos anéis dados, e ambos com o
mesmo elemento um do produto. O anel produto e os subanéis
tém uma parte comum, que é um corpo isomorfo de K.

13) Aplicagdes aes anéls simples — A nocfio de produto
directo qite acaba de ser analisada terd largas aplicacBes
nos §§ a seguir, | .

ARTIN e WHAPLES formulam este enunciado:

TEOREMA Bl:— Dado um anel simples S, com elemento
um e centro K, se 0 anel R tem o mesmo elemento um que S
e contém K no seu centro, todo o ideal bilateral de S>< g R

tem a forma S><gB, onde D é ideal bilateral de R,

Supomos que serd 1til indicar aqui a demonstragio dada

por NAKAYAMA e AZUMAYA, [9, pdg. 955]. Ela assenta no
seguinte o

LEMA 2:—8e & & um anel simples com elemento um ¢
s¢ M é-um mddulo duplo — & (direito e esquerdo) com uma

-base de elementos independentes — &, comutdveis com S, e no
qual 1€ S é operador wnitdrio, dado um submédulo admis-

stvel N, de M, ele possui igualmente uma base independente,

.comutdvel com &, Bserovamos M= Sup =Tu, S, (pe M),

com a hipétese de os up constifuirem a base de YN . Cada

i ot A A e 5

b1

submédulo’ Sup é admissivel, podendo atribuir-se aos seus

elementos a forma supié, com &,te S, visto que sup.f=
=ups. t=up(st) = (st)up=s.tup=s.upé. Além disto,
S up 6 isomorfo — (&S, @) de.S, e, portanto, simples. Dado,
entio, N, ao escrever-se WM =N + N/, sabemos que N’ 6
soma de certos submddulos Suyp (34, § 5]. Do facto de sé
ter M o2 M /N’ resulta a afirmacio.

Passemos ao feorema. Em virtnde de SR =er mddulo
sobre R, podemos escrever SR=ZTup K, (pe M). Os ele-
mentos wy, independentes — R, sho independentes — S no
produto directo. Tem-se S>< g R =L up S, (pe M), pelo

que o produto directo se encontra precisamente nas con-
digSes do lema acabado de provar. Dado o ideal bilateral
do produto, como & faz parte do produto, a é médulo —S.
Pode escrever-se a =X v, S, (veN), onde, pelo facto de

08 tinicos elementos do produto directo que comutam com
@ serem os elementos de SR, se tem v, e R, [Cfr, 29,

pég. 103]. Se quisermos reconhecer a afirmaciio relativa ao
comntador de ©, podemos raciocinar como val ver-se.
Seja Ls,r, um elemento do produto directo, comutdvel

com cada s'e ©. E licito sopor os 7, independentes — R,

doutrs forma far-ge-ia uma substitni¢io linear dos mes-
mos r, por outros independentes. Entio, como s! pertence

ao produto, " a hipbtese T SpTps sh—=3s". 5 5,7 arrasta
D(sps'— s's )ro=o0. Visto que os 7, sio igualmente
independentes — &, resulta 8, 8’ —s's, =0, ou seja 8,6 R,
pois s." é qualquer, Deste modo tem-se Ts,r,e R, como

ge aflrmou. )
Posto isto, consideremos € = Zv, K. Tem lugar a

icualdade a =< <. Em seguida, valem as relaces
g R g ¢

 Ra=R(G=qe) =G qgREEa=Gx<oT,

‘0 que acarreta REEX, porque, se se tivesse ae R

e ¢, um elemento 3¢, (com oFseS), nfo fomaria a
forma X sptp,(fpe<), como se reconhece supondo os tp
independentes — R e escrevendo sa = Tspip, ou seja
Isptp—sa=o. De facto 03 ¢y e « seriam independen-
tes — 8 e independentes— &, o que daria sp=o0, s=o0.
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Deste modo, como se disse, § REEX, e, anilogamente,
FTREGF, pelo que o teorema estd provado, pondo T = B

COROLARIO 13:—8e © & uma dlgebra associativa com
elemento um (fintta ou ndo), sobre o corpo R, ¢ s¢ © é um
anel simples de centro R, todo o ideal bilateral de ©>< g ®
é da forma G><q B, onde BV ¢é ideal bilateral de H.

A existéneia de elemento 1e¢$ permite considerar R
contido em %, assim como identificar os ideais admissi-
veis com os ideais ordindrios.

COROLARIO 14:— 8¢ & e SR sdo anéis simples, o primeiro
de centro R, o outro com K no sew ceniro, o produto directo
GS><q R é um anel simples.

A. demonstragiio de ARTIN-WHAPLES, do teorema BI,
¢ diferente. Como ela permite completar o referido teo-
roma, vamos também expd-la aqui, com ligeiras alteragBes.
Supondo ¢ o ideal bilateral de ©>< g R, representemos
por B a intersecghio aNR. Vé-se que B ¢ ideal bilateral
de R e que o produto directo & >< @ B estd contido em q.
Basta ver agora que, inversamente, todo o elemento de a
pertence a © >< @ B, para se concluir o teorema. Partamos
de «e=7xs;r;eq. Visto gne os s; se podem sopor inde-
pendentes — R, tomemos T e E(Sa, ©.)=F tal que
s; Tie==1e&, s; Ti=o0, (¢+5). Pelo facto de ser ;=
=2E&‘?jE§%, tem-se, para cada xe @, » T,-=Z_}b,;_,~a:a,-_,~ .
MaJS, entdo, pode dar-se sentido a a7}, pohdfo o=
=7 b,:j TN Vé-ge que « T: = Z b,‘} ();_,; 5, ak) a',-_,- =

: i
=?13(Z'. bijspaij)ry = % Ti(sg)rs= Ti(s:}ri=r;. Por
i -

i
outro lado, porsm, aT;ea, de sorte que =;eaf) R,
xeS>< @B, como se deseja. Podemos fixar este

ADITAMENTO AO TEOREMA Dl:— O {deal bilateral B, se
or a o ideal bilateral em cousa no produto dirvecto, é dado
pela relaglo B=0a N N.

O= raciocinios acabados de fazer vio servir no esclare-
cimento da estrutura do anel T—=E (&,, &,), sempre sob
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a.hipétese de & ser simples com elemento um, E v4lido o
gseguinte. :

TEOREMA 52:— O anel T=S4 S, sob a kipitese de S
ser simples, de centro R, tem a estrutura T == Gs<q S,
reduzindo-se, pois, @ um anel simples do tipo S ><q &',
onde &' ¢é anti-isomorfo de S.

O teorema é consequéncia imediata deste

LEMA 8:— 8¢ R ¢ um anel no qual os subanéis P ¢ Q
verificam as condigBes seguintes: 1} P é simples e tem cen-
tro R; 2) Q contém K no seu centro; 8) P e Q tém 0 mesmo
elemento um; 4) P e Q compbem-se de elementos individual-
mente comutdveis; entdo a estrutura do produto P Q é a
mesma que o do produte directo P><g Q.

Consideremos dois anéis P! e Q' isomorfos de P o L,
respectivamente. O produto directo P/ ><g Q' compbe-se
de eclementos da forma X p) ¢, aos quais faremos corres-
ponder Zp,q,, no produto P L. Esta correspondéncia &
univoca, porque, se forem Xpj ¢, =T p} ¢} duas expres-
¢0es dum mesmo elemento de produto directo, a expres-
sio L p,¢,— T P, ¢. representa zero e pode transformar-se
deixando apenas aqueles dosg ¢, ¢,, que forem independen-
tes — K. Feito isso, os coeficientes respeectivos serfio ele-
mentos nulos de P’. Procedendo da mesma maneira com
a diferenca ¥ p, g, - ZLPH ¢, ba qual se su?t’ie TPy g, cor-
,respondente de X p, g,, vé-se que aquela diferenca ¢ nula,
tendo-se T py ¢y =L p,q,. A univocidade acabada de pro-
var mostra que PQ é imagem homomorfa do produto
directo. Para se concluir que 6 isomorfa, designemos
por a’ o ideal bilateral do produto directo de imagem (o).
Tom-so a' = P'><g b’, onde b’ =a’ N Q! é ideal bilateral
de /. b’, como parte de a' e de @', tem o correspon-
dente (0) em . 86 pode ser b’ = (o), e, portanto, a’=(o),
como se deseja.

Na hipétese de o anel simples & ser finito (de ordem #)
sobre o corpo R que é sem centro, o anel irredutivel €,

_como anel denso em &, sobre K, representa a totalidade

dos endomorfismos — K. Tem-se Ux=CG><x&'. Como
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se sabe que. Ui & isomorfo do anel completo de matrizes
quadradas de grau n com elementos de R, tem-se: '

- TEOREMA 53: — 8¢ & é um anel simples, de grau n, sobre

o corpo R que é sew ceniro, o produto directo 6><K6
onde &' & anti-isomorfo de S, tem a estrutura do anel com-

pleto de matrizes gquadrades do _grau n com elementos de R.

Em [(I}, pags 166 e 213] encontram-se os enunciados

a seguir, que particularizam o teorema anterior,

COROLARIO 15:— 86 D6 uma dlgebra central finita de
divisdio e D~ § ¢ sus dlgshra reciproca, o produto D >< D —1
é wma dlgebra completa de mairizes.

CoroLARIO 16:— O produto dirvecto duma dlgebra central
simples finita pela sua reciproca é uma dlgebra completa de
matrizes.

Antes de ultimarmos este § com alguns teoremas que
voltam a tratar de Algebras simples, daremos certas pro-
posicgles que envolvem a condicio de minimo. :

Seja YN um mddulo relativo ao anel &. Be M, e 93?2
880 d01s submédulos — &S, de M, tais que M =(M;, Ms),
tomemos 9 como oufro submédulo — & qualguer. Ponha-
mos Me =M NN, e, escrevendo, para cada neN,
n=my +my, (myeMy, mg€ M), chamemos My ao con-
junto dos elementos m;. Tanto Yy como N, sio ainda
gsubmédulos — &. Imaginemos, em seguida, que N'EN
é ainda submodulo—-6 Admitindo que, na decomposmao
dos elementos n'eN’, segundo a relagio n'=m +m2,

comparecem fodos os elementos m; relativos a N, e que,
além disso, se tem M, E N/, vamos ver que é R=N".
De facto, tomemos az——-ml—[—mz, qualquer, e escrevamos
nf =m, 4 my, o que é possivel, por hipétese. Hntdo, 6
n—n'=m,—m,e N,EN'. Vé-se que ne N’ e a afirma-
¢iio fica prova.da. Ba.seados neste resultado, demonstram
ARTIN ¢ WHAPLES a seguinte proposigio:

" TEOREMA B4:— Sejam M um médulo — S e 93‘21 e My

dois submddulos — S, de M. Supendo IM=(IMy, PMs) e .

admitindo que & vdlide a condigdo. de minimo para os dois

bb

submédulos, a mesma propriedade tem lugar para W . Tome-
mos um conjunto gualquer de submédulos — &, de M.
Para cada N, desse conjunto, consideremos os submodu-
los N e N2 .correspondentes, Depois, fixemos, entre
os NN, apenas aqueles para os quais N, é minimo
entre os Ny N3; e, por tltimo, entre 08 NN j4 fixados,
escolhamos aqueles para os quais N; é minimo, entre
0s N; N;. As consxderagoas anteriores provam que, cada N
assim obtido, é minimo,

TEOREMA 55:'—Se S e R sdo dois anéis contendo um.
corpo R, cufo elemento um é elemento um de cada um deles,”
o condicdo de minimo -para ideais diveltos & wvdlida -em

S><g RN, se for vdlida em S ¢ R for finito sobre K. Como.

o produto directo dos andis se pode considerar mddulo’
sobre &, a validade da condigio de minimo para os seus
submédulos — & arrastard o teorema. Pondo R=2;R -+
4 ..o+ 2, R; onde os ae.e?R go suplem mdependen-
tes—.@ tem-ge

6xkg{.=x16+... —I—mné:

soma que ¢ directa, porque o8 x; sio também independen-- -
tes — &, O teorema anterior (que nfo exige, alids, se stpo- -

nha M soma directa) estabelece a proposigio, pelo facto de
cada z; ©, como médulo — S, ser isomorfo de &.

TEOREMA 56:— K condi¢o necessdria e suficients, para
que 0 anel ¥, referido no teorema 52, vemﬁgue a -condicdo de-
minimo para ‘08 seus ideais direitos, que S seja finito sobre K .
A condmao é necessdria: Supondo que £ verifica a condi--
¢iio de minimo, admitamos néo ser & finito sobre K. Existe -
uma gncessio infinita s;;84,...6 S, de elementos. mﬁe-
pendentes — K. Dados os sub- espaqos-«K de &, repre-..
sentados por [815+e.,8u] @ f81, ..., 8n41],.0 1deal direito
Sut1, de T, que aniquila o segundo aniquila o primeiro,.”
existindo, todavia, T e 3, =aniquilador de .[31,:..; 5u].
gue nfio aniquila [81,..., 8441]. Basta tomar, com_efeito,

Ted tal que 5,P=0, 5401 T=1, (z':l,2_,...,n).-'a

A cadeia §3;D0F8;D...233,>... seria infinita, o que é
absurdo. : '
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A condiclio & suficiente: Ksse facto é consequénecia ime-

diata do teorema anferior. Dele foi dado, no teorema 53,.

nma demonstragio directa.

& volta .a ser anel simples com elemento um e cen-
tro K; e vai agora sujeitar-se & condigiio de minimo para
ideais direitos. Sabemos que & é, entdio, um anel completo
de matrizes com elementos dum anel de divisio €: &=
=€,. O centro de € é K, por ser 0 mesmo que o centro
de &. Em geral, © é 4lgebra infinita sobre K. No gue vai
seguir-se, porém, $; e H, representario duas sub-&igebras
finitas de &, com o mesmo elemento um que &, simples
e equivalentes. No isomorfismo $;2~ ;0 corpo K ¢ inva-
riante. Com os sfmbolos H!¥ e H{ significaremos duas
dlgebras anti-isomorfas de $; e 9,, respectivamente, e
ambas contidas em .. Finalmente, definiremos dois pro-
dutos directos Ry e R, pondo R; =Ca><g H®, Ry=
=8s><g HP. Bm [(I), pag. 278], foi demonstrado, por
um método devido a E. NOETHER, 0 seguinte:

TEOREMA 57:— Duas dlgebras simples equivalentes $,
e g, finitas sobre K, contidas em S =G, s0b a hipdtese
de K ser o centro de S e de as dlgebras terem o mesmo ele-
- mento um que ©, deduzem-se uma da oulra por um qutomor-~
Jismo interno de S.
I

A demonstraghio vai assentar num lema.

LeMA 4: — 8 M é um mddulo relativamente a dois anéis
stmples R, e Ry, ambos com condiglo de minimo para ideais
direitos, ndo anéis zero e isomorfos, sob as hipdieses de o
elemento um de cada anel ser operador unitdrio do médulo
e de M verificar a condigdo de minimo para submédulos — R,
e submddulos Ry, ewiste uma transformagdo semi-linear S,
de M, sequndo a qual: x—+x8, xR;—~ (x8)R,, (xe M,
RieRi, RyeR,). Claramente que RN, e Ry se podem
;}upor lconcretizad&)s como anéis de endomorfismos de M.

8m Iugar as decomposictes M =M;+ ... + M
M=N;+ ...+ N,, a primeira em submddulos—?)%;
simples, a segunda em submddulos — SR, tamhém simples.
Os M; sio isomorfos — R; dum ideal direito simples
de Ry, os N; isomorfos — R, dum ideal direito simples
de R;. Podemos conceber cada N; como médulo.— Ry,

57

pondo, para cada y;6 N, yi BEy=y; B;, onde By e F; se
correspondem no isomorfismo. Deverd ser, portanfo, s —=p,
existindo um isomorfismo M; o N;, segundo o qual
@;—>y;, i By—y; By, para cada par (¢,7)}. Obtém-se um
automorfismo S, de M, procedendo do modo segninte:
esereve-se = ®; -+ ... +2p, (e M, z:e M;), onde ® é
arbitririamente dado, em seguida passa-seay;-+...+¥,,
onde #; - ¥ i, no isomorfismo M; =2 N ;. Entho, é z<~—y,
2R +——>yBR,=aSR;—=aR8. O lema fica estabe-
lecido.

O teorema prova-se agora ficilmente. Tomemos o anel
simples & como mddulo sobre o qual Ry e R, contidos
em €, operam & direita. Aplicando o resultado acabado de
agsinalar, consideraremos o automorfismo §, de &, a que
o mesmo alude. Em seguida, tomamos, em particular,
R1=R2=Eﬁ,‘i)66d§§€, (nio devemos esquecer gme no
isomorfismo B;2 B, hi invarifncia de ©4). Vem ¢ —2 8,
2BEP —ga—>28. BEP =28.a. B, para 2=1, &
1-18=—5, 1 E¥ —a—ba. 1 simplesmente, por con-
gequéncia, S="bx, onde 26S & fixo. Como § 6 um
isomorfismo, a condigho bz =o0 arrasta ®=o0. O ele-
mento b, n#o sendo divisor de zero i esquerda tem
inverso 5—1!, como demonstraremos denfro dum momento.
Sejam Hi ¢ HI? SR, e o sen correspondente Hi e HLV <
E R, no isomorfismo Ry = Ry, Representando por 2y e k3
os elementos de H;ES, H:ES que estho em correspon-
déncia com H” e Hé"), vom a H® =h,2 > b x.8=28,
H) =hy. 2 8=hbax=>h,z. No caso £ =1, é simples-
mente kyb=">0k,. Daqui tira-ge %k, =256%,6—1, 0 que
demonstra o teorema, provada que seja a existéncia
de 61, . :

Ora a condigo de minimo para ideais direitos é vilida
em &, de sorte que existe nm inteiro » para o qual #” &=
=b47+1S, Assim, existe c.e S tal que * =5b"T1¢. Entlo,
b nfo 6 divisor de zero, & direita, tendo-ge, analogamente,
e/b=1, ¢c=—¢' =51, visto que em & é também vilida a
condigéo de minimo para ideais esquerdos.

COROLARIO 17:— Todo o automorfismo duma dlgebra sim-
ples finita, com elemento um, que detxa invariante o seu cen-
tro, é interno. :
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OO‘?\OLARIO 18:—8¢ D éum anel de divisdo de centro K, doss
subanéis que contenham K, finltos sobre K, isomonfos relativa-
mente a K, deduzem-se um.do outro por um aufomorfismo interno,

14) Uma questdo de dimensionalidade — Embora um
médulo M, sobre um anel simples foetheriano &, cujo
elemento um & operador unitdrio, seja uma soma directs
discreta M ==Zmy, (6 M), para a qual a cardinalidade
de M é bem determinada, nfo podemos afirmar que, pondo
mp=2,8, (£yemyu), sejam os zu independentes — .
Por ex. consideremos o0 espago M, a m dimensdes, sobre &,
que & o conjunto dos vectores (yy,...,%w), (y:eS).
Bserevendo v3=(1,0, «..,0), ..., vp=(0,..., 0, 1),
vése que M=v, 6+ ...+ v, S, Cada v; S & soma
directa de submédulos —& simples, da forma v;S=
=1+ .. ++v;ty, onde os r; sfio ideais directos simples
de decomposi¢io de &. Supondo £;,=wv;r; o0, (rie1s),
pode por-se v;G=E8; ©+...+§; &, mas os £, niio sio
ger%mente independentes — &.

‘amos tratar um caso, para o qual tem sentido falar
da dimensio (M /S), determilzlada erg correlagio com a car-
dinalidade da soma M =75, mp.

Seja R um anel com elemento um, do qual o anel sim=
ples noetheriano © & subanel com o mesmo elemento um.
Sio vilidos os raciocinios que passamos a expor. Kacreva-
mos S=r;4...+ tn=eg 6;—'—- coi+ 2, S, onde os ¢; sHo
idempotentes ortogonais e os'e; S =1; sio simples. Tam-
bé_m se tem R=1e; R4-...+¢,R, como soma directa.
Oonsideremos R como espago — & direito. Sabemos que

R=ZTxpre, (1re M; ry algum dos 14); e também sabemos

que cada ¢; R se pode considerar soma de certos LpTu.
Poremos : ‘

R=T e;R=2zw, v, +...+ 3¢

=1 P‘”‘ rP‘"’ !
(e: 9%=Zw‘u$_ Ty,)

Vamos ver que oz diferentes ¢; R sio isomorfos — SR.
Partamos do isomorfismo ¢; S~ ¢, &, por via do qual

e3~>byery=e, G, bies — e,
- b.l-—b.,ezerg, - blbg—*EQ 52:62,.
eya—>bya, (aed), e1by—>bydy, -

ere; —>bye; = by, (byeg=1by; 5152=31;.5251=92).»
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Ampliando este isomorfismo para nm homoemorfisto — 'R,
segundo o qual e;r—byr, (reSR), vé-se que, por um
lado, b, » percorre totalmente e; R, pois by R=1e3 b RE
Ce, ER=e;RNR, 0 e, ER=;SREH; R; por ontro
lado, 0 homomorfismo é isomorfismo, pois, supondo by 7=
=0, tem-se b, by r—=e;r=0.
" Demonsgtrado o isomorfismo — R, podemos afirmar,
mais particularmente, que e; R e ¢; R sho isomorfos —S.
Tntdo, a cada parcela simples —S de e; R, da forma
@y e, podemos associar uma parcela simples — & de
cada ¢; R, por forma a considerarmos SR como soma
directa de mdédulos — &, isomorfos -de &. Hserevendo
R=r v, (veN), vamos ver qual g estrntura de cada
Gve< G. Se designarmos por w, o correspondente, em Sy,
de 163, 6:Gv=w,5 e R=IL w, S. Nesta soma directa
discreta os w, sio independentes — &, porque, sob a hipé-
tese w, s, + ... wys, =0, (s,,...¢0O), além de se fer
Wy 8y = ... =1W) 53 =0, tem-se também s, = ... =35, =
=0, como resulta dos isomorfismos & ~ S,, ete. - .
A cardinalidade de M, conjunto dos . da soma R =
= a&ptp, 6 bem determinada. Como ela se obtém do pro-
duto de n pela cardinalidade de NV, esta tiltima relativa ao
conjunto dos vv da soma R=Xw,S, podemos falar da
ordem {(R/S)=cardinalidade de N. H, s¢ &; for um
segundo anel noetheriano, agora contido em &, e ainda
com o mesmo elemento um de & e de R tem-se (R/S:) =

=(R/©).(&/S,). Podemos dizer:

TEOREMA B8:— Suponde R um anel qualquer com ele-
mento um que & elemento um dum subanel simples noethe-.
riano &, de R, entio R tem a forma R=ILw, &, (veN),
como soma directa discreta de submddulos w, S, fodos iso-
morfos — S de S, existindo uma ordem determinada (R G) =
== cardinalidade de N.

15) Comutadores de subanéis dos anéis simples — Dum
modo geral, se R é um anel 6 € um conjunto de elemen-
tos de R, ARTIN e WHAPLES designam pelo simbolo R¢ o
comutador de €, em SR. Esse comutador é um subanel.’
No caso de haver dominio operatério para R, o comutador
de € é subanel admissivel.




|
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Se R e R' sfo dois andis quaisquer que admitem o
corpo K como dominio operatério, formemos SR >< & R,

Nio tem gentido falar de (R ><x RNE, por nio sabermos

se € pertence ao produto directo. Se R/ tem elemento
um =1wu’, o conjunto dos elementos {cu'{, ce &, que vire-

mos a substituir por €, tem o comutador (R ><x R')¢=
=RE><x R, como vamos ver. B imediato que um ele-

mento do 2.° membro comuta com todos os cu'. Inversa-
- 1
ménte, se X r,r, pertence ao 1.° membro, suponhamos

0s r, independentes — K, como & sempre possivel. Para
cada cu’ ¢, por hipétese, cu/.Br, i =1Xr, r,.cu’, ou seja
Z{cry—ryc)r,=o0. Daqui segme-se cr,=r,¢, 0 que
prova ser r, € RE, Tem logar esta proposicio:

TEOREMA 59: — No produto directo R ><y R , suposto R’
com elemento um, o comutador de EER SR ><x R’ ¢ defi-

nido pela igualdade (R ><x RNE=RE <, R.

Quando se sabe que o anel Q é o produto directo de
dois subanéis R e R’, tem sentido escrever (R ><x RN)E,

assim como BE><xR. As duas expressdes sio sinda.

. . . r
iguais, pelo seguinte: se ¢¢€, um elemento Tr,r, da
2. . i L
primeira expressio, supostos os r, independentes — K,
! s

d4 ¢.Zr,r,=x#»,7,.c, sem qualguer dificuldade de
hd - » . !

interpretaciio, visto que os 7,,7,,c sfio elementos de Q.
E tem-se ainda c¢r, =r,c¢. Anilogamente, um elemento

da 2.* expressiio pertence & 1.*. Convém chamar aqui a
atengio para 0 que vamos dizer. Seja ainda @ =R ><gR'
o produto directo de dois subanéis. Os elementos perten-
centes a factores distintos do produto, salvo os elementos
de K, que podem ser comuns, nio tém entre si mais-
do que relacfes formais de comutabilidade. Afirmando-se
que R é subanel do produto directo R >< ¢ R’, vé-se que

’ .
reR toma o agspecto r=7Xx»,»,, parecendo haver opera-

_ ¢Bes, além da simples comutabilidade, envolvendo os ele-
.‘ - I -
-mentos de R e de R'. Conclui-se que os 7,, da expressiio

de 7, terdio de ser elementos de K, pelo que.K estard
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contido em R/. Também se terd KER, por motivo
andlogo. H valido o : : .

TEOREMA 60:-~Se Q ¢ o produto dirvecto de dois sub-
anéis RN e R', da forma D=R><g R', 0 corpo K estd
contido mos dois subanéis, pelo que V., R e N tém o mesmo
elemento um de K.

COROLARIO 19: — Se @ = R >< g R for o produto directo
de dois subanéis, o primeiro dos guais de centro K, o comuta-
dor de R é o subanel R' ¢ o centro de Q ¢ o centro de R'.
Na verdade, sendo R’ o comutador de R, o centro de Q
terd de estar contido em SR'. Serd o centro de SR,

Voltemos ao produto R><x R’ e suponhamos T o T
dois subandis admissiveis de R e SR', respectivamente.
0 simbolo (R><gRNT>k Y tem sentido preciso, cons-
tatando-gse imediatamente que é

g{‘SXKg{i@g(gnggp)%xK‘s’_ (7)

A inclusiio inversa vai ser demonstrada com novas hipd-
teses. Para isso, exigiremos qume o 2.° membro comufe
separadamente com T e £/, 0 que sucederd se supusermos
estes dois subanéis contidos no seu produto directo. Entio,
ambos t&m elemento um, que serd o elemento um do pro-
duto. Hsse elemento um pertencerd também a R, R’ e ao
produto directo destes. Em suma, provaremos o

TeorEMA 61: — Dado o produto directo R ><x R’ de dois

anéis com elemento um, se X ¢ X' forem dois subanéis admis-
stveis de R e R', respectivamente, cada um deles com o ele-

mento um do anel & que pertence, é vdlida a igualdade RE<
=<x R (R><x g{,)%xK&‘f‘ Provemos, pois, a inclusio
contrdria de (7). Se um elemento I, ?,, com os 7, inde-
pendentes—‘K, pertence ao 2.° membro de (7), ele comu-
tarh com os elementos de %, o que leva a r, & RT. Se
exprimirmos, em seguida, £ =, r,, por forma a conservar-
mos aqueles dos seus », que sfo independentes — K, obte-
mos uma expressio T a*l,"r;, na qual ¢, € NREI, o, além disso,
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os diferentes 7, sio independentes—K . Entfio, da comuta-

bilidade de X7, 7, =X r,#, com os elementos de ¥/, con-
. 1 -

cluimos 7 & RY, 0 que demonstra a proposigio.

Dentro da notachio utilizada, R significa o centro

de R. Tem lugar o corolirio a seguir.

COROLARIO 20: — O produto directo Q=R ><x R’ de
“dois anéis do centro K tem o centro K. Fwersamente, se Q,
de-centro K, puder escrever-se sob a forma de produto directo
“de subanéis como a indicada, o centro-de cada factor é tam-
bém K .-Tratemos apenas a afirmagiio inversa. Sem ddvida
que K faz parte do centro de R. Esse centro n#o pode ser
maior do que K, pois, de confririo, ¢ mesmo sucederia ao
-centro de $2. Pelo coroldric 19, o centro de & é o centro
de R’. O centro deste 1iltimo serd K.. i

Particularizaremos agora os anéis R e R’, supondo R
simples e noetheriano e R' =G’ uma dlgebra simples
finita sobre K, este 1iltimo nm corpo que é o centro de R
o estd contido no centro de &’. O produto directo R>< ¢ &'

‘é anel simples noetheriano (teor. 55 e corolirio 14), Vamos
aplicar-lhe o teorema 57, supondo H; e H; duas sub-dlge-
bras simples equivalentes, finitas sobre K, com o mesmo
elemento um do produto directo, e contidas, respectiva-
mente, em R e ©’. A equivaléncia H; ¢ H, exige inva-
ridneia de K, mas como o teorema 57 exige que se tenha K
para centro do produto directo, vamos supor R e & de
centro K, por forma a realizar essa condicio. H4 um auto-
morfismo interno gque, deizxando K invariante, determina
‘08 segnintes isomorfismos, dentro de R ><x &': H; 2 Hs,

RO & = (R < &' )P (R < &) O

:%XK 6"%2,

4

Hy Bk
RF V= (R<ge)® T

~ (%XK 6")% XK6152 ='C“3'(6’532) .
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Mais especialmente ainda, admitamos que (H/K)=n
e tomemos para &' o anel K, de matrizes quadradas de

- gran n_com elementos de K. &' serd, efectivamente, uma

dlgebra simples, finita sobre K, de ordem =»®; contendo
uma sub-ilgebra $g, isomorfa de $H;, num isomorfismo

que deixa K invariante. K é o centro de &’. 1 possivél

precisar certas propriedades do produto R><g K, . Faga-

mosg, antes, algumas observages. £, costuma receber a
designagfio de I1.% representagiio reqular divecta de $i; pro-

-vém da multiplicagio, & esquerda dos elementos base

de $y, pelos elementos de $4. Conforme [({I), pig. 135],
o comutador de $j, ‘dentro de K,, é uma dlgebra H},

anti-isomorfa de H;, que costuma receber a designacfo de
2.% representaglo regular recéproca de 3 provém da mul-
tiplicagiio, & direita dos elementos base de H,, pelos ele-
mentos de ;. O produto H,><g H} pode niio ser igual

a K., pelo facto de n#o sabermos ser K o centro de Hj,
[Cf. lems 3 e teorema 53]. :
Pagsemos agora ao estudo de R >< g K,,. Sabemos, pelo

teorema 57, existir mm automorfismo interno que deter-
mina os seguintes isomorfismos: H; 2~ H,, RP1< g Kno=
~ R < g H}, RRDY o, H;. Concluimos daqui, imediata-

mente, que & gi(mﬁl):'H;, 0 que permite enunciar este
teorema de ARTIN-WHAPLES:

TEOREMA 62: — Dado o anel simples noetheriano R, de
centro X, se H; é uma sub-dlgebra simples fintta de R, com
o mesmo elemento um de R, de corpo fundamential K e de
ordem (H,/K)=n, existe um automorfismo interno do pro-

duto directo R><xKan, segundo o qual: 1) RP><g K, ¢
R ><g Hj sdo isomorfos, significando com T} o comutador,
em Ku, da tmagem de Hi; 2) 9{(9{‘61):}]:1; 3) RO 4
dlgebra simples sobre K, com condicdo de miénimo; 4) o grau
{R/R®1) 6 n==(H;/K). Demonstradas que estiio as ali-
neas 1) e 2), passemos a 3). Visto que RPM><x K, e
R><g H} sfo isomorfos (com invaridncia de K), o facto de
o tltimo prodato ser simples arrasta que o seja o primeiro.
Dado um ideal bilateral a, de ?Rﬁl, ge pudesse ser a ¢ 9{&’1‘,
a ¢ a, entdo, supondo be K, , ter-se-ia abde RO <k K,
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com ab¢a><gK,, o que nio pode fer lugar. Assim,

Rt ¢ dlgebra simples sobre K. Ela verifica a condiciio de-

minimo, porque essa condigio & verificada por Rt g Ka

e o teorema 63 a seguir, provars a propriedade para R 91,
Resta a alinea 4). Sabendo que Rt ¢ anel simples noe-
theriano, cujo elemento um & operador unitério de R,

existe um grau (R/RH1) e siio v4lidas as igualdades
(R>=<xg Kn/RH1 g Kp)= (R/RHI) =
=(R<gKu/<Rx>xg H})=(X./H}),

e, portanto, (R/R™1)=1r=(H;/K), como %o tinha afir-
mado. '

TEOREMA 63:— Supondo R ¢ & dois andis que contdm
um corpo K, cujo elemento um é elemento um de cade um
deles, a validade da condiglio de minimo pare ideais direitos

no produte R ><Xg & arrasta ¢ validade da mesma condigdo

para R, se S for finito sobre K. Se honvesse uma suces-
sfo ilimitada de ideais direitos em R, concluia-se a exis-
téncia duma suncessio ilimitada de ideais direitos no pro-
duto, 0 que seria absurdo. |

Da alinea 4) do teorema 62, tira-se o

COROLARIO 21: — 8¢ ® ¢ uma dlgebra central de divisdo
sobre K e § uma sub-dlgebra finita, com o mesmo elemento wm

de ®, o comuiador F, de F, em D, verifick a velagio

(D/F) =(F/K).

Muito importantes, pelas aplicacBes que delas podem
fazer-se, sfio as considerages que passamos a desenvolver.
R supde-se um anel simples noetheriano, de centro K,
e 22 um subanel contendo K e tal que R = (Q wy, Q ws,
-y Qwy), (wi e R). Interessamos o estudo do anel Ag
dos endomorfismos — £, de R, com L a operar & esquerda.
A multiplicagio, & direita, de cada xeR, por um ele-
mento fixo a e R, define um tal endomorfismo. Sabemos o
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significado de L=R ;><g R,. Se considerarmos & mul-
tiplicacio de R ; & esquerda, pelos elementos que comutsm
eom <, obtemos ignalmente endomorfismos — Q. Em Ag
esté -contido, portanto, o produto direeto A =Rd><KRe9“,
onde Q., é imagem de Q em R, (Cfr. lema 3). Inversa~
mente, gqualquer endomorfismo — 2, contido emiﬁ, per-
tence ao produto directo anterior, como vamos ver,

Escrevamos & =« . E‘ﬁ?\}' EW onde os 7y se supbem inde-
v ¥

pendentes — K. Para cadate Q,étx >t (2.2 E;f?} ES“?) =
= (2.2 B9 B EY =2 EP (S EY BYY). Como os B
sio independentes —_ K, E({}.EL") = EP ES%) , donde ge tira
a conclusfo desejada. —

Ponhamos R.Fe=29Q.. Existem os graus (A/Ra) e
(Qe/K), que sto iguais. O nosso 2.° objectivo consiste em
verificar que se tem (Q./K)Zn, o que resultard de se
provar ser (A/Rq4)Sn. A & uma parte de Ag. CadaseUg
fica definido dando os correspondentes #y, g, ..., Txn d0s
Wy, Wy e, Wa. A cada o se faz corresponder, desta maneira,
um vector. (%, @3, ..:, #») dum espago vectorial M,
sobre R, que tem. n dimensSes sobre R (aplicado &
direita) e que & completamente. redutivel. Hstudemos
cEPeQUq. Vése que w,.0 B ;‘;ciEg,‘lJ=xt. ». B claro,
deste modo, -como os elementos de R, se aplicam a g .
E serd (Yg/Ra)=(M/R), pois Aq, que pode supor-se
modulo — R (em vez de Ry4), 6 isomorfo—R duma parte
de M. Sendo (Ug/Ra)=n, 6 também (A/Ra)=Zn, conse-
quentemente (_E_}.Q[K)in. ‘0 caso em que (Ug/Ra)=n
tem lugar quando os vectores (xy,...,%s) podem ser
quaisquer. Entfio, os w; deverfio ser independentes — <,
porque uma relaghio X¢,w,=o0, (¢;¢ Q), toma.ndo act.:Al,
x;=0, (j¥i), dard ¢;=o. Inversamente, a independén-
éfa—i). dos w, permite que 08 (X3, ..., %x) percorram
todo o espaco M. Sabemos, de resto, que g tf:\, nessy
hipétese, isomorfo do anel completo das matrizes “do

grau # com elementos de 9, [(I), pig. 240), possuindo
uma dimensionalidade n?, sobre 2, e valendo a relagio

(Ug/)=rT=(Ag/R). (‘R/Q). Fixemos o0
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TEOREMA 64:— 08¢ R ¢ um anel simples noetheriano, de
centro K, ¢ se Q é um subanel de R contendo K, tal que
R=(Qwy,..., 2 wWa), o comutador R Q ¢ uma dlgebra H,
sobre K, de ordem Zn. Na hipdtese de se ter R = w, -t
+.. —l— Qwn, 0 anel Wq, dos endomorfismos —Q., de R,
e a imagem Ra, isomorfa de R, coniida em Ug, verificam

uma tgualdade da forma (Ug/Q)=(Ug/Rad).(R/Q).
Claramente que RQ g anti-isbmorfo de .R?e'zﬁe.

Imagmemos que, continuando a ser R um anel como
no teorema anterior; F é uma subdlgebra simples, finita
sobre K, com o elemento um de R . Supondo (H/K)=n=,
o teorema 62 garante-nos ser (R/RH)—n Tomando,
entio, @=RH, a ordem de R relativamente 3 dlgebra
simples 2, 6 ignal a n. Podemos escrever R =Q w; 1
+. —I—Qwﬂ, com o8 elementos w; independentes — L.
0 grau (A/Ra)=(H/K)=n mostra que se tem A=%gq,
visto ser (QIQ/R y=n. B valido o

TEOREMA 65:—Se R & um anel simples nostheriano de
centro K, H uma subdlgebra de R, simples, finita svbre K,
e com o elemento um de R, entdo: 1) o comutador Q =RH
é dlgebra stmples sobre K, nio finita, em’ geral, mas com con-
diglo de minimo; 2) o grau (R/Q) é finito e igual a (H/K);
3) todos os endomorfismos —Q, de R, pertencem ao produto
directo T =Ra><g Rao (*); 4) suposto, inversamente, Q wm
subanel simples de R, contendo K, com condiglo de minimo,
pare o qual (R/Q)=n e tal que todos os endomorfis-
mos — X, de R, pertencem o« T, Q & comutador duma sub-
dlgebra de R, simples, finita sobre K, ¢ com o elemento um
de R. As alineas 1), 2) e 8), tendo em conta o teorems 62
e og raciocinios que precederam este enunciado, encon-
tram-se demonstradas, pelo que resta a alinea 4), Ora escre-
vamos, conforme a hipdtese, R=Qw;+ ...+ Qw,.
Tem-ge aqui A—Rde :R_Qe Ugq, em virtude de ser,
também por hipotese, QIQZ"", o de se ter A=UAULNT,
Como Uy ¢ isomorfo de A< g K, segne-se, pelo corold-

(*) ArTiN WxAPLES exprimem-se dizende que todos os endo-
morfismos — Q s#o fungdes lineares analiticas. ‘
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rio 14 e pelo teorema 55, que Ay é anel simples ¢om. con-

dicio de minimo, e, portanto, algebra simples noetherians,
gobre K. Tira-se depois, por virtude da expressiio de A ==

—QlQ como produto directo, que R2e—=F, ¢ slgebra

simples sobre K, o mesmo se dizendo de RQ=H, que
tem, alids, o mesmo elemento um gue R. A ordem
(A/Ra)=(Rq/Ra) 6 =, o que dd (H/K)==r. Entio
(R/RH), pelo teorema 62, é de ordem 2, mas como R
contém X, a ordem (R/Q)_n que satisfaz & relacio

(R/9)=(R/RH)-(RH/9): mostra set (RM/Q)=1,
isto 6, @=R¥. O teorema encontra-=se completamente
demonstrado,

A fim de enunciarmos um aditamento ao teorema aca-
bado de provar, Justlﬁquemos este

~ LEMA B: ——Dado o anel R do teorema 65, em todo o
elemento T = E(e) E(d)eCE, que serve para defintr wma trans-

formagdo linear analzt?ca em R, é posswel supor simultinea-
mente independentes — K tanto os B , COmo 08 E(d) De facto,
comecemos por exprimir os ELV’ naqueles, de entre eles,
que sio independentes — K. Os novos Egﬁ)u, tais que
ZF("’) E(d)=zE(e; E(,fi), podem n#o ser independentes.
Facamos neles uma substitui¢io andloga & que foi feita
nos E( < Agora pode suceder que os novos E( } nfio sejam
mdependentes Como o ntmero de termos da. soma vai
diminunindo, enquanto os ES.? e 08 E‘Sﬁ; nio forem simul-

tineamente independentes, a afirmagio fica estabelecida.
De resto, é claro, 7' pode ser um elemento gualquer de €

-Pode dar-se agora o aditamento referido.

ADITAMENTO AO TEOREMA 65:— Todos os endomorfis-
mos—Q, de R, du forma X —>xo0, tals que, para lodo
0 qe}, se tenha xq—»(xq)c—xc q, postos s0b a forma

de fungdo linear analitica x — x, EE:) E(‘”_Er Xr,, sdo
susceptiveis de tomar este outro aspecto: X — xEDﬁﬁi D&?,

onde os a,, assim como 08 a,, sdo elementos de H dndepen-
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dentes — K. Domonstrdinos, na verdade, que os endomor-
fismos — £ eram todos analiticos, consequentemente da

. d ! I .
forha m—»m.EES.'fl Eg-v), com r,—a,6 RE=H,; »,eR.

A bhipétese x g~z ¢q.L nggE;f’:(m.Z‘, Eﬁﬁj Eif)) g, Supos-

tos o8 Ef,f: independentes — K, mostra que se tem

” i o )
EE_,ME,(,.‘? =ES,JE§“, ou seja ES-::E&?eR?": H.. Em
virtnde do lema, é admissivel que 0s a, e 03 a sejam
independentes — XK, visto nfo sairmos de H, efectuando
as operacBes gue o referido lema indica.
Fis agora um teorema final, que tem em conta wm
certo ntimero de raciocinios anteriores: ‘

TEOREMA 66: — Se R & um anel simples noetheriano, de
centro K, H uma subdlgebra de R, central, simples, finita
sobre K, todo o automorfismo o, de R, que deixa irvariante

»

o comutador Q@ =R, & um automorfismo interno, definido
por um elemento a'eIl. Para cada geQ, tem-se wg.0=
—x%5.go=wr0.q, ¢u.0=¢o.xo=g.%0, de sorte que ¢
6 um endomorfismo — Q. nas condigbes do aditamento ao
teorema 65, portanto mma fungéo linear analitica da forma

d )
m»m.EEEﬂV E&J, (a¢y;a,eH), com os a, independen-.

tes — K, assim como os dy. Seja a transformago o —
—gp(m):m.ﬁE%ﬂP E‘,,‘:j, (B, 5, ¢ H), tal que I(aj)=1,
1{a})=0, (i$1). Véseque £b,[(5, ®)0] =T, (B, 0.w0)=
o
= (Zby.by0)zo = a'.@o, onde a'e H. Por outro lado,
| temlseEb;[(bpm)d]'zﬂb;(za",bpmav):z[(zb;a;bp).
B ¥ L

.xa,]==wxa;, donde se conclui a’.xo=way, com a;Fo.

Tomemos agora a ‘fgng‘éo.linear analitica I; (z) =1 a::’P %o,
tal que c;,,cPeH, li{a)=1. Tem-se %}a’.(wc‘;)c.cpé
= Ea_’(wc.c;c)c‘,:a’.mc. ¢, onde ¢e H . Também se tem
;Ec_f‘p.(agc;,)c-.cp_—.ga&c;}a,cpzm, visto que “’-('m°;)°=

s

= ¢, 6. I, assim, @' zc.c==. Para z=1, obtém-se

|
I
i
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a'¢=1, o que d4 ¢=a'—1, Portanto, é a'.zs.a'"1=w,
ou sgeja, como afirma o teorema, w¥o=— a'~lwa’, visto

que a’'e H.

16) Aplicagdo a anéis qualsquer — Neste § final, indi-
caremos algumas aplicagBes interessanfes a anéis quais-
quer, Comegaremos pela seguinte proposigio:

"TeEOREMA 67: — Seja R um .anel gqualguer cujo centro
contém o corpo K e cujo elemento um é o elemento um de K;
se H ¢ uma dlgebra central simples, finita sobre K, contida
em R, e se uma fungdo linear analitica 1(x), definidaem R,
niio idénticamente nula e com coeficientes pevtencentes a T,
aplica os elementos de H em K, o conjunto dos elementos L(x},
[x e R], constitui o comutador RH.

A demonstraciio assenta no seguinte

LemA 6:— Dados R e H nas condiges do teorema, se
uma fungfo linear analitica 1(x), com coeficientes periencen-
tes a H, leva o zero, quando aplicada a cada xe ., o
mesmo sucede quando x e R. Como a subdlgebra H possui
o centro K, o seu anel de endomorfismos — K é da forma
T =THa><x He, como resulta dos teoremas 52 e 53. Por

hipbtese, a fangdo l(m):Za:mav: mEESﬁi Eg? leva a
zero, quando aplicada a cada x e H. Podemos exprimir
os a, e em elementos independentes— K, por forma a
dar a I (x) o aspecto T a;ma,',_, com os a, independentes.

Mesmo que x € R, a aplicagio de ! ao elemento » leva a
idénticos resultados sob os dois aspectos, porque os ele-
mentos de K se podem deslocar para a direita de x, mesmo

na hipétese x ¢ R. Mag, sendo . % EY BY—, sexeH,

o endomorfismo — K, representado por I EE,?L Effi eT, 6

T ‘6w s ) o
nulo. Entéo, como os E;f,’ siio independentes, og EL; séo
nulos, O mesmo se diz dos «, e 0 lema fica provado.

Passemos ao teorema. Seja ofae H. Como I(z)e K,
se ze, temse al(z)—1(x)a=o, para cada zeH.
Pelo lema, serd al(x)==1(%)a, ‘para cada xeR. Isto
significa’ I{x) e RY. Tnversamente, se-y e RE, tomemos



aeH tal gue ofl(a)=%eK. Sers I(k 'a)=1 ‘e
l(k_iay).:l(k_1 a)y. pois y comufa com os elementos
de H. Vé-8e que l(k—l ay)=y, pelo que y tem efectiva-
mente a forma I{z). O teorema estd demonstrado.

TEOREMA 68: — Dados R e H, como no comego do enun-
élade do teorema 67, é vilida a tgualdade B =H ><x RH.
BEsta afirmacid muito geral pode concluir-se do modo a
seguir. Supondo ey, ..., e, uma base de H, existem fun-
¢Bes lineares analiticas 7 (@), [¢==1,2,...,n], com coe-
ficientes em H, tais que 7,(e;,)=1, Zi(ej')zb, REFIE
A funcho linear analitica I(x)=1{;(x)e; + ...+ 1u(z) 0 —
- —a, com coeficientes em H, aplica todos os elementos
de H sobre zero, pelo que aplicard sobre zero cada e R.
- Batio serd z={;(x)e;+... 4 In(2) s, para cada zeR.
Como cada I,(x) nfo é idénticamente nula e aplica os ele-
mentos de H .sobre K, segue-se RH = i, (2)}, e, conse-
quentements, R=H.R¥Y. Dentro de R, os subanéis H
e RF realizam as condig8es indicadas a propésito do
lema-3. Por isso 6 R=H><xRH, como se afirmon,
[Cfr. (I),-pdg- e seguintes, assim como (I), pig. 140].

Pard remate, daremos os dois corolérios a seguir.

COROLARIO 22: —Se S ¢ um anel qualquer ¢ H wma
subdlgebra central simples, finita sobre K, tem-se, supondo
uweH o seu elemento um, nS¥ =H <gu &, Comecemos
por observar que se tem ((¢ G u)X)H= (4 Su)H. De facto,

um elemento de vGu que comuta com H comuta com

K<H. E, portanto, um elemento de (¢« Su)® que comuta
com I, pelo fue o 2.° membro estd contide no primeiro.
Que o primeiro estd contido no segundo, é imediato, pois
(vSu) cuSu. Posto isto, mostremos que (6 Gu)H=
=uGH. Um elemento do 2.° membro tem a forma us,
onde s6© 6 tal que sa=as, para cada ae¢ H. Em parti-
cular, pondo ¢=u, vem su—us—usu. Assim, use
(v Gu)H, Inversamente, um olemento deste lltimo comu-
tador é da forma uiw=wu.utu, com te &, K, portanto, o
produto de u por um elemento de & que comuta com H,
pelo que pertence a S, Anilogamente se tem (v S u)E =

Lk

—u &K, de sorte que, pelo teorema anterior, (v Gu)¥ =

=uBE=H=<g («Su)E)E=H <¢ u&H, '

COROLARIO 23: - Supondo © duma digebra central de
divisilo, finita sobre K, dado wm midulo M, sobre D, se g

¢ g forem, respectivamente, os anéis dos seus endomorfis-
mos —K e @, tem-se Ug=Ugy><gD. B claro que AUgx -
possui elemento um e tem K por centro. Tanto © como
D g ostio contidos em gk, sendo (Ag)P?=Ug. A estru-
tura do produto directo do enunciade é a mesma que a

de A. g D.



