TOPICOS DE
ANALISE E TOPOLOGIA
EM VARIEDADES

Armando Machado

UNIVERSIDADE DE LISBOA

Faculdade de Ciéncias
Departamento de Matematica
1997



Classificacdo A.M.S. (1991): 58-01
ISBN: 972-8394-07-1



INDICE

Introducéo

Capitulo 1. Medida e Integracdo em Variedades
81. Medida de Lebesgue sobre os espagos euclidianos
82. Medida de Lebesgue sobre as variedades
83. Teoremas de Fubini e da mudanca de variaveis

84. Coordenadas polares generalizadas e medidas das esferas

§5. Teorema de Sard
Exercicios

Capitulo 11. Topicos de Algebra Multilinear
81. RelagOes entre espacos vectoriais reais e complexos
82. Espacos de aplicagdes multilineares
83. Grupo simétrico e sinal de uma permutacéo
84. Aplicagdes multilineares alternadas. O determinante
85. Produto exterior
86. Produto interior
87. Orientacdo de espacos vectoriais reais
88. Elemento de volume e operadores *
Exercicios

Capitulo 111. Formas Diferenciais e Teorema de Stokes
81. Campos tensoriais e formas diferenciais
82. Derivada exterior duma forma diferencial
83. Derivada de Lie duma forma diferencial
84. Integral duma forma diferencial
85. Teorema de Stokes
86. Versdes classicas do teorema de Stokes
87. Operador prismatico e lema de Poincaré
88. Aplicacdo & demonstracéo de resultados topoldgicos
89. Teorema de Stokes singular. Angulo sélido orientado
Exercicios

Capitulo 1V. Introducéo a cohomologia de de Rham
§1. Cohomologia de de Rham
82. Produtos e somas de complexos de cocadeias
83. Sucessdo exacta de Mayer-Vietoris
84. Cohomologia com suporte compacto
85. Dualidade de Poincaré
86. Aplicacdo a demonstragdo de resultados topoldgicos
87. Invariancia topolégica da cohomologia
Exercicios

[ER
WoRr Rk <

18
21
27

37
37
39
45
48
57
64
67
79
88

99

99
107
120
130
133
140
143
149
156
170

195
195
202
213
225
234
251
261
268



indice de Simbolos
indice Remissivo

Bibliografia

indice

293
297
301



INTRODUCAO

Este texto teve a sua origem num curso semestral de Analise em Variedades
destinado aos estudantes do Ultimo ano da licenciatura em Matemética da Facul-
dade de Ciéncias da Universidade de Lisboa. Uma versdo anterior foi publicada
nos Textos e Notas do CMAF em dois volumes ha cerca de vinte anos ([13])
mas sucessivas mudancgas na organizacdo do curso e na sensibilidade do autor
conduziram a necessidade de uma reformulacédo de quase todos 0s assuntos.

De certo modo, o texto constitui uma sequéncia do livro [10], do qual retoma
as notacOes e a filosofia: As variedades estudadas sdo sempre “variedades
concretas”, ou seja, subvariedades de um certo espaco vectorial de dimensao
finita. Como entdo, a razdo por que nos limitamos ao estudo destas estd no
desejo de chegarmos tdo depressa quanto possivel aos resultados interessantes,
sem perder tempo com definicOes e resultados que, apesar de triviais, demoram a
explicar e sdo, por vezes, frustrantes. Temos ainda em conta que este texto se
destina também a estudantes cuja area principal de interesse ndo é a Geometria e
que poderiam ser desencorajados por um tratamento desde o inicio demasiado
abstracto; o ponto de vista que, para estes, queremos sublinhar é o de que a
Geometria pode ser olhada, em parte, como o estudo da Analise no quadro dos
conjuntos nao abertos.

E claro que um estudante ndo deve terminar a licenciatura em Matematica,
especialmente se 0s seus interesses se centrarem na area da Geometria, sem
saber o0 que é uma variedade abstracta, quais os exemplos fundamentais desta
importante estrutura e como, no quadro destas, se generaliza a Geometria
Classica; trata-se de uma nocdo fundamental em muitos ramos da Matematica
contemporanea, que é impossivel ignorar. Se é verdade que, na estrutura actual
da licenciatura em Matematica é sem duvida na disciplina em que este curso se
baseia que essa nogdo deve ser abordada, pensamos que isso pode ser feito de
forma paralela ao desenvolvimento fundamental do curso, dando em cada caso
indicagBes sumarias sobre 0 modo como as nogdes apresentadas no quadro
concreto podem ser adaptadas ao quadro abstracto. De qualquer modo, somos de
opinido que a abordagem, mesmo que resumida, do conceito de variedade
abstracta iria prejudicar a coeréncia interna deste texto, pelo que preferimos
apresenta-la noutro lugar.

No primeiro capitulo abordamos o estudo da medida de Lebesgue sobre as
variedades contidas num espaco euclidiano. Colocamo-nos, para isso, no quadro
da integracdo em espagos de medida abstracta, tal como pode ser encontrada, por
exemplo, nos livros de Rudin [16] ou Lang [9] ou no texto [11] do autor.
Supomos, em particular, conhecida a medida de Lebesgue nos borelianos de R”,
incluindo a férmula de integracdo por mudanga de variaveis, e passamos dai,
primeiro, de forma trivial, para os borelianos de um espaco euclidiano
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(independéncia da escolha da base ortonormada) e depois para os borelianos de
uma subvariedade de um espaco euclidiano. Para estes Gltimos comegamos por
examinar 0 que se passa com 0s borelianos pequenos, essencialmente os que
estdo contidos no dominio de uma carta, e partimos dai para os borelianos gerais,
tendo em conta o facto de cada um destes ser unido de uma familia numeravel de
borelianos pequenos disjuntos dois a dois. Ao contrario do que se faz
usualmente no quadro da medida como funcional, ou quando se define
directamente o integral duma forma diferencial, as particbes da unidade néo
jogam aqui nenhum papel. Examinamos em seguida 0 modo como o teorema de
Fubini e a mudanca de varidveis se comportam no quadro da medida de
Lebesgue sobre as variedades e sublinhamos, a propésito, que o quadro natural
para as coordenadas esféricas em dimensdo maior ou igual a 3 parece ser o de
duas coordenadas, uma real e outra, generalizada, com valores na hipersuperficie
esférica unitaria. Terminamos o capitulo com uma demonstracdo do teorema de
Sard baseada na apresentada por Milnor em [15]. Esse teorema tem muitas
aplicacbes importantes em Geometria e vai ser utilizado, em particular, no
terceiro e quarto capitulos.

No segundo capitulo examinamos os resultados de Algebra Multilinear que
sdo essenciais para o estudo posterior das formas diferenciais. Supomos,
naturalmente, que o leitor tem os conhecimentos bésicos de Algebra Linear que
se aprendem normalmente ao nivel do primeiro ano da licenciatura, incluindo o
estudo das matrizes e respectivos determinantes e as propriedades basicas dos
espagos vectoriais com produto interno. Se num ou noutro caso, como a
proposito do sinal de uma permutagdo ou na discussdo da orientacdo de um
espaco vectorial real, retomamos questdes que se poderiam considerar
conhecidas, isso deve-se ao desejo de conservar alguma coeréncia num assunto
que temos necessidade de examinar um pouco mais profundamente. Todas as
seccOes deste capitulo sdo essenciais para 0 que se segue, com a possivel
excepcdo da que se debruca sobre o produto interior, cujos casos de utilizagdo
podem normalmente ser substituidos por argumentos ad hoc simples.

O terceiro capitulo constitui a parte central deste texto. As formas
diferenciais aparecem essencialmente como func¢es com valores em espacos de
aplicacBes multilineares alternadas e na defini¢do do conceito de suavidade e do
operador de diferenciacdo exterior tira-se partido de modo essencial do espaco
vectorial ambiente, através da utilizacdo de prolongamentos das formas
diferenciais, que séo aplicagdes com valores em espacos vectoriais fixados. Por
exemplo, o diferencial exterior € definido a partir do antissimetrizado da
derivada usual de um prolongamento e ndo por colagem de defini¢des locais nos
dominios das cartas, a resolucdo do problema da independéncia do
prolongamento sendo resolvida através da férmula alternativa que utiliza campos
vectoriais e 0s respectivos parénteses de Lie. A derivada de Lie de uma forma
diferencial na direccdo de um campo vectorial é definida no mesmo espirito,
apesar de ndo ser posteriormente utilizada neste trabalho. O integral de um forma
diferencial de grau n sobre uma variedade orientada com a mesma dimenséo é
definida, utilizando um produto interno auxiliar no espagco ambiente, como o
integral, para a medida de Lebesgue sobre a variedade, da componente da forma
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diferencial no elemento de volume, o facto de este integral ndo depender do
produto interno considerado aparecendo entdo como uma consequéncia
particular da invariancia do integral pelas imagens reciprocas. Provamos, em
seguida, o teorema de Stokes para as formas diferenciais, por reducdo, como é
usual, ao teorema fundamental do Célculo Integral, via mudanga de variaveis e
um argumento de particdo da unidade, e mostra-se como resultados classicos do
Calculo Vectorial podem ser obtidos a partir de casos particulares do teorema de
Stokes. O operado prismatico ¢ definido, mais uma vez, de modo global, tirando
partido do espaco vectorial ambiente, e é utilizado em seguida na demonstracao
do lema de Poincaré. Referem-se ainda as aplicagdes classicas do teorema de
Stokes a demonstracéo de resultados topolégicos, como o teorema do ponto fixo
de Brouwer, o teorema da inexisténcia de retraccdo da bola sobre a esfera e o
teorema da esfera despenteada, estabelecendo-se, em particular, os teoremas de
aproximacdo de aplicacdes continuas por aplicacBes suaves, que permitem
passar das versGes suaves para as versdes continuas dos resultados referidos.
Enuncia-se, enfim, o teorema de Stokes singular, consequéncia trivial do
teorema de Stokes original, e aplica-se este resultado ao exame da nocdo de
angulo solido orientado, com aplicacdes a teoria do grau.

O quarto capitulo retoma o estudo das formas diferenciais, sob o ponto de
vista da Algebra HomolGgica, e constitui uma introducdo ao estudo da
cohomologia de de Rham das variedades. O lema de Poincaré, estudado no
terceiro capitulo, exprime que, numa variedade contractil, as formas diferenciais
exactas sdo exactamente aquelas que séo fechadas. Os espacos de cohomologia
de de Rham, que medem o “grau de falsidade” deste resultado no caso de uma
variedade arbitréria, sdo introduzidos na primeira seccdo, bem como as
respectivas propriedades de functorialidade, enquadrados numa primeira
aproximagao aos conceitos basicos da Algebra Homoldgica, e sdo demonstradas
algumas propriedades elementares, em particular as que relacionam a
cohomologia de grau 0 com as componentes conexas da variedade. Na secgéo 2
é estudada a compatibilidade da cohomologia dos complexos de cocadeias com
0s produtos e as somas, depois de apresentar uma definicdo geral destes, no
espirito da Teoria das Categorias mas sem recorrer explicitamente a esta,
destinada a evitar referéncias repetitivas as multiplas identificagcdes necesséarias.
Como aplicacdo, mostra-se que a cohomologia de uma variedade, unido disjunta
de uma familia de abertos, vai ser um produto das cohomologias desses abertos,
0 que, quando se toma como abertos as componentes conexas da variedade,
permite reduzir o calculo dos espagos de cohomologia ao caso particular das
variedades conexas. Na seccdo 3, depois de introduzir mais um resultado geral
de Algebra Homoldgica, o lema da serpente, é estudada a sucessdo exacta de
Mayer-Vietoris, que permite efectuar os primeiros célculos explicitos de espagos
de cohomologia ndo triviais, nomeadamente os das esferas S c R"*!. Na
seccao 4 sdo estudadas as formas diferenciais com suporte compacto bem como
a versdo da cohomologia de de Rham a elas associada, versdo que se revela
extremamente importante para o estudo das variedades ndo compactas, mas que
também é (til, como instrumento auxiliar, mesmo quando o objectivo do estudo
se centra nas variedades compactas. Tendo em vista aplicacdes posteriores é
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calculada explicitamente a cohomologia de de Rham com suporte compacto dos
espacos R™ e, mais geralmente, dos produtos de intervalos abertos. Na seccéo 5
¢ estudado o teorema de dualidade de Poincaré, que mostra que cada espaco de
cohomologia de de Rham de uma variedade de dimensdo m, orientada e sem
bordo, é isomorfo ao dual do espaco de cohomologia com suporte compacto, de
grau complementar. A técnica de demonstracdo que seguimos € a que
encontramos em [7] e baseia-se num lema “algo misterioso”, mas que se revela
atil em muitas aplicagdes. Como instrumentos auxiliares, é estudado um
resultado importante de Algebra Homoldgica, o lema dos cinco, a cohomologia
com suporte compacto de uma variedade, unido disjunta de subconjuntos
abertos, é identificada como uma soma das cohomologias com suporte compacto
desses abertos e é estudada uma versdo da sucessdo exacta de Mayer-Vietoris
para 0s espagos de cohomologia com suporte compacto. Entre as outras
aplicacGes do lema atrés referido, que temos pena de ndo ter tido possibilidade
de apresentar, citamos o teorema de de Rham, que relaciona a cohomologia de
de Rham de uma variedade com o dual da sua homologia singular, uma nocéo do
ambito da Topologia Algébrica, assim como o teorema de Kiineth, que permite
estudar a cohomologia de um produto de variedades; a primeira ter-nos-ia
exigido um estudo prévio dos conceitos basicos da Homologia Singular e a
segunda imporia um estudo da nogdo geral de produto tensorial, em ambos os
casos aumentando a dimensao deste trabalho para além do que estava nos nossos
planos. Na seccdo 6 aplicam-se os resultados anteriormente obtidos, em
particular os que respeitam a cohomologia com suporte compacto, a
demonstragdo de resultados importantes de natureza topoldgica como o teorema
de Jordan-Brouwer e o teorema de Brouwer da invariancia do dominio. Por fim,
na secc¢do 7, utilizando as vizinhangas tubulares das variedades compactas sem
bordo e, mais geralmente dos subconjuntos compactos de uma variedade sem
bordo, assim como técnicas de aproximacdo de aplicagdes continuas por
aplicacdes suaves, é estabelecida a invariancia topolégica da cohomologia de de
Rham das variedades compactas sem bordo. A invariancia topolégica no quadro
mais geral, que ndo estudamos aqui, poderia ser obtida com técnicas de
aproximacdo mais elaboradas (cf., por exemplo, [8]) ou, alternativamente,
através do estudo do teorema de de Rham.

No fim de cada capitulo é proposta uma lista mais ou menos longa de
exercicios, destinados a testar a compreensdo dos assuntos estudados e a
apresentar outros que complementam aqueles.



CAPITULO |
Medida e Integracdo em Variedades

81. Medida de Lebesgue sobre o0s espacos euclidianos.

Neste capitulo vamos supor conhecida a no¢do de medida positiva sobre
uma o-algebra de partes dum certo conjunto, assim como as propriedades
gerais de tais medidas e dos integrais correspondentes. De um modo geral,
as o-algebras que utilizaremos serdo as o-algebras dos borelianos de
espacos topoldgicos. Vamos relembrar especialmente os dois resultados
seguintes, que serdo utilizados inimeras vezes ao longo do capitulo:

1.1.1 Sejam X um espaco topoldgico, 1 uma medida definida nos borelianos de
X e f: X — [0,+o00] uma fungdo mensuravel, que permitimos possa tomar o
valor 4-o0. Fica entéo definida uma nova medida 1y nos borelianos de X,
pela formula

ui(d) = [ 7ia)duta).
Além disso, para cada fungdo mensuravel g: X — [0, +oc],
[ o) dust@) = [ gta)s (@) duta),
X X

uma férmula idéntica sendo valida, no caso em que a funcdo f toma valores
em [0,+oo[ e a fungdo g é integravel e toma valores em R ou, mais
geralmente, num espaco vectorial £ de dimenséo finita.

1.1.2 (Teorema trivial de mudanca de variaveis) Sejam X e X espacos topol6-
gicos e u e 7i medidas definidas nos borelianos de X e de X, respectiva-
mente. Seja ¢: X — X um homeomorfismo compativel com as medidas, no
sentido que, para cada boreliano A C X, se tenha fi(p(A4)) = u(A). Para
cada funcéo mensuravel g: X — [0, +-00], tem-se ent&o

[ s daw) = [ ste@)duto)
X X
uma férmula idéntica sendo valida no caso em que a fungdo g é integravel e

toma valores em R ou, mais geralmente, num espagco vectorial FE de
dimensdo finita.
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Vamos também supor conhecidas as propriedades gerais da medida de
Lebesgue 1, definida nos borelianos de R”, em particular, os resultados
gue enunciamos em seguida, sobre a mudanca de variaveis:

1.1.3 Suponhamos que &: R™ — R™ é um isomorfismo. Notamos entéo ¢, o valor
absoluto do determinante da matriz de £ na base canonica de R", e dizemos
que c¢ é o coeficiente de dilatagdo do isomorfismo &. Esta designagéo é
justificada pelo facto de, para cada boreliano A C R", ter-se

Mn(g(A)) = C¢ MH(A)'

Repare-se que, como se reconhece imediatamente, é suave a aplicacdo de
Lis(R";R™) em 0, 400, que a cada £ associa c.

1.1.4 Sejam U C R" e V' C R™ dois abertos e ¢: U — V' um difeomorfismo de
classe C''. Para cada = € U, tem-se entdo que Dy, é um isomorfismo de R"
sobre R”, que vai ter um coeficiente de dilatagdo cp, ), € ficamos portanto
com uma aplicagéo continua de U em |0, +oo|, que a cada 2 associa cp(,).
Tem-se entdo, para cada boreliano A C U,

tn(p(A)) = /A CDp(a) Apin (7).

1.1.5 Sejam U Cc R™ e V C R" dois abertos e ¢: U — V' um difeomorfismo de
classe C'!. Para cada aplicagdo mensuravel g: V' — [0, +o0], tem-se ent&o

/V oy) dpn(y) = / 9(9(2))enpte) dpin(a),

a mesma formula sendo valida no caso em que g € uma funcéo integravel
com valores em R ou, mais geralmente, num espaco vectorial £ de dimenséo
finita.

Repare-se que 1.1.5 se pode deduzir muito facilmente a partir de 1.1.4, por
utilizacdo dos resultados 1.1.1 e 1.1.2 enunciados atrds. Com efeito,
podemos definir uma medida ' nos borelianos de U, pondo
W (A) = pn(e(A)), tendo-se entdo que ¢: U — V é automaticamente um
homeomorfismo compativel, quando se considera em U a medida p/ e em
V a medida 1,,. Resulta entdo de 1.1.4 que /' é também a medida definida
pela fungéo mensuravel positiva = — cp,(,). A igualdade de 1.1.5 resulta
entdo de que ambos os membros sdo iguais a f[ g(o(x)) dp/(z). Um

raciocinio deste tipo vai ser repetido em varias situagbes ao longo deste
capitulo.

Seja £ um espaco vectorial de dimensdo n. Sabemos que E tem uma
topologia candnica, a saber, a associada a qualquer das suas normas, pelo
que faz sentido falar dos borelianos de E. Além disso, se £&: E — R™ é um
isomorfismo, entdo ¢ é também um homeomorfismo, pelo que um
conjunto A C E é boreliano se, e s6 se, {(A) é um boreliano de R". Uma
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tentativa natural para definir uma medida de Lebesgue 1.z, nos borelianos
de F, seria a de por pgp(A) = p,(£(A)), mas uma tal tentativa ndo
resulta, uma vez que o segundo membro da igualdade anterior dependera,
em geral, do isomorfismo ¢ escolhido. Para definir uma medida de
Lebesgue nos borelianos de F, vamos ser obrigados a fixar em E uma
estrutura suplementar, a saber, um produto interno (para medir é
necessario uma régua...), por outras palavras, vamos supor que £ é um
espaco euclidiano. Note-se que, quando considerarmos R™ como espago
euclidiano, estara implicito, salvo aviso em contrario, que o produto
interno considerado é o canonico, isto é, aquele para o qual a base
canonica é ortonormada.

1.1.6 (Lema) Se & R" — R™ é um isomorfismo ortogonal, entéo c. = 1.
Dem: Seja B ¢ R™ a bola fechada de centro 0 e raio 1. O facto de B ser um
conjunto compacto, de interior ndo vazio, implica que ,(B) é finito e ndo
nulo. Uma vez que £(B) = B, donde p,(B) = cep,(B), concluimos que
ce = 1. Alternativamente, pode-se também notar que a matriz de £ na base
candnica de R™ é uma matriz ortogonal, portanto com determinante igual a 1
ou—1.00

[.1.7 Sejam E um espaco euclidiano e &,7: £ — R" dois isomorfismos
ortogonais. Para cada boreliano A C E tem-se entéo ., (£(A4)) = pn(n(A)),
pelo que fica bem definida uma medida g, nos borelianos de F, a que
chamaremos medida de Lebesgue sobre FE, pela igualdade
ugp(A) = pu,(£(A)), onde & E — R™ é um isomorfismo ortogonal arbitrario.
Em particular, escolhendo para £ o isomorfismo idéntico de R™, vemos que a
medida de Lebesgue do espaco euclidiano R™ é precisamente fi,,.

Dem: E uma consequéncia imediata do facto de se ter (A) = n o £ 1(£(A)),
onde o £ 1:R" — R" é um isomorfismo ortogonal.]

1.1.8 No caso em que F é um espago vectorial de dimensdo 0 (com o Unico
produto interno possivel!), definimos a medida de Lebesgue sobre E, como
sendo a medida de contagem, isto é, a definida por pgp(d) =0 e
up({0}) = 1. Esta definicdo pode ser olhada como um caso particular da
definigdo geral precedente, por quem ndo sinta vertigens ao tentar descobrir o
que é a medida de Lebesgue em R,

1.1.9 Sejam E e F espacos euclidianos e &: E — F' um isomorfismo. Existe
entdo um, e um so6, numero real ¢ > 0 (a que chamaremos coeficiente de
dilatacéo de &), tal que, para cada boreliano A C E, pp(§(A)) = ce pp(A).
Esse nOimero real pode ser obtido do seguinte modo: Escolhem-se
isomorfismos ortogonais a: E — R” e 3: F — R", e entdo c. é entdo o
coeficiente de dilatagdo do isomorfismo 3o £ o a': R" — R™,

Dem: A unicidade de um real c¢, verificando a condi¢éo do enunciado, é
uma consequéncia trivial de existirem em £ borelianos de medida finita e
néo nula (uma vez que existem em R"). Quanto & existéncia de c; naquelas
condicBes, basta fixarmos isomorfismos ortogonais «:E — R" e
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B: F'— R", e verificar, 0 que € trivial, que o coeficiente de dilatacdo do
isomorfismo 3o £ o a~!, de R” sobre R", verifica as referidas condigtes.]

1.1.10 Sejam E, F' e G espacos euclidianos. Tem-se entdo:
a) Se & £ — F' é um isomorfismo ortogonal, entdo ¢, = 1, em particular, o
coeficiente de dilatagdo de Idp: F — F éigual a 1;
b)Se & E — Fen: F' — G séo isomorfismos, entéo c,.c = ¢, c¢;
¢) Se & E' — F € um isomorfismo, entdo c;1 = 1/cx.
Dem: A alinea a) resulta de que, se &: E — F' é um isomorfismo ortogonal,
entdo, escolhendo isomorfismos ortogonais a: £ — R™ e G: FF — R", 0
isomorfismo 3o ¢oa~!, de R" sobre R”, é também ortogonal. Quanto a
alinea b), escolhemos em E um boreliano de medida finita e ndo nula (tais
conjuntos existem em R", e portanto também em F), e notamos que

cpoe E(A) = g (n(€(A))) = ¢y ur(§(A)) = ¢ ce pp(A).
donde c,.¢ = ¢, ce. A alinea c) resulta imediatamente das alineas a) e b).[1

1.1.11 Se E e F sdo espacgos euclidianos, podemos considerar no espaco
vectorial £ x F' um produto interno, definido por

<(I,y), (zlvy/» = <.T,$/> + <y7y/>'

Salvo aviso em contrario, sera este o produto interno que se considera em
E x F, quando se olha para este espaco como espaco euclidiano. Observe-se
que, quando se identifica o produto cartesiano R™ x R" a R™*", da maneira
usual, o produto interno canénico de R™*" é precisamente 0 associado aos
produtos internos de R™ e de R".

1.1.12 Se FE e F' sdo espagos euclidianos, entdo a medida de Lebesgue gy, NOS
borelianos de E x F', é a medida produto das medidas px € pp.
Dem: Uma vez que E e F, com as medidas de Lebesgue, ug € pp, NOS
respectivos borelianos, sdo espacos de medida o-finitos (por isso acontecer
aos espacos R™), tudo o que temos que verificar é que, quaisquer que sejam
os borelianos A C E e BC F, tem-se upxp(A X B) = pg(A4) x ur(B).
Consideremos, para isso, isomorfismos ortogonais a: £ — R" e 3: F — R",
e reparemos que vem também ortogonal o isomorfismo \: £ x F — R™",
definido por,

)‘(xay) = (al(;c), tre Oém(.’L'>7ﬂ1(y), s 7611(3/))1

isomorfismo que ndo é mais do que a composic¢ao do isomorfismo « x 3, de
E x F sobre R™ x R", com o isomorfismo canénico R” x R" — R™*",
Tem-se entdo que A\(A x B) é aimagem de a(A) x 5(B) pelo isomorfismo
candnico, pelo que

pExr(A X B) = /~Lm+n()‘(A X B)) = /Lm(O‘(A))/Jn(B(B)) = NE(A)/LF(B)v

como queriamos.]
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1.1.13 Sejam os espacos euclidianos E, F, E e F, e os isomorfismos a: E — E
e B: F — F. Considerando entio o isomorfismo o x 3: E x F — E x F,
tem-Se coxg = co X Cs.

Dem: Sejam A C E' e B C F borelianos de medida finita e ndo nula. Tem-se
entdo

CaxplE(A)r(B) = caxphtexr(A X 1y (ax B(Ax B))=

(4 B) =
= pp.ip(@(A) x B(B)) = pp(a(A)pp(B(B)) = cacsprp(A)pr(B).0

Na préatica, interessard ter processos que permitam determinar o
coeficiente de dilatacdo de um isomorfismo entre espagos euclidianos,
sem fazer explicitamente a composi¢do do isomorfismo com
isomorfismos para os espacos R”. E nesse sentido que demonstramos os
dois resultados seguintes, o primeiro de enunciado mais simples e
justificacdo mais directa, mas o segundo de utilizagdo bastante mais
frequente.

1.1.14 Sejam E e F' espacos euclidianos e &: E — F' um isomorfismo. Dadas

duas bases ortonormadas, z1,...,xz, de E e yi,...,y, de F, tem-se entdo
que o coeficiente de dilatagéo c, € igual ao valor absoluto do determinante da
matriz de £ naquelas bases.
Dem: Sejam a: EF — R" e B: F — R™ os isomorfismos ortogonais, que
aplicam as bases ortonormadas consideradas na base candnica de R”. E entdo
imediato constatar que a matriz de £ nas bases consideradas € igual & matriz
do isomorfismo Bo¢oa ':R" — R"” nas bases candnicas, pelo que a
assercdo resultade 1.1.9 e de 1.1.3.00

1.1.15 Sejam E e F' espagos euclidianos e &: E — F um isomorfismo. Seja
z1,...,%, Uma base ortonormada de E, e seja, paracada 1 <i,j < n,

gij = (&(xi), &(x)).

Tem-se entdo que o coeficiente de dilatagdo c; é a raiz quadrada do determi-
nante da matriz dos g; ; (em particular, este determinante é estritamente posi-
tivo).

Dem: Seja yi, ..., y, uma base ortonormada de F', e sejam a;; 0s elementos
da matriz de £ nas bases consideradas, isto &, os definidos por

;) = Z @ij Yi-
i

Pelo resultado anterior, sabemos que c¢ € o valor absoluto do determinante da
matriz A de elementos a; ;. Vem
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gik = (&(x)),&(xr)) = Z Qi j @i Jor

pelo que o elemento g, é o elemento da linha j e da coluna k& da matriz
produto A* x A, onde A* nota a transposta da matriz A. Se atendermos ao
facto que

det(A* x A) = det(A*) x det(A) = det(A)?,

concluimos finalmente que o determinante da matriz dos g; ;. € igual a cg.D

82. Medida de Lebesgue sobre as variedades.

O nosso objectivo nesta sec¢do é o de definir a medida de Lebesgue dos
borelianos de uma subvariedade M, de dimensdo m, de um espago
euclidiano F, nogdo que vai generalizar a medigdo de comprimentos
sobre curvas ou de areas sobre superficies. Antes de examinarmos 0 modo
como esta se define, e por uma questdo técnica relacionada com a
possibilidade de tratar o caso das variedades com bordo, teremos
necessidade de uma versao ligeiramente mais geral dos resultados 1.1.4 e
1.1.5, em que os abertos U e V sdo substituidos por borelianos totais.
Comecemos por enunciar um lema de Teoria da Medida, que sera
utilizado mais de uma vez.

[.2.1 (Lema) Sejam E um espaco vectorial de dimensdo finita, X C £ um
boreliano e i e 1/ duas medidas definidas nos borelianos de X, tais que, para
cada a € X, exista um aberto U de X, com a € U, tal que, para cada
boreliano A Cc U, wu(A)=p/(A) (as medidas coincidem localmente).
Tem-se entdo u = p/'.

Dem: Para cada a € X, seja U, um aberto de X, com a € U,, tal que, para
cada boreliano A C U,, u(A) = u/(A). Chamemos pequenos aos borelianos
A de X, que estdo contidos nalgum dos conjuntos U,. Vamos ver que X €
uma unido numeravel de abertos pequenos X,, com n € N. Para isso,
consideremos uma base numeravel de abertos para X (uma vez que R" tem
uma base numeravel de abertos, 0 mesmo vai acontecer a E, e portanto
também a todo o subconjunto de E) e tomemos para sucessao X,, uma suces-
sdo dos elementos dessa base de abertos que estdo contidos nalgum dos U,.
O facto de a unido dos X, ser efectivamente X vem de que, para cada
a € X, vai existir um aberto da base, contendo a e contido em U,. Dado um
boreliano A C X arbitrério, podemos agora considerar os borelianos
A, C A, onde A, vai ser o conjunto dos pontos de A, que estdo em X,,, mas
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nado estdo em nenhum dos X, com k < n; é imediato constatar que A vai ser
a unido dos borelianos A,,, que sdo pequenos e disjuntos dois a dois, donde,
finalmente,

pA) = 3 (A = 34 (4) = ()0

1.2.2 Dado um espago vectorial F, de dimensdo finita, vamos dizer que um
conjunto X C E é total se, para cada x € X, 0 espago vectorial tangente
T,(X) éigual a E. Como exemplos de conjuntos totais, temos:

a) Se U C E é aberto, entdo U é total,

b) Mais geralmente, se U é aberto num sector S de F, entdo U é total;

c) Mais geralmente ainda, se F tem dimensdo m e se M C E é uma
variedade com a mesma dimensédo m, eventualmente com bordo, entdo M é
total.

1.2.3 (Generalizacdo de 1.1.4) Sejam X,Y C R" dois borelianos totais e
¢: X — Y um difeomorfismo de classe C'!. Para cada boreliano A C X,
tem-se entdo

pn(p(A)) = /ACD&P('L) dpn(z),

em que a funcéo integranda do segundo membro é uma fungdo continua de X
em ]0, +ool.

Dem: Sejam U um aberto de R, contendo X, e $: U — R” um prolonga-
mento de classe C'! de . E claro que, para cada z, Dy, é uma restrico de
D@, pelo que, uma vez que X é total, Dy, = Dp,, em particular, a
continuidade da aplicacdo D@:U — L(R™;R™) implica a continuidade da
aplicacdo de X em ]0,+oo[, que a x associa cp,(,). Para cada a € X,
D@, = Dy, é um isomorfismo de R™ sobre R™, pelo que o teorema da
funcéo inversa garante a existéncia de um aberto U de R", com a € U, tal
que a restrigdo de @ a U seja um difeomorfismo de U sobre um aberto V' de
R™. Aplicando 1.1.4 a esta restricdo, concluimos que, para cada boreliano
A C X NU, aigualdade do enunciado é verificada. Uma vez que ambos 0s
membros da igualdade do enunciado definem medidas sobre os borelianos de
X, o resultado é agora uma consequéncia do lema 1.2.1.[]

1.2.4 (Generalizagdo de 1.1.5) Sejam X,Y C R" dois borelianos totais e
: X — Y um difeomorfismo de classe C'. Para cada aplicagdo mensuravel
9:Y — [0, +00], tem-se entdo

/ o(y) dpn(y) = / 9(0(2))csia) dn (),
Y X

a mesma formula sendo vélida no caso em que g € uma funcéo integravel
com valores em R ou, mais geralmente, num espaco vectorial de dimenséo
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finita.

Dem: Tal como nas observacbes que foram feitas a seguir a 1.1.5
consideramos a medida ./, sobre os borelianos de X, definida por
1w (A) = pn(p(A)), tendo-se entdo que o difeomorfismo ¢ é, por definigo,
compativel, quando se considera em X a medida p' e em Y a medida pu,,.
Resulta de 1.2.3 que 1/ é também a medida definida pela fungdo mensuravel
positiva x +— cp, (), Pelo que a igualdade do enunciado resulta de que, por
1.1.1 e 1.1.2, ambos 0s membros sdo iguais a fx g(p(z)) dp/(z).0

1.2.5 Sejam E um espaco vectorial de dimensdo finita e M C F uma variedade
de dimensdo m. Tem-se entdo que M é reunido de uma familia numeravel de
compactos, em particular, M é um boreliano de F.

Dem: Vamos comegar por mostrar que, se V' é um aberto num sector S dum
espago vectorial F', de dimensdo m, entdo V' é reunido de uma familia
numeravel de compactos. Para isso definimos, para cada natural n,

1
K,={zxeS|dz,S\V)>—e|z| <n},
n

omitindo a primeira condi¢cdo no caso em que V = S, e reparamos que V
vem unido dos K, e que estes sdo compactos, por serem limitados e fechados
em S, logo também em F.

Para cada a € M, seja agora ¢,: U, — V, um difeomorfismo, com a € U,,
U, aberto de M e V, aberto num sector dum espaco vectorial de dimensédo
m. Consideremos uma base numeravel de abertos de M e notemos TW,, uma
numeragdo dos abertos da base que estdo contidos nalgum dos U,. E ento
facil constatar que M é a unido dos W, e que cada W,, € homeomorfo a um
aberto dum sector dum espaco vectorial de dimenséo m, sendo portanto uma
reunido numeravel de compactos, de onde se deduz que M é também um
reunido numeravel de compactos. O facto de M ser um boreliano de E
resulta agora de que os compactos de M vao ser fechados em E, logo
borelianos.d

1.2.6 Sejam E' um espaco vectorial de dimensdo finita e M C E uma variedade
de dimensdo m. Vamos dizer que um boreliano A C M é pequeno, se existir
um aberto U de M, com A C U, um boreliano V' de R™, e um difeo-
morfismo de classe C! ¢:V — U. Repare-se que V € entdo,
automaticamente, um boreliano total de R™, visto que, para cada = € V,
T,(V') vai ser um subespaco vectorial de R™, isomorfo a 7;,(,) (M), que tem
dimenséo m, pelo que 7,(V') tem dimenséo m, e portanto 7,(V') = R™.

1.2.7 Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimensdo m.
Seja A C M um boreliano pequeno. Sejam os abertos U e U de M,
contendo A, os borelianos V e V de R™, e os difeomorfismos de classe C*
©:V —Uep:V — U.Sendoentdo B = ¢ '(A) e B= 3 '(A), tem-se
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/CDL,a(w) dﬂm(x) :[cDﬁ(zr) dUm(x)1
B B

onde as funcdes integrandas séo aplicagGes continuas, definidas em V e V/,
respectivamente, e com valores em ]0, +oo.

Dem: Considerando eventualmente um prolongamento de classe C! de ¢ a
um aberto de R™, contendo V', vemos que é continua a aplicagdo de V' em
L(R™; E), que a z associa D¢y,, pelo que a caracterizacdo do coeficiente de
dilatagdo, dada em 1.1.15, mostra-nos que é continua a aplicacdo de V' em
10, 400, que a x associa cp(y).-

Reparemos agora que, substituindo eventualmente os abertos U e U de M
por U N U, e as aplicagdes @ e @ por restri¢des convenientes, ficamos redu-
zidos a provar a igualdade do enunciado no caso particular em que U = U.
Tem-se entéo que ¢ o »:V — V é um difeomorfismo de classe C'! entre
borelianos totais de R™, ao qual podemos aplicar 1.2.4. Notando entéo x, a
funcdo caracteristica de um conjunto Z, obtemos

/BCDga(y) d/im(y) = /VXB(y)CDAp(y) dﬂm(y) =
- /‘7 Xp(9 ™" 0 B(2))eDp(p10p()) D 108) @) bt () =
B /v X5 (%) €ppp-10(@))0(D(e10p) (@) D (T) =

:/]§CD$(I) d//"m(x)-l:l

Repare-se que, no resultado anterior, quando falamos no coeficiente de
dilatacdo de Dy(x), estamos a referir-nos ao coeficiente de dilatagdo de
um isomorfismo de R™, com a sua estrutura euclideana candnica, sobre o
subespaco vectorial T,,(,) (M) de E, com o produto interno induzido pelo
produto interno deste espago euclidiano.

1.2.8 Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimensdo m.
Para cada boreliano pequeno A C M, define-se entdo a sua medida de
Lebesgue (relativa a M), uas(A), pela formula

//LA[(A) = /BCD'@(I) dﬂm($),

onde o: V' — U é um difeomorfismo de classe C'!, com V boreliano de R™ e
U aberto de M, contendo A, e B = ' (A).

Repare-se que é o resultado 1.2.7 que garante que a defini¢do anterior é
legitima, isto €, que o resultado obtido ndo depende do difeomorfismo ¢
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escolhido. Pelo contrario, é evidente que a medida de Lebesgue nos
borelianos pequenos de M vai depender do produto interno fixado no
espaco ambiente F.

1.2.9 Sejam E um espaco euclidiano de dimensdo m, e olhemos para £ como
variedade de dimensdo m. Tem-se entdo que todo o boreliano A C F é
pequeno, e a sua medida de Lebesgue 1 (A) é a mesma, quer se considere F
como espago euclidiano ou como variedade.

Dem: Considerar um isomorfismo ortogonal ¢: R™ — F.O0

1.2.10 (Lema) Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de
dimensdo m. Dado um boreliano pequeno X C M, tem-se entdo que a
restricdo da aplicagdo 5, ao conjunto dos borelianos contidos em X é uma
medida sobre os borelianos de X.

Dem: Trata-se de uma demonstracdo imediata, a partir da definicdo da
medida de Lebesgue dos borelianos pequenos.[d

1.2.11 Sejam E um espago euclidiano e M C E uma variedade de dimenséo m.
Tem-se entdo:
a) Todo o boreliano A de M é unido de uma familia numeravel de borelianos
pequenos disjuntos dois a dois;
b) Existe uma, e uma s6, medida w,;, sobre os borelianos de M, que nos
borelianos pequenos tome o valor definido em 1.2.8 (dizemos que ), € a
medida de Lebesgue da variedade M, associada ao produto interno de F).
Dem: Para cada a € M, seja U, um aberto de M, com a € U,, que seja
difeomorfo a um aberto num sector de R™, o qual vai ser, em particular, um
boreliano de R™. Fixemos uma base numeravel de abertos de M e notemos
W,, uma numeracdo dos abertos desta base que estdo contidos nalgum dos
U,. E entdo facil constatar que M é a uni&o dos abertos pequenos W,,. Dado
o0 boreliano A C M, podemos, para cada natural n, considerar o conjunto A,
dos x € A, que estdo em W,,, mas ndo estdo em nenhum dos W; com i < n,
tendo-se entdo que 0s A,, sdo borelianos pequenos disjuntos dois a dois e que
A ¢é a unido dos A,. Ficou portanto provada a alinea a) do enunciado. A
assercao de unicidade da alinea b) é uma consequéncia de a), visto que, se 0
boreliano A é a unido de uma familia numeravel de borelianos pequenos, A,,,

disjuntos dois a dois, entdo ndo pode deixar de ser pa(A) = > pa(Ay).
n
Suponhamos que o boreliano A de M se decompde de duas maneiras

distintas como unido numeravel de borelianos pequenos disjuntos dois a dois:
A= UA, = LkJ Bj.. Tem-se entdo que cada A,, é a unido em k dos A,, N By,
n

que sdo disjuntos dois a dois, e cada By, é a unido em n dos A,, N By, que sdo
disjuntos dois a dois, pelo que, tendo em conta o lema anterior,
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Z par(An) = Z Z par (A N By) = Z pr (A, N By) =
n k

n n,k
- Z ZMM(An N By) = ZMM(Bk)-
E n k

Faz portanto sentido definir, para cada boreliano A ¢ M, pequeno ou n&o,
un(A) =" un(Ay), onde os A, constituem uma familia arbitréria de bore-

lianos pequenos disjuntos dois a dois e de unido A. E claro que, se o
boreliano A fosse pequeno, a definicdo de pp(A) coincide com a ja
conhecida, visto que se pode considerar a decomposicdo em que um dos A, é
A e o0s restantes sdo vazios. E também facil constatar que a aplicacdo sy,
assim definida no conjunto de todos os borelianos de A, é uma medida.[]

1.2.12 Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimenséo 0,
isto é, um subconjunto de F cuja topologia induzida é a topologia discreta.
Tem-se entdo que todos os subconjuntos A C M sdo abertos em M, em
particular borelianos, e um tal boreliano é pequeno se, e sé se, ele é vazio ou
constituido por um Unico elemento. E claro que, uma vez que o coeficiente
de dilatacdo de um isomorfismos entre espacos vectoriais de dimensdo 0 é
sempre igual a 1, vem puy(0) =0 e pp({a}) =1, pelo que podemos
concluir que a medida de Lebesgue 5, nos borelianos de M é a medida de
contagem, isto &, que s (A) € 0 nimero de elementos de A, se este é finito,
e que uy(A) = +oo, se A é infinito. Concluimos, ao mesmo tempo, tendo
em conta a alinea a) do resultado anterior, que toda a variedade de dimenséo
0, M C E, é finita ou numeréavel, o que podia evidentemente ser também
demonstrado de modo directo.

1.2.13 Sejam E um espago euclidiano e M C E uma variedade de dimensdo m.

Seja M C M outra variedade com a mesma dimenséo. Para cada boreliano
A C M, tem-se entdo 5 (A) = puar(A).
Dem: Para cada a € A, podemos considerar um aberto U de M, com
a € U, um boreliano V' de R™ e um difeomorfismo ¢:V — U. Tem-se
entdo que U N M é um aberto de M, contendo a, e a restricdo de ¢ vai ser
um difeomorfismo do boreliano ¢~ (U N M), de R™, sobre U N M. Resulta
daqui, e da férmula de 1.2.8, que, para cada boreliano A c U N M, que é
automaticamente pequeno, tanto para A como para M, tem-se
par(A) = pg;(A). A assercdo do enunciado é agora uma consequéncia do
lemal.2.1.01

1.2.14 Dados o espaco euclidiano E e a variedade de dimensdo m, M C E,
nota-se simplesmente (M) a medida de Lebesgue uy (M), da variedade
M, considerada como boreliano nela mesma. Repare-se que, tendo em conta
o resultado anterior, tem-se também (M) = (M), qualquer que seja a

variedade M C E com a mesma dimensdo e contendo M.
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1.2.15 (Lema) Sejam E um espaco euclidiano de dimensdo n e M C F uma
variedade de dimenséo m < n. Tem-se entéo pp(M) = 0.
Dem: Seja a € M arbitrario. Sendo p o indice da variedade M no ponto a,
podemos considerar um aberto V' de R = R”? x R, com 0 € V, um
aberto U de M, com a € U, e um difeomorfismo ¢: V' — U, com ¢(0) = a.
Podemos entdo considerar um aberto V' de R™, contendo V, e um
prolongamento suave @:V — E de ¢. Vem que D(0) = Dp(0) é um
isomorfismo de R™ sobre T, (M), pelo que, sendo ey, ..., e,, a base candnica
de R™, ficamos com um sistema linearmente independente de vectores de F,
Dpy(e1),...,DPy(en), que podemos completar com n —m vectores
Zm+1,--+>%n, 08 modo a obter uma base de FE. Consideremos entdo a
aplicacéo ¢ do aberto V x R"~" de R", em E, definida por

w(th 7tn) = (ﬁ(tla 7tm> + tm+lzm+1 + -+ tnzm

aplicacdo que € suave e cuja derivada em 0 aplica a base canénica de R" na
base referida de E. Aplicando o teorema da funcdo inversa, concluimos a
existéncia de um aberto V de R™, com 0 € V C V, e de um aberto W de
R"™ com 0€ W, tais que a restricio de ¢ a V x W seja um
difeomorfismo sobre um aberto de E. Tem-se entdo que o(V NV) é um
aberto de M, contendo «, e, para cada boreliano A contido neste aberto, sai
pe(A) =0, visto que, sendo B € V NV o boreliano tal que

A =¢(B) =3(B) = ¢(B x{0}),

ug(A) é dado por um integral sobre o subconjunto B x {0} de R", o qual
tem medida nula, visto que {0} tem medida nula em R"~"™, por ser n > m.
Tendo em conta o lema 1.2.1, concluimos agora que a restricdo de pg aos
borelianos de M é a medida identicamente nula, em particular
pe(M) =0.0

1.2.16 Sejam E um espago euclidiano, M C E uma variedade de dimensdo m e
X C M uma variedade de dimenséo k& < m. Tem-se ent&o uy,(X) = 0.
Dem: Seja a € X arbitrario. Sejam U um aberto de M, com a € U, V um
aberto num sector de R™ e ¢:V — U um difeomorfismo. Sendo entdo
Y = o (U N X), vem que Y é uma variedade de dimens&o k, donde, pelo
lema anterior, 1,,(Y") = 0. Deduzimos daqui que

pu(XNU) = / CDp(a) dpim () = 0.
Y

Provamos portanto que, para cada boreliano A, contido no aberto U N X de
X, que contém a, tem-se 13, (A) = 0, donde, mais uma vez pelo lema 1.2.1, a
restricdo aos borelianos de X da medida p,; € identicamente nula, em
particular pip,(X) = 0.00

1.2.17 Sejam E um espago euclidiano e M C E uma variedade de dimensdo m.
Tem-se entdo:
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a) Se U C M é um aberto ndo vazio, entdo u (U) > 0;

b) Para cada a € M, existe um aberto U de M, com a € U, tal que
pn(U) < +o0;

c) Para cada compacto K C M, tem-se p(K) < +oo0.

Dem: a) Seja a € U. Uma vez que U é também uma variedade de dimensdo
m, podemos considerar um aberto U’ de U, com a € U’, um aberto V' de
R =R™ 7 xRE, com 0€V’, e um difeomorfismo ¢: V' — U’, com
©(0) = a. Existe entéo r > 0 tal que [0,7]™ C V', donde pup (V') > 7™ > 0,
0 que implica, uma vez que os coeficientes de dilatacdo séo estritamente
positivos,

pa(U) > pp (U') = / Cpp() At () > 0.
V/

b) Como anteriormente, consideremos um aberto U’ de M, com a € U’, um
aberto V' de R =R™P?xRL, com 0V’ e um difeomorfismo
©: V' = U’, com ¢(0) = a. A continuidade da aplicagdo de V' em 0, +o0],
que a cada x associa cp,,), permite-nos escolher r > 0 tal que o conjunto

V=]=rr[" " x[0,r[f =]-r,rf["NR}

esteja contido em V' e que, para um certo R > 0, cp,(,) < R, paratodo o x
naquele conjunto. Sendo entdo U = ¢(V'), que é um aberto de M, contendo
a, vem

up(U) = / Cpy(z) A () < Rty (V') < 4-00.
v

c¢) Suponhamos que K C M é um compacto. Para cada a € K, podemos,
pelo que vimos em b), considerar um aberto U, de M, com a € U,, tal que se
tenha 1 (U,) < +o0. Uma vez que a familia dos U, é uma cobertura aberta
do compacto K, podemos considerar uma parte finita J de K, tal que K
esteja contido na unido dos U,, com a € J, de onde concluimos que

wp (K) < Z,LLM(U(,,) < +o00.0d

acJ

83. Teoremas de Fubini e da mudanca de variaveis.

Recordemos que um espaco de medida se diz o-finito se for unido de uma
familia numeravel de conjuntos mensuraveis de medida finita.
Recordemos ainda que, dados dois espagos topoldgicos, com bases
numeraveis de abertos, munidos de medidas o-finitas sobre os respectivos
borelianos, fica definida, sobre a classe dos borelianos do seu produto
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cartesiano, uma medida, chamada medida produto, definida pela condicéo
de ser a Unica que, num produto cartesiano de dois borelianos, toma como
valor o produto das medidas destes. Para determinar a medida de
borelianos do produto cartesiano, assim como para determinar o integral
de funcGes definidas neste, pode-se entéo aplicar o teorema de Fubini, que
reduz a determinacdo de um integral duplo a um céalculo iterado de
integrais simples. Serd assim especialmente bem recebido um resultado
que nos assegure que a medida de Lebesgue, sobre o produto de duas
variedades, vai ser a medida produto das medidas de Lebesgue sobre cada
uma dessas variedades.

1.3.1 Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimensdo m.

Tem-se entdo que a medida de Lebesgue p;,, sobre os borelianos de M, é
o-finita.

Dem: E uma consequéncia do facto de toda a variedade ser unido de uma
familia numeravel de compactos e de cada um destes ter medida finita.[J

1.3.2 Sejam E e E espacos euclidianos e consideremos sobre ExE o

correspondente produto interno, definido por
((u, @), (v, ) = (u,v) + (4, D).

Sejam M C E e M C E duas variedades, de dimensées m e n, respectlva-
mente e consideremos a correspondente variedade M x M C E x E, com
dimensdo m + n. A medida de Lebesgue 1,,, ; € entdo a medida produto
das medidas /s € f153.

Dem: Vamos comegar por provar que, se A C M e A c M sio borelianos
pequenos, entao i, (A x A) = pua(A) x g (A). Sejam U e U abertos
de M e M, respectivamente, com A C U e A c U, V e V borelianos de R™
e de R", respectivamente, e ¢:V — U e :V — U dois difeomorfismos.
Tem-se entdio que U x U é um aberto de M x M, contendo A x A, V x V
é um boreliano de R™*" e o x 3:V x V — U x U é um difeomorfismo.
Tendo em conta 1.1.13 e o teorema de Fubini, para fungoes em
R™" = R™ x R", obtemos, notando B = ¢! (A) e B = 3~ (4),

MA/IXJ\?(A X "/4\) = / _CD(ox®)(z,) dﬂlern(‘T:y) =
BxB
= / _CDy(x)CD3(y) dﬂm+n(x’ y) =
BxB
= / CDy(z) (/A CDa(y) d:u’n(y)) d/lﬂﬂ(m) =
B B
= /B Cpp(e) g (A) dpn () = par(A) x g (A).

Para terminar a demonstracao, tudo o que temos que ver é que a igualdade
anterior é valida para borelianos arbitrarios A e A, e ndo apenas para
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borelianos pequenos. Ora, sabemos que A e A sdo uniGes de familias
numeraveis de borelianos pequenos disjuntos dois a dois, (A;) ey € (ﬁk)keN,
respectivamente, tendo-se entdo que A x A é a unido, para (j,k) em N x N,
dos borelianos pequenos A; x Ay, que sdo disjuntos dois a dois, donde

Hari (A x A) = Z/‘MxA?(AJ' x Ay) = ZNU ) i (Ay) =
ok

= (D mu(4)) x ZHM(AI«)) = par(A) x pg(4).0
7 %

Para terminar esta secgdo, vamos estabelecer uma férmula de mudanca de
varigveis para difeomorfismos entre subvariedades de espacos
euclidianos, comegando com um lema, que serd um caso particular do
resultado final.

1.3.3 (Lema) Sejam E um espaco euclidiano, M C E uma variedade de
dimensdo m, U um aberto de M, V um boreliano de R™ e ¢:V — U um
difeomorfismo de classe C!'. Para cada aplicagdo mensuravel
g:U — [0, +00], tem-se entdo

/ o(y) dpne(y) = / 9(0(2))eD(o) dpim ().
U 14

Dem: Consideremos a medida p', definida nos borelianos de V, por
W (B) = pap(e(B)). Por definigdo, vem que o difeomorfismo ¢:V — U &
compativel com as medidas, quando se considera em V' a medida i/ e em U
a medida py;. Tendo em conta 1.2.8, vem que a medida p’ estd também
definida por 1/(B) = [}, ¢pe(s) dpun(2), pelo que a igualdade do enunciado é
uma consequéncia de que, por 1.1.1 e 1.1.2, ambos 0os membros séo iguais a

Iy 9(e(x)) dp/ (z).0

1.3.4 Sejam E e E espacos euclidianos, M C E e M C E duas variedades de
dimensdo m e ¢: M — M um difeomorfismo de classe C'. Para cada
boreliano A C M, tem-se entdo

i (#(4)) = /ACDsa(m dpa (),
em que a funcdo integranda do segundo membro é uma aplicacéo continua de

M em]0, +oo[.1

10 simbolo CD(x de5|gna naturalmente, o coeficiente de dilatagdo do isomorfismo
Dy(x): T, (M) —>T () (I 1), quando se considera nestes dois espacos vectoriais 0s
produtos internos induzidos pelos dos espagos ambientes E e E.
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Dem: Comecemos por mostrar a continuidade da aplicagdo de M em
]0, 400, que a cada = associa o coeficiente de dilatagéo cp,(,). Para isso,
dado a € M arbitrario, consideremos um aberto U de M, com a € U, um
boreliano V' de R™ e um difeomorfismo «:V — U. Vem entdo que
poa:V — ¢(U) é um difeomorfismo de classe C, com o (U) aberto em
M, e sabemos, por 1.2.7, que sdo continuas as aplicagbes de V' em |0, +oo],
que a cada y em V  associam respectivamente cp,) €
CD(poa)(y) = CDy(a(y)) X CDaly)» O Que Nos permite concluir que é também
continua a aplicagéo de V' em |0, +-00[, que a y associa cp,(a(y)), donde, por
composicdo com o', a continuidade da aplicagdo de U em ]0, +oo[ queax
associa cp,(,). Da arbitrariedade de a resulta agora a continuidade em A da
funcdo considerada.

Uma vez que ambos os membros da igualdade do enunciado, quando
considerados como funcgdes do boreliano A de M, sdo medidas sobre os
borelianos de M, resulta, do lema 1.2.1, que serd suficiente demonstrar a
igualdade no caso particular em que A é um boreliano pequeno de M. Sejam
portanto U um aberto de M, com A C U, V um boreliano de R e
a:V — U um difeomorfismo. Tem-se entdo que poa:V — ¢(U) é um
difeomorfismo de classe C', com o (U) aberto de M, pelo que, tendo em
conta o lema anterior e a definigdo em 1.2.8, vem, com B = a~1(A),

/ACDp(y) dpnr(y) :/UXA(?J)CW y A (y) =
= /V X4 (a(@)) Dy (a())CDalz) At (2) =

= /BCDLp( (z))oDa(z) d/.Lm( ) /BCD (poa)(z) dﬂm( )*
= pyp(p o a(B)) = py(p(A)).0

1.35 Sejam E e E espagos euclidianos, M c E e M C E variedades de
dimenséo m e ¢: M — M um difeomorfismo. Se g: M — [0, +o00] é uma
aplicacdo mensuravel, tem-se entao

/Ag(y)duﬁ(y): / 9(p(2))epyiry dpiny (),
hits M

a mesma foérmula sendo valida no caso em que ¢ é uma funcéo integravel
com valores em R ou, mais geralmente, num espago vectorial de dimenséo
finita.

Dem: Trata-se, mais uma vez, de uma consequéncia dos resultados basicos
de Teoria da Medida, 1.1.1 e 1.1.2, visto que podemos definir uma medida p’
nos borelianos de M, por i/(A) = i3 (¢(A)) = [, ¢py(e) dpar(x), tendo-se
entdo que ambos 0s membros da igualdade do enunuado vao ser iguais a
Sy 9(e(x)) dpf'().0
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1.3.6 (Corolario) Sejam E e E espacos euclidianos, M c E e M C E duas
variedades de dimensdo m e ¢: M — M um difeomorfismo de classe C?,
que seja uma isometria, isto é, tal que, para cada x € M, o isomorfismo
Dp,: T, (M) — T¢<m)(ﬂ7[) seja um isomorfismo ortogonal. Tem-se entdo:

a) Para cada boreliano A C M, 5 (p(A)) = pa(A);
b) Para cada fungéo mensuréavel g: M1 — [0, +-00], tem-se

/]\7 9(y) duy(y) = /M 9(e(x)) dp (@),

a mesma férmula sendo valida no caso em que g é uma funcgdo integravel
com valores em R ou, mais geralmente, num espaco vectorial de dimenséo
finita.

Dem: E uma consequéncia dos dois resultados anteriores, visto que, uma vez
que Dy, € um isomorfismo ortogonal, tem-se cp,(,) = 1.00

1.3.7 (Coroléario) Sejam E um espaco euclidiano, M C E uma variedade de di-
mensdo m e a € E um vector fixado. Tem-se entdo que a translacdo
a+ M C E é também uma variedade de dimensdo m e tem lugar uma
isometria 7,: M — a + M, definida por 7,(z) = a + x, em particular, para
cada boreliano A C M, poyp(a+ A) = pup(A).

1.3.8 (Corolario) Sejam E e F espacos euclidianos e &: E — E um isomorfismo
ortogonal. Para cada variedade M C F, de dimensdo m, tem-se entdo que
£(M) c E é também uma variedade de dimens&o m e a restrigio de & é uma
isometria de M sobre £(M), em particular, para cada boreliano A C M,

tear) (§(A)) = par(A).

1.3.9 (Corolario) Sejam E um espaco euclidiano, M C F uma variedade de

dimenséo m e ¢ € R\ {0} um real ndo nulo. Tem-se entdo que o conjunto
homotético ¢cM C E é também uma variedade de dimensdo m e,
considerando as estruturas riemanianas induzidas pelo produto interno de E,
vem, para cada boreliano A C M, pepr(cA) = |c|™ua (A).
Dem: Tem lugar o difeomorfismo ¢: M — c¢M, definido por ¢(x) = cz,
pelo que o resultado ficard provado, se virmos que, para todo 0 © € M, se
tem cp, () = |c|™. Ora, considerando uma base ortonormada wy, ..., w,, de
T, (M), tem-se Dy, (w;) = cw; pelo que, na notagdo de 1.1.15, a matriz dos
gi.j = (Dyg(w;), Dpy(w;)) € a matriz diagonal de tipo m x m, com 0s
elementos da diagonal iguais a c?, tendo portanto determinante igual a c>™. O
coeficiente de dilatacdo, igual a raiz quadrada deste determinante, é portanto
igual a |¢|™.00

NZo se deve ficar com a ideia que, se &: E — E é um isomorfismo entre
espacos euclidianos, entdo, para cada variedade de dimensdo m, M C E
e cada boreliano A de M, seja valida a formula pie(yr)(£(A)) = cepear(A).
Na verdade, esta formula seria valida no caso em que a fung¢do integranda
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do segundo membro de 1.3.4 fosse constante e com valor c¢, mas o que se
passa é que, sendo ¢: M — &(M) o difeomorfismo restricdo de &, Dy,
vai ser o isomorfismo restricdo de &, mas o seu coeficiente de dilatacdo
ndo sera, em geral, igual ao de &, nem sequer constante, visto depender do
espaco vectorial tangente 7, (M) C E. O que se passou, nos corolarios
anteriores, € que, para certos isomorfismos particulares, chegamos a
conclusdo que a funcdo integranda referida era efectivamente constante.

84. Coordenadas polares generalizadas e medidas das esferas.

As coordenadas polares, que estamos habituados a utilizar em R?,
associam a cada par (z,y) € R?\ {0}, um par (r, ), em que r é a norma
de (z,y) (> =22 +¢?) e o um dos seus argumentos (z = rcos(y),
y = rsin(z)). E claro que o argumento estd definido a menos de um
multiplo de 27, de modo que, para se obter um verdadeiro difeomorfismo
entre abertos de R?, que permita, por exemplo, integrar por mudanga de
variaveis, é costume escolher a determinagdo do argumento que esta no
intervalo ]0,2x[, o que obriga a tirar do dominio do sistema de
coordenadas a parte positiva do eixo dos x; isso ndo oferece
inconveniente, do ponto de vista da integragdo, uma vez que este conjunto
¢ de medida nula. As coordenadas polares definem entdo um difeomor-
fismo de R?\ ([0, 4+oo[ x {0}) sobre ]0, +oo[ x ]0, 27}, e elas sdo utili-
zadas com frequéncia para calcular a medida de conjuntos com simetria
radial e o integral sobre tais conjuntos de fun¢bes com o mesmo tipo de
simetria (isto é, fungBes cujo valor depende apenas de r). Para
resolvermos o mesmo tipo de problema em dimens@es superiores, vamos
introduzir umas coordenadas polares generalizadas, que, mesmo no caso
de R?, sdo um pouco mais simples que as coordenadas polares usuais.
Observe-se que 0 que se costuma usar em R®, para substituir as
coordenadas polares, as coordenadas esféricas, ttm um comportamento
muito menos agradavel que aquelas (em particular, o coeficiente de
dilatagdo ndo é funcdo s6 de r) e as coisas ainda piorariam se
prosseguissemos na mesma via para dimensdes superiores.

1.4.1 Sejam E um espaco euclidiano de dimensdo m > 1, e notemos S C E a
hipersuperficie esférica de centro 0 e raio 1, definida por

S={zxeE||z|| =1},

conjunto que sabemos ser uma variedade, sem bordo, de dimensdo m — 1.
Recordemos ainda que, para cada = € .S, 0 espago vectorial tangente T,(S) é
0 conjunto dos vectores w € E tais que (w,x) = 0. Tem entdo lugar um
difeomorfismo
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©:]0,400[ x S — E\ {0}, p(r,z) = rz,

cujo inverso esta definido por
_ Y
¥ l(y) = (llyll, m)-

Além disso, para cada (r,z) € ]0,+oo[ x S, tem-se, para o coeficiente de
dilatacéo,

—1
CDp(ra) =T
Dem: E imediato que ¢ € uma aplicagio suave com valores em E \ {0}, e 0
facto de ser um difeomorfismo, com o inverso referido no enunciado, vem de
que tem lugar uma aplicacdo suave E \ {0} — ]0,+oo[ x S, que a cada y
associa (||yll, ﬁ) aplicacdo que se verifica facilmente ser um inverso

bilateral de . Para calcularmos o coeficiente de dilatacdo, dado
(r,z) €]0,400[ x S, consideramos uma base ortonormada wy, ... , wy,—; de
T.(S), e reparamos que podemos considerar a base ortonormada
(1,0), (0,w1), ..., (0, wp-1) de T, (]0,+oo] x §) =R x T,(S), a qual
vai ser aplicada, por Dy, na base de E formada pelos vectores
T, rwy, ..., rw,—1. UMma vez que estes vectores sdo ortogonais dois a dois,
vemos que a matriz associada dos g; ; (cf. 1.1.15) € uma matriz diagonal, com
um dos elementos da diagonal igual a 1 e os restantes m — 1 elementos
iguais a 2. O determinante desta matriz é portanto igual a 2™, pelo que o
coeficiente de dilatagdo, igual a raiz quadrada deste determinante, é igual a
rm=1.0

Nas condi¢Bes do resultado anterior, dado y = o(r,z) € £\ {0},
olharemos para r € = como sendo as coordenadas polares generalizadas
de y, a primeira a sua norma e a segunda caracterizando a sua direc¢do,
Repare-se que a segunda coordenada ndao é um ndmero real, mas um
elemento da hipersuperficie esférica S.

1.4.2 Para cada inteiro n > 0, vamos notar o,, a medida p(.S) da hipersuperficie
esférica, de centro 0 e raio 1, num espaco euclidiano £ de dimensao n + 1
(reparar que S é entdo uma variedade de dimensdo n). O facto de esta
medida ndo depender do espaco euclidiano £, de dimensdo n + 1, que se
considera, € uma consequéncia imediata da invariancia da medida pelos
isomorfismos ortogonais, que estudamos em 1.3.8, visto que é imediato que
um tal isomorfismo aplica a hipersuperficie esférica sobre a hipersuperficie
esférica. O facto de S ser uma variedade compacta e ndo vazia, implica que
o, € finito e ndo nulo.

1.4.3 Sejam E' um espaco euclidiano de dimensdo n + 1 e B C F a bola fechada
de centro 0 e raio 1. Tem-se entdo
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On

B) = .
nie(B) n+1

Dem: Considerando o difeomorfismo ¢:]0,+o00[ x S — E \ {0}, que define
as coordenadas polares generalizadas, tem-se B\ {0} = ¢©(]0,1] x S), pelo
que, tendo em conta o facto de se ter ugr({0}) =0, por {0} ser uma
variedade de dimensdo inferior a de E, e aplicando o teorema de Fubini e a
férmula de integracdo por mudanga de varidveis, obtemos

/LLE(B) = ﬂE(‘P(]Oa 1] X S)) = AJI] St" dﬂ]O,l]xS(tvx) =

1 1
g
= t"d t= Wt dt = —"—.0
/0 (/S “S(I))d /0 onttd n+1

1.4.4 (Coroléario) Seja £ um espaco euclidiano de dimensdo n + 1. Para cada
r > 0, sejam S, e B, a hipersuperficie esférica de centro 0 e raio r e a bola
fechada de centro 0 e raio r. Tem-se entdo

O rn+1

n+1"

W(S) = onr”, pp(By) =

Dem: Basta atender a que S, e B, sao as imagens de S e de B, pela
homotetia de razéo r, tendo entdo em conta 1.3.9.01

Vamos agora estabelecer uma férmula que nos permite calcular recursi-
vamente as constantes ,,. Uma vez que essa férmula vai dar o, a partir
de o, comegamos por determinar oy e o1, obtendo resultados que ndo
espantardo ninguém...

1.4.5 Tem-se 0y = 2 € 01 = 27.

Dem: Considerando R como espaco euclidiano de dimensdo 1, do modo
usual, vem que S C R ¢ a variedade de dimenséao 0, constituida pelos dois
elementos —1 e 1, pelo que, uma vez que nas variedades de dimenséo 0 a
medida de Lebesgue é a medida de contagem, vemos que oy = 2.
Consideremos agora R? como espago euclidiano de dimensdo 2, do modo
usual. Vem que a hipersuperficie esférica de centro (0,0) e raio 1 é a
circunferéncia

S ={(z,y) eR* | 2* +¢* = 1}.
Sabemos que tem lugar uma bijeccéo suave
©:10,2m[ — S\ {(L,0)}, p(t) = (cos(t),sin(t)),

e 0 teorema da funcdo inversa garante-nos que esta bijec¢do é um difeomor-
fismo, visto que S\ {(1,0)} é uma variedade, sem bordo, com dimens&o 1, e
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o facto de se ter ¢'(t) = (—sin(¢),cos(t)) # 0,implica que Dy, é uma
aplicacdo linear injectiva, logo um isomorfismo de R sobre 7., (S). Uma
vez que 115({(1,0)}) = 0 e que cp,) = [|¢'(t)|| = 1, obtemos

2m
o9 = ps(¢(]0,27))) = /U 1dt =270

1.4.6 Para cada n > 0, tem-se 0,45 = 2%,

Dem: Sejam E um espaco euclidiano de dimensdo n + 1 e F um espago
euclidiano de dimensdo 2, e consideremos sobre o espago vectorial £ x F,
de dimensdo n + 3, a estrutura associada de espago euclidiano. Notemos B,
B! e B! as bolas fechadas de centro 0 e raio » em E, F e E x F, respec-
tivamente. Uma vez que, para cada x € E, o conjunto {y € F' | (z,y) € B/}
é vazio, se x ¢ By, e éigual a B, comr = /1 — ||z||?, se € By, caso em
que este conjunto tem medida

2
o1 r
pr(By) = —— =t = (1 — [[«|),

obtemos, pelo teorema de Fubini,

On+2 /
T2 () = /B (1~ o) di (o),

donde, usando coordenadas polares generalizadas para calcular este integral,
e notando S a hipersuperficie esférica de centro 0 e raio 1 de E,

ot [ ([ ) aus) i =

1
, ) 1 1 2moy,
= / To(t" — %) dt = 7o, ( - ) = g ,
0 n+1l n+3 (n+1)(n+3)

pelo que a conclusdo do enunciado resulta de multiplicar ambos os membros
desta igualdade por n + 3.01

1.4.7 A titulo de exemplo de aplicacdo dos resultados anteriores, podemos apre-
sentar a seguinte tabela com os primeiros valores de o,:

n (0|1 (2 |3 4 5 |6

2 )
on | 2|27 | 47 | 272 8% e 1‘1):
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85. Teorema de Sard.

1.5.1 Sejam M C E e M C E duas variedades sem bordo, com dimensdes m e
n, respectivamente, e seja f: M — M uma aplicacdo suave. Diz-se que um
ponto z€ M é um ponto regular de f se a aplicacdo linear
Df,:T,(M) — Tf<x)(1\7[) é sobrejectiva; caso contrério, diz-se que = é um
ponto critico de f. Diz-se que um ponto y € M é um valor regular de f se,
todos 0 = € f~1({y}) sdo pontos regulares; caso contrario, isto é, se existe
um ponto critico z € f~1({y}), diz-se que y é um valor critico de f.

A importancia dos valores regulares é que eles séo o0s pontos y € M para
0s quais se pode garantir que a imagem reciproca f~!({y}) é uma
subvariedade, eventualmente vazia, de M. O teorema de Sard, de que nos
ocupamos nesta sec¢do, vai garantir a existéncia de muitos valores
regulares, provando mesmo que o conjunto dos valores criticos é de
medida nula. Repare-se que, no caso em que m < n, todos 0s pontos de
M séo criticos, pelo que os valores regulares de f sdo simplesmente
aqueles que ndo pertencem a f(M).

1.5.2 (Lema) Sejam M C E e M c E duas variedades e f: M — M uma

aplicacdo continua. Seja A € M um subconjunto localmente fechado, isto é,
um conjunto que seja interseccdo de um fechado de M com um aberto de M.
Tem-se entdo que f(A) é um boreliano de I.
Dem: Seja A=UnNB, com U aberto em M e B fechado em M. O
conjunto A é portanto fechado em U e, uma vez que U é uma variedade,
podemos considerar, por 1.2.5, uma familia numeravel de compactos K, de
unido U. Tem-se entdo que A é a unido numerdvel dos compactos B N K,
pelo que f(A) é a unido numeravel dos compactos f(B N K,), sendo assim
um boreliano.CJ

1.5.3 Sejam M C E e M C E duas variedades sem bordo, com dimensdes m e
n, respectivamente, e f: M — N uma aplicacdo suave. Tem-se entdo que o
conjunto C' dos pontos criticos de f é fechado em M e o conjunto f(C') dos
seus valores criticos é um boreliano de 7.

Dem: Suponhamos que zy € M é um ponto regular de f. Pelo teorema da
derivada sobrejectiva, podemos considerar um aberto U de M, com x, € U,
um aberto U de MM, com f(U) = U, espacos vectoriais F' e G, com dimen-
sbes n e m — n, respectivamente, abertos V de F e W de G, com0 € V e
0 € V, e difeomorfismos ¢: V x W — U e 3:V — U, com ¢(0,0) = z; e
?(0) = f(x), de modo que ' o fruo ©:V x W — V seja a primeira
projec¢do. Para cada (a,b) € V x W, podemos entdo concluir que a com-
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posta
D@f(ga(a,b)) ° D fyap) © Dpap) = D(@_l ofiyo <p)<a’b): FxG—F

vai ser a primeira projeccéo, em particular sobrejectiva, e portanto, uma vez
que DBy (o a,p)) € Dp(ap) S840 isomorfismos,

Df@(a,b): Tga((ub) (M) - Tf(%("wb)) (M)

vai ser uma aplicacdo linear sobrejectiva. Concluimos assim que U esta
contido no conjunto dos pontos regulares de f, o que mostra que este
conjunto é aberto em M e portanto que C é fechado em M. Em particular, C
é localmente fechado pelo que, pelo lema anterior, f(C') é um boreliano de
M.O

1.5.4 Se M c E é uma variedade, podemos sempre considerar sobre E um
produto interno, e dados dois produtos internos nessas condices, resulta de
aplicar 1.3.4 & identidade de A/ que os borelianos A de M, para 0s quais
uﬁ(ﬁ) =0, com a medida relativa a umdos produtos internos séo os
mesmos que tém medida nula relativamente ao outro. E assim legitimo falar
de borelianos de medida nula de M, sem referir o produto interno de E que
se est4 a considerar.

1.5.5 (Lema) Sejam M C E e M C E duas variedades e f: M — M uma

aplicacdo continua. Seja A C M um subconjunto localmente fechado tal que,
para cada = € A, exista um aberto U de M, comz e U e f(UNA) de
medida nula (repare-se que U N A é também localmente fechado, pelo que
f(U N A) é boreliano). Tem-se entdo que f(A) tem medida nula.
Dem: Consideremos uma base numeravel de abertos de M e sejam U,,, com
n € N, os abertos U dessa base que verificam a propriedade de f(U N A) ter
medida nula. A condi¢do do enunciado implica que A C JU,, pelo que
f(A)=U f(ANU,), pelo que o facto de cada f(ANU,) ter medida nula
implica que f(A) tem medida nula.C]

1.5.6 (Teorema de Sard) Sejam M C E e M cC E duas variedades sem bordo,
com dimensées m e n, respectivamente, e seja f: M — M uma aplicacdo
suave. Sendo C' € M o conjunto dos pontos criticos de f, tem-se entdo que
o conjunto f(C'), dos valores criticos de f, ¢ um boreliano de medida nula de
M.

Dem: A demonstracdo que apresentamos é baseada na que se encontra no
livro de Milnor, citado na bibliografia. Para maior clareza, vamos dividi-la
em varias alineas:

a) Comecemos por reparar que o resultado é trivialmente verdadeiro no caso
em que n = 0. Com efeito, tem-se entdo que todos os pontos de M sdo
trivialmente regulares, pelo que C' = e f(C) = 0. Nas alineas seguintes
vamos supor sempre que n > 0.

b) Vamos demonstrar o resultado por indugdo em m. Comecemos por supor
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que m = 0. Neste caso M é um conjunto finito ou numeravel (cf. 1.2.12).
Resulta daqui que f(M) é um conjunto finito ou numeravel pelo que f(C) é
uma unido finita ou numeravel de conjunto unitéarios, que tém medida nula
(cf. 1.2.15), 0 que mostra que f(C') tem medida nula.

c) Seja m > 1 tal que o resultado seja valido sempre que a variedade M
tenha dimensdo m — 1. Para terminar a demonstragdo, temos que ver que o
resultado € ainda valido quando M tem dimensao m.

d) Vamos examinar agora o caso particular em que M é um aberto U de R™
e em que M é R". Consideramos portanto um aberto U de R™ e uma
aplicagéo suave f:U — R", com as componentes f;:U — R, 1 <j<n,e
notamos C' € U o conjunto dos pontos singulares de f, que sabemos ser
fechado em U. Para cada inteiro p > 1, notamos C, o subconjunto de C'
formado pelos pontos x € U tais que D*f, =0, para cada 1 < k < p. Os
conjuntos C), séo evidentemente fechados em U, que verificam C, O Cp41, €
notamos C, a intersec¢do dos C,, que é ainda fechada em U. Tem-se que C
é a unido de C'\ C; com os conjuntos C, \ Cp+1 € com Cy, conjuntos esses
que séo todos localmente fechados em U, pelo que f(C) vai ser a uniéo de
f(C\ Ch) comos f(C,\ Cpr1) € com f(Cx), pelo que, para ver que o
boreliano f(C') tem medida nula, basta verificarmos que tém medida nula os
borelianos f(C'\ C1), f(C,\ Cpi1) € f(Cx). E isso que vamos fazer nas
trés proximas alineas.

e) Seja zp € C'\ C; arbitrério. Existe entdo w € R™ tal que Df, (w) # 0, e
portanto, para alguma componente 7, Dfm(w) = 0. Por continuidade, pode-
mos escolher um aberto V' de U, com xzy € V, tal que, para cada = € V,
Df; (w) # 0. Paracada b € R, seja M, C V,

My ={z eV | fi(z) = b},

que vai ser assim uma variedade de dimensdo m — 1. Suponhamos que
Y= (Y1, Yj-1,0,Yj11, .-, yn) € um valor critico de f/,: V' — R"; vemos
entdo que, existe x € M, tal que f(z) =y e Df,(R™) # R" e portanto, uma
vez que Df,(R™) contém o vector D f,(w), que ndo pertence ao hiperplano
R/~ x {0} x R"J de R", Df,(R™) ndo vai conter esse hiperplano, que ndo
é mais do que T},(R’"! x {b} x R"7J); y é portanto também um valor critico
da aplicagdo suave

f/A‘Wb: My — R x {b} % Rn—j;
compondo com o difeomorfismo canénico R7' x {b} x R"7 — R",

concluimos entdo que (y1,...,¥Yj-1,Yj+1,---,Yn) € um valor critico da
aplicacdo suave de M, em R"~!, definida por

€= (fl(x)»"',fjfl(x)’fj+l(m)7"'7fn(m))'

Pela hipotese de indugéo, concluimos que, para cada b € R, o conjunto D,
dos (Y1, .-+ Yj—1, Yjsts--- > Yn) € R tais que
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(yla"'ayj—17b7yj+17"'7yn) € f(CmV)

tem medida nula em R"! e podemos aplicar o teorema de Fubini para
garantir que

in(F(CNV)) = / i1 (Dy) db = 0,

e portanto que também w, (f((C' \ Cy) NV)) = 0. Podemos agora aplicar o
lema anterior para concluir que ., (f(C \ C1)) = 0.

f) Seja zy€C,\ Cpy1 arbitrario. Tem-se portanto DFf, =0 e
Drrif 40, pelo que existem wy,...,w,; em R™ tais que
DPHL f (w1, ..., wpyy1) # 0 € podemos escolher uma componente ;5 tal que
DPHLf (wis ..., wpi) # 0. Por continuidade, podemos escolher um aberto

V de U, comz € V, tal que, paracadaz € V, DP! f; (wi, ..., wps1) # 0.
Notemos ¢: V' — R a aplicagdo suave definida por

g(*T) = Dpfjm(w% oo 7wp+1)'

Uma vez que, para cada = € V, Dg,(w;) # 0, vemos que 0 conjunto
M ={x €V |g(x) =0} é uma variedade de dimensdo m — 1. Mais uma
vez pela hipétese de inducdo, o conjunto dos valores criticos de
J/u: M — R” tem medida nula. Mas, para cada z € V' N (C, \ Cpy1), vem
Drf, =0, em particular g(z) =0, donde = € M, e o facto de se ter
D f, = 0 implica que = € um ponto critico de f,,, e portanto f(x) um valor
critico desta aplicagdo. Vemos portanto que i, (f(V N (C,\ Cp+1))) =0
pelo que, mais uma vez pelo lema anterior, f(C, \ Cp+1) tem medida nula.

g) Vamos utilizar nesta alinea as normas do maximo de R™ e R" como
normas de trabalho, reparando que, se = = (xy,...,z,) ER™ e r >0, a

m

bola fechada B,(z) ndo é mais do que o produto de intervalos []

j=1
[zj—7r,z;+7]

Seja xo = (xo1,...,%p,,) € Cx arbitrario e fixemos r >0 tal que
B, (z9) C U. Mostremos, por indugdo em p, a existéncia, para cada p > 0,
de um numero real R, >0 tal que, sempre que z € B(zg)NCy e

y € B,(x), se tenha
1f(y) = f@)] < Rplly — |2

Para p =0, basta-nos tomar para R, 0 maximo da funcdo continua
||f(y) — f(x)| sobre o compacto B, (z) x B,(xy). Suponhamos o resultado
verdadeiro para um certo p e para qualquer aplicacdo suave definidaem U e
com valores num espago vectorial normado de dimenséo finita (a constante

2Esta demonstragio por inducdo podia ser substituida por uma aplicagio da férmula de
Taylor numa versdo conveniente.
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R, dependendo evidentemente da fungéo). Podemos entédo, para a funcdo
suave Df, que se anula nos pontos de C, escolher }A%p > 0 tal que, sempre
que = € B,(z9) N Cx ey € B,(x), se tenha

IDfNl = 1Dfy = Dfell < Rylly — 2|,
e deduzimos daqui, pelo teorema da média,
1 () = f@)Il < Rylly — ||,

bastando-nos portanto tomar R,y = R, para terminar a demonstracdo por
inducdo da nossa asser¢do. Fixemos agora um natural N > 1 e reparemos
que B,.(x) vai ser unido dos N™ subconjuntos do tipo B,y (x.), com z,, da
forma

(2ky — D)r 2k, — )r
¥ yee

com 1<k <N,...,1<k, <N (olhar para cada uma destas bolas na
forma de um produto de intervalos). Se o fér um indice tal que em R/N(xa)
exista um ponto z € C., vem, para cada z € B,y (z),

2r
—__\p
N) ’

(xop —r+

1 (2) = F() < RP|lz — 2] < Ry (

0 que mostra que f(B,/n(za)) C Br(f(2)), com R = R,(3:)?, e portanto

i (Boya))) < CR, ()"

(atender, mais uma vez, a caracterizacdo das bolas de R™ como produtos de
intervalos). Somando as desigualdades anteriores, para os indices « tais que

B,y (z4) N Cy néo € vazio, concluimos que

b (Bolan) 1 Coc)) < N7 (2R, = (2Ry(20)7)" N7,

Fixando p tal que m — pn < 0, 0 segundo membro da desigualdade anterior
converge para 0 quando N converge para +oo, pelo que, passando ao limite
essa desigualdade, concluimos que p,(f(B,(z9) NCyx)) =0, donde
também, para a bola aberta, p,(f(B;(zo) N Cyx)) = 0. Aplicando o lema
anterior, concluimos agora que f(C, tem medida nula.

h) Tal como observamos em d), o que vimos nas trés Gltimas alineas mostra
que o teorema de Sard, com M de dimensdo m, estd demonstrado no caso
particular em que M é um aberto de R™ e M é R". Passemos, por fim, &
demonstracdo no caso geral. Seja z, € C' arbitrario. Sejam V' um aberto de
M, com f(x¢) € V, U um aberto de R" e ¢:V — U um difeomorfismo.
Sejam V' um aberto de M, com zy € V, U um aberto de R™ e o: U — V um
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difeomorfismo; se necessario reduzindo estes abertos, podemos ja supor que
f(V) c V. O facto de a derivada de um difeomorfismo ser um isomorfismo
implica, tendo em conta o teorema de derivacdo da funcdo composta, que
x' € U € um ponto critico de iy o fy o p: U — U CR" se, e s6se, p(a) é
um ponto critico de £, pelo que f(C N'V') é a imagem por /! do conjunto
dos valores criticos de ¢ o f/1; o o, conjunto esse que tem medida nula, pelo
caso particular ja estudado. Concluimos assim, tendo em conta 1.3.4, que
f(CNV) tem medida nula, pelo que, mais uma vez pelo lema anterior,
f(C) tem medida nula.dd

1.5.7 (Nota) Uma vez que a defini¢do de ponto critico ou de valor critico apenas
faz intervir a derivada de primeira ordem da funcdo f, poderiamos ser
levados a pensar na possibilidade de o teorema de Sard ser verdadeiro apenas
com a exigéncia de f ser de classe C'. Se examinarmos a demonstracio
precedente, verificamos que tivémos necessidade de trabalhar com derivadas
de ordem superior e, de facto, um exemplo classico de Whitney (cf. [20])
mostra que a classe C'' ndo é em geral suficiente. Com uma demonstracio
mais cuidadosa, pode-se verificar que o teorema é valido para as aplicacGes
de classe C?, onde o inteiro p depende apenas de m e n (cf. [4], problema 2
de XVI1.23). Por exemplo, quando m < n, pode-se mostrar que a classe C' é
suficiente.

1.5.8 (Corolario) Sejam M C E e M c E duas variedades sem bordo, com
dimenses m e n, respectivamente, e seja f: M — M uma aplicacdo suave.
Para cada aberto ndo vazio V de M, existe entdo um elemento y € V que
seja valor regular de f.

Dem: Se isso ndo acontecesse, V' estaria contido no conjunto dos valores
criticos de f, que ia ter entdo medida estritamente positiva (cf. 1.2.17).0J

1.5.9 (Corolario) Sejam M c E e M c E duas variedades sem bordo, com
dimensées m e n, respectivamente, e seja f: M — M uma aplicacio suave.
Se m < n, tem-se entdo que f (M) tem medida nula em M , tendo portanto,
em particular, interior vazio em .
Dem: Basta atender a que todos os elementos de f(M) sdo trivialmente
valores criticos de f.J

EXERCICIOS

Ex 1.1 Sejam E e F espacos euclidianos e & E — F um isomorfismo. Seja
x1,...,%, UMma base de E, ndo obrigatoriamente ortonormada, e sejam, para
1<4,5<mn, g;;=(2,z;) € gi; = (§(:),&(x;)). Mostrar que o coeficiente
de dilatagdo c, € entdo igual a raiz quadrada do quociente do determinante da
matriz dos g; ; pelo determinante da matriz dos g; ;. Sugestéo: Utilizar 1.1.15,
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compondo &£ com um isomorfismo n: R" — E, que aplique o elemento e; da
base canonica em z;.

Ex 1.2 Sejam E um espago euclidiano, M C E um conjunto, J C R um inter-
valo com mais que um elemento, e f:J — M um difeomorfismo. Mostrar
que M ¢é entdo uma variedade de dimensdo 1 e que u(M) = [, || f'(t)| dt.

Ex 1.3 Calcular u(M), onde M C R? é o hemisfério
M= {(z,y,2) | 22 + 9>+ 2> =1,2 >0},

que é uma variedade de dimensdo 2. Sugestdo: Mostrar que se tem
w(M) = u(M'"), onde M’ é a variedade de dimenséo 2,

M ={(z,y,2) | 2* +y* + 2> =1,2> 0}

Ex 1.4 (Lema de Algebra Linear) Sejam dados » nimeros, reais ou complexos,
ay,--.,ay,, € consideremos a matriz do tipo n x n, cujo elemento da linha i e
coluna j € 6;; + a;a;. Mostrar que o determinante desta matriz € igual a
1+ a? + -+ a2. O que se podera dizer, sem repetir a demonstracdo, sobre
o determinante da matriz de elementos ¢; ; — a;a;?

Ex 1.5 Seja M C R™ uma variedade de dimensdo m, seja f: M — R uma
aplicacdo suave e seja G C R™*! o respectivo gréfico,

G={(zt)eR"xR|zeMt=f(z)

Mostrar que G é uma variedade de dimensdo m e que

ax”ﬂ

u(G)=/M\/1+§—£<x)2+---+ of (2)2 dpm (21, - .., T

Ex 1.6 Calcular a area do elipsoide de revolucéo de R?,
M = {(z,y,2) | 22° + 2y* + 2* = 2}.

Ex 1.7 Sejam E um espago euclidiano, de dimensdo m >1, e X C E um
boreliano. Mostrar que se tem

+00
pe() = [ s (Scn ).
0

onde, para cada r > 0, S, é a hipersuperficie esférica de centro 0 e raio r
(variedade de dimensdo m — 1).

Ex 1.8 Sejam E um espaco euclidiano e C' C E um cone boreliano. Define-se
entdo o angulo sdlido de C (ou simplesmente &ngulo, se £ tem dimenséo 2)
como sendo o nimero real maior ou igual a 0
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ang(C) = us(SNC),

onde S é a hipersuperficie esférica de centro 0 e raio 1 de E. Suponhamos
agora que E tem dimensdo 2, e sejam x e y dois vectores linearmente inde-
pendentes de E. Seja C o conjunto dos vectores sx+ty, com
s,t € [0,4o00[. Mostrar que C' é um cone boreliano, que 0 < ang(C) < w e
que

(z,y)
l=lllyll

cos(ang(C)) =
Sugestdo: Pode-se ja supor que x= e y tém norma 1. Considerar o real
a € 10, [ tal que cos(«) = (x, y) e o vector

1 cos(a)
Y Sin(@)?  sin(a) "

Mostrar que z,w é uma base ortonormada de E e que tem lugar uma bijec-
cdo suave f: [0, 2x[ — S, definida por

f(t) = cos(t)x + sin(t)w.
Mostrar que se tem

_sin(a — 1) sin(t)
1) = sin(a) v sin(a) ¥

e deduzir que a restri¢do de f é um difeomorfismo de [0, o] sobre C'N S.
Nota: Este exercicio permite fazer a ponte entre a defini¢do intuitiva de
angulo de dois vectores e a respectiva defini¢do formal, feita a partir da

equacdo cos(a) = “if‘l"m.
Ex 1.9 Seja £ um espago euclidiano de dimensdo m. Para cada ndmero real
a > 0, seja fo: E — R aaplicacdo continua, definida por

1
L ]

Ja(x)
Determinar para que valores de « a funcdo f, tem integral finito, relativa-
mente a medida pp.

Ex 1.10 Demonstrar a formula
/ e da = VT,
R

tendo em conta a identidade ¢ =¥ = ¢~ x ¢¥" e calculando o integral
desta fungdo em R? de dois modos distintos, utilizando, por um lado, o
teorema de Fubini e, por outro lado, coordenadas polares (eventualmente
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generalizadas). Utilizar um truque analogo para calcular, para cada inteiro
n > 0, 0 integral f0+°° e~ dx, em funcédo das constantes o,.

Ex 1.11 Sejam E um espaco euclidiano de dimensdo n e M C E uma variedade
de dimensdo m, compacta e ndo vazia. Chama-se entdo centro de figura ou
baricentro de M o vector de £/

1
bar(01) = — A du(@)

(reparar que se trata de um integral de uma func¢&o vectorial).

a) Mostrar que a definicdo anterior ndo apresenta problemas, isto €, que
w(M) é finito e ndo nulo e que a fungdo integranda é efectivamente
integravel;

b) Mostrar que, se a€FE, entdo bar(a+M)=a+bar(M)
(comportamento do baricentro com as translacdes);

c) Mostrar que, se &: E — E é um isomorfismo ortogonal ou uma homotetia,
entéo bar(&(M)) = &(bar(M));

d) Mostrar que, se &: E — E é um isomorfismo arbitrario, e se m = n, entdo
bar(§(M)) = &(bar(M));

e) No caso em que a variedade M tem um certo grau de simetria, pode-se,
em geral, garantir a priori que o baricentro de M se localiza num certo
subconjunto de E. Assim, por exemplo, ninguém terd a minima duvida em
prever que o baricentro de um tridngulo isésceles se encontra sobre a
mediatriz da base e que o baricentro de um circulo ou de um quadrado se
encontra no respectivo centro. Dar uma definigdo conveniente de elemento
de simetria de uma variedade M C F, de modo a poder garantir que, se uma
variedade M possui um tal elemento de simetria, entdo o seu baricentro
pertence a esse elemento de simetria. No sentido de simplificar, limitar a
defini¢do ao caso em que o elemento de simetria € um subespaco vectorial de
E, o caso geral, em que ele pode ser um subespaco afim, reduzindo-se a este,
tendo em conta o comportamento do baricentro com as translagdes.

Ex 1.12 Seja A C ]0, +oo[ x R uma variedade de dimensdo n (onde n pode ser
0, 1 ou 2). Seja B C R? o conjunto de revolugao definido por A:

B={(z,y,2) [ (V&> + 92 2) € A}

(uma superficie de revolugdo, se n = 1, um sélido de revolugdo se n = 2).
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Figura 1l

Mostrar que, sendo S a circunferéncia de centro 0 e raio 1 de R?, B é uma
variedade de dimensdo n + 1, difeomorfaa S x A, e que

pw(B) = 27r/A:CdMA($7y)

(cf. afigura 1).

Ex 1.13 Verificar que o exercicio anterior implica os dois teoremas seguintes

(teoremas de Pappus):

1) A éarea descrita por uma curva plana, que roda em torno dum eixo desse
plano, de um dos lados do qual ela esta, é igual ao produto do comprimento
da curva pelo perimetro da circunferéncia descrita pelo seu baricentro.

2) O volume do solido de revolucdo, descrito por uma area plana, que roda
em torno de um eixo, de um dos lados do qual ela esta, é igual ao produto da
area da figura pelo perimetro da circunferéncia descrita pelo seu baricentro.
Mostrar como estes resultados podem ser Uteis, para determinar, sem contas,
a area exterior e o volume de um anel de espessura 2r e diametro maximo
2r + 2R, ou a localizagdo do baricentro de um semi-circulo ou de uma
semi-circunferéncia.

Ex 1.14 Seja n > 1 e notemos S a hipersuperficie esférica de R"*! de centro 0 e

raio 1. Consideremos a aplicagéo
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fR" = SN (R" x]0,400]),
definida por

£(2) : .

= ( :
VI[P V142

Figura 2

(aplicacdo inversa da projecgdo central). Mostrar que f é um difeomorfismo
e calcule o coeficiente de dilatagdo cp(,) (Sugestao: Exercicio 1.4). Utilizar
este resultado para mostrar que se tem, para cadan > 1,

+00 2tn—l
Op = Op_1 X / ———dt.
o

/1 + t2)n+1

Ex 1.15 Sejan > 1 e notemos S a hipersuperficie esférica de R™*!, de centro 0 e
raio 1. Consideremos a projecgao estereografica

f:8\{(0,1)} - R",

definida por
x
1—-t¢

f(:E,t) =

(onde se identifica R"*! a R” x R).
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Figura 3

Mostrar que f é um difeomorfismo, e utilizar o difeomorfismo inverso para
provar que

/’ 271
o= ——ay.
o (1 yl?)r

Utilizando coordenadas esféricas generalizadas para calcular o integral ante-
rior, obter a seguinte formula de recorréncia:

+00 Qntnfl
Op = 0Op—1 X A m dt.

Ex 1.16 Sejan > 1 e notemos S e S’ as hipersuperficies esféricas de centro 0 e
raio 1, de R"*! e de R", respectivamente. Consideremos a aplicacio

T

f:}—g, 5[ x 8" — S\ {(0,1),(0,-1)},
definida por
f(t,x) = (cos(t)x,sin(t))

(podemos dizer que ¢ é a latitude e z a longitude generalizada de f (¢, x)).
a) Mostrar que f é um difeomorfismo e que

eyt = cos(t)" .

b) Utilizar a alinea anterior para mostrar que, para cada n > 1, tem lugar a
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seguinte formula de recorréncia

z
Op = Op_1 X / cos(t)" ! dt.

2

Ex 1.17 (O integral paramétrico) Sejam F um espaco euclidiano, E um espaco
vectorial de dimensao finitae M c E e M c E duas variedades, a primeira
das quais compacta e de dimensdo m. Sejam F um espago vectorial de
dimenso finitae f: M x M — F uma aplicagdo de classe C.

a) Mostrar que tem lugar uma aplicacdo de classe C, g: M — F, definida
por

Y) :/ f(z,y) dpa (),
M
e que, para caday € M e w € T, (M), tem-se
Dgy / D?fxy )d/”']\[( )

b) Mostrar que, no caso em que a aplicagdo f é de classe C* (onde
1 < k < 400), a aplicagdo g é também de classe C*.

Sugestdo: Considerando um aberto U de E, contendo M e tal que M seja
fechado em U, f pode ser prolongada a M x U, como aplicacdo de classe
C*, o que permite demonstrar apenas o caso particular em que M é um
aberto de £. Do mesmo modo, sendo U um aberto de E, contendo M, tal
que M seja fechado em U, f pode ser prolongada a U x M, como aplicacdo
de classe C*. Fazendo uma indugdo em k, basta demonstrar o caso em que
k = 1. Utilizando a continuidade uniforme, no sentido forte, de f sobre um
compacto M x {yo} e o facto de se ter u(M) < +oo, demonstrar a
continuidade de g em y,. Utilizando a continuidade uniforme, no sentido
forte, de Df sobre um compacto M x {y,}, mostrar que, dado 6 > 0, vem,
para y suficientemente proximo de yo € x € M, || D fz) — D frayyo)ll <6
aplicando, em seguida, o teorema da média para majorar

lo(w) — g(z0) — / Dafiean = w) dpas o)

Ex 1.18 (Teorema de Sard para variedades com bordo) Sejam M C F e
M c E variedades, a segunda das quais sem bordo, e f:M — M uma
aplicacdo suave. Generalizando o que foi feito no caso em que M também
ndo tem bordo, dizemos que um ponto x € M é um ponto regular de f se,
sendo j >0 tal que € 0d;(M),  é€ um ponto regular da restricdo
fro,0n): 0;(M) — M e, caso contrério, dizemos que = é um ponto critico de
f. Como antes, chamam-se valores criticos de f aos elementos de M que sdo
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imagem de algum ponto critico e valores regulares de f aos restantes
elementos de M. Mostrar que o conjunto dos valores criticos de f tem

medida nula em A7. Sugestdo: Aplicar o teorema de Sard ja estudado a
restricéio de f a cada um dos 0;(M).

Ex 1.19 Sejam E um espaco vectorial de dimensdo n, U um aberto de F e
K < U um conjunto compacto. Mostrar que existe uma variedade compacta,
sem cantos, de dimenséo n, M C U, tal que K C 9y(M). Sugestdo: Pelo
teorema da particdo da unidade, e depois de substituir eventualmente U por
um aberto mais pequeno que seja limitado, considerar uma funcdo suave
f: E —[0,1], nula fora duma certa parte compacta de U e tal que f(x) =1,
para cada = € K. Construir a variedade M a partir dum valor regular de f no
intervalo 0, 1[.

Ex 1.20 Sejam E um espaco vectorial de dimensdo m, A C E uma variedade de
dimensdo n, eventualmente com bordo, F' um espago vectorial de dimensdo
N e f:A— F uma imersdo injectiva, isto €, uma aplicacdo injectiva de
classe C* tal que, para cada = € A, Df,: T,.,(A) — F seja uma aplicagéo
linear injectiva.

a) Supondo que N > 2n + 1 e considerando em £’ um produto interno, mos-
trar que existe um subespaco vectorial G C F, com dimensdo NV — 1, tal que,
sendo 7g: ' — G a projeccdo ortogonal, a aplicagdo ng o f: A — G seja
ainda uma imers&o injectiva. Sugestdo (cf. Guillemin e Pollack): Considerar
as aplicagBes suaves g:Ax AXxR — F e h:T(A) — F, definidas por
g(z,y,t) = t(f(x) — f(y)) e h(z,u) = Df,(u), e utilizar o teorema de Sard
para determinar w # 0 em F que ndo pertenga & imagem de nenhuma
daquelas aplicages. Tomar para G 0 espago dos vectores ortogonais a w.

b) Raciocinando por indugdo, mostrar que existe uma imersdo injectiva
h: A — R

Ex 1.21 Chama-se grupo de Lie a uma variedade G C E, munida de uma
estrutura de grupo cuja multiplicacdo seja suave, enquanto aplicagdo
GxdG—d.

a) Se G C E é um grupo de Lie, mostrar que, para cada = € G, tém lugar
difeomorfismos L,:G — G e R,:G — @G, definidos por L,(y)=x-y e
R.(y) =y - =z. Deduzir daqui que um grupo de Lie é sempre uma variedade
sem bordo e com a mesma dimensao em todos os pontos.

b) Sejam G Cc E e G C E grupos de Lie e f:G — G um morfismo de
grupos suave. Sendo ¢ € G e e € G 0s elementos neutros e = € G, mostrar
que a aplicagdo linear Df,:T,.(G) — Tf(@(@) é injectiva (resp.
sobrejectiva) se, e s6 se, a aplicagdo linear D f,: T.(G) — T@(ﬁ) for injectiva
(resp. sobrejectiva). Sugestdo: Verificar que a primeira pode ser obtida por
composi¢do da segunda com dois isomorfismos, um a esquerda e outro a
direita.

c) Sejam G C E e G C E grupos de Lie e f:G — G um morfismo de
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grupos suave e sobrejectivo. Utilizar o teorema de Sard e a alinea precedente

-~

para deduzir que a aplicagdo linear D f.: T.(G) — Tz(G) é sobrejectiva.



CAPITULO Il
Topicos de Algebra Multilinear

81. Relacgdes entre espagos vectoriais reais e complexos.

I1.1.1. Ao longo desta exposicdo, todos 0s espacos vectoriais que vamos
considerar serdo espacos vectoriais reais ou complexos, e notaremos K o
respectivo corpo dos escalares, que é portanto R ou C. Por vezes serd natural
considerar situagdes em que alguns dos espagos vectoriais de que falamos
podem ser reais ou complexos e outros, de modo mais ou menos
independente, podem também ser reais ou complexos. Para nos referirmos a
uma situacéo deste tipo, diremos que temos uns espacos vectoriais sobre K e
outros espacos vectoriais sobre K'. Num tal contexto, quando escrevermos
K c K’, queremos significar que, ou K e K’ coincidem,ou K =R e K' = C.

[1.1.2. Se E é um espago vectorial complexo, FE pode ser também olhado, de
modo trivial, como espago vectorial real. Basta, com efeito, ter em conta o
facto de cada numero real poder ser olhado como um nimero complexo. Do
mesmo modo, se F e F' sdo espacos vectoriais complexos, e se &: B — F' é
uma aplicacdo linear, entdo £ é também uma aplicacdo linear, quando se
considera £/ e F' como espagos vectoriais reais. Quando, ao falarmos de uma
aplicacdo linear, for importante explicitar se estamos a considerar 0s espagos
vectoriais envolvidos como sendo reais ou complexos, diremos respec-
tivamente que temos uma aplicacdo linear real ou uma aplicacdo linear
complexa.

11.1.3. Suponhamos que E é um espago vectorial complexo. Vamos chamar
aplicacdo de estrutura de FE a aplicacdo linear J: E — E, definida por
J(z) =ix. Trata-se de uma aplicacdo linear complexa (portanto também
uma aplicagdo linear real), que verifica a condicdo J o J = —Idg.

I1.1.4. Suponhamos que E é um espaco vectorial real e que J: F — E é uma
aplicacdo linear (real, evidentemente), verificando J o J = —Idg. Existe
entdo sobre £ uma, e uma s0, estrutura de espago vectorial complexo, cuja
estrutura de espaco vectorial real associada seja a estrutura de partida e cuja
aplicacdo de estrutura seja J. Mais precisamente, para cada complexo
c=a-+bi,coma,b e R, ecadaz € E, tem-se cx = ax + bJ (x).

Dem: E imediato constatar que a existir uma tal estrutura de espaco vectorial
complexo, a multiplicacdo de um complexo ¢ = a + bi por um vector x € FE
ndo pode deixar de ser igual a ax + bJ(x), 0 que implica em particular a
afirmacdo de unicidade do enunciado. Definindo a multiplicacdo de um
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complexo por um vector pela citada férmula, a Gnica propriedade um pouco

menos trivial que é necessario verificar para vermos que temos uma estrutura

de espaco vectorial complexo é a de que se tem ¢(c¢’z) = (cc’)z. Ora, sendo

c=a+biecd =da +b'i, obtemos
c(dx)=cldx+0J(x))=aldx+0J(z)+bJ(dz+VJ(x)) =

aa'z + ab'J(z) + ba' J(x) + bb' J (J (z)) =

= (aad' — bb")x + (ab' +bd')J(z) =

= ((aa’ = bV') + (ab’ + ba')i)x = (cc')x.

E agora trivial constatar que a estrutura de espaco vectorial real associada a
esta estrutura de espaco vectorial complexo é a estrutura dada e que a
aplicacdo de estrutura é precisamente J.[1

I1.1.5. Tendo em conta o que acabamos de ver, chama-se estrutura complexa de
um espaco vectorial real £ a uma aplicagéo linear J: £ — E, verificando
JoJ = —Idg. Concluimos portanto que é equivalente considerar um
espaco vectorial complexo ou um espaco vectorial real, munido de uma
estrutura complexa.

I1.1.6. Sejam E e F' espacos vectoriais complexos, com aplicacdes de estrutura
J e J’, respectivamente. Se &: F — F é uma aplicagdo linear real, tem-se
que £ é uma aplicacéo linear complexa se, e s6 se, para cada x € F, se tem

§(J (x)) = J'(&(=)).

Dem: A condi¢do necesséria € evidente e, quanto & condicéo suficiente, dado
um complexo ¢ = a + bi, vemos que

§(ex) = {(ax + bJ (2)) = af(z) + b§(J () =
= af(x) + bJ'(§(x)) = c&(=).00

11.1.7. Suponhamos que E € um espaco vectorial complexo, com aplicacdo de
estrutura J: E — E. E entdo imediato constatar que a aplicagdo linear —J €
também uma estrutura complexa sobre o espaco vectorial real associado. A
estrutura de espaco vectorial complexo, definida por —J, diz-se conjugada
da de partida, e usa-se a notagdo E para notar o espaco vectorial complexo
conjugado de E. Repare-se que, como é imediato constatar, 0 produto de um
complexo ¢ por um vector z, para a estrutura de E, é igual ao produto do
complexo conjugado ¢ por x, para a estrutura de E. Por vezes sera comodo
usar a notagdo F, no caso em que F é um espaco vectorial real, como
significando 0 mesmo que F.

11.1.8. Se E € um espago vectorial complexo, uma familia (z;);c; € linearmente
independente, é geradora, ou é base se, e sO se, isso acontecer em relagdo ao
espaco vectorial complexo conjugado £. No caso em que a familia é uma
base, as componentes de um vector x € E para a estrutura de E sdo os
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complexos conjugados das componentes para a estrutura de E.
Dem: Trata-se de uma consequéncia imediata das defini¢6es.[]

11.1.9. Dados os espagos vectoriais complexos E e F, com as aplicagdes de
estrutura J e J', chama-se aplicacdo antilinear de £ em F' a uma aplicacéo
linear real £&: £ — F, que verifica

§(J (2)) = =J'(¢(x)).

E imediato constatar que as aplicagdes antilineares de E em F' sfo precisa-
mente a mesma coisa que as aplicacdes lineares complexas de £ em F e que
as aplicacBes lineares complexas de £ em F. Em particular, uma aplicacio
linear real & E — F € uma aplicacdo antilinear se, e s se, ela verifica
&(cx) =c&(x),paracadac € Cecadaz € E.

11.1.10. Seja £ um espaco vectorial complexo, de dimensdo finita ou infinita, e
seja (x;)je; uma familia de vectores de E. Tem-se entéo que esta familia é
linearmente independente, é geradora, ou é uma base, se, e s6 se, 0 mesmo
acontecer a familia formada pelos x; e pelos iz, relativamente a estrutura de
espaco vectorial real associada de E. Em particular, se E tiver dimensdo
finita n, como espago vectorial complexo, entdo £ tem dimensdo 2n, como
espaco vectorial real.

Dem: Trata-se de uma consequéncia imediata das defini¢Ges.[]

11.1.11. (Corolario) Se E é um espaco vectorial real de dimensdo n, entdo F
admite uma estrutura complexa se, e sé se, n é par.
Dem: Pelo que acabamos de ver, se E tivesse dimensdo infinita, como
espaco vectorial complexo, entdo FE tinha dimensdo infinita, como espaco
vectorial real, e se E tivesse dimensdo k, como espaco vectorial complexo,
entdo F tinha dimensédo 2k, como espaco vectorial real. Concluimos portanto
que, se £ admite uma estrutura complexa, entdo tem que ser n = 2k, pelo
que n € par. Reciprocamente, se E tem dimensdo 2k, podemos considerar
uma base xi,...,x9, € definir uma aplicacdo linear J: E — E por
J(x9j-1) = x95 € J(x9;) = —x2j—1 (lembrar que uma aplicacdo linear fica
determinada, se dermos de modo arbitrario as imagens dos elementos de uma
base), aplicagdo que se verifica imediatamente ser uma estrutura complexa de
E.O

82. Espacos de aplicacGes multilineares.

[1.2.1. Sejam E e F espagos vectoriais. Para cada p > 1, notaremos L*(E; F') o
espaco vectorial cujos elementos séo as aplicagdes p-lineares &: E? — F', isto
é, as aplicacOes que, quando se fixam os valores de p — 1 das variaveis, sdo
lineares na restante variavel. E claro que, no caso em que p = 1, 0 espago
vectorial L!(E; F') ndo é mais do que o espago das aplicacdes lineares de F



40 Cap. 1. Tépicos de Algebra Multilinear

em F', espaco que sera notado também L(E;F'). Para p = 0, pomos, por
convengdo, L'(E; F) = F. Sera util olhar para esta convengdo como um
caso particular da definigdo geral, tendo em conta as seguintes observaces:
E° ¢ um conjunto com um Gnico elemento (a familia vazia de vectores de F)
e qualquer aplicacdo de E° em F vai ser O-linear; podemos portanto
identificar uma aplicagdo 0O-linear de E° em F com o elemento de F,
imagem do Gnico elemento de E° por essa aplicacao.

Nas observacdes que acabamos de fazer, admitimos trés situagdes:

a) E e F sdo espagos vectoriais reais; nesse caso LP(FE; F') € um espago
vectorial real;

b) E e F sdo espagos vectoriais complexos; nesse caso L*(E; F) é um es-
paco vectorial complexo;

c) E é um espago vectorial real e F' é um espago vectorial complexo; neste
caso, LP(E; F') é o espago das aplicacbes multilineares, no sentido real, mas
tem uma estrutura natural de espago vectorial complexo, que resulta da
estrutura complexa de F' (de facto, temos um subespaco vectorial complexo
do espago de todas as aplicaces de E? em F).

I1.2.2. Quando quisermos tornar mais claro qual o sentido que se estd a dar a
expressdo L?(E; F), escreveremos L (E; F') nos casos a) e ¢) e L{.(E; F)
no caso b). Esta precisdo é especialmente importante no caso em que F e F
sdo espacos vectoriais complexos: nesse quadro é frequente considerarmos,
para além do espagco das aplicagcBes p-lineares complexas, 0 espaco das
aplicacBes p-lineares reais, isto € 0 espaco que se obtém quando se considera
E como espaco Vvectorial real; utilizamos entdo a notacdo LY.(E; F') para o
primeiro espaco e a notacdo LL(E;F) para o segundo. E claro que
L{.(E; F) vai ser um subespaco vectorial complexo de L (E; F).

11.2.3. Se nos quisermos referir, de uma forma abreviada, a uma situagéo em que
qualquer dos trés casos a),b) e c¢), descritos em 11.2.1, é permitido, diremos
que E é um espago vectorial sobre K e F' um espaco vectorial sobre K’, com
K C K’; nesse caso, como dissémos, L*(E; F) = L (E; F) é um espaco
vectorial sobre K'.

O resultado que apresentamos em seguida é a generalizacdo natural, para
as aplicacBes multilineares, do resultado que diz que uma aplicaco linear
fica determinada se dermos, de modo arbitrario, as imagens dos elementos
de uma dada base.

I1.2.4. Sejam FE e F' espacos vectoriais, o primeiro dos quais munido de uma
base (z;)jc;. Sejam p > 1 e (y;,...;,) uma familia arbitraria de vectores de
F, indexada em JP. Existe entdo uma, e uma s6, aplicagdo p-linear
& EP — F'tal que, quaisquer que sejam ji, ..., j, emJ,

g(mjl LA 7'ij) = yjlvusjh'
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Mais precisamente, dados wy, ..., w, em E, com wy = ) a;x; (para cada
J

k, 0s a; 1, sd0 nulos, salvo para um nimero finito de valores de j), tem-se

*) Ewr, W) =D @1 Q40 Gy Yoy
Jiye-dp
em que as parcelas do somatorio anterior sdo nulas, salvo para um ndmero

finito de valores de (ji, ..., j,).3
Dem: A unicidade de ¢ e a formula (*) no enunciado resultam de que, se

& EP — F é multilinear, e se wy, = ) a;x;, entdo tem-se sucessivamente
j

f(wh 7wp) = Zajhl f(xj”wg,...,wp) =
J1

= i a;08(xp, ), w,) =

Ji:J2

=3 a0 a5, 85,2, x5,
J1seodp

Quanto a existéncia, definindo uma aplicacdo &: E? — F pela igualdade (*)
no enunciado, é facil constatar que temos uma aplicacdo multilinear e que
esta aplicacdo aplica (xj,,..., ;) em y; . ; (reparar que a decomposic&o

de T é Ty = Z (Sj,k J,‘J)D
J

No que se segue, 0s espacos L”(FE; F') que teremos ocasido de aplicar
com mais frequéncia serdo aqueles em que o espacgo vectorial F' ¢ R ou C.
Por esse motivo, e no sentido de aligeirar a exposi¢do, vamos limitar o
nosso estudo ao desses casos particulares.

I1.2.5. Suponhamos que E é um espacgo vectorial de dimensdo finita sobre K,
com uma base (z;);cs, € que K' D K. Dado p > 1, notemos, para sistema
(j1,---,Jp) de pindices de J, &, . ;: EP — K’ a aplicacdo p-linear definida
por

Eivroip(Thyy oo Thy) = Oy X 0 X 65 ks

ou seja, &, (Tx,...,v,) =1 se, e sO se, j1=Fy,..,j,=k, e
gy (@hys -y 1) = 0 CASO contrario.

3para quem n#o tenha medo de raciocinar com o conjunto vazio, este resultado é também
verdadeiro, e trivial, no caso em que p = 0. Comparar com as observac@es feitas em
11.2.1, a proptsito de LO(E; F).
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Tem-se entdo que a familia das aplicages lineares &;, . ; € uma base do
espaco vectorial LP(F;K'), sobre K’' (dita base associada as bases de
partida), e, para cada £ € L*(E;K'), tem-se

§= D7 &) iy
J1seJp

Em particular, se E tem dimensdo finita m, L?(E; K’) tem dimensdo m?.4
Dem: Dado ¢ € L?(E;K’), o facto de se ter

5 = Z §($j17 s 7‘Tj,/) 5.7'1,»-~:.7'p
; )

1y 5Jp

resulta de que ambos os membros sdo aplicagdes multilineares de E? em K’
que ddo o mesmo resultado quando aplicados a qualquer (z,,...,x,)
(reparar que a soma do segundo membro aplicada a este sistema de vectores
vai ter apenas uma parcela ndo nula, a correspondente a j; = ki, ...,
Jp =kp). A unicidade da decomposicdo resulta de modo analogo, se
repararmos que, se fosse

=" iy &
Rt

1y Jp

concluiamos, aplicando ambos os membros a (xy,,...,xx,), que se tinha
E(@hys ooy mr,) = ag,,. g, -0

11.2.6. Como caso particular do resultado precedente, se £ é um espaco vectorial
de dimensdo m, sobre K, com uma base (z;);c; e se K' DK, o espago
vectorial L(E;K'), sobre K', tem dimensdo m e uma base associada, consti-
tuida pelos &;, com j € J onde a aplicagio linear ¢;: F — K C K’ esta
definida pela condigéo de aplicar z; em 1 e todos os restantes x; em 0,
tendo-se, paracada { € L(E;K'), £ = Y~ &(x5) &

Uma interpretacdo importante das aplicaces lineares &; € L(E;K) é a de
que, para cada = € E, 0s &;(x) ndo sdo mais do que as componentes de x na
base dos x;, isto €, que se tem

z = &(@)w;.
Dem: Sendo z = ) a; xj, vem
G(w) = a;&(w) =Y a6, = a0
4Como anteriormente, e desde que olhemos as coisas com suficiente cuidado, este

resultado é também valido, e trivial, para p=0. A base correspondente de
LY(E;K') = K’ é simplesmente constituida pelo Gnico elemento 1 € K'.
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Como aplicagdo simples do resultado anterior, temos o resultado classico
sobre a existéncia de um isomorfismo de qualquer espaco vectorial de
dimensdo finita sobre o seu bidual.

11.2.7. Seja F um espago vectorial sobre K. Existe entdo uma aplicacdo linear
injectiva 8: E — L(L(F;K);K), de E no seu bidual, definida por

Bx)(€) = &(),

aplicacdo essa que é um isomorfismo, no caso em que E tem dimensao finita.
Dem: E imediato que 3 é uma aplicagio linear. Para vermos que ( €
injectiva, basta vermos que, dado = £ 0 em FE, existe ¢ € L(E;K) tal que
&(z) # 0, 0 que é uma consequéncia de 11.2.4, visto que podemos considerar
uma base de E tendo x como um dos seus elementos e tomar para £ a
aplicacdo linear definida pela condicdo de aplicar x em 1 e o0s restantes
elementos da base em 0. Por fim, no caso em que E tem dimensdo finita m,
resulta do que vimos atrés que L(L(E;K);K) tem também dimensdo m,
pelo que a aplicacéo linear injectiva 3 tem que ser um isomorfismo.]

11.2.8. Sejam E um espaco vectorial sobre K, K" DK e p>0 e ¢ > 0 dois
inteiros. Existe entdo uma aplicacdo bilinear, entre espacos vectoriais
sobre K/,

®:L’(E;K') x LY(E;K') — LP(E;K'),

que a cada par (&,7) de aplicagBes multilineares &: E? — K' e n: E7 — K/,
associa a aplicagdo multilinear £ ® n: EP*7 — K/, definida por

€®n(w17"'7w[)+q) = g(wh'")wp) X n(wp+1a"'awp+q)'

Aos elementos de L?(E;K), no caso em que K é o corpo dos escalares de E,
costuma-se dar o nome de tensores (mais precisamente, tensores covariantes)
de grau p sobre E. A £ ® n costuma-se dar o nome de produto tensorial de £
en.

11.2.9. No caso particular em que p =0 ou ¢ = 0, e portanto o correspondente
espaco é K’, o produto tensorial ndo vai ser mais do que a multiplicacéo, a
esquerda ou a direita, pelos escalares. Esta afirmagdo sera um caso particular
da definicdo anterior, se repararmos no modo como se identifica uma
aplicacdo de £ em K’ com um elemento de K’, ou podera alternativamente
ser olhada como uma convencgao por quem ndo se sentir bem com este tipo de
raciocinios.

11.2.10. (Associatividade) Sejam E um espacgo vectorial sobre K, K' DK e
p,q,r >0 trés inteiros. Dados ¢ € LP(F;K'), ne LY(E;K') e
p € L"(E;K'), tem-se entdo

E@n@p=£® (e p) e LM (E;K).



44 Cap. 1. Tépicos de Algebra Multilinear

Dem: Basta reparar que ambos 0s membros ddo 0 mesmo resultado, a saber,
§(wr, ..oy wp) N(Wpt1s - wp+q) p(wp+q+1v sy wp+q+7>)y
quando aplicados a (w1, ..., Wytgtr).0

11.2.11. Como ¢ usual, sempre que tem lugar uma propriedade associativa, faz
sentido referirmo-nos, sem parénteses, ao produto tensorial de & factores: Se,
para cada 1< j<k, \je€LP(E;K'), fica bem definido um produto
tensorial

AMO®N®-- QN € Lpl+p2+m+pk(E;K/).

11.2.12. No caso em que o espago vectorial E tem dimenséo finita e estd munido
de uma base (z;);c;, € imediato constatar que os elementos &;, .. ; da base
associada de L*(E;K') estdo também definidos por

iy =61 @ - ®Ej,

Note-se que, embora associativo, o produto tensorial ndo é, em geral,
comutativo. Por exemplo, se £ e n sdo tensores de grau 1, tem-se, em
geral,

E@n(z,y) = E(@)n(y) # n(x)E(y) =n® E(x, y).

Tem-se, no entanto, £ ® n = n ® &, NO caso em que o grau de £ é zero ou
0 grau de 7 € zero, visto que, em ambos 0s casos, temos a multiplicagéo
de um escalar por uma aplicacao multilinear.

11.2.13. Sejam E e F espacos vectoriais sobre K e \: E — F' uma aplicagdo
linear. Se K’ D K, existe entdo, para cada p > 0, uma aplicacéo linear entre
espagos vectoriais sobre K/,

N LP(F;K') — LP(E; K,
definida por \*(§) = € o A?, isto é,
A (wr, - wp) = E(A(wi), -, AMwy)).

Dizemos que A*(§) é a imagem reciproca de & por meio de A\ e que A\* é a
aplicacéo linear dual de \.°

11.2.14. Um caso particular trivial, mas importante, de imagem reciproca é aquele
em que E é um subespaco vectorial de F' e tomamos para «: E — F a
aplicacdo linear inclusdo. A imagem reciproca .*(£) ndo é mais do que a

SE claro que, no caso em que p = 0, a aplicago linear A* ndo é mais do que a identidade
de K.
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restricdo de & a EP, restricdo essa que € notada por vezes, um pouco
abusivamente, { /.

11.2.15. Nas condicOes de 11.2.13, suponhamos que G € outro espaco vectorial
sobre K, e que u:F — G é outra aplicacdo linear. E entdo imediato
constatar-se que, considerando a composi¢do p o A: E — G, tem-se

(po A =X ou*: LP(G;K') — LP(E;K').

Uma vez que é imediato que, considerando a aplicagdo idéntica Idg: F — F,
(Idp)*: LP(E;K') — LP(E;K') é a aplicacdo idéntica, concluimos, com um
argumento do tipo usual, que, se A\: E — F é um isomorfismo, entdo a
aplicacéo linear dual \*: L?(F;K') — LP(FE;K') é também um isomorfismo,
tendo (A~1)* como isomorfismo inverso.

11.2.16. Sejam o0s espacgos vectoriais £ e F', sobre K, e a aplicacdo linear
ME — F.SejamK' D Ke p,q > 0. Dados { € LP(F;K') en € LI(F;K'),
tem-se entdo

A(E@n) = A"(§) ® A"(n) € LM(E;K).

Dem: Basta reparar que ambos 0os membros ddo o mesmo resultado, a saber,
EAWL), .., Mwp))n(A(wps1), ..., AMwpsr)), quando  aplicados a um
elemento arbitrério (wy, ..., w,,) de EP*2.00

83. Grupo simétrico e sinal de uma permutacao.

11.3.1. Para cada inteiro n > 0, chama-se grupo simétrico de ordem n ao grupo
S,, das permutagdes de {1,...,n}. Para cada o € &,, isto é, para cada
bijeccdo 0: {1,...,n} — {1,...,n}, define-se o nimero de inversdes inv(o)
como sendo o nimero de elementos do conjunto

{G.k)|j<keoa(j) >a(k)}

A sg(o) = (—=1)™ ¢ {~1,1} da-se o nome de sinal ou paridade da
permutacéo o.

[1.3.2. Sejam n > 2 e j, k dois elementos distintos de {1,...,n}. Nota-se entdo
(j- k) apermutagdo de {1,...,n}, que aplica j em k, k em j e deixa fixos o0s
restantes elementos. As permutagdes do tipo (j - k) da-se 0 nome de transpo-
si¢bes, chamando-se transposicdes consecutivas aquelas que sdo da forma

(J-j+1).

11.3.3. Toda a permutacdo o € &,, pode ser obtida por composi¢cdo de um
namero finito de transposi¢des (considerando a aplicagdo idéntica como a
composta da familia vazia de transposicdes).

Dem: O resultado demonstra-se por inducdo em k, mostrando-se que ele é
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verdadeiro para toda a permutacdo o, que verifique o(j) = j, para cada
1<j<mn-—k. Para k=0, isto é evidente. Suponhamos que o resultado é
verdadeiro para um certo k, e que a permutacdo o verifica o(j) = j, para
cadal <j<n-—(k+1),assimcomoc(n — k) # n — k. Tem-se entdo que
p=(c(n—k)-n—k)oo verifica p(j) =4, paracada 1 <j<n-—k, e
tem-se 0 = (o(n — k) -n — k) o p, pelo que, tendo em conta a hipétese de
inducdo, o é a composicdo de um namero finito de transposicGes. Fazendo
k = n, obtemos a afirmacdo do enunciado.[]

11.3.4. Toda a transposi¢do é composi¢do de um nimero impar de transposicdes
consecutivas.
Dem: Seja o = (j- k), em que se pode ja supor que j < k. Facamos a
demonstragdo por inducdo em k — j. O resultado € evidente, se k — j =1 e,
para a passagem de inducéo, basta atender a que, se k — j > 1, tem-se

(k) =G G+1)oG+1k)o(-j+1).0

11.3.5. (Lema)Se j# k,c € S, ep=(j-k)oo,tem-sesg(p) = — sg(o).
Dem: Tendo em conta o resultado anterior, podemos reduzir-nos ao caso em
que k = j + 1. Ora, nesse caso, tem-se:
a)Seo1(j) <o (j+ 1), entdo inv(p) = inv(c) + 1;

b) Se o 1(j) > o~ 1(j + 1), entdo inv(p) = inv(c) — 1;
em qualquer dos casos sg(p) = —sg(c).0

11.3.6. (Teorema de Bézout) O sinal da aplicacéo idéntica é 1 e o sinal de uma
transposicdo é —1. Se o e p sdo permutacdes, entdo

sg(p o o) =sg(p) sg(o).

Se o é uma permutagio, entdo sg(oc~!) = sg(o).

Dem: E imediato que o sinal da permutagéo idéntica é 1 e daqui resulta, pelo
lema anterior, que o sinal de uma transposicdo ¢ —1. Dadas agora duas
permutacbes o e p, podemos, por 11.3.3, escrever p=pjo---0p; €
og=o010---00 COM 0S p, € 0S og transposicOes; resulta entdo do lema
anterior que sg(p) = (—1)7 e sg(c) = (—1)*. Uma vez que

poa:plo"'opj0010"'00k,
sai agora, pelo mesmo lema,
sg(po o) = (~1)7* = (~1)/(~1)" = sg(p) s9(0).

Por fim, o facto de ser sg(c~!) = sg(o) vem de que se tem Id = o oo},
donde 1 = sg(Id) = sg(c)sg(c!), e atendemos a que sg(o) é um elemento
de {—1,1}, logo igual ao seu inverso.Od

11.3.7. Suponhamos, mais geralmente, que J e K sdo dois conjuntos totalmente
ordenados com n elementos e que o:.J — K é uma bijeccdo. Define-se
entdo o ndmero de inversdes inv(o) e o sinal sg(o) pelas mesmas férmulas
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que em 11.3.1. E entdo imediato que, sendo X:{1,...,n} —.J e
w:{l,...,n} — K as bijeccBes estritamente crescentes, inv(c) e sg(o)
coincidem com o0 nudmero de inversbes e o sinal da permutagdo
putooo)e &, Resulta daqui imediatamente que, se J, K e L sdo
conjuntos totalmente ordenados com n elementos, e se o:J — K e
p: K — L sdo duas bijec¢des, é ainda verdade que

sg(Id;) =1, sg(poo)=sg(p)sg(c), sg(c~ ') =sg(o).

11.3.8. Seja J C {1,...,n} um conjunto com k elementos. Definimos entdo o
sinal ou paridade de J, sg(.J), como sendo o elemento sg(c) € {—1,1}, em
que o € S, é a permutagdo que aplica {1,...,k} sobre J, de modo
crescente, e aplica {k+1,...,n} sobre {1,...,n}\ J, também de modo
crescente.

Contando o0 numero de inversdes desta permutacdo o, vemos que, se
J={j1,..-,Jr},comj < - < g, tem-se

sg(J) = (_1>(j1_1)+(j2—2)+'"+(jk—k)

(em particular, sg(J) ndo depende de n!), sendo claro a posteriori que a
formula anterior é ainda valida no caso em que J = {ji,..., jx}, COM 0S j,
distintos, mas ndo obrigatoriamente por ordem crescente.

Tem-se assim, por exemplo, sg(#) =1, sg({j}) = (—1)’"! e, para j # k,

sg({s, k}) = (=11,
11.3.9. Seja J C {1,...,n} um conjunto com k elementos. Tem-se entdo

sg({1,...,n}\ J) = (=1)""Msg(J).

Dem: Seja 0:{1,...,n} — {1,...,n} a permutacdo que aplica {1,...,k}
sobre .J, de modo crescente, e que é também crescenteem {k +1,...,n}.
Do mesmo modo, seja p € &,, a permutagéo que aplica {1,...,n — k} sobre
{1,...,n}\ J, de modo crescente, e que é também crescente em
{n—k+1,...,n}. E entdo imediato constatar-se que se tem p = oo,
onde v é a permutacdo de {1,...,n}, que aplica {1,...,n —k} sobre
{k+1,...,n}, de modo crescente, e aplica {n—k+1,...,n} sobre
{1,...,k}, também de modo crescente. Reparando que inv(v) = k(n — k),
resulta agora, do teorema de Bézout, que

sg({1,...,n}\ J) = sg(p )—sg( sg(v) =
= (= 1)’” Ysg(0) = (=1)""Psg(J).0
11.3.10. Sejao: {1,...,m +n} — {1,...,m + n} uma permutacdo. Vem entdo
s9(0) =59(0(1,....im}) SO fm1,...m+ny) SY({ (1), ..., o (m)}).

Dem: O conjunto que define o ndmero de inversdes de o vai ser a unido
disjunta de trés subconjuntos, a saber:



48 Cap. 1. Tépicos de Algebra Multilinear

a){(j,k) € {L,....m}* [ j<keo(j) >a(k)};

b) {(j,k) e {m+1,....m+n}*|j<keoc(j)>a(k)}
O{(Gk)e{l,....m} x{m+1,....m+n}|o(j) >ak)}

Os nimeros de elementos do primeiro e do segundo conjuntos sdo, respecti-
vamente, inv(oyq1....my) € INV(0m41,.. m4ny). FiCamos portanto reduzidos a
provar que —1 elevado ao nimero de elementos do terceiro conjunto é igual
asg({c(1),...,0(m)}). Escrevamos, para isso,

{c(1),...,0(m)} ={o(i1),...,0(im)}

com o (i) < --- < o(ip). Constatamos entdo que o numero de pares (3, k)
em c) com j = i; € o(i;) — 1 (correspondentes aos k tais que o (k) esta entre
1 e o(iy), excluindo este), o nimero de pares com j=1iy é o(iz) — 2
(correspondentes aos k tais que o (k) esta entre 1 e o(i2), excluindo o (i) e
o(i9)), € assim sucessivamente, pelo que o nimero de elementos do conjunto
em questdo € igual a (o(i1) — 1)+ (o(i2) —2) + -+ (0(im) —m) € —1
elevado a este ndmero de elementos é, por 11.3.8, igual a

sg({o(1),...,0(m)}).0

84. Aplicagdes multilineares alternadas. O determinante.

11.4.1. Sejam E um espaco vectorial sobre K e F' um espaco vectorial sobre
K’ D K. Para cada p > 0 e cada permutacéo o € S,, tem entéo lugar uma
aplicacdo linear entre espagos vectoriais sobre K’,

o:LP(E;F) — LP(E; F),
definida por

G(&)(wr, ..., wp) = E(Wo(1), - Wo(y))-

11.4.2. Sendo Id € &, a permutagéo idéntica, entdo Id: L?(E; F) — LP(E; F) é
a aplicagdo idéntica. Sendo o, p € &, duas permutagdes, tem-se que

(cop) =Gop: LP(E;F) — LP(E; F).

~—1

Em consequéncia, tem-se (¢~ ') =&
Dem: A primeira afirmacéo € trivial e a terceira é uma consequéncia das
duas primeiras. Quanto a segunda, dados wj, ..., w, em E, podemos notar,
paracadal < j < p, y; = w,(;), € obtemos

E(ﬁ(f))(wla ceey wp) = /p\(g)(wn(lb e 7w(r(p)) = /p\(f)(yh s 7y[7) =
= EWp)s -+ > Ypw) = EWo(p(1))s -+ » Wap(p) =

= (o 0p) (§(wr,...,wp).00
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11.4.3. Dados os espagos vectoriais E' e F' e a aplicacdo p-linear &: E? — F', s@o
equivalentes as trés propriedades seguintes:
a)Paracadal < j<p-—1,

@y, Tyt T, T g1, Tjray o Tp) = =61, e, Tj1, Tt Ty T2, -5 Tp),s

quaisquer que sejam x1, ..., x, em £,
b) Para cada j < k,

&(a, ceey Ly eee s Thy ~~~733p) = _£(x17"'7xj—17xk71'j+17 -~~7$k—17$j7515k+1-,~-~n$p),

quaisquer que sejam 1, ..., , em £,

c) Paracada o € G, tem-se 5(§) = sg(o) &.

Dem: A propriedade a) é trivialmente um caso particular da propriedade b) e
esta Ultima é trivialmente a traducgéo do caso particular de c) em que se toma
para o a transposicdo (j- k), que sabemos ter sinal —1. Resta-nos portanto
supor que a propriedade a) é verificada e provar c). Para isso, consideremos o
conjunto das permutagBes o € S, para as quais a igualdade de c) é verifi-
cada. E evidente que esse conjunto contém a permutagdo identidade, que tem
sinal 1, e, por hipdtese, ele contém as transposi¢des consecutivas (j - j+ 1),
que tém sinal —1. Por outro lado, se este conjunto contiver duas permutacGes
o € p, 0 resultado anterior e o0 teorema de Bézout mostram-nos que ele
contém também o o p. Uma vez que, por 11.3.3 e 11.3.4, toda a permutagéo é
composi¢do de um ndmero finito de transposi¢des consecutivas, concluimos
que o conjunto em questdo contém todas as permutagdes, 0 que mostra que a
propriedade c) é verificada.[J

I1.4.4. Sejam E um espaco vectorial sobre K e F' um espaco vectorial sobre
K’ > K. Diz-se que uma aplicagdo p-linear & EP — F € alternada ou
anti-simétrica se ela verifica as propriedades equivalentes referidas em 11.4.3
(reparar que estas propriedades se encontram automaticamente verificadas,
no caso em que p=0 ou p=1). Nota-se AP(E;F) o subconjunto de
LP(E; F), formado pelas aplicacdes p-lineares alternadas, conjunto que é
trivialmente um subespaco vectorial sobre K'.

Em particular, tem-se A°(E; F) = L°(E; F) = F e AY(E; F) = L(E; F).

11.4.5. De modo andlogo, e embora isso ndo va ter grande interesse neste curso,
definem-se as aplicacbes p-lineares simétricas, como sendo as aplicagdes
p-lineares &: EP — F', para as quais se tem (&) = &, para cada permutacdo
o. Uma demonstracdo inteiramente analoga a de 11.4.3 mostra também que a
condicdo anterior é equivalente a qualquer das propriedades, que se obtém a
partir das propriedades b) e c) daquele resultado, omitindo o sinal menos no
segundo membro das respectivas igualdades. Usa-se a notagdo SP(E;F)
para o subespaco vectorial de LP(FE; F'), cujos elementos sdo as aplicacOes
p-lineares simétricas. Como antes, tem-se SU(E;F)=LY(E;F)=F e
SYE;F)=L(E;F).
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No nosso curso as aplicagdes multilineares alternadas jogardo um papel
muito mais importante que o das aplica¢gdes multilineares simétricas. No
entanto, muito do que for dito para as aplicacbes alternadas pode ser
adaptado de modo trivial ao caso das aplicagdes simétricas, a
demonstragdo vindo normalmente mesmo simplificada. Quando for esse o
caso, faremos referéncia a essas adaptacdes sem apresentar demonstragao.
Os trés resultados que seguem sao contra-exemplos, em que a adaptagéo
referida nao é possivel.

[1.4.6. Sejam &: EP — F uma aplicacdo multilinear alternada e x1,...,2, € E
tais que exista j # k, com x; = x;. Tem-se entdo {(z1,...,z,) = 0.
Dem: Basta atender a que, pela propriedade b) de 11.4.3, tem-se

&(x1,...,xp) = —&(x1,...,2p).0

11.4.7. Seja &: E¥ — F uma aplicagéo multilinear alternada, e seja zy, ..., z, um

sistema linearmente dependente de vectores de FE. Tem-se entdo
&(z1,...,xzp) =0.
Dem: Podemos ja eliminar os casos triviais em que p =0 ou p = 1, visto
que, no primeiro caso, a familia vazia de vectores € linearmente
independente, e, no segundo caso, a conclusdo correspondente é
simplesmente que £(0) = 0, para cada aplicacéo linear £&: E — F. Supondo
portanto p > 2, vem que existe j tal que x; seja combinacéo linear dos
restantes, e podemos entdo escrever, tendo em conta o resultado anterior,

f(l‘l, 7331)) = Zak‘ g(xla coe g Lj1, Thoy Ll - -+ 7xp) =0.0
=y

11.4.8. (Corolario) Sejam E um espaco vectorial de dimensdo n, sobre K, e F'
um espago vectorial sobre K’ D K. Para cada p > n, tem-se entdo
AP(E; F) = {0}.

Dem: Basta atender a que qualquer sistema de p vectores de E é linearmente
dependente.]

Vamos agora estudar um operador, que a cada £ € L?(E; F'), associa uma
aplicagdo multilinear alternada Alt(¢) € AP(E; F). Este operador vai ser
uma projeccdo, no sentido que, quando £ j4 é alternado, Alt(¢) = €.

11.4.9. Sejam E um espago vectorial sobre K e F' um espaco vectorial sobre
K’ O K. Para cada p > 0, tem entdo lugar uma aplicacéo linear

Alt: LP(E; F) — AP(E; F),

definida por
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AL = 5 3 so(e) 3¢).

‘o€,

Paracada & € LP(E; F)eo € G, tem-se
Alt(G(£)) = a(Alt(§)) = sg(o) Alt(¢),

e vem Alt(§) =&, para cada & € AP(E; F). Em particular, para p=0 e
p =1, Alt é a aplicacdo idéntica.
Dem: E imediato que Alt é uma aplicagio linear de LP(E; F)) em L?(E; F).
O facto de se ter Alt(§) = &, para cada & € A?(E; F'), vem de que &, tem p!
elementos e de que, para um tal &, tem-se entdo (&) = sg(o) &, para cada
o € 6,. Se atendermos agora a que, para cada o € &,, tém lugar bijeccOes

de &, sobre &,, que a cada p associam poo e oo p, respectivamente,
vemos que

ALE(6) = — 3 sq(p) PE(€)) = 59(0) ; S sg(po0) (poo) (€)=

p' /)66[7 ) pE@I,

= s9(0) ;3 sa(r)7(6) = sa(o) Al¢)

‘re6,

e, do mesmo modo,

FAIE) = — 3 sg(p) (7(€)) = s9(0) — 3 s5( 0 p) (7.0 ) (€) =

p: peSG, " pEY,

— sg(o) ; S sg(r)7(€) = sg(o) Al(e),

‘TEB,

esta Gltima igualdade implicando, em particular, que vem
Alt(¢) € AP(E; F), para cada ¢ € LP(E; F).0

De modo anéalogo se pode mostrar que tem lugar uma aplicagao linear
Sym: LP(E; F) — SP(E; F),
definida por Sym(¢) = ]% > 5(&), a qual verifica Sym(&) = &, para cada
& € SP(E; F), tendo-se, pa(rra cada¢ € LP(E; F)ecadao € &),
Sym(a(¢)) = a(Sym(£)) = Sym(¢).

11.4.10. (Lema) Sejam E um espaco vectorial de dimensdo m, sobre K, com
uma base (z;)1<j<m, € F' um espago vectorial sobre K’ > K. Consideremos
&,n e AP(E; F) tais que, quaisquer que sejam os indices j; < ja < ... < jp,
em{1,...,m}, se tenha
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g(xjﬂ e 7xjp) = ’r}(le’ Tt xjp)'

Tem-se entdo & = 7.
Dem: Considerando a aplicacdo multilinear alternada £ — n, vemos que basta
demonstrar que, se € AP(E;F) é tal que, quaisquer que sejam
J1<--<j, em {1,...,m}, se tenha {(xj,...,x;) =0, entdo &= 0.
Considerando um tal &, sabemos, por 11.2.4, que, para ver que & = 0, basta
ver que, quaisquer que sejam ji,...,j, em {1,...,m}, se tem
§(zj,,...,2,) = 0. Ora, se os elementos j, ndo forem todos distintos, isso €
uma consequéncia de 11.4.6 e, se eles forem distintos, podemos escrever
{1y gpy ={k1, ..., kp}, com ky < --- < k,, existindo entdo uma permu-
tacdo o € &, tal que j, = k,(q), 0 que implica que
&(xj, ... ,Tj,) = sg(o) &(z,, - - - ,a:kp) =0
(fazer y, = x1,), € a demonstracédo esta terminada.C]
Para as aplicagdes multilineares simétricas, vamos ter um resultado
correspondente ao anterior, mas em que devemos Ser um pouco mais
cuidadosos, visto que ja ndo é valido o resultado correspondente a 11.4.6.
Adaptando convenientemente a demonstragao anterior, 0 que se pode ver

é que, se £, n em SP(E; F) sdo tais que, quaisquer que sejam os indices
<o <gpem{l,...,m}, se tenha

E(@jireeesy) = (g, o)),

entdo £ = 7.

11.4.11. Seja E um espaco vectorial de dimensdo m sobre K, com uma base
(xj)1<j<m- Sejam 0 < p <m e K' D K, e consideremos a correspondente
base de LP(E;K'), constituida pelos &, .. ;:E? — K', onde ji,...,j, €
{1,...,m} (cf. 11.2.5). Seja, para cada j; < --- < j,em{1,...,m},

g/\j“wjp = p! Alt(fjl,u.‘,jp) S Ap(E;K/).

Tem-se entdo:
a)Dados j; < --- < j,eky <---<k,em{l,...,m},

Engroip Tk ey Thy) = By X e X 65, ks

b) Os £j,.....;, constituem uma base de A”(E; K'), dita base associada a base
dada, e, para cada £ € AP(E;K'),

g = Z g(‘xll’ ’mjp) g/\jlwwjp

j1<A“<jp

(comparar com 11.2.5);
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¢) Em particular, A?(E;K’) tem dimensio ('}’j) = ™

pl(m—p)!?
d)Parap =1, ¢, = & € AYE;K) = L(E; K).
Dem: Tendo em conta a defini¢éo da aplicacdo Alt, vemos que

5/\j1,---7jp($1€17 ) mkp) = Z ( )5] Jp( koys =+ + 7xkn(p>) =

a

= 6j|,k1 X+ X 6jpvk11’

uma Vvez que, por as sucessdes ji, ..., j, € k1, ..., k, serem estritamente cres-
centes, no somatério anterior s6 a parcela correspondente a permutacéo
o = Id pode ser eventualmente ndo nula e que, mesmo essa, s6 ndo é nula no
caso em que cada j; = k;, caso em que ela é igual a 1. Aplicando o lema
anterior, vemos agora que cada & € AP(F;K’) é combinagdo linear dos
Enji.....j,» cOm os coeficientes definidos no enunciado, visto que ambos os
membros da igualdade respectiva sdo elementos de A?(E;K'), que déo o
mesmo valor quando aplicados a cada (z,, ..., o), COM ky < -+ < k,. A
unicidade de uma tal combinac&o linear estabelece-se do mesmo modo, pelo
que concluimos b). Por fim, c¢) resulta de que o nimero de sucessdes
estritamente crescentes de elementos de {1,...,m} é igual ao nimero de
combinac6es de m elementos, tomados p a p.[]

A versdo do resultado anterior, para 0s espagos de aplicacBes
multilineares simétricas, é de enunciado mais complicado pelo que, uma
vez que ndo teremos ocasido de a utilizar, ndo a enunciamos aqui.

Vamos agora apresentar um resultado simples, em que se constata qual o
comportamento da operagdo de imagem reciproca, definida em 11.2.13,
relativamente as projeccdes Alt e aos espacos A?(FE; K'). Estes resultados
tém versdes correspondentes evidentes, que nos abstemos de enunciar,
para as projeccdes Sym e para os espagos S”(E;K').

11.4.12. Sejam FE e F espagos vectoriais sobre K e \: £ — F' uma aplicacdo
linear. Se K’ D K, a aplicagéo linear \*: LP(F;K') — L?(E;K’) verifica as
seguintes propriedades:

a)Paracada¢ € LP(F;K' ) eo € 6, 5(A*(§)) = X*(G(9)) € LP(E K');
b) Para cada £ € LP(F;K'), Alt(A*(£)) = A*(Alt(€)) € AP(E;K');
¢) Em particular, para cada £ € A?(F;K'), vem também )\*(g) € AP(E;K)).

Dem: Trata-se de uma consequéncia trivial das defini¢6es.[]

11.4.13. Tendo em conta o resultado anterior, para cada aplicacdo linear
A: E — F, notaremos ainda \* a aplicacdo linear A?(F;K') — A?(E;K'),
restricdo da aplicagdo \*: LP(F;K') — LP(E;K’), sendo trivial que continua
a ser valida a propriedade correspondente a enunciada em 11.2.15.

11.4.14. Um caso particular importante de 11.4.11 é aquele em que temos um
espaco vectorial E, de dimensdo m sobre K, e consideramos K' DK e o
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espaco vectorial sobre K', A™(F;K') (tomamos portanto p igual a dimenséo
de E). Concluimos entdo que este espaco tem dimensdo 1 e que, a cada base
(xj)1<j<m de E, fica associada uma base de A™(E;K'), formada por um
nico vector &xy... -

11.4.15. Sejam E um espaco vectorial sobre K, F' um espaco vectorial sobre
K DK e (€ AP(E; F). Sejam z1,...,z, € y1,...,Yy, dois sistemas de
vectores de E tais que, para uma certa matriz (ay ;) de escalares, se tenha
yj =y aj ;Tr. Tem-se entdo

k

i, yp) = det((ar;) E(1, .., xp).

Dem: Tendo em conta a multilinearidade de &, podemos escrever

S(ylu ceey yp) = Z 0 R a’kp,PE('rkH ,$kp).
Ky, sk

Tendo em conta o facto de £ ser alternada, vemos que todas as parcelas
correspondentes a um sistema de indices k1, ... , k, com alguma repeticéo séo
nulas, pelo que a expressdo anterior pode ser escrita alternativamente na
forma

g(yla ceey yp) = Z Ag(1),17 " Qo (p),p f(xrr(l)7 ceey xo’(p))'

e portanto, atendendo mais uma vez ao facto de £ ser alternada,
§(yla cey yp) = Z Qg (1),1° " Ao (p),p 8(5) (xlv cee 755]7) =

= ng(o') Ao (1),1° " Co(p),p f(l‘l, . ,l‘p) = det((ak,j)) 5(1‘1, v ,xp).lj

11.4.16. O caso particular de 11.4.14 em que £ = K™ e em que consideramos a
base canédnica ey,...,e, deste espaco € especialmente interessante. O
correspondente elemento &1, € A™(K™;K) toma o nome de funcéo
determinante e seré notado det.

A razdo de ser desta nomenclatura esta em que, dados os vectores
wi, ..., w, de K™ com

w; = (alyj, ,am’]‘) =ayjer + -+ Gy jlm,

det(wi, ..., w,,) vai ser o determinante da matriz dos a; ; (aquela cujas
colunas séo os w;). Esta afirmagéo é clara para quem conhega a definigéo do
determinante a partir das aplicagdes multilineares alternadas e é uma
consequéncia do resultado precedente para quem prefira a definicdo mais
classica (lembrar que se tem &x1._m(e1,...,em) = 1).
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11.4.17. Seja E um espaco vectorial de dimensdo m sobre K, e sejam xy, ..., Ty,
e yi,...,Ym duas bases de E, com y; = 3 aj jx. Notando entédo {a, . m €
k

Ma1,....m 05 elementos das bases associadas de A (E; K), tem-se
’g/\l,...,m = det((ak,j)) TIAL,...;m-
Dem: Aplicando 11.4.11 e 11.4.15, obtemos

gAl,.“,m = ’g/\l,...,m(yl, ce ,ym) TNIAL,...om =
= det((ar,)) €t (@15 -y Tm) AL, m =
= det((ak;)) na1,...m-0

11.4.18. Suponhamos que E é um espaco vectorial de dimensédo 1 sobre K. Para
cada aplicagdo linear \: £ — E, existe entdo um, e um so, a € K tal que
A =aldg,istoé, tal que A(z) = ax, paracadaz € E.
Dem: A unicidade de a nas condicfes do enunciado é trivial. Para provar a
existéncia, fixamos xy € E ndo nulo, constituindo portanto uma base de F, e
reparamos que se tem entdo A(xy) = axy, para um certo a € K. Para cada
x € F vai existir b € K tal que = = bxy e podemos entdo escrever

Ax) = A(bzg) = bA(xg) = baxy = az,
0 que termina a demonstracao.]

11.4.19. Seja EZ um espaco vectorial de dimensdo m, sobre K, e seja \: £ — F
uma aplicacdo linear. Tem-se entdo que A™(E;K) é um espaco vectorial de
dimensdo 1, sobre K, e ficamos com wuma aplicacdo linear
A*: A™(E;K) — A™(E;K). Define-se o determinante da aplicagéo linear A,
det(\), como sendo o elemento de K associado a aplicagdo linear \*. Por
outras palavras, det(\) é o Unico elemento de K para o qual se tem

A(§) = det(A) ¢,
para cada { € A™(E;K).

11.4.20. Seja E um espaco vectorial de dimensdo m sobre K, com uma base
Z1,...,%Tm. Seja A: £ — E uma aplicagdo linear e sejam ay, ; 0s elementos da

matriz de A na base considerada, isto €, os definidos por A(z;) = > ay j xy.
k

Tem-se entdo det(\) = det((ay;)).
Dem: Aplicando 11.4.11 e 11.4.15, obtemos

dEt(A)g/\lr..?m = >\*(§/\1,4..7m) = )\*(6/\1,.‘.,770(551, ceey zm) 6/\1,“.,m =
= §A1,.4.,m()\(1'1>; ceey )\(fm)) f/\l,”..m =
=det((ar)) &nt,.m(@1, -y Zm) Entrm =
= det((ar;)) &nt,..m»

donde o resultado.
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11.4.21. No caso em que F é um espaco vectorial de dimensdo 0 e \: £ — E éa
Gnica aplicacdo linear possivel (a aplicacdo linear nula), tem-se
A°(E;K) =K e a aplicagdo linear \*: K — K ¢ a aplicacio idéntica, o que
nos permite concluir que det(\) = 1. Isto esta de acordo com o facto® de o
determinante de uma matriz 0 x 0 ser igual a 1.

No caso em que o espago vectorial £ tem dimensdo 1, sabemos que, para
cada aplicacdo linear \: E — E, existe a € K tal que A(xz) = ax, tendo-se
entdo, pelo resultado precedente, det(\) = a.

11.4.22. Sejam E um espago vectorial de dimensdo m sobre Ke A\, u: £ — E
duas aplicacdes lineares. Tem-se entéo:
a) det(Idg) = 1;
b) det(y o \) = det(u)det(\);’
c) Se A é um isomorfismo, entdo det(\) # 0 e det(A™!) = G-
Dem: A alinea a) € trivial e a alinea c) é uma consequéncia de a) e b), visto
que se tem A~'o )\ = Idg. Resta-nos verificar b) e, para isso, basta
repararmos que, para cada £ € A™(F;K), vem

(1o X)(§) = A" (n*(€)) = det(A)p" (&) = det(p)det(r) .0

11.4.23. Sejam E um espaco vectorial sobre K e F' e G dois subespacos
vectoriais de E tais que tenha lugar a soma directa £ = F @& G. Seja
A:E — E uma aplicacdo linear tal que A\(F) C F' e A(G) C G. Tem-se
entdo

det(X) = det(\,p) det(\/¢).

Dem: Sejam zi,...,x, uma base de I’ e x,,...,T,-, Uma base de G.
Tem-se portanto que 1, ..., x,+, € uma base de E, e podemos considerar a
correspondente base de APTY(E;K), formada pelo Unico elemento
E=En,. pig- Sejam & € AP(F;K) e ¢ € AYG;K) as aplicagbes
multilineares alternadas definidas por

gl(wh ,wp) = g(wla ooy Wp, A(‘errl)v L) A(‘rlﬂrq))'
gl/(w]ﬂrla cee wp+q) = 5(1'1, vy Ty, Wyt - - 7wp+q)'

Podemos entdo escrever

EA(@1), s M@pig)) = E(M(@1), -0, Mzp)) =
(A/F)*(fl)($17~~ ,Tp) =
—det()\/p (:cl,..., p):

)€
= dEI( ) ( (Tpr1)s s AMTpig)) =

8Que, infelizmente, nem toda a gente considera como evidente.
"Para quem ainda o ndo soubesse, este resultado permite concluir que o determinante do
produto de duas matrizes é igual ao produto dos respectivos determinantes.
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= det(A/r) (\e) " (§")(@pa1s s Tpig) =
= det(/\/F)det(/\/G) f”(l‘p_H, . 7$P+11) =
= det()\/p)det(A/G> g(ﬂfl, RN xp+q) =
= det(/\/F)det(/\/G),
pelo que
A8 = M) (@15, Tpag) § = EA (1), -, AM@pag)) § =
= det(\/r)det(\/q) &,

donde o resultado.[]

85. Produto exterior.

[1.5.1. Sejam E um espago vectorial sobre K, K’ > K e p,q > 0 dois inteiros.
Dados ¢ € AP(E;K') e ne€ AY(E;K’'), definimos em 11.2.8 o produto
tensorial £ ® n € LPYY(E;K'), que, em geral, ndo serd uma aplicagdo multi-
linear alternada. Define-se entdo o produto exterior £ An € APTI(E;K'),
como sendo a aplicacdo multilinear alternada

(p+9)!

EAn= WA|'[(§®77)-8

E imediato que fica assim definida uma aplicaco bilinear
A AP(E;K') x AY(E;K') — APT(E;K).

11.5.2. No caso em que p = 0 ou ¢ = 0, sabemos que o produto tensorial ndo é
mais do que a multiplicacdo pelos escalares. Uma vez que 0! =1 e que 0
produto de uma aplicacdo multilinear alternada por um escalar é ainda uma
aplicacdo multilinear alternada, concluimos que, neste caso, o produto
exterior é também a multiplicacdo pelos escalares.

Quando se estudou o produto tensorial, viu-se que esta operacdo é, em
geral, ndo comutativa. Vamos agora ver que, nesse aspecto, o produto
exterior comporta-se bastante melhor: Embora ele ndo seja propriamente
comutativo, pode-se dizer que é mais ou menos comutativo, no sentido
que precisaremos adiante. Comecemos por provar o seguinte lema:

~ 7 - . . . T . !
8N4&0 é muito clara qual a necessidade de introduzir o factor multiplicativo (’;T;,)' nesta
definicéo, e, de facto, alguns autores (e. g. Kobayashi e Nomizu) ndo o introduzem. A sua
utilizacdo vai, no entanto, contribuir para simplificar algumas férmulas mais adiante e,
talvez por esse motivo, a convengdo que seguimos parece estar de acordo com a tendéncia

actual.
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11.5.3. (Lema) Dados ¢ € LP(E;K') en € LY(E;K’'), tem-se
Alt(n ® &) = (=1)" Alt(§ © 7).
Dem: Dados z1, ..., Zp+, €M E, vem

ne é.(xla s aI]H-(]) = T](I’l, 71'11) §($q+1’ [N Ip+q) =
= 5(1’(7(1)’ cee axa(p)) n(‘r(f(]H—l)» cee 7x0(p+q)) =
={® 77(370(1)’ e vxcf(erq)) =5(§@n)(z1,... 7$p+q)v

onde o € S, é a permutacdo definida por o(1) = ¢+ 1, ..., o(p) = p+ ¢,
olp+1)=1, ..., o(p+q)=gq. Tem-se portanto n®RE=7(E®n) e,
contando o nimero de inversdes de o, constata-se que sg(o) = (—1)%, pelo
que o resultado é uma consequéncia de 11.4.9.C1

[1.5.4. (+-comutatividade) Dados £ € A?(E;K') en € AY(E;K'), tem-se
nAE=(=1)MEAn.

Dem: Trata-se de uma consequéncia imediata da defini¢cdo e do lema ante-
rior.CJ

Tal como acontecia na secgdo anterior, a definicdo e os resultados prece-
dentes estendem-se naturalmente ao quadro das aplicacGes multilineares
simétricas, com enunciados que vém eventualmente ainda mais simples.
Em vez do produto exterior, temos uma aplicacéo bilinear

©:S8"(E;K') x S1(E;K') — SPT(E;K'),
chamada produto tensorial simétrico, definida por

|
fon= MSW\(&@M),
plq!

esta operagdo sendo mesmo comutativa, no sentido que se tem
& ©n=mn0©& Do mesmo modo, mais geralmente, para & € LP(E;K') e
n € LY(E;K'), tem-se Sym(n ® £) = Sym(£ ®@ n).

A propriedade associativa, que vimos ser valida para o produto tensorial,
continua a ser valida para o produto exterior, mas agora com uma
demonstragdo muito menos trivial. Comegamos por demonstrar o seguinte
lema:

11.5.5. (Lema) Sejam ¢ € LP(E;K') e n € LY(E;K'), tais que, ou Alt(¢) =0,
ou Alt(n) = 0. Tem-se entdo Alt(¢ ® n) = 0.
Dem: Vamos comecar por demonstrar o resultado no caso em que
Alt(n) = 0. Temos que provar que Alt({ ® n)(x1,...,2p+e) =0, OU Seja,
que
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0= Z Sg(U) S(xﬁ(1)7 ceey wo’(p)) n('rrr(erl))) (R xrr(p+q))'
Para cada aplicaco injectiva o¢: {1,...,p} — {1,...,p+ ¢}, notemos &’ a
parte de &,.,, constituida pelas bijec¢Bes o, cuja restri¢do a {1,...,p} seja
oo; para demonstrar a igualdade anterior, basta evidentemente demonstrar
que, para cada oy, € nulo 0 somatdrio em questdo, quando estendido apenas
as permutacdes o € &', para o que serd suficiente ver que se tem

0= Z Sg<0) n(mﬁ(erl)a ceey x(r(erq))'

oce®’
Uma vez que, tendo em conta 11.3.10, tem-se, paracada o € &',
sg(o) = sg(o0) sg({o(1),-..,a(P)}) S(0 i1, . pta)):

vemos que a igualdade anterior € equivalente a igualdade

0= Z Sg(a/{P-‘rlw‘,p-Fq}) Tl(l“a<p+1)7 e 71'0([)+q))'
oce®’
Ora, fixado oy, notemos ¢’(1) < --- < ¢o'(¢) 0s elementos do conjunto
J=A{1,...,p+q}\{o0o(1),...,00(p)} e v a bijeccdo estritamente
crescente de {1,...,q} sobre {p+1,...,p+¢}. Tem entdo lugar uma
bijeccdo de &' sobre &, que a cada o associa o' ' 0 041 g 0 V. O
facto de o’ e v serem crescentes, implica que

-1
S9(0" " 00/ (pr1,pra) O V) =8I0y pi1, . pra})s

pelo que, notando, para cada 1 < j < p, y; = x,/;), obtemos

Z Sg(g/{PJrl,...,erq}) U($a(p+1)7 cees xa(p+q)) =

oe®’

-1
= Z Sg(O'/ 000 V) n(yﬁ’floo’ol/(l)ﬁ RN y(r”loo'oy(q)) =

oe@

= ¢! Alt(n)(y1, ..., y,) =0,

0 que termina a demonstragdo, no caso em que Alt(n) = 0. O caso em que
Alt(¢) = 0 reduz-se ao caso j& estudado, visto que, por 11.5.3, tem-se
Alt(§®n) = (=1)MAlt(n ® £).00

11.5.6. (Associatividade) Sejam E um espaco vectorial sobre K, K’ D K, e 0s
tensores alternados ¢ € AP(E;K'), n € A1(E;K') e ¢ € A"(E;K'). Tem-se
entdo

(p+q+r)!

EAPYAC=EN(MAQ) = ~AltE @ ® () € APTTT(E;K).

plg!r!
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Dem: Vamos demonstrar que se tem

(p+q+7)

(EAmAC= T AlllEen ).

De maneira analoga se demonstraria que

(p+q+r)!

ENMNAC) = -Alt(§ ® (n® (),

plqg!r!
pelo que o resultado serd entdo uma consequéncia da associatividade do
produto tensorial. Ora, tem-se

B A€ A 1) =

_ % Alt(Alt(¢ @ n) ® €)),

(EAMAC=

pelo que, para provarmos a igualdade referida, tudo o que temos que ver é
que

Alt((¢®n) ® () = Alt(AIt (¢ @ n) ® (),
ou seja, que
Alt(((€®n) — Alt(E®n)) ®¢) = 0.
Mas isto € uma consequéncia do lema anterior, visto que

Alt((§ @ n) — Alt(E @ 1)) = Alt(E @ n) — Alt(AIt(E @ 7)) =
=Alt(¢®n) —Alt(¢®n) =0

(lembrar que Alt(§ ® n) é alternado e que Alt é a identidade no espaco dos
tensores alternados).]

I1.5.7. O facto de ser valida a propriedade associativa permite-nos, dados, para

cada 1 < j<n, § € AP(E;K’), definir um produto exterior, sem parén-
teses,

NN € APL+"'+P71(E;K/)_
Tem entdo lugar a seguinte férmula explicita para esse produto exterior:

M A|t(€1 R ® fn)
il

SN N =
Dem: A demonstragdo faz-se por indugdo em n. O caso n =1 é trivial e 0
caso n = 2 ndo é mais do que a defini¢do do produto exterior. Supondo que
o resultado € valido para n factores, a demonstracdo de que ele é valido para
n + 1 factores é decalcada pelo que fizémos na demonstracéo precedente (o
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que ai fizémos foi mostrar que o resultado era valido para 3 factores, a partir
do facto de ele ser valido para 2 factores).[]

11.5.8. Um caso particular importante da férmula anterior é aquele em que todos
0s p; sdo 1. Dado portanto, para cada 1 < j < n, &; € A(E;K’), obtemos a
seguinte formula para o tensor alternado &; A --- A&, € A"(E;K'):

AN =nlAIG @ - ® &).

Com demonstracdo analoga se verificaria que o produto tensorial
simétrico © ¢é associativo, comegando-se naturalmente por estabelecer o
analogo do lema 11.5.5: Se ¢ € LP(E;K') e n € L1(E;K') sdo tais que,
ou Sym(¢§) =0, ou Sym(n) =0, entdo Sym(¢ ® n) =0. Do mesmo
modo, dado, para cada 1< j<mn, ¢ € SP(E;K’'), tem-se a férmula
analoga a de 11.5.7:

oot =PI g o).

Pr: - Pn:

11.5.9. Seja £ um espago vectorial de dimensdo m sobre K, com uma base
(j)1<j<m € seja K’ D K. Dado 0 < p < m, podemos entdo considerar a
base associada de A'(E;K’) = L(E;K’), constituida pelos &;, e a base
associada de AP(E;K'), constituida pelos &y, com j; < --- < j, em
{1,...,m}. Tem-se entdo

Enjirndy = N NG
Dem: Uma vez que, como se viu em 11.2.12,
iy = &1 @ O

o resultado é uma consequéncia da defini¢cdo dada em 11.4.11 e da formula
para 0 produto exterior de tensores alternados de grau 1, apresentada em
11.5.8.00

cdp?

O resultado que se segue é mais um exemplo das relagBes dos
determinantes com os espagos de aplicagdes multilineares alternadas.
Nele se da mais uma caracterizacdo do produto exterior de n tensores
alternados de grau 1.

11.5.10. Sejam E um espaco vectorial sobre K, K’ D K e, para cada 1 < j < n,
¢ € AYE;K') = L(E;K'). Dados zy, ... ,z, € E, tem-se entdo

(G NN (.. w,) = det((&(p)).

Dem: Tendo em conta a formula para o produto exterior, apresentada em
11.5.8, e a definicdo da aplicacdo Alt, obtemos
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(G N NE)(T, .y x,) = ng(a)a(& ® @& )1, ..., xn) =
= ng(a> (51 @ - ®£ﬂ)(x(7(l)a "'axa(n)) =

=D 59(0) &1(@o1) -+ n (@) = det((€(xy)).0

Vamos agora estabelecer uma férmula alternativa para o produto exterior
de dois tensores alternados de graus p e ¢, em cuja demonstracdo sera

claro qual a utilidade do factor % na definicdo do produto exterior.
Comegamos, como é habitual, por apresentar um lema:

11.5.11. (Lema) Sejam E' um espaco vectorial sobre K e F' um espago vectorial
sobre K’ O K, e consideremos ¢ € LPTI(E; F), que seja alternado, tanto nas
primeiras p variaveis, como nas Ultimas ¢ varidveis, isto é, tal que se
verifiqguem as duas condic¢des seguintes:

a) Dados zp11,..., 2,4+ € E, é alternada a aplicagdo multilinear de E? em
F, definida por

(@1, p) = E(@, ey Ty Tty oo s Tpig);

b) Dados z1,...,z, € E, é alternada a aplicacdo multilinear de E7 em F,
definida por

(@pits ooy Tprg) > E(X1, oo Ty Tty oo, Tpig);

(reparar que & ndo sera, em geral, alternada). Para cada sucessao estritamente
crescente j; < --- < j, de elementos do conjunto {1,...,p+ ¢}, notemos
Jpr1 < -+ < jp+q @ SUCESSE0 estritamente crescente dos restantes elementos
daquele conjunto. Tem-se entdo

Alt(E)(z1, ..., Zp, Tpi1y vy Tpig) =
plq! . .
- m j1<»z-:<jp sg({jl’ ’]p}) g(xjﬂ tee 7xjp7m71)+1’ Tt ‘rjmq)'

Dem: Dado ¢ € G,.,, notemos ¢’ a permutagdo em &,.,, que aplica
{1,...,p} em {o(1),...,0(p)}, de modo crescente, e aplica, também de
modo crescente {p+1,...,p+q} em {o(p+1),...,0(p+q)}. Tem-se
entdo, utilizando o facto de ¢ ser alternado, tanto nas primeiras p variaveis
como nas ¢ Ultimas,



§5. Produto exterior 63

E(To(1)s -+ To(p)s Ta(pr1) -+ s To(prq)) =
= Sg(O'/{17_“7p}) sg(o—/{p+1,..4,p+q}> §($01(1)7 ceey x(r’(p)a xa’(p+1)7 ceey m(r’(p-&-q))

(pensar em notar y; = x,/(j) € 2k = To/(prk)---), PEIO Que, tendo em conta
11.3.10,

S9(0) E(To(1)s -+ » To(prq)) = SI{o(1),...,a(P)}) E(Zr(1), -+ s Tot(prq))-

Se atendermos agora a que, para cada sucessdo estritamente crescente
J1<--<jpem{l,...,p+q}, ha exactamente p!q! permutacdes o, tais
que {o(1),...,0(p)} = {1, ..., Jp}, concluimos que

Alt(&)(z1, ... a:p+q) =
p+q 'Z g .. ,x0<p),xg<p+1),...,xJ(erq)):

plg! , .
“ro! Z sg({d, - dp}) €(@jis -+, TGy Tjpis -5 T5,,).00
* .jl<“‘<.jp

11.5.12. (Férmula alternativa para o produto exterior) Sejam £ € A?(E;K') e
n € AY(F;K'). Tem-se entdo, com as notagdes do lema anterior,

5/\77(3:17"'7'1:;!)-0-(1) =

= Z Sg({jh e >jp}) g(lev s ’xjp) n(xj11+l’ s ’x.7[1+q)'

j1<"‘<jp

Dem: Uma vez que £ @ n € LPYY(E;K') verifica trivialmente as hip6teses
do lema anterior, o resultado é uma consequéncia imediata deste e da
definicdo do produto exterior.[]

11.5.13. A aplicacéo da férmula para o produto exterior, obtida no resultado ante-
rior, € especialmente cdmoda nos casos em que p (ou ¢) € pequeno. Por
exemplo, nos casos p = 1 e p = 2, obtemos, respectivamente

EN 7)(961,--- gch) =
= Z TP)N(T15 ey Tj1, Tty ey Tgi),

EN 7)(3317--- Tgi2) =

—_ j+k— 1
E ) x’axk)n(wla---7113'7171‘]#17---axk—1>xk+1w~~7$q+2)-
J<k

O lema 11.5.11 e a formula obtida em 11.5.12 tém versdes correspondentes,
com as aplicagdes multilineares simétricas no papel das alternadas.
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Assim, se ¢ € SP(E;K') en € SI(E;K'), ver-se-ia facilmente que

f®77(x17-~-:37p+q): Z f(mj17"'7mjp)77(mjp.17"'71.]},\4)'

jl<“‘<j]7

11.5.14. (Compatibilidade com as imagens reciprocas) Sejam E e F' espacos
vectoriais sobre K, \: E — F uma aplicagdo linear e K' D K. Dados
e AP(F;K') en e A1(F;K'), tem-se entdo

A(EAD) = A (&) AN () € ATI(E;K).

Dem: Trata-se de uma consequéncia trivial de 11.2.16 e de 11.4.12, tendo em
conta a defini¢do do produto exterior..]

86. Produto interior.

[1.6.1. Sejam E um espago vectorial sobre K, F' um espaco vectorial sobre
K' DK e x € E. Para cada p > 1, tem entdo lugar uma aplicagdo linear
int,: LP(E; F) — LP~'(E; F), chamada produto interior por z, definida por

int, (&) (x1,...,xp-1) =&(x, 21, ..., Tp_1)-

No caso em que p=1, tem-se L, (E;F)=F, e a aplicacdo
int,: L(E; F) — F é simplesmente a aplicacéo definida por int,.(§) = £(x).
Repare-se que, ndo sd cada int, é uma aplicacdo linear, como tem lugar uma
aplicacéo bilinear, que a (z, £) associa int,(£) (mais precisamente, esta apli-
cacdo é K-linear na primeira variavel e K'-linear na segunda).

Resulta facilmente da definicdo que a aplicacéo int, vai aplicar A?(E; F')
em AP~1(E;F). Vamos necessitar, mais geralmente, de formulas que
relacionem o produto interior com as aplicagdes Alt. Para enunciar essas
relacBes, temos necessidade de fixar a seguinte notacao:

11.6.2. Dados p > 1 e 1 < j < p, vamos notar 7; € &, a permutagéo que aplica
1,...,p sucessivamente em 2,...,5,1,74+1,...,p, por outras palavras, a
definida por

E+1 sek<y
Ti(k) =41 sek=j.
k sek>j

Repare-se que, contando o nimero de inversdes, constata-se imediatamente
que sg(r;) = (—1)77L.
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11.6.3. (Lema) Dados p > 1e ¢ € LP(E; F), tem-se, para cada = € E,

p

int, (Alt(¢ —Z )L Alt(int, (7(€))).

J=1

’ﬁl—l

Dem: Escrevendo, por conveniéncia de notages, © = x1, vem
phint, (Alt(§))(z2, ..., zp) = PLAI(E) (z1,...,zp) =

= z $9(0) E(To(1)s -+ s To(p))-

O somatdrio anterior é igual a soma de p somatorios, a saber, 0s correspon-
dentes, para os diferentes 1 < j < p, as permutagdes o que verificam
o(j) = 1. O resultado ficara portanto provado, se virmos que, para cada j, 0
somatorio anterior, quando estendido apenas as permutacfes o, que
verificam o (j) = 1, éigual a (p — 1)! (—1)/ "L Alt(int, (7;(¢))) (2, ... , Tp).
Fixemos portanto um tal j. Reparemos que existe uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto das permutagdes o € &, que verificam o(j) = 1,
eoconjunto &,_;, correspondéncia que a cada o associa a permutacéo
o:{1l,...,p—1} = {1,...,p — 1}, definida por

, o(k)—1 sek <j
U(k)_{a(k;—l)—l sekzj"

Além disso, contando o nimero de inversBes, constata-se imediatamente que
sg(0) = (—1)7"'sg(o’). Se notarmos y, = () € 2k = L1, € SE reparamos

que ¢ = (TTI)A(ATj(g)), vemos que, se o(j) = 1,

$9(0) £(To(1), -+ To(p)) = 59(0) E(Y1s -+, Yp) =
g(a)?—]‘(g)(y]ayla e Y1, Y51, -0 7yp) =
9(o)75(&)( =

L1 Lo(1)s -y Lo(j=1)r Lo(j+1)s - -+ ,x(r(p)) =
= Sg(O') intw(?—J(g))(zo"(lﬁ (XN} Zo"(pfl))x

S
S

1)~ 12 $9(0”) Int (75()) (Zor(1)s - -+ Zor(p1)) =
:(71)? 1( DIAI(int, (7,(6))) (215 -5 2p-1) =
= (=17 (p = D Alt(int, (7())) (22, ..., z),
como queriamos.[]

11.6.4. Em particular, se &€ AP(E;F), com p>1, e se =z € E, tem-se
int,(¢) € APY(E; F).
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Dem: Embora este resultado tenha uma demonstragdo directa trivial, ele é
também uma consequéncia do resultado anterior, visto que, uma vez que ¢ é
alternado, tem-se Alt(¢) = £ e7;(¢) = (—1)/1¢.O

11.6.5. (Lema) Sejam FE um espaco vectorial sobre K e K' D K. Dados
¢e LP(E;K'),n e L1(E;K') e z € E, tem-se entdo:
a)Sel<j<np,

int, (7;(§ ® n)) = Int,.(7,(£)) @n;
b)Sep+1<j<p+g,
intx(?j(f ® 77)) =£{® intz(?j*p(n))-

Dem: Demonstremos apenas a alinea b), visto que a demonstracéo de a) é do
mesmo tipo (e até um pouco mais simples). Escrevendo = = x1, vem, para
cadajentrep+1lep+g,

Intf(/f'l(& ®@n))(xs, ... ,1‘p+q) :/7\'](6 Qn)(T1,...,T,) =

=E@n(T2, ..., L), X1, Tj1, .-, Tprg) =

=&(xo, .. s Tpp1) N(Tpa2,s oo s Ty T1, Tj1y -y Tppg) =
=&(xo, ..., Tp1) Tjp(M)(T1, Tpy2, - s Tpyg) =

= &(@a, o mpin) IV (T p () (Tpr2, - Tpig) =

= @It (75—, () (22, .-, Tpig)

(na passagem da terceira para a quarta linha, pensar talvez em por y; = x; €,
para2 < k < q, yp = Tpyp ...).0

11.6.6. (Resultado fundamental) Sejam E um espaco vectorial sobre K e
K D K. Sef e AP(E;K') en e A1(E;K'), com p,q > 1, entdo

int,(§ An) = int,(§) An+ (=1)PE Aint,(n).
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Dem: Tendo em conta os resultados anteriores,

(p+ )

int,(EAn) = int, (Alt(€ ® n)) =

p+p?q| Z YL Alt(int, (7€ ®@1))) =

MXP: YL Alt(int, (75(€) @ n) +

plq! j=1
— 1)1 &4 i i
% > ()T AIE @ int (7 ,(n) =
B A
1)<
p+p?q' S (- YL Alt(int, (&) ® 1) +

j=1

<.

"
J=p+1
(p+q—1)

= e =D i, A& @m+ (=" e

T (p—Dlq
=int,(§) An+ (—=1)PE Aint,(n).O

Alt¢ ® int,(n)) =

[1.6.7. Sejam E um espago vectorial sobre K e F' um espaco vectorial sobre

K' D K. Seja € € AP(E; F), com p > 2. Dados z,y € FE, tem-se entdo
int, (int,(£)) = —int,(int,(£)), em particular, vem int, (int,(£)) = 0.
Dem: Basta vermos que ambos os membros ddo o mesmo resultado, quando
aplicados a (wi,...,wy,—2), € isS0 € uma consequéncia imediata da
caracterizacdo das aplicagdes multilineares alternadas, apresentada em
11.4.3.0

87. Orientacao de espagos vectoriais reais.

11.7.1. (Revisdo) Lembremos que, se £ é um espaco vectorial real de dimenséo
nese xy,...,Tr, €Y,...,Y, Sa0 duas bases de F, diz-se que elas estdo
positivamente relacionadas se, considerando a matriz de mudanca de base,

cujos elementos ayj; estdo definidos por y; = ay;zp, tem-se
k

det((a)) > 0; caso contrario, isto €, se se tiver det((aj;)) < 0, dizemos
que elas estdo negativamente relacionadas.®

9A razo porque s6 faz sentido apresentar esta nogio para os espagos vectoriais reais esta
em que, no caso dos espagos vectoriais complexos, o determinante da matriz de mudanca
de base serd, em geral, um nimero complexo, ndo fazendo portanto sentido pedir que ele



68 Cap. 1. Tépicos de Algebra Multilinear

A relacdo de duas bases serem positivamente relacionadas é uma relacéo de
equivaléncia, que tem a propriedade especial de podermos garantir que duas
bases estdo positivamente relacionadas desde que exista uma terceira com a
qual nenhuma delas esteja positivamente relacionada.

Chama-se orientacdo de £ a uma aplicacdo o do conjunto das bases de F
(indexadas em {1,...,n}) no conjunto {—1,1} com a propriedade de se ter
a(xy,...,x,) = ayi,...,y,) e, e so se, as duas bases estiverem positiva-
mente relacionadas. Chama-se espaco vectorial orientado a um espaco vecto-
rial real de dimens&o finita, no qual se fixou uma orientacéo e, relativamente
a um tal espaco, chamam-se bases positivas ou directas aquelas cuja imagem
¢ 1 e bases negativas ou retrogradas aquelas cuja imagem é —1.

Fixada uma base z,...,z, de E e um nimero ¢ € {—1, 1}, existe uma, e
uma so, orientacdo « de E tal que a(xy,...,x,) =e; em particular cada
espaco vectorial F tem duas, e so duas, orientagdes, uma simétrica da outra.

11.7.2. Seja E um espaco vectorial real de dimensdo n e seja £ um elemento ndo
nulo do espago vectorial real A"(F;R), de dimens&o 1. Tem-se entdo:
a) Se x1,...,x, € um sistema de vectores de F, entdo este sistema € uma
base se, e s6 se, &(xyq,...,z,) # 0.
b) Duas bases x1,...,x, € y1,...,y, de F estdo positivamente relacionadas
se, e sO se, 0s numeros reais ndo nulos &(z1,...,x,) € &(y1,...,y,) tEBM O
mesmo sinal.
Dem: Se o sistema x1,...,x, Ndo € uma base, ele é linearmente dependente
pelo que, como vimos em 11.4.7, {(xy,...,z,) = 0. Se o sistema for uma
base, podemos considerar a base associada de A"(F;R), formada por um
nico elemento &5, ,, para o qual se tem &5y, (z1,...,2,) = 1. Uma vez
que A"(E;R) tem dimenséo 1, vem & = aéu1,. ,, COM a # 0, bastando
agora reparar que se tem &(zq,...,x,) =a #0. A alinea b) é uma
consequéncia imediata de 11.4.15.01

11.7.3. (Corolario) Nas condi¢Bes anteriores, dada uma base zy,...,x, de E,
esta base estd negativamente relacionada com as bases que se obtém trocando
a posicdo de dois dos vectores ou multiplicando um dos vectores por um
namero real negativo.

Em geral, se E é um espaco vectorial real de dimensdo n, ndo existe sobre
E uma orientacdo que seja melhor que a outra, pelo que orientar um
espaco resultard normalmente de uma escolha mais ou menos arbitraria.
Uma excepcao é a dos espacos vectoriais de dimenséo 0:

seja positivo ou negativo. Repare-se também que, nesta definigdo, é importante a ordem
pela qual consideramos os elementos da base, ordem que estd implicita ao considerarmos
as bases indexadas em {1,...,n}. N&o faz sentido falar de bases positiva ou
negativamente relacionadas, quando estas estiverem indexadas em conjuntos arbitrarios.
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11.7.4. Se E' é um espagco vectorial de dimensdo 0, £ admite uma Unica base, a
saber, a familia vazia de vectores. Chamamos orientacdo positiva de E a
orientacdo relativamente a qual essa base € directa e damos a outra orientagdo
0 nome de orientacdo negativa.

11.7.5. Chama-se orientacdo canonica de R" a orientacéo relativamente a qual a
base canénica ey, ..., e, é directa. Quando ndo referimos explicitamente qual
a orientacdo que consideramos em R”, é esta a que esta implicita.

11.7.6. Se E é um espaco vectorial real de dimensao 1, uma base de E é a mesma
coisa que um vector ndo nulo, e dadas duas bases x e y, tem-se x = ay, para
um certo a € R\ {0}, e entdo que elas sdo positivamente relacionadas se, e
sO se, a > 0. Darumaorientacio de E ¢ portanto dar uma aplicacdo
sg: £\ {0} — {—1,1}, tal que, sendo = = ay, se tenha sg(x) = sg(y) se, e
sO se, a > 0. Aos vectores ndo nulos cuja imagem é 1 costuma-se dar 0 nome
de vectores positivos e aqueles cuja imagem é —1 o de vectores negativos (é
claro que néo havia inconveniente em chama-los respectivamente de vectores
directos e vectores retrdgrados).

11.7.7. Por exemplo, para R, com a sua orientagdo candnica, 0s elementos
a € R\ {0} positivos (resp. negativos) sdo aqueles que sdo maiores que 0
(resp. menores que 0), 0 que mostra que a nomenclatura utilizada ndo conduz
a confusdes.10 E esta a orientagdo que se considera em R, salvo aviso em
contrario. A aplicacdo sg: R\ {0} — {—1,1} é portanto a aplicagdo sinal
usual, definida por sg(z) =1, se x>0, e sg(z)=—1, se =<0 ou,
equivalentemente, por

T

sg(z)

el

11.7.8. Lembrando a definicdo de orientacdo, vemos que, se o € uma orientagdo
do espaco vectorial real F, de dimensdo n, entdo, dadas duas bases

Ty Tn €Y1, ..., Yy d& E, COMy, = > aj; xj, tem-se
j

a(yis .-, yn) = sg(det((ajx))) a(z1, ..., @),
ou, por outras palavras, sendo A\: £ — FE o isomorfismo definido por
Azj) = y;
a(yr, ..., yn) = sg(det(N)) a(zy, ..., z,).
11.7.9. Seja E um espaco vectorial real de dimensdo n, e consideremos o corres-

pondente espaco vectorial de dimenséo 1, A"(E;R). Para cada orientacdo de
E existe entdo uma, e uma s, orientacdo de A"(FE; R), dita orientacéo asso-

10No entanto, também se pode considerar em R a outra orientagdo, e ai 0s nuneros
positivos sdo os que sdo menores que 0 e 0s negativos 0s que sdo maiores que 0.
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ciada, tal que, quaisquer que sejam a base z1,...,x, de E e 0 elemento ndo
nulo ¢ de A"(E;R), se tenha

sg(&(xy, ..., xn)) =59(&) a(xy, ..., xy).

Além disso, se trocarmos a orientacdo de F, a orientagdo associada de
A"(E;R) vem também trocada. Fica assim estabelecida uma bijec¢éo entre o
conjunto das orientagdes de F e o das orientagBes de A" (E; R).

Dem: Fixemos uma base yi,...,y, de E e um elemento ndo nulo 7 de
A™(E;R). Sabemos que existe entdo sobre A"(E;R) uma, e uma s, orien-
tacdo, que no elemento particular n tome o valor sg(n) € {—1,1} que
verifica

s9(n(y1s -+, yn)) = S9(M) (Y1, -+ Yn)-

E imediato que, para cada elemento n&o nulo ¢ de A"(E;R), tem-se ainda

Sg(f(yl, ey yn)) = Sg(g) Oé(yh s 7yn)'

O facto de, para uma base arbitraria x1, ..., z,, de E se verificar ainda
sg(&(x, ..., xn)) =59(&) alxy, ..., xy)

é agora uma consequéncia de 11.7.2. Ficou portanto estabelecida a existéncia
de uma orientagdo em A"(E;R), verificando a propriedade do enunciado, e a
unicidade desta orientacdo é imediata, assim como o facto de ela vir trocada
quando se troca a orientacdo de £.[]

11.7.10. (Coroléario) Em particular, dada uma base 1, ..., z, de F, tem-se, para
a base associada £, ..., de A"(E;R),

sg(ért,..n) = a1, ..., 2y).
Dem: Basta atender a que &x1,. n(1,...,2,) = 1.0

11.7.11. No caso em que E é um espaco vectorial de dimensdo 0, tem-se
A°(E;R) = R e verifica-se imediatamente que, a orientacdo positiva de £
(cf. 11.7.4) fica associada a orientacdo candnica de R.

11.7.12. Considerando em R" a orientacdo candnica, a orientacdo associada de
A™(R™; R) é aquela para a qual o elemento det € A"(R"; R) € positivo.
Dem: Basta atender a que det é o elemento £, ... ,, da base associada a base
canbnica ey, ..., e, de R*.

11.7.13. Sejam FE e F espagos vectoriais reais de dimensdo n, munidos de
orientacles « € 3, € X\: E — F um isomorfismo. Existe entdo um, e um so,
sg(A) € {—1, 1} tal que, qualquer que seja a base z, ..., x, de E, se tenha

BA(x1), ..., A(xy)) =sg(\) oy, ..., xp).

Além disso, se trocarmos a orientagdo de E ou se trocarmos a orientacao de
F', sg(\) vem trocado.
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Dem: Fixando uma base y, ..., y, de E, podemos definir sg(\) pela condi-
céo de ser S(A(y1),-.-, A(yn)) = S9(A) (v, - .-, yn). Para verificarmos a
igualdade do enunciado, para uma base arbitraria x,...,x,, basta

repararmos que, se for y; = > a; j zx, tem-se também A(y;) = Y= ai ; A(zy).
k k

Ficou portanto provada a existéncia de sg(A), nas condigBes do enunciado. A
unicidade, assim como o facto de sg(\) vir trocado, se trocarmos uma das
orientacles, de £ ou de F, é trivial.CJ

11.7.14. Nas condiges anteriores, diz-se que sg(\) é o sinal do isomorfismo A,
entre 0s espagos vectoriais reais de dimensdo finita e orientados £ e F'. Se A
€ um isomorfismo tal que sg(\) = 1, diz-se que A é um isomorfismo posi-
tivo, ou que conserva as orientacdes. Dos outros isomorfismos, diz-se que
580 negativos, ou que invertem as orientacdes.

11.7.15. Sejam E, F' e GG espagos vectoriais reais orientados de dimenséo n e
A:E — Fepu: F— G dois isomorfismos. Tem-se entdo:
a) O isomorfismo Idg: E — E conserva as orientagdes, isto é, sg(Idg) = 1.
b) sg(1 0 A) = sg(u) sg(A).
¢) sg(A ") = sg(\).
Dem: A alinea a) é trivial e a alinea c) € uma consequéncia de a) e b). Para
verificarmos b), basta fixar uma base z,...,z, de E e verificar que,
notando «, (8 e -y as orientagles de E, F' e G, respectivamente,

sg(poA) a(wr,...,xn) = Y(pA(21)); - p(A(xn))) =
= 59(1) BA(@1), -, M) = 59(1) SY(A) (1, -, ). 1

11.7.16. Se E é um espaco vectorial real orientado de dimensdonese \: F — F

€ um isomorfismo, entdo tem-se sg(\) = sg(det())), em particular sg(\) ndo
depende da orientacdo considerada em F.
Dem: Trata-se de uma consequéncia imediata da caracterizacdo das bases
positiva e negativamente relacionadas, apresentada em 11.7.2, visto que,
dados uma base zy,...,z, de E e um elemento ndo nulo £ € A"(E;R),
tem-se \* (&) = det()) &, donde

11.7.17. Sejam E e F espagos vectoriais reais de dimensdo n, munidos de
orientacles « e 3, e consideremos nos espacos vectoriais reais de dimenséo
1, A"(E;R) e A"(F;R) as orientagbes associadas. Seja A\: E — F um
isomorfismo, e consideremos 0 isomorfismo associado
A A"(F;R) — A"(E;R). Tem-se entdo sg(A*) = sg(M).
Dem: Fixando um elemento ndo nulo £ € A”(F;R) e uma base xy,...,x,
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de E, podemos escrever

sg(A") sg(&) aw1, ..., wn) = SGA"(E)) ala, ... wn) =
= B () (@1, wn)) = BEA (1), -, Azn))) =
:w@MMa%wM%D:9®w()@uuwﬁﬂ

Vamos agora estudar situacbes em que, a partir de orientagdes em certos
espacos vectoriais, é possivel construir orientagdes associadas noutros
espacos vectoriais. As situacdes sao principalmente duas, e dizem respeito
a nogdo de orientagdo induzida num subespago vectorial e a de orientagao
produto num produto cartesiano de espacos vectoriais reais. Uma maneira
de atacar a0 mesmo tempo estas duas situagdes, e de apanhar de passagem
outras que tém também algum interesse, é a de estudar o que se passa
guando temos uma sucessdo exacta curta de espagos vectoriais.

11.7.18. Dados trés espacos vectoriais sobre K, F, F' e GG, e duas aplicacdes

. . A Iz . ~
lineares \: E — F' e u: F — @G, diz-se que £ — F — G € uma sucessédo
exacta se se tem \(E) = ker(u). Mais geralmente, diz-se que uma sucessao
do tipo
A A A n
EYE2E% . E, " E,
€ uma sucessdo exacta, se isso acontecer, para cada 1 <i<n-—2, a
sucesséo
B2 B ™ By
(é claro que esta definicdo pode ser apresentada, com adaptacGes triviais,

para sucessOes que sejam infinitas a esquerda, a direita, ou de ambos 0s
lados).

11.7.19. Por exemplo, dizer que uma sucessdo {0} — F A F 6 exacta é 0

mesmo que dizer que \: E — F é uma aplicacdo linear injectiva, dizer que
x A ) ) . )
uma sucessdo E = F — {0} é exacta é o mesmo que dizer que \: E — F é

. ~ . . . . A .
uma aplicag8o linear sobrejectiva e dizer que {0} — E = F — {0} é uma
sucessdo exacta € o mesmo que dizer que A\: E — F' & um isomorfismo.
x A 1% )
Repare-se que, se uma sucesséo F — F'— (G € exacta, tem-se, em

particular, ;o A = 0; esta Gltima condigéo é alids equivalente ao facto de se
ter \(E) C ker(p).

11.7.20. Dizer que uma sucessao do tipo

{O}—>E—>F S G — {0}

€ uma sucessdo exacta equivale a dizer que se verificam as trés condicdes
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seguintes:

a) \: E — F é uma aplicacdo linear injectiva;
b) u: F — G é uma aplicacéo linear sobrejectiva;
C) M(E) = ker(u).

As sucessdes exactas deste tipo costuma-se dar o nome de sucessdes exactas
curtas.

11.7.21. Como exemplos tipicos de sucessdes exactas curtas temos:
a) Se F e F sdo espacos vectoriais, podemos considerar o produto cartesiano
E x F, assim com as projeccOes canonicas

m:ExXF —FE, @wu:ExF—F,
definidas por 1 (x,y) = = e ma(x, y) = y, € as injec¢des candnicas
1 E—-EXF, 19:F — FExXF,
definidas por ¢;(z) = (z,0) e w(y) = (0,%). E entdo imediato verificar-se
que tém lugar as sucessdes exactas curtas
(V- ESExF3F {0}
{00 = F2ExF3 E— {0}
b) Se o espago vectorial GG, sobre K, é soma directa dos subespacos vecto-
riais £ e F,ese ¢;: E — G e 19: F — G sdo as inclusdes e m: G — E €
m: G — F sdo as projeccdes associadas a soma directa, tém lugar as
sucessOes exactas curtas
{—-ESGEF— {0}
{3 -F2G3 E— {0}
c) Se \: E — F é uma aplicacdo linear injectiva, podemos considerar o
subespaco vectorial A\(E) de F' e o espaco vectorial quociente F'//A(E) e,

notando m: F' — F'/A(E) a projec¢do canonica, vai ter lugar a sucessdo
exacta curta
{O}HEAFL%H{O}.

Em particular, se E é um subespaco vectorial de F, e se notarmos : £ — F
a inclusdo, tem lugar uma sucessdo exacta curta

oo F
{0}—>E—>F—>E—>{O}

d) Se u: F — F é uma aplicagdo linear sobrejectiva, e se c:ker(u) — F é a
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inclusdo, tem lugar uma sucessdo exacta curta

{0} — ker(p) = E 5 F — {0}

11.7.22. Consideremos uma sucessdo exacta curta de espagos vectoriais sobre K,
M —EXFLa—{0)

assim como uma base (x;);c; de E e uma base (zj)rcx de G. Para cada
k € K, escolhamos y;, € F tal que pu(yx) = z,. Tem-se entdo que a familia
formada pelos y; e pelos A(z;) € uma base de F. Em particular, F' tem
dimensdo finita se, e s6 se, £ e G tém dimensdes finitas e, nesse caso, tem-se
dim(F) = dim(F) 4+ dim(G).

Dem: Para verificarmos a independéncia linear, suponhamos que se tinha

Z a; /\(1‘1) + Z b yr = 0.
j k
Aplicando p a ambos os membros, e atendendo a que 1 o A = 0, obtemos

0= ajn\ )+ > bru(ys) = D> b 2,
7 B P

donde, pela independéncia linear dos z;, by = 0, para cada k; podemos entdo
reescrever a primeira igualdade na forma na forma 0 = A(}_ a; ), donde,
por A ser uma aplicacéo linear injectiva, 0 = > a;z;, € a independéncia
linear dos x; garante que a; = 0, para cada j. Seja agora y € F' arbitrério.
Tem-se u(y) € F, pelo que podemos escrever u(y) = 3 brzr = u(>- bryr);
sai entdo p(y — > bryr) = 0, pelo que y — > bryi € ker(p) = A(E), isto é,
Y= 2 beye = A ajz;), e portanto y = 3 a;A(x;) + > bypyy.O

11.7.23. Consideremos uma sucessao exacta curta de espacos vectoriais reais de
dimensao finita

m—-EeEXrha-{0)

Diz-se que um sistema de orientaces «, de E, 3, de F' e v, de G é
compativel com a sucessdo exacta se, qualquer que seja a base z1, ..., x,, de
E,abase z,...,z, de G e 0s vectores y, ..., y, de F, tais que u(yx) = 2,
se tem, para a base vy, ...,y A(71), ..., AM(z,,) de F (por esta ordem?l),

Byt s Yny A1), oy M) = a1, .oy ) V(21,5 -+ 20)-

11A ordenagéo dos elementos desta base ndo parece talvez a mais natural, mas é a que se
revela mais Util nas aplicacoes.
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11.7.24. Consideremos uma sucessao exacta curta de espagos vectoriais reais de
dimens&o finita

oM —-rXr%a—{0

Dadas orientaces em dois destes espacos, existe entdo uma, € uma so, orien-
tacdo no terceiro (dita orientacdo associada as outras duas e a sucessdo exacta
curta) tal que o sistema das trés orientacoes fique compativel.

Dem: Suponhamos que dois dos espacos estdo orientados. Fixemos uma base
Z1,..., %, de E, uma base z,...,z, de G e vectores yi,...,y, em F tais
que u(yi) = 2. Sabemos que yi, ..., Yn, A(x1), ..., A(zy,) € uma base de F,
pelo que podemos fixar uma orientacdo no terceiro espaco, pela condicdo de
se ter

Q) By Yy A1),y M) = al@y, ooy ) V(21,05 20).

Para verificarmos que o sistema das trés orientacdes fica compativel com a
sucessdo exacta (a unicidade da orientagdo do terceiro espaco nestas
condicbes € entdo imediata), fixemos um elemento ndao nulo ¢ em
A™H(F;R), e comecemos por mostrar que, se 21, ..., z, é outra base de G e
se 0s vectores yi,...,y, em F séo escolhidos de modo que wu(y.) = 2.
entdo tem-se ainda

2 BWrs - Y M), A (@) = alzy, - xm) V(2,5 7).
Ora, sendo z;, = Y b ze, vem u(y;, — > be ye) = 0, donde a existéncia de
l l

xy € E tais que
e — Y bk ye = Aap),
7

e o facto de uma aplicagdo multilinear alternada se anular quando aplicada a
um sistema linearmente dependente permite-nos escrever, por A(E) ter
dimensdo m e portanto qualquer sistema que contenha mais que m elementos
deste espaco ser linearmente dependente,

EWh -y M@)o Azm)) =
= f(z by yr + A(m’{),...,Zbgﬂ yo + Ax), M), .., M) =
] ]

= £<Z bf,l Yoyenns Z bé,n Ye, )‘('rl)a crey )\(.fm)),
l l

portanto, uma vez que é trivialmente multilinear alternada a aplicacdo de F™
em R, que a (yi,...,y,) associa &(y, ..., y,, AM(x1),..., AM(xy)), podemos
escrever, tendo em conta 11.4.15,

é(y/h s ay:u >\($1), teey A(l‘m)) = dEt((b[,k)) §(y17 ceey Yn, /\(xl)y ey /\(xm))-
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Uma vez que se tem também
7(%7 AR Z:L) = dEt((bl,k)) V(Zh ceey Zn)1

vemos que (2) vai ser uma consequéncia de (1) e destas duas Gltimas
férmulas, tendo em conta 11.7.2. VVejamos agora que, sendo 7, ...,z outra
base de F, tem-se ainda

(3) ﬂ(ylla 7y;17>‘(l’/1)77)\(x/m)) = Oé(l‘/l, 7g:/m) 7(257 7211)'

0 que acabard a demonstracdo. Para isso, reparamos que, sendo
z = 3 a;,jx;, sabemos que se tem
1

O‘(x/h ARN) x;n) = dEt((ai,J)) O‘(‘rh (L) xm)’

e, uma vez que A(z}) =) a;;A(z;) e que é multilinear alternada a
i

aplicacdo de Em em R, definida por
(@15 @) = €W, - U AT, - Alan,),

f(y/h s 7y;1’ /\(x/l)a sy /\(1';,7)) = det((ai7j)) é-(y/lv cee 7y;11 )\($1), ce ,)\(Im)),
pelo que (3) vai ser uma consequéncia de (2) e das duas igualdades

anteriores, tendo mais uma vez em conta 11.7.2.00

Vejamos agora alguns exemplos importantes da situagdo tratada anterior-
mente.

11.7.25. Sejam E e F espacos vectoriais reais, com dimensdes m e n, munidos

de orientagdes « e (3 respectivamente. Chama-se entdo orientacdo produto de
E x F a orientacdo ~ associada as orientagdes de F e de F' e a sucessao
exacta curta

{0} s FEExFS E—{0}.12

E claro que esta orientacdo vem trocada, desde que se troque a orientacdo de
E ou a de F. Examinando as definigdes, vemos que, se x1,..., T, € uma
base de E' e y1,...,y, € uma base de F', tem-se, para a correspondente base

12Mais uma vez, a ordem dos termos nesta sucessdo exacta é a inversa daquela que
pareceria mais natural, o que se destina a compensar o atropelo a ordem natural feito na
definicdo 11.7.23. Esta segunda inversdo permite que a caracteriza¢do do sinal das bases
naturais do produto cartesiano seja aquela que seria de esperar. E claro que, se tivéssemos
usado uma ordem diferente, tanto em 11.7.23 como aqui, obteriamos 0 mesmo resultado
de um modo aparentemente mais elegante, mas isso ir-nos-ia criar problemas nas outras
aplicagBes da situacéo geral descrita em 11.7.23.
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do produto F x F,

7((I1’0)7"'7(Im70)’ (Ovyl)""’(()vyn)) -
=a(r1,. s Tm) BW1s - Yn)-

11.7.26. Sejam FE um espaco vectorial real de dimensdo n e F'C E um
hiperplano, isto €, um subespa¢o vectorial de dimensdo n — 1. O conjunto
diferenca E \ F vai ser entdo unido disjunta de dois subconjuntos abertos,
chamados semi-espagos abertos determinados por F', definidos do seguinte
modo: O espago vectorial quociente E/F tem dimensdo 1 e, fixando uma
orientacdo neste espaco, 0s semi-espacgos vao ser o conjunto dos vectores de
E cuja classe de equivaléncia é positiva e o daqueles cuja classe de
equivaléncia é negativa (é claro que, se tivéssemos trocado a orientacdo do
quociente, estes dois conjuntos viriam simplesmente trocados entre si). Dito
isto, é imediato que dar uma orientagdo a E/F é equivalente a escolher um
dos semi-espacos, como sendo aquele cujos elementos sdo 0s vectores cujas
classes de equivaléncia devem ser positivas (costuma-se entdo dizer que este
€ 0 semi-espago positivo associado a essa orientagcdo e que 0 outro é o
semi-espaco negativo). A uma orientagdo de £/ F também se costuma dar o
nome de orientacdo transversa a F'.

11.7.27. Suponhamos que E é um espago vectorial real de dimensdo n e que

m: E — R é uma aplicacdo linear ndo nula. Tem-se entdo que F' = ker(x) é
um hiperplano de E' e os semi-espacos abertos associados sdo o conjunto dos
x € E tais que w(z) > 0 e o conjunto daqueles tais que 7(z) < 0.
Dem: Uma vez que a imagem de uma aplicacdo linear é um subespaco
vectorial, 7(F), sendo ndo nulo, tem que ser igual a R. Concluimos portanto
que 7 € sobrejectiva, pelo que se obtém por passagem ao quociente, um
isomorfismo 7 de E/F sobre R, que a classe de equivaléncia de x associa
m(x). Basta agora reparar que, escolhendo uma das orientacdes de E/F, ou 0
isomorfismo 7 aplica o conjunto dos vectores positivos sobre o conjunto dos
ndmeros positivos e o dos vectores negativos sobre o dos nimeros negativos
(se 7 for um isomorfismo positivo), ou vice-versa.[]

11.7.28. Seja EZ um espaco vectorial real orientado de dimenséo n, seja F C F
um hiperplano, e suponhamos fixada uma orientacéo transversa de F, isto é,
uma orientagdo de FE/F, ou, equivalentemente, a escolha de um dos
semi-espacos abertos para semi-espaco positivo. Define-se entdo a
orientacdo induzida no hiperplano F' como sendo a associada as orientaces
de E e de E/F e asucessdo exacta curta

. » E
{0} = B4 F 52— o)

onde ¢ e 7 sd0 a inclusdo e a projeccdo candnica sobre 0 quociente.
Examinando as defini¢Bes, vemos que, se = for um vector do semi-espago
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aberto positivo (resp. negativo), entdo uma base z1,...,xz,_; de F' é directa
se, e sO se, a base x, x4, ..., x,_1 de E for directa (resp. retrégrada).

O resultado que se segue descreve a situacdo em que duas sucessdes
exactas curtas estdo ligadas por um sistema compativel de isomorfismos.

11.7.29. Dadas duas sucessdes exactas curtas de espacos vectoriais sobre K
{O}HEi)FiG*){O}u
oy g% e o),

diz-se que um sistema de aplicacGes lineares, p: ¥ — E', o: F — F' €
7:G — G’ é compativel com as sucessdes exactas se setemool=MNope
7o pu = i oo, 0que também costuma exprimir-se dizendo que o diagrama

- e X Fr % ¢ =10

Lp lo L
0 - B 5 L 6 {0
€ comutativo.

11.7.30. Sob as hipéteses de 11.7.29, suponhamos que todos os espacos vectoriais
sdo reais, de dimensdo finita e munidos de orientacdes e que estas sdo
compativeis com cada uma das sucessfes exactas. Suponhamos ainda que as
aplicacdes lineares p: £ — E', 0: F — I’ e 7:G — G sdo isomorfismos3,
Tem-se entéo

sg(p)sg(o)sg(r) = 1.

Dem: Notemos «, 3, 7, o/, 3, ' as orientacBes dos espacos vectoriais E, F,
G, E', F', G'. Consideremos uma base zi,...,z, de E e uma base
21,-..,2, de G, e sejam yy, ..., y, vectores de F' tais que p(yi) = z. Temos
entdo uma base y1, ..., yn, A(21),..., A(zy,) de E, para a qual

Byt s yny M), oy M) = a(zy, .oy ) V(215 -1 20)-

Definindo entdo w; = p(z;) € E', wr=7(2) € G e v, =o(yr) € F,
tem-se que ug,...,u, € uma base de E’, wy,...,w, é uma base de G’ e 0s
vectores vy, verificam

' (vr) = p' (o (ye)) = 7(1yr)) = 7(21) = wy,

pelo que temos uma base vy, ..., vy, A'(u1), ..., A (uy,) de FY, para a qual

13Pode-se provar que, se duas delas o forem, a terceira também o é (cf. o exercicio 11.27),
mas isso Ndo nos vai interessar de momento.



87. Orientacdo de espacos vectoriais reais 79

)
e, umavez que X' (u;) = X (p(z;)) = a(A(zj)),
B (01y v, N )y o, N (um)) = 59(0) By v s Yny N1), o, M),

pelo que o resultado é uma consequéncia de multiplicar termo a termo estas
trés Gltimas férmulas, tendo em conta as obtidas anteriormente.]

88. Elemento de volume e operadores .

11.8.1. Se E é um espagco euclidiano orientado de dimenséo 1, existe em £ um, e

um so, vector z, verificando ||x|| = 1 e constituindo uma base directal4.
Dizemos entdo que x é o vector unitario positivo de E.
Dem: Se y for um vector ndo nulo de E, o vector x = y/||y|| verifica a
condicho |jz||=1. Para cada z€ FE, tem-se z=azx, € entdo
2|l = |al||z]| = |a|, pelo que o Unicos vectores de F de norma 1 séo = e —x
e, destes dois, ha um, e um sé, que constitui uma base directa.[]

11.8.2. Seja £/ um espaco euclidiano orientado de dimenséo n. Existe entdo um, e
um s6 elemento Volg € A"(E;R), a que se dd 0 nome de elemento de
volume de F, tal que, para cada base ortonormada zy,...,z, de E, com o
correspondente elemento £,;,._,, da base de A"(E;R), se tenha

Volr — EL, . se a base é directa
F —&n1,...n, SE abase é retrograda.

Tem-se entdo que Volg é um elemento positivo do espaco vectorial
A"(E;R), de dimenséo 1, relativamente & orientacéo associada deste espago.
Dem: A unicidade é uma consequéncia trivial de £ admitir pelo menos uma
base ortonormada. Para demonstrarmos a existéncia, fixamos uma base orto-
normada yi,...,y,, COm a correspondente base de A"(F;R), constituida
pelo Unico elemento 7., € definimos

NAL,...» se a base é directa
Volg = T . .
—1a1,...n,  S€ abase € retrograda,

e ficamos entdo reduzidos a provar que a condi¢do do enunciado se verifica

14por outras palavras, existe uma Gnica base ortonormada directa.
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para qualquer base ortonormada x4, ..., x,, com o correspondente elemento
&n1....n da base de A"(E;R). Ora, isso é uma consequéncia de 11.4.17 visto

que, sendo y; = > ay;xx, O facto de termos duas bases ortonormadas
k

implica que a matriz dos a;; € uma matriz ortogonal, tendo portanto
determinante igual a +1. O facto de Volg ser um elemento positivo de
A"(E;R), relativamente a orientagdo associada, € uma consequéncia
imediata de 11.7.10.00

11.8.3. Seja £ um espago euclidiano de dimensdo n, munido de uma orientagdo
«, € seja x,...,x, uma base ortonormada de F. Para cada ¢ € A"(E;K),
tem-se entdo

E=a(ry,...,xn)&(x1,...,2,) Volg.
Dem: Trata-se de uma mera reformulacédo de 11.4.11.01

11.8.4. No caso em que 0 espaco euclidiano orientado £ tem dimenséo 0, o ele-
mento de volume Volp € A°(E;R) =R vai ser 1 ou —1, conforme a
orientacdo de £ seja a positiva ou a negativa.

Dem: Basta atender a que 1 € R = A°(E;R) é trivialmente a base associada
a Unica base de E (o sistema vazio de vectores).[]

Lembremos que, se E é um espago euclidiano de dimensdo n, entdo tem
lugar um isomorfismo 6: E — L(E;R) (o isomorfismo candnico),
definido por

0(x)(y) = (y, 7).

11.8.5. Seja £/ um espaco euclidiano e seja x4, ..., x, uma base ortonormada de
E. Tem-se entdo que os elementos da base associada de
L(E;R) = AY(E;R) sdo 0(x1),...,0(x,). Em particular, no caso em que £
€ orientado e de dimensdo 1 e x é o vector unitario positivo de F, o elemento
de volume Volg é igual a 6(x).

Dem: Basta atender a que 0(z;)(z;) = (@, z;) = 6.0

11.8.6. Considerando em R" as suas estrutura euclidiana e orientacdo canonicas,
0 elemento de volume de R" ndo é mais do que o elemento det € A"(R"; R)
(cf. 11.4.16).

11.8.7. Sejam E e F espacos euclidianos orientados de dimensdo n, e seja
A: E— F um isomorfismo, com coeficiente de dilatagdo c). Tem-se entdo

X' (Volr) =sg(\) ey Volg.

Dem: Fixemos bases ortonormadas xi,...,%, € yi,...,y, para £ e F,
respectivamente. Podemos entdo escrever A(z;) = > ax; v, € entdo, tendo
k
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em conta 1.1.14, ¢, = |det((ax;))|. Vem agora, tendo em conta 11.4.11 e
11.4.15,

X (Volp) = X" (Volp)(x1,...,2,) Volg =
=2Volp(A(z1),..., A(zy,)) Volg =
= +det((ax,;)) Volr(yi, ..., yn) Volg =
= +c) Volg = £59(\) ey Volg,

bastando atender por fim a que, tendo em conta 11.7.17, ambos 0s membros
da igualdade do enunciado sdo elementos positivos de A™(E;R), se A
conservar as orientacoes, e elementos negativos deste espaco, se A inverter as
orientacfes.[1

11.8.8. O resultado precedente permite apresentar uma justificacdo para a
denominacdo “elemento de volume” dada a aplicacdo multilinear alternada
Volg: E" — R, quando E é um espago euclidiano munido de uma
orientagdo «. Com efeito, dada uma base arbitraria x4, ..., ,, de E, podemos
definir o paralelipipedo associado a esta base como sendo o conjunto P dos

elementos = € E que se podem escrever na forma > ¢; x;, com ¢; € [0,1], e

J
entdo, sendo pg a medida de Lebesgue nos borelianos de E, Volg aplica
(21,...,2,) em £up(P), mais precisamente,

Volg(x1,...,x,) = a(xy, ..., 2,) pe(P).

Dem: Sendo A: R” — E o isomorfismo definido por A(e;) = z;, vemos que
P = X(]0,1]™), donde, uma vez que 4, ([0,1]") = 1, ug(P) = ¢, e podemos
escrever

Volg(xy,...,xz,) = X (Volg)(e1,...,en) =
=5g(\) ey Volgn(e, ... e,) =
= Sg()‘) C\ = Ol(l'l, 7xn> N’E(P)D

11.8.9. Sejam E um espaco euclidiano orientado de dimensdo n e K um dos
corpos R ou C. Para cada 0 < p < n, existe entdo uma aplicagdo linear
x: AP(E;K) — A" P(E;K),
definida por
(&) (@1, ..y Tnep) Volg = ENO(@1) A+ AN O(m0p),

onde 6: E — L(E;R) = AY(E;R) é o isomorfismo associado a estrutura
euclidiana de E.
Dem: Dados { € AP(E;K) e x4, ..., x,_, arbitrérios em E, vemos que

ENO(z1) AN+ NB(xn—)p) € A" (E;K),

pelo que, uma vez que este espaco vectorial sobre K tem dimensdo 1 e
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admite  Volp como base, fica bem definidko um elemento
(%€) (21, ..., 7,—p) € K, pela igualdade do enunciado. E imediato que a
aplicacdo =& E" P — K, assim definida, € multilinear e o facto de ela ser
alternada é uma consequéncia da caracterizacdo destas dada na alinea a) de
11.4.3 e da anti-simetria do produto exterior de tensores alternados de grau
impar. A linearidade da aplicagdo x: AP(F;K) — A" P(E;K), que a &
associa &, é imediata.[J

11.8.10. E imediato que, se trocarmos a orientagdo de um espaco euclidiano
orientado F, o seu elemento de volume vem multiplicado por —1 e portanto
a aplicacgdo linear x vem também multiplicada por —1.

11.8.11. (Lema) Seja £ um espaco euclidiano de dimensdo n, munido de uma
orientacdo «. Dados x4, ..., x, em E, tem-se entdo

Volg(x1,...,x,) Volg = 0(x1) A+ AN O(xy).

Dem: Uma vez que ambos os membros da igualdade do enunciado, quando
considerados como fungdes de (z1,...,x,), sdo aplicacbes multilineares
alternadas de E™ em A"(E;R), resulta de 11.4.10 que, para demonstrar essa
igualdade, basta mostrar que ela se verifica quando z1, ..., x, for uma base
ortonormada de E. Ora, nesse caso, verificamos em 11.8.5 que os 6(x;) séo
os elementos ¢; da base associada de A'(E;R), pelo que, tendo em conta
11.5.9,

9(%1) ARSRAN 9((17,,,) = gAl,.”,n = 04(331, ey (En) Volg,
que é igual ao primeiro membro da igualdade, uma vez que

Volg(x1,...,xn) = a(z1, ..., x0) Ena (21, ooy 2p) = a2y, ..., 2,).0

11.8.12. Vejamos o que sdo as aplicages lineares «: A?(E;K) — A" P(E;K)
nos casos particularesemque p=0e p = n:
a) Se ¢ € A"(E;K), tem-se que *¢ € AY(E;K) = K é a componente de & na
base Volg, isto &, £ = (x&) Volg. Em particular, «(Volg) = 1.
b) Se a € K = AY(E;K), tem-se xa = a Volg € A"(E;K). Em particular,
x1 =Volg.
Dem: A alinea a) ndo é mais do que um caso particular trivial da definicéo,
podendo ser olhada como uma convencao pelos inimigos do conjunto vazio.
Quanto a alinea b), utilizando o lema anterior, obtemos

(%a) (1, ..., 2n) Volp = ab(z1) A ANO(x,) = aVolg(z,...,z,) Volg,
donde (xa)(xy,...,x,) = aVolg(xy,...,z,).0
O resultado anterior mostra que a aplicagdo linear , de A°(E;K) para
A™(E;K), é um isomorfismo, tendo como inverso a aplicagéo linear  de

A"(E;K) para A°(E;K). Vamos agora ver que, a menos de sinal, o
mesmo vai acontecer com as aplicagdes lineares * nos espagos A”(E; K).
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11.8.13. Seja E um espaco euclidiano de dimensdo n, munido de uma orientago

«, e seja ry,...,x, uma base ortonormada de E. Para cada 0 < p < n,
tem-se entdo:

a) A aplicacdo linear x: A?(FE;K) — A" ?(FE;K) é um isomorfismo, tendo
como isomorfismo inverso o produto de (—1)P"~?) pela aplicagdo linear
x: AV P(E;K) — AP(E;K).

b) Notando, para cada j1 < ---<j, em {1,...,n}, jp1 <---<J, OS
restantes elementos de {1,...,n}, tem-se, para os elementos das bases
associadas de A?(F;K) e A" ?(E;K),

*f/\jl,...,jp = Sg({jlv e 7jp}) O‘<x17 teey xn) §Ajp+1,...,j,,-
Dem: Dados k1 < --- < k, em{l,...,n}, tem-se

#En g1,y (Thipers - Th,) VOl = Engy g, NO(@h, ) Ao A O(g,) =
= 9(37]1) ARRERA 9(:1:]17) A e(mkml) ARRERA e(xkn)’

expresséo que serd nula se {j1,...,Jp} € {kps1,..., k. } tiverem algum ele-
mento em comum e que, caso contrario, isto €, quando k,i; = jpi1,...,
kn, = jn, €igual a

S9({j1,---, Jp}) O(x1) A - ANO(z) =59({J1, -, dp}) a1, ..., ) Volg.

Podemos portanto escrever

i = D %y @y ) Enbyr oy, =

Fpri <<k,

= Sg({j17 cee 7jp}) 05(2171, oo 7$”) gAjp+l7"'7jrl‘
0 que termina a demonstracdo de b). Reparemos agora que a composta

* —1)P(n=p)y
AP(BK) ———— A (B K) 2L an(B K

vai aplicar cada elemento £, ... ;, da base de AP(FE;K) em

(_1)17(71—[)) Sg({jh voe 7jp}) Sg({ijrl? e 7jn}) f/\jl,...,jp = 5/\]’1,...,]’,7

(cf. 11.3.9), pelo que esta composta é igual a aplicacdo identidade. Do mesmo
modo se verifica que a composta

(—1)P=P)x %

A" P(B; K) —— AP(E; K) ———— A" ?(E;K)

¢ igual a aplicacdo identidade, o que termina a demonstracéo de a).[J

11.8.14. (Coroléario) Nas hip6teses do resultado anterior, dados n € AP(E;K) e

J1<--<j, em {1,...,n}, vem, notando j,4; < --- < j, OS restantes
indices de {1,...,n},
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(*n)(xjpﬂv s ’xjn) = Sg({jh 7j1)}) Oé(l'l, 7xn) 77(ij1’ s "rjp)'

Dem: Uma vez que

n= Z 77(%7 cee 733,7}7) €Aj1;~~»aj1;’

f<<jp
vemos que
s = 0@, w5,) (€ ) =
#ET<,
= Z (@) 25,) SO, -5 Jp}) (1, oo 20) Enjin i
< <jp

e daqui resulta a formula do enunciado, tendo em conta a caracterizacdo das
componentes de um elemento de A" P(E;K) na base associada a
Llyeeny Sﬁ'nD

11.8.15. Seja £ um espaco euclidiano orientado de dimenséo n e seja x1, ..., x,

uma base ortonormada de FE. Dados &,7 € AP(E;K), com 0 <p<mn,
tem-se entdo

ENG) =0 A€ =D &@j,emns i) 0@y, x5) Vol

J1<<Jn

Dem: Utilizando a férmula para o produto exterior apresentada em 11.5.12,
obtemos, tendo em conta o corolario anterior,

Ensn)(@rmn) = D Sy o)) €, y,) ) (@)oo 2,) =

<y

= Z a@y, .., xn) §(j, . x,) n(Ty,, ..., x,)

]’1<4.,jp

pelo que, para deduzir a férmula para £ A (1) no enunciado, basta reparar
que

5/\ (*7]) = (5/\ *7])($17"'7xn) 5/\17.4.,n =
= (g/\*n)(xhvmn> a(xla"'axn) VOZE

A formula para n A (x€) resulta da anterior por simetria dos papéis de ¢ e
n.0

O comportamento das aplicacdes lineares x: A?(F; K) — A" P(F;K),
relativamente as imagens reciprocas por meio de aplicagdes lineares
A:E — F, ndo é muito facil de descrever em geral. Vamos no entanto
verificar que a situacdo simplifica-se consideravelmente no caso em que
A: E — F é um isomorfismo ortogonal.
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11.8.16. Sejam E e F' espacos euclidianos orientados de dimensdo n e seja
A: E — F um isomorfismo ortogonal. Para cada £ € AP(F;K), tem-se entdo

*AT(€) = 8g(A) A (x¢) € AP (E;K).

Dem: Uma vez que A é um isomorfismo ortogonal, tem-se, para o coeficiente
de dilataco, ¢, = 1 pelo que, por 11.8.7, \*(Volr) = sg(A\) Volg. Mais uma
vez por A ser um isomorfismo ortogonal, dado x € E, tem-se, para cada
yeFE,

0(z)(y) = (y,2) = (Ay), A(@)) = O(A(2))(A(y)) = A"(O(A(2)))(y),

ou seja, O(x) = A*(6(A\(z))). Podemos agora escrever, quaisquer que sejam
Tlyeeey Tn—p € E,

GA () (@1, -, Tup) Volp = N(€) A1) A AB(2np) =
AN (8

(*)\*(6))(%1, e 71’,7,,],) = Sg()‘) (*f)o‘(‘rl)v X A(mn*p)) =
= sgO\) N*(5) (21, .., )00

11.8.17. Sejam E um espaco euclidiano orientado de dimensdo n e x € £ um
elemento fixado. Tem-se entdo:
a)Se ¢ € AP(F;K),com0 < p < n,

*(ENO(x)) = int,(x¢) € A" P HE;K).
b) Se ¢ € AP(E;K),com0 < p <mn,
xint,(€) = (=1)"T(x€) A (z) € A" PTY(E;K).
Dem: Quaisquer que sejam xy, ..., Zp—p—1 € F, vem

(#(ENO(x))) (@1, ..., Tn—p1) Volp = ENO(2) NO(z1) A - ANO(Tp—p1) =
= (*f)(ZE, o P ,In_p_l) VOlE =
= int, (x€)(z1,...,2n—p-1) Volg,

0 que prova a). Quanto a b), podemos aplicar a conclusdo a que acabamos de
chegar a «x£ € A" P(E;K) e concluir que

(—1)PPlint, (€) = int, (++€) = *((x€) A 0(x)),

donde, aplicando * a ambos os membros,
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(1P Pxint (€) = (~1)" TP () A b(a),
e o resultado fica demonstrado se repararmos que,

(_1)(n—p+1)(p—l)—p(7l—p) — (_1>n+1l|:|

11.8.18. (Corolario) Seja E um espaco euclidiano orientado de dimensdo n > 1.
Tem-se entdo:
a) Paracadaz € E,

«0(z) = int,(Volg),
por outras palavras,
(+0(2)) (@1, ..., Tnr) = Volp(z, 21, .., Tn1).
b) Paracada ¢ € AY(E;K)exz € E,
EN*0(x) = E(x) Volg.

Dem: A alinea a) ndo é mais do que o caso particular ¢ = 1 € A°(E;K) da
alinea a) do resultado anterior, visto que *1 = Volg. Por outro lado, a alinea
b) do resultado anterior permite-nos escrever, tendo em conta 11.8.15,

&) Volg = £(x) (+1) = # &(x) = *int,(€) = (=1)"* (x¢) A f(x) =
— 0x) A (+) = EA (+0(2)).0

11.8.19. Um isomorfismo que aparece com suficiente frequéncia para merecer um
nome é o composto dos isomorfismos 0: E — L(E;R) = A'(E;R) e
x: AY(E;R) — A" 1(E;R), quando E é um espaco euclidiano orientado de
dimensdo n. Vamos notar

0:E — A" Y(E;R)
esse isomorfismo. Recorde-se que, como vimos no resultado anterior, tem-se

f(x) = int,(Volg).

Uma primeira situagcdo em que o isomorfismo g intervém é na definicédo
do produto externo num espacgo euclidiano orientado de dimensdo n,
generalizando o bem conhecido produto externo de dois vectores de R?
(ou, mais geralmente, de um espago euclidiano orientado de dimenséao 3).
Repare-se desde ja que, enquanto que em R? se define o produto externo
de dois vectores, num espaco euclidiano orientado de dimensdo n apenas
se define o produto externo de n — 1 vectores. Em consequéncia, apenas
na dimensao 3 se tem uma operagao no sentido estrito da palavra.



88. Elemento de volume e operadores * 87

11.8.20. Seja E um espaco euclidiano orientado de dimensdo n > 1. Dados n — 1
vectores z1,...,x, 1 € F, define-se o produto externo zy x --- x x, 1 € K
pela igualdade

21X X Ta1 =0 (O(1) A AO(@n1)).

11.8.21. Tendo em conta a anti-simetria do produto exterior de tensores
alternados de grau 1, assim como a caracterizagdo das aplicacdes alternadas
dada na alinea a) de 11.4.3, deduzimos imediatamente que tem lugar uma
aplicacdo multilinear alternada

E" ' - E, (T1y.. yTpe1) = T X oo X Ty,
em particular, tem-se x; x --- x x,_; = 0, sempre que estes vectores sejam

linearmente dependentes.

O resultado que segue da uma caracterizacdo alternativa do produto
exterior, a qual mostra, em particular, que, no caso de R3, a definicio que
estamos a usar é equivalente a cléassica (lembrar o conceito de produto
misto...).

11.8.22. Seja E um espaco euclidiano orientado de dimensdo n > 1. Dados
Z1,...,Tn-1 € E,tem-se, paracaday € FE,

(y,x1 X -+ X xp_1) = Volg(y,z1, ..., Tn-1).
Dem: Tendo em conta o lema 11.8.11 e a alinea b) de 11.8.18, vem

(y, 21 X -+ X 2p1) Volg = 0(y) (21 X -+ X 2y1) Vol =
= H(y) A *(9(1‘1 X X mn—l)) =
=0(y) AO(1) Ao AO(2n1) =

= VOZE(yz Ly 7xn71) Volg,
donde o resultado.[]

11.8.23. (Corolario) Sejam E um espaco euclidiano orientado de dimensdo
n>1exy,...,r, 1 umsistema linearmente independente de vectores de E.
Existe entdo um, e um s, vector y € F, de norma 1, ortogonal a cada um
dos x; e tal que y, x1, ..., x,—1 Seja uma base directa de E, e tem-se entdo

Ty X o X Ty = ay,
onde
a=|z X Xz 1| =Volp(y,z1,...,25-1) > 0.

Dem: Dizer que um vector y é ortogonal a cada «; é equivalente a dizer que
y pertence ao complementar ortogonal do subespaco vectorial de dimenséo
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n — 1 gerado pelos x;, complementar ortogonal esse que é um subespago
vectorial de dimensédo 1, tendo portanto dois, e sé dois, vectores de norma 1,
que sdo simétricos um do outro; destes € evidente que um, e um so, verifica a
condi¢do de y,x1,...,z,_1 Ser uma base directa de E (ver, por exemplo,
11.7.3). Uma vez que

(xj,x1 X - X Tpo1) = Volg(zj,1,...,20-1) =0,

concluimos que z; x --- x x,_1 € ortogonal a cada z;, e portanto tem-se
Ty X -+ X T,_1 = ay, para um certo a € R. Uma vez que Volg é positivo,
obtemos agora

a = <y7a'y> = <y7$1 X oo X mn—1> = VOlE(le, a‘rn—l) > 0

e aigualdade z; x -+ x x,_1 = ay, com ||y|| = 1 implica finalmente que se
tem ||z X -+ X zp_q]| = @.O

11.8.24. Em particular, no caso em que E é um espaco euclidiano orientado de
dimensédo 1, podemos falar do produto externo da familia vazia de vectores,
que ndo vai ser mais do que o vector unitario positivo de E.

EXERCICIOS

Ex 1.1 Sejam E e F espacos vectoriais complexos, e notemos £ 0 espaco
vectorial complexo, conjugado de E, isto é, aquele que coincide com E
como espaco vectorial mas em que a multiplicagdo de a € C por x € E é
igual a ax, no sentido da multiplicacdo de E. Reparemos que as aplica¢Ges
anti-lineares de E para F' ndo sdo mais do que as aplicacBes lineares
complexas de E para F. Mostrar que o espago vectorial complexo Lg(E; F')
€ soma directa dos seus subespacos vectoriais complexos L¢(E;F) e
L¢(E; F) e dizer quais as projecgdes associadas a esta soma directa.

Ex I11.2 Lembrar que, se £ é um espaco vectorial sobre KK, o seu dual é o espaco
vectorial L(FE;K) e o seu bidual é o dual deste ultimo, isto é, o espaco
vectorial L(L(F;K); K), tendo lugar uma aplicacéo linear injectiva

B:E — L(L(E;K);K),

definida por B(x)(§) = &(x), a qual é um isomorfismo se E tiver dimenséo
finita (cf. 11.2.7).

Mostrar que, se E tem dimensdo infinita, entdo a aplicacdo linear 5 ndo é
sobrejectiva. Sugestdo: Supondo que E tem dimensdo infinita, considerar
uma base (z;),e; de E. Considerar os ; € L(£;K) definidos pela condigéo
de se ter &;(z;) =1 e, para cada k # j, &;(z;) = 0. Mostrar que os ; séo
linearmente independentes e, completando-os numa base de L(E;K),



Exercicios 89

mostrar a existéncia de ® € L(L(E;K);K) tal que ®(¢;) = 1, para cada j.
Mostrar que ® ndo pode estar na imagem de 5.

Ex 1.3 Sejam E um espago vectorial de dimensdo n sobre K, com duas bases
(xj)1<j<n € (Wg)1<k<n, € CONsideremos os escalares a; ; definidos por

n
Wp = E aj,kmj
=1

(os elementos da matriz de mudanga da primeira para a segunda base).
Consideremos as bases associadas de L”(£;K), formadas pelos §;,... ;,, para
a primeira base, e pelos 7.k, para a segunda base. Mostrar que, se
A € LP(E;K), com

A= Z bjhu.,jp §j1,.“,j,, = Z Chy,.. o ky My ok
Joeedp ki ik
entdo as componentes de A nas duas bases associadas estdo relacionadas por

Cklv-~skp = : : ajlskl T aj)?!kp bjls"-7j17
Joeesp

(Nota: Por este motivo, os elementos de LP(F;K) costumam ser chamados
tensores p vezes covariantes). Mostrar que, em consequéncia,

iy = E Wiy ey gk, My
Koy

Ex 1.4 Seja E um espago vectorial de dimensdo n sobre K, com uma base
(x)1<j<n, € consideremos as bases associadas em L?(E;K), LY(E;K) e
LP+i(E;K). Dados £ € LP(E;K) e n € L(E;K), exprimir as componentes
de ¢ ® n € LPTI(F;K) a partir das componentes de £ e de 7.

Ex 11.5 Seja J um conjunto com n elementos, ndo munido a priori de nenhuma
ordem total. Mostrar que, para cada bijec¢do o:J — J, pode-se definir o
sinal sg(o) de o, como sendo o sinal de o quando se considera em J uma
ordem total arbitraria. Mostrar que a nogdo de sinal assim definida verifica
ainda as propriedades enunciadas no teorema de Bézout. Por que razédo néo é
possivel fazer o mesmo para bijec¢fes entre dois conjuntos distintos com n
elementos, ndo munidos a priori de ordens totais?

Ex 11.6 Sejam E e F' espacos vectoriais e £: E? — F' uma aplicacdo multilinear,
tal que se tenha £(z1, ..., z,) = 0, sempre que exista i < p tal que z; = z;1.
Mostrar que ¢ é uma aplicagdo multilinear alternada. Sugestdo: Utilizar a
condicdo a) de 11.4.3, partindo do facto que, para cada sistema arbitrario de
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vectores 1, ..., T,

0=~&(z1,..., Tic1, Ti + Tit1, Ti + Tig1, Tig2, ..., Tp).

Ex I1.7 Sejam E um espago vectorial sobre K e F' um espago vectorial sobre
K’ O K. Mostrar que tem entéo lugar uma soma directa

L*(E;F) = S*(E;F) @ A*(E; F)
e dizer quais as projeccdes associadas a esta soma directa.

Ex 11.8 Sejam £ um espaco vectorial de dimensdo n sobre K e z,...,x, um
sistema de p vectores de E. Mostre que este sistema é linearmente
independente se, e so se, existe £ € AP(E; K) tal que £(xy, ..., z,) # 0.

Ex 11.9 Sejam E um espaco vectorial de dimensdo n sobre o corpo K e
A: E — FE uma aplicagdo linear. Mostrar que X\ é um isomorfismo se, e s0 se,
det(\) # 0.

Ex 11.10 a) Verificar que o resultado 11.4.22 pode servir para demonstrar o facto
de o determinante do produto de duas matrizes do tipo n x n ser igual ao
produto dos determinantes destas.

b) Mostrar que o resultado 11.4.23 permite demonstrar que, dadas duas
matrizes A, do tipo p x p, e B, do tipo ¢ x ¢, 0 determinante da matriz

o 5]

Ex 11.11 (Generalizacgéo de 11.4.23) Sejam E um espaco vectorial de dimenséo
finita sobre K e F' e GG dois subespagos vectoriais de F, tais que tenha lugar
a soma directa £ = F & G. Seja A\: E — FE uma aplicacdo linear, tal que
A(F) C F, mas ndo obrigatoriamente A\(G) C G. Sendo ng:E — G a
segunda projecgdo associada a soma directa, mostrar que se tem

det()\) = det(\,p) x det(mg o A¢)

éigual a det(A) x det(B).

e utilizar este facto para deduzir o seguinte resultado sobre determinantes de
matrizes: Dadas as matrizes A, de tipo p x p, B, de tipo ¢ x ¢, e C, de tipo
p X g, 0 determinante da matriz, de tipo (p + ¢) x (p + ¢q),

A C
0 B
é igual ao produto dos determinantes das matrizes A e B. Sugestao: Notando

mr: E — F a primeira projeccdo associada a soma directa e \: F — F a
aplicacéo linear definida por
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N(x) = Mrr (@) + ma(Mre (@),
verificar que det(\) = det(\') e aplicar 11.4.23a .

Ex 11.12 Sejam E um espago vectorial complexo de dimensdo n e \: K — E
uma aplicacdo linear. Sabemos que também podemos olhar para £ como
espaco vectorial real de dimensdo 2n e entdo \: £ — E € também uma
aplicacéo linear no sentido real. Notemos detc(\) e detg(\) o determinante
de A, quando se olha para £ como espago vectorial complexo, e o determi-
nante de A, quando se olha para E como espago vectorial reall®. Verificar
que se tem

detg()) = |detc(M)[2.

Sugestdo: Fazer a demonstragdo por indu¢do em n, lembrando que, se
n > 1, A admite um valor préprio complexo e aplicando em seguida o
exercicio anterior.
Ex 11.13 a) Lembrar que, se C' é uma matriz quadrada, com elementos c;,
define-se o trago de C, tr(C'), como sendo o escalar ) ¢; ;. Mostrar que, se
J

A é uma matriz do tipo m x n e se B é uma matriz do tipo n x m, entdo
tr(A x B) =tr(B x A).

b) Sejam E um espaco vectorial de dimensdo n sobre K e A: E — E uma
aplicacdo linear. Mostrar que se pode definir um escalar tr(\) € K, chamado
ainda trago da aplicagdo linear )\, pela condicdo de se ter, para cada base

x1,..., T, de E, paraaqual A(zg) = > cjpxj, tr(A) =D ¢jj.
j j

c) Sejam E e F espagos vectoriais sobre K, com dimensdes m e n,
respectivamente, e \: E — F e pu: F — E duas aplicag@es lineares. Mostrar
que se tem

tr(Aop) =tr(uo ).
d) Sejam E um espago vectorial complexo e A\: E — E uma aplicag&o linear.
No mesmo espirito que no exercicio 11.12, notemos trc(A) € C o trago de A,
quando olhamos para E como espaco vectorial complexo, e trg(A\) € R 0

traco de A, quando olhamos para £ como espaco vectorial real. Mostrar que
se tem

trr(\) = 2R(tre(N))

(onde notamos %2 (c) a parte real de um complexo c).

15Tem-se, portanto, detc(A) € C e detg(\) € R.
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Ex 11.14 Sejam E um espago vectorial de dimensdo finita sobre K e F' e G dois
subespacos vectoriais tais que tenha lugar a soma directa £ = F @G e
notemos np: B — F e mg: E — G as projecgdes associadas a esta soma
directa. Se A\: E — FE € uma aplicagdo linear, mostrar que, considerando as
aplicagdes lineares mp o\ /p: F' — Feng oG — G, tem-se

tr(\) =tr(mp o A\/p) +tr(mg o Aj)
(comparar com a conclusdo do exercicio 11.11).

Ex I1.15 Sejam E um espaco vectorial de dimensdo n sobre o corpo K e
A: E— E uma aplicacdo linear e consideremos a correspondente aplicacio
linear \*: A"(F;K) — A™(FE;K), entre espagos vectoriais de dimensdo 1.
Mostrar que se tem det(\) = tr(\*).

Ex 11.16 a) O “teorema” que enunciamos em seguida € falso. Apresentar um
contra-exemplo e descobrir onde é que falha a demonstracdo que
apresentamos.

“Teorema” Sejam F e F' espagos vectoriais de dimensbes m e n, respecti-
vamente, sobre o corpo K, e sejam \:E — F e u:F — E duas
aplicagdes lineares. Tem-se entdo, para as aplicacbes lineares
poXE — EelouwF — E, det(po)) =det(\ o pu).

“Dem”: Tendo em conta o exercicio 11.15 e a alinea c) do exercicio 11.13,
podemos escrever

det(poX) =tr((uo A)*) =tr(\ o p*) =
=tr(u" o X*) =tr((Aop)") =det(Aop).O

b) Verificar que o “teorema” em questdo ja é valido desde que se faca a
exigéncia de se ter m = n.

Ex 11.17 Sejam E um espaco vectorial sobre K e K’ D K. Mostrar que, para
cada p>0, tem lugar wuma aplicacdo p-linear alternada,
L(E;K')» — AP(E;K'), que a cada (&i,...,&,) associa & A--- A&,
Sugestao: Utilizar a caracterizacdo dada na alinea a) de 11.4.3.

Ex 11.18 Diz-se que um elemento ¢ € AP(E;K') é decomponivel se existirem
&,...,6,em L(E;K') tais que se tenha £ = & A --- A &,. Seja E um espago
vectorial de dimensdo 4, sobre K, com uma base x1, x2, 23, 24, € sejam §; 0s
elementos da base associada de L(E;K). Sendo entdo £ o elemento
ENE&+ENE € A2(E;K), mostrar que €A € # 0 e deduzir daqui que ¢
ndo é decomponivel.

Ex 11.19 (Alguns resultados auxiliares de Algebra Linear)
a) Sejam E um espaco vectorial sobre K e &;,...,&, p elementos de
L(FE;K). Mostrar que aqueles elementos séo linearmente independentes se, e
s0 se, a aplicagdo linear &: E — KP?, definida por
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£(z) = (&u(2), ..., § (@),

é sobrejectiva. Sugestdo: Considerar em K? o produto interno canénico (real
ou complexo) e verificar que aquele sistema € linearmente dependente se, e
sO se, existe um vector ndo nulo de K”, que seja ortogonal ao subespacgo
vectorial {(F) de KP.

b) Mostrar que um sistema de elementos &, ..., ¢, de L(E;K) é linearmente
independente se, e s6 se, existem elementos zi,...,z, de E, tais que
&(x) = 6, € verificar que, nesse caso, os elementos x1, ..., z, tém que ser
linearmente independentes.

c) Utilizar a alinea b) para provar que, dados elementos arbitrarios
m,...,Mp € L(E;K), um elemento ¢ € L(E;K) pertence ao subespago
vectorial gerado pelos 7); se, e s6 se, £(x) = 0, para cada = que verifique
nj(x) = 0, para todo o .

Sugestdo: Mostrar que se pode ja supor que os elementos 7,...,n, S30
linearmente independentes.

Ex 11.20 Seja E um espaco vectorial sobre K.

a) Dados ¢, ...,&, € L(E;K), mostrar que estes elementos sdo linearmente
independentes se, e s0 se, 0 elemento &; A --- A §, € AP(E;K) é diferente de
0.

Sugestdo: Se os elementos forem linearmente independentes, considerar
x1,...,z, € E tais que &(xy) =6 e caleular & A - A&y(z1, ..., zp).
Para a reciproca, ter em conta o exercicio I11.17.

b) Dados dois sistemas linearmente independentes de elementos de L(E; K),
&,...,& € mi,...,mp, mostrar que estes dois sistemas geram 0 mesmo
subespaco vectorial de L(F;K) se, e sO se, existe a €K, tal que
NN =amA---Amp Sugestdo: Se eles gerarem 0 mesmo
subespaco, cada &; é combinacdo linear dos n;; se eles ndo geram o mesmo
subespaco, existe 7, que ndo € combinagdo linear dos §; e entdo

A (EL A NEp) #0,mas . A (e A=+ Amp) = 0.

Ex 11.21 Seja F um espago vectorial sobre K. Dado £ € A?P(E;K), com p > 1,
chama-se subespago associado a £ o conjunto

E'={zeE| V &=z9...,x,) =0},
Lo, Ty

conjunto que se verifica trivialmente ser um subespaco vectorial de E.
Mostrar que, se &1, ..., &, € um sistema linearmente independente de elemen-
tos de L(E; K), entdo o subespago associado a {1 A --- A €, € 0 conjunto dos
vectores z € E tais que &;(z) = 0, paracadal < j < p.

Sugestdo: Considerar vectores y,...,y, € E, tais que &;(yr) = 6% Se
x € FE € tal que & (z) # 0, utilizar 11.5.10 e o exercicio 11.11 para mostrar
que & A - AE(T, Y2, ..., Yp) =&i(z) #0. Se x € E é tal que &(z) =0,
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para cada j, utilizar 11.5.10 para mostrar que, quaisquer que sejam s, ... ,

SN NE(zya,...,2p) =0,

Ex 11.22 Sejam E e F' espacos vectoriais de dimens&o 0, munidos de orientagfes
(cf. 11.7.4). Seja X\: E — F a Unica aplicacdo linear, a qual € evidentemente
um isomorfismo. Discutir em que casos é que A conserva ou inverte as
orientacdes.

Ex 11.23 Seja ey, ..., e, a base canonica de C", como espaco vectorial complexo.
Vamos chamar orientacdo canénica de C", como espago vectorial real,
aquela para a qual a base ey, ieq, es, ieo, ..., e,, ie, é directa.

a) Mostrar que, se A:C" — C" é um isomorfismo de espagos vectoriais
complexos, entdo, quando consideramos A como isomorfismo para as
estruturas reais associadas, A conserva as orientagdes. Sugestdo: Ter em
conta 11.7.16 e o exercicio 11.12.

b) Seja E um espaco vectorial complexo de dimenséo n. Mostrar que existe
sobre E, considerado como espaco vectorial real de dimensdo 2n, uma, €
uma s6, orientacdo (a que daremos 0 nome de orientagdo canonica), tal que,
qualquer que seja o isomorfismo complexo A\:C" — E, X\ conserva as
orientagdes, quando se considera em C™ a orienta¢do candnica.

c) Mostrar que, se E é um espago vectorial complexo, com uma base
z1,...,T,, €ntdo considerando a orientagdo candnica de E, como espago
vectorial real, a base x1, iz, ..., z,, iz, € directa.

d) Mostrar que, se E' e F' s8o espacos vectoriais complexos de dimenséo n, e
se A\: E — F é um isomorfismo complexo, entdo, considerando E e F' como
espacos vectoriais reais, com as orientagdes candnicas, A conserva as orienta-
coes.

e) Alguns autores definem a orientacdo candnica de C® como sendo aquela
paraaqual abase ey, ..., ey, dey, ..., ie, é directa. Que relacdo existe entre a
orientacdo definida deste modo e aquela que definimos no inicio?

Ex 11.24 Consideremos uma sucessdo exacta curta de espacos vectoriais sobre K
M -eXrta-{o,

com E de dimensdo m e G de dimenséo n.

a) Mostrar que existe uma aplicacdo linear p: FF — E'talque po A = Idg.

b) Sendo K’ © K, mostrar que se pode definir uma aplicacdo bilinear de
A"(G;K') x A™(E;K') em A™"(F;K'), que notaremos (n,£) — n x &,
por n x & = p*(n) A p*(€), onde p: F — E é uma aplicacéo linear arbitréria,
verificando p o A = Idg (estamos evidentemente a afirmar que este resultado
ndo depende da escolha de p).

c) Nas condicBes de b), mostrar que, se n £ 0e & #£ 0, entdon x £ #£ 0;

d) Sendo x1,...,x, uma base de F e z,...,z, uma base de GG, e esco-
Ihendo yi, ..., y, em F, tais que u(y;) = z;, mostrar que se tem
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nXx g(yh ---7%7/\(971)7 ~~~7A(xm)) = n(Z17 ~~~7Zn)€(x17 rrm)-

Sugestdo: Para demonstrar a independéncia da escolha de p e a conclusdo de
c), basta demonstrar d). Para esse efeito, utilizar a formula para o produto
exterior descrita em 11.5.12.

Ex 11.25 Nas condi¢des do exercicio anterior, suponhamos que K=K =R, e
que E, F e G estdo orientados, com orientagcdes compativeis com a referida
sucessdo exacta curta. Considerando as orientagfes associadas em A™(E; R),
A"(G;R) e A" (F';R), mostrar que, para cada par de elementos ndo nulos
¢ € A™(E;R) en € A"(G;R), tem-se sg(y x €) = sg(17) sg(¢).

Ex 11.26 Sejam E, F' e GG espacos vectoriais complexose \: ¥ — Feu: FF — G
aplicacdes lineares complexas tais que tenha lugar a sucesséo exacta curta

0 —-eXFrLa-{o.

Consideremos sobre E, F' e G, olhados como espagos vectoriais reais, as
orientagbes canonicas (cf. a alinea b) do exercicio 11.23). Mostrar que o
sistema das trés orientagdes é entdo compativel com a sucessao exacta curta.

Ex 11.27 a) Consideremos o seguinte diagrama comutativo de espacos vectoriais
sobre K e de aplicagOes lineares:

E X F 4G {0}

e lo :
oA Y SN )

em que as duas linhas sdo exactas. Mostrar que existe uma, e uma so,
aplicacdo linear 7: G — G’, tal que 7o p = i’ 00,18 e que essa aplicacio
linear € um isomorfismo se isso acontecerapeao.

b) Consideremos 0 seguinte diagrama comutativo de espagos vectoriais sobre
K e de aplicaces lineares:

om-r%5 F 4 ¢
lo L7,
() SN e

em que as duas linhas sdo exactas. Mostrar que existe uma, e uma so,
aplicacdo linear p: E — FE’ tal que 0 o A = )\ o p e que esta aplicacéo linear
€ um isomorfismo se isso aconteceraoc e a 7.

c) Consideremos o seguinte diagrama comutativo de espagos vectoriais sobre
K e de aplicaces lineares:

16por outras palavras que permita prolongar o diagrama sem perda da comutatividade
deste.
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1) S RN R ()

Lp lo T :
/\/ /l,
{0}—- F =5 F — G —{0}
em que as duas linhas sdo exactas. Mostrar que, se p e 7 sdo isomorfismos, o
mesmo Vai acontecer a o. Nota: Esta conclusdo é um caso particular do cha-
mado “Lema dos Cinco”.17

Ex 11.28 Seja E um espaco euclidiano orientado de dimensdo n. Dados dois
sistemas de n vectores de F, z1,...,x, € y1, ..., Y,, MOStrar que se tem

det(((z;,yx))) = Volg(x1,...,xn) Volg(y1, ..., Yn)-

Sugestdo: Aplicando duas vezes o lema 11.4.10, mostrar que é suficiente
provar o resultado no caso particular em que ambos 0s sistemas coincidem
com uma mesma base ortonormada wq, ..., wy,.

Ex 11.29 Seja £ um espago euclidiano de dimensédo 0, sobre o qual se considera
uma das suas orientacfes (a positiva ou a negativa). Sendo K igual a R ou
C, o que sera o isomorfismo x: K = A°(E;K) — AY(E;K) = K?

Ex 11.30 Seja E um espaco euclidiano orientado de dimenséo 2 e consideremos o
correspondente isomorfismo 0: E — L(E;R) = A'(E;R).
a) Dado = € E\ {0}, mostrar que se tem x6(z) = 6(y), onde y é o Unico
vector de E tal que (z,y) =0, ||ly|| =||z| e =,y é uma base directa.
Sugestéo: Por linearidade, basta considerar o caso em que ||z|| = 1.
b) Dado = € E \ {0}, mostrar que o produto externo da familia formada pelo
Unico vector = é o vector y que verifica as trés condicdes (z,y) =0,
llyll = ||=|| e y, = € uma base directa.

Ex 11.31 Seja F um espaco euclidiano orientado de dimensdo n e sejam
T1yeeeyTpo1 € Y1,...,Yn_1 dOis sistemas de n — 1 vectores de E. Mostrar
que se tem

Volp(wy X -+ X Ty_1,Y1, -+, Yn—1) = det(({zj, yx)))
e deduzir daqui que
<£L’1 X oo X Tp_1,Yp X ==+ X ynfl) = det((<x]7yk>))

Sugestdo: Recordar a caracterizacdo do isomorfismo 6: E — A" !(E;K)
referida em 11.8.19 e ter em conta 11.5.10.

Ex 11.32 Seja £ um espaco euclidiano orientado de dimens&o 3.
a) Dados z,y € F, mostrar que se tem

17Cf. 1V.5.14 adiante.
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0(z x y) = int, (x0(x)).
Sugestéo: Aplicar x a ambos 0s membros da igualdade
x0(z x y) = 0(z) A O(y)

e utilizar a alinea a) de 11.8.17.
b) Deduzir de a) e de 11.6.6 que, dados x, ¥y, z € E, tem-se

0((x x y) x z) = int(0(x)) A 0(y) — () Aint.(0(y))
e concluir daqui que

(x xy) X z={(z,2)y — (y, 2)x.

Ex 11.33 Seja E um espaco euclidiano de dimens&o n, munido de uma orientacao
«, e seja wy, ..., w, uma base ortonormada de E£. Mostrar que se tem

Wi X e X Wi X Wi X -+ X Wy = oW, ..., W,) (—1)7t w;.
Sugestdo: Utilizar a alinea b) de 11.8.13.

Ex 11.34 Seja E um espaco euclidiano orientado de dimens&o n.
a) Mostrar que, para cada 0 < p < n, pode-se definir um produto interno no
espago vectorial AP(E;R) pela condicéo de se ter, para &, € AP(E;R),

EN(xn) = (&m) Volg.

Sugestdo: Ter em conta 11.8.15.

b) Mostrar que o produto interno anterior ndo depende da orientacdo que se
consideraem E.

c) Mostrar que, se x1,...,x, é uma base ortonormada de F, entdo a base
associada de AP(FE;R) é também ortonormada. Deduzir, em particular, que
Volg € 0 Unico elemento positivo de norma 1 de A"(E;R).

d) Mostrar que séo ortogonais os isomorfismos x: A?(E;R) — A" P(E;R)
ed: E — AYE;R).

Ex 11.35 Seja £ um espaco euclidiano orientado de dimensdo n > 1. Dados
A € AY(E;K) eu € E, mostrar que
AN *0(u) = Au) Volg.

Sugestdo: Fixar uma base ortonormada directa wq,...,w, de E tal que
u = aw; e determinar A A x6(u)(wy, ..., w,), utilizando a caracterizagdo do
produto externo em 11.5.12.



CAPITULO Il
Formas Diferenciais e Teorema de Stokes

81. Campos tensorais e formas diferenciais.

I11.1.1. Sejam E um espago vectorial real de dimenséo finita e M C £ uma
variedade. Dado um espago vectorial F' sobre o corpo K (igual a R ou C),
vamos chamar campo tensorial (covariante) de grau p sobre M com valores
em F' (ou, abreviadamente, F-campo tensorial sobre M) a uma familia
&= (&)zem, €M que, para cada z € M, & € LP(T,(M);F) é uma
aplicacdo multilinear de T,.(M)? em F. E costume omitir a referéncia a F,
ou falar de campo tensorial real, no caso em que F' = R, e falar de campo
tensorial complexo no caso em que F' = C.

111.1.2. E claro que, no caso em que p = 0, um campo tensorial, com valores em
F', ndo é mais do que uma aplicacdo de M em F.

No que se segue, teremos necessidade de nos referirmos a campos
tensoriais suaves. Temos que ser cuidadosos com 0 que queremos
significar com uma tal afirmacdo, uma vez que, embora um campo
tensorial seja uma aplicacdo de dominio M, trata-se de uma aplicagdo
que, em geral, ndo esta a tomar valores num espago vectorial fixado (os
diferentes espagos de aplicaces multilineares L?(T,(M); F')) ndo apa-
recem naturalmente como subespacos vectoriais de um mesmo espago
vectorial).

I11.1.3. Sejam M C E uma variedade e F' um espago vectorial de dimensdo
finita sobre K. Vamos dizer que um F-campo tensorial de grau p,
€ = (&)zenr € suave se existir uma aplicagdo suave & = (£,),enr, de M em
L*(E; F), tal que, para cada x € M, &, € LP(T,(M); F) seja uma restricdo
de ¢, € LP(E; F) (dizemos entdo que £ é um prolongamento suave de £).

111.1.4. E claro que dizer que um campo tensorial de grau 0, com valores em F, é
suave é 0 mesmo que dizer que o é como aplicacdo de M em F (o
prolongamento ¢ de ¢ é neste caso Unico, e igual ao proprio ).

Na mesma ordem de ideias, se a variedade M C E ¢é tal que, para cada
x e M, T,(M)=FE (é o que acontece se M for um aberto de E ou, mais
geralmente, uma variedade, possivelmente com bordo, com dimensdo em
cada ponto igual a de E), entdo um campo tensorial de grau p sobre M, com
valores em F', ndo é mais do que uma aplicacdo de M em LP(E;F) e o
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campo tensorial é suave se, e s6 se, o for como aplicacdo (mais uma vez, o
prolongamento £ de £ é Gnico e igual ao préprio &).

I11.1.5. Sejam E’ C E dois espacos vectoriais de dimensao finitae M C E' uma

variedade. Se & = (&;).ear € um campo tensorial de grau p, sobre M, com
valores no espaco vectorial F', tem-se que £ é suave, quando se considera M
como parte de E’, se, e sO se, isso acontece quando se considera M como
parte de E.
Dem: Suponhamos que £ é suave, quando se considera M como parte de F.
Podemos entfo considerar uma aplicagdo suave & = (£,).cn, de M em
LP(E; F), tal que cada ¢, seja uma restricdo de &,, e, compondo com a
aplicacéo linear de LP(E; F') em LP(E'; F), que a cada » associa a restrico
de n a E'", obtemos um prolongamento suave de ¢ com valores em
LP(FE'; F), 0 que mostra que ¢ é suave, quando se considera M como parte
de E’. Suponhamos, reciprocamente, que £ é suave, quando se considera M
como parte de E’. Seja &= (£,).,enr Uma aplicagdo suave de M em
LP(E'; F), tal que cada &, seja uma restricdo de ¢,. Escolhamos uma
aplicagdo linear m: E — FE’, tal que w(u)=wu, para cada u € E' (por
exemplo, a projeccdo ortogonal, para um produto interno que se fixe em E).
Podemos entdo considerar a aplicacdo linear imagem reciproca
7 LP(E'; F) — LP(E; F) e verifica-se imediatamente que a familia
(7*(€,))zear & um prolongamento suave de &, quando se considera M como
parte de £.J

I11.1.6. Sejam M C E uma variedade, F' um espaco vectorial de dimensdo finita
sobre K e F' C F um subespago vectorial. Seja & = (£;)zepr UM Campo
tensorial de grau p, sobre M, com valores em F’. Tem-se entdo que & é
também um campo tensorial com valores em F e £ é suave como campo
tensorial com valores em F' se, e s6 se, o for como campo tensorial com
valores em F”.

Dem: A demonstracéo tem o mesmo espirito que a do resultado precedente:
Uma das implicac0es é trivial e resulta simplesmente de que L?(E; F’) é um
subespaco vectorial de LP(E; F'); Para a outra implicacdo, consideramos uma
aplicacéo linear : ' — F’, tal que w(v) = v, para cada v € F”, e reparamos
que, se € = (£,).en for um prolongamento suave de &, com valores em

LP(E; F), a familia dos = on é um prolongamento suave de &, com valores
em L,(E; F').00

Por definigdo, um campo tensorial é suave se admitir um prolongamento
suave, mas em geral havera muitos prolongamentos nessas condi¢des. Em
certos casos & comodo termos um prolongamento suave definido
explicitamente. O resultado que se segue mostra uma maneira de
conseguir isso, no caso em que fixamos um produto interno no espago
vectorial ambiente da variedade.
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[11.1.7. Sejam E um espago vectorial de dimensdo finita, munido de um produto

interno e M C E uma variedade. Para cada « € M, seja 7,: E — T, (M) a
projeccdo ortogonal. Se & = (£, ).en € Uum campo tensorial suave de grau p
sobre M, com valores em F, tem lugar uma aplicacéo suave & = @,)IeM de
M em LP(E; F), definida por ¢, = 7(£,) = & o n?, a qual constitui um
prolongamento suave de ¢ (diremos que € é o prolongamento euclidiano de
§).
Dem: O facto de M ser uma variedade, que implica que o fibrado tangente
T(M) = (T,(M)).ear € um fibrado vectorial, mostra-nos que é suave a
aplicacdo de M em L(FE; E), que a x associa .. Por outro lado, vai existir,
por definicio, uma aplicagdo suave £ = (£,).car, de M em LP(E; F) tal que
cada &, € LP(T,(M); F') seja uma restrigio de £,. Uma vez que tem lugar
uma aplicagdo multilinear, em particular suave,

LP(E;F) x L(E;E) x --- x L(E; E) — LP(E; F),
(u’/\17"'7>\p) I—>/_LO(/\1 X "'>\p)!

concluimos que tem lugar a aplicagdo suave de M em LP(E; F), que a x
associa &, o2 =&, onP, a qual vai ser trivialmente ainda um prolonga-
mento de £.00

111.1.8. Sejam E um espago vectorial real de dimenséo finita e M C E uma
variedade. Se F' é um espaco vectorial, real ou complexo, de dimenséo finita,
chamamos forma diferencial de grau p, com valores em F' a um campo
tensorial (£;)zcar, de grau p e com valores em F, tal que, para cada = € M,
a aplicacdo p-linear &,: T,.(M)P — F seja alternada, isto é, que, para cada
x€M,E, € AP(T,(M); F). Uma tal forma diferencial diz-se suave se o for
enquanto campo tensorial. Como anteriormente, nos casos em que F' = R ou
F = C, falamos também de formas diferenciais reais (ou, simplesmente,
formas diferenciais) e de formas diferenciais complexas.

E claro que, nos casos em que p = 0 e p = 1, uma forma diferencial de grau
p € 0 mesmo que um campo tensorial de grau p e portanto, no primeiro caso,
0 mesmo que uma aplicacdo M — F.

I11.1.9. Sejam M C E uma variedade e £ = (§,).enm Uma forma diferencial
suave de grau p sobre M, com valores em F'. Existe entdo uma aplicagdo
suave & = (£, )zenr, de M em AP(E; F), tal que, para cada = € M, &, seja
uma restrigdo de &,.

Dem: Basta considerar um produto interno em E e tomar para £ o prolonga-
mento euclidiano de &, tendo em conta I11.1.7.00

Como no capitulo precedente, e uma vez que esse serd 0 quadro que nos
vai interessar principalmente, vamos, a partir de agora, concentrar a nossa
atencdo no caso dos campos tensoriais e formas diferenciais reais ou
complexos.
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111.1.10. Sejam M C E e M C F duas variedades e f: 1/ — M uma aplicagdo
suave. Se & = (&,)yenm € um campo tensorial de grau p sobre M, real ou
complexo, podemos considerar, para cada z € M, a aplicacdo linear
Dfy:Ty(M) — Ttz (M), e portanto, por ser &) € LP(T(,)(M); K), a
respectiva imagem reciproca Df;(£f(,) € LP(T,(M); K). Ficamos portanto
com um campo tensorial de grau p sobre A7, também real ou complexo,

[ &= (D (&s@))sei

a que se da o nome de imagem reciproca de ¢ por meio de f. E claro que, se
& fosse uma forma diferencial, 0 mesmo ia acontecer a f*&.

Repare-se que, examinando a definicdo de imagem reciproca por meio de
uma aplicagdo linear, se constata imediatamente que

(f*@ﬂv(uh 7u17) = ff(m)(sz(u1)> ceey Dfl(up))

I11.1.11. Nas condicdes anteriores, se 0 campo tensorial £, sobre M, fosse suave,
0 mesmo ia acontecer ao campo tensorial imagem reciproca f*¢, sobre M.
Dem: Seja £ = (,),en Uma aplicagio suave de M em LP(E;K), tal que,
paracaday € M, &, € LP(T,(M);K) seja uma restri¢do de Zy. Sejam U um
aberto de E, contendo 17, e f: U — E uma aplicacdo suave cuja restricio a
M seja f. Tem-se entdo uma aplicacéo suave de U em L(E; E), definida por
x+— Df,, e para cada = € M, a aplicacdo linear Df,: T,(M) — T (n (M)
€ uma restricdo de D}”m: E — E. Considerando a aplicacdo multilinear, em
particular suave,

LP(E;K) x L(E;E) x --- x L(E; E) — LP(E;K),
(s A1y ooy Ap) = o (A X ---),

obtemos uma aplicacdo suave de M em LP(E;K), gue a x associa
Zf(l_) o Df:,, aplicacdo essa que vai constituir trivialmente um prolongamento
suave para f*¢£.0

111.1.12. Um caso particular importante de imagem reciproca é aquele em que
McMe f:M— M é a inclusdo, definida por f(z) =z. A imagem
reciproca f*¢, do campo tensorial £ de grau p sobre M, costuma entéo ser
notada & /7 € ser chamada de restricdo do campo tensorial &£ a M. Repare-se
que se trata, em geral, ndo de uma restricdo no sentido estrito, mas de uma
espécie de dupla restri¢do: Por um lado restringimos a aplicacéo & a M e por
outro lado, para cada = € M, restringimos o valor ¢, € L?(T,(M);K), de
modo a obter um elemento de L?(7,(M); K). De qualquer modo, podemos
escrever, para cada = € M e uy, ..., u, em T, (M), a formula tranquilizadora

(’g/fj)r(ul, cee ,up) = gm(ulv s 7up)'
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Como casos particulares em que se obtém verdadeiras restricdes, temos
(comparar com o que se disse em 111.1.4):

a) O caso em que p = 0; neste caso temos simplesmente a restricdo de uma
aplicacdo de M em K, que vai ser uma aplicacio de M/ em K;

b) O caso em que, para cada = € M, T,,(M) = T,(M); é 0 que acontece se
M for um aberto de M ou, mais geralmente, se a variedade I/ tem em cada
ponto dimenséo igual a de M.

111.1.13. Dentro do mesmo espirito que na alinea a) atras, se ¥ c Ee M C E
sdo variedades e f: M — M é uma aplicacdo suave, entdo, para cada campo
tensorial ¢ sobre M, de grau 0, real ou complexo, ¢ é simplesmente uma
aplicacdo de M em K e a forma diferencial imagem reciproca f*p nédo é
mais do que a aplicagdo composta ¢ o f: M — K.

[11.1.14. A nogdo de campo tensorial, ou forma diferencial, imagem reciproca foi
definida a partir da nogao algébrica de imagem reciproca de um elemento de
L*(E;K) por meio de uma aplicacdo linear de E em E. Citamos em seguida
algumas das propriedades desta nocéo que se deduzem trivialmente das pro-
priedades correspondentes no quadro algébrico.

a) Sejam M C E, M c E e M C E trés variedades e f: M — M e
g: M — M duas aplicacBes suaves. Para cada campo tensorial &€ = (£.).cas
sobre M, tem-se entdo

(go f)€=f"(g"¢)

(atender a 11.2.15 e ao facto de se ter D(go f), = Dgy(,) o Df.). Em conse-
quéncia, e uma vez que se tem evidentemente

Idy £ =¢,
concluimos que, se g: M — M fosse um difeomorfismo, entéo
g (g8 =¢

b) Sendo M C E e M C E variedades, f: M — M uma aplicacdo suave,
&= (&)zer © 1 = (Ns)zep CAMPOS tensoriais de grau p sobre M e a € K,
tem-se

[r&+m) =&+ fa=afs

c) Sendo M c E e M C E variedades, f: M/ — M uma aplicacio suave e
&= (&)zenm € n = (Ns)zem CaMpos tensoriais de graus p e ¢ sobre M,
tem-se

ffl€en) =fE<af

(cf. 11.2.16).
d) Sendo M c E e M C E variedades, f: M — M uma aplicagdo suave e
&= (& )wem © 1= (Ns)zen formas diferenciais de graus p e ¢ sobre M,



104 Cap. Ill. Formas diferenciais e teorema de Stokes

tem-se
FrEAn) =fENf
(cf. 11.5.14).

O resultado que se segue exprime o facto de a nogdo de campo tensorial
suave ser local.

[11.1.15. Sejam M C E uma variedade e (U;),c; uma familia de abertos de A/

de unido M. Seja & = (&,).enr UM campo tensorial de grau p, sobre M, real
ou complexo, tal que, para cada j € J, a restricdo &y, seja um campo
tensorial suave sobre U;. Tem-se entdo que £ € suave.

Dem: Considerando o prolongamento euclidiano de &, relativamente a um
certo produto interno de E, ficamos reduzidos a provar que, se € é uma
aplicagdo de M em LP(E;K), cuja restricdo a cada U; seja suave, entdo € é
uma aplicacdo suave e isso é uma consequéncia de a suavidade de uma
aplicacdo ser uma questdo local.[J

O passo seguinte é reparar que as diferentes operagdes algébricas
envolvendo os espacos de aplicagBes multilineares ou de aplicagbes
multilineares alternadas conduzem, quando aplicadas fibra a fibra, de
campos tensoriais ou formas diferenciais suaves a campos tensoriais ou
formas diferenciais suaves. Em muitos casos omitiremos as demons-
tragbes que resultem trivialmente de considerar os prolongamentos
euclidianos dos campos tensoriais envolvidos.

I11.1.16. Sejam M C E uma variedade e p > 0. Tem-se entdo que o conjunto

dos campos tensoriais de grau p sobre M, com valores em K, tem uma
estrutura natural de espago vectorial sobre K e este espaco vectorial admite
como subespacos vectoriais:

a) O conjunto das formas diferenciais de grau p;

b) O conjunto dos campos tensoriais suaves de grau p;

c) O conjunto das formas diferenciais suaves de grau p.

.1.17. Sejam M C E uma variedade e £ = (&)zenmr € 1= (Nz)wem campos

tensoriais suaves de graus p e ¢, sobre M, com valores em K. E entdo
também suave o campo tensorial de grau p-+g¢q, sobre M
E@n = (& ®ny)renm- EM particular, se f: M — K é uma aplicacdo suave
(isto €, um campo tensorial suave de grau 0), vem também suave o campo

tensorial f & = (f(2) &) wem-

.1.18. Sejam M C E uma variedade e £ = (£,)en Um campo tensorial suave

de grau p sobre M, com valores em K. tem-se entdo:
a) Para cada permutagéo o € &, vem suave 0 campo tensorial
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(&) = (G(&))zens;
b) Tem lugar uma forma diferencial suave
Alt(§) = (AIt(E,))zen-

I11.1.19. Sejam M C E uma variedade e £ = (&, )zenm € 1= (02)zen fOrmas
diferenciais suaves de graus p e ¢, sobre M, com valores em K. E entdo
também suave a forma diferencial de grau p + ¢, sobre a variedade M

EAn= (fx: A nw)weM-

111.1.20. Sejam E um espago euclidiano e M C E uma variedade. Para cada
x € M, temos entdo um isomorfismo 6,: T, (M) — L(T,(M);R), definido
por 60, (v)(u) = (u,v). Para cada campo vectorial X = (X,)ca Sobre M,
isto é, para cada familia de vectores de E, tal que, para cada x € M,
X, € T,(M), notamos entdo 6(X) a familia (6,(X,)).en, que é portanto
uma forma diferencial de grau 1 com valores em R. Do mesmo modo, para
cada forma diferencial de grau 1, w = (w;)zear, €OM valores em R, notamos
6~ (w) a familia (0, (w.)).ear, que é portanto um campo vectorial sobre M.
Fica assim estabelecida uma correspondéncia biunivoca entre campos
vectorais e formas diferenciais de grau 1, com valores em R.

I11.1.21. Sejam FE um espaco euclidiano e M C E uma variedade. Se

X = (X,)zenm € um campo vectorial sobre M, tem-se que X é suave se, e SO
se, a forma diferencial 0(X) = (0,(X,))zenr é Suave.
Dem: Comecemos por supor que X é um campo vectorial suave, ou seja, que
€ uma aplicacdo suave de M em E. Por composi¢do com o isomorfismo
0: E — L(F;R), obtemos uma aplicacdo suave @ = (@, ).enr de M para
L(E;R), definida por @, = 0(X,), e é trivial que cada aplicacdo linear
0.(X,) € L(T,(M);R) é uma restricdo de L(E;R), o que mostra que 6(X)
¢ uma forma diferencial suave. Suponhamos agora, reciprocamente, que (X)
€ uma forma diferencial suave. Seja xy € M arbitrério. Seja U um aberto de
M, com xy € U, tal que exista um campo de referenciais ortonormado
Xi,...,X,, sobre U, constituido portanto por aplicacdes suaves de U em E.
E entdo imediato que, para cada 1 < j < m, temos uma aplicacio suave de
U em R, que a z associa 0,(X,)(X;,) = (X,, X;,), pelo que o facto de se
ter

j=1
mostra que é suave a restricdo de X a U. Tendo em conta o facto de a nocéao

de aplicagdo suave ser local, concluimos finalmente que X é uma aplicagdo
suave de M em E.O0
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Examinamos, nos dois resultados seguintes, exemplos importantes da
situacdo que temos estado a estudar.

I11.1.22. Sejam M C E uma variedade e f: M — K uma aplicacdo suave. Tem
entdo lugar uma forma diferencial suave de grau 1, Df = (Df,)zem-
Dem: Uma vez que, para cada = € M, Df, é uma aplicacdo linear de
T,(M) em R, vemos que Df é realmente uma forma diferencial de grau 1.
Por outro lado, podemos considerar um aberto U de F, contendo M, e um
prolongamento suave f: U — K de f e tem ento lugar uma aplicacio suave
Df:U — L(E;K). Uma vez que, para cada = € M, Df,:T,(M) — K é
uma restricdo de Df,: E — K, concluimos que a forma diferencial Df é
suave.[

[11.1.23. (Coroléario) Sejam E um espago euclidiano, M C E uma variedade e
f: M — R uma aplicacdo suave. Tem entdo lugar um campo vectorial suave,
grad(f) sobre M, a que se dd o nome de gradiente de f, definido por
grad(f) = 0~1(Df), ou seja, por

(u,grad(f).) = D fu(u),
paracadax € M eu € T, (M).

[11.1.24. Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimensdo

m, suavemente orientada. Tem entdo lugar uma forma diferencial suave de
grau m, com valores em R, Vol = (Vol,).en, chamada forma diferencial
elemento de volume, em que, para cada x € M, Vol, € A™(T,(M);R) é o
elemento de volume do espaco euclidiano orientado 7, (M).
Dem: Seja xq € M arbitrario. Seja U um aberto de M, com xy € U, tal que
exista sobre U um campo de referenciais ortonormado suave X1, ..., X,,. O
facto de a orientacdo de M ser suave implica que, se necessario restringindo
0S campos vectoriais a um aberto mais pequeno que ainda contenha z,
pode-se j& supor que 0s campos Vvectoriais constituem em cada x € U uma
base directa de T,.(M) ou constituem em cada « € M uma base retrégrada
de T.(M). Vem entdo ou, para cada x e U,
Vol, = 0,(X1,) A A0 (Xiny) ou, para cada zeU,
Vol, = —0,(X1,) A+ N0y (Xonz), pelo que (Vol,),ey € uma forma
diferencial suave sobre U. Tendo em conta 111.1.15, concluimos finalmente
que Vol é uma forma diferencial suave.[]

[11.1.25. Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimensdo
m suavemente orientada. Sejam 0 <p<m e w= (w;).em uma forma
diferencial suave de grau p, com valores em K. Sendo, para cada = € M,
*w, & imagem do tensor alternado w, € A?(T,(M);K) pelo isomorfismo

x: AP(T,(M); K) — A" P(T,(M); K),

tem-se entéo que a forma diferencial xw = (*w,)enr, de graum — p, é tam-
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bém suave.

Dem: Seja zy € M arbitrario. Seja U um aberto de M, com zy € U, tal que
exista sobre U um campo de referenciais ortonormado suave X1, ..., X,,. O
facto de a orientagdo de M ser suave implica que, se necessario restringindo
0S campos vectoriais a um aberto mais pequeno que ainda contenha z,
pode-se j& supor que 0s campos Vvectoriais constituem em cada x € U uma
base directa de 7, (M) ou constituem em cada x € M uma base retrograda
de T,,(M). Notemos ¢ = 1, no primeiro caso, e e = —1, no segundo. Uma
vez que, tendo em conta 11.85 e 11.5.9, os elementos da base de
AP(T,(M);K) associados a base Xi,,...,X,, de T,(M) sdo os
0:(Xi,,) A -+ A 0:(X;, ), sabemos que se tem, para cada = € U,

we = welXipoo s X3, ) (X)) Ao AO(X, ),

1<+ <y
onde, para cada i; < --- < 1, é trivialmente suave a aplicacdo U — K,

T — Wr(Xz'm’ ) X7M)

Tendo em conta a alinea b) de 11.8.13, tem-se, notando, como é usual, para
cadaiy < --- <ipem{l,...,m}, 4,41 < --- < iy OS restantes indices,

swe = e8g({is . ip ) we(Xi oo, Xi) ) 00(Xi, ) A A (X, ),

i<+ <lp

0 que mostra que a restricdo de xw a U € suave. Podemos aplicar agora
[11.1.15 para garantir que *w é suave.[]

82. Derivada exterior duma forma diferencial.

I11.2.1. Recordemos que, se M C E é uma variedade e se X = (X,),enm €
Y = (Y,).ems S80 campos vectoriais suaves, entdo, embora os vectores
DY, (X,) e DX,(Y,) de E ndo pertencam, em geral, a 7,.(M), a diferenca

[Xv Y}I = DY;E(XI) - DXI(YI)

ja pertence a T,.(M), 0 que nos permite considerar um novo campo vectorial
suave [X,Y] sobre M, o paréntesis de Lie de X e Y, que a cada x associa
X, Y],

[11.2.2. Seja M C E uma variedade e seja w = (w,)zep Uma forma diferencial
suave de grau p, real ou complexa. Existe entdo uma, e uma so, forma
diferencial dw, de grau p + 1, a que daremos 0 nome de derivada exterior de
w, tal que, qualquer que seja a aplicacdo suave @ = (W, )zenr, de M em
AP(E;K), com cada w, restricdo de w,, se tenha
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(dw)z(ury ...y uppr) =

p+l ]
= (_1)(7_1 Dwx(u]')(ul, ceey U1, Ujt 1,y - - - ,uerl)-
=1

~

Além disso, se, para cada 1< j<p+1, X;= (X ).enr € um campo
vectorial suave sobre M, tem-se

(dw)(Xi, .., Xpi1) =

p+1
= (*1)]71 D(w(Xl, 7Xj—17Xj+17 , ...7Xp+1))(X]‘) +
j=1
+ Z (_1)J+k w([XjanLXh 7Xj717Xj+1a "';kahX]H»la 7Xp+1)-18
i<k

Dem: A unicidade de uma forma diferencial dw, verificando a condi¢édo do
enunciado, resulta de existéncia de pelo menos uma aplicacdo suave w de M
em AP(E;K), tal que cada w, seja uma restri¢do de w, (cf. 111.1.9).
Suponhamos agora que xy € M e que ui,...,upr € T, (M). Podemos
entdo considerar campos vectoriais suaves Xi,...,X,+1, com ij =u;
(tomar, por exemplo, X; = 7. (u;)). Vamos mostrar que, quaisquer que
sejam 0s X; nestas condi¢Bes, e qualquer que seja a aplicacdo suave
W = (Wy)rem, de M em AP(E;K), com cada w, restricdo de @, tem-se

p+1

Z (71)J71 Dw$[>(uj)(u17 cee 7“’/,;7 7u1)+1) -

J=1
p+1

= (1 DXy, X, X))y (1) +

J=1

=+ Z (=1 oy (X, XiJags Wiy ooy Wy eee s Ry ey U1 )
<k

Se o fizermos, ficara provado que o segundo membro da primeira igualdade
do enunciado ndo depende da escolha de @, 0 que nos da um elemento bem

18Neste enunciado, como em vérias ocasifes adiante, aparecem expressbes em gue
figuram os elementos de uma certa sucessdo indexada de 1 a n, com a excepgéo de um ou
mais. Uma convencdo que se utiliza com frequéncia e que se revela mais econdmica no
que diz respeito ao comprimento das expressdes escritas, consiste em escrever com um
“7 em cima dos termos que s&o omitidos. Assim, por exemplo, em vez de

Dw:l?(uj)(uh coey Uj—1, Ujg 1y - -y u[)+1)y
podemos escrever

Dty (u;) (Wt v Wy ey Upt )
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definido (dw),, € LP(T,,(M);K), e a0 mesmo tempo ficard demonstrada a
segunda igualdade do enunciadol®. Ora, vem

p+1
DT DX Xy X))y (1) =
=1
p+l ) N
= (—1)j_1 D(E(Xh...,Xj”...,Xp+1))xo(u]') =
J=1
p+l )
= (_1)j_1 Dwm(J(uj)(ula'~'au/j\'7"'aup+1)+
J=1
p+l
Z 1)/ Zwl" (Wis ooy W1 D Xy (U)) W1 -+ Wy oo, Upr1) +
J=1 k<j
p+1
Z 7 lzwlo ulv sy U s Uk — 17DX]<‘_L'()(UJ) Uk415 - 'au[H—I) =
j=1 k>j
p+1 )
= (=177 D@y (wy) (U« 135, ey Upi1) +
j=1
3 ()T () T @ (DX (), a1 10 Upet)

k<j

+ 3 (=1 (1)@ (DX (), 0,0 U - Upi)-
k>j

Trocando no penultimo somatdrio os indices j e k, podemos portanto
escrever

p+1

S DT D@(X s, Xy X))y () =

= (=17 Dwy, () (ua, -6,y Upiy) —
j=1

= (1)@ (DX (1) = DX ()t o 10 U o Upi) =

= (— )'771 Dw,()(uj)(ul,...,u’;,...,upﬂ) —

E j+k — ~ i~
- j Wi X}';Xk}l’mulv“'vuja"'7uk’7"')up+l)|
j<k

0 que estabelece a igualdade pretendida. Resta-nos agora verificar que, para

190 raciocinio aqui é aquele que leva a concluir que, se tivermos duas aplicaces
f:A— Ceg B— C tais que, quaisquer que sejamz € Aey € B, f(z) = g(y), entdo
f e g séo constantes e com um valor constante comum.
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cada zy € M, a aplicacdo multilinear (dw),, € L?(T,,(M); K), definida pela
primeira igualdade do enunciado, pertence mesmo a A?(T,, (M);K). Ora,
considerando o elemento

Dw,, € L(T,,(M); A’(E;K)),
podemos notar p o elemento de P+ (T, (M); K), definido por
p(u17 et 7up+l) = Dwm(](ul)(u27 cet u]H—l)l

elemento esse que é portanto alternado nas Ultimas p variaveis, pelo que,
tendo em conta o lema 11.5.11, concluimos que

(dw)ﬁo = (p + 1) Alt(p)!
em particular (dw),, é alternado.

[11.2.3. Tal como se disse em I11.1.4, ha duas situacBes em que, nas condi¢des
anteriores, o prolongamento @ é Unico, e coincide com o proprio w:
a) A primeira situacdo é aquela em que p = 0; a forma diferencial de grau 0 é
simplesmente uma aplicacdo suave f: M — K e a identidade que nos serviu
para definir dw escreve-se simplesmente

dff(u) = Dfr(u)’

por outras palavras a forma diferencial de grau 1, com valores em K, d f, ndo
é mais do que a forma diferencial D f, referida em 111.1.22.

b) A segunda situacdo é aquela em que, para cada z € M, T,,(M) = E; é 0
que acontece no caso em que M é um aberto de E' ou, mais geralmente, uma
variedade, possivelmente com bordo, com dimensdo em cada ponto igual a
de E. Nesse caso a formula de defini¢do escreve-se simplesmente

8

(dw)z(ury ... uprr) =

pt1 )
= (_1)J_1 Dwx(uj)(ula"'au/]\'w"vuprl)'
=1

F

.

I11.2.4. (Lema) Sejam M C E uma variedade e w = (w;)zeps Uma forma

diferencial suave de grau p, real ou complexa. Existe entdo um aberto U de
E,com M c U, e uma forma diferencial suave & = (J,).cv, de grau p, tal
que w = Wy, (restricdo enquanto forma diferencial, cf. 111.1.12). Além disso,
qualquer que seja & nestas condigdes, tem-se que dw = (dd) -
Dem: Trata-se de um resultado essencialmente trivial, que resulta de notar
que dizer que & é uma forma diferencial sobre um aberto U de F, contendo
M, tal que &y, = w, € 0 mesmo que dizer que J € um prolongamento suave
a U de uma aplicacdo suave @ = (&, )zenr, de M em AP(E;K), tal que cada
w, Seja uma restri¢éo de w,.[]
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O lema anterior permite reduzir de forma trivial a demonstracéo de varias
propriedades da derivagao exterior ao caso em que as formas diferenciais
estdo definidas num aberto de FE, quadro em que é desnecessario
considerar prolongamentos para as formas diferenciais. Como primeiro
exemplo, temos:

[11.2.5. Sejam M C E uma variedade e w = (w,;).epr Uma forma diferencial

suave de grau p, real ou complexa. Tem-se entdo que a forma diferencial dw,
de grau p + 1, é também suave.
Dem: Tendo em conta o resultado anterior, basta demonstrar isto no caso
particular em que M é um aberto de F. Nesse caso, w € simplesmente uma
aplicacdo suave de M em AP(E;K), a partir da qual obtemos uma aplicacéo
suave Dw: M — L(E; AP(E;K)). Compondo Dw com o isomorfismo cand-
nico de L(E;LP(E;K)) sobre LPTY(E;K) e com a aplicagdo linear de
LPYYE;K) em LPTY(E;K), que a cada A associa a aplicagdo multilinear
definida por

p+1

(ula s 7u1)+1) = Z (71)J71 )\(Uj,’Uq, T U/]\‘, 7up+l)1
J=1

obtemos precisamente a forma diferencial dw, 0 que mostra que esta é
suave.[d

I11.2.6. Sejam M C E uma variedade, w = (wy)zenmr € 0 = (04)zen duas
formas diferenciais suaves de grau p, com valores em K e a € K. Tem-se
entdo

dw+o0) =dw+do, d(aw)=adw.

Dem: Como anteriormente, podemos reduzir-nos ao caso em que M é um
aberto de F e nesse caso a demonstragdo é trivial.[]

111.2.7. Sejam M c E e M C E duas variedades e f: M — M uma aplicacéo
suave. Se w = (wy)yen € uma forma diferencial de grau p, sobre M, com
valores em K, tem-se entéo

d(f*w) = f*(dw).
Dem: Comecemos por demonstrar o resultado no caso particular em que M e
M séo abertos de E e de E, respectivamente. Uma vez que
(dw)y(wi, ..., wpp1) = Z (—1)! Dwy(wj)(wi, ..., W, ..., Wps1),
J

podemos escrever
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—~

Jr(dw))e(ur, .. upyr) = (dw) sy (D fo(u), ... ,DJJ,(upH)) =
= Z (_1)j_1 Dwf(x)(Dfx(uj»(Df-r(ul)a LR Dfr(uj)v ceey Dfr(uerl))'

J
Por outro lado,

(A(f*w))au, - uprr) = Y (= D(f* @) () (tr, .y, ey Ups1) =

J

—Z D((frw)(u1, ..., 05, ..., upi1))a(uj),

pelo que, uma vez que

(ffw)e. (u17...7u/';,...,Up+1/)\:

= Wi (Dfe(ur), ..., Dfa(uy), ..., Dfo(upi)),
podemos escrever

(d(f*w))e(ur, s upr) = ~
= Z =17 Dwjio) (D fo(u))(Dfe(wr), ..., Dfuluy), ..., Dfulupe)) +

+Z 1)~ 1wa (Dfe(w), ..., D* fuluj,up), .. ,Df:(u]-),...,DfT(upH))+
J

k<j

+Z (=1)7- 1wa (Dfy(ur) 7Df;\(’ll4j)7...7D2f1-(71,j771,k)7.‘.7Df1-(7lp+1)):

k>j

- Z —1)! Dwi(py (D fur(u ))(Df,(ul),.‘.,Df:(uj),..‘,Dfr(um_l)) +

+Z D72 0 (D? fo (g, u), Dfx(ul),...,Df;zuk),...,Df:(u]-),....,Df,.(upH))+

k<j

+Z D73 0 (D2 fo(ugy wr), Dfo(ur)s oo, Dfo(ws), oo, Do (ug), .., D foupsr))-
k>j
Trocando j com k no ultimo somatoério, e tendo em conta o facto de D2 f, ser
uma aplicagdo bilinear simétrica, constatamos que os dois Ultimos somatorios
sdo simétricos um do outro pelo que, comparando com a férmula para
(f*(dw))y(us, ..., ups1) Obtida acima, temos o resultado demonstrado neste
caso particular. Passemos agora ao caso geral em que M e M sdo variedades
quaisquer. Podemos entdo comecar por considerar um aberto V' de E, com
M C V, e uma forma diferencial suave &, de grau p, sobre V, tal que
w=d/y. Sejam U um aberto de E, com McCU, e f U— E um
prolongamento suave da aplica¢do f. A continuidade de f mostra-nos que, se
necessario substituindo U por um aberto mais pequeno e f pela sua restri¢éo,
pode-se ja supor que }(U) Cc V. O caso particular ja demonstrado
garante-nos que d(f &) = f (do) e basta agora repararmos que, por um
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lado, f*w € a restricdo de f*ui a M (trivial ou, se preferirmos, podemos
reparar que a restricdo € a mesma coisa que a imagem reciproca pela
inclusdo), e portanto, pelo lema 111.2.4, d(f*w) é a restricdo de d(}*d) a
e, por outro lado, dw é a restri¢do de d a M e portanto f*(dw) é a restricdo
de f'(d)a M.O

[11.2.8. Sejam M C E uma variedade e w = (w,).ens Uma forma diferencial
suave de grau p. Tem-se entdo d(dw) = 0.

Dem: Como anteriormente, é suficiente fazer a demonstragdo no caso
particular em que M é um aberto de E. Podemos entdo escrever

(d(dw))l(ul, ceey Up+2) =
pt2

= (=1 D(dw), (u) (ur, .. 1, . upyn) =

’BTK
[

(=) D(dw(ugy .1, -y pyo))e (1))

<.
—

Uma vez que se tem

(dw)p(ur, ..., 05, ..., upy2) =
= Z (=) Dw, (u) (uy, ... 1dp, ... Sy Upr2) +
k<j
= + > (=1F? Dwy(up) (ua, ... 0, 1R,y Up2),
k>

obtemos agora
(d(dw))z(u1, ..., Upsra) =

= Z (=172 D20, (), wp ) (Ut ey URy ey 1Ty ey Upya) +
<

+ Z (=173 D20, (wjy wg) (U, e 1y ey URy ey Upya) = 0,

k>j

visto que os dois somatorios sao simétricos um do outro, como se reconhece
se trocarmos j com & no segundo somatério e repararmos que D*w, é uma
aplicacdo bilinear simétrica.C]

Vamos agora estabelecer uma férmula, do tipo regra de Leibnitz, para a
derivada exterior do produto exterior de duas formas diferenciais.
Comegamos, para isso, com um lema, em que a primeira forma diferencial
tem grau 0, isto é, € uma funcéo.
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111.2.9. (Lema) Sejam M C E uma variedade, w = (w,)eps Uma forma
diferencial suave de grau p, com valores em K, e f: M — K uma aplicacéo
suave. Tem-se entdo, para a forma diferencial suave fw = f A w,

d(fw)=fdw+ (df) Nw.

Dem: Como habitualmente, podemo-nos reduzir ao caso em que M é um
aberto de E. Obtemos entdo

(d(fw))r(ul, 7up+1) =
= Z(—l)J—l D(f w)u(uj)(Uny . 15y e upi1) =

= fI Z (*l)jil Dwx(u]-)(ul, cen ,’UJ/;, ,Up+1) +

j
+ Z (—1)! Dfo(u;) we(wr, ..o, .oy Upy1) =
J

= (fdw)p(ur,..., 0, ..., upy1) + (df Aw)p(Ur, ..o, Wy ooy Upir),

onde, para a interpretacdo do Ultimo somatorio, tivémos em conta a caracteri-
zacdo do produto exterior referida em 11.5.12.1

[11.2.10. Sejam M C FE uma variedade € w = (w;)zenr € 0 = (04)zen duas
formas diferenciais suaves, de graus p e g, respectivamente, com valores em
K. Tem-se entdo

dwAo)=(dw) Ao+ (=1)Pw A (do).

Dem: Mais uma vez, basta demonstrar o resultado no caso particular em que
M é um aberto de E. Fixando uma base wy, ..., w, de E, sabemos que, para
cada z € M, w, € AP(E;K) e o, € A1(E;K) se decompdem nas bases
associadas daqueles espacos:

Wy = Z ww(wjn ) wjp) 5/\]‘1-,-»-,%’

jl<"'<j}1

oy = Z O (Whyy - Why) Epty ke

k‘1<"'<k’q

O que nos interessa da decomposi¢do anterior é saber que existem conjuntos
finitos de indices, A e B, e, paracada « € A e (8 € B, formas diferenciais
constantes \,, de grau p, e ug, de grau ¢ (portanto, trivialmente, com
dX, =0 e dug =0), e aplicagdes suaves f,: M — K e gg: M — K, de
modo que se tenha

w:Zfa)\ou U:;gﬂuﬁ-

Tendo em conta o lema precedente, a propriedade algébrica de +-comutativi-
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dade do produto exterior e a regra de Leibnitz para a derivagdo do produto de
duas fun¢des, podemos agora escrever

d(W/\ 0) = d(z fa gp (/\a A ,U[f) = Zd('f”‘ gﬂ) Ay A g =

a,f a,f

=D fadgs AAa A+ Y gsdfa Ada Aps =

a,f a,f

= (=D (faAa) A(dgs A ps) + Y (dfa AXa) A (g5 1) =

a8 a,f3

= ( - 1)p (Z fa Aa) A (Z dgs N /Lﬁ) + (Z d fo A >\a) A (Z gp .Uﬂ) =
«a 3 «a 5]

=(—1)’wA (do) + (dw) Ao,

donde o resultado.[]

Vamos agora verificar como o operador de diferenciagdo exterior d
intervém na definicdo dos operadores classicos do célculo vectorial. Um
primeiro exemplo disso foi ja apresentado, quando nos referimos em
111.1.23 & defini¢do do gradiente duma funcéo suave, com valores reais.

[11.2.11. Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimensdo
m > 1 que, para simplificar, suporemos suavemente orientada. Dado um
campo vectorial suave X = (X, ).cn, define-se entdo uma aplicacdo suave
div(X): M — R, chamada divergéncia de X, por

div(X) = *(d(x6(X))).20

A razdo por que exigimos que a variedade M estivesse suavemente
orientada foi para podermos utilizar os operadores *. No entanto, uma vez
que estes aparecem duas vezes na definicdo e que eles vém multiplicados
por —1 quando se troca a orientagdo de um espaco euclidiano,
constatamos que, se trocdssemos a orientacdo em todos 0s espacos
vectoriais tangentes, o operador de divergéncia obtido ndo se alterava.
Raciocinando na vizinhanca de cada ponto de M, poderiamos concluir
que a defini¢do da divergéncia é independente da orientacéo suave que se
considera em M e poderia mesmo ser dada para uma variedade que ndo
admitisse nenhuma orientagdo suave (localmente todas as variedades séo
orientaveis). Ndo detalhamos mais estas observagdes para ndo tornar o
texto mais pesado, mas o leitor poderéa facilmente fazé-lo.

20Repare-se que #(X) é uma forma diferencial real suave de grau 1 pelo que *f(X) é
uma forma diferencial suave de grau m — 1, d(x6(X)) é uma forma diferencial suave de
grau m e, finalmente, x(d(x6(X))) é uma forma diferencial suave de grau 0, isto é, uma
aplicagdo suave M — R.
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111.2.12. Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimensdo
m > 1 que, mais uma vez para simplificar, suporemos suavemente orientada.
Se f: M — K é uma aplicagdo suave, define-se o seu laplaciano como sendo
aaplicacdo suave Af: M — K,

Af = *d(xdf).21

Repare-se que, no caso particular em que K =R, tem-se df = 6(grad(f))
pelo que a definicdo anterior pode ser reescrita na forma

Af =div(grad(f)).

[11.2.13. Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimenséo 3
suavemente orientada. Se X = (X, ).ex € um campo vectorial suave sobre
M, define-se o seu rotacional rot(X') como sendo o campo vectorial suave

rot(X) = 6 (xd((X))).22

Vamos agora apresentar formulas alternativas para os operadores
diferenciais que estudamos atras, no caso particular em que a variedade
M é um aberto de E ou, mais geralmente, tem dimensédo igual a de £ em
todos os pontos. Isso permitir-nos-a4, em particular, reconhecer as defi-
nicdes destes operadores, porventura ja encontradas no quadro do Calculo
Vectorial classico. Com frequéncia, o espaco euclidiano E, a que nos
referiremos, serd R™ e a base ortonormada considerada serd a base
candnica. Nesse caso, as derivadas duma fungdo na direccdo dos vectores
da base serdo evidentemente as derivadas parciais usuais.

I11.2.14. Sejam E um espago euclidiano, com uma base ortonormada
wy, ..., Wy, € M C E um aberto ou, mais geralmente, uma variedade com
dimensdo m em cada ponto. Seja f: M — K uma aplica¢do suave. Tem-se
entdo, paracada x € M,

dfo =3 D) 0(wy)

J=1

e, no caso em que K = R,

21Repare-se que df é uma forma diferencial suave de grau 1, com valores em K, pelo que
xd f é uma forma diferencial suave de grau m — 1, d(xd f) é uma forma diferencial suave
de grau m e, finalmente, *d(xdf) é uma forma diferencial de grau 0, isto é, uma
aplicacdo suave M — K.

220 contrario do que sucedia com a divergéncia e o laplaciano, a orientagdo de M é
essencial para a definicdo do rotacional. Repare-se que 6(X) é uma forma diferencial
suave de grau 1, pelo que d(6(X)) é uma forma diferncial suave de grau 2, xd(0(X)) é
uma forma diferencial suave de grau 3 —2 =1 e, finalmente, 1 (xd(6(X))) é um
campo vectorial suave sobre M.
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grad(f), = Y- Dfu(w;)w

Em particular, no caso em que £ =R™ e wy,...,w,, € a base canonica,
podemos escrever, respectivamente,

Z é)x] w;),

of

gred(f). = (@), 5

0y,

().

Dem: Uma vez que a base e ortonormada, sabemos que os 6(w;) s&o 0s
elementos da base de L(FE;K) associada & base wy, ..., w,, de E pelo que,
uma vez que df;(w;) = Df,(w;), a primeira formula é simplesmente um
caso particular de 11.2.5. A segunda férmula resulta da primeira por aplicacéo
do isomorfismo #~! a ambos os membros desta.[]

111.2.15. (Nota) Ainda no caso em que EF =R™ e a base considerada é a
canbnica, é costume wusar as notacbes dxq,...,dx,, em vez de
O(wy),...,0(wy,). Estas notacBes, cujas motivacOes seria longo discutir,
podem ser justificadas no quadro anterior desde que olhemos para cada z;
como sendo a aplicagdo linear que a cada =z € R™ associa a sua componente
de ordem j, visto que o respectivo diferencial dx; é entdo igual, em cada
ponto, a §(w;). Com estas notacbes pode-se portanto escrever a férmula
cléssica

dfy = Z ﬁ(:1:) dx;.

No caso em que m é pequeno usam-se formulacdes particulares como, no
caso de R?,

of 8f of 4

df = 9 dx 6‘ dy + == 92

[11.2.16. Seja £ um espaco euclidiano, com dimensdo m > 1, com uma base
ortonormada wy, ..., w,, € seja M C FE um aberto ou, mais geralmente, uma
variedade com dimensdo m em cada ponto. Seja X = (X, ).eas UM campo
vectorial suave sobre M e sejam f;: M — R as fungOes suaves componentes
de X, definidas por X, =) fj(z)w,. Considerando entdo em M a
orientacdo associada a uma das orientacfes de E, tem-se

div(X ZDfJT w;).
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Em particular, no caso em que E =R™, sendo X, = (f1(z),..., fm(z)),
vem

Dem: Seja €€ {—1,1} a orientacdho da base wi,...,w, de E e
consideremos em M a orientacdo suave correspondente (lembrar que
T,(M) = E, para cada x € M). Uma vez que 0(w,), ..., 0(w,,) é a base de
L(FE;R) associada a base ortonormada wy, ... , w,, de E, vemos que

W) =3 i) #b(uy) =

= ijs (=171 fi(2) Owi) A AO(wj) A -+ A B(wy,),

o~

d(+x0(X)). = zm: e(=1Y 7 df;, AO(wi) A AO(w;) A AO(wy,) =
j=1

=Y e (_I)Hi D fj, (wi) O(wi) A O(wi) A+ A Q(ij) Ao N O(wm) =
=1 k=1
- i e (=17 D, (w;) O(w;) AO(wy) A+ A 9(AwJ‘) A NO(w) =
=1
- iEijx(wj) O(wi) A~ AB(w;) = @m: D, (wp) Vole,
=1

J=1

o0 que implica finalmente que

m

div(X), = #d(+0(X)). = > Dfj,(w;).0

.2.17. Seja ' um espaco euclidiano, com dimensdo m > 1, com uma base

ortonormada wy, ..., wy,, € seja M C E um aberto ou, mais geralmente, uma
variedade com dimensdo m em cada ponto. Seja f: M — K uma aplicagéo
suave. Considerando entdo em M a orientacdo associada a uma das
orientacOes de F, tem-se

Afe = D fo(wjw;).
j=1

Em particular, no caso em que £ = R™, tem-se
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Z ijax]

Dem: No caso em que K = R, o resultado é uma consequéncia imediata de
111.2.14 e de 111.2.16. Para o caso geral, tudo o que temos que fazer é unir as
respectivas demonstracbes e fazer um pequeno curto-circuito: Notemos,
como anteriormente, € € {—1,1} a orienta¢do da base wy, ..., w,,. Uma vez

que df, =Y D f,(w;) 6(w;), obtemos

*xdf, = Zm:Dfx(wj) *0(w;) =
= Zm:s (=)' Dfo(w;) O(wy) A=+ A QE\wj) A AB(wy)

J
donde
d(sdf), =
=3 e (1P DR (g w) 0n) A Own) A A Bg) A A B(uw) =
=1 k=1

m —~

= > e (1 DA (g, w5) Ouwy) A Bwr) A+ A B(uw) A ABuwy) =
=1

m m

= ZSD2f;’:(wj, ’LU]') 9(w1) A AO( wm Z szl wﬂwj) Volg,
— =

m

Af, = xd(xdf), ZDwa wj,w;).0

111.2.18. Seja £ um espaco euclidiano orientado de dimensdo 3, com uma base
ortonormada directa wy,wo,ws, € Seja M C E um aberto ou, mais
geralmente, uma variedade com dimensdo 3 em cada ponto. Seja
X = (X,)zem um campo vectorial suave e sejam fi, fo, f3: M — R as
aplicacGes suaves componentes de X, definidas por

X, = filz)wi + fo(x) we + fa(z) w

Tem-se entdo, para cada x € M,

237 definicdo de derivada de segunda ordem de uma fungdo num ponto costuma por
vezes ser apresentada apenas no caso em que o dominio da fungéo é um conjunto aberto.
E no entanto imediato constatar-se que essa definicdo faz perfeitamente sentido no caso
mais geral em que o dominio é total, no sentido que o espaco vectorial tangente a este em
cada um dos seus pontos é 0 espago todo, visto que isso garante que a primeira derivada é
uma aplicacdo suave com valores num espaco vectorial fixado.
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rot(X), = (Dfs,(w2) — D fa,(w3)) wi + (D fi,(ws) — Dfs,(w1)) wo +
(Df2x(w1) - Dflz(wQ)) ws.

Em particular, no caso em que E = R3, sendo X, = (fi(z), f2(z), f3(z)),
tem-se
Ofs _0fr 0fi Ofs 9fs Ofi

rOt(X):(a—m*a_m’a_m*a_m’a_m*a—xz)'

Dem: Vem
0(Xz) = fi(z) O(wi) + fo(x) 0(w2) + f3(z) O(ws),
pelo que
3
d(9(X)), = ZDfll.(wj) (w;) A B(w,) Zszz w;) O(w;) A O(ws) +

3
+ Z D f3,(w;) 0(w;) A 0(ws3) =

D1, (w2) 8(w2) A O(wr) + D fi,(ws) 0(ws) A 0(wr) +

+ D fa, (w1) 0(w1) A O(ws) + D fa, (w3) 0(w3) A 0(ws) +
+ Dfs,(w1) 0(wr1) A O(ws) + D fz,(wa) 0(wa) A O(w3) =

= (D fo,(w1) — Dfi,(ws)) 0(wr) A O(w2) —

— (Dfi,(w3) = Dfs,(w1)) O(wi) A O(ws) +

= + (D fs,(w2) — Dfa,(w3)) 0(wa) A O(ws)

e daqui resulta a conclusdo pretendida tendo em conta a caracterizacdo do
rotacional em 111.2.13 e o facto de se ter

#(0(w1) A O(ws)) = 89({1,2}) O(ws) = O(ws),

#(0(wr) A O(ws)) = sg({1,3}) O(ws) = —0(w),
*(0(wq) A O(ws)) =59({2,3}) O(wy) = O(wy).00

83. Derivada de Lie duma forma diferencial.

[11.3.1. Sejam M C F uma variedade, X = (X, ).c) Um campo vectorial suave
e &= (& )zenm UM campo tensorial suave de grau p, com valores em K.
Existe entdo um, e um s6, campo tensorial £x (), de grau p e com valores
em K, a que se da o nome de derivada de Lie de £ na direccdo de X, tal que,
qualquer que seja a aplicagio suave & = (€,).car, de M em LP(E;K), com
cada ¢, restrigdo de ¢, se tenha
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L:X(g)x(ulv-"vup) =D CL"(X-T)(Uq’""up) +

b
+ wa(ul, ,uj,l,DXI(uj),ujH,...,up).

Alem disso, se, para cada 1 < j < p, X; = (X, ).car € um campo vectorial
suave sobre M, tem-se

Lx(&)(X1,y..., Xm) =D(E(Xq, ..., X)) (X) —

P
= Xy X (XX, X, X)),
J=1

Dem: A demonstracdo tem o mesmo espirito que a de 111.2.2. Comegamos
por notar que a unicidade de um campo tensorial Lx(&), verificando a
condicdo do enunciado, resulta da existéncia de pelo menos uma aplicagdo
suave &, de M em LP(E;K), tal que cada &, seja uma restriio de €,.
Suponhamos agora que =, € M e que us,...,u, € T,,(M). Podemos entéo
considerar, tal como na demonstragdo referida, campos vectoriais suaves
Xi,..., Xp, com X; = u; e vamos mostrar que, quaisquer que sejam 0s X
nestas condig@es, e qualquer que seja a aplicagdo suave & = (€,),cnr, de M
em L?(E;K), com cada &, restrigio de &, tem-se

)
D¢, (Xu)(u, ... u Z (wiy ..., DXy (uj), ..., up) =

j=1

= D(E(X1, .., Xp))wy (X, ngul,.. (X, X[lags o> Up);

Se o fizermos, ficara provado que o segundo membro da primeira igualdade
do enunciado ndo depende da escolha de &, 0 que nos da um elemento bem
definido Lx(§),, € LP(T,,(M);K), e a0 mesmo tempo ficara demonstrada a
segunda igualdade do enunciado. Ora, vem

D(g(Xl/ s 7XP))TU(X1”U) = D(E(Xh s XP))I(»(X-TU) =

= DE, (X)) (ui, ..., up) +Z§m DX (X)) =

j=1
P
= DE, (Xo)(ur, - up) + Y &, (ur, ..., DX, (Xy) = DXoy(X, ),y up) +
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p

= DEI(J(XI())(UM"'?U’P) + Zgﬂfo(uh et [X7lezn7 7up) +

=

V4
+3 & (e, DXy () ),
=

0 que termina a demonstracdo.

[11.3.2. Tal como se disse em I11.1.4, ha duas situacBes em que, nas condi¢des
anteriores, o prolongamento £ é dnico, e coincide com o préprio &:
a) A primeira situagdo é aquela em que p = 0; o campo tensorial de grau 0 é
simplesmente uma aplicacdo suave f: M — K e a identidade que nos serviu
para definir £x (&) escreve-se simplesmente

por outras palavras, a derivada de Lie de f na direccdo de X ndo é mais do
que a derivada usual de f, aplicada a X.

b) A segunda situacéo é aquela em que, paracada x € M, T,(M)=FE; éo
que acontece no caso em que M é um aberto de F ou, mais geralmente, uma
variedade, possivelmente com bordo, com dimensdo em cada ponto igual a
de E. Nesse caso a formula de definicdo escreve-se simplesmente

CX(&)(uh“'vup) Dgr( )(ul, '7up)+

+ fo Uy oo 7’U,];17DXI(’U,J‘),UJ+1,...,up).

111.3.3. (Lema) Sejam M C E uma variedade, £ = (&;)ep Um campo tensorial
suave de grau p, com valores em K, e X = (X;),ean um campo vectorial
suave. Existe entdo um aberto U de E, com M C U, um campo tensorial
suave de grau p, com valores em K, €= (£,)ser, © UM campo Vectorial
suave, X = (X,),cv, tais que £ = 5/\[ (restrigdo enquanto campo tensorial,
cf. 11.1.12) e X = X/U Além disso, quaisquer que sejam 5 e X nestas
condicdes, tem-se que Lx(§) = L (5)/M.

Dem: A justificagdo, que é trivial, ¢ a mesma que a dada para o resultado
correspondente, para a derivacao exterior, 111.2.4.07

O lema anterior permite reduzir de forma trivial a demonstracéo de varias
propriedades da derivagdo de Lie ao caso em que 0s campos tensoriais e
0s campos vectoriais estdo definidos num aberto de F, quadro em que é
desnecessario considerar prolongamentos para estes. Como primeiro
exemplo, temos:

I11.3.4. Sejam M C E uma variedade, £ = (£;)zea UM campo tensorial suave
de grau p, com valores em K, e X = (X,),ean um campo vectorial suave.
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Tem-se entdo que a derivada de Lie £x (&) € um campo tensorial suave.
Dem: Tendo em conta o resultado anterior, basta fazer a demonstracdo no
caso particular em que M é um aberto de E. Nesse caso, temos uma
aplicacéo suave D&: M — L(FE; LP(E;K)) pelo que DE(X) é uma aplicacéo
suave de M em LP(E;K), e ficamos reduzidos a provar que, para cada j, é
suave a aplicacdo de M em L?(E;XK), que a cada « € M associa a aplicacéo
multilinear definida por (ui,...,u,) — & (u1,..., DXy (u;), ..., up). Ora,
isso € uma consequéncia da suavidade das aplicacdes de M em LP(F;K) e
em L(F;FE), que a x associam &, e DX, respectivamente, se repararmos
que tem lugar uma aplicacéo bilinear de L?(F;K) x L(E; E) em L*(E;K),
que a (n, \) associa a aplicagdo multilinear definida por

(ut, ..., up) = nlu, ..., A(y), ..., uy).0

I11.3.5. Sejam M C E uma variedade, X = (X,)zenms € Y = (Y,),en dois
campos vectoriais suaves, &= (&)zemr © 1= (My)zem doOiS campos
tensoriais suaves de grau p, com valoresem K, a € R e b € K. Tem-se entdo

Lxiv(§) =Lx(E) +Ly(E), Lax(§) =aLlx(§),
Lx(E+n) =Lx(&)+Lx(n), Lx(E) =0bLx(E).

Dem: Trata-se de uma consequéncia imediata da defini¢do.[]

Se em 111.3.5 substituirmos as constantes a e b por fungdes suaves,
obtemos o seguinte resultado:

I11.3.6. Sejam M C E uma variedade, X = (X, ).cn Um campo vectorial suave

e &€= (& )zenm UM campo tensorial suave de grau p, com valores em K.
Sejam f: M — R e g: M — K duas aplica¢des suaves. Tem-se entdo

Lyx(E)alur, ... up) = f2) Lx(§)a(ur, .. up) +
+ Dfl‘(“’j)f]?(“l?"'7u]'*17X.7?3u’]‘+13"'3“]))!
j=1

Lx(9)e(ur, ... up) = g(z) Lx(§)a(ur, ..., up) + Dgp(Xy) (v, ..., up).

Dem: Reduzindo-nos, como anteriormente, ao caso particular em que M é
um aberto de F, temos em ambos 0s casos de uma consequéncia imediata da
definicdo, por aplicacdo da regra de Leibnitz para a derivagdo de um
produto.

A segunda férmula no resultado anterior pode ser generalizada numa
férmula para a derivada de Lie de um produto tensorial de campos
tensoriais:
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I11.3.7. Sejam M C E uma variedade, X = (X, ).en Um campo vectorial suave

e & = (& )wem €M = (n:)zen dois campos vectoriais suaves de graus p e g,
com valores em K. Tem-se entdo

Lx(E®n)=Lx()@n+E{@Lx(n).

Dem: Como anteriormente, basta considerarmos o caso particular em que M
€ um aberto de E. Tem-se entéo

ﬁx({ ® n)z(ulv 7u17+q) = D({ ® n)z(Xm)(uh 7up+r1) +
pta
+ Zgr ® nx(ul» »DXx(uj)v oo 7up+q) =
=1

=
= DENXe) @ ma(un, -y tpig) 4 & © Dip (X ) (un, -y tpig) +

p
+ Z{x(ul,...,DXx(uj),... cUp) N (Ups1s ooy Upg) +
=

ptaq
+ Z gw(uh cee 7up) 77(“p+17 teey DXJ(u/)v 7up+(1) =
J=p+1
= D& Xa) (un, -y up) M (Upgrs s Uprg) +
+ & (un, -y up) DNy (Xa) (Upt1s -5 Upg) +

P
—+ ng(ul, ,DXT(Ul), ,Up) nx(um_l, ,Up+q) +
=1

ptq
+ Z Eo(wr, ooy up) N(Upta, ..o, DXp(u)), ... Upsg) =
J=p+1
= »CX(f)x(ul, cee 7up) 77m(”p+17 oo 7up+q) +
+ fz(Uh e 7u17) EX(U)?C(“’HM e 7uP+Q) =
= (‘CX(@VL QN+ & ® L:X(n)w)(ulv s 7up+t1)v

donde o resultado.1

111.3.8. Sejam M C E uma variedade, X = (X, ).cn Um campo vectorial suave
e &€= (& )zenm UM campo tensorial suave de grau p, com valores em K.
Tem-se entdo:

a) Para cada permutacéo o € &, Lx(5(€)) = (Lx(&));

b) Lx(AIt((€)) = Alt(Lx(€));

c) Em particular, se £ € uma forma diferencial de grau p, com valores em K,
também Lx (&) é uma forma diferencial.

Dem: Como anteriormente, basta considerarmos o caso particular em que M
€ um aberto de £. Notando v; = u;), vem
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Lx(6(8)s(ur,...,up) = Do(€)(Xy) (ua, ..., up) +

Z&(g,)(ul, ey U]'_l, DXI(UJ), uj+1; N ,up) =

J=1

+

= D@ (&) (w1, .5 up))e(Xe) +
P
> Ealtioq, - Us(o1()-1)y DX (Uo(om1(); Uolo-1(G)+1)s - Uoly) =
=1
= DE(v1, ..., 0p)o(Xy) +
P
+ Z EI(’UI, <oy Ug1(j) =15 DXx(’UU—l(]')), Vo-1(4) 419 - - - ,Up) =
=1
= D&(v1, ..., 0p)o(Xy) +
P
+ Zgz(vlu coey Uk DXz(vk)u Vk+1s -+ 7Up) =
=1

= 'CX(g)-T/(vh 7Up) = E(EX(S)T)(UM 7“[7)1

0 que prova a). A alinea b) resulta de a), tendo em conta a definicdo do
operador Alt de antissimetrizagdo, e a alinea c) ¢ uma consequéncia simples
de b).CJ

[11.3.9. Sejam M C E uma variedade, X = (X, ).cn Um campo vectorial suave

e w=(wy)zem € p = (pz)zenm duas formas diferenciais suaves de grau p,
com valores em K. Tem-se entdo

Lx(wAp)=Lx(w)Ap+wA Lx(p).

Dem: Trata-se de uma consequéncia de 111.3.7 e da alinea b) de 111.3.9, tendo
em conta a formula

!
wAp= MAIt(w/\p).D

plq!

111.3.10. Sejam M C E e M C F duas variedades e f: 1/ — M uma aplicagdo
suave. Sejam X = (X,),.; € Y = (Y})yen dois campos vectoriais suaves
f-relacionados, isto &, tais que, para cada z € M, Y@ = Dfe(X,). Para
cada campo tensorial suave de grau p, & = (&,)yen, com valores em K,

tem-se entdo
[ Ly (§) = Lx(f*E).

Dem: Seja £ = (Ey)yeM uma aplicacdo suave de M em LP(F;K) tal que
cada &, seja uma restrigéo de Zy. Sejam U um aberto de E, contendo M, e

f+U — E um prolongamento suave de f. Uma vez que tem lugar uma
aplicacdo suave de M em L(E;E), que a = associa Df,, podemos
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considerar uma aplicagdo suave de M em L?(E; K),
€= (DT; Zf( )167\[ (§f (D?I X X D?z))xeﬂ?'

tendo-se, € claro, que cada (f*¢), = D f; () € uma restricdo de (f*¢),.
Podemos portanto escrever, tendo em conta a formula

(f f) (u17"'7u;u) :Ef(x)(DTx(ul)v"'7D7;r,(up))l

Lx(f alur, ... up) = D(f*E)a(Xa)(ua, ... up) +
+ zp: (FE)alus, .., DXp(w), ..., uy) =
= D) (Dfo(Xo))(Dfo(wr), .., Dfoluy)) +
+ izp;Zf($)(Df$(u1),... D f o (Xayug), .o, Df o (up) +

+ > & (DF(wr), o, DFL(DXu(uy), ..., Dfo(wy)):

Uma vez que Yy, = Df.(X,) = Df.(X,), e portanto, por derivagdo de
ambos os membros,

DY) (Dfs(uj)) = D*fo(uj, Xo) + Df (D Xo(w)),

obtemos, a partir da féormula anterior, e tendo em conta a simetria da
aplicagdo bilinear D?f

Lx (f*g) (u17"'7 ) fo ( )(th(ul) anlf(up))_'_
+ D & (Dfe(w), o, DYya)(Dfa(wy)), -, Dfuluy)) =
J=1

= EY(f)f(‘r)(Dfx(ul)v7Dfx(u17>> = (f*‘CY(f)):r(ula 7up)1

0 que termina a demonstracdo.

A propriedade que apresentamos em seguida estuda o que se passa quando
aplicamos sucessivamente dois operadores de derivacao de Lie.

[11.3.11. Sejam M C E uma variedade e X = (X, ),enr € Y = (Y2 )zenr dois
campos vectoriais suaves. Se £ = (£;).em € um campo tensorial suave de
grau p, com valores em K, tem-se

Lx(Ly(§)) — Ly (Lx(&)) = Lixy)(§).
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Dem: Tendo em conta o lema 111.3.3, podemos j& supor que M é um aberto

de E. Tem-se entdo
Ly (&) (u,...,up) = DEY)(u1,...,up) +

+) &(ur,.., DY (u)), ... up),
j=1

pelo que

Ex(ﬁy(ﬁ))(ul,...,u ) =D(Ly () (w1, ..., up))(X) +
—|—Z£y (u1,..., DX (ug),...,up) =

7D2§(X Y)(ut, ..., up) + DEDY (X)) (ug, ... up) +
+ZD€ ul? 7 (U]'),...,up)+f(u1,...,D2Y(X,U]‘),...
+ZD§ (wiy..o, DX (ug), ... up) +

+ ) &(ur, ..., DY (u)), ..., DX (w), ..., up) +

j<k

+ iaul,... , DY (DX (ug)), - .-, up) +

+Y &(ur, ., DX(w), .., DY (uy), .., up).

>k

s Up) +

Trocando X com Y na formula anterior e subtraindo daquela a formula assim

obtida, vem, tendo em conta a simetria da aplicacdo bilinear D¢,

Lx(Ly (€))(ur, - up) — Ly (Lx(§))(ua, - up) =
= Dé(DY( )= DX(Y))(ur, -, up) +

+Z§(u1 ,D*Y (X, uj) — D*X (Y, uj), ..., u,) +

+ Z{(ul, .., DY(DX (u1)) — DX (DY (ug)), ..., up) =

= Df([X YD) (ut, ... up) +

+ Z{(ul , D*Y (X, u;) — D*X(Y,u;) + DY (DX (u;j)) — DX (DY (u)),...

Mas, por derivagdo de ambos os membros da identidade
[X,Y]=DY(X)—- DX(Y),

obtemos

JUp).
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D[X,Y]|(uj) = D*Y (uj, X) + DY (DX (u;)) — D*X(u;,Y) — DX(DY (u;)),

0 que, substituido na dltima férmula e tendo em conta a simetria das aplica-
cGes bilineares D> X e D*Y, da

Lx(Ly () (uwi,... up) = Ly (Lx(O)(w, ... up) =
= DE([X, Y)) (un, ... up) + Zg(ul,... , D[X,Y](u), ..., u,) =

= K[X,Y] (f)(uh e 7Up)-|:|

.3.12. (Corolario) Em particular, tomando para £ um campo tensorial de grau
0, vemos que, se f: M — K é uma aplicacdo suave, entdo

Df([X.Y]) = D(Df(Y))(X) = D(Df(X))(Y).

E cléssico utilizar a notagdo X - f para D f(X), pelo que a formula anterior é
entdo escrita do seguinte modo:

(X, Y] f=X-(V-f)-Y-(X-f)

111.3.13. Sejam M C E uma variedade, X = (X,).eps UM campo vectorial

suave e £ = (&;)zem UM campo tensorial suave de grau p > 1 e com valores
em K. Tem entdo lugar um campo tensorial suave de grau p — 1

intx (&) = (intx, (&))zenm,

onde intXT(fz)(ul, . ,Upfl) = fz(Xx, ULy ey up,1>.

Dem: Seja & = (£,).car Uma aplicagdo suave de M em LP(E;K), tal que
cada &, seja uma restricio de &,. Considerando a aplicagio bilinear de
LP(E;K) x E em LP"Y(E;K), que a (A, w) associa int,(\), vemos que vai
ter lugar uma aplicagdo suave de M em L’ !(E;K), que a z associa
intx (&,), sendo trivial que cada intx (&,) é uma restrigdo de inty_ (¢,).00

111.3.14. Sejam M C E uma variedade, X = (X,)sem € Y = (Y3)zemr CamMpos

vectoriais suaves e £ = (&;)zep Um campo tensorial suave de grau p > 1 e
com valores em K. Tem-se entdo

Lx(inty (£)) — inty (Lx(&)) = intx y(&).

Dem: Como usualmente, podemos ja supor que M é um aberto de £. Uma
Vez que

(lnty(g))l(ul, ey up—l) = fm(Yr,Ul, ,up_l),

obtemos
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Lx (inty(g)) (w1, ... up_1) = D(inty (€)(us, ..., up_1))a(Xy) +

+Zlnty U17...,DX$(UJ')7...,UP,1):

=D& (X)) (Yo, ur, .oy upo1) + & (DY (Xe), wa,y oy upor) +
p—1

+ Zfz(yw,ul,.,.,DXx(u]'),.n,Up—l) =
J=1

— (DY, (X,) = DX, (Vi) syt 1)+ DE(X) (Yot ooty 1) +
p—1
+§.’L‘(DX_L-(Y1-),U1,-- upl —I—Z@(Ymul,...,DXI(uj),...,up,l):
7=1
=&(X, Yo, yun, o tpa1) F Lx () (Yo, v,y upe1) =
In'[[Xy (51)(u1,...,up,1)+intyl_(ﬁx(f)x)(ul,...,up,l),

donde o resultado

Nos resultados anteriores a derivada de Lie foi aplicada a um campo
tensorial suave arbitrario, que pode evidentemente ser, em particular, uma
forma diferencial. Nos trés resultados que se seguem, o primeiro dos quais
é simplesmente uma reformulagdo de 111.3.6, ja é essencial termos uma
forma diferencial.

[11.3.15. Sejam M C E uma variedade, X = (X,).ens UM campo vectorial
suave, w = (w;)zep Uma forma diferencial suave de grau p > 1 e com
valoresem K e f: M — R uma aplicacdo suave. Tem-se entdo

Lix(w) = fLx(w)+df Nintx(w).
Dem: Tendo em conta a primeira formula de 111.3.6, vem
Lrx(w)e (u17--'7up)_f( ) Lx(w)e(ury ... up) +
JrZDfI Uj) wy(ur, o1, Xoy Ui, -, Up) =
= f(z )EX( Ja (Ui, oy up) +
+Z YD fo(ug) intx (wo ) (Un, oy Ujo1, U1y -y Up) =

= f(x )EX( Vo (Ut ... up) +dfs Ainty, (wy)(u, ..., up).0

[11.3.16. Sejam M C E uma variedade, X = (X,),ens UM campo vectorial
suave e w = (wy)zen Uma forma diferencial suave de grau p > 1, com
valores em K. Tem-se entdo
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inty(dw) + dintx(w) = Lx(w).
Dem: Podemos ja supor que M é um aberto de E. Tem-se entdo
inty (w)a(ut, ..., 05, .. up) = wWe(Xpy Uty .oy U, . en,y Uyp),

pelo que

dinty (W), (ua, ..., up) = ¥ _ (1) D(intx (W) () (ur, ..., 15, ... uy) =
j=1

»
= Z (=1)7 (Dw (u)) Xy ity oy 85, -y Up) + W (DX (w)), Uty ooy W, -y Up)) =
=1

= —(dw)z( Xz, u1, ..., up) + Dwe(Xo) (w1, ..., up) +
+ iw,(ul, o DX (uy), . up) =
=1
= —in]tX(dw),(ul, v tp) + Lx(W)p(u, ... up),
donde o resultado.[]

111.3.17. (Nota) No resultado anterior exigimos que o grau p da forma dife-
rencial w fosse maior ou igual a 1, sem o que inty(w) ndo fazia sentido. E no
entanto imediato constatar que, no caso em que temos uma forma diferencial
de grau 0, isto é, uma aplicagdo suave f: M — K, tem-se

intx(df) = Lx(f),

pelo que tudo se passa como se o resultado anterior fosse ainda valido para as
formas diferenciais de grau 0 desde que, para uma tal forma diferencial, se
defina intx(w) = 0.

111.3.18. Sejam M C E uma variedade, X = (X,).eps UM campo vectorial
suave e w = (w;)zenr Uma forma diferencial suave de grau p, com valores
em K. Tem-se entdo

dﬁx(w) = KX(dw) =d intX(dw).
Dem: No caso em que p > 1, sai, tendo em conta I11.3.16 e 111.2.8,
dﬁx<w) = d(lntX(dw) +d intx(w)) =d intx(dw) =
= dintx(dw) + intx(ddw) = Lx(dw).

O caso p = 0 é anélogo, tendo em conta a formula trivial referida na nota
anterior,

dLx(f) = dintx(df) = dintx(df) + intx (ddf) = Lx(df).0
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84. Integral duma forma diferencial.

I11.4.1. Sejam E um espaco vectorial de dimens&o finita, munido de um produto
interno, e M C E uma variedade de dimensdo m, suavemente orientada24.
Seja w = (w,)zem UmMa forma diferencial suave de grau m, com valores em
K. Tem entdo lugar uma aplicacdo suave f: M — K, definida por f(z) = *
w, (cf. 111.1.25), ou seja, por

w, = f(x) Vol,,

onde Vol, € A™(T,(M);R) é o elemento de volume do espago euclidiano
orientado T, (M ). Dizemos entéo que a forma diferencial w é integravel se a
aplicacdo suave f: M — K for integravel, relativamente & medida py,
(associada a M como subvariedade do espaco euclidiano E), e, nesse caso,
define-se o integral de w, [,,w ou, simplesmente, [w, como sendo o
elemento de K

| o= [ r@duu)
M M

Mais geralmente, se A C M é um boreliano, diz-se que w é integravel sobre
A se aaplicacdo f for integravel sobre A e, nesse caso, define-se

/sz/Af(@dﬂM(fﬂ)-

I11.4.2. Nas condicBes anteriores, se trocarmos a orientacdo de M, o elemento de
volume vem multiplicado por —1 pelo que o facto de w ser ou ndo integravel
ndo muda e o integral de w, quando esta forma diferencial for integravel, vem
multiplicado por —1.

111.4.3. Dadas as variedades de dimensdo m, M Cc E e M C E, suavemente
orientadas, diz-se que um difeomorfismo ¢: M — M conserva (resp.
inverte) as orientacdes se, para cada x € M, o isomorfismo

D, Ty (M) — Ty (M)

conserva (resp. inverte) as orientagdes.

24veremos adiante que esta definigdo ndo depende do produto interno que se considera
em E, pelo que ela fara sentido no quadro de uma subvariedade suavemente orientada de
um espaco vectorial de dimens&o finita, ndo forgosamente dotado a priori de um produto
interno.

25Repare-se que s6 se define o integral de uma forma diferencial cujo grau seja igual a
dimensdo da variedade.
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I11.4.4. Sejam E e E espagos euclidianos, M/ ¢ E e M C E duas variedades de
dimens&o m, suavemente orientadas, e : M — M um difeomorfismo que
conserve as orientacdes ou inverta as orientacBes e notemos € =1 no
primeiro caso e ¢=—1 no segundo. Seja w = (w,)zens UmMa forma
diferencial suave com valores em K. Tem-se entdo que a forma diferencial
suave o*w sobre M é integravel se, e s6 se, w o for e, nesse caso,

/ @*wzs/ w.
M M

Mais geralmente, se A C N7 é um boreliano e A = ¢(A), ¢*w é integravel
sobre A se, e s6 se, w for integravel sobre A e, nesse caso,

/(p*w:zs/w.ze
a A

Dem: Tendo em conta I11.4.2, podemos j& supor que o difeomorfismo ¢ con-
serva as orientacfes. Reparemos agora que, sendo f: M — K a aplicagdo
suave definida por w, = f(y) Vol,, vai-se ter, tendo em conta 11.8.7,

(P'w)e = Do (W) = flp(2) Doy (Volyw) = f(p() epp) Vola-

Concluimos portanto que a aplicagdo de 1/ em K associada a o*w esta defi-
nida por = — cpy(,) f(@(z)), sendo portanto uma aplicagéo suave que, de
acordo com 1.3.5, vai ser integravel, relativamente a medida s 5, se, e SO se,
isso acontecer a f, relativamente a medida p,/, tendo-se, nesse caso,

/A . Prw= Afjf(so(ﬂﬁ))CDm) dpy(z) = /A If(y) dun(y) = /J\ S

Tendo em conta o facto de o integral de uma funcdo sobre um subconjunto
boreliano ser igual ao integral sobre o espa¢o todo do produto desta pela
funcdo caracteristica do boreliano, o argumento anterior implica também a
afirmacdo sobre os integrais em subconjuntos borelianos.[]

I11.4.5. (Corolario) Sejam E um espago vectorial de dimenséo finita, sobre o
qual consideramos dois produtos internos, e M C E uma variedade de
dimensdo m suavemente orientada. Se w = (w,).cnr € uma forma diferencial
suave de grau m, com valores em K, w € integravel relativamente a um dos
produtos internos se, e s6 se, o for relativamente ao outro e entdo o integral é
0 mesmo nos dois casos. Podemos assim falar de formas diferenciais
integraveis e do integral de uma tal forma diferencial mesmo no caso em que
0 espago ambiente ndo estd munido a priori de nenhum produto interno.

26Doravante, e com o objectivo de nio tornar os enunciados pesados, ndo enunciaremos
explicitamente os resultados envolvendo os integrais de formas diferenciais sobre
subconjuntos borelianos, quando for claro que estes sdo generalizagdes imediatas dos
resultados correspondentes para os integrais sobre toda a variedade.
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Dem: Basta aplicar o resultado anterior a aplicacdo identidade de M,
considerando no dominio um dos produtos internos e no espaco de chegada o
outro.]

I11.4.6. Seja M C E uma variedade de dimensdo m suavemente orientada.
Dadas as formas diferenciais integraveis de grau m, reais ou complexas,
w= (wy)zem € 0 = (04)zem € 0 escalar a € K, tem-se que w + o e aw S&0

integraveis e
/w—l—U:/w—l—/U, /aw:a/w.
M M M M M

Dem: Trata-se de uma consequéncia imediata da correspondente propriedade
para o integral de uma fung&o relativamente a uma medida.[]

I11.4.7. Seja M C E uma variedade de dimensdo m suavemente orientada. Seja

w = (wy)zenm Uma forma diferencial suave de grau m, com valores em K, e
de suporte compacto, isto €, tal que exista um conjunto compacto K C M tal
que w, = 0, para cada = ¢ K. Tem-se entdo que w € integravel.
Repare-se que a condicdo de a forma diferencial w ter suporte compacto
encontra-se trivialmente verificada sempre que a variedade M for compacta.
Dem: Sendo f: M — K a aplicagdo continua definida por f(z) = *w,,
tem-se evidentemente que f é nula fora de K. Uma vez que a funcgdo
continua, que a x associa |f(x)|, admite um maximo b sobre K e que
un (K) < +oo, concluimos agora que

/ (@) dpar () = / (@) dyoay () < bjuas(K) < +oo,
M K

0 que mostra que f, e portanto w, € integravel..d

8§5. Teorema de Stokes.

Vamos comegar por examinar o modo como uma orientacdo numa
variedade induz uma orientagdo no seu bordo de indice 1.

I11.5.1. Seja M C E uma variedade de dimens&o m. Para cada = no bordo de
indice 1, 0y (M), tem-se entéo que T,(0;(M)) é um hiperplano de T,.(M) e
0s semi-espacos abertos correspondentes (cf. 11.7.26) sdo o conjunto
T,.(M)\ t,(M) dos vectores que sdo tangentes, mas ndo estritamente tan-
gentes a M em x e o conjunto t, (M) \ T,(0:(M)) dos vectores que séo
estritamente tangentes a M no ponto x, mas ndo séo tangentes a d;(M)
nesse ponto.

Dem: Sejam U um aberto de R™! x [0, +o0], com 0 € U, V um aberto de
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M, com z €V, e o:U — V um difeomorfismo com ¢(0) = x. Tem-se
entdlo que a restricio de ¢ é um difeomorfismo de
UnN(R™ 1 x{0})=0,(U) sobre VNd (M) =8 (V), pelo que Dy vai
ser um isomorfismo de R™ sobre T, (M), aplicando R™~! x [0, +oo[ sobre
t.(M) e R™! x {0} sobre T,(0;(M)). Uma vez que R™ ! x {0} é um
hiperplano de R™, com os semi-espagos abertos R™~! x ]0,+oo[ €
R™ ! x |00, 0] (cf., por exemplo, 11.7.27), concluimos imediatamente que
T,(01(M)) é um hiperplano de T ,(M ), tendo como semi-espagos abertos

Dgy(R™! x 10, +00[) = t,(M) \ T:(d1(M)),
Dy (R™! x ]—00,0[) = Tp(M) \ t,(M).O

I11.5.2. Nas condig¢des anteriores, vamos chamar orientagdo transversa candnica
de T,.(1(M)) em T,(M) (cf. 11.7.26) aquela cujo semi-espago positivo é
T,.(M) \ t.(M) (o conjunto dos vectores tangentes que apontam para fora).

I11.5.3. Seja M C E uma variedade de dimensdo m suavemente orientada.
Chama-se entdo orientacdo induzida da variedade 0,(M), de dimensédo
m — 1, a definida pela condi¢do de, para cada = € (M), o hiperplano
T.(01(M)) de T,,(M) ter a orientacdo induzida pela orientacdo de 7, (M) e
pela orientacéo transversa canonica de T, (0, (M)) em T, (M) (cf. 11.7.28).
Por outras palavras, para cada base w,...,w,_; de T,(9;(M)) e cada
vector w € T, (M) \ t,(M), a base w, wy, ..., w,_1 de T,(M) tem a mesma
orientacdo que a base wy, ..., wy,—1 de T,,(01(M)).

E a orientagdo induzida a que se considera sempre, salvo aviso em contrario,
sobre o bordo de indice 1 de uma variedade suavemente orientada.

111.5.4. Sejam M C E e M C E duas variedades de dimensdo m suavemente
orientadas e o: M — M um difeomorfismo que conserva (resp. inverte) as
orientaces. Tem-se entdo que o difeomorfismo restricdo, de 9, (M) sobre
01 (M), também conserva (resp. inverte) as orientagdes.

Dem: Para cada = € 8;(NM) podemos fixar w € T,(M) \ t,(M), tendo-se
entdo Dy, (w) € Ty (M) \ t,)(M); dada uma base wy,...,wy1 de

~

T.(0(M)), tem-se que
D(@ o, i) ) T (01(M)) = Ty (01(M))

conserva as orientagdes se, e sO se, as bases wy, ..., w,,_1, de Tw(ﬁl(JV[)), e
Do, (w1),..., Do, (wp-1), de T, (01(M)), tiverem a mesma orientagéo,
ou seja, se, € s6 se, as bases w,ws,...,wy,_1, de Tw(ﬂ), e
Dy, (w), Do, (w1), ..., Doy (wy,-1), de T,,) (M), tiverem a mesma
orientacdo, isto &, se, e sO se, wa:TJ;(M) — Ty (M) conservar as
orientagGes.[]

.55 Seja M C E uma variedade de dimensdo m suavemente orientada.
Tem-se entdo que a orientagdo induzida em 9, (M) é também suave.
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Dem: Seja zy € 9y(M) arbitrario. Sejam U um aberto de R x [0, +o0],
com 0€U, V um aberto de M, comzyeV, e o:U —V um
difeomorfismo com ¢(0) = zo. Tem-se entdo que a restricdo de ¢ é um
difeomorfismo de U N (R™! x {0}) = 8,(U) sobre V N, (M) = 9,(V),
pelo que Dy, vai ser um isomorfismo de R™ sobre T, (M), aplicando
R™1 x [0, +00[ sobre t, (M) e R™! x {0} sobre T, (8:(M)). Sendo
e1,...,e, @ base canbnica de R™, tem-se que, para cada
yeUN R x{0}), —en € T,(U) \ t,(U), portanto

Dyy(—em) € Ty (M) \ tyg,) (M).

Podemos entdo considerar os campos vectoriais suaves sobre V', que a cada x
associam Do,-1(,)(ej), 0S quais vao constituir para cada x uma base de
T, (M) pelo que, se necessario substituindo V' por um aberto mais pequeno
contendo ainda x, e ¢ por uma sua restricdo, podemos j& supor que, ou para
todo 0 z € V a base

Dw¢—1<w) (—em), Dw¢—1<w) (61), ceey D(pp—l(l)(em,ﬂ

de T, (M) é directa, ou para todo o « € V aquela base é retrograda, o que
implica que, ou paracadax € V N 9, (M) a base

D@@*I(z)(el)v ceey D(pyﬂfl(z)(em_l)

de T,(0:(M)) é directa, ou para cada = € V N &,(M) aquela base é retro-
grada.d

Estamos agora em condi¢Bes de enunciar, como lema, uma primeira
versdo particular do teorema de Stokes, em que a variedade considerada é
um produto de intervalos.

[11.5.6. (Lema) Sejam m >1 e, para cada 1 < j <m, a; < b; dois reais e
consideremos a variedade compacta de dimenséo m,

M = H [a]-,bj],

sobre a qual se toma a orientagdo constante, correspondente & orientacdo
candnica de R™ (reparar que se tem 7, (M) =R™, para cada « € M). Se
w = (wy)zem € uma forma diferencial suave de grau m — 1, com valores em
K, tem-se entdo que
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/ dw = / woron) 7
M (M)

Dem: Paracada 1 < j < m, notemos

M; = ay, bi[ x -+ X Jaj1,b51[ x {a;} X Jaji1, b1 X -+ X Jam, by,
M]/ = ]a1,b1[ X oo X }ajfl,bjfl[ X {b]} X ]a]‘+17bj+1[ X e X ]am,bm[,

e reparemos que 0;(M) € a unido disjunta das subvariedades abertas )/; e
M. Notemos que num ponto de M; o vector —e; € tangente mas néo
estritamente tangente a M e que num ponto de 17 isso acontece ao vector e;.
Considerando o aberto A; de R™~!, definido por

A]’ = ]al,bl[ X oo X ]a]-_l,bj_l[ X ]aj+1,bj+1[ X +ee X ]am,bm[,

com a orientagdo candnica de R™~!, podemos considerar os difeomorfismos
@j: Aj — Mje o) Aj — Mj, definidos por

(pj(l'l, ey L1y, Ljg1y - - ,xm) = (1’1, cee sy Lj—1, Ay Tjq1y - - - ,xm),
(p;(l‘l, ey Lj—1, Ljgly .- ,$m) = (1‘1, sy L1, bj, Ljtlyee- ,I’m),

e, reparando que tanto Dy;(z) como D¢’(x) aplicam a base candnica de
R™temey,..., €j-1,€j+1,--- , €m, CONStatamos, tendo em conta a definicéo
da orientagdo induzida no bordo de indice 1 de M, que, se j é impar, ¢,
inverte as orientagdes e ; conserva as orientagdes e, se j € par, ; conserva
as orientagdes e <pj’ inverte as orientagdes (para ¢; temos que ver o que
acontece ao sinal da base —ej,eq,...,ej_1,€j41,...,€, € para <p} 0 que
acontece ao sinal da base e;, e1,...,ej_1,€j41,...,en). Reparemos tambem
que, para os elementos &x1._k—14+1...m da base associada de A"~ H(R™; K),
tem-se

i (€nL, 1k, .m) = P; AL k-1kr1.m) (€1, -, em1) Volgn1 =
=&t =Lt m (€1 oy €51, €51, - €) VOlgm1 = 61, Volgm

e, do mesmo modo,
*
©F (A, k11, m) = ik VOlgn-t.

Podemos agora escrever

27Repare-se que a forma diferencial dw é automaticamente integravel, por ser suave e M
ser compacta, mas o0 mesmo ndo se poderia dizer a priori sobre a forma diferencial
w/a,(ary, Visto que a variedade 9y (M) n&o € em geral compacta. O facto de esta Ultima
forma ser integravel é parte da conclusdo do lema.
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m

Wy = Z (@) Enty k=141, o

k=1
onde as aplica¢des suaves fi.: M — K estdo definidas por
(@) =wp(ery ..y r1s€htly- s m),
€ 0 que vimos atras permite-nos entao escrever
(@iw)s = i(is(@) Volgn,  (0}'w)s = f(2()) Vol

Por diferenciacdo exterior, obtemos

m

(dw), = Z Afre NEAL k=1 k41, m-
k=1

Uma vez que
Enty k—1kt1,.m = 0(e1) A AO(eg—1) A O(eg1) A=+ AB(em)
e que

afee = ey o(ey),

=1 an
a formula precedente vai-nos dar

dwy = dfiy AO(er) A AB(ep1) AO(ersn) A-w ABen) =
k=1

@
=

(x)0(ep) NO(er) A--- AN O(ep—1) NO(epy1) A+ ANb(em) =

Q

N

T

1= 10

k1 O

(-1) . () Volgn

o~
Il

1

e portanto
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// 31y 2y

m

0,
= ) 1/ (/ fk -T)dxk d(@1, oy X1, Thg 1y -, T) =
1 A Jay

k=

m

= (71)k71 fk’(w17"'7bk7"'7w’nb)7fk(1;17"‘7(1/]97"‘7'/L.I7L)d(‘/l;1,"‘7‘/l;,]:7"""I;’VII):

k=1 Ap
=Y (-ptt /4 fro@i(y) = fropr(y) dy =28
k=1 Ak

=S

(| & (w =] ¢ilw) =

Ay Ay

=) (-pHt (/ W/a, (M) +/ wa, ) = / w/a, (-0
— M My a,(M)

5.7. (Lema) Sejam M c E e M C E duas variedades suavemente orientadas
e p: M — M um difeomorfismo. Para cada z, € I, existe entdo um aberto
U de M, com z € U, tal que a restricdo de ¢ a U seja um difeomorfismo
que ou conserva ou inverte as orientagoes.

Dem: Seja U um aberto de /, contendo zy, tal que exista um campo de
referenciais suave de T(Z\?)/ﬁ, isto é, que existam campos vectoriais

Xi,..., X,y sobre U tais que, paracada z € U, X1, ..., X, seja uma base
de T, ( ) A suavidade da orientacéo de i/ implica que, se necessério sub-
stltumdo U por um aberto mais pequeno, contendo ainda z,, pode-se ja
supor que ou aquelas bases sdo todas directas ou elas sdo todas retrégradas.
Sendo U = (U), que é um aberto de M contendo ¢(z;), podemos
considerar 0s campos vectoriais suaves Y1, ..., Y;, sobre U, definidos por
Yj, = DQDW*I(:y)(XJ’Wl(y))

(considerar um prolongamento de ¢ a um aberto de E contendo U). A
suavidade da orientagdo de M implica que, se necessario substituindo U por
um aberto mais pequeno, ainda contendo o (z,), U pela imagem reciproca
deste aberto e ¢ pela sua restricdo, pode-se ja supor que as bases
Y1y, ..., Yy, séo ou todas directas ou todas retrogradas. E agora imediato que
ou o difeomorfismo ¢ conserva as orientagdes ou ele inverte as
orientagGes.[d

28Nesta igualdade sabemos que a diferenca de duas fungdes ¢ integravel em A, e estamos
a afirmar que o integral dessa diferenga é igual a diferenca dos dois integrais. Este
raciocinio poderia ser incorrecto se nada nos garantisse que cada uma das duas fungdes é
integravel em A,. Isso acontece, no entanto, visto que estas fungdes sdo restricbes de
fungdes continuas sobre a aderéncia de A, que é compacta.
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I11.5.8. (Teorema de Stokes) Seja M C E uma variedade de dimensdo m > 1,
suavemente orientada, e seja w = (w,)zep Uma forma diferencial suave de
grau m — 1, com valores em K e com suporte compacto. Tem-se entdo

/ dw = / wyo,(ar)-%°
M A (M)

Repare-se que a condigéo de a forma diferencial w ter suporte compacto en-
contra-se automaticamente verificada no caso em que a variedade M é com-
pacta.

Dem: Vamos demonstrar o resultado com hipoteses suplementares sucessiva-
mente mais fracas, até chegar ao resultado geral.

a) Vamos comecar por supor que M é um aberto de
R} =R™7? x [0,+00[’, com a orientacdo correspondente a orientagdo
canonica de R™. Seja K C M um compacto fora do qual w se anula e seja @
o prolongamento de w a IR}' que se anula fora de M. Este prolongamento é
ainda suave por ter restricdes suaves aos abertos M e R} \ K, cuja unido é
R} (a segunda restricdo € identicamente nula). E claro que d @ vai ser um
prolongamento suave de dw, que se anula fora de K. Seja b > 0 tal que
K C]-b,b[™ e apliguemos o lema anterior ao produto cartesiano de
intervalos M’ = [—b,b]" " x [0,b]?, que contém K e esta contido em R}
Reparando que @ se anula nos pontos deste produto de intervalos em que
pelo menos uma das coordenadas é b ou —b, obtemos agora

/ dw = / dw = / (@) = / Bjayar) =
M m M (M)
:/ w/wm) :/ W9, (M)
O (Ry) (M)

b) Vamos supor agora que, mais geralmente, a variedade M é tal que existe
um aberto U de R} e um difeomorfismo ¢: U — M que ou conserva ou

inverte as orientagdes. Uma vez que, se o teorema é valido para M com uma
certa orientacdo, €-o trivialmente também para M com a outra orientacdo (a
orientacdo induzida no bordo vem também trocada pelo que ambos o0s
membros da igualdade vém multiplicados por —1), podemos ja supor que ¢
conserva as orientagcdes. Obtemos agora, uma vez que o difeomorfismo
©/0,w): 01(U) — 01(M) também conserva as orientages,

29Tal como anteriormente, o facto de a forma diferencial dw sobre M ser integravel é
uma consequéncia de ela ser suave e de suporte compacto. Ja a restricdo de w a 9, (M)
ndo terd a priori suporte compacto (té-lo-ia se a variedade M ndo tivesse cantos visto que
nesse caso d; (M) era fechado em M). O facto de esta restri¢do ser integravel é parte do
enunciado do teorema.
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/ dw = / o (dw) = / dy'(w) = / (9"w) o) =
M U U a(U)
:/ (‘P/E*)I(U))*(W/Ol(M)) :/ W/oy (M)
31 (U) (91 (JI)

c) Vamos supor agora, ainda mais geralmente, que a variedade M é
arbitraria, mas que a forma diferencial w é tal que existe um compacto K,
contido num aberto V' de M que seja difeomorfo a um aberto de R} por um
difeomorfismo que conserve ou inverta as orientacdes, tal que w se anula fora
de K. E claro que dw ainda se anula fora de K pelo que podemos escrever

/ dw = / dwyy = / W/, (v) = / w/a,(M)-
M v (V) (M)

d) Passemos por fim & demonstracdo no caso geral. Seja K C M um
compacto fora do qual w se anula. Para cada = € K, existe um aberto V,, de
M contendo z que seja difeomorfo a um aberto de R} e, se necessario
substituindo esse aberto por um aberto mais pequeno, pode-se ja supor que o
difeomorfismo em questdo ou conserva ou inverte as orientacdes. Uma vez
que o compacto K vai estar contido na unido dos abertos V., vai existir uma
parte finita J de K tal que K esteja contido na unido dos conjuntos V., com
x € J. Pelo teorema da particdo da unidade, podemos considerar aplicaces
suaves a,: M — [0,1], onde = € J, tais que cada «, seja nula fora de uma
parte C, de V,, fechada em M e que, para cada y € K, . a,(y) =1
zeJ
(considerar a cobertura aberta de M formada pelos V,, com z € J, e por
M\ K e deitar fora a funcdo da particdo da unidade correspondente a este
altimo aberto). Sendo, para cada x € .J, wy,) a forma diferencial suave o, w,
tem-se que w(,) € nula fora do compacto K N C, contido em V. e vem, para
caday e M, w, =Y Wa), visto que ambos os membros da igualdade séo
zeJ :

nulossey ¢ Ke, paray € K, ) aq)(y) = 1. Tem-se entdo dw = ) dw(y)
zeJ zeJ
pelo que escrevemos finalmente

dw = /dw,: / Wy ,:/ wy (-4
/M Z:, M ) x; Ay (M) @) axa) (M) /o)

[11.5.9. (Corolario) Seja M C E uma variedade sem bordo, de dimensdo
m > 1, suavemente orientada. Se w = (w,).epr € Uuma forma diferencial
suave de grau m — 1 com suporte compacto (condicdo que se encontra
automaticamente verificada se a variedade M é compacta), entdo

/ dw = 0.
M
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Note-se que a condi¢do de a forma diferencial w ter suporte compacto é
essencial para a validade do teorema de Stokes. De facto, considerando
uma variedade M e uma forma diferencial w de suporte compacto tal que
o0 integral da restricdo de w a 9;(M) seja ndo nulo, é imediato que a
igualdade do teorema de Stokes é falsa quando considerarmos como
variedade 9y (M) e como forma diferencial a restricdo de w (reparar que
pr (M \ 0o (M) = 0).

86. Versoes classicas do teorema de Stokes.

111.6.1. (Lema) Seja E um espaco euclidiano orientado de dimensdo m > 1 e
seja F' C E' um subespaco vectorial de dimensdo m — 1, munido de uma
orientacdo transversa e da orientacao induzida (cf. 11.7.28). Seja Vol o ele-
mento de volume de F'. Existe entdo um, e um s6, vector z € E, com norma
1, ortogonal a F' e pertencente ao semi-espago positivo, a que damos 0 nome
de normal unitaria positiva, e entdo, para cada = € E,

(#0(2)),r = (z,2) Volp € A" '(F;R).

Dem: A existéncia e unicidade de z nas condi¢des do enunciado vem de que
o complementar ortogonal F+ de F' em E tem dimenséo 1, pelo que possui
dois, e so dois, vectores de norma 1, um simétrico do outro, e destes um vai
estar no semi-espago positivo e outro no negativo. Seja wy, ..., w,_ 1 Uma
base ortonormada, por exemplo directa, de F'. Tendo em conta a definicdo da
orientacdo induzida, z, w1, ..., w,_1 € uma base ortonormada directa de E e
vem

x=(x,z)z+ Z (@, wj) w;.

Obtemos agora, notando Volg 0 elemento de volume de E e tendo em conta
a alinea a) de 11.8.18,

x0(x) (w1, ..., wn-1) = Volg(z,wy, ..., wn_1) =
= (z,2) Volp(z, w1, ..., wy_1) + Z (z,wj) Volg(wjwy, ..., wy_1) =
= (z,2), J

e portanto

(*0(1’))/17 = *9($)(’w1, cen ,wm_l) VOZF = <J,’, Z> VOZFD
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I11.6.2. (Teorema da divergéncia) Sejam E um espaco euclidiano e M C F
uma variedade de dimensdo m > 1, suavemente orientadad®. Seja
X = (X,)zem um campo vectorial suave, nulo fora de uma certa parte
compacta K de M. Para cada = € 9,(M), existe entdo um, e um s, vector
Zy € T,(M)\t,(M), com norma 1 e ortogonal a T,(0;(M)), a que
daremos o nome de normal unitéria exterior e vem

le(X)T d/l,]u(ﬂ?) = / <X‘I‘7ZT> d/ial(M)(fU)’

M (M)

em que as funcdes integrandas sio suaves.3!

Dem: A existéncia e unicidade de Z,, nas condi¢cdes do enunciado, é uma
consequéncia do lema anterior e da caracterizagdo do semi-espago positivo
para a orientacdo transversa. Seja w = (w,).em @ forma diferencial real
suave de grau m — 1, definida por w, =x6(X,) forma essa que é
evidentemente nula fora do compacto K C M. Aplicando o teorema de
Stokes, podemos portanto escrever

/ dw = / W/oy (M)
M a1 (M)

e 0 que vamos fazer é interpretar os dois membros desta igualdade em termos
de integrais de fungOes para as medidas i1 € g, (ar). EmM primeiro lugar,
tendo em conta o lema anterior, tem-se, para cada = em 9, (M),

Wa /1,0 (M)) = (Xay Za) Vol

onde Vol!. é o elemento de volume de T,.(0;(M)), pelo que a suavidade da
forma diferencial w,(ar), de grau m — 1, garante a suavidade da aplicacdo
de 0,(M) em R, que a z associa (X, Z,) (cf. 111.1.25), concluindo-se em
seguida, por definicéo, que

/ W/ay (M) = / (Xe, Zi) dpg, (ar) ().
() ()

Por outro lado, pela definicdo da divergéncia em 111.2.11, tem-se, notando
Vol, o elemento de volume de 7,(M),

dw, = xdiv(X), = div(X), Vol,,

30pode-se demonstrar este resultado sem a hip6tese de M estar suavemente orientada (cf.
as observagdes feitas a seguir a 111.2.11) mas ndo temos entdo um simples corolario do
teorema de Stokes e somos obrigados a repetir parte da respectiva demonstracao,
nomeadamente o argumento de parti¢do da unidade para passar do local para o global.
Com o objectivo de manter a exposi¢do mais simples, preferimos fazer aqui a exigéncia
simplificadora.

31De facto, e embora isso ndo nos va fazer falta, pode-se ver mesmo que é suave a
aplicagdo de 0, (M) em E, que a x associa Z,.



86. Versdes classicas do teorema de Stokes 143

donde, finalmente

/ dw = dIV(X)T d,uM(a:).El
M M

111.6.3. (Teorema de Stokes classico) Sejam E um espaco euclidianoe M C FE
uma variedade de dimensdo 3, suavemente orientada32. Seja X = (X,).cnr
um campo vectorial suave sobre M. Seja M’ C M uma variedade compacta
de dimenséo 2, suavemente orientada. Tem-se ent&o:

a) Para cada = € M’, existe um, e um s, vector Z, € T, (M), que seja orto-
gonal a T,(M"), tenha norma 1 e pertenca ao semi-espago positivo, para a
orientacdo transversa de 7, (M') em T, (M) que induz em T, (M’) a orien-
tacdo dada (diremos que Z, é a normal unitaria positiva).

b) Para cada = € 9, (M), existe um, e um s6, vector W, € T,.(01(M")), que
tenha norma 1 e constitua uma base directa para a orientacdo de &, (M’)
como bordo de M’ (diremos que W, é a tangente unitaria positiva).

c) Tem-se

| o). Z dnte) = [ (X0 dy ),
M o (M)

onde as funcdes integrandas s&o aplicacdes suaves.33

Dem: A existéncia e unicidade de Z, nas condic¢Ges de a) resulta de que o
complementar ortogonal de T, (M’') em T,(M) tem dimensdo 1, pelo que
tem dois, e sé dois, vectores de norma 1, um simétrico do outro, e destes vai
haver um, e um s0, que seja positivo para a orientacdo transversa. Do mesmo
modo, a existéncia e unicidade de W, nas condi¢des de b) resulta de que
T,.(01(M")) é um espaco vectorial de dimensdo 1. Considerando a forma
diferencial suave de grau 1, sobre M, #(X), podemos aplicar o teorema de
Stokes a sua restricdo a M, para concluir que se tem

/ d0(X) ar = / 6(X) 0,1
M g (M)

e tudo o que temos que fazer, tal como no resultado anterior, € interpretar
ambos 0os membros desta igualdade em termos de integrais de funcdes
relativamente as medidas ;. € o, (arry- Pela definicdo do rotacional, em
111.2.13, tem-se df(X) = x0(rot(X)) pelo que o lema I11.6.1 garante que,
para cada x € M’,

32No caso mais classico, M ¢é um aberto de R? ou, mais geralmente, dum espaco
euclidiano orientado de dimensao 3.

33Tal como no resultado anterior, pode-se provar que sdo mesmo suaves as aplicagbes de
M'em Eeded;(M')em E,que ax associam Z, e W,, respectivamente.
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onde Vol, é o elemento de volume de T, (M’). Resulta daqui a suavidade da
aplicacéo de M’ em R, que a x associa (rot(X),, Z,), e a formula

/ dH(X)/M/ = / <r0t(X)x,Zl-> d,ugy(fﬁ).
M M
Por outro lado, para cada = € 9,(M’), o facto de W, constituir uma base
ortonormada directa de 7,(d;(M’)) implica que a componente de
0(X.)/1,0,ry) NO elemento de volume Vol de T,(0,(M’')) é igual a
0(X.)(W,) = (X,,W,), o que nos permite concluir a suavidade da
aplicacéo de 0,(M’) em R, que a = associa (X, W) assim como o facto de
se ter

/ 0(X) 0,07y = / (X, Wa) dpsg, ()-8
o (M) (M)

87. Operador prismético e lema de Poincaré.

Um resultado classico, sobre a derivagdo do integral paramétrico, diz-nos
que, se J € um intervalo aberto de numeros reais, U um aberto num
espago vectorial de dimensdo finita E, F um espago vectorial de
dimensdo finita e f:.JJ x U — F uma aplicagio de classe C*, onde
k > 0, entdo, para cada par de reais a,b € .J, tem lugar uma aplicacéo de
classe C*, g: U — F, definida por

b
g(z):/ ft,z)dt,

e que, no caso em que k > 1,

b
Dg.(u) =/ Dgf(tfx)(u) dt.

Vamos necessitar de uma versdo mais geral deste resultado, em que o
aberto U € substituido por uma variedade e o intervalo J ndo é
obrigatoriamente aberto.

I11.7.1. Sejam E e F espacos vectoriais de dimenséo finita, / C R um intervalo,
M C E uma variedade e f: I x M — F uma aplicacdo de classe C*. Dados
a,b € I, tem entdo lugar uma aplicacio de classe C*, g: M — F, definida
por

b
o(z) = / f(t,2) dt,
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e, N0 caso em que k > 1, tem-se, para cada u € T, (M),

b
Dg,(u) :/ D2f(t7x)(u) dt.

Dem: Seja J um intervalo aberto de R, contendo [ e tal que I seja fechado
em J; basta tomarmos para extremidade esquerda de J a de I, no caso em
que esta ndo pertence a I, e —oo, caso contrario, e tomar para extremidade
direita de J a de I, no caso em que esta ndo pertence a I, e +o0o, caso
contrério. Seja U um aberto de E tal que a variedade M seja fechada em U
(toda a variedade é localmente compacta e, portanto, localmente fechada em
E). Tem-se entdo que I x M é fechado em J x U pelo que, pelo método da
particdo da unidade, podemos considerar um prolongamento de classe C* de
f, f:J x U — F. Aplicando o resultado conhecido a f, obtemos uma apli-
cagdo de classe C*, g: U — F, definida por

b
a@>=/"ﬂamda

a qual é evidentemente um prolongamento de g e, no caso em que k > 1,
tem-se, para cada u € T,.(M),

b b
Dg,(w) = D5 () = [ DaFw)dt = [ Dafiou) de0

[11.7.2. Sejam M C E uma variedade, p >0 e w = (W) (t,0)e0,1]xar UM
forma diferencial suave de grau p + 1, real ou complexa, sobre a variedade
[0,1] x M. Tem entdo lugar uma forma diferencial suave de grau p sobre a
variedade M, Pw = (Pw,) e, definida por

1
wa(ul,...,up)z/o Wity ((1,0), (0,u1), ..., (0,up)) dt.

Dem: Considerando o prolongamento euclidiano de w, sabemos que existe
uma aplicagdo suave W= (D)) tw)cp1]xm, de [0,1] x M em
APTH(R x E;K), tal que cada w,) € AP (R x T,(M);K) seja uma
restricdo de wy,,. Pelo resultado precedente, vai ter lugar uma aplicagdo
suave € = (&,)zenr, de M em APTH(R x E;K), definida por

1
- / e dt,
0

e, por composi¢do com as aplicacfes lineares

int(1,0: A7 (R x E;K) — AP(R x E;K)
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D AP(R x B K) — AP(E;K)

(onde 1:E — R x F é a aplicagdo linear, «(x) = (0,x)), obtemos uma
aplicagdo suave Pw, de M em A?(E;K), onde

Puw,(uy, ... up) = &((1,0), (0,w1), ..., (0,u,)) =

= /0 Uty ((1,0), (0,u1), ..., (0,up)) dt.

Vemos assim que cada Pw, € uma restricio de Pw,, 0 que mostra que Pw é
uma forma diferencial suave.[]

111.7.3. A aplicacdo P, que, a cada forma diferencial suave w, de grau p+ 1
sobre [0, 1] x M, associa a forma diferencial suave Pw, de grau p sobre M,
costuma-se dar o nome de operador prismatico, por analogia com um
operador com 0 mesmo nome que é utilizado nas teorias da homologia e da
cohomologia singular, e que joga ai um papel semelhante ao deste.

Repare-se que, como é imediato, P é uma aplicagdo linear.

[11.7.4. Nas condicdes de I11.7.2, notemos ¢y, p1: M — [0, 1] x M as aplicacdes
suaves definidas por

po(x) = (0,2), ¢i(x) = (L, 2).

Se w = (Wi.2)) (t,2)e0,1]x 1 € uma forma diferencial suave de grau p + 1 sobre
[0,1] x M, real ou complexa, tem-se entdo

dPw + Pdw = pjw — pyw.

Se w = (W) ta)eoa]xm € uma forma diferencial suave de grau 0 sobre
[0,1] x M, real ou complexa, tem-se entdo

Pdw = pijw — piw.

Dem: Comecemos por tratar o caso em que a forma diferencial w tem grau
p+1, com p>0. Seja W= (D,0))(t,2)e0,1]xm UMa aplicagdo suave de
[0,1] x M em AP (R x E;K), tal que cada w,) seja uma restricdo de
W(t.). Podemos entdo considerar, como na demonstracdo de 111.7.2, uma
aplicagdo suave Pw, de M em A?(E;K), definida por

1
wa(ul,...,up):/ B (1,0), (0,101), ..., (0,uy)) dt,
0

tendo-se que cada Pw, € AP(T,(M);K) vai ser uma restricio de Pw,. A
definicdo do operador de derivacao exterior permite-nos agora escrever
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p+l

(APw),(ur, . upar) = Y (1) DPw)o(w))(wr, ..,y 1) =
=1

~

p+1 ) 1
= Z(_l)J_l/ DQw(t,ﬁ)(u]')((170)a(07u1)a"'7(07u]')7"'7(05up+1)) dt.
=1 0

Por outro lado,
(Pdw) (U1, ..., upy1) =

1
:/0 (dw) o) (1,0), (0, 11), .., (0, upr)) d =

1
:/0 Dy ((1,0)((0,11), .., (0, ) it +

1 ~
= + Z (—1)jA Dw(m)((o, uj))((l, O), (O, ul), ceny (O, ’LLj), eey (O, ’U,p+1)) dt

pelo que, somando as igualdades anteriores e atendendo a que
DZE(t,m)(uﬂ = Dw(nw)((O)’u’j)) € Dw(t,l‘)((lv O)) = %w(t,x)! obtemos

(dPw+ Pdw),(u1, ..., upt1) =

1
0 _
= / aw(t,x)«()?ul)a"'7(07up+1)) dt =
0
= w(l,z)((07u1)7 R (O7up+1)) - w(O,I)((O7 Ul), ceey (07up+1)) =
= (QDTCU - wgw)x(ulv cee 7up+1),

0 que termina a demonstracdo, para as formas de grau maior ou igual a 1. O
caso em que w é uma forma de grau 0, portanto uma aplicagdo de [0, 1] x M
em K, é do mesmo tipo, mas mais simples: Vem

1 1
(Pdw), = / dw(t I)((l, 0))dt = / gw(tx) dt =
0 ’ 0 ot ’

= W(,e) — WO,z = (piw — pow)..0

111.7.5. Sejam E e E espacos vectoriais de dimenséo finitae M c Ee M C E
duas variedades. Diz-se que duas aplicacdes suaves f, g: M — M sdo suave-
mente homotdpicas se existir uma aplicacdo suave H:[0,1] x M — M, tal
que, para cada = € M,

H(0,z) = f(x), H(1,z)=g(x)
Diz-se entdo que H € uma homotopia suave de f para g.

111.7.6. Sejam M C E e M C E duas variedades e f,g:M — M duas
aplicacOes suaves, suavemente homotopicas. Seja w = (wy)yenr Uma forma
diferencial suave de grau p sobre M, que seja fechada, isto é, que verifique
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dw = 0. Tem-se entdo, para as correspondentes imagens reciprocas sobre M
a) Se p =0, entdo f*w = g*w;

b) Se p > 1, entdo g*w — f*w é uma forma diferencial exacta sobre I, isto
é, existe uma forma diferencial suave de graup — 1, o = (0,) sobre 17,
tal que g*w — f*w = do.

Dem: Nas notaces de 111.7.4, sendo H uma homotopia suave de f para g, H
¢ uma aplicagio suave de [0,1] x M em M, tal que Hopy=f e
H o ¢ = g. O facto de se ter dw = 0 implica que

PdH*w = PH"dw = 0.
Podemos aplicar agora 111.7.4 para escrever, se p = 0,
gw— ffw=¢iH'w— p,H'w=PdH"w=0,

el

e, sep>1,
Jw— ffw=piHw— ¢ H'w=PdH"w+ dPH"w = do,

desde que se tome o = PH"*w, que é uma forma diferencial suave de grau
p— 1 sobre M.O1

[11.7.7. Diz-se que uma variedade M C E é suavemente contréctil se a aplicagdo
identidade de M é suavemente homotdpica a uma aplicagdo constante de M
em M, isto é se existem xo€ M e uma aplicagdo suave
H:[0,1] x M — M tais que, para cada x € M,

H(0,z) =2, H(1l,z2)=xo.

111.7.8. Como exemplos de variedades suavemente contracteis, temos:
a) Se M C FE é uma variedade estrelada relativamente a um dos seus pontos
T, entdo M é suavemente contractil. Em particular, toda a variedade, que
seja um conjunto convexo e ndo vazio, é suavemente contractil.
b) Sendo M C E e M C F duas variedades difeomorfas, entdo, se M é
suavemente contréctil, /7 é também suavemente contractil.
c) Se M C E é uma variedade arbitraria, entdo cada ponto xy € M admite
um sistema fundamental de vizinhangas abertas que séo variedades suave-
mente contracteis.
Dem: Para a), podemos considerar a aplicagdo suave H:[0,1] x M — M,
definida por

Ht,x) = (1—t)z +t o,

que verifica H(0,z) =z e H(1,z) = xo.

Para provar b), seja H:[0,1] x M — M uma homotopia suave de Id,; para
a aplicacéo constante de valor z, € M e seja f: M — M um difeomorfismo.
Podemos entdo definir uma aplicagdo suave H: [0,1] x M — M por
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H(t,y) = f(H(t, [ (),

aplicacéo que verifica H(0,y) =y e H(1,y) = f(xo), pelo que H é uma
homotopia suave de /d ; para a aplicagéo constante de valor f ().
Relativamente a c¢), reparamos que o0 ponto xz, admite um sistema
fundamental de vizinhancas abertas, que sao difeomorfas a interseccdo de um
sector de um espago vectorial de dimenséo finita com uma bola aberta de
centro em 0 (relativamente a uma certa norma), bastando entdo reparar que
uma tal intersecc¢do é estrelada relativamente a 0 (alids € mesmo convexa).[

I11.7.9. Sejam M C E uma variedade e w = (w,).ens Uma forma diferencial
suave de grau p. Como referimos atras, diz-se que w é fechada se se tem
dw = 0 e, no caso em que p > 1, diz-se que w € exacta se existe uma forma
diferencial suave o = (0;).en, de grau p — 1, tal que w = do. A identidade
ddo = 0 mostra-nos que toda a forma diferencial exacta é fechada. O lema
de Poincaré, que demonstramos em seguida, diz-nos que a reciproca é
também verdadeira, no caso em que a variedade M € suavemente contractil.
Apresentamos a seguir um exemplo de uma situagdo em que essa reciproca
ndo é verdadeira, 0 que nos dard, em particular, um exemplo de uma
variedade que ndo é suavemente contractil.

[11.7.10. (Lema de Poincaré) Sejam M C E uma variedade suavemente

contractil e w = (w,).ens Uma forma diferencial suave, de grau p > 1,
verificando dw = 0. Existe entdo uma forma diferencial suave de grau p — 1,
o = (04)zem, tal que w = do.
Dem: Uma vez que a aplicacdo Idy: M — M é suavemente homotdpica a
uma aplicacdo constante f: M — M, vimos em I11.7.6 que existe uma forma
diferencial suave o, de grau p — 1, tal que f*w — Idj;w = do. O facto de se
terp>1eDf, =0,paracadaz € M, implica que

(ffw)e(ur, ..., up) = wp) (D folur), ..., Dfe(uy)) =0,

portanto f*w = 0. Uma vez que Id};,w = w, a igualdade que referimos atras
pode ser escrita na forma —w = do, portanto w = d(—¢).00

I11.7.11. Seja M C E uma variedade de dimensdo m, compacta, sem bordo,
orientavel e ndo vazia. Existe entdo sobre M uma forma diferencial suave de
grau m, que é fechada mas ndo exacta, a saber, a forma diferencial elemento
de volume, Vol = (Vol,).en, associada a uma orientagdo suave e a um
produto interno de E. Em particular, no caso em que m > 1, a variedade M
ndo é suavemente contrctil.

Dem: Fixemos um produto interno em FE e consideremos sobre M uma
orientagdo suave. Sabemos entdo que Vol = (Vol,).enr € uma forma
diferencial suave de grau m, que vai ser automaticamente fechada, uma vez
que sobre uma variedade de dimensdo m todas as formas diferenciais de grau
maior que m sdo identicamente nulas. Vamos demonstrar, por absurdo, que a
forma diferencial Vol ndo é exacta. Suponhamos assim que existia uma
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forma diferencial suave w de grau m — 1, tal que Vol = dw. Sendo p,, a
medida de Lebesgue de M, o teorema de Stokes permitia-nos escrever entao

pas (M) 2/ Ldpp () =/ VOZ:/ dw:/ w/a () = 0,
M M M 01 (M)

0 que é absurdo.

111.7.12. Como exemplo de variedade nas condi¢des anteriores, temos a hipersu-

perficie esférica S de um espago euclidiano £, com dimensédo n + 1 (n > 0),
S={xeE]||z|| =1}

O facto de S ser orientavel vem de que podemos considerar em S a
orientacdo que resulta de S ser o bordo de indice 1 da bola fechada

B={zecE|lz] <1},

que é uma variedade de dimensdo n + 1, sobre a qual podemos considerar
uma orientagao constante.

88. Aplicacdo a demonstracao de resultados topolégicos.

.8.1. Dados um conjunto M e um subconjunto S C M, chama-se retrac¢ao

de M sobre S a uma aplicacdo f: M — S que prolongue a identidade de .S,
isto é, que verifique f(z) = z, para cada = € S. Por outras palavras, dizer
que f: M — S é uma retraccdo de M sobre S € o mesmo que dizer que se
tem f ov = Idg, onde ¢: S — M é a inclusdo.

111.8.2. Se M é um espaco topolégico separado e se f é uma retracgdo continua

de M sobre um subconjunto S, entdo S é fechado em M.
Dem: Basta atenderaque S = {x € M | f(z) =z}.00

111.8.3. (Inexisténcia de retraccfes suaves sobre o bordo) Sejam ' um espaco

euclidiano e M C F uma variedade de dimensdo m, compacta, orientavel e
ndo vazia. N&do existe entdo nenhuma retraccdo suave de M sobre o bordo
O (M).

Dem: Suponhamos que f: M — S era uma retraccdo suave de M sobre o
bordo S = 0,(M), e consideremos sobre .S a orientagdo induzida por uma
das orientacdes suaves de M. Tem-se, é claro, m > 1, visto que ndo existe
nenhuma aplicacdo de M no conjunto vazio. A variedade S tem dimenséo
m —1 e podemos considerar sobre S a forma diferencial elemento de
volume Vol = (Vol,).es, que € uma forma diferencial suave de grau m — 1.
Uma vez que numa variedade de dimensdo m — 1 todas as formas
diferenciais de grau m séo nulas, tem-se d Vol = 0. Consideremos a forma
diferencial suave de grau m — 1, f*Vol, sobre M, para a qual se tem ainda
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df*Vol = f*d Vol = 0.

Aplicando o teorema de Stokes, vem

Oz/Mdf*Volz/S(f*Vol)/g.

Mas, sendo ¢: .S — M a inclusdo, tem-se

/S(f*Vol)/s:/Sb*f*VOZZ/S(foL)*Vol:
z/sfdgvozz/SVoz=us(S)#0,

pelo que fomos conduzidos a um absurdo (repare-se que S nao é vazio, mais
uma vez por ndo existir nenhuma aplicacdo de M no conjunto vazio).O

111.8.4. (Corolario) Sejam E um espac¢o euclidiano de dimensdo n, B a bola
fechada,

B={zecE||z| <1},
e S C B a hipersuperficie esférica,
S={zelE||z| =1}

N&o existe entdo nenhuma retraccdo suave de B sobre S.

Nas condi¢Bes do corolério precedente pode-se provar a afirmagdo mais
forte, que garante que ndo existe nenhuma retraccéo continua de B sobre
S. Para provarmos isso, apresentamos dois resultados sobre aproximagéo
de fungBes continuas por aplicagBes suaves, resultados que séo Uteis em
varias situagBes em que se pretende generalizar resultados sobre aplica-
¢Bes suaves para obter outros sobre aplicagdes continuas.

111.8.5. Sejam FE e F espacos vectoriais de dimensdo finita, o segundo dos quais
munido duma norma, M C E um conjunto fechado e f: M — F uma
aplicacdo continua. Para cada ¢ > 0, existe entdo uma aplicacdo suave
g:E — F,tal que, paracadaz € M, |g(z) — f(z)| < 6.34
Dem:35 Seja § > 0 e consideremos, para cada y € M, o aberto U, de M,

Uy={zeMI|f(y) - fo)l <o},

que contém y. Para cada y € M, podemos considerar um aberto Uy de E, tal
que U, = Uy N M e, aplicando o teorema da partigdo da unidade a cobertura

34ver o exercicio 111.41 adiante para generalizagbes deste resultado.
35Esta demonstragéo é baseada na de um resultado anélogo que encontramos em [14].
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aberta de E constituida pelos ﬁy e por E\ M, e ignorando a fungéo corres-
pondente a este Ultimo aberto, concluimos a existéncia de uma familia
localmente finita (¢,),car, de aplicagdes suaves ¢,: £ — [0, 1] tais que ¢, se
anula fora de uma certa parte de Uy fechada em FE, que, para cada x € FE,
> py(x) <1 e que, para cada z € M, > ¢,(x)=1. Seja ¢: E — F a
yeM yeM

aplicacdo suave definida por

z) =Y o) f(y)

yeM

(soma de uma familia localmente finita de aplicacfes suaves). Seja x € M.
Notemos M, o conjunto finito dos y € M tais que ¢, (x) # 0 e reparemos
que, para cada y € M,, vem z € U, N M = U, donde | f(y) — f(z)| < 6.
Tem-se portanto

lg(z) = F@)l = 1Y @y(2) fy) =Y wy(a) f(@)] =
yeM, yeM,
=13 2o (1) = Sl <
<Z<Pu )I£(y ||<Z<ﬂy )6 =60

.8.6. Sejam F e F’ espagos vectoriais de dimensdo finita, o segundo dos quais

munido de uma norma, M C E um conjunto fechado e S uma parte fechada
de M. Seja f:M — F uma aplicacdo continua tal que a restricdo
fss:S — R seja suave. Para cada 6 > 0 existe entdo uma aplicacdo suave
g: & — F'talque g/ = f/s e que [|g(x) — f(z)]| < 6, paracadaz € M.
Dem: O facto de f,s ser uma aplicagdo suave, com dominio S fechado em
E, garante-nos a existéncia de uma aplicacdo suave ?: E — F, prolongando
f/s (corolario do teorema da parti¢éo da unidade). Pelo resultado precedente,
podemos considerar uma aplicacdo suave §: £ — F' tal que, para cada
x € M, |[g(x) — f(x)|| < 6. Consideremos o aberto U de M, contendo S,

U={zeM||f)~f()ll <6}

e seja U um aberto de E, tal que U = U N M. Pelo teorema da particéo da
unidade, relativo & apresentacdo de £ como unido dos abertos U e E \ S,
podemos considerar uma aplicacdo suave ¢: E — [0, 1] tal que p(x) =1,
para cada = € S, e @(x) = 0, para cada = ¢ U. Consideremos finalmente a
aplicacdo suave g: F — F, definida por

g(z) = @) f(x) + (1 = () 3(x).
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Se z €S, vem p(z) =1, portanto g(x) =T(z) = f(z). Se x € M, duas
hip6teses sdo possiveis: Se = ¢ U, tem-se p(z) = 0, donde

lg(x) = f(@)I| = [9(z) — f(2)]| <6;

se xzelU, temse simultaneamente  |[f(z) — f(z)]| <6 e
[9(x) — f(z)]| < 6, pelo que, mais uma vez,

IIQ(w)—f(w)II = le(@)(F(z) = f(2)) + (1 = p(@))
|

p(@)[[f(@) = f@)] + (1 = p(2))
px) o+ (1—p(x)é =06.00

[9(z) = f(2)]l <

[11.8.7. (Corolério) Sejam E um espaco euclidiano de dimensdo n, B a bola
fechada,

B={seE|[«] <1},

e S C B a hipersuperficie esférica,
S={xe€E]||z|| =1}

N&o existe entdo nenhuma retraccdo continua de B sobre S.

Dem: Suponhamos que f: B — S era uma retraccdo continua de B sobre S.
A restrigdo de f a S era a identidade de S, em particular suave, pelo que,
pelo resultado precedente, ia existir uma aplicagdo suave g: E — F tal que
g/s = f1s = Ids e que, paracada = € B, ||g(x) — f(z)|| < 1, 0 que implica,
em particular, por ser || f(z)|| = 1, que g(z) # 0. A aplicacéo g ndo tinha que
tomar valores em S, mas podemos considerar a aplicacdo suave h: B — S,
definida por h(z) = g(x)/||g(z)||. Esta aplicacéo ia ser uma retrac¢éo suave
de B sobre S, 0 que contrariava a conclusdo de 111.8.4.00

111.8.8. (Teorema do ponto fixo de Brouwer) Sejam E um espaco euclidiano e
B C FE abola fechada,

B={recE| | <1}.

Se f:B— B é uma aplicacdo continua, existe entdo x € B tal que
flz)==.

Dem: Notemos S = {x € E | ||z|| =1}. Vamos supor que, para cada
x € B, f(x) # x e tentar chegar a um absurdo, construindo uma aplicagéo
continua ¢g: B — S que seja uma retraccdo de B sobre S. Geometricamente,
a aplicacdo g associa a cada = € B um dos pontos de intersec¢do de S com a
recta determinada por = e f(x), a saber o que esta do lado de x. Por outras
palavras, vai-se ter g(x) = = + ¢(z) (f(z) — =), onde a aplicacdo p: B — R
deve verificar as condigfes p(z) < 0e

(@ + o) (f(z) —2), 2+ ¢(2) (f(z) —2)) = L
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Figura 4

Esta Gltima condigdo é equivalente a equagdo do segundo grau em ()
(f(z) =z, f(z) = 2) p(2)* + 2(f(2) — 2, 2) p(z) — (1 = (z,z)) = 0.

Reparemos que, se = € .S, a desigualdade de Cauchy-Schwartz garante-nos
que

(f(z),z) < [(f(2),2)| < | f(@)] <1 = (z,2)

e que, se fosse (f(x),x) = (x,x), f(x) e = seriam linearmente dependentes
e ter-se-ia || f(x)|| = 1, pelo que, uma vez que, por hipétese, f(z) # «, viria
f(z)=—z, o que era absurdo, por se ter entdo (f(z),z)=—-1#
1 = (z,z). Concluimos assim que, se z € S, tem-se (f(x),z) < (z,x),
portanto (f(z) — z,z) < 0. Podemos agora examinar de novo a equagio do
segundo grau em (z) atras referida para concluir que, se = € S, aquela
equacdo admite uma solucdo nula e a outra estritamente positiva e que, se
x € B\'S, aquela equagdo admite duas raizes reais, uma estritamente
positiva e a outra estritamente negativa; em qualquer caso, existe uma Unica
solugdo menor ou igual a 0, a saber,

() = —(f(@) —z,2) - V(@) —2,2)* + 1 — [l2[P)[[ f (=) — =[]
1f () — 2| '

A aplicacdo p: B — R, assim definida, € continua, ficando portanto continua
a correspondente aplicacdo g: B — S, definida por

9(x) =z +¢(2) (f(2) - @),

aplicacdo que vai ser uma retracdo de B sobre S, visto que, para cada = € S,
tem-se p(z) = 0, portanto g(z) = =.00

111.8.9. (Teorema da esfera despenteada) Seja F um espago euclidiano de
dimensdo n impar e seja S C F a hipersuperficie esférica,
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S={ee k|| =1}

Se X:S — E é uma aplicacdo suave, entdo existe z € S tal que X, € Rz.
Em particular, se X = (X, ).es € um campo vectorial suave sobre S, entdo
existe z € S tal que X, = 0.

Dem: Pode-se evidentemente ja supor que a dimensao n de £ é maior que 1,
sem o que o resultado é trivial. Suponhamos que X: S — E é uma aplicacdo
suave tal que, para cada = € S, X, ¢ Rz, isto é, = e X, sdo linearmente
independentes. Podemos entdo considerar uma aplicagdo suave
H:[0,1] x S — S, definida por

Hit,z) = cos(mt) x + sin(mt) X,
» 7 ||cos(nt) @ + sin(wt) X, ||

a qual verifica H(0,z) = « e H(1,z) = —z, sendo portanto uma homotopia
suave de Idg para —Idg. Fixemos uma orientacdo de E e consideremos
sobre S a orienta¢do suave que lhe vem de ser o bordo da bola

B={zeE||z] <1},

com a orientagdo constante. O facto de a dimensdo de E ser impar implica
que o isomorfismo —Idg: E — E inverte as orientacOes, visto que, se
wy, ..., w, for uma base directa de F, a base —wy,...,—w, de E vai ser
retrégrada. Segue-se daqui que —Idg:B — B € um difeomorfismo
invertendo as orientacdes, pelo que o difeomorfismo —Idg: S — S também
inverte as orientagBes (cf. 111.5.4). Sendo Vol a forma diferencial elemento
de volume de S, que, por ter grau igual & dimensdo de S vai ser
automaticamente fechada, podemos aplicar 111.7.6 para garantir a existéncia
de uma forma diferencial suave o, de grau n — 2 sobre .S, tal que

1d; Vol — (—Ids)* Vol = do.

Tendo em conta o teorema de Stokes, assim como 111.4.4, podemos agora

escrever
,uS(S):/Vol:/IdEVOI—/do:
s s s

:/S(—Idg)*Vol:—/S Vol = —ps(S),

0 que é absurdo por ser ps(S) # 0. Por fim, no caso em que X é um campo
vectorial suave, tem-se (X,,z) = 0, pelo que a condicdo X, € Rx implica
X, =00

111.8.10. (Corolario) Seja £ um espaco euclidiano de dimensdo impar e seja
S C F ahipersuperficie esférica,

S={zeE]||x|| =1}
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Se X:S — FE é uma aplicagdo continua, entdo existe z € S tal que
X, € Rx. Em particular, no caso em que X é um campo vectorial continuo
sobre S, existe z € S tal que X, = 0.

Dem: Suponhamos que X:S — F era uma aplicagdo continua tal que, para
cada x € S, X, ¢ Rz. Resulta daqui que o subconjunto compacto A de
E x E, constituido pelos (x,X,), com z € X, ndo intersectava o
subconjunto fechado B de E x E, formado pelos pares (z,w), comz € S e
w € Rz (reparar que, para x € S, esta Ultima condicdo é equivalente a
w = (w, x)x). Podiamos entdo considerar a distancia estritamente positiva ¢,
do compacto A ao fechado B, em que consideramos, para fixar ideias, a
norma do maximo em E x E. Tendo em conta o resultado de aproximacao
[11.8.5, podiamos considerar uma aplicagdo suave Y:S — E tal que, para
cadaz € S, ||Y, — X.|| < 6, o que implicava que

”(x’YT) - ($7XT)H < 6,

portanto (z,Y,) ¢ B, ou seja Y, ¢ Rxz. Chegdmos assim a uma contradi¢do
com a conclusdo do resultado precedente.[]

111.8.11. (Nota) Uma maneira de olhar intuitivamente para os resultados prece-

dentes é imaginar que a hipersuperficie esférica é cabeluda e que a tentamos
pentear de maneira suave ou simplesmente continua. Podemos entdo garantir
que ha pelo menos um ponto onde o cabelo tem que ficar em pé.
Repare-se também que a condicdo de E ter dimensdo impar € essencial. Por
exemplo, em R?, a aplicagdo suave de S em R?, que a (x, y) associa (—y, z),
€ um campo vectorial suave que nunca se anula e um exemplo analogo pode
ser apresentado em cada espago R?",

89. Teorema de Stokes singular. Angulo sélido orientado.

111.9.1. Seja M C E uma variedade. Vamos chamar variedade singular de
dimensdo n em M a um par (4, f), em que A C E é uma variedade de
dimensdo n suavemente orientada e f: A — M é uma aplicacdo continua.
Dizemos que a variedade singular é compacta se isso acontecer a A e que ela
¢ sem bordo se A é uma variedade sem bordo. Chamamos bordo da
variedade singular & variedade singular determinada pelo bordo 9;(A), com a
orientacdo induzida, e pela restricdo da aplicacdo f a esse bordo, restricdo
que serd notada simplesmente O(f). Dizemos que a variedade singular é
suave se isso acontecer a aplicacéo f.

[11.9.2. Sejam M C E uma variedade e w = (wy)yens Uma forma diferencial
suave de grau n, com valores em K. Se (A, f) é uma variedade singular
suave de dimensdo n em M, podemos considerar a forma diferencial suave
f*w, de grau n sobre A, e diz-se que w € integravel em (A, f) se f*w for
integravel em A, definindo-se nesse caso o integral de w em (A, f) como
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sendo igual ao integral de f*w em A:

/(A-,f) “ /A [

Quando ndo houver risco de confusdo sobre qual a variedade orientada A que
se considera, usa-se também a notacao

[o=] w
f (4.1

111.9.3. Sejam M C E uma variedade e w = (w,),ens Uma forma diferencial

suave de grau n, com valores em K. Se (A, f) é uma variedade singular
suave, compacta, de dimenséo n em M, entdo w é integravel em (A, f).
Dem: Trata-se de uma consequéncia de 111.4.7, visto que f*w vai ser uma
forma diferencial suave de grau n, sobre a variedade compacta suavemente
orientada A, com dimenséo n.[d

.9.4. (Exemplo) Sejam M C E uma variedade e g: M — K uma aplicagdo

suave, portanto também uma forma diferencial suave de grau 0, com valores
em K. Seja A c F um conjunto finito, que é portanto uma variedade
compacta de dimensdo 0, e consideremos uma orientagdo sobre A
(automaticamente suave), notando, para cada x € A, ¢, =1 ou ¢, = —1,
conforme a orientacdo do espago vectorial, de dimenséo 0, 7,(A) seja a
canonica ou ndo. Se f: A — M é uma aplicagdo arbitraria (automaticamente
suave), tem-se entdo que

/f 9= e g(f(2)).

€A

Dem: A forma diferencial f*g, de grau 0, sobre A, ndo € mais do que a
funcdo composta go f: A — K. Uma vez que o elemento de volume do
espaco vectorial 7, (A), de dimens&o 0, é ,,, podemos escrever

(9o fle =cexg(f(z)Vol,

e portanto, uma vez que a medida de Lebesgue sobre A é a medida de
contagem,

/f g= /A o= /A e g(f () dpa(e) = 3 e g(F(2)) 0

€A

[11.9.5. Sejam M C E uma variedade e w = (w,)yens Uma forma diferencial

suave de grau n > 1, com valores em K. Se (A, f) é uma variedade singular
de dimensdo n em M, com f aplicacdo constante, tem-se entdo que w é
integravel em (4, f) e [, ,w=0.



158 Cap. Ill. Formas diferenciais e teorema de Stokes

Dem: O facto de f ser constante implica que, para cada z € A, Df, =0
donde, umavez que n > 1, (f*w), = D f; wyy = 0.0

111.9.6. Sejam M C E e M C E duas variedades, g: M/ — M uma aplicacéo
suave e w = (w,),en Uma forma diferencial suave de grau n, com valores
em K. Se (A, f) é uma variedade singular suave de dimenséo n em M,
(A, go f) vai ser uma variedade singular suave de dimensdo n em M e w é
integravel em (A4, go f) se, e s0 se, g*w for integravel em (A, f), tendo-se,

nesse caso,
/ w= / g'w.
gof f

Dem: Trata-se de uma consequéncia imediata da definicdo, se repararmos
que (go f)'w = f*¢g*w.O0

[11.9.7. (Reparametrizacéo) Sejam M C E uma variedade e w = (wy)yerr UMa
forma diferencial suave de grau n, com valores em K. Sejam A e A
variedades de dimensdo n suavemente orientadas e f:ﬁ — A um
difeomorfismo conservando (resp. invertendo) as orientagBes. Se (A,g) é
uma variedade singular suave em M, tem-se que w é integravel em (A, g) se,
e s0 se, w é integravel em ( A ,go f) e, nesse caso,

/ w—/ w (resp. wz—/A w).
A,g) A,gof (A,9) (A,gof)

Dem: Trata-se de uma consequéncia imediata da definicdo e de I11.4.4, se
repararmos que (go f)*w = f*g*w.0

[11.9.8. Sejam M C E uma variedade e w = (wy)yens Uma forma diferencial
suave de grau n, real ou complexa. Sejam B C M uma variedade de dimen-
580 n, suavemente orientada, e (A, f) uma variedade singular de dimenséo n
em M, tal que f seja um difeomorfismo de A sobre B conservando (resp.
invertendo) as orientagdes. Tem-se entdo que w € integravel em (A, f) se, e
S0 se, w,p € integravel em B e, nesse caso,

/fwz/Bw/B (resp-/fwz—/Bw/B)-

Dem: Trata-se de uma consequéncia imediata da definicdo e de I11.4.4, se
repararmos que f*w = f*(w/p).00

111.9.9. (Teorema de Stokes singular) Sejam M C E uma variedade e
w = (wy)yenr uma forma diferencial suave de grau n sobre M, real ou
complexa. Seja (A, f) uma variedade singular, compacta, suave, de
dimensdo n + 1, em M. Tem-se entdo que dw é integravel em (A, f), w é
integravel em (91 (A),9(f)) e
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/dw:/ w.
f a(f)

Dem: Este resultado vai ser uma consequéncia simples do teorema de Stokes,
demonstrado em 111.5.8. Com efeito, esse resultado, aplicado a forma diferen-
cial suave de grau n sobre A, f*w, garante-nos que se tem

/df*w:/ (f*w) ja,(4)s
A a1(4)

em que, em particular, as formas diferenciais df*w e f*w sdo integraveis
sobre as variedades respectivas. Basta agora repararmos que d f*w = f*dw, €

portanto
/df*wz/dw,
A f

e que, notando ¢: 94 (A) — A aincluséo,

/ (f*w)/a,(a) =/ L*f*WZ/ (9(f)*w:/ w.0
o (4) 0 (4) a1(4) af

111.9.10. (Exemplo) Dada uma variedade M C E, um exemplo importante, e
muito frequente, de variedade singular em M € o constituido pelos caminhos
ou trajectorias em M, isto é, pelos pares ([a, b], f), com a e b nimeros reais,
verificando a <b, e f:[a,b] — M aplicacdo continua. Trata-se de
variedades singulares de dimensdo 1, estando implicito que a orientacdo que
se considera em [a,b] é a que provém da orientacdo candnica de R.
Repare-se que 9;([a, b]) = {a, b} e que, como se reconhece imediatamente, a
orientacdo associada de {a,b} é aquela para a qual T,({a,b}) = {0} tem a
orientacdo candnica e T,({a,b}) = {0} tem a orientacdo ndo candnica. O
teorema de Stokes singular pode, neste caso particular, ser enunciado do
seguinte modo:

Sejam M C E uma variedade e ¢: M — K uma aplicacdo suave. Se
f:la,b] — M é uma trajectéria suave, tem-se

/f dg = g(f (b)) — g(f(a)).

E claro que este resultado tem também uma justificacao trivial, independente
do teorema de Stokes geral.

Vamos agora verificar que, quando a forma diferencial é fechada, o
integral sobre duas variedades singulares suavemente homotodpicas é o
mesmo. Mais precisamente, comegamos por estabelecer este resultado
para as variedades singulares sem bordo e vemos em seguida que ele é
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ainda valido para as variedades singulares com bordo, mediante uma
condicdo restritiva sobre as homotopias.

[11.9.11. Sejam M C E uma variedade e w = (wy)yeas Uma forma diferencial
suave, de grau n, real ou complexa, que seja fechada, isto é, que verifique
dw = 0. Seja A uma variedade compacta, sem bordo, suavemente orientada e
de dimensdo n e sejam f,g: A — M duas aplicacBes suaves que sejam
suavemente homotopicas. Tem-se entdo

J= 1

Dem: Tendo em conta 111.7.6, vemos que, se n =0, o resultado é uma
consequéncia trivial de se ter f*w = g*w e que, se n. > 0, existe uma forma
diferencial suave o, de grau n — 1 sobre A, tal que g*w — f*w = do e tem-se
entdo, tendo em conta o teorema de Stokes e o facto de a variedade A ndo ter

bordo,
/(.U*/w:/g*wff*w:/da':/ 0'/61(.4):0’
g ! A A a1 (A)

donde o resultado.[]

Do ponto de vista formal o resultado anterior é indtil, visto que ele é uma
caso particular do que apresentamos em seguida. Pareceu-nos Util
comegar por esse caso particular, tendo em conta a sua simplicidade e o
facto de conter as ideias que nos conduzirdo ao caso geral.

[11.9.12. Sejam M C E uma variedade e w = (w,),en Uma forma diferencial
suave, fechada e de grau n, com valores em K. Seja A uma variedade
compacta, eventualmente com bordo, suavemente orientada e de dimenséo n
e sejam f,g: A — M duas aplicagdes suaves com a mesma restricdo a 9; (A)
e que sejam suavemente homotdpicas com bordo fixo, isto é, tais que exista
uma aplicagdo suave H:[0,1] x A — M, verificando as condi¢des

[0,
H(0,2) = f(x), parax € A,
H(1l,z) = g(z), paraz € A,
H(t,x) = f(x) =g(z), paraz e di(A)ete|0,1].

Jeo= 1

Dem: No caso em que n = 0, sabemos, por 111.7.6, que f*w = ¢g*w, 0 que
implica trivialmente o resultado (é claro que, neste caso, 9y (A) = (, pelo que

Tem-se entdo
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a hipétese suplementar sobre a homotopia é vazia e ndo temos nada de novo
em relagdo ao resultado precedente). Suponhamos agora que n > 0 e, em vez
de aplicar 111.7.6, reexaminemos a respectiva demonstracdo. Sendo P o
operador prismatico, temos, como entdo, PdH*w = PH*dw = 0, pelo que,
aplicando 111.7.4, obtemos

gw— flw=piH'w—9iH'w=PdH'w+ dPH'w=dPH"w.

Reparemos agora que PH*w é uma forma diferencial suave de grau n — 1
sobre A, cuja restricho a 0;(A) é nula, visto que, se x € 0(A) e
wy, ..., w,_1 SA0 tangentes a J; (A) em z, sai

(PH w); (w1, ..., wy—1) =

1
/U (H*w)(tgﬂ)((lv 0)7 (07 w1)7 L) (Oa wnfl)) dt =
1
= /0 WH(t‘,m)(DH(t,x)((lv 0))7 DH(t,x)((val))v s aDH(t,.T)((Ov wn—l))) dt =0,

visto que a identidade H(¢,z) = f(x), para cada = € 1(A) e t € [0,1],
implica que DH,)((1,0)) = 0. Obtemos agora, tendo em conta o teorema
de Stokes,

/w—/wz/g*w—f*wz/dPH*wz/ PH"w,4) =0,
g ! A A A1(A)

donde o resultado.

111.9.13. Sejam M C E uma variedade e w = (wy)yers Uma forma diferencial
suave, fechada e de grau n, com valores em K. Seja (A, f) uma variedade
singular suave, sem bordo, de dimensdo n em M. Suponhamos que existe
uma variedade compacta B, de dimensdo n + 1 e suavemente orientada, tal
que A = 0,(B) e que a orientacdo de A seja a induzida pela de B, e que
existe um prolongamento suave ?: B — M de f. Tem-se entdo

/ w=0.
(A.f)

Dem: Trata-se de uma consequéncia do teorema de Stokes singular, visto
que, uma vez que dw = 0, sai

/w:/Aw:ﬂdwzo.D
f of f

111.9.14. (Teorema da variedade esburacada) Seja B uma variedade de dimen-
sdo n e sejam C, ..., C, variedades sem cantos, de dimenséo n, contidas em
0y(B), fechadas em B e disjuntas duas a duas. Seja
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Figura 5

Tem-se entdo que cada dy(C};) é aberto em B e que B é uma variedade de
dimensao n, fechada em B, para a qual se tem

a(B) = a(B)\JCr a1(B) = u(B)ulJan(Ch)
k k

e, para cada ¢ > 2, 9,(B) = 8,(B). Além disso, supondo que B esta munido
de uma orientag&do suave e que se considera em Beemcada C; a orientacéo
induzida pela de B (Tw(E) =T,(B), para cada x € B e T.(Cy) = T:(B),
para cada z € C}), tem-se entdo que, para cada = € 0,(Cy), a orientagéo
induzida em T, (0, (Cy)) = Tx(al(B)) pela orientacdo de C; é a oposta da
induzida pela orientagéo de B e, para cada = € 8;(B), a orientagéo induzida
em T,(B) = T,(B) pela orientagdo de B coincide com a induzida pela
orientacéo de B.

Dem: O facto de cada 9y (C}) ser aberto em B é uma consequéncia imediata
de aplicarmos o teorema da funcdo inversa a inclusdo de 9y(Cy) em 9y(B),
que é aberto em B (a respectiva derivada em cada ponto vai ser a aplicagdo
identidade do espaco vectorial tangente comum). Vem que B vai ser a unido
disjunta de B\ |JCi com cada um dos 0,(C}). Para cada = € B\ JC,
tem-se x € intB(E), pelo que B vai ser no ponto = uma variedade com a
mesma dimensao e indice que B. Do mesmo modo, no caso em que B esta
orientada, € evidente que, para z € 0:1(B), a orientagdo induzida em
T,(B) = T,(B) pela orientagio de B coincide com a induzida pela
orientagcdo de B. Resta-nos examinar o que sucede a B num ponto
Xy € 81(Ck).

Aplicando o resultado bem conhecido que caracteriza 0 modo como uma
subvariedade, eventualmente com bordo, esta inserida dentro da variedade
sem bordo ambiente, & variedade Cj contida em 9y(B), concluimos a
existéncia de um espaco vectorial F', com uma base wy, ..., w,, de um aberto
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V de 0y(B), com zp € V, de um aberto U de F, com 0 € U e de um
difeomorfismo ¢: U — V, com v(0) = x,, de modo que, sendo .J, 0 sector
de F', constituido pelos vectores com a Ultima componente naquela base
maior ou igual a 0, v»~*(V N Cy) = U N J,. Se necessario reduzindo estes
abertos, pode-se j& supor que V' ndo intersecta nenhum dos restantes Cj.
Tem-se entdo que ¢ (V N d;(Cy)) € constituido pelos pontos de U N J,
onde J,. é uma variedade de indice 1, isto é, por aqueles cuja Ultima
componente é nula e daqui deduzimos que, sendo J_ o sector de F
constituido pelos vectores com Ultima componente menor ou igual a 0,
(VN ]§) = U N J_. Obtemos portanto, por restricdo de v, um difeomor-
fismo de U N J_ sobre V N B, o que mostra que B &, no ponto z,, uma
variedade de dimensdo n e indice 1. Além disso, uma vez que w,, é tangente,
mas ndo estritamente tangente, a J_ e —w,, é tangente, mas nao estritamente
tangente, a J,, concluimos que Dv(w,) € tangente, mas ndo estritamente
tangente a B e que — Dy (w,,) é tangente, mas ndo estritamente tangente a
C). e daqui deduzimos imediatamente que, no caso em que B est4 orientada,
as orientacdes induzidas em T,(9,(Cy)) = T.(0,(B)) pelas orientagdes de
Cy e de B sdo opostas.]

[11.9.15. Sejam M C E uma variedade e w = (wy)year Uma forma diferencial
suave, fechada e de grau n, com valores em K. Sejam B uma variedade
compacta, suavemente orientada, de dimensio n+1, e Ci,...,C,
variedades compactas, sem cantos, de dimensdo n + 1, contidas em 9y(B) e
disjuntas duas a duas e, sendo B = B\ |Jy(C}), seja f: B — M uma apli-
cacdo suave. Considerando entdo em 0, (B) e em cada 9;(C};) as orientagdes
induzidas pelas de B e C}, respectivamente, tem-se

b

w = w.
/(01(3)3/91(3)) kz::l /(91(01«)3/9[(0,‘.))

Dem: Tendo em conta o teorema anterior, B é uma variedade compacta, de
dimens&o n + 1, suavemente orientada e 9, (B) é a unido disjunta de 9, (B) e
dos 8;(Cy), para cada z € ;(B), a orientagdo de T,(9,(B)) = T,(d\(B))
induzida pela de B coincidindo com a induzida pela de B e, para cada
z € 8,(Cy), a orientacdo de 7,(d,(B)) = T,(8:(Cy)) induzida pela de B
sendo a oposta da induzida pela de Ci. Tem-se entdo, tendo em conta

111.9.13,
/ o w=0,
(al<3)=f/al(f3))
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bastando agora repararmos que se tem

p

/ o w= / R w— Z/ ~ w.
(01(B).f 1,(8)) (01(B).f jay(3)) k=1 7 (01(Ch).f jay(cy)

/01(B)

Um exemplo de forma diferencial fechada, cujo integral sobre uma
variedade singular suave vai ter um significado geométrico importante, é
a forma diferencial angulo sélido, que definimos em seguida. Ela vai
permitir generalizar, para dimensBes superiores, o conceito de angulo
orientado descrito por um caminho plano em torno da origem (cf. a figura
a seguir). Repare-se que, mesmo neste caso particular, a defini¢do desse
conceito envolve alguma delicadeza.

Caminho 1: % radianos
Caminho 2: Z radianos

z
Caminho 3: § — 27 radianos

Caminho 4: 7 + 4 radianos

Figura 6

111.9.16. Seja £ um espaco euclidiano orientado de dimensdo n > 1. Notemos
S C E ahipersuperficie esférica de centro 0 e raio 1,

S={zeE||z] =1}

que é uma variedade sem bordo, com dimensdo n — 1, sobre a qual
consideramos a orientacéo suave que Ihe vem de ser o bordo de indice 1 de
B={xz e E| x| =1} (onde consideramos a orienta¢do constante que Ihe
vem de £). Vamos notar Volg a forma diferencial elemento de volume de S
e p: E\ {0} — S a aplicacdo suave definida por p(z) = z/||z||. Vamos
chamar forma diferencial angulo sélido de £ a forma diferencial suave de
grau n — 1 sobre E \ {0}, Q: E\ {0} — A"~ }(E;R), imagem reciproca de
Volg por meio de p, Q = p*Vols.

111.9.17. Nas condicbes anteriores, a forma diferencial angulo solido
Q:E\ {0} — A" 1(E;R) é uma forma diferencial fechada cuja restricdo a
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S é VOZS.

Dem: Uma vez que, sobre a variedade S, de dimensdo n — 1, todas as
formas diferenciais de grau n sdo nulas, vemos que d Volg = 0; daqui se
deduz que d2 =dp*Vols = p*dVols =0, 0 que mostra que a forma
diferencial 2 é fechada. Por fim, sendo «: S — E'\ {0} a inclusdo, tem-se
pot=Idg, peloque

Qg =1"p"Volsg = (por)Volg = IdgVols = Vols.Ol

111.9.18. Seja £ um espaco euclidiano orientado de dimensdo n > 1 e seja
(A, f) uma variedade singular suave, de dimensdo n —1, em E\ {0}
(portanto A é uma variedade de dimensdo n — 1, suavemente orientada e
f:A— E\ {0} é uma aplicacdo suave). Diz-se que (A, f) tem angulo
solido se a forma diferencial €2 for integravel em (A, f) e define-se entdo o
angulo sélido orientado de (A4, f) (subentendido, em torno de 0 € E) como
sendo o ndmero real

Z(A,f):/(Af)Sl

que sera notado simplesmente Z(f) quando ndo houver perigo de confuséo
sobre qual a variedade orientada A que se considera. E claro que, se a
variedade singular A é compacta, e é esse 0 caso que usualmente tera mais
interesse, ela vai ter automaticamente angulo sdlido. Repare-se que este
angulo depende quer da orientacdo de A quer da de £, vindo multiplicado
por —1 sempre que se troca uma daquelas orientacdes.

Um caso particular importante é aquele em que A é uma subvariedade
compacta de dimensédo n — 1 de E \ {0}, suavemente orientada. Define-se
entdo o angulo solido orientado de A, Z(A), como sendo o angulo sélido
orientado da variedade singular (A,¢), onde «: A — E'\ {0} é a incluséo.
Tem-se portanto, neste caso,

Z(A) = /AQ/A.

A razdo pela qual se utiliza a expressao “angulo solido orientado” decorre
intuitivamente da propriedade seguinte, que caracteriza o valor deste no caso
particular em que a composi¢do p o f é um difeomorfismo de A sobre uma
subvariedade de S, que ou conserva ou inverte as orientagdes. Relembrar, a
propdsito, o que se disse no exercicio 1.8.

111.9.19. Seja £ um espaco euclidiano orientado de dimensdo n > 1 e seja
(A, f) uma variedade singular suave de dimenséo n — 1 em E \ {0}, tal que
po f seja um difeomorfismo de A sobre um subconjunto B de S, que
conserve (resp. inverta) as orientag@es. Tem-se entdo que (A, f) tem angulo
solidoe Z(A, f) é igual a pg(B) (resp. igual a —ug(B)).

Dem: Seja € = 1 no caso em que p o f conserva as orientacdes e € = —1 no
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caso em que po f inverte as orientagdes. Tem-se entdo, tendo em conta
111.4.4,

Z(Avf)Z/Af*Qz/Af*p*VolS:/A(pof)*Vols/B:

:5/ Vols g = e ps(B).O
B

Figura 7

As hipoéteses do resultado anterior sdo, de algum modo, excepcionais e,
em casos mais gerais, podemos, quando muito, tentar obter uma
decomposicdo do dominio como unido de um conjunto de medida nula
com um numero finito de subconjuntos abertos disjuntos, onde a restricéo
de f verifique as condicOes anteriores; o angulo sélido orientado de f
pode entdo ser calculado como soma dos angulos solidos orientados das
restricdes de f a esses abertos. E com uma decomposicio deste tipo que
determinamos intuitivamente os angulos sélidos orientados dos caminhos
na figura 6. Estas decomposi¢des ndo sdo sempre possiveis e a sua
utilizacdo nos casos em que E tem dimensdo maior que 2 ndo serd em
geral comoda. Em qualquer caso ndo as poderemos utilizar para inferir
resultados sobre variedades singulares gerais, sendo apenas Uteis em
justificacOes heuristicas, que nos ajudem a intuir o que se esta a passar.

Os exemplos apresentados na figura 6 sugerem que, dados dois caminhos
com as mesmas extremidades, a diferencga dos respectivos angulos sélidos
orientados é um mdltiplo inteiro de 27. Os proximos resultados condu-
zirdo a demonstracdo deste facto e da respectiva generalizacdo para um
espaco euclidiano E de dimensdo n e variedades singulares compactas de
dimensdo n — 1 com mesma restri¢cao ao bordo, em que a quantidade 27 é
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substituida pela medida o,_; da hipersuperficie esférica unitaria de
dimensdo n — 1.

111.9.20. Seja £ um espaco euclidiano orientado de dimensdo n > 1. Sejam B
uma variedade compacta, suavemente orientada, de dimensdone f: B — F

~

uma aplicacéo suave tal que, para cada = em 9(B) = |J 9;(B), f(z) # 0.
i>1

Supohamos ainda que 0 € um valor regular da restricdo ?/0”“3): o (B) — E.

Entéo ?_1({0}) é um subconjunto finito {z1,...,z,} de dy(B), tal que, para
cadal < k < p, D?m.i T,,(B) — E é um isomorfismo e, notando ¢, = 1 ou
er = —1, conforme este isomorfismo conserve ou inverta as orientagdes,
tem-se que o angulo solido orientado de ?/31@: 01(B) — E\ {0} é igual a

p
Op—1 Z Ek-
k=1

Dem: Vem que ?71({0}) é um subconjunto fechado de B, e portanto um

compacto. Por outro lado, o facto de supormos 7(:c) # 0, para cada
x € J(B) implica que aquele compacto esta contido em dy(B). O facto de 0

ser um valor regular da restricio de f a y(B) implica agora que 3‘_1({0}) é
uma variedade de dimensdo 0, a qual, sendo compacta, vai ser um conjunto
finito {x1,...,x,} (a familia dos conjuntos unitérios vai ser uma cobertura
aberta, de onde se pode extrair uma subcobertura finita). Pelo teorema da
funcdo inversa, podemos escolher, para cada 1 < k < p, um aberto U}, de
Oo(B), com z;, € Uy, e um aberto V;, de E, com 0 € V}, tal que fy, sejaum
difeomorfismo de U, sobre V. e, se necessario reduzindo estes abertos,
podemos ja supor que os U; sdo disjuntos dois a dois e que cada um dos
difeomorfismos f,y;,: U, — Vi ou conserva ou inverte as orientagdes (cf.
I11.5.7). Vem que (Vi é um aberto de E, contendo 0, pelo que existe » > 0
tal que a bola fechada B,(0) esteja contida naquela intersecgdo. Sendo
S,={ye€ FE||y|l=r} que & uma variedade de dimensdo n —1,
consideramos em S, a orientagdo que lhe vem de ser o bordo de B,(0) e
reparamos que a restricdo de p a S,, definida por p(y) = y/r, vai ser um
difeomorfismo de S, sobre S = Sy, que conserva as orientagdes, por ser a
restricdo do difeomorfismo de B,(0) sobre B;(0), definido pela mesma
férmula, que conserva claramente as orientacées.

Notemos, para cada k, C; = (f/1,) " (B:(0)), que é portanto uma variedade
compacta, sem cantos, de dimensdo n, contida em U;. Uma vez que a apli-
cacdo suave f:B — E aplica B = B\ |J 9y(C;) em E\ {0}, podemos

k

deduzir de 111.9.15 que o angulo sélido orientado da restricdo de? a0 (B)é

igual & soma dos angulos sélidos orientados das restricfes de ? aos 01 (Cy) e
tudo o que temos que demonstrar é que o angulo sélido orientado da restri¢do

de 3‘ a cada 0,(Cy,) é e;, 0,—1. Ora, tendo em conta o facto de a restri¢do de?
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a Cy ser um difeomorfismo de C), sobre B,(0), que conserva ou inverte as
orientacfes conforme ¢, = 1 ou ¢, = —1, deduzimos que a restricdo de ? a
01(Cy) é um difeomorfismo de 0 (C}) sobre S, que conserva ou inverte as
orientagBes conforme ¢, = 1 ou ¢, = —1, e portanto que a restri¢cdo de p o?
a 01(Cy) é um difeomorfismo de 9, (C}) sobre S, que conserva ou inverte as
orientacGes conforme ¢, =1 ou &, = —1. Aplicando 111.9.19, concluimos
portanto que o angulo solido orientado da restricdo de ? a 01(Cy) é
efectivamente e o,,_1.00

.9.21 (Coroléario) Seja £ um espaco euclidiano orientado de dimensdo n > 1

e B C E uma variedade compacta de dimensdo n, tal que 0 ¢ 9(B) =
(J0;(B), sobre a qual se considera a orienta¢do induzida. Considerando em
j=1

01(B) a orientagdo induzida pela de B, tem-se entdo que o angulo solido
orientado de 9, (B) é 0 ou 0,,_1, conforme se tenha 0 ¢ B ou 0 € dy(B).
Dem: Basta aplicar o resultado anterior a inclusdo de B em E.[]

111.9.22 Seja F um espaco euclidiano orientado de dimensdo n > 1. Sejam B

uma variedade compacta, suavemente orientada, de dimenséo n e f: B — E

~

uma aplicacéo suave tal que, para cada  em 9(B) = |J 9;(B), f(x) # 0.
7>1

Tem-se entdo que o angulo sélido orientado da restricio de  a 9y (B) é um
mltiplo inteiro de o,,_;.

Dem: E claro que, se 0 fosse um valor regular da restricdo de f a dy(B),
tinhamos uma consequéncia trivial de 111.9.20.

Vamos comecar por demonstrar o resultado com a hipdtese suplementar de a
variedade B ndo ter cantos, caso em que 0;(B), sendo uma subvariedade
fechada de B, é uma variedade compacta e sem bordo. Seja » > 0 tal que a
bola aberta B,(0) néo intersecte o compacto f(d,(B)). Pelo corolério do
teorema de Sard (cf. 1.5.8), podemos considerar y € B,.(0), que seja um valor
regular da restricdo de  a d,(B) e entéo, sendo f: B — E aaplicacio suave
definida por f(z) = f(z) —y, tem-se que 0 ¢ f(A1(B)) e 0 é um valor
regular da restricio de f a do(B), 0 que, por 111.9.20, implica que o angulo
solido orientado da restricdo de } a 9;(B) é um multiplo inteiro de o,,_;.
Mas, tem lugar uma aplicagdo suave H: [0, 1] x 01(B) — E \ {0}, definida
por H(t,z) = f(z) —ty, para a qual se tem H(0,z)= f(z) e
H(l,z) = }(:Jc), pelo que deduzimos de 111.9.11 que o angulo so¢lido
orientado da restrigo de f a 9, (B) coincide com o da restrigdo de f, sendo
assim um multiplo inteiro de o,, ;.

Passemos, por fim, a demonstracdo do caso geral em que a variedade B pode
ter cantos. Seja K = {zr € B |?(a:) =0}, que é um conjunto compacto
contido em 9y(B). O facto de 9y(B) ser localmente compacto implica a
existéncia de um aberto U de 9y(B), contendo K e contido numa parte
compacta K’ de 9y(B); pelo teorema da particdo da unidade, relativo a
cobertura de B formada pelos abertos U e B\ K, podemos considerar uma
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aplicagdo suave ¢: B — [0, 1], nula fora de U e tal que ¢(x) = 1, para cada
x € K. Outra vez pelo mesmo corolario do teorema de Sard, podemos consi-
derar um valor regular s € |0, 1] da restri¢do de ¢ a 9y(B). Seja

C={zecB|p()>s}={recd(B)|p()=>s}

Vem que C vai ser uma variedade compacta, sem cantos, com dimensdo n,
contida em 9y(B), tendo como bordo &1(C) = {z € B| p(z) = s}. Uma
vez que K C 9y(C), e portanto a aplicagdo suave 3”: B — E aplica
B\ 0y(C) em E\ {0}, concluimos de 111.9.15 que o &ngulo sélido orientado
da restricdo de f a ;(B) coincide com o da sua restricdo a d;(C), o qual,
pelo caso particular estudado no inicio, ¢ um multiplo inteiro de o,,_;.[0

111.9.23 Seja E um espaco euclidiano orientado de dimensdo n > 1. Seja A uma
variedade compacta, suvemente orientada, de dimensdo n —1 e sejam
f,9: A — E\ {0} duas aplicacBes suaves tais que, para cada = € 9;(4),
f(x) = g(z). Tem-se entdo que Z(g) — Z(f) é um mdltiplo inteiro de o,,_;.
Dem: Comecemos por notar que, por continuidade, tem-se ainda
f(z) = g(x), para cada = € 9(A) =J 0;(A). Consideremos a variedade

j>1

compacta de dimenséo n, B = [0, 1] x A. Para cada (t,x) € B, tem-se
T(t,T)(B) =R x Tx(A>

e podemos considerar neste espaco vectorial a orientacdo produto, isto é,
aquela para a qual cada base wy, ..., w,_1 de T,(A) tem a mesma orientacéo
que a base (1,0), (0,w;),...,(0,w,—1) de R x T, (A). Ficamos assim com
uma orientacdo da variedade B, orientacdo que se verifica imediatamente ser
suave (dado um campo de referenciais sobre um aberto U de A, obtemos, a
partir dele, um campo de referenciais sobre [0, 1] x U, com a mesma orien-
tacdo). Seja H: B — FE a aplicagdo suave definida por

H(t,x) = (1—1t)f(z) + tg(z).
Se (t,z) € 0(B) = U 9;(B), entdo, ou t € {0,1}, e entdo H(t,z) = f(z)

ou H(t,x)=g(x), portanto H(t,z) € E\ {0}, ou = € 9(A), e entdo
f(z) =g(x), donde H(t,z) = f(x), portanto ainda H(t,z) € E \ {0}.
Podemos assim aplicar o resultado precedente para garantir que o angulo
s6lido orientado da restricdo de H a 9;(B) é um multiplo inteiro de o, €
vamos agora mostrar que esse éangulo solido orientado é igual a
Z(g) — Z(f), o que terminara a demonstracdo. Vem que 0,(B) é a unido
disjunta das trés variedades de dimenséo n — 1, ]0,1[ x 9;(A), {0} x 9y(A)
e {1} x 9;(A), pelo que o &ngulo sélido orientado da restri¢do da H a 9;(B)
¢ a soma dos angulos sélidos orientados das restricies de H a estas trés
variedades. Uma vez que, para cada (t,z) € ]0,1[ x 01(A), H(t,z) = f(x),
vemos que a imagem reciproca da forma diferencial €2 pela restricdo de H a
10,1 x 0;(A) é igual & imagem reciproca por meio da projeccdo de
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10,1[ x 91 (A) sobre 9;(A), da imagem reciproca de 2 pela restricdo de f a
01(A), imagem reciproca essa que € nula por se tratar de uma forma
diferencial de grau n — 1 sobre a variedade 0,(A) de dimensdo n — 2.
Concluimos assim que o angulo sdlido orientado da restricio de H a
10,1[ x 91(A) é 0. Consideremos agora os difeomorfismos

©0: 0(A) — {0} x Bo(A),  @1:00(A) — {1} x 9p(A)
definidos por
po(x) = (0,2), i(x) = (1, ).

Considerando nos contradominios as orientagfes induzidas no bordo pela
orientagdo produto de [0, 1] x A, tem-se que ¢, inverte as orientagdes e o
conserva as orientag@es, visto que, dada uma base wy, ..., w,_; de T,(A), as
imagens destes vectores, tanto por Dy, como por Deg;,, S30
(0,wy),...,(0,w,_1) € que, no ponto (1,z), o vector (1,0) é tangente, mas
ndo estritamente tangente, a [0, 1] x A e, no ponto (0, z), é o vector (—1,0)
que esta nessas condi¢cBes. Tendo em conta 111.9.7, concluimos que o0s
angulos sdlidos orientados das restricbes de H a {0} x 9y(A) e a
{1} x 9y(A) séo iguais respectivamente ao simétrico do &ngulo sélido
orientado de H o py:9y(A) — E '\ {0} e ao angulo sdlido orientado de
H o p1:9y(A) — E'\ {0}, bastando reparar, por fim, que estas composicoes
ndo sdo mais do que as restri¢des de f e g, respectivamente, e que A \ dy(A)
tem medida nula, por ser unido das variedades 0;(A), com j > 1, que tém
dimens&o inferior ade A.O0

111.9.24 (Corolario) Seja £ um espaco euclidiano orientado de dimenséo n > 2.
Seja A uma variedade compacta, suvemente orientada, de dimensdo n — 1 e
seja f:A— E\ {0} uma aplicacdo suave cuja restricdo a 91 (A) seja
constante (é o que acontece, automaticamente, no caso em que a variedade A
ndo tem bordo). Tem-se entdo que o angulo sélido orientado de f é um
maltiplo inteiro de o,,_,.36
Dem: Trata-se de uma consequéncia do resultado precedente, se repararmos
que, tendo em conta 111.9.5, uma aplicagéo constante de A em E \ {0} tem
angulo solido orientado nulo.[J

36Repare-se que, ao contrario dos resultados anteriores, é necessario exigir aqui que £
tenha dimensdo pelo menos 2. No caso em que E tem dimensdo 1, obtém-se um con-
tra-exemplo simples tomando para A um conjunto unitario.
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EXERCICIOS

Ex I11.1 Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimenséo
m > 1, suavemente orientada e munida de uma estrutura riemaniana suave.
Dados m — 1 campos vectoriais suaves sobre M, Xi,...,X,, 1, mostrar
que, considerando, para cada = € M, o produto externo Xy, x --- X X;_14,
tem lugar um campo vectorial suave

Xy XX X = (le X X Xm—l;r,);vef\/f-

Ex I11.2 Comecemos com algumas observagdes sobre notagcGes muito utilizadas
na pratica. Suponhamos que M é uma variedade de dimensdo m e que ¢ €
um difeomorfismo de M sobre um aberto V' num sector de R™, ou, mais
geralmente, sobre um subconjunto (automaticamente total) de R™ (é claro
que tais difeomorfismos s6 existem, em geral, localmente e, nesse caso, as
observagdes seguintes so se aplicam a abertos convenientes de M). Notamos
entdo ¢4, ..., @, as componentes de o, isto é, as aplicagdes suaves de M em
R definidas por

o) = (1(y); -, m(y))-

d
Op;

a) Mostrar que tém lugar campos vectoriais suaves sobre M, onde

1 < j < m, definidos por
0

(5

)y = D (e5),

em que e, ..., e, € a base candnica de R™. Por outras palavras, estes sdo 0s
campos Vvectoriais sobre M que estdo ¢-relacionados com o0s campos
vectoriais constantes e; sobre V.

0 -
b) Mostrar que, para cada y € M, 0s vectores (a—%)y constituem uma base de

T, (M) e que os elementos da base associada de L(7},(M);R) séo
dely? [N} dspmy-

C) Se w = (wy)yenr € uma forma diferencial de grau p sobre M, com valores
em K, mostrar que se pode escrever

wy=3 fig, W) dej, AN,

J1<<Jp

e que entdo w € suave se, e s se cada aplicacdo f;, . ;: M — K € suave.
d) Mostrar, por inducdo em p, que se tem
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d(dpj, A+~ Ndpj,) =0

e deduzir daqui que, se w é uma forma diferencial suave de grau p, com
valores em K, com uma decomposi¢do como em c), entdo
0
dwy = Z Z D(f]lyJ[/)y((a—%)Z/) d@]y /\ dso]ly /\ Tt /\ dsojpy'

<<y J
Nota: E frequente e classico utilizar as notacdes

dxy,...,dx, emvezde dy,...,don

e as notacOes

i i em vez de i 9
Oz’ Oxyy, 0

9017”.7830771'

Estas Gltimas apresentam a seguinte particularidade: Se f: M — K é uma
aplicacdo suave, a férmula de derivacdo das fungbes compostas mostra-nos
que

DIz = Dif o9 (e = X E ety

J

Ex I11.3 (Formas diferenciais e funcdes de variavel complexa) Neste exercicio
vamos notar z e z as aplicagdes suaves de C em C, que a cada complexo z
associam respectivamente z e 0 seu conjugado z, € notamos x € y as
aplicacGes suaves de C em R, que a cada complexo z = z + iy, com
x,y € R, associam respectivamente x e y.

a) Reparar que, com estas notacdes, as formas diferenciais de grau 1 sobre
C =R?, dx e dy sdo precisamente as referidas na nota no fim do exercicio

precedente e que se tem
dz=dx+idy, dz=dx—idy.

Mostrar que dz e dz constituem uma base do espago vectorial complexo de
dimensdo 2 Lg(C;C) e que dz é uma base do subespago L¢(C;C) e dz é
uma base do subespago L¢(C;C). Para cada ¢ € Lg(C;C), dizer quais as
componentes de £ na base dz, dz.

b) Dados um aberto U de C e uma aplicagdo suave f: U — C, nota-se

0 0]
5L = DL(e)) = DY), §1(:) = Df.fex) = DLG)
e definem-se aplicagdes suaves 2L e 9L, de U em C, por
of , \ _ of .\ _
5, &) =m(Df)A), 5=(2) =7-(Df)(1),
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onde Df. € Lg(C;C) e
my: Lr(C;C) — Le(C;C), 7-: Lr(C;C) — Le(C;C)
sdo as projeccgdes associadas a soma directa
Lg(C; C) = Lc(C; C) @ Lc(C; C)

(cf. o exercicio I1.1).

Mostrar que a aplicacdo f é holomorfa (no sentido que, para cada z, a
aplicacdo linear real D f, é mesmo uma aplicacdo linear complexa) se, e s6
se, % =0 e que f é anti-holomorfa (no sentido que, para cada z, Df, é
antilinear) se, e s6 se, %/ =

Mostrar que se tem

of _1of ,9of

8272(8‘% Zay)’
of 108 01
82_2(8x+18y)’
_9f . 9f 42
dffazdz+8zdz.

c) Mostrar que se tem dz A dz = —2idx A dy e deduzir daqui que dz A dz é
uma base do espago vectorial complexo A2 (C; C), de dimens&o 1.

d) Mostrar que a forma diferencial w, de grau 1, definida por w, = f(2) dz, é
fechada, isto €, verifica dw = 0, se, e s0 se, a aplicagdo f é holomorfa.

e) Quando a aplicagdo f é holomorfa, define-se f/(z) = Df.(1) € C.
Mostrar que se tem entdo df, = f'(z) dz.

Ex I11.4 Sejam U um aberto num sector de R? e f, g, h: U — C trés aplicagbes
suaves. Seja w a formula diferencial de grau 2 sobre U, definida por

w(w,y,z) = f(xv Y, Z) dy Ndz + g(l', Y, Z) dz Ndz + h(l’, Y, Z) dz A dy
Mostrar que se tem

_of g oh
dw—(ax ay—l-az)dm/\dy/\dz.

Ex I11.5 Seja w a forma diferencial de grau 1 em R? \ {0}, definida por

— X
Way) = 2 +yy2 dz + 22 + o2 dy.
a) Mostrar que se tem dw = 0.
b) Seja R, C R? a semi-recta [0, +oo[ x {0} e seja a: R*\ Ry — 10,27 a
aplicacdo suave que a cada par (x,y) associa 0 seu argumento. Mostrar que
da é arestricdo de waR? \ R,
c) Por que razéo a conclusdo de b) pode explicar a de a)?
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d) Mostrar que ndo existe nenhuma fungdo f:RR?\ {0} — R tal que df = w.
Sugest&o: A restricdo de uma tal fungdo a R? \ R, teria de diferir de o por
uma constante.

Ex 1.6 Sejam E e E espagos euclidianos, M c E e M C E variedades de
dimensdo m e f: M — M uma isometria suave, isto €, um difeomorfismo tal
que, para cada = € M, a aplicacéo linear D f,: T, (M) — T4z (M), seja um
isomorfismo ortogonal. Nas alineas b) e seguintes supomos ainda que M e
M estdo suavemente orientadas e que o difeomorfismo f conserva as
orientacdes.

a) Mostrar que, se g: M — R é uma aplicacdo suave, entdo

grad(g © f)x = (sz)_l<grad(g)f(f))’

por outras palavras, os campos vectoriais grad(g o f) e grad(g) estdo f-rela-
cionados.
b) Supondo m > 1, sejam X = (X,) .z € Y = (Y,),enr Campos vectoriais

suaves f-relacionados, isto é, tais que Yy(,) = Df,(X,). Mostrar que, para
cada x € M, tem-se div(Y) (,) = div(X),.

c) Supondo m > 1, mostrar que, se g: M — K é uma aplicacdo suave, entao,
para cada z € M

A(go fa = Agya)-

d) Suponhamos que M e M tém dimenséo 3. Mostrar que, se X = (X2),eni
e Y = (Y,)yenm SG0 campos vectoriais f-relacionados, entdo os campos
vectoriais rot(X) e rot(Y") sdo também f-relacionados.

Sugestdo: Para as trés Gltimas alineas, ter em conta o resultado 11.8.16.

Ex I11.7 Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimenséo
m > 1, suavemente orientada, e seja Vol = (Vol,).cn @ forma diferencial
de grau m elemento de volume. Dado um campo vectorial suave
X = (X,)zem, Mostrar que tem lugar a seguinte formula para a divergéncia
de X, que ndo faz intervir explicitamente os operadores x:

dintx(Vol) = div(X) Vol.
Sugestdo: Ter em conta a alinea a) de 11.8.18.

Ex I11.8 Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimensao
m. Dado um campo vectorial suave X = (X, ).en, cOmo se poderia definir
a divergéncia de X, div(X): M — R, de modo a generalizar a defini¢do que
apresentamos, no caso em que M estava suavemente orientada (cf. 111.2.11)?
Sugestdo: Raciocinar localmente, reparando que a divergéncia néo se altera
quando se troca a orientacdo em todos 0s pontos de uma variedade.

Ex I11.9 Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimenséo 3,
suavemente orientada. Mostrar que:



Exercicios 175

a) Para cada aplicacéo suave f: M — R, tem-se rot(grad(f)) = 0;
b) Para cada campo vectorial suave X = (X, ).cn, tem-se div(rot(X)) = 0.

Ex 111.10 Sejam E um espago euclidiano e M C F uma variedade. Dadas as
aplicac@es suaves f, g: M — R, mostrar que se tem

grad(fg) = f grad(g) + grad(f) g.

Ex 111.11 Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimenséao
3, suavemente orientada. Consideremos uma aplicacdo suave f: M — R e
X = (X,)zenm Um campo vectorial suave. Mostrar que se tem

rot(fX) = frot(X) + grad(f) x X.

Ex 111.12 Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimenséo
m > 1, suavemente orientada. Consideremos uma aplicagdo suave
fiM — Re X = (X,).en um campo vectorial suave. Mostrar que se tem

div(fX) = fdiv(X) + (grad(f), X).
Sugestdo: Ter em conta o exercicio 11.35.

Ex 111.13 Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimenséo
m > 1, suavemente orientada. Sejam f,g: M — R duas aplicacBes suaves.
Mostrar que se tem

A(fg) = f(Ag) + (Af)g+ 2(grad(f), grad(g)).

Ex 111.14 Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimenséo
3, suavemente orientada. Sejam X = (X, )zem € Y = (Y2 )zenr dois campos

vectoriais suaves. Mostrar que se tem entdo
div(X xY) = (rot(X),Y) — (X, rot(Y)).
Sugestdo: Ter em conta o exercicio 11.35.

Ex 111.15 Seja E um espaco euclidiano de dimensdo m > 1, sobre o qual
consideramos a norma associada, e seja a € FE fixado.
a) Sendo X = (X, ).cp 0 campo vectorial suave definido por X, = =z — q,
mostrar que se tem div(.X) = m. Deduzir daqui que, sendo Y = (Y.).ep\(a}
0 campo vectorial suave definido por
y,= +—%
| — al[™
tem-se div(Y), = 0, para cada x.
b) Sendo ¢:]0,+oc0[ — R uma aplicagdo suave, seja f:E\{a} - R a
aplicacdo suave definida por

f(@) = e(llz = all).
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Mostrar que se tem

_ ¢l —al)

= a

Afe=¢"(lz = all) + (m - 1)

grad(f).

(x — a),

¢'(llz —al)

|l = all

c) Chamam-se fungGes harmonicas as fungBes cujo laplaciano é
identicamente nulo. Determinar as fungfes suaves : |0, +oo[ — R para as
quais a correspondente fungéo f: E \ {a} — R, definida em b), é harménica.

Ex I11.16 Seja E um espago euclidiano e seja M C F uma variedade de
dimensdo m > 1, suavemente orientada. Seja X = (X,),epr UM campo
vectorial suave. Mostrar que, se wy,...,w, € uma base ortonormada de
T,,(M), entdo

m
div(X),, Z DX, (wj), wj).
J=1

Sugestdo: Se necessario substituindo M por um aberto contendo z, pode-se
j& supor que existem campos vectoriais suaves Wi,...,W,, tais que
W;. =w; e que, para cada z € M, os W, constituam uma base

Jxg
ortonormada directa de 7),(M ). Comegar por demonstrar o resultado no caso
particular em que X é um dos campos vectoriais W}, utilizando para isso a
segunda caracterizacdo da derivada exterior em I11.2.2. Passar ao caso geral
por linearidade e utilizando o exercicio 111.12.

Ex 111.17 Sejam M C E uma variedade sem bordo, X = (X,),en Um campo
vectorial suave e w:Q — M o0 respectivo fluxo. Recordemos que € é um
aberto de R x M e que, para cada x € M, J, = {t e R| (t,z) € 2} é um
intervalo aberto contendo 0 e que a aplicacéo

J,— M, t—w(t ),

¢ a solugdo maxima da equacdo diferencial

%W(t, J?) = Xw(t,z)r
com a condi¢do inicial w(0,z) = x. Para cada s € R, seja U, 0 aberto de M
constituido pelos « tais que (s, x) € £ e seja ¢5: U; — U_, 0 difeomorfismo
definido por ¢4(z) = w(s,x). Seja & = (&;)zenr UM campo tensorial suave
de grau p, real ou complexo.

a) Mostrar que se tem, para cada x € M,

Lx(E), = lim $a&w))e — &

s—0 S

Deduzir daqui que, se, qualquer que seja s € R suficientemente pequeno,
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s (&u.,) =&, entdo Lx(§) = 0.

Sugestdo: Comecar por notar que basta fazer a demonstragdo no caso em que
M é um aberto de E. Nesse caso verificar que o segundo membro, aplicado a
(u1,...,up), éigual a ¢'(0), onde

g(S) = §99s<]‘)(D<pg‘L(u1)7 R DSOSJ: (u]’)) =
= gw(s,z) (Dw(s,r) (Ov U1), ) Dw(s,z) (07 Up)),
lembrando que DQW(OJ,) € uma aplicagdo bilinear simétrica e que se tem
DW(O,I’)(l’()) = Xy
b) Mostrar que se tem, mais geralmente, para cada ¢t € R tal que (¢, z) € Q,

(Pis (o, ))a = (01 (§/0,))a

i (Lx(§)yw,)e = lim

e deduzir daqui que, se Lx(£) = 0, entdo, para cada t € R, ¢ (§v,) = &/v,-
Sugestdo: Aplicar a alinea anterior com ¢;(x) no lugar de z e aplicar em
seguida Dy;: a ambos os membros, atendendo a igualdades do tipo
ps+t = s 0 ¢ (valida numa vizinhanga aberta de x). Para a Gltima afirma-
cdo, verificar que a aplicagdo g, referida na sugestdo de a), tem derivada
identicamente nula.

Nota: Nas condi¢bes anteriores suponhamos que o espaco ambiente F da
variedade sem bordo M estd munido de um produto interno e seja
& = (&)zem 0 campo tensorial suave de grau 2, com valores em R, em que,
para cada z € M, &, é o produto interno de T),(M) induzido pelo de E. Aos
campos vectoriais suaves X tais que Lx(£) = 0 da-se o nome de campos
vectoriais de Killing. Tendo em conta 0 que vimos neste exercicio, 0s
campos vectoriais de Killing sdo caracterizados pela propriedade de cada
difeomorfismo ;:U; — U_; ser uma isometria (ou seja, de cada
isomorfismo Dy ,: T,,(M) — T, (M) ser ortogonal).

Ex 111.18 Sejam M C E uma variedade e X = (X, )zemr € Y = (Y3)zenr dOiS
campos vectoriais suaves sobre M. O parénteses de Lie [X,Y] é por vezes
também notado £x(Y) e toma o0 nome de derivada de Lie de Y na direccéo
de X. Mostrar que, para cada aplicagdo suave f: M — R, tém lugar os
seguintes resultados correspondentes as conclusdes de 111.3.6:

Lix(Y)=fLx(Y)-Df(Y)X,
ﬁx(fY) = fﬁx(Y) + Df(X) Y.

Ex I11.19 a) Utilizar o corolario 111.3.12 para demonstrar a identidade de Jacobi:
Se X, Y e Z sdo campos vectoriais suaves sobre a variedade M C E, entdo
(X, Y], 2]+ [V, 2], X] + [[Z,X], Y] = 0.

Sugestao: Mostrar que, se W é um campo vectorial sobre M tal que, para
cada aplicacdo suave f: M — R, W - f =0, entdo W = 0.
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b) Mostrar que a conclusdo da alinea a) pode ser também escrita, com a
notacédo do exercicio anterior, na forma

Lixy)(Z) = Lx(Ly(Z)) — Ly (Lx(Z)),
forma essa em que é claro um parentesco com a formula de 111.3.11.

Ex 111.20 Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimenséao
m > 1, suavemente orientada e seja Vol = (Vol,).en a forma diferencial
elemento de volume de M. Seja X = (X, ).en Um campo vectorial suave.
Mostrar que se tem

Lx(Vol) = div(X) Vol.

Sugestéo: Ter em conta 111.3.16 e o exercicio 111.7.

Nota: Supondo que a variedade A ndo tem bordo, podemos, para cada
t € R, notar ¢;: Uy — U_; o difeomorfismo definido a partir do fluxo de X,
tal como no exercicio 111.17. Tendo em conta 0 que Se Viu nesse exercicio,
concluimos que se tem div(X) = 0 se, e s0 se, ¢} (Vol,y ,) = Voly,. Uma
vez que, como se verifica facilmente, por um argumento de continuidade, os
difeomorfismos ¢, conservam as orientaces, podemos concluir das observa-
¢Oes precedentes que todo o campo vectorial de Killing tem divergéncia nula.
Pode-se também verificar facilmente que a condigéo de se ter

i (Volyy.,) = Voly,

€ equivalente a de exigir que cada isomorfismo Dy ,: T, (M) — T, (1) (M)
tenha coeficiente de dilatacdo igual a 1, condicdo que se pode verificar, por
um argumento de teoria da medida, ser equivalente a de se ter
war(pi(A)) = par(A), para cada boreliano A C Uy, 0 que nos da uma nova
interpretacdo geométrica da condicdo de um campo vectorial X verificar
div(X) =0.

Ex 111.21 Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimenséo
3, suavemente orientada. Sejam X = (X, )zer € Y = (Y2 )zenr dois campos
vectoriais suaves. Mostrar que se tem

rot(X x Y) = div(Y) X — div(X)Y — [X,Y].
Sugestéo: Partir da identidade
O(rot(X x Y)) = *d(0(X x Y)) = xdx(0(X) AO(Y)),
e atender as igualdades ja conhecidas

x(wAO(Y)) =inty (xw), dinty(w) = Ly(dw) — inty (dw),
*0(X) = intx(Vol), dx0(X) = div(X) Vol,
Ly(Vol) =div(Y)Vol, Ly(intx(Vol)) = intx(Ly(Vol)) + inty x(Vol).
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Ex 111.22 Verificar o que afirma o teorema de Stokes no caso em que a variedade
M, com dimenséo 1, € um intervalo fechado e limitado [a, b] ou um intervalo
do tipo [a, 00|

Ex I11.23 Seja B C E uma variedade compacta, de dimensdo 1, suavemente
orientada. Mostrar que 9;(B) é constituido por um ndmero par de pontos,
havendo tantos pontos em 0y (B) onde a orientacfo induzida é a candnica
como pontos em que a orientagdo induzida é a ndo canonica.

Sugestdo: Considerar a aplicacdo f: B — R de valor constante 1 e aplicar o
teorema de Stokes.

Ex I111.24 Mostrar que o seguinte Teorema de Green no plano é uma
consequéncia do teorema de Stokes: Sejam U C R? um abertoe f,g:U — C
duas aplicacBes suaves. Dada uma variedade compacta de dimensdo 2,
M cC U, tem-se

g af

z,y)dx + g(z,y)dy = —(z,y) — == (x,y) dz dy,
/61(mf( y) 9(z,y) dy Ma:c( Y) ay( y) dz dy

em que o integral do primeiro membro é o de uma forma diferencial e o do
segundo é o de uma funcédo para a medida de Lebesgue.

Ex 111.25 Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimenséo
m > 1. Seja, para cada x € 9;(M), F, o complementar ortogonal de
T.(01(M))em T,(M).

a) Mostrar que a familia dos F, € um fibrado vectorial de dimenséo 1 de base
01 (M) e que este fibrado vectorial fica suavemente orientado pela condicéo
de w € F, ser uma base directa se, e s6 se, w ¢ t,(M). Sugestdo: Relacionar
a projeccdo ortogonal de E sobre F, com as projeccBes ortogonais de F
sobre T,(M) e T,,(01(M)).

b) Deduzir de a) que tem lugar uma seccdo suave do referido fibrado que a
cada x € 9;(M) associa a normal unitéria exterior Z,.

Ex I11.26 Mostrar que, nas condi¢des de 111.6.3, sdo suaves as aplicacdes de M’
em E, que a « associa a normal unitéria positiva Z,, e de 0, (M') em E, que
a x associa a tangente unitaria positiva W,.

Ex 111.27 Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimenséao
m > 1, suavemente orientada, e seja, para cada x € 6,(M), Z, a normal
unitaria exterior (cf. 111.6.2). Dada uma aplicagéo suave f: M — K, nula fora
duma parte compacta K de M, mostrar que se tem

Afrdpn(r) = Dfi(Zy) dpa, ) ()
M O (M)

(a funcéo integranda do segundo membro costuma ser chamada de derivada
normal de f e ser notada %(aj)). Sugestdo: No caso em que K = R, o resul-
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tado é uma consequéncia trivial do teorema da divergéncia. No caso geral,
considerar a parte real e a parte imaginaria de f.

Ex 111.28 (Formula de Green) Sejam E um espaco euclidiano e M C F uma
variedade de dimensdo m > 1, suavemente orientada, e seja, para cada
x € (M), Z, anormal unitéria exterior (cf. 111.6.2).
a) Dadas duas aplicag@es suaves f, g: M — R, uma das quais nula fora duma
certa parte compacta K de M, mostrar que se tem

/ fa: Agz - Afz 9ax dﬂ]\[(x> = / fI DgI(ZT) - DfI(ZJC) Gu dl’Lal(J\’I)(x)'
M (M)

Sugestéo: Aplicar o teorema da divergéncia ao campo vectorial
fgrad(g) — ggrad(f),

tendo em conta o exercicio 11.13.
b) Generalizar a conclusdo de a) ao caso em que f e g podem tomar valores
em C.

Ex 11.29 Sejam E um espa¢o euclidiano de dimensdo m > 1, U C F um
conjunto aberto e f: U — K uma funcédo harmonica, isto é, uma aplicacdo
suave tal que Af, = 0, paracadax € U.

Paracadaa € F et > 0, notemos

Bi(a)={z € E| |z —a| < t},
Si(a) ={z € E ||z —a| =t}

(a bola fechada e a hipersuperficie esférici de centro a e raio t).
a) Paracadaa € U ecadat > 0, tal que B;(a) C U, seja

1

‘P(t) = tm—,l : f(ﬂf) dMS,(a)(x) c K.

Si(a

Mostrar que se tem ¢'(¢) = 0. Sugestio: Fazer uma mudanca de variaveis
para reduzir os integrais sobre S;(a) a integrais sobre S;(0), utilizar o
teorema de derivagdo do integral paramétrico, regressar a S;(a) com uma
nova mudanca de variaveis e ter em conta o exercicio 111.27.

b) Utilizar a alinea anterior para provar a primeira propriedade da média das
fungbes harmonicas: Se r > 0 é tal que B,(a) C U, entdo f(a) é a média de
f sobre S,.(a), isto &,

1
fla) = m /Sr(u) f(x)dpg a) ().

c) Utilizar a alinea b) para provar a segunda propriedade da média das
fungdes harménicas: Se r > 0 é tal que B,(a) C U, entdo f(a) é a média de
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f sobre B,(a), isto €,

1
)= o) o5

Ex 111.30 Seja E um espago euclidiano de dimensdo m > 1, sobre o qual
consideramos a norma associada. Seja a € E e notemos f,:E —R a
aplicacéo que se anula em a e que nos pontos de E \ {a} estéa definida por

-1
falz) = { 2l e S8m 72

= In([|z — a)|, sem =2

onde 0,1 é a medida da hipersuperficie esférica unitaria de E£).

a) Mostrar que f, é uma funcgdo localmente integravel e que a restrigdo de f,
a E'\ {a} é harmonica (cf. o exercicio 111.15).

b) Mostrar que, para cada funcdo suave de suporte compacto ¢: E — C,
tem-se

/E ful@) Ay dpa () = (a),

conclusdo que se pode exprimir dizendo que o laplaciano de f, no sentido
das distribuicdes é igual a distribuicédo de Dirac centrada em a.

Sugestdo: Aplicar a formula de Green, estabelecida no exercicio 111.28, a
variedade E \ B,(a) (onde B,(a) é a bola aberta de centro a e raio r) e fazer
em seguida r tender para 0.

Ex 11.31 Seja £ um espaco euclidiano de dimensdo m > 1, sobre o qual
consideramos a norma associada. Seja M C E uma variedade compacta de
dimenséo m e notemos, para cada = € 9;(M), Z, a normal unitaria exterior.
Mostrar que, se a ¢ M, entdo

Zypy T —a
/ M dpa, (M)(x) =0
(M

) Nz —all™

eque, sea € dy(M),

Zypy @ —a
/ g dpa,(ar)(T) = Tt
o1 (M)

[z —al[™

Sugestdo: Aplicar o teorema da divergéncia, isolando, no segundo caso, o
ponto a por uma pequena bola de centro a.

Ex I11.32 (Uma versao da férmula integral de Cauchy) Sejam U c C um
aberto e f:U — C uma funcdo holomorfa. Seja M C U uma variedade
compacta de dimensdo 2, sobre a qual se considera a orientacdo
correspondente & orientagdo candnica de C = R?, e considere-se no bordo
01 (M) a orientagdo induzida. Utilizar o teorema de Stokes para mostrar que:
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a)Sea € C\ M, entdo

/ 1) dz = 0.
(M) Z—a

/ ) dz =2mif(a)
(M) z—a

Sugest&o: A aplicacéo g(z) = % é holomorfaem U \ {a}. Para a alinea b)
convira retirar a variedade M uma bola aberta de centro a e raio r e fazer em
seguida r tender para 0.

b) Se a € 9y(M), entdo

Ex 11.33 Sejam U < C um aberto e f:U — C uma aplicacdo suave. Seja
M c U uma variedade compacta de dimensdo 2, sobre a qual se considera a
orientagdo correspondente a orientagdo canonica de C = R?, e considere-se
no bordo 9; (M) a orientagdo induzida.

a) Mostrar que, com as notagdes do exercicio 111.3, tem-se

i f O
/01(1»1) f(2)dz = Qz/M 5% (z,y) dz dy.

Sugestdo: Ter em conta as conclusbes das diferentes alineas do referido
exercicio.

b) Sendo a € 9y(M), mostrar que tem lugar a seguinte formula integral de
Cauchy, que generaliza a obtida na alinea b) do exercicio anterior,

/ H&) g, 2@'/ : a—f(Z) dz dy = 2mif(a),
a (M) A

z—a 1 Z2—a 0Z

Sugestdo: A mesma que para a alinea b) do exercicio anterior, reparando

que, sendo g(z) = £2, tem-se & = L 9L

z—a’ 0z z—a 0z "

Ex 111.34 Relembrando a possibilidade de definir a divergéncia de um campo
vectorial suave cujo dominio seja uma variedade ndo obrigatoriamente
orientada (cf. o exercicio 1l1.8), enunciar e demonstrar uma versdo do
teorema da divergéncia (cf. 111.6.2) no quadro das variedades ndo orientadas.

Ex 111.35 Dadas as variedades M c E e M c E, mostrar que a relagio entre
aplicacdes suaves de M em M, definida por f ~ g, se, e 6 se, f e g S&0
suavemente homotdpicas, é uma relacdo de equivaléncia. Sugestdo: Para a
transitividade, e no sentido de arredondar os cantos, trabalhar com uma
aplicacdo suave a:R — [0,1] tal que a(t) =0, sempre que ¢t < i, e que
a(t) =1, sempre que t > % Para construir uma tal funcdo utilizar a técnica
das parti¢des da unidade.
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Ex 111.36 Seja M C F uma variedade suavemente contréctil. Mostrar que, se
M cCFE é uma variedade e se f,g:M — M sdo aplicacdes suaves
arbitrérias, entdo f e g sdo suavemente homotépicas. Sugestdo: As duas
aplicacBes vao ser suavemente homotopicas a uma mesma aplicacdo
constante.

Ex 111.37 Mostrar que, se M C FE é uma variedade suavemente contractil, entdo
M é conexa por arcos suaves.

Ex 111.38 Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimenséo
3, suavemente orientada. Supondo que M é suavemente contractil, mostrar
que:

a) Se X =(X,).em € um campo vectorial suave sobre M tal que
rot(X) =0, entdo existe uma aplicacdo suave f:M — R, para a qual
X = grad(f);
b) Se X =(X,).em € um campo vectorial suave sobre A tal que
div(X) = 0, entdo existe um campo vectorial suave Y = (Y,).en, tal que
X =rot(Y).

Ex 111.39 Seja £ um espaco euclidiano de dimensdo n > 1 e notemos R, 0
intervalo [0, +oc[e S ={z € E | ||z]| = 1}.
a) Dado = € E'\ {0}, mostrar que o complementar E \ R x da semirecta
gerada por x é suavemente contractil. Sugestdo: Este conjunto é estrelado
relativamente a —z.
b) Dado = € S, mostrar que S\ {x} é suavemente contractil.
Sugestéo: Projectar sobre S a restricdo da homotopia que se considera em a).
c) Dado = € S, e sendo F' o subespaco vectorial de dimensdo n — 1 de E,
constituido pelos vectores ortogonais a x, mostrar que existe um difeomor-
fismo f: S\ {z} — F (a projeccao estereogréfica), definido por

—(y,x} 1
1—<y,m> v 1—<y,$

>y,

Figura 8

deduzindo dai, mais uma vez, o facto de a variedade S \ {z} ser suavemente
contractil.
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Ex 111.40 (Um rotacional alternativo)

a) Sejam F' é um espaco euclidiano e L_,,(F'; F') é 0 espago vectorial das
aplicaces lineares anti-autoadjuntas de F' em F. Mostrar que existe um iso-
morfismo v: L_,,(F; F) — A%(F;R), definido por v(\)(z,y) = (\(z), ).

b) Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimenséo
arbitraria, ndo obrigatoriamente orientada. Seja X = (X, )zen UM campo
vectorial suave sobre M. Podemos entdo considerar a forma diferencial
suave 6(X), de grau 1, e o respectivo diferencial exterior, a forma diferencial
suave de grau 2 d6(X). Para cada x € M, vamos definir o rotacional
alternativo de X, rot(X), (a definicdo e a notagdo sdo ndo standard) como
sendo a aplicacéo linear anti-autoadjunta de 7, (M) em T, (M) definida por

TOH(X), = 77} (d0(X).).

Mostrar que:

b;) Se existe uma aplicagdo suave f: M — R, tal que X = grad(f), entdo
rot(X) = 0;

b,) Se a variedade M é suavemente contractil e se rot(X) = 0, entdo existe
uma aplicagdo suave f: M — R, tal que X = grad(f).

c) Se E é um espaco euclidiano, M C E é uma variedade e X = (X, ).cns é
um campo vectorial suave, define-se, para cada = € M, a derivada covarian-
te de X no ponto = como sendo a aplicacdo linear VX,: T, (M) — T, (M)
definida por VX, (u) = m,(DX,(u)), onde m,: E — T, (M) é a projeccéo
ortogonal. Mostrar que o rotacional alternativo de X, definido na alinea
precedente, é dado por

F.t(X)L = V(X)zr - V(X)i?’?

Deduzir que, no caso em que M é suavemente contractil, uma condicdo
necessaria e suficiente para a existéncia de uma aplicagdo suave f: M — R,
tal que X = grad(f) é que a aplicaco linear VX,: T, (M) — T,(M) seja
autoadjunta, paracadax € M.

d) No caso em que F' é um espacgo euclidiano de dimensdo arbitraria, ndo
obrigatoriamente orientado, pode-se definir analogamente, para z,y € F, um
produto externo alternativo « X y € L_,,(F; F), pela igualdade

rXy =71 (0(X) AB(Y)).
Mostrar que se tem
X y(z) =(2,2)y — (y,2) @

e) No caso em que F é um espago euclidiano orientado de dimenséo 3,
mostrar que tem lugar um isomorfismo ad: F — L_,,(F; F), que a cada
x € F associa o elemento ad, € L_,,(F'; F) definido pela condicéo de se ter

37Estamos a notar A* a aplicagdo linear adjunta de uma aplicagio linear
ATy (M) — Ty (M).
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<ad1?(y)7 Z> = VOZF(xv Y, Z)’
quaisquer que sejam y, z € F, ou, equivalentemente,
ad;(y) =z Xy,

onde x nota o produto externo usual em F'.

Mostrar que este isomorfismo permite relacionar naturalmente o produto
externo usual com o produto externo alternativo e o rotacional usual com o
rotacional alternativo.

Deduzir as férmulas

adzxy = ad, o ady — ady o ad, = Xy

(cf. o exercicio 11.32) assim como, no quadro das variedades de dimens&o 3
suavemente orientadas,

VX, () — VX;(v) =rot(X), x v,
(VX,(v),w) — (VX (w),v) = Vol(rot(X),,v,w),

quaisquer que sejam v, w € T, (M) e o campo vectorial suave X, esta ultima
féormula podendo ser escrita de modo equivalente,

(DX, (v),w) — (DX, (w),v) = Vol(rot(X),, v, w),

0 que esta no mesmo espirito da caracterizacdo da divergéncia encontrada no
exercicio I11.16.

Ex I11.41 (Complementos ao teorema de aproximacao por aplica¢des suaves)
Sejam E e F' espa¢os vectoriais de dimensdo finita, o segundo dos quais
munido de uma norma.

a) Verificar que, adaptando trivialmente a demonstracdo de 111.8.5, se pode
obter a seguinte generalizacdo desse resultado:

Sejam U C E um conjunto aberto (por exemplo U = E...), M C U um
subconjunto fechado em U, C' C F um subconjunto convexo ndo vazio (por
exemplo C = F...), f: M — F uma aplicacdo continua, tal que f(M) C C,
e 6: M — 0, +oo[ uma aplicagdo continua (por exemplo, uma constante...).
Existe entdo uma aplicagdo suave g: U — F tal que g(U) C C e que, para
cadaz € M, |lg(z) — f(x)] < 6(x).

Sugestdo: Por translacdo, reduzir o resultado ao caso em que 0 € C.

b) Concluir de a) que, se M C E é uma variedade, eventualmente com
bordo, e se f: M — F ¢é uma aplicacdo continua, entdo, para cada 6 > 0,
existe uma aplicagdo suave ¢g: M — F tal que, para cada z= € M,
lg(z) — f(@)]| <o

Sugestdo: Atender a que toda a variedade M C E é um espaco topoldgico
localmente compacto e deduzir dai que M se pode escrever como interseccéo
de um aberto de £ com um fechado de E (este Gltimo igual a aderéncia de
M em E).

c) Utilizar a conclusdo de a) para mostrar que, se C C F' é um conjunto
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convexo e fechado e se f: C' — C é uma aplicagéo continua sem ponto fixo
(isto é, tal que f(x) # x, para todo 0 x), entdo existe uma aplicacéo suave
sem ponto fixo g: C — C. Sugestao: Tomar §(z) = || f(z) — z||.

Ex 111.42 a) Sejam X um espago topoldgico e Y € X um subconjunto tais que
exista um espago euclidiano E, com a bola B={z € E | ||z| <1} e a
hipersuperficie esférica S ={x € E||z|| =1}, e um homeomorfismo
©: X — B, com p(Y) = S (pode-se dizer que (X,Y") é um par bola-esfera
topoldgico). Mostrar que ndo existe nenhuma retracgdo continua de X sobre
Y.

b) Seja ' um espaco vectorial de dimensdo finita, munido de uma norma,
notada | ||, ndo obrigatoriamente proveniente dum produto interno, e
notemos

B ={ze B ||| <1},
S'={zeE||z| =1}.

Mostrar que (B’,S") é um par bola-esfera topoldgico.
Sugestdo: Considerando em E uma norma || ||, proveniente dum produto
interno, com os correspondentes

B={seE||«] <1},
S={eeE|[e] =1},

mostrar que existe um homeomorfismo f: £ — E, aplicando B’ sobre B e
S’ sobre S, definido por

f(x){LTT!IIm’ sex#0

Ex 111.43 Demonstrar, sem utilizar o teorema da nédo existéncia de retrac¢do da
bola sobre a esfera, a seguinte versdo suave do teorema do ponto fixo de
Brouwer (cf. 111.8.8): Sendo E um espaco euclidiano e f: B — B uma
aplicacdo suave, onde B={x € E||z|| <1}, existe z € B tal que

flz) ==

Sugestdo: Supondo que isso ndo acontecia, considerar
S={zeEl|l] =1}

e mostrar que se pode considerar uma aplicacdo suave H:[0,1] x S — S,
definida por

ey
M0 = el

a qual vai ser uma homotopia de Idg para a aplicacdo g: S — S, definida por
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e f(@)
9@ = T f@I

Sendo Vol a forma diferencial elemento de volume de S, utilizar 111.7.6 e 0
teorema de Stokes para a variedade sem bordo S, para deduzir que

uﬂﬁz/fV%
S

reparando que g é a restricdo de uma aplicacdo suave g: B — S, definida
pela mesma férmula, utilizar mais uma vez o teorema de Stokes, para a
variedade B com bordo S, para deduzir que

/g*Vol:/g*Vol:O,
s s

pelo que se foi conduzido a um absurdo.

Ex 111.44 Mostrar que a conclusdo de 111.8.4 (ndo existéncia de retraccéo suave
da bola sobre a esfera) pode ser deduzida directamente da conclusdo do
exercicio anterior. Sugestdo: Se f fosse uma retraccdo suave de B sobre S, 0
que aconteceria a aplicacdo suave g: B — B, definida por g(z) = f(—x)?

Ex I11.45 Sejam U C C um aberto e f: U — C uma aplicagdo suave e conside-
remos a forma diferencial suave w, de grau 1, definida por w, = f(z) dz (cf.
o exercicio I11.3). Dados a < b em R e a aplicagdo suave ~:[a,b] — U,
mostrar que o integral de w sobre a variedade singular ([a, b],~) é dado por

[o= [ 1o

pelo que ndo é mais do que o que em Analise Complexa é notado

[/ f(2)dz.

Ex 111.46 a) Nas condi¢des de 111.9.11, mostrar que, se a forma diferencial w
fosse exacta, entdo
/w =0,
!

pelo que a conclusdo desse resultado era trivial.

b) Nas condi¢des de 111.9.12, mostrar que, se a forma diferencial w fosse
exacta, entdo o integral de w sobre a variedade singular (A, f) s6 dependia
da restricdo de f ao bordo 9;(A), pelo que a conclusdo desse resultado era
trivial.
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Ex I11.47 Apresentar uma nova demonstracao de 111.9.12, sem utilizar o operador
prismatico, seguindo o seguinte caminho:
a) Considerar sobre a variedade compacta [0, 1] x A, de dimensdo n + 1, a
orientacdo que associa a cada espago vectorial tangente

Tj([0,1] x A) = R x T,(A)

a orientacdo produto da orientacdo canodnica de R pela orientacdo dada de
T.(A).

b) Aplicar o teorema de Stokes a forma diferencial H*w, de grau n sobre
[0,1] x A.

c) Verificar que os integrais das restricbes de H*w as subvariedades abertas
de 01 ([0,1] x A), {0} x 9y(A) e {1} x 9y(A), com a orientacdo induzida no
bordo, s&o iguais respectivamente a —ff we fq w.

d) Verificar que o integral da restricdo de H*w a subvariedade aberta
10,1[ x 01 (A) de 9, ([0, 1] x A), com a orientagdo induzida no bordo, é nulo.

Ex 111.48 Seja E' um espaco euclidiano orientado de dimensdo n > 1, seja S a
respectiva hipersuperficie esférica de centro 0 e raio 1 e seja p: £\ {0} — S
a aplicagéo suave definida por p(z) = ny-SelaACE \ {0} uma variedade
sem bordo tal que p,4 seja um homeomorfismo de A sobre um subconjunto
B de S. Mostrar que p,4 € um difeomorfismo de A sobre B sg, e so se, para
cadaz € A, z ¢ T,(A). Sugestdo: Verificar que esta condicdo é equivalente
a de exigir que a restricdo de Dp, a T,.(A) seja injectiva.

Ex 111.49 Seja E um espaco euclidiano orientado de dimenséo n > 1 e conside-
remos sobre S = {z € E | ||z|| = 1} a orientacdo que Ihe vem de ser bordo
da bola fechada {z € E | ||z|| < 1}. Notemos Volg 0 elemento de volume
de E e Volg a forma diferencial elemento de volume da variedade S. Seja
Q:E\ {0} — A" }(E;R) a forma diferencial angulo sélido.

a) Mostrar que, paracaday € S e wi, ..., w,—1 € T,(S), tem-se

Vols,(wi,...,wp_1) = Volg(y, w1, ..., w,_1).

b) Mostrar que, paracadaz € E'\ {0} € 21,..., 2,1 € E, tem-se

1
Qo215 y20-1) = W Volg(x, 21, ..., 2p-1).
c) No caso particular em que £ = R", com o produto interno e orientacéo
usuais, mostrar que, notando, como é usual, dxi,...,dz, a base de
AY(R™R) associada & base candnica de R", sai, para cada
x = (z1,...,2,) € R"\ {0},
n

Q, = Z (—1)]'71 Y m dri A+ A dl‘j_l A dxjﬂ A ANdx,.

=1 (Vai+---+a2)
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Aproveitar este resultado para reconhecer a forma diferencial sobre R? \ {0}
referida no exercicio I11.5.

Ex 111.50 Sejam E um espaco euclidiano orientado de dimensdo n > 1, S a
respectiva hipersuperficie esférica unitaria de centro 0, 2 a forma diferencial
angulo sélido em E\ {0} e p:E\ {0} — S a projeccdo, definida por
p(x) = z/||z||. Seja A uma variedade de dimensdo n — 1, suavemente
orientada.

a) Se f: A — S é uma aplicacdo suave, mostrar que f tem angulo sélido se,
e so se, a forma diferencial, de grau n — 1, Volg for integravel em (A, f) e
que, nesse caso, £ f = f(A‘f) Vols.

b) Se f: A— E\ {0} é uma aplicagdo suave, mostrar que f tem angulo
solido se, e s6 se po f: A — S tem angulo solido e que, nesse caso,
Lf=ZL(pof).

Ex I11.51 Seja EF um espaco euclidiano orientado de dimensdo n > 1 e seja
A C E uma variedade de dimensdo n — 1, suavemente orientada, tal que
0 ¢ A. Para cada = € A seja Z, a normal unitaria positiva, isto é, o Unico
vector de E ortogonal a 7,.(A), de norma 1 e tal que a orientagdo induzida
em T, (A), pela orientacdo de F e pela orientagdo transversa definida por Z,,
seja a orientacdo dada. Mostrar que A tem angulo solido se, e sé se, a
aplicacdo de A em R, que a x associa L\I (Z,,x), é integravel para a medida

[E:
[i4 € que, Nesse caso,
1
£(4) = / (7 2) dua(a).
Tl

Utilizar esta conclusdo para reintrepretar a conclusdo do exercicio 111.31, a
luz de 111.9.21. Sugestdo: Utilizar a caracterizacdo de 2, dada na alinea b)
do exercicio 111.49.

Ex 111.52 No caso em que E é um espaco euclidiano orientado de dimensdo 1,
explicitar o que é o angulo sélido orientado de uma variedade singular
compacta de dimenséo 0, (4, f), onde f é uma aplicacéo de A em E \ {0}.

Ex 111.53 Consideremos em C o seu produto interno e a sua orientagdo candnicos
(C =R?).
a) Mostrar que a forma diferencial angulo solido

Q:C\ {0} — AY(C;R)

esta definida por

w
Q. (w) = 3(—).
z
onde &(w) denota a parte imaginaria de um nimero complexo w.
Sugestdo: Utilizar a caracterizacdo de 2 dada na alinea b) do exercicio
111.49.
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b) Mostrar que, se A é uma variedade compacta e suavemente orientada, de
dimenséo 1, e se f: A — C\ {0} é uma aplicacdo suave, entdo o angulo
solido orientado de f é dado por

£(f) %(/(Af) Laz).

z
c) Sendo ¢: C \ {0} — R a aplicacéo suave definida por
p(z) = log(|2|),
mostrar que se tem
dip-(w) = R(=).

Deduzir daqui que, se f:[a,b] — C\ {0} é uma aplicac&o suave, tem-se

w
z

IO
S =tontish i 00

Ex 111.54 Seja E um espaco euclidiano orientado de dimensdo n > 2, seja A
uma variedade compacta, suavemente orientada, de dimensdo n — 1, e seja
f:A— E\ {0} uma aplicacéo suave, cuja restricdo a 9; (A) seja constante e
tal que, para um certo y € E\ {0}, f(4) C E\ (R.y) (ou seja, tal que
po f:A— S ndo seja sobrejectiva). Mostrar que se tem entdo Z(f) = 0.
Sugestédo: Tendo em conta o exercicio 111.39, deduzir a existéncia de uma
forma diferencial w, de grau n — 2, sobre E\ (R,y), tal que dw seja a
restricdo de €2, aplicando em seguida o teorema de Stokes singular. No caso
n = 2, lembrar o exercicio 111.23.

Ex 111.55 (O teorema fundamental da Algebra) Para cada » > 0, seja S, C C
o0 conjunto dos nimeros complexos de modulo 7.
a) Sendo, para cada ne€Z, f,:C\{0} - C\{0} a aplicagdo suave
definida por f,(z) = 2", verificar que fQ =n< e deduzir dai que, para
cadar > 0, Z(f) = 2nm.
b) Sejamn > 1 e f: C — C uma aplicacdo polinomial da forma

f(2)=2"+a1z" "+ a2+ + an1z + an,

com 0s a; numeros complexos. Mostrar que, para > 0, suficientemente
grande, f aplica S, em C\ {0} e a restricdo de f a S, é suavemente
homotopica & restricdo de f, a S, (enquanto aplicagdes S, — C\ {0});
deduzir daqui que Z(f/s,) = 2n €, portanto, que existe z € C, com |z| < r,
tal que f(z) = 0.

Ex 111.56 (Integracdo ao longo de uma variedade singular parametrizada)
Sejam M C E uma variedade e w = (wy)yens Uma forma diferencial suave

de grau n, real ou complexa. Sejam A C E uma variedade compacta, suave-
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mente orientada, de dimensdo n, B C £ uma variedade e fiAxB—M
uma aplicacéo suave. Para cada y € B, seja f,: A — M a aplicagdo suave
definida por f,(x) = f(z,y). Mostrar que tem lugar uma aplicagéo suave

g: B — K, definida por
9(y) = / w.
(A.fy)

Sugestdo: Mostrar que tem lugar uma aplicacdo suave h: A x B — K,
definida por (f;w). = h(z,y) Vol,, aplicando em seguida o exercicio 1.17.

Ex I11.57 (O angulo sélido em torno dum ponto) Seja £ um espaco euclidiano
orientado de dimensdo n > 1. Sendo A uma variedade suavemente orientada
de dimensdo n — 1 e f: A — E uma aplicacdo suave, diz-se que (4, f) tem
angulo so6lido em torno do ponto y € E'\ f(A) se, sendo f,: A — E\ {0} a
aplicagdo suave definida por f,(z) = f(z) —y, (4, f,) tem angulo sélido;
nesse caso, define-se o angulo sélido orientado de (A, f) em torno de vy,
notado Z,(A, f) ou, simplesmente, Z,(f), como sendo o éangulo sélido
orientado de (A, f,). No caso em que AC EF e f:A— E € a incluso,
usa-se também a notagdo £, (A) em vez de Z, (A4, f).

a) Supondo que a variedade A é compacta, utilizar o exercicio anterior para
deduzir que tem lugar uma aplicagdo suave de E \ f(A) em R, que a cada y
associa Z,(A, f).

b) Suponhamos que n > 2, que a variedade A é compacta e que a restricao
de fa01(A) é constante (é o que acontece, evidentemente, se a variedade A
ndo tem bordo). Mostrar que a aplicacdo que a y associa Z,(A, f) é
constante sobre cada componente conexa do aberto £\ f(A), sendo nula na
componente conexa ilimitada deste aberto. Sugestdo: Temos uma aplicacéo
suave que toma valores num conjunto discreto. Ter também em conta o
exercicio I11.54.

Ex 111.58 (O que se passa quando atravessamos a variedade) Seja £ um
espaco euclidiano orientado de dimenséo n > 1 e seja A C E uma variedade
compacta, sem bordo, de dimensdo n — 1, suavemente orientada. Seja a € A.
Consideremos um aberto U de E, com a € U, e uma aplicacdo suave
f:U—-R, tal que Df,#0 e que ANU={xecU| f(z)=0} Se
necessario substituindo f por —f, pode-se ja supor que a orientagdo de
T.(A) é a induzida pela orientacdo de E e pela orientacdo transversa para a
qual grad(f), é um vector positivo. Se necessério reduzindo o aberto U,
pode-se ja supor que, para cada z €U, Df,#0 e que, para cada
x € UN A, aorientagdo de 7, (A) é a induzida pela de E e pela orientacéo
transversa para a qual grad(f).. € um vector positivo.

a) Sendo 6 = ||grad(f).|| > 0, mostrar que se pode fixar £ > 0 tal que a bola
aberta B.(a) esteja contida em U, que, para cada z € B.(a),
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llgrad(f). — grad(f).|| < g

e que, para cada = € B.(a) N A, com = # a, exista w € T,(A4) com ||w| =1
e

Tr—a H<1
—w -,
2

lz —al

deduzindo daqui que, sempre que « € B:(a) N A, com z # a,

6
l{grad(f)e, = — a)| < 5 [l —al,
[(grad(f)z,z — a)| < 6|z — al,
donde grad(f). ¢ R(z — a).
b) Sendo ¢ > 0 escolhido nas condi¢Ges de a), mostrar que existe 0 < ¢’ < ¢

tal que, quaisquer que sejam b, ¢ € B./(a), tais que f(b) <0e f(c) >0, se
tenha

£y(A) = Lo(A) + 01

Sugestdo: Fixar 0 < r < e. Mostrar que A fica unido disjunta das duas
subvariedades abertas de dimenséo n — 1,

Ay={z€Alllz—a||>r}, A ={zcA]||z—a|<r}

e do conjunto de medida u4 nula {z € A | ||z — a| = r}.

f(x)>0

Figura 9

Considerar entdo a variedade compacta de dimensao n
B={zecUll|z—al <r f(x) <0},
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para a qual 9; (B) é a unido disjunta dos subconjuntos abertos A; e
By={z€U]||x—al|=r f(z) <0}

Tendo em conta 111.9.21, mostrar que, se b, c € B,(a) verificam f(b) <0e
f(e) >0, entdo Z,(By) + £y(A1) = 0p1 € que Z.(By) + Lc(A1) =0,
donde

éb(A) = 46("40) - éb(BO) + op—1,
ZL(A) = AL(AO) - Zti(BO)a

e atender a que os primeiros membros sdo mdaltiplos inteiros de o,,_1, assim
como a continuidade em a da aplicacdo que a x associa

£o(Ap) — Zo(Bo) = Z.(Ag) — Z.(By),

onde A, e B, sdo variedades compactas convenientes, que diferem de A, e
de By por conjuntos de medida nula.

c) Deduzir que o conjunto aberto £\ A tem, pelo menos, duas componentes
conexas.

Ex 111.59 (O angulo s6lido de uma aplicacdo continua) Seja £ um espago
euclidiano orientado de dimensdo n > 1. Seja A uma variedade compacta,
suavemente orientada, de dimensédo n —1 e notemos J(A) a unido dos
bordos 0;(A), com j>1, que é um subconjunto compacto de A (o
complementar do aberto 9,(A4) de A). Seja f: A — E '\ {0} uma aplicacéo
continua tal que f/54):9(A) — £\ {0} seja uma aplicagdo suave (esta
Gltima condicdo esta automaticamente verificada se n < 2 ou se a variedade
A ndo tem bordo). Mostrar que:

a) Existe uma aplicagdo suave h: A — E '\ {0}, tal que a restricdo de h a
0(A) coincida com a de f e que, para cada z€ A,
[[h(x) — f(2)]| < ||f(x)]]. Sugestdo: Lembrar 111.8.6.

b) Dadas duas aplicacdes suaves h, h: A — E \ {0}, cujas restricdes a d(A)
coincidam com a de f e tais que, para cada = € A,

~

1h(z) = f(@) < [f @) [h(z) = f@)] < f (@),
tem-se que Z(A, h) = Z(A, k). Sugestdo: Definir
H(t,z) = (1— 1) h(z) + th(z)

e ter em conta 111.9.12.

Nota: Nas condicdes anteriores, define-se o angulo sélido orientado de
(4, f), notado ainda Z(A, f) ou, simplesmente Z(f), como sendo igual a
Z(A, h), qualquer que seja a aplicacdo suave h: A — E \ {0}, cuja restricdo
a 0(A) coincida com a de f e tal que, para cada x € A, se tenha
|h(z) — f(z)|| < ||f(2)|. E claro que esta nogdo de angulo sélido orientado
generaliza a ja conhecida no caso em que a aplicagdo f € suave.
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Ex 111.60 Sejam E um espaco euclidiano orientado de dimensdon >1e AC E
uma variedade compacta, suavemente orientada, de dimensdo n — 1. Sendo
f,g:A— E\ {0} duas aplicaces continuas, com uma mesma restricdo
suave a 9(A), mostrar que Z(g) — Z(f) é um mdltiplo inteiro de o,,_;. Além
disso, se elas forem continuamente homotopicas com bordo fixo, isto € tais
que exista uma aplicacdo continua H:[0,1] x A — E\ {0}, verificando
H(0,z) = f(z), H(l,z) =g(z) e, para cada t€[0,1] e =€ d(A),
H(t,x) = f(x), mostrar que se tem mesmo Z(f) = Z(g). Sugestdo: Tendo
em conta 111.8.6, considerar uma aplicagdo suave H:[0,1] x A — E\ {0},
coincidindo com H em [0, 1] x 9(A) e para a qual se verifique a condi¢éo
|H (t,z) — H(t,z)|| < |H(t,z)|, para cada (t,z)e A, e aplicar, em
seguida, 111.9.12.

Ex 111.61 (A variedade esburacada) Seja £ um espaco euclidiano orientado de
dimensdo n > 1. Seja B uma variedade sem cantos, suavemente orientada,
de dimensdo n e sejam Ci,...,C, variedades compactas, sem cantos, de
dimenséo n, contidas em 9y(B) e disjuntas duas a duas (p > 0). Sendo
B=B\ Uc’)g(Ck) seja f: B — E\ {0} uma aplicagdo continua. Mostrar

que se tem entao
L(Ou(B), frop) = > £(01(C), Frarcy)-
k

E claro que o caso particular em que p = 0 afirma que, se f: B — E\ {0} é
uma aplicagdo continua, entdo

Z(01(B), f1a,)) =0

Ex 111.62 Sejam E e E espacos vectoriais orientados de dimensdo n > 1, o

segundo dos quais munido de um produto interno. Seja U/ um aberto limitado
de E e notemos fr(U) a respectiva fronteira. Seja f: fr(U) — E \ {0} uma
aplicacdo de classe C° (ou, equivalentemente, para quem conheca o teorema
de extensdo de Tietze-Urysohn, uma aplicacédo continua)
a) Mostrar que existe uma apllca(;ao continua f ad( ) — F, prolongando
f. Dado um tal prolongamento f seja K o subconjunto compacto de U,
constituido pelos pontos x tais que f( ) = 0 e considerar, tendo em conta a
aplicacdo do teorema de Sard estudada no exercicio 1.19, uma variedade
compacta, sem cantos, com dimenséo n, M c U, tal que K C dy(M).
Mostrar que o valor do a&ngulo sélido orientado 4(81(JVA[),?/61(A7)) néo
depende da escolha da variedade M, nas condicdes anteriores. Sugest&o:
Dadas duas variedades 17 e A nas codicBes referidas, considerar uma
terceira variedade 1/ ”, compacta, sem cantos, com dimensdo n, tal que
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R c ay(11") c 0y(3T) N ay(5T),

aplicando em seguida o exercicio anterior.

b) Tendo em conta o que se viu em a), a cada aplicagdo continua
F:ad(U) — E, prolongando f, ficou associado um ndmero, a saber, o
angulo sélido orientado da restricio de f a d1(M), para uma variedade
compacta, sem cantos, com dimensao n, arbitréaria, contida em U e contendo
K = {z € U | f(z) = 0}. Mostrar que este niimero também néo depende do
prolongamento 7 escolhido (ele depende portanto apenas da aplicacao
f:fr(U) — E\ {0}, e do aberto U que se est4 a considerar).

Sugestdo: Dados dois prolongamentos continuos f, f: ad(U) — E, com os
correspondentes compactos K e I, considerar ¢ > 0, tal que | f(x)|| > ¢,
para todo o = € fr(T/), e tomar o compacto K, contendo K e K e contido em
U, constituido pelos pontos = € ad(0) tais que |[f(z)|| <e e ||f(z)] <e.
Tomando a variedade M U, de modo que se tenha K C 8y(N), mostrar
que as restricGes de ? e } a 61(1\7[) sdo continuamente homotopicas, como
aplicagdes de 8, (M) em E \ {0}, aplicando em seguida o exercicio I11.59.

c) O numero que nas alineas anteriores foi associado a cada aplicagdo
continua f:fr(U) — E\ {0} costuma ser ainda notado Z(f) (ou £(U, f),
se quisermos ser mais precisos). Mostrar que esta notacdo é compativel com
a utilizada anteriormente, no caso particular em que é dada uma variedade

compacta, sem cantos, de dimensdo n, B C E, e se toma U = 8,(B) (por-
tanto fr(U) = 8,(B)).



CAPITULO IV
Introducéo a Cohomologia de de Rham

§1. Cohomologia de de Rham.

IV.1.1. Sejam M C E uma variedade e K um dos corpos, R ou C. Para cada
p >0, vamos notar QL (M), ou QP(M;K), o conjunto das formas
diferenciais suaves de grau p sobre M, conjunto que é trivialmente um
espaco vectorial sobre K. Sera cémodo notarmos, para cada p < 0, Qi (M),
ou Q?(M;K), um espago vectorial {0}, reduzido ao vector nulo. Com
frequéncia, omitiremos a referéncia ao corpo K na notacdo quando estiver
implicito qual o corpo K que se estd a considerar ou quando se tratar de
resultados gerais validos para cada um dos corpos (estara entdo implicito que
0 corpo K é o mesmo ao longo do enunciado). Para cada p >0, a
diferenciacéo exterior, definida em 111.2.2, é uma aplicacéo linear

d: QP (M) — QP (M),

aplicacdo que sera notada, mais precisamente, d” quando for importante
explicitar qual o valor de p que se estd a considerar. Sera comodo extender
esta definigdo, notando d”: Q2P(M) — QP (M) a aplicagdo linear nula, no
caso em que p < 0 (trata-se, alias, da Unica aplicacéo linear possivel). Além
disso, tendo em conta 111.2.8, para cada p € Z, é nula a aplicagdo composta

Qr() L or () L e (),
isto &, tem-se dP*! o d? = 0.

IV.1.2. Em geral, chama-se complexo de cocadeias a um par C*, formado por
uma familia de espacos vectoriais®® (C?),cz e uma familia de aplicagdes
lineares dP: C? — CP*!' (os operadores de cobordo), tal que, para cada
p€Z, dPtl odl =0:CP — CP*2,

No quadro geral dum complexo de cocadeias C*, chamam-se cociclos de
grau p aos elementos = € C? tais que d”(xz) = 0 e cobordos de grau p aos
elementos = € C? tais que exista y € CP~! tal que = = d”~!(y). Nota-se
ZP(C*) C CP e BP(C*) C CP os subespacos vectoriais cujos elementos séo,
respectivamente, os cociclos e 0s cobordos de grau p (o nlcleo e a imagem
de duas aplicages lineares) e a igualdade d? o d?~! = 0 implica trivialmente

380u, mais geralmente, de modulos sobre um anel, mas o caso dos espagos vectoriais é o
que nos interessa de momento.
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que se tem BP(C*®) C ZP(C*®), 0 que nos permite considerar 0 espago
vectorial quociente

, Zr(C?)

HY(C®) = =2,

=B
a que se da o nome de espaco de cohomologia de grau p do complexo de
cocadeias C®. Se x € ZP(C*®), notaremos usualmente [xz] a classe de
equivaléncia de x em H?(C*).

IV.1.3. Tendo em conta o que dissémos atras, se M C E é uma variedade,
fica-lhe associado um complexo de cocadeias Qk (M), constituido pela
familia dos espacos vectoriais Qf (M) e pela dos operadores de
diferenciagéo exterior d?: Q% (M) — QLT (M), complexo de cocadeias ao
qual se d4 o nome de complexo de de Rham39 da variedade M. Aos cociclos
e aos cobordos deste complexo de cocadeias da-se, respectivamente, 0 nome
de formas diferenciais fechadas e de formas diferenciais exactas, por outras
palavras, e como ja referimos ocasionalmente, uma forma diferencial suave
w, de grau p, diz-se fechada se verificar a condi¢do dw = 0 e diz-se exacta se
for da forma do, para alguma forma diferencial suave o, de grau p — 1 (ou se
for 0, no caso em que p = 0). Notamos simplesmente Z; (M) e By (M) os
espagos vectoriais ZP(Qx(M)) e BP(Qx(M)) e

Zy (M)

HeOD = B )

0s espagos de cohomologia H?(Qy (M)), a que se d& 0 nome de espacos de
cohomologia de de Rham da variedade M. Como anteriormente, omitimos
com frequéncia das notacdes a referéncia ao corpo K, quando dai ndo advier
perigo de confusdo.

A importancia dos espacos de cohomologia de de Rham vem de que,
como veremos adiante, eles tém frequentemente dimensdo finita e a
respectiva dimensdo é um invariante topolégico da variedade M. Isto
apesar de, na maior parte dos casos 0s espacos vectoriais (M), ZP(M)
e BP(M), enquanto espacos de fungdes, serem espacos vectoriais de
dimensao infinita. Reparemos também que o lema de Poincaré,
demonstrado em [11.7.10, diz-nos que, quando a variedade M &
suavemente contractil, toda a forma diferencial suave de grau p > 1 que
seja fechada é exacta, isto é, que, para cada p > 1, B?(M) = Z?(M) ou,
equivalentemente, H?(M) = {0}. A dimensdo de um espaco de
cohomologia de de Rham H?(M), com p > 1, pode portanto ser olhada
intuitivamente como uma medida da “complicacdo” da variedade M.
Neste momento, podemos apenas caracterizar um dos espacos de cohomo-
logia nao trivial, nomeadamente, o de grau 0.

39A repetigdo da palavra “de” ndo é um engano. A referéncia é a um matematico de nome
“de Rham”.
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IV.1.4. Seja M C E uma variedade. Tem-se entdo:
a) Paracadap < 0, H?(M) = {0};
b) Se M tem dimenséo m, para cada p > m, H?(M) = {0};
¢) BY(M) = {0} e Z°(M) é o espago vectorial das aplicagdes f: M — K
que sdo constantes sobre cada componente conexa de M
d) Seja (M;);c; a familia das componentes conexas de M e consideremos,
para cada ¢ a aplicagdo suave f;: M — K, de valor constante 1 nos pontos de
M; e que se anula nas restantes componentes conexas. Tem-se entdo que as
classes de equivaléncia [f;] € HY(M) s&o linearmente independentes e, no
caso em que I ¢é finito, constituem uma base de H°(M). Em particular, se a
variedade M tem um ndmero finito & de componentes conexas, entdo o
espaco de cohomologia H°(M) tem dimensdo k e, caso contrario, H°(M)
tem dimensdo infinita.
Dem: As conclusdes de a) e b) resultam imediatamente de que, nas
condicdes referidas, tem-se Q7(M) = {0}, donde também Z?(M) = {0} e
portanto H?(M) = {0} (lembrar que, se M tem dimenséo m, entdo T, (M)
é um espago vectorial de dimenséo m, e portanto A?(7,,(M); K) = {0}, para
cada p > m). O facto de se ter B’(M) = {0} vem de que se trata da imagem
da aplicagdo linear d~1: Q~1(M) — Q°(M), cujo dominio é {0}. Uma vez
que Q°(M) € o espago das aplicagdes suaves f: M — K e que a diferencial
exterior de uma tal aplicacdo suave coincide com a derivacdo usual, vemos
que Z°(M) é o espago das aplicacBes suaves f: M — K com derivada
identicamente nula e, tendo em conta o facto de as componentes conexas de
uma variedade serem subconjuntos abertos desta, em particular variedades e
de toda a aplicacdo definida numa variedade conexa e com derivada
identicamente nula ser constante, vemos que Z°(M) pode ser caracterizado
alternativamente como o espago das aplicacbes f: M — K que sdo
constantes em cada componente conexa. Considerando as aplicagdes f;
definidas no enunciado, vemos que elas sdo elementos independentes de

Z%(M), uma vez que, se " a; f; = 0, obtemos a; = 0 ao aplicarmos ambos

0s membros a um ponto = € M;. Além disso, no caso em que I é finito, se
f € Z°(M) toma o valor constante a; em M;, é imediato que, para todo o
v €M, f(z) =3 a;fi(z),*0 0 que mostra que temos uma base de Z°(M).
O facto de se ter B°(M) = {0} implica que a aplicagdo candnica

_ 20
~ BY(M)

Z%(M) — H(M)

€ um isomorfismo, donde a concluséo de d).J

IV.1.5. Suponhamos que temos dois complexos de cocadeias C* e C'*, consti-
tuidos respectivamente pelos espacos vectoriais C?, com os operadores de

4ONo caso em que I € infinito, o problema est em que esta soma ndo tem que ter apenas
um ndmero finito de parcelas ndo nulas.
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cobordo d?: C? — CP*1, e pelos espagos vectoriais C'”, com os operadores
de cobordo d'”: C"” — C'"*'. Da-se o nome de morfismo de complexos de
cocadeias de C* para C’* a uma familia \* = (\?),cz de aplicacdes lineares
AP:CP — C'" tal que, para cada p, d'” o AP = AP*! o dP, 0 que se costuma
também traduzir com a afirmagdo de que tem lugar um diagrama comutativo

d

cr - ot
A LA
C'? i’) C/p-H

(repare-se que omitimos o0s expoentes p e p + 1 nos simbolos das aplicagdes
lineares no diagrama, uma vez que eles séo determinados pelos respectivos
dominios).

IV.1.6. Se A* = (AP),cz € um morfismo de complexos de cocadeias de C* para
C"*, entdo, para cada p, a aplicagdo linear \*: C? — C'? aplica Z?(C*®) em
ZP(C") e BP(C*) em BP(C"*) e define portanto, por passagem ao quociente,
uma aplicacgdo linear

HP(\*): HP(C*) — HP(C")
por
HP(A®)([]) = [N (2)].

Tém, além disso, lugar as seguintes propriedades de functorialidade?!:
a) A familia Id¢c. das aplicacBes lineares identidade Idg»: C? — CP é um
morfismo de complexos de cocadeias de C* para C* e, para cada p,

HP(Ide): HP(C*) — HP(C")

¢ a aplicacdo linear identidade;

b) Se \* é um morfismo de complexos de cocadeias de C* para C'* e se u* é
um morfismo de complexos de cocadeias de C'* para C”*, entdo a familia
o X = (P o AP),cz € um morfismo de complexos de cocadeias de C*
para C"'* e, para cada p,

HP(p® 0 A*) = H"(u") o HP(X): H'(C®) — H"(C"™).

) Se A* = (AP),ez € um morfismo de complexos de cocadeias de C* para
C", tal que, para cada p, \?: C? — C'? seja um isomorfismo (dizemos entdo
que \* é um isomorfismo de complexos de cocadeias de C* para C'*), entdo a
familia \*~' = ((\?)™!),ez € um morfismo de complexos de cocadeias de
C'* para C* e, para cada p,

41Quem conhega as nocbes de categoria e de functor compreendera a razdo desta
designagdo. Preferimos, no entanto, ndo alongar este texto, entrando na discusséo desses
conceitos.
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HP(X*™Y) = HP(X*) " H?(C"*) — HP(C").
Dem: Se x € ZP(C*), tem-se d?(x) = 0, donde
4" (N (x)) = X (d (@) = W (0) = 0,

0 que mostra que A\?(z) € Z?(C"*). Do mesmo modo, se x € BF(C*), tem-se
x = dP~!(y), paraum certo y € C?~!, e entdo

N (@) = N (d" (y) = d" (A" (y)),

0 que mostra que A’(z) € BP(C'). O facto de \? aplicar Z?(C*) em
ZP(C"™) e BP(C*) em BP(C") implica que fica bem definida pela formula
do enunciado a aplicacdo HP(X\*): H?(C*) — HP?(C"). A propriedade
referida em a) resulta trivialmente das definicBes, tal como resulta a
igualdade HP(u® o A*) = HP(u®) o HP()®), se repararmos que o facto de
1* o A* ser um morfismo de complexos de cocadeias resulta de que

d/m o Mp o\ = M}H—l o d/p o NP = Mp-&-l ° )\[H—l odP.

Quanto a conclusdo de c), comegcamos por reparar que, de se ter
d'? o \P = \P*1 o 4P, deduzimos, compondo ambos os membros & esquerda
com (A\P*H)~L e a direita com (A?)~1, (AP~ Lo d’? = dP o (A\*)7, 0 que
mostra que A*~! é efectivamente um morfismo de complexos de cocadeias, e
deduzimos ent#o, de se ter A* 1 o \* = Idc. e A* o X\*"! = Id~, tendo em
conta as conclusdes de b) e ¢), que se tem

HY(\"Y o HY(X) = Idgscwy, HP(A") o HP(A*™") = Idp(cm ,
0 que mostra que H?(\*) é um isomorfismo, tendo H?(\*~') como isomor-
fismo inverso.[d

IV.1.7. Sejam M C E e M’ C FE’ duas variedades e f: M’ — M uma aplicagdo
suave. Tendo em conta I11.2.7, a familia f* das aplicacdes lineares

£ Q0 (M) — QP(M)
(se quiséssemos ser mais precisos deveriamos té-las notado f*?) constitui um
morfismo de complexos de cocadeias de Q°(M) para Q°(M’') pelo que,

tendo em conta o que dissémos atras, ficam-lhe associadas aplicacdes
lineares

HY(f*): H' (M) — H"(M'),
que notaremos simplesmente H?( f), por

H(f)([W]) = [fw].

IV.1.8. Tendo em conta a alinea a) de 111.1.14, deduzimos que:
a) Sendo M C E uma variedade, e Idy;: M — M a aplicacdo identidade, o
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morfismo de complexos de cocadeias Id},: Q°(M) — Q°(M) é o morfismo
identidade, e portanto também cada H?(Idy;): H?(M) — HP(M) é a apli-
cacdo linear identidade.

b) Se MCE, M'CFE e M" C E" sdo variedades e f: M" — M’ e
g: M’ — M sdo aplicagbes suaves, o morfismo de complexos de cocadeias
(go f/):Q*(M) — Q*(M") coincide com o0 composto f*og* dos
morfismos de complexos de cocadeias g¢*:Q*(M) — Q(M') e
Q' (M) — Q*(M"), e portanto, para cada p,

H(go f) = H?(f) o H"(g): H*(M) — H?(M").

c) Em consequéncia, se ¢:M' — M é um difeomorfismo, entdo
g (M) — Q*(M') é um isomorfismo de complexos de cocadeias e
portanto, para cada p, H?(g): H?(M) — H?(M') é um isomorfismo, tendo
H?(g~1) como isomorfismo inverso.42

IV.1.9. Lembremos que, como se definiu em I11.7.5, dadas duas variedades
M c E e M'C F, diz-se que duas aplicacdes suaves f,g: M' — M sdo
suavemente  homotopicas se  existir uma  aplicacdo  suave
H:[0,1] x M" — M tal que H(0,z) = f(x) e H(1,z) = g(x), dizendo-se
entdo que H é uma homotopia suave de f para .43

IV.1.10. A relacdo de homotopia suave é uma relacdo de equivaléncia na classe
das aplicagdes suaves de M’ para M.
Dem: A reflexividade e a simetria desta relagdo sdo essencialmente triviais:
se f: M' — M é uma aplicacdo suave, entdo a aplicacdo suave definida por
H(t,x) = f(x) é uma homotopia de f para f e se H:[0,1] x M' — M é
uma homotopia suave de f para g, obtemos, a partir dela, uma homotopia
suave H:[0,1]x M’ — M, de ¢ para f, definida por
H(t,x) = H(1 — t,z). Para a transitividade é que temos que ser um pouco
mais cuidadosos para evitar 0s cantos que poderiam destruir a suavidade.
Suponhamos entdo que f,g,h: M' — M sdo aplicacbes suaves, que a
aplicagdo H:[0,1] x M’ — M é uma homotopia suave de f para g e que a
aplicagdo [:[0,1] x M’ — M é uma homotopia suave de g para k. Com 0
objectivo de combinarmos as homotopias H e H para obtermos uma
homotopia suave de f para h, comegamos por reparar que, aplicando o
teorema da particdo da unidade a cobertura aberta de [0, 1] constituida pelos

42para quem conheca a linguagem da teoria das categorias, as alineas a) e b) mostram
que, no quadro da cohomologia de de Rham de grau p, estamos em presenca de um
functor contravariante da categoria das variedades para a dos espacos vectoriais e a
concluséo principal de c) é um caso particular do resultado geral que nos garante que um
functor aplica isomorfismos em isomorfismos.

43para cada t € [0, 1], ficamos com uma aplicagio suave H;: M’ — M, definida por
H(z) = H(t,x), tendo-se, em particular, Hy = f e H; = g. Intuitivamente, é instrutivo
olhar para a homotopoia suave, como sendo a familia das aplicagdes suaves H;, que
constitui uma espécie de deformacdo suave de f em g.
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intervalos [0,2/3[ e ]1/3, 1], podemos deduzir a existéncia de uma aplicagéo
suave ¢:[0,1] — [0, 1] tal que ©(t) = 0, paracadat < 1/3, e p(t) =1, para
cada t > 2/3 (a funcéo da particdo da unidade correspondente ao segundo
aberto). Definimos ent&o uma aplicacdo H: [0,1] x M" — M por

~ ) H(e(2t), ), set <
Ht.z) = { H(p(2t —1),2), set>

D= DO

reparando, desde j&, que, para cada t € [1/3,2/3], H (t,z) = g(x), visto que,
out<1/2eentdo H(t,x) = H(p(2t),z) = H(1,z) = g(x),0ut > 1/2 e
entio H(t,z) = H(o(2t —1),2) = H(0,z) = g(z). Podemos agora
garantir que a aplicacdo H é suave, por ter restricdes suaves a cada um dos
trés abertos [0,1/2[ x M', |1/2,1] x M" e ]1/3,2/3] x M’ de [0,1] x M,
cuja uni&o € [0,1] x M’ e, reparando que se tem H (0,z) = H(0,z) = f(z)
e H(l,z) = H(1,z) = g(z), concluimos que f e h sdo realmente
suavemente homotdpicas.[]

IV.1.11. Sejam M C E, M' C E' e M" C E" variedades, f,f:M" — M’
aplicacBes suaves, suavemente homotépicas e g¢,g: M’ — M aplicacdes
suaves, suavemente homotdpicas. Tem-se entdo que as aplicacbes suaves
go f:M" — Mego f: M" — M sio também suavemente homotépicas.
Dem: Sejam H:[0,1] x M"” — M' uma homotopia suave de f para Te
H:[0,1] x M’ — M uma homotopia suave de g para j. Podemos ent&o

considerar a aplicagdo suave H: [0, 1] x M" — M definida por

~ -~

H(t,z) = H(t, H(t, x)),
a qual vai constituir uma homotopia suave de g o f para’g o}’.I:l

IV.1.12. Sejam M C F e M' C FE’ variedades e f,g: M’ — M duas aplicagdes
suaves, suavemente homotopicas. Tem-se entdo

HY(f) = H"(g): H'(M) — H"(M').

Dem: Temos essencialmente uma reformulacdo das conclusdes de 111.7.6,
visto que, dado [w] € HP(M), tem-se w € ZP(M), isto é, dw =0 e entdo
esse resultado garante-nos a existéncia deo € QP Y(M’') tal que
g*'w— f*w=do, por outras palavras que g*w — f*w € BP(M’), 0 que
mostra que

ZP(M'")

[Fw] = [g°w] € Br(M) = H'(M").O

IV.1.13. Recordemos que uma variedade M C FE é dita suavemente contractil se
existir xg € M tal que Id,;: M — M seja suavemente homotédpica a aplica-
cdo constante de valor zy (cf. 111.7.7). Para uma tal variedade podemos
determinar explicitamente todos os espacos de cohomologia de de Rham,
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nomeadamente, tem-se H?(M) = {0} para todo o p # 0, € H’(M) é um
espaco vectorial de dimensdo 1, admitindo uma base formada pela classe de
equivaléncia da aplicacdo M — R de valor constante igual a 1.

Dem: O facto de se ter H?(M) = {0} para cada p < 0, é um resultado trivial
vélido em qualquer variedade. O facto de se ter H?(M) = {0}, para cada
p >0, ndo é mais do que uma reformulagdo do lema de Poincaré (cf.
[11.7.10), que afirma que, neste caso, BP(M)= ZP(M). Por fim, a
conclusdo sobre HY(M) vai ser uma consequéncia da alinea d) de 1V.1.4,
desde que mostremos que a variedade M € conexa, visto que ela é
trivialmente ndo vazia. Ora, sendo H:[0,1] x M — M uma homotopia
suave entre Id,; e a aplicacdo de valor constante x, vemos que, para cada
r €M, x e xy pertencem a mesma componente conexa de M por
pertencerem ambos ao conjunto conexo formado pelos pontos da forma
H(t,z),comt € [0,1].0

Por vezes é comodo sabermos que, huma variedade suavemente contréctil,
ndo sé a aplicacdo identidade é suavemente homotdpica a uma certa
aplicagdo constante, como podemos mesmo garantir que ela é suavemente
homotépica a qualquer aplica¢do constante. De facto, podemos afirmar
mesmo mais:

IV.1.14. Sejam M C E uma variedade suavemente contractil e M’ C £ uma

variedade arbitraria. Se f,g: M’ — M sdo aplicagbes suaves arbitrarias,
entdo f e g sdo suavemente homotopicas. Em particular, Idy;: M — M €
suavemente homotdpica a qualquer aplicagdo constante M — M.
Dem: Seja xq € M tal que a aplicagdo hy: M — M, de valor constante x,
seja suavemente homotépica a Idy;: M — M. Sejam M’ uma variedade e
for M’ — M a aplicagdo de valor constante xz,. Tendo em conta 1V.1.11,
para cada aplicacdo suave f:M’' — M, f=1Idy of é suavemente
homotdpica a fy = hoo f. Por transitividade (cf. 1V.1.10), concluimos
finalmente que, se f,g: M’ — M sdo aplicacbes suaves, f e g sdo
suavemente homotopicas por serem ambas suavemente homotopicas a f;.[]

82. Produtos e somas de complexos de cocadeias.

IV.2.1. Sejam (E;) e, uma familia de espagos vectoriais, E um espaco vectorial
e, para cada j € J, 7;: E — E; uma aplicagdo linear. Vamos dizer que E €
um produto da familia dos E}, definido pelas projec¢@es 7, se, qualquer que
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seja a familia (xz;);c; de elementos x; € Ej, existe um, e um s6 = € F tal
que, para cada j, 7;(z) = z;.44

IV.2.2. Dada uma familia (E;);c; de espagos vectoriais, o0 produto cartesiano
11 Ex, com a estrutura usual de espago vectorial, é, evientemente, um
keJ
produto daquela familia, no sentido da defini¢do anterior, definido pelas
projeccdes canonicas usuais m;: [[ E, — E;. Para além disso, dados um

keJ
espago vectorial E e aplicagbes lineares 7;: E — Ej, ficamos com uma
aplicacéo linear u: E — [] Ey, definida por u(z) = (7(z))res (@ Unica que
keJ
verifica 7; o p = 7;), sendo imediato constatar, a partir da definigéo, que E é
um produto dos E;, definido pelas projeccbes 7, se, e sO se, a aplicagdo
linear 1 € um isomorfismo de F sobre [[ Ej. Em particular, e de forma
keJ
menos precisa, podemos dizer que os produtos de uma familia de espagos
vectoriais sdo precisamente 0s espa¢os vectoriais que sdo isomorfos ao
produto cartesiano usual dessa familia.

O interesse da definicdo geral de produto, que apresentamos atras, esta na
possibilidade de descrever, de forma precisa, situagdes frequentes na
pratica em que aparecem espagos Vvectoriais que, ndo sendo o produto
cartesiano de uma certa familia sdo naturalmente isomorfos a esse produto
(por vezes costuma dizer-se uma frase do tipo “pode ser identificado ao
produto...”. Por exemplo, dados trés espacos vectoriais F;, Fs, E3, 0
produto (E; x E3) x E3 ndo é 0 mesmo que o produto E; x Ey x Ej,
mas é comum dizer-se que se identifica com este; 0 que se passa é que
(Ey x Ey) x E3 € um produto dos espacos vectoriais Ey, Ey, E3, com as
projeccdes 7;: (Ey x Es) x E3 — E; definidas por

Ti((@1, x2), x3) = w1, To((x1,22), x3) = @2, T3((1,22),x3) = 3.

Encontraremos adiante outros exemplos de situacGes deste tipo.

IV.2.3. Seja J um conjunto de indices e seja, para cada j € J, C'; um complexo
de cocadeias, definido pelos espagos vectoriais Cf com p € Z, e pelas
aplicagdes lineares cobordo df:Cy — C}’“. Suponhamos que, para cada
p € Z, se considera um produto C? da familia dos C]].’, definido pelas projec-
¢Oes 7:C? — C}. Existe entdo uma, e uma sO, maneira de definir
aplicacdes lineares d?:C? — CP™!, de modo a obter um complexo de
cocadeias C*, constituido pelos espacos vectoriais C? e pelas aplicacdes
lineares de cobordo d?, para o qual, para cada j € .J, a familia de aplicacGes

44Quem conhecer os fundamentos da Teoria das Categorias reconhecera facilmente que
esta definicéo é equivalente a que se enquadra na nocgéo geral de produto numa categoria.
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lineares 75 = (7),ez constitua um morfismo de complexos de cocadeias de
C* para C7. Mais precisamente, para cada = € C?, d”(x) € o Unico elemento
de C**! tal que, para cada j,

w1 (@(2)) = d(F () € O,

Dem: Para cada = € CP, a existéncia e unicidade de um elemento
d*(z) € CP™! verificando a condigdo acima é uma consequéncia do facto de
CP*1 ser um produto dos Cf“, definido pelas projecgdes %5’“ e é trivial a
verificacdo de que a aplicagdo dP:C? — CP*l, assim definida, é
efectivamente linear. O facto de, para cada j € J, ser

R (dP (@) = &7 E (@ (2))) = AP (R (2))) = 0,

implica, pela parte de unicidade na definicho de produto, que
dP*1(dP(x)) = 0, 0 que mostra que se obteve efectivamente um complexo de
cocadeias C*. A condicdo de definicdo de dP”(z) no enunciado exprime
exactamente o facto de cada familia %; = (ﬁﬁ’)pez ser um morfismo de
complexos de cocadeias de C* para C5 e isso mostra, a0 mesmo tempo, que a
definicdo apresentada para as aplicagdes lineares d” é efectivamente a (nica
que faz com que aquelas familias constituam complexos de cocadeias.[]

IV.2.4. Nas condicBes anteriores, dizemos que C* é um complexo de cocadeias

produto dos complexos de cocadeias C¢, definido pelas projeccBes
75 = (7)) pez, de C* para Cj.
Repare-se que, no caso em que, para cada p, tomamos para C? o produto

cartesiano dos Oj’ com as projecgBes candnicas usuais, as aplicagdes
cobordo dP: C? — CP*! ndo sdo mais do que as aplicagBes produto
cartesiano dos dJ.

IV.2.5. (Compatibilidade dos produtos com a cohomologia) Nas condicdes
anteriores, para cada p € Z, H?(C*) & um produto da familia dos H?(C?),
definido pelas projec¢des

HY(7%): HY(C*) — H?(C3).45

Mais precisamente, dados [z;] € H?(C?), onde x; € ZP(CY), sendo = € C?
o (nico elemento que verifica as condicdes 7/ (x) = z;, tem-se z € Z?(C*) e
[z] € 0 Unico elemento de H?(C*) cuja imagem por cada H?(775) € [x;].

Dem: Consideremos uma familia arbitraria de elementos [z;] € H?(CY),

45Repare-se que, mesmo no caso em que cada C? ¢ o produto cartesiano dos C?, definido
pelas projecges canonicas, H?(C*) ndo sera, em geral, o produto cartesiano dos H”(C?),
embora este resultado garanta que é isomorfo a este produto cartesiano. E a existéncia de
fendmenos deste tipo que nos levou a discutir a nocéo geral de produto que apresentdmos
atras.
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onde xz; € ZP(CY), isto é, z; € C} e d}(x;) =0. Seja z € C” 0 Unico
elemento que verifica as condicGes 7/ (z) = x;. Tem-se entdo

A (@) = df (7] (x)) = df (27) = 0,

pelo que, pela parte de unicidade na definicdo de produto, tem-se d*(x) = 0,
isto é, z € ZP(C*), 0 que nos permite considerar o elemento [z] € H?(C*),
para o qual se tem HP(7%)([z]) = [7}(z)] = [x,]. Resta-nos mostrar a unici-
dade, para o que tomamos [y] € H?(C*) com [z;] = H?(75)([y]) = [7](y)],
para cada j € J. Para cada j tem-se entdo %‘/’ (y) — =; € BP(CY), por outras

. —1 —1 PR .
palavras, existe um elemento z; € C7~ tal que d} " (z;) = 7 (y) — z;. Seja

z € CP~! tal que, para cada j, %ﬁ-”l(z) = z;. Tem-se entdo, para cada j,

(7 (2) = dV T E () = dV (7)) =

=#(y) —x; = dV(z)) =7y — x),

donde y — z = d~!(z), 0 que mostra que [z] = [y] em H?(C*).O0

IV.2.6. Sejam M C E uma variedade e (U;);c; uma familia de abertos de A/

disjuntos dois a dois e de unido M. Notando :;: U; — M as inclusdes,
definidas por ¢j(x) = x, tem-se entéo que o complexo de cocadeias 2*(M) €
um produto dos complexos de cocadeias Q*(U;), tendo como projeccdes as
familias de aplicagdes lineares ¢}: Q27(M) — QP(U;). Em consequéncia, para
cada p, H?(M) é um produto dos H”(U;), definido pelas projeccdes H”(v;),
que associam a cada [w] as classes [w)y,].
Dem: Uma vez que, para cada j, a familia dos :: QP(M) — QP(Uj)
constitui um morfismo de complexos de cocadeias de Q*(M) para Q*(U;),
ficamos reduzidos a provar que, para cada p, QP(M) é um produto dos
QP(U;) com as projecgdes ¢i:QP(M) — QP(U;), ou seja, que, dados
wj € QP(Uj), existe um, e um so, w € QP(M) tal que, para cada j, w; = wyy,
e isso é trivial, se nos lembrarmos que a suavidade de uma forma diferencial
€ uma questdo local e que, para cada = € U;, T,,(U;) = T,(M).Od

Repare-se que, fora do caso trivial em que ndo exista mais do que um
aberto U; ndo vazio, as hipdteses do resultado anterior s6 podem
verificar-se se a variedade M ndo é conexa. De facto um caso frequente
de aplicacdo deste resultado é aquele em que os U; sdo precisamente as
componentes conexas de M (lembrar que uma variedade é sempre
localmente conexa e que, portanto, as suas componentes conexas S&0
conjuntos abertos), caso em que o resultado mostra que, para
determinarmos os espagos de cohomologia, apenas temos que nos
preocupar como 0 que acontece no caso das variedades conexas.
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IV.2.7. Dada uma familia (E;);c; de espacos vectoriais, vamos dizer que uma
familia (z;) es, com z; € £, € essencialmente finita se se tem z; = 0, com
um numero finito de excepg¢des possiveis, isto é, se existe uma parte finita .J;
de J tal que x; = 0, para cada j ¢ Jy. Repare-se também que, no caso em
que todos os E; séo iguais a um mesmo espago vectorial £, para cada familia
essencialmente finita (x;) s de vectores de E fica bem definida a sua soma
> x; que €, por definicdo, a soma dos vectores ndo nulos da familia e
jeJ
portanto também igual a )~ x;, onde J, € uma parte finita arbitraria de .J, tal

Jj€J
que z; = 0, para cada j ¢ Jp.
Repare-se que, como ¢ trivial, quando o conjunto J é finito, toda a familia
indexada em J é essencialmente finita e, quando todos o0s espacos vectoriais
coincidem, a sua soma, no sentido anterior, coincide com a sua soma, no
sentido usual.

IV.2.8. Sejam (E;),c; uma familia de espacos vectoriais, £ um espago vectorial
e, para cada j € J,7;: E; — E uma aplicagéo linear. Vamos dizer que £ €
uma soma da familia dos E;, definida pelas injec¢Bes 7;, se, qualquer que
seja x € E, existe uma, e uma so, familia essencialmente finita (x;) e, com
z; € Ej, tal que x =) 7,(z;). E imediato constatar-se que esta condicio

jeJ
pode ser enunciada, de modo equivalente, exigindo que cada 7Z; seja uma
aplicacdo linear injectiva e que F seja soma directa dos seus subespacgos
vectoriaisz;(E}).

IV.2.9. Como primeiro exemplo, trivial, de soma, no sentido anterior, temos as
somas directas usuais de subespagos vectoriais: Se (E;);c; € uma familia de
subespagos vectoriais de E e se ¢;: J; — E s&o as incluses, entdo £ € uma
soma dos E;, com as injeccdes ¢; se, e s0 se X é soma directa dos E;.

Vamos agora estudar as relagBes que existem entre as nocfes de soma e
de produto de espacos vectoriais e que mostrardo que, no caso em que 0
conjunto de indices é finito, dar uma soma é equivalente a dar um
produto. Em qualquer caso, e como vamos ver, a partir de um produto é
sempre possivel construir uma soma.

IV.2.10. Sejam (E}) e, uma familia de espagos vectoriais e £ um produto desta
familia, com as projec¢Bes 7;: E — E;. Tém entdo lugar um subespago
vectorial Ey C E, constituido pelos = € E tais que a familia (7;(x))c; seja
essencialmente finita, e aplicagGes lineares7;: E; — Ey C E, definidas pela
condigdo de, para cada y € E;, se ter

w0 = {4 r s
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e Ey € uma soma dos E; com as injec¢es 7; (dizemos que 0s7; sdo as
injeccOes associadas as projeccdes 7). Mais precisamente, para cada x € £,
existe uma Unica familia essencialmente finita (z;);c7, com z; € Ej, tal que
x =Y Tj(z;), asaber, adefinida por z; = 7;(x).

Dem: O facto de E, ser efectivamente um subespaco vectorial é de
verificacdo simples, se repararmos que a unido de dois conjuntos finitos é
ainda um conjunto finito. E também imediato verificar-se que as aplicagdes
7 E; — Ey, definidas no enunciado sdo efectivamente lineares. Reparemos
agora que, se = € Ey e se (z;);cs € uma familia essencialmente finita tal que

x =) Tj(x;) entdo, aplicando 7, a ambos os membros, obtemos

7,(x) = g, 0 que nos mostra a unicidade de uma possivel decomposicéo.
Por fim, dado = € E| arbitrario, pondo z; = 7;(z) € Ej;, a familia (z;)cs
vai ser, por definigdo, essencialmente finita e o facto de se ter, para cada %,

A Ti(x)) = D Fi(xy) = v = Fala)

J

implica, pela parte de unicidade na definicdo de produto, que se tem
w =3 1(x;).0

IV.2.11. Sejam (E;);c; uma familia de espagos vectoriais e E um espago
vectorial soma desta familia, com as injec¢es 7;: £; — E. Existem entdo
aplicagBes lineares 7;: E — E;, a que daremos o nome de projeccOes
associadas, definidas pela condicdo de, para cada = € E, se ter 7;(x) = z;,
onde (z;)jcs € a Unica familia essencialmente finita, com xz; € E;, tal que

x=37,(x;).
Estas projecces verificam entdo as seguintes condicdes:
a) Para cada y € E;, tem-se

w0 = {5 wh s

b) Para cada xz € E, a familia (z;(7;(x)));cs, de vectores de E, é essencial-
mente finita e

z =) 1(F()).
jeJ
Dem: A verificagdo de que cada aplicagéo 7;: E — E; € efectivamente linear
é trivial e a conclusdo de b) é essencialmente apenas uma reformulacéo da
definicdo das aplicacbes 7;. A alinea a) resulta também da definicdo das
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projecgdes, se repararmos que, para cada y € Ej, se pode escrever

7(y) =T5(y) + Y _1(0).0

W

IV.2.12. Suponhamos, reciprocamente, que (E;);c; € uma familia de espagos
vectoriais, que £ é um espago vectorial e que, para cada j € J, temos aplica-
cOes lineares 7;: E — E; e7;: B; — I, verificando as condicGes:

a) Para cada y € E;, tem-se

non={% 243

b) Para cada = € E, a familia (z;(7;(x)));cs, de vectores de E, é essencial-
mente finita e

z =Y (7).
jeJ
Tem-se entdo que £ é uma soma da familia dos E;, com as injecgbes?;, e as
aplicagBes lineares 7; sdo as projecgOes associadas.
Dem: O facto de se ter, por a), 7; 07; = Idg, implica que cada aplicagdo
linear7;: E; — E € injectiva e deduz-se entdo de b) que, para cada « € E, a
familia dos z; = 7;(x) € E; é essencialmente finita e é tal que z =)

7j(x;). Quanto a unicidade, se fosse = = > 7;(y;), com a familia dos y; € E;

essencialmente finita, obtinhamos, aplicando 7, a ambos os membros e tendo
em conta a), x;, = 7 () = yx. Ficou assim provado que E é uma soma dos
E;, com as injecces 7; e resulta imediatamente de b) que os 7; séo as
projeccOes associadas.[]

No caso em que o conjunto dos indices .J é finito46, todas as familias séo
essencialmente finitas e podemos enunciar resultados correspondentes aos
dois anteriores para os produtos, o que mostra, em particular a equiva-
I1éncia essencial entre as no¢des de soma e de produto.

IV.2.13. Seja (E;)jc; uma familia finita de espacos vectoriais e seja £ um
produto dos Ej, com as projeccdes 7;: E — E;. Sendo T;: E; — E as
injeccdes associadas (cf. 1V.2.10), sdo entdo verificadas as propriedades:

a) Para cada y € E;, tem-se

460u, mais geralmente, J pode ser infinito, mas E; = {0}, salvo para um ndmero finito
de indices.
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mam={} %iz)

b) Paracadaz € F,

z =Y 7,(7(x)).

jed

Em particular, £ tambem € uma soma dos £, com as injecgdes 7;: £; — E,
€ 0s 7; &0 as projecgdes associadas.

Dem: A conclusdo de a) é simplesmente a defini¢do das injeccBes associadas
a um produto. Quanto a b), a igualdade resulta da parte de unicidade na
definicdo de produto, uma vez que, para cada k£ € J, e tendo em conta a),

(D _2(7(x))) = ().
jeg

O facto de E ser uma soma dos E;, com as injec¢des;, e de as projeccoes
associadas a esta soma serem 0s 7;, € agora uma consequéncia de 1V.2.12.00

IV.2.14. Suponhamos, reciprocamente, que (E;);c; € uma familia finita de
espacos vectoriais, que £ € um espacgo vectorial e que, para cada j € J,
7 E — Ej;el;: By — E sdo aplicagOes lineares verificando as condigdes:
a) Para cada y € E;, tem-se

T (T5(y)) = {g 22 Z ; j

b) Paracadaz € F,

z = 1(F()).

jed

Tem-se entdo que E é um produto dos E};, com a projec¢Bes 7, € 05Z; S0 as
injeccdes associadas.

Em particular, tendo em conta 1V.2.11, se E é uma soma da familia finita dos
E;, com as injeccbes 7;: I, — E, e se ©;: I/ — E; so as projeccoes
associadas, entdo £ € um produto dos E; com as projeccles 7; e as
injecgdes associadas sd0 057;.

Dem: Seja (z;);e; uma familia arbitraria, com z; € E;. Se « € E ¢é tal que,
para cada j, 7;(x) = x;, deduzimos de b) que

r = 1) = Iz

jes jes

Por outro lado, se definirmos = = ) "7;(x;), resulta de a) que, para cada k,
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7, (x) = x. Ficou assim provado que E é efectivamente um produto dos E},
com as projecges 7;: ' — Ej, e o facto de as injec¢Ges associadas serem os
“7; € uma mera reformulacéo de a) O

IV.2.15. Seja J um conjunto de indices e seja, para cada j€ .J, C7 um
complexo de cocadeias, definido pelos espagos vectoriais C” compezZ,e
pelas aplicacbes lineares cobordo d” CP — Cerl Suponhamos que, para
cada p € Z, se considera uma soma C’?’ da fam|I|a dos C’p definida pelas
injeccdes Af.C’]p — CP. Existe entdo uma, e uma s6, maneira de definir

aplicagBes lineares d?:C? — CP*!, de modo a obter um complexo de
cocadeias C*, constituido pelos espagos vectoriais C? e pelas aplicagdes
lineares de cobordo d?, para o qual, para cada j € .J, a familia de aplicacGes
lineares 75 = (i}) ez constitua um morfismo de complexos de cocadeias de

C5 para C*. Mais precisamente, para cada = € C”, com = = >7/(z;), onde

zj € CY, d’(x) é o elemento de C"*",
Pa) =D 77 (d] ()
J

Dem: Por definicdo de soma, cada = € C? pode-se escrever de maneira
anica na forma = = > 7%(x;), com a familia dos x; € C} essencialmente

finita, de onde resulta trivialmente que a familia dos d%(xz;) € CV*' é

também essencialmente finita, o que nos permite concluir que fica bem
definida uma aplicagdo d?: C* — CP*! por

"(x) = Z?f“(df(xj))

sendo trivial verificar que esta aplicacdo é linear. E também imediato
verificar que se tem d”™l(d?(z)) =0, pelo que obtivémos assim
efectivamente um complexo de cocadeias C*. Se y € C’f , podemos escrever

Ti(y) = Y Tk(xr), comz; = y e x;, = 0, para cada k # j, pelo que vem

dp('\J ZApH Ap-s-l(dp( ))

0 que mostra que 7} = Oﬁ?)pez constitui um morfismo de complexos de coca-
deias de C? para C*. Quanto a unicidade, basta repararmos que, dados

morfismos dP: C? — CP+!, definindo uma estrutura de complexo de
cocadeias, relativamente a qual 0s 7} = (2%),ez constituissem morfismos de
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complexos de cocadeias, ndo podia deixar de ser, para cada x = » 7% (x;),

d'(x) =Y d @ () = D 07 (df(2)).0

IV.2.16. Nas condicdes anteriores, dizemos que C* é um complexo de cocadeias
soma dos complexos de cocadeias C73, definido pelas injeccdes 75 = @;’)pez,
de C7 para C*.

IV.2.17. (Compatibilidade das somas com a cohomologia) Nas condi¢des
anteriores, para cada p € Z, H”(C*) € uma soma da familia dos H?(C?),
definida pelas injeccBes H?(i%): H?(C$) — HP(C*®). Além disso, sendo,
para cada peZ e jeJ, 7;:CP — C]P as projeccbes associadas a
apresentagéo de C” como soma dos C7, tem-se que as familias 75 = (7}) ez
vao constituir morfismos de complexos de cocadeias de C* para C? e as
aplicac@es lineares H?(7}): H?(C*) — HP(C?) s@o as projecgdes associadas
a apresentacdo de H”(C*) como soma dos H”(CY).

Dem: Para cada z € C”, podemos escrever x = 7% (x;), com a familia dos

- .. ~ ~ 1
x; € C! essencialmente finita, tendo-se entdo d”(z) = -7 (d?(;)), pelo
que

A (AP (2)) = d(z;) = dE (A7 (x)),

—~e

0 que mostra que 7} € efectivamente um morfismo de complexos de

cocadeias de C* para C5. Tendo em conta 1V.2.11, sabemos que, para cada p,
tem-se, paray € C?,

~ y, sek=j
e - {b Er

e que, para cada x € C?,

com a familia dos 2% (7/(z)) essencialmente finita e daqui resulta imediata-
mente que, para cada [y] € H?(C?)

wEE G = { Y Er 5

e que, para cada [z] € H?(C*),
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[e] =) H@5)(H"(75)([]),
J
com a familia dos H”(%5)(H"(7%)([z])) essencialmente finita. Tendo em
conta 1V.2.12, deduzimos daqui que H”(C7) é efectivamente uma soma dos
HP(C7), com as injecgbes HP(15): HP(C}) — HP(C*), e que as projecgdes
associadas sdo os H*(75): HP(C*) — HP(C7).00

IV.2.18. (O dual duma soma é um produto) Seja (E;);c; uma familia de
espacos vectoriais sobre K e seja £ uma soma desta familia, com as
injeccbes Z;: E; — E. Seja K’ O K e consideremos, para cada j, a aplicacéo
linear dual A* L(E;K') — L(E; K'), definida por 7}(a) = aoT; (cf.
11.2.13). Tem- se entdo que L(E;K') é um produto da familia dos L(E;; K'),
com as projeccOes7;: L(E; K') — L(E; K').47
Dem: Seja, para cada j € J, a; € L(E;;K'). Para cada x € E, existe, por
definicéo, uma, e uma so, familia essencialmente finita (z;) jc.;, com z; € Ej,

tal que = > 7;(x;) e entdo a familia dos elementos «;(z;) de K’ é também

essencialmente finita, o que nos permite definir um elemento a(x) € K’ por
a(z) =Y aj(z;). E trivial verificar que a aplicacdo o: E — K', assim defi-

nida, é linear, ou seja, que o € L(E;K’). Para cada j, tem-se a o7; = a;,
visto que, se 2’ € Ej, tem-se7;(z') = > T (), com z; = 2’ e x;, = 0, para

cada k # j, donde a(7;(z')) = «a;(2'). Por fim, se g € L(E;K') é tal que,
para cada j, 5 o7; = a;, obtemos, para cada « € F, com a decomposi¢ao
acima indicada,

Blz) =B ZL] ;) ZEC\J xj)) = Z%’(%’) = a(z).0

IV.2.19. (O dual dum produto finito ¢ uma soma) Seja (E;);c; uma familia
finita de espagos vectoriais sobre K e seja £ um produto desta familia, com
as projecgdes 7;: B — E Seja K’ D K e consideremos, para cada j € J, a
aplicacdo linear dual 77: L(E};; K') — L(E;K'). Tem-se entdo que L(E;K')
é uma soma da fam|I|a dos L(E};K’), tendo como injeccdes as aplicages
lineares 77: L(E; K') — L(E;K') e, sendo?;: E; — E as injecgdes associa-
das ao produto referido, as projec¢cdes associadas a esta soma sdo as apli-
cagoes lineares7;: L(E;K') — L(Ej; K').
Dem: Por 1V.2.13, tem-se 7;07%; = Id: E; — E;, Tj0, =0, se j#k, e

4TPelo contrario, em geral, o dual dum produto ndo serd uma soma. Isso acontece, no
entanto, no caso em que J é finito (cf. o proximo resultado).
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> ijo7;=1d: E — E.Daqui se deduz que

Uow; = (/01" = Id: L(E; K') — L(E; K,
Tpo®; = (Rjolx)" =0,8e 5 #k,

() j07%;)" =1Id: L(E;K') — L(E;K),

J

-
=)
Sl

o

~)
Lo

I

o0 que implica o resultado, tendo em conta 1V.2.12.[]

83. Sucessao exacta de Mayer-Vietoris.

Se uma variedade M é unido disjunta de dois subconjuntos abertos U e
V, entdo, como vimos em IV.2.6, H?(M) é um produto de H?(U) e
HP?(V), com as projeccBes HP(v1) e HP(iy), onde t1:U — M e
to:V — M s8o as inclusBes, e portanto existe um isomorfismo
HY(M) — HP(U) x H?(V'), definido por [w] — (lw/u], [w/v]). No caso
em que M é unido de dois subconjuntos abertos U e V, ndo
obrigatoriamente disjuntos, ficamos ainda com uma aplica¢do linear
H?(M) — H?(U) x HP(V), definida pela mesma férmula, mas essa
aplicacdo ndo tem que ser injectiva nem sobrejectiva. A sucessdo exacta
de Mayer-Vietoris, que estudamos nesta sec¢do, permite relacionar aquela
aplicacdo linear com outras, que fazem intervir a conomologiade U NV,
e é um processo extremamente importante para ajudar ao calculo efectivo
de alguns espagos de cohomologia. Comegamos por estudar o que
podemos fazer quando temos, em geral, uma sucessdo exacta de
complexos de cocadeias (relembrar a discussdo sobre a nogdo de sucessao
exacta apresentada de 11.7.18 a 11.7.22).

IV.3.1. Consideremos trés complexos de cocadeias C*, C'* e C”* e dois
morfismos de complexos de cocadeias \°*, de C® para C’*, e u*, de C’* para
C"*. Diz-se que aqueles morfismos definem uma sucesséo exacta curta de
complexos de cocadeias, ou que

o A o 1° °
0—-C*S5C* 50" =0
€ uma sucessao exacta curta de complexos de cocadeias se, para cada p € Z,
p N ~ap B i
{0} - C? = " = C" — {0}

€ uma sucessao exacta curta de espagos vectoriais (cf. 11.7.20).
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Nas condigdes anteriores, ficamos, para cada p € Z, com aplicacdes
lineares HP(\*): H?(C*) — HP(C'*) e HP(p*): H?(C'*) — HP(C"*) e
poderiamos ser levados a pensar que ficassemos com sucessdes exactas
curtas

HP(X HP(p®

0y 770 2 ooy 295 ooy - {0y,
Tal ndo é o caso e, como veremos no proximo resultado, tudo o que
podemos afirmar é que a sucessdo anterior é exacta em H”(C'"*), no

sentido de ser exacta a sucessao

HP(C.) HIJ()\.') HP(C") H/J(H.)t Hp(CN')’

e que existem certas “aplicacdes lineares de conexao” que ligam estas
sucessdes exactas para os diferentes valores de p e que permitem obter
uma sucessao exacta indefinidamente prolongavel nos dois sentidos.

IV.3.2. (Lema da Serpente?8) Seja

oSS

uma sucessdo exacta curta de complexos de cocadeias. Para cada p € Z tem
entdo lugar uma aplicagdo linear o7: H?(C"*) — HP*'(C*) (a aplicagdo
linear de conexdo), definida do seguinte modo:
Seja [2"] € HP(C"*), onde z” € ZP(C"*); podemos entéo escolher z’ € C'*
tal que pP(z')=2" e xe€CP! tal que M\l(z)=d"(2') e entdo
x € ZPT(C*) e a sua classe de equivaléncia [z] € HP*!(C*®) ndo depende
das escolhas feitas para =" (na respectiva classe de equivaléncia), para =’ e
para x; pomos entdo, por definicdo, 97([z"]) = [x]. Tem entdo lugar, para
cada p, uma sucessao exacta

Hp<Co) HL()‘.')Hp(Cn) HP_(WZHP(CNO) i}Hp+l<C.)}L1()\:)Hp+l<Cl.),
que pode ser indefinidamente prolongada nos dois sentidos, e a que se da o
nome de sucessdo exacta de cohomologia associada a sucessdo exacta curta
de complexos de cocadeias.
Dem: Com o fim de melhor sistematizarmos a demonstracdo, que é um
pouco longa, vamos dividir esta em varias alineas, comegando por apresentar
um diagrama que pode ajudar a nos situarmos ao longo desta.

48/ explicacio para o nome “Lema da Serpente” estd no diagrama que apresentamos no
inicio da demonstragdo e no modo como nos movimentamos ao longo dele no decurso
desta.
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P p-1
{0} — (r! r o't H ot {0}
l ar-! l art J/ gt
{0} — cC? L c'? L, o — {0}
l i l 4P l 4
Pt L17+l
{0} — lolas at oans ' ol {0}
l qr1 l d/l'+1 l d//11+1

p+2 p+2
{0} — Cr+2? AT lolax: H ot {0}

a) Vamos comegar por verificar que as aplicacdes lineares de conexdo estdo
bem definidas. Seja entéo [z”] € H?(C"*), onde z”" € ZF(C"*). A possibili-
dade de escolher 2’ € C'"tal que p?(x') =" é garantida pelo facto de
uP:C'"" — C"? ser uma aplicacdo linear sobrejectiva. Podemos entdo
escrever

/Lp+1(d/p($/)) _ d”p(,up(l’/)) _ d”p({E”) _ 0’

pelo que d'’(x’) pertence ao nicleo da aplicagdo linear ™! que é, por
hipotese, igual a imagem da aplicacéo linear A*!, o que garante a existéncia
de x € CP*! tal que \P*!(x) = d'"(z'). Tem-se entdo

/\p+2(dp+l(x)) _ d/p+1()\p+l(l‘)) _ d/}ﬂ-l(d/p(x/)) -0

0 que, por a aplicagdo linear \”*2 ser injectiva, implica que d?*!(x) = 0, isto
é, que se tem =z € ZP"(C*). Provemos agora que o elemento
[z] € HPT1(C*®) ndo depende das escolhas feitas. Consideramos, para isso,
y" € ZP(C") tal que [y"] = [2”] € HP(C"*), e escolhemos ' € C'” tal que
w(y)=vy" e yeCPt tal que ITl(y)=d"(y). Tem-se entdo
y" — 2 € B*(C"*), o que implica a existéncia de z” € C"""' tal que
y' —a” =d""'(2"). O facto de a aplicagdo linear y»~' ser sobrejectiva
garante a existéncia de 2 € C"*" tal que p»~1(2') = 2. Tem-se entdo

Mp(y/ o d/p—l(zl)) _ y// g d//p_l(ﬂp_l<2/>) -0

pelo que, uma vez que o nlcleo da aplicagdo linear u? coincide com a
imagem da aplicac&o linear AP, podemos concluir a existéncia de z € C? tal
que \?(z) =y — ' — d'""*(2). Tem-se entéo

N (dP(2)) = d"(N'(2)) = dP(y — 2/ —d"(¢) =d"(y) — d"(2/) =
= N y) = A (@) = W (y — 2),

0 que, por a aplicacdo linear A”*! ser injectiva, implica que d*(z) = y — u,
ou seja, que [x] = [y] em HP*(C*). Ficamos assim com uma aplicagdo bem
definida 97: H?(C"*) — HP*1(C*), sendo trivial a verificacdo de que esta
aplicacdo é linear.
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b) Vamos agora verificar a exactiddo da sucessdo exacta de cohomologia em
HP(C™), isto é, que a imagem da aplicacdo H”()\*): H(C*) — HP(C™)
coincide com o nicleo da aplicagdo H?(u*): H?(C"*) — H?(C"*).

O facto de se ter pw?oXP =0 implica trivialmente que se tem
HP(u*) o HP(A®) = 0, e portanto que a imagem esta contida no nucleo.
Suponhamos, reciprocamente, que [z/] € HP(C™), com a' € ZP(C"),
pertence ao nlcleo de H”(u*), isto é, que se tem p?(z') € BP(C"*), ou seja,
que existe 2" € C"""" tal que d"?'(«”) = pP(a'). O facto de a aplicagéo
linear uP~! ser sobrejectiva garante a existéncia de y' € C'"' tal que
uP~1(y') = 2”. Podemos entdo escrever

' —d" (y) = d" (") = d" T N Y)) = 0,

ou seja, ' — d'”~*(y/) pertence ao nicleo da aplicacéo linear ;. que é igual
a4 imagem de A?, pelo que podemos considerar xz € CP tal que
o' —d" ' (y') = AP(z). Tem-se entdo

V(@ (@) = PV (@) = 47— a7 ) = A7) = 0

pelo que, por a aplicagdo linear A\P*! ser injectiva, tem-se d”(z) = 0, ou seja,
x € ZP(C*). Podemos assim considerar o elemento [x] € H?(C*) e vem

HY(X)([2]) = V()] = [/ = d"" ()] =[],

0 que mostra que [«] pertence & imagem de HP?()®).

c) Vamos agora verificar a exactiddo da sucessdo exacta de cohomologia em
HP(C"*), isto é, que a imagem da aplicagdo H?(u®): H?(C'*) — H?(C"*)
coincide com o ntcleo da aplicacdo de conexdo 97: H?(C"*) — HP*1(C*).
Um elemento da imagem de H?(u*) é um elemento da forma [p:?(z')], com
' € ZP(C"), e o facto de se ter A\PT1(0) =0 =dP(z') implica, por
definicdo, que 97 ([uP(z')]) = 0.

Suponhamos, reciprocamente, que [z”] € H?(C"*) é tal que 9*([z"]) = 0.
Sendo entdo 2/ € C'” tal que pP(z')=2" e xe€CP™ tal que
APHL(x) = d'P(2'), tem-se 0 = [x], ou seja existe y € C? tal que d”(y) = .
Tem-se entéo

A’ (2’ = N (y)) = d"(a") = X" H(d" () = 0,
0 que mostra que =’ — \P(y) € ZP(C"*)) e, para o correspondente elemento
[#" — XP(y)] € HP(C'®), vem
HP () ([ = N ()]) = [ (") = n" (N ()] = "],

0 que mostra que [x”] esta na imagem de HP(°).

d) Vamos verificar, por fim, a exactiddo da sucessdo exacta de cohomologia
em HPHL(C*), isto ¢, que a imagem de 9”: H?(C"*) — HP*1(C*) coincide
com o nlcleo de HP*L(\®*): HPL(C®) — HPFL(C™).
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Um elemento de H7*1(C*) na imagem de 97 vai ser um elemento da forma
[z], para 0 qual existe z” € ZF(C"*) e o’ € C'*, tais que uP(z') =z" e
APHL(x) = d'P(2'), tendo-se entdo

H" (M%) ([2]) = M ()] = [d7 (=) =0,

0 que mostra que ele estd no ntcleo de HP*1(\*®).

Suponhamos, reciprocamente, que [z] € HP*1(C*) pertence ao ndcleo de
HPTL()\®), portanto que se tem [A\P1(z)] = 0, ou seja, que existe ' € C'” tal
que A1 (z) = d'"(z'). Tem-se entdo

4" () = @A) = T () =,

ou seja, pP(z') € ZP(C"), e, pela definicdo de 97, vem, para o
correspondente [u?(x)] € HP(C"*), 97([u?(z')]) = [x], 0 que mostra que [x]
pertence a imagem de 07.1

IV.3.3. (Nota) Para quem encontra estes assuntos pela primeira vez, talvez valha
a pena explicar melhor a razdo por que afirmamos que a sucessdo exacta de
cohomologia pode ser prolongada indefinidamente nos dois sentidos. O que
se passa é que, por definicdo, o facto de uma sucessdo “longa” ser exacta
reduz-se a exactiddo de cada sucessdo associada a duas aplicacdes lineares
consecutivas e, como é imediato realizar, essas sucessdes de duas aplicagdes
lineares consecutivas que aparecem na sucessdo referida no enunciado,
quando se consideram os diferentes valores de p sdo exactamente as mesmas
que aparecem quando se considera uma Unica sucessdo, indefinidamente
prolongada nos dois sentidos. Nesta ordem de ideias, o resultado anterior
ficaria enunciado de modo equivalente se tivéssemos, por exemplo, afirmado
a exactidao, para cada p, da sucessdo

(0 2 mr(en) 29 o) 2 ooy 2 i ).

IV.3.4. Sejam M C E uma variedade e U e V abertos de M tais que
U UV = M. Notemos °*(U) x Q*(V) o complexo de cocadeias produto de
QU) e Q(V) construido a partir dos produtos cartesianos
QP(U) x (V). Tem entdo lugar uma sucessdo exacta curta de complexos
de cocadeias

0— Q" (M) 0 (U) x (V)L Q' (U N V) —0

em que as aplicacdes lineares
APQP (M) — QP(U) x QP(V)
plQPU) x QP(V) = QYU NYV)

estdo definidas por A\’ (w) = (w/ir,wv), (e, B) = Buav — ayuav.
Dem: Do facto de, para cada (o, 3) € QP(U) x QP(V), se ter dP(«, ) =
(d?(a),d?(0)), deduz-se imediatamente que A* e u® sdo efectivamente
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morfismos de complexos de cocadeias. O facto de cada A? ser uma aplicacao
linear injectiva resulta de que, se w = (w,).en € uma forma diferencial de
grau p tal que w, = 0, para cada x € U e para cada = € V, entdo w, = 0,
para cada x € M, isto é, w = 0. Uma vez que, para cada w € QP(M), as
formas diferenciais w,; € w/y tém a mesma restricdo w/yny a UNV,
concluimos que se tem p? o AP = 0, e portanto que a imagem da aplicagdo
linear \? esta contida no nulcleo da aplicacdo linear u”. Reciprocamente, se
uP(a, B) =0, tem-se o, = G, para cada z € U NV 0 que nos garante que
se pode definir uma forma diferencial w sobre M pela condigdo de se ter
w, = ay, para cada x € U, e w, = 3, para cada x € V, a suavidade de w
resultando entdo do facto de a suavidade ser uma questdo local; tem-se entéo
(o, B) = AP(w), 0 que mostra que («, ) pertence & imagem de A\?. Resta-nos
provar que a aplicacdo linear u? é sobrejectiva, para 0 que recorremos ao
teorema da parti¢do da unidade. Por este resultado, podemos considerar duas
aplicagbes suaves ¢,v: M — [0,1], a primeira nula fora de um certo
subconjunto A de U, fechado em M, e a segunda nula fora de um certo
subconjunto B de V/, também fechado em M, tais que, para cada = € M,
o(z)+¢(x)=1. Seja entdio yeQP(UNV) e definamos formas
diferenciais a € QP(U) e 5 € QP (V') por

0 V@)Y sexeV 8, = o)V, sexeU
70, sex ¢V "CT 0, sex ¢ U

(a suavidade de « resulta de que ela tem restricdes suaves aos abertos U NV
eUN(M\ B) de U, com unido U, a segunda por ser identicamente nula, e
a suavidade de [ tem justificagdo andloga). Uma vez que, para cada
zelUNnV,

Be —ap = 90(517) Yo + 7/)(1’) Yo = VYa»
concluimos que p?(«, 8) = =, 0 que termina a demonstrag&o.d

IV.3.5. Nas hipoteses de 1V.3.4, a sucessdo exacta curta de complexos de coca-
deias ai referida fica associada a correspondente sucessao exacta de cohomo-
logia, indefinidamente prolongavel nos dois sentidos,

74w nv) 2 5 o) Z mror ) < o0 v) 2 mrm n vy =2 mr (),
a que se dd o nome de sucessdo exacta de Mayer-Vietoris associada aos
abertos U e V de M (repare-se que utilizdmos a “seccdo representativa” da
sucessdo exacta de cohomologia referida na nota 1V.3.349). Lembremos, a
proposito, que, de acordo com IV.25 o espaco de cohomologia
HP(Q(U) x (V) é um produto de H?(U) e HP(V'), com as projecces
naturalmente definidas, e portanto é isomorfo ao produto cartesiano
H?(U) x HP(V), pelo isomorfismo que associa ([a], [5]) a [(«, B)].

49por razdes exclusivamente tipograficas. ..
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Uma das aplicagdes tipicas da sucessdo exacta de Mayer-Vietoris é a
possibilidade de calcular explicitamente os espagos de cohomologia de
certas variedades, como, por exemplo, as hipersuperficies esféricas.
Comegamos por fazer algumas observagdes preliminares sobre as
projecgdes estereograficas.

IV.3.6. Sejam E um espaco euclidiano de dimensdo n>1 e SCFE a
hipersuperficie esférica de centro 0 e raio 1,

S={eeE||e] =1

Sejam y € S fixado e F' C E o subespago vectorial de dimenséo n — 1 com-
plementar ortogonal de Ry. Tem-se entdo um difeomorfismo
f:S\ {y} — F (aprojeccéo estereogréfica a partir de y), definido por

1
> (z —y),

- - 50
1—(z,y

f@)=y+
o difeomorfismo inverso sendo a aplicacéo g: F' — S\ {y}, definida por

2 (z —y).

g(z):y+m

Dem: Comecemos por reparar que, se xz,y € .S, a desigualdade de
Cauchy-Schwarz implica que |{z,y)| <1 e que |[{(z,y)|=1 se, e sO se,
x = +y, em particular (z,y) = 1 se, e s6 se, x = y. Fica assim bem definida
uma aplicagdo suave f:S\{y} — E pela formula do enunciado e
verifica-se facilmente que f(z) € F' e, mais precisamente, que f(z) é o
Unico elemento de Fda forma y + t(z —y), para algum ¢ € R, isto é, o
Unico elemento de F' que pertence a recta afim que contém x e y (resolver a
equacdo linear ((1 —¢)y + tx,y) = 0). Reparemos agora que, para cada
z € F, existe um Unico elemento de S \ {y} na recta afim que contém y e z,
nomeadamente o elemento g(z) definido no enunciado. Para isso, tudo o que
temos que reparar é que a equacgdo

(T=s)y+sz,(1-s)y+sz)=1

€ uma equacéo do segundo grau em s que admite a solugdo 0, correspondente
ao ponto y, e a solugdo 2/(1+ (z, z)), corrspondente ao ponto g(z). As
caracterizacGes geométricas de f e g atrds descritas mostram que a aplicagdo
f € uma bijeccdo de S\ {y} sobre F' e que a sua inversa é g, pelo que
concluimos, em particular, que f é um difeomorfismo.[]

IV.3.7. Como corolario do resultado precedente, podemos concluir que, para
caday € S, S\ {y} é uma variedade conexa e que, no caso em que n > 2, a

50Geometricamente, f(x) é o Gnico ponto da recta afim, que contém z e y, que pertence
ao subespaco F.
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variedade S é também conexa.

Dem: O facto de a variedade S \ {y} ser conexo vem de que é difeomorfa ao
espaco vectorial F', que é convexo, e portanto conexo. No caso em que
n > 2, o facto de S ser conexa é uma consequéncia de S \ {y} ser denso em
S, 0 que ficar4 provado se mostrarmos a existéncia de uma sucessdo de
elementos de S\ {y} convergente para y. Para o verificarmos, basta
considerar um vector w € S, com (w,y) = 0 e definir a sucesséo de termo
geral

Yn = cos(l) Y+ sin(l) w.O
n n

IV.3.8. Consideremos agora o caso particular em que & = R", onde n > 1, com
0 produto interno usual, caso em que a hipersuperficie esférica é
habitualmente notada S"~!. Notando, como é usual, ei,...,e, a base
canbnica de R", é frequente neste caso considerar-se as projeccdes
estereogréaficas realtivas ao “polo norte” e, e ao “polo sul” —e,, as quais,
identificando, como ¢ usual, R" ao produto R"~! x R, véo ter ambas com
contradominio o espago vectorial R"~! x {0}. Compondo estas projeccdes
com o isomorfismo natural de R"!x {0} sobre R""!, definido por
(z,0) — x, obtemos entdo difeomorfismos, chamados ainda de projecgdes
estereograficas,

f+: Snfl \ {e”} N Rnfl, f_ZSn71 \ {—6”} N Rnfl,

que se verifica facilmente estarem definidos por

T T

f+($,t> = :l f—(x7t) = 1—+t’

as respectivas inversas,
g+IR”_1 _ Sn—l \ {en}, G Rn—l N Sn—l \ {en},
estando definidas por

B 2z (z,2) —1
9+(2) = (1 +(z,2) 14 (2,2)

2z 1—<z7z>)
1+ (z,2) 1+ (2,2)"

), 9-(2) = (

Podemos agora passar ao calculo dos espacos de cohomologia das hiper-
superficies esféricas, comecando com o caso trivial, mas diferente dos
outros, de S°.

IV.3.9. Considerando a hipersuperficie esférica S° = {-1,1} C R, tem-se
H?(S%) = {0}, para cada p#0, e H°(S%) é um espago vectorial de
dimensdo 2, admitindo uma base [, ], [¢—], onde ., ¢_:{—1,1} — R séo
as aplicagBes definidas por ¢, (1)=1, @i(—1)=0, ¢_(1)=0,
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o (1) =1

Dem: Este resultado ndo é mais do que um caso particular de 1V.1.4, se
repararmos que S° é uma variedade de dimensdo 0, cujas componentes
conexas sdo {1} e {—1}.00

IV.3.10. Sejam E um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimensdo

m compacta, sem bordo, suavemente orientada. Sendo K, igual a R ou C, o
corpo dos escalares que se estd a considerar, existe entdo uma aplicagdo
linear [: H™(M) — K, definida por [([w])= [ w. Se M #0, esta
aplicagdo é sobrejectiva, em particular, H™ (M) # {0}.
Dem: O facto de a variedade M ser compacta e suavemente orientada
implica que, para cada w € Q™(M) = Z™(2*(M)), estd bem definido o
integral [,, w € K. Por outro lado, se for [w] =[] em H™(M), existe
p € Q" 1(M) tal que ' —w = dp e entdo, pelo teorema de Stokes e uma
vez que 9y (M) = ),

M M M (M)

donde [,, w= [,,«'. Fica assim bem definida a aplicagdo [: H" (M) — K,
sendo trivial constatar que se trata de uma aplicagcdo linear. Por fim, se
M # 0, a sobrejectividade desta aplicagdo linear resulta de que, sendo
Voly € Q™(M) = Z™(2°(M)) o elemento de volume de M, tem-se

f([VOlM]):/M VOlM = /M 1 d,uM(x) = ,MM(M) 75 0.0

IV.3.11. (Lema) a) Dada uma sucesséo exacta de espagos vectoriais do tipo
EN PG,
com E e G com dimensdes finitas p e ¢, tem-se que F' tem dimensdo finita
menor ou igual a p + q.
b) Dados n > 1 e uma sucessdo exacta de espacos vectoriais do tipo

0 — BN m e 28 2 e (o),

n

onde cada E; tem dimensdo finita p;, tem-se 3 (—1)/ p; = 0.

j=1
Dem: a) Sendo F’ C F o subespago vectorial imagem de A, que coincide
com o nucleo de ., obtemos, por passagem ao quociente de ., uma aplicagdo
linear injectiva zi: F'//F' — G, o que implica que F'/F’ tem dimenséo finita
menor ou igual a g. O facto de F” ser a imagem da aplicagdo linear )\ implica
que F’ tem dimensdo finita menor ou igual a p. Considerando agora a
sucessdo exacta curta
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{0} —F' — F—F/F' — {0},

deduzimos de 11.7.22 que F' tem dimensao finita igual a soma das dimens@es
de F' e de F/F’, portanto menor ou igual a p + q.

b) Comecemos por ver que esta afirmagdo é trivialmente verdadeira nos
casos em que n =1 ou n = 2, no primeiro caso, uma vez que, para uma
sucessdo exacta do tipo {0} — E;— {0}, a segunda aplicacdo linear é
injectiva e portanto £y = {0}, e, no segundo caso, uma vez que, para uma

« . A . . .
sucessdo exacta do tipo {0} — E; — Ey —» {0}, A; é um isomorfismo. A
afirmacéo é também verdadeira para n = 3, tendo em conta 11.7.22. Fagamos
entdo a demonstracdo por inducdo em n, supondo que o resultado é valido
para um certo n > 3 e examinando o que sucede quando temos uma sucessao
exacta do tipo

A by X Ao A Ay
{0}_’E1 _1'E2_2’E3_2'“‘_;E71—1_1’E71,_’E71+1_’{0}-
Consideramos entdo o subespaco vectorial £/ C E, imagem da aplicacéo
linear \,_1, que é também o nucleo da aplicagdo linear )\, e reparamos que
se podem entdo considerar as sucessdes exactas

(0} — B 25 B2 By 2 25 g 2 o)

L An
{0}—E,—E,—E,.1,—{0}.

Sendo p!, a dimensdo de E!, deduzimos, pela hipdtese de indugdo, que se
n—1 .

tem (3>~ (—1)7 p;) + (—1)"p}, = 0 e, tendo em conta, mais uma vez, 11.7.22,
j=1

que pl, = p, — pu+1. Substituindo esta Ultima igualdade na anterior, obtemos

finalmente o resultado.d

IV.3.12. Seja n > 0 e consideremos na hipersuperficie esférica S” c R"*! a
orientacdo suave que Ihe vem de ser bordo da bola fechada de centro 0 e raio
1. Tem-se entéo:

a) Sen =0, H(S%) = H°({-1,1}) é um espaco vectorial de dimenséo 2,
admitindo uma base [p.],[p_], onde ¢,,p_:S" — R sdo as aplicagbes
definidas por ¢, (1) = (1) =1leqp (1) =p_(1) =0.

b) Se n > 1, H°(S™) é um espago vectorial de dimensdo 1, admitindo como
base a classe de equivaléncia da fung¢do S™ — K de valor constante 1.

c) Sen > 1, H*(S™) é um espago vectorial de dimenséo 1, admitindo como
base a classe de equivaléncia do elemento de volume de S" e
[:H"(S™) — K é um isomorfismo.

d) Para cada p # 0,n, H?(S™) = {0}.

Dem: A concluséo de a), tal como a conclus&o de d), no caso em que n = 0,
ja foi estabelecida em 1V.3.9. Supomos assim, a partir de agora, que se tem
n > 1. A conclusdo de b) é uma consequéncia de S™ ser uma variedade
conexa e ndo vazia, tendo em conta, 1V.1.4. Reparemos também que, para a
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alinea c), tudo o que temos que verificar é que H™(S™) tem dimenséo 1, visto
que o facto de a aplicacdo linear [: H"(S™) — K ser sobrejectiva implica
entdo que ela € um isomorfismo e o facto de a classe de equivaléncia do
elemento de volume ser aplicada por [ em o, # 0 implica entdo que essa
classe de equivaléncia constitui uma base. A fim de demonstrarmos as
alineas c) e d), utilizando a sucessao exacta de Mayer-Vietoris, vamos olhar
para S™ como unido dos subconjuntos abertos ST =S5"\{—e,11} e
S™=8"\{e,+1}, que vdo ser variedades contracteis, por serem
difeomorfas a R"™ através das projeccdes estereograficas f_ e f, referidas em
IV.3.8 (cf. as alineas a) e b) de 111.7.8). Por 1V.1.13, sabemos assim que
HY(S%) e H°(S™) sdo espagos vectoriais de dimensdo 1 e que os restantes
espacos de cohomologia destas variedades sdo {0}. No que diz respeito a
interseccdo ST NS~ = 5"\ {e,, —e, }, vemos que ela contém a variedade
S"=1 x {0}, naturalmente difeomorfa a S"~!, e vamos verificar que, para a
inclusdo ¢: 5"~ ! x {0} — ST NS, cada

HP(1): HP(ST N S™) — HP(S" ! x {0})

€ um isomorfismo, o que provard que cada H?(StTNS~) é isomorfo a
H?(S"!). Para o verificarmos, identificamos, do modo usual, R"™ a
R" x R e consideramos a aplicagdo suave p:S*NS~ — S 1 x {0}
definida por p(z,t) = (y37,0). Vem po = Id: "' x {0} — "' x {0}
e a aplicagdo top:STNS~ — ST NS~ é suavemente homotdpica a
identidade®!, através da homotopia H:[0,1] x (ST NS~) — ST NS~
definida por

v/ 1 — s2¢2

H(s,(z,t)) = (————, st).

Concluimos daqui que

H"(1) o H"(p) = H(pov): H'(S"™" x {0}) — H"(S"~" x {0})
HP(p)o H?(1) = H?(Lo p): H'(STNS™) — HP(STNS™)

sdo as aplicaces identidade, o que mostra que H?(¢) é realmente um isomor-
fismo, com inverso H?(p).

Podemos agora passar a demonstracdo de ¢) e d), que sera feita por inducdo
em n. Para n =1, d) é trivial, tendo em conta 1V.1.4, e, quanto a c),
podemos considerar a seguinte parte da sucessdo exacta de Mayer-Vietoris

{0} — HY(S") — HY(@(S%) x 2(57)) — H'(S* N §) — H'(S") — {0}

(lembrar que o espago vectorial H'(Q*(ST) x Q*(S)) é isomorfo a
H'Y(S™) x HY(S™) = {0}), para a qual sabemos que H’(S') tem dimensdo

51Em particular, a inclusdo ¢ é invertivel, modulo homotopia suave, no sentido do
exercicio V.1 adiante.
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1, que H(Q*(ST) x Q°(S7)), sendo isomorfo a H°(S*) x H°(S™), tem
dimensdo 2 e que H’(S™ N S~), sendo isomorfo a H°(S%) = H°({—1,1}),
tem dimensdo 2, o que nos permite deduzir, por 1V.3.11, que H'(S') tem
efectivamente dimensédo 1. Suponhamos, por fim, que c) e d) sdo validos para
um certo valor de n > 1 e vejamos 0 que se passa com S”*!, Como no caso
de S', podemos considerar a seguinte parte da sucessdo exacta de
Mayer-Vietoris

{0} — H(S") — HY(Q(ST) x °(57)) = H'(STNS™) — H'(S"") — {0}

Como entdo HY(S"*1) tem dimensdo 1 e H(Q*(S*) x Q°(S7)) tem
dimensdo 2, mas ja H(S* N S~), sendo isomorfo a H°(S™), vai agora ter
dimensdo 1 pelo que o que concluimos de 1V.3.11 é que H'(S"*!) tem
dimens&o 0, ou seja, H!(S™™) = {0}. Para cada p > 1, podemos escolher a
seguinte parte da sucessao exacta de Mayer-Vietoris

{0} = H"(ST N S7) — HI(S™) — {0},

uma vez que HP(Q*(ST) x Q°(S7)) é isomorfo a
HP(S*) x HP(S7) = {0} e que HP Y(Q*(S*) x Q*(S7)) é isomorfo a
HP~Y(ST) x HP~1(S~) = {0}. Daqui se deduz que H?(S"*!) é isomorfo a
HP (St N S~) que, como dissémos, é isomorfo a H?~!(S™) pelo que,
tendo em conta a hipotese de indugdo, HP(S™™') = {0}, para cada
p#n+1,e H*(S"1) é um espaco vectorial de dimenséo 1.00

IV.3.13. (Corolario) Seja n > 1 e notemos ¢: S"~t — R\ {0} a inclusdo e
f:R"\ {0} — S™! a aplicacdo suave definida por f(z) = z/|z||. Tem-se
entéo:

a) Se n=1, H?(R\ {0}) = {0}, para cada p # 0, e H'(R\ {0}) é um
espago vectorial de dimensdio 2, admitindo uma base [p.],[p-], onde
©1,0_:R\ {0} — R sdo as aplicagbes suaves que tomam, respectivamente,
o valor 1 no ndmeros positivos e 0 valor 0 nos negativos e o valor 1 nos
ndmeros negativos e o valor 0 nos positivos.

b) Se n > 2, H°(R" \ {0}) é um espaco vectorial de dimens&o 1, admitindo
como base a classe de equivaléncia da funcdo de valor constante 1.

c) Se n>2, H"Y(R"\{0}) é um espaco vectorial de dimensdo 1,
admitindo como base [2], onde Q = f*Volg.-1 € a forma diferencial angulo
s6lido (cf. 111.9.16).

d) Paracadap # 0,n — 1, HP(R" \ {0}) = {0}.

Dem: Trata-se de uma consequéncia do resultado anterior, se mostrarmos
que

HP(e): HP(R"\ {0}) — H"(S"™")
HP(f): HP(S"") — HP(R"\ {0})

sdo isomorfismos inversos um do outro. Ora, tendo em conta a igualdade
four=1d:S"!— 8" vem
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H?(1) o HP(f) = Id:Hp(S”_l) _ Hp(sn—l)

e, uma vez que cto f:R"\ {0} — R"\ {0} é suavemente homotopica a
identidade, pela homotopia H: [0,1] x (R™\ {0}) — R"\ {0} definida por

X
H = T
(5,2) 1— s+ s|z|

tem-se também
HP(f)o HP(1) = Id: H’(R" \ {0}) — H"(R" \ {0}),

donde o resultado.[]

84. Cohomologia com suporte compacto.

IV.4.1. Seja M C E uma variedade. Diz-se que uma forma diferencial suave de
grau p, w = (wg)zen tem suporte compacto se existir um compacto K C M
tal que w/ (i x) = 0. E claro que, quando a variedade M for compacta, toda
a forma diferencial suave tem suporte compacto (tomar K = M).

Para cada p > 0, notamos £(M) o subconjunto de Q7 (M) constituido pelas
formas diferenciais suaves de grau p com suporte compacto
(acrescentando-se uma referéncia a R ou C quando for importante sublinhar
qual o corpo que se esté a considerar), sendo imediato realizar-se que Q2(M)
€ um subespago vectorial de QP(M) (lembrar que o vazio € um compacto
contido em M e que a unido de dois subconjuntos compactos de M é ainda
um subconjunto compacto de M). Para cada p < 0, pomos, naturalmente,
QP(M) = QP(M) = 0.

Se we QP(M), entdo dP(w) € QPFL(M), visto que, se K C M é um
compacto tal que wyunk) =0, tem-se também (dw);nx) =
d(w/an x)) = 0. Podemos assim considerar um novo complexo de cocadeias
Q2 (M) definido pela familia dos subespagos vectoriais (M) C QP(M) e
pelos operadores de cobordo restricdes dos operadores de cobordo
dr:QP(M) — QPL(M), 52 complexo de cocadeias a que se da o nome de
complexo de de Rham com suporte compacto de M. Os espagos vectoriais
ZP(Qe(M)), BP(Qe(M)) e HP(2(M)) séo notados com frequéncia mais
simplesmente Z?(M), BY(M) e H?(M) e diz-se que 0s espacgos vectoriais
HP(M) sdo os espacos de cohomologia de de Rham com suporte compacto
da variedade M.

E claro que, se M tem dimens&do m vem ainda H?(M) = {0}, parap > m e
p <0, e que, se M é compacta, os espacos de cohomologia com suporte

52Temos portanto um subcomplexo de cocadeias, nocio cuja definigio geral é evidente.



228 Cap. IV. Introducdo a cohomologia de de Rham

compacto HP(M) coincidem com os espacos de cohomologia ordinaria
HP(M).

IV.4.2. Do facto de se ter QF(M) C QP(M) e de os operadores de cobordo de
Q¢(M) serem restricoes dos de Q°(M) resulta trivialmente que se tem
também Z?(M) C ZP(M) e BP(M) C BP(M). Note-se, no entanto, que,
enquanto que Z?(M) = ZP(M) N Q2(M), em geral B?(M) estard estrita-
mente contido em BP(M) N QE(M). O que se passa é que se um elemento
w € QP(M) for da forma dp, nada nos garante que a forma diferencial p
tenha suporte compacto.

IV.4.3. O que se disse atrds poder-nos-ia levar a pensar que H?(M) C H?(M).
E no entanto facil de compreender que isso ndo tem nada de acontecer em
geral. De facto, existe uma aplicacdo linear canénica H?(M) — HP(M),
definida por [w] — [w],53 para cada w € ZP(M) C ZP(M), aplicacdo que
claramente ndo tem que ser sobrejectiva, mas que também ndo tem que ser
injectiva, na medida em que, para w € ZP(M) pode-se ter [w] =0 em
HP(M) e [w] # 0em HP(M), pela razdo j& referida no fim de 1V.4.2.

Ao contrario do que sucede com a cohomologia de de Rham usual, a
cohomologia com suporte compacto ndo se comporta bem com as
aplicagdes suaves gerais entre variedades. O problema estd em que, se
f:M' — M é uma aplicagdo suave entre variedades e w € Q£(M), a
forma diferencial imagem reciproca f*w € Q(M’) ndo tem que ter
suporte compacto (se K C M é um compacto tal que w, = 0, para cada
y€ M\ K, entdo (f*w), =0, para cada =€ M'\ f~}(K), mas o
conjunto f~!(K), apesar de fechado em M’, ndo tem que ser compacto).
Para podermos trabalhar com imagens reciprocas ao nivel das formas
diferenciais de suporte compacto, temos que nos restringir a aplicagbes
suaves com uma propriedade especial.

IV.4.4. Sejam M C E e M’ C E’ duas variedades. Diz-se que uma aplicacéo
f:M' — M ¢é proépria se é continua e, para cada compacto K C M, o
subconjunto f~(K) C M’ é também compacto.>* Como exemplos triviais
de aplicagdes proprias, temos 0s seguintes:

a) Se a variedade M’ é compacta, toda a aplicacdo continua f: M’ — M é
propria.>®

b) Se f: M’ — M é um homeomorfismo, entdo f é uma aplicagio prépria.

c) Se M’ é uma subvariedade fechada de M, entdo a inclusdo M’ — M é

53E claro que a classe de equivaléncia de w é tomada em dois sentidos diferentes.

54E claro que esta definigdo pode ser apresentada, mais geralmente, no caso em que M e
M’ séo simplesmente espagos topoldgicos. As condigdes de termos um espago separado
ou de termos um espaco localmente compacto seriam, no entanto, necessarias para a
validade de alguns dos resultados que referiremos.

55Pelo contrario, se a variedade A’ ndo é compacta, uma aplicagdo constante
f:M' — M ndo é propria.
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uma aplicagdo propria.

d) Se as aplicagbes g: M" — M’ e f:M' — M séo proprias, entdo a
composta f o g: M" — M é também propria.

Dem: Para alinea a), atendemos a que, se K C M é compacto, entdo K é
fechado em M pelo que f~!(K) é fechado em M’, e portanto compacto.
Para a alinea b), atendemos a que um conjunto homeomorfo a um compacto é
também compacto. Para a alinea c), atendemos a que, se K C M ¢
compacto, entdo a sua imagem reciproca pela inclusdo, M’ N K, é fechada
em K, e portanto compacta. A alinea d) resulta trivialmente da transitividade
das imagens reciprocas.]

IV.4.5. Sejam M C E e M’ C E’ duas variedades e f: M’ — M uma aplicagdo
suave propria. Para cada p € Z e w € QE(M), tem-se entéo f*w € QF(M’),
pelo que, por restricdo das aplicacbes lineares f*:QP(M) — QP(M'),
obtemos aplicagBes lineares, f*: Q2(M) — QF(M’), ainda notadas com a
mesma letra, que v8o definir trivialmente ainda um morfismo de complexos
de cocadeias de Q2 (M) para Q2 (M'). As correspondentes aplicaces lineares
ao nivel da cohomologia serdo notadas

HY(f): HE(M) — HI(M).

IV.4.6. Tendo em conta a alinea a) de 111.1.14, deduzimos que:

a) Sendo M C E uma variedade, e Idy;: M — M a aplicacdo identidade, o
morfismo de complexos de cocadeias Id},: Q0 (M) — Q2 (M) é o morfismo
identidade, e portanto também cada HP(Id): H?(M) — HP?(M) é a
aplicacdo linear identidade.

b) Sendo M Cc E, M' C E' e M" C E" variedades e f: M" — M' e
g: M' — M aplicagBes suaves préprias, tem-se que go f: M” — M é uma
aplicacdo suave propria e o morfismo de complexos de cocadeias
(go f): Q0 (M) — Q2(M") coincide com o composto f*og* dos
morfismos de complexos de cocadeias ¢*:Qo(M) — Q2(M') e
(M) — Qi (M"), e portanto, para cada p,

H{(go f) = HI(f) o H(9): H!(M) — HI(M").

c) Em consequéncia, se ¢g:M' — M é um difeomorfismo, entdo
g (M) — Qe(M’) é um isomorfismo de complexos de cocadeias e
portanto, para cada p, H?(g): H*(M) — HP?(M') é um isomorfismo, tendo
H?(g~!) como isomorfismo inverso.

Se, como vimos, a cohomologia de de Rham com suporte compacto poe
alguns problemas na operagdo de imagem reciproca por aplicagdes suaves
arbitrérias, ela vai, em compensagdo, permitir uma outra operacdo impor-
tante, impossivel ao nivel de cohomologia de de Rham ordinéria.
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IV.4.7. Sejam M C E uma variedade e U C E um subconjunto aberto. Para
cada w e QP(U), podemos considerar uma forma diferencial de suporte
compacto w\ 7, a que daremos 0 nome de extensao trivial de w a M, definida

por

(wWoar)e = W SexelU
We =0, sex¢U

(sendo K C U um compacto fora do qual w se anule, a extensdo trivial
também se anula fora de K e a sua suavidade resulta de ter restrices suaves
aos abertos U e M\ K de M, com unido M, a segunda por ser
identicamente nula). Ficamos assim com aplicacBes lineares injectivas
QP(U) — QP (M), que se definem também, de modo trivial, para p < 0, as
quais daremos o nome de injeccBes canonicas. Repare-se que, cOmo se
realiza imediatamente, a derivada exterior da extensdo trivial w\,, € a
extensdo trivial da derivada exterior dw, ou seja d(w\y) = (dw)\y.
Concluimos assim que a familia das injeccdes canodnicas (que séo
trivialmente injectivas) constitui um morfismo de complexos de cocadeias de
O (U) para Q(M), ao qual fica associada, para cada inteiro p, uma
aplicagéo linear HY(U) — HEP(M), definida por [w] — [w\ys], que, por
razdes analogas as referidas em 1V.4.3, ndo tem que ser injectiva nem
sobrejectiva.

IV.4.8. Sejam M C E uma variedade e (U;);e; uma familia de abertos de A/
disjuntos dois a dois e de unido M. Notando ¢;: U; — M as inclusbes, defi-
nidas por ¢;(z) = x, que séo aplicagbes proprias, tem-se entdo que o com-
plexo de cocadeias 22 (M) € uma soma dos complexos de cocadeias Q2 (U;),
tendo como injecgBes as familias de injec¢es candnicas Q£ (U;) — QE(M) e
como projecgdes associadas as familias das aplicagdes ¢;: Q2 (M) — Q2(U;).
Em consequéncia, para cada p, H?(M) € uma soma dos H?(U;), definida
pelas injec¢Bes H?(U;) — HP(M), que estdo associadas as injeccdes cano-
nicas Q2 (U;) — Q2(M), que aplicam cada [w] na classe [w\ ], as projeccdes
associadas sendo as aplicacdes lineares H?(v;): H?(M) — HP?(U;), que apli-
cam [w] nas classes [w;,].56
Dem: O facto de o complementar de cada U; ser a unido dos restantes
abertos, e portanto um conjunto aberto, implica que cada U; € tambem
fechado em M o que, pela alinea c) de 1V.4.4, implica que cada inclusdo
t;;U; — M € uma aplicacdo propria. Podemos assim considerar as
aplicacBes lineares associadas ¢j: QL (M) — QF(U;), definidas por
wrwy, € sendo o Q(Uj) — QE(M) as injecgbes canonicas,
constatamos que, para cada w € QL(Uj), ¢j(oj(w)) =w e, para k # j,
ti(0j(w)) = 0. Além disso, se w € Q2(M) e se K C M é um compacto fora

56Comparar com 1V.2.6 e com as observac@es feitas a seguir a este resultado.
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do qual w se anula o facto de o compacto K estar contido na unido dos
abertos U; implica a existéncia de uma parte finita J' de J tal que K estaja
ainda contido na uniéo dos U; com j € J' e daqui deduzimos que, para cada
j¢J', oj(tj(w)) =0, verificando-se entdo facilmente que, para cada
re M,

Z Uj(bﬂw))x = Ws

jed’

(se x € Uy com k ¢ J’, ambos 0s membros s&o 0 e se z € U, comk € J' s0
a parcela com j = k do primeiro membro néo é obrigatoriamente nula e essa
é igual a w,.). Podemos agora aplicar 1V.2.12 para garantir que 22(M) é uma
soma dos complexos de cocadeias €22 (U;), tendo como injecgBes as familias
de injecgbes canonicas o;: Q2 (U;) — QF(M) e como projecgOes associadas
as familias das aplicagdo lineares «j: QF(M) — QF(U;) e resulta entdo de
IV.2.17 que H?(M) e uma soma dos H?(U;), definida pelas injeccdes
HP(0%): HY(U;) — HE(M) e que as aplicagbes H2(v;): HY(M) — HE(Uj)
580 as projecgdes associadas.[]

IV.4.9. a) Seja M uma variedade conexa, compacta, ndo vazia. Tem-se entdo
que H?(M) é um espago vectorial de dimensdo 1, admitindo como base a
classe de equivaléncia da aplicacdo M — R de valor constante 1.

b) Seja M wuma variedade conexa, ndo compacta. Tem-se entdo
HY(M) = {0}.

c) Seja M uma variedade e seja (1) ,c; a familia das componentes conexas
de M. Seja J’ o conjunto dos j € .J tais que )M; € compacto e seja, para cada
jeJ', f; M — R a aplicacéo suave que toma o valor constante 1 em M; e
que é nula sobre as outras componentes conexas. Tem-se entdo que as classes
[fj] € HX(M), com j e J', constituem uma base de H?(M), que tem
portanto dimensdo igual a nimero de elementos de J/, se este é finito, e
dimensdo infinita, caso contrario.

Dem: A alinea a) € uma consequéncia de 1V.1.4, uma vez que, por a
variedade M ser compacta, H?(M)=H"(M). A alinea b) resulta de se ter
entio Z°(M) = {0}, uma vez que, se fe Z(M)cC Z°(M), entdo
f:M — K é uma aplicacdo constante e portanto tem que ser f = 0 sem o
que, por M ndo ser compacta, f ndo se anulava fora duma parte compacta de
M. Uma vez que as componentes conexas M; de M sdo abertos disjuntos
dois a dois e com unido M, concluimos de 1V.4.8 que H?(M) é uma soma
dos H?(M;), tendo como injeccBes as aplicacBes lineares associadas as
injeccOes canonicas Q.(M;) — Q%(M) e entdo, por 1V.2.8, essas injeccdes
sdo aplicagBes lineares injectivas e H?(M) é soma directa dos subespagos
imagem destas injeccBes, 0 que implica a conclusdo de c), tendo em conta a)
eb).0d
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Verificamos atrds que a cohomologia de de Rham de uma variedade
suavemente contractil é isomorfa a cohomologia de um ponto, ou seja, é
nula nos graus diferentes de 0 e com dimensdo 1 no grau 0. Para a
cohomologia de de Rham com suportes compactos ja isso ndo se passa e,
como vamos ver, existem variedades contracteis com espagos de
cohomologia muito diferentes. A razdo da diferenca de comportamento
esta no facto de uma variedade contractil ser uma variedade em que a
aplicacdo identidade é suavemente homotdpica a uma aplicagdo constante
mas o facto de esta ndo ser em geral uma aplicagdo propria ndo nos
permite tirar partido desse facto para concluirmos alguma coisa sobre a
cohomologia com suporte compacto. S8o razbes do mesmo tipo que
impedem alids de aplicar no quadro da cohomologia com suporte
compacto outras constru¢des que se utilizam no quadro da cohomologia
de de Rham usual.

IV.4.10. (Generalizacdo de 1V.3.10) Sejam E' um espaco euclidiano e M C FE

uma variedade sem bordo de dimensdo m, suavemente orientada. Sendo K,
igual a R ou C, o corpo dos escalares que se estd a considerar, existe entdo
uma aplicagdo linear [: H;"(M) — K, definida por [([w]) = [ w. Se
M +# (), esta aplicacéo é sobrejectiva, em particular, H" (M) # {0}.
Dem: O facto de cada w € Q7"(M) = Z"(M) ser integravel é uma conse-
quéncia de 111.4.7. Por outro lado, se for [w] = [«/] em H™(M), existe
p € QM 1(M) tal que o —w = dp e entdo, pelo teorema de Stokes e uma
vez que 01 (M) = 0,

/ w/*/ w:/ dP:/ proy) =0,
M M M A (M)

donde [,, w = [,,«'. Fica assim bem definida a aplicagéo [: H"(M) — K,
sendo trivial constatar que se trata de uma aplicacéo linear. Para verificarmos
que temos uma aplicacéo linear sobrejectiva, no caso em que M # (), basta
verificarmos que ela ndo € identicamente nula. Fixemos entdo z, € M e uma
vizinhanga compacta V' de zy em M. Pelo teorema da partigdo da unidade
relativo & cobertura aberta de A pelos abertos int(V') e M \ {zo} (interior,
relativamente a M), podemos considerar uma aplicagdo suave ¢: M — [0, 1]
tal que p(x) =0, para cada = ¢ V e que p(zg) =1 e, por o(x) ser estri-
tamente positiva nalguma vizinhanga aberta de x(, que tem portanto medida
ndo nula, vem [, ¢(x) duy () > 0. Sendo entdo w € Q)'(M) = Z"(M) a
forma diferencial definida por w, = ¢(z)Volr,ar), vem, para o correspon-
dente [w] € H"(M),

f) = [ o= [ e dut) >0,

0 que termina a demonstragdo.d
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IV.4.11. Seja n > 0. Tem-se H?(R") = {0}, para cada p # n, e H(R™) é um
espaco vectorial de dimenséo 1, a aplicacéo linear [: H(R™) — K sendo um
isomorfismo.

Dem: Vamos dividir a demonstracdo em varias partes:

a) Comecemos por notar que, uma vez que ja sabemos que J é uma aplicagdo
linear sobrejectiva, basta-nos, no caso p = n, mostrar uma das duas coisas:
ou que J é uma aplicacdo linear injectiva, ou que H"(R™) tem dimens&o 1.

b) O caso em que n = 0 ¢é trivial na medida em que R” é um espago com um
Unico elemento, em particular compacto, pelo que ja conhecemos a dimensao
de cada H?(R") = H”(R"). Podemos assim supor que n > 1.

c) Os casos em que p < 0 e p > n Sdo triviais e aquele em que p = 0 é uma
consequéncia de 1V.4.9, visto que R" é conexo e ndo compacto. Podemos
assim supor que 1 < p < n.

d) Seja [w] € H?(R™), onde w € ZP(R™), um elemento arbitrério, se p # n,
ou, se p=n, um elemento tal que [([w]) =0, isto &, tal que [;, w=0.
Vamos mostrar que [w] =0, isto é, que w € B?(R"), 0 que provard que
HP(R"™) = {0}, para p # n, e que [ é uma aplicacdo linear injectiva, e termi-
nard a demonstracao.

e) O facto de a forma diferencial w ter suporte compacto implica a existéncia
de »>0 tal que w, =0, sempre que |z|| >r. O facto de se ter
HP(R™) = {0}, por R™ ser contractil, implica a existéncia de uma forma
diferencial, ndo obrigatoriamente de suporte compacto, o € Q~1(R") tal
que w = da.

f) Seja

U ={zeR"||z| >r}

que é um aberto de R" tal que d(a,y,) = w/y, = 0. Reparemos que, no caso
em que n > 2, U, é conexo, por ser homeomorfo a S"~! x |r, +oc], pelo
homeomorfismo S"! x ]r, +oo[ — U, definido por (x,t)+ tz, cujo
inverso esta definido por y — (y/llyll, llyl)-

g) Suponhamos que p = 1. A forma diferencial o de grau 0 é portanto uma
aplicacéo suave R" — K com derivada identicamente nula em U,.. No caso
em que n > 2, o facto de U, ser conexo implica que o« toma um valor
constante ¢ em U,.. Vamos ver que 0 mesmo acontece no caso em que n = 1,
com uma justificacdo um pouco mais completa. Ora, uma vez que U, é a
unido dos intervalos |—oo, —r[ € ]r,+o0[, vemos que « toma o valor
constante a.(—r) no primeiro intervalo e o valor constante «(r) no segundo
intervalo, pelo que o que temos que verificar é que a(—r) = «(r) e isso vai
ser uma consequéncia de que, pelo teorema de Stokes trivial, podemos
escrever

0= / w = / do = / a/{—r,r} = OZ(T) - OL(_T)'
R —r,7] o ([=rr))

Provamos portanto, em qualquer caso, que o toma um valor constante ¢ em
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U, e portanto que tem lugar uma aplicagdo suave 3: R — K, identicamente
nula em U,, e portanto de suporte compacto, definida por 3(t) = «a(t) — ¢,
tendo-se assim 8 € QY(R) e df = w, pelo que w € BL(R), o que termina a
demonstragdo neste caso. Podemos assim, a partir de agora, supor que
n>pz2.

h) Sejam f:S" ! — U, e g:U, — S"! as aplicaces suaves definidas por
flx) =2rx e g(x)=x/|z||.5" Tem-se gof=1d e fog:U.—U, €é
suavemente  homotépica a identidade, pela homotopia suave
H:[0,1] x U, — U, definida por

2r(1 —t)

+t)x.
E

H(tr ZL’) = (
Daqui se deduz, para os correspondentes H”(f): H?(U,) — H?(S"1) e
HP(g): HY(S"™") — H*(U,), que H?(g)o H'(f)=H?(fog) € a
identidade de H?(U,) e HP(f)o H?(g) = H?(go f) é a identidade de
H?(S"1), o que mostra que HP(f):HP(U,) — HP(S™1) é um
isomorfismo, tendo como isomorfismo inverso
H(g): HY(S"") — HP(U,).
i) Vamos mostrar a existéncia de 3 € QP~2(U,) tal que d = ay,, OU Seja,
uma vez que d(a,y,) = 0, que se tem [a ;] = 0 em H?~'(U,). No caso em
que p < n, isso resulta de que H?~!(U,) é isomorfo a HP~1(S"~!) = {0}.
Supondo entéo p = n, tendo em conta o isomorfismo referido em h), ficamos
reduzidos a provar que [f*(coyy,)] = H?~*(f)([a/u,]) = 0 0 que, tendo em
conta IV.3.12, é equivalente a provar que

[ (aw,) =0,
S'ufl

ou ainda, uma vez que f é um difeomorfismo, conservando as orientacées,
de S"~! sobre Sy = {z € R"| ||z| = 2r}, considerado com a orientagéo
que lhe vem de ser bordo de indice 1 de By, = {x € R" | ||z < 2r}, a

provar que
/ 05/52, =0.
Say

Mas isso é uma consequéncia do teorema de Stokes, visto que, por w ser nula
fora de By, podemos escrever

0:/ w:/ w:/ da:/ ays,,-
" By, By, Sop

Ficou assim provada a existéncia pretendida da forma diferencial 5.
j) Pelo teorema da particdo da unidade, relativo a cobertura de R" pelos

57Comparar com a demonstragdo de 1V.3.13.
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abertos U, e {x € R" | ||z|| < 2r}, podemos considerar uma aplicagdo suave
©:R" — [0, 1], nula fora de um certo subconjunto C' C U,, fechado em R", e
tal que p(x) = 1, para cada = com ||z|| > 2r. Seja § = (3, ).cr: a forma
diferencial suave de grau p — 2 definida por

. go(x) ﬁr: Sexr € Ur
b= 0, sex ¢ U,

a suavidade de B resultando de que ela vai ter restricfes suaves aos abertos
U, eR"\ C, de unido R", a segunda por ser identicamente nula. Sendo agora
a=a—dbfe Q1 (R"), tem-se ainda da = da — ddf = da = w e, uma
vez que, para cada z no aberto U, = {z € R" | ||z|| > 2r}, B, = 5., €
portanto também d,@’x =df, = a,, concluimos que, para cada = € Us,,
a, = 0, 0 que mostra que @ € Q2~1(IR™). Ficou assim provado que se tem
efectivamente w € B?(R"), 0 que termina a demonstracéo.d

O resultado anterior, caracterizando os espagos de cohomologia de de
Rham com suporte compacto de R", permite caracterizar também a das
variedades difeomorfas a R™. Estas incluem, por exemplo, as bolas
abertas de um espago euclidiano (cf. o exercicio 1V.21 adiante) mas, para
utilizagdo futura, o exemplo seguinte vai ser especialmente importante.

IV.4.12. Sejamn > 1 e, paracada 1 < j < n, a; < b; em R. Tem-se entdo que o

n
aberto M =1]] |a;,b;[ é difeomorfo a R" e, em consequéncia, tem-se
j=1

HP(M) = {0}, para cada p#n, e H(M) é um espago vectorial de
dimens&o 1, a aplicago linear [: H* (M) — K sendo um isomorfismo.

Dem: Comegamos por notar que, para cada j, existe um difeomorfismo
|-1,1[ — ]aj, b;| definido por

a]’ + b1 +t b1 — CL]'

t 1
T 2

cujo inverso esta definido por

2s — (a]- + b])

S
bj—aj

Em seguida, reparamos que existe um difeomorfismo |—1, 1] — R, definido
por

t

V1i—e

t—

cujo inverso esta definido por
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5

V1t s

Por composicédo, concluimos a existéncia, para cada j, de um difeomorfismo
@;:]aj, bj — R e daqui se deduz a existéncia de um difeomorfismo ¢, de
M = TT]a;, b;] sobre R™, definido por

S

(tla atn) g ((pl(tl)v 7@“(7577))

A existéncia deste difeomorfismo implica, por 1V.4.6 e pelo resultado
precedente, que H?(M) = {0}, se p#n, e que H*(M) é um espaco
vectorial de dimensdo 1 e o facto de [ ser um isomorfismo vem de que, por
IV.4.10, esta aplicagdo é uma aplicacdo linear sobrejectiva.[d

85. Dualidade de Poincaré.

IV.5.1. Sejam E e F' espacos vectoriais sobre o corpo K e &: E x F' — K uma
aplicacdo bilinear. Vamos dizer que & define o primeiro espa¢o como dual do
segundo se a aplicagdo linear E — L(F;K), que aplica z € E no elemento
y— &(x,y) de L(F;K), for um isomorfismo. Vamos dizer que £ define o
segundo espaco como dual do primeiro, se a aplicacdo bilinear oposta,
& F x E — K, definida por €(y, ) = £(x, y) definir o primeiro como dual
do segundo, isto &, se a aplicagdo linear F' — L(F;K), que aplicay € F no
elemento = — &(z,y), for um isomorfismo. Quando as duas condicdes
anteriores forem verificadas, diremos simplesmente que & define cada um dos
espacos vectoriais como dual do outro.

IV.5.2. Lembremos que, se E' € um espaco vectorial de dimenséo finita n, sobre
o corpo K, entdo o dual L(F;K) tem também dimensdo n e que, mais
precisamente, se (z;);c; € uma base de E, tem lugar uma base associada
() jes de L(E; K), definida por

1, sek=y
aj(mk)z{(), sek#j

Para além disso, podemos mesmo afirmar que, se E tem dimensdo infinita,
entdo L(E;K) tem também dimenséo infinita.

Dem: Basta repararmos que, se () c; € uma base de E, podemos definir as
aplicagBes lineares a; € L(E;K), para cada j € J, pela mesma condigéo
que no caso da dimensao finita, e, embora estas ndo constituam uma base de
L(E;XK), sdo, de qualquer modo, linearmente independentes, visto que, se

for > ajo; =0, aplicando ambos os membros a x;, concluimos que

ajp = 0.0
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IV.5.3. Como consequéncia do anterior, vemos que, se E e F sd0 espacos
vectoriais sobre K e se &: E x F' — K é uma aplicacdo bilinear definindo um
dos espacos como dual do outro, entdo, ou £ e F' tém a mesma dimenséo
finita, ou ambos tém dimens&o infinita.

IV.5.4. (Exemplos) a) Se £ é um espaco vectorial sobre K, tem lugar uma
aplicacdo bilinear L(F;K) x E — K, definida por (A, z) — A(z), a qual
define o primeiro espaco como dual do segundo (trivialidade).

b) Se £ é um espago euclidiano, isto é, um espaco vectorial real, de
dimensdo finita, munido de um produto interno, entdo o produto interno é
uma aplicacdo bilinear £ x E — R que define cada um destes espacos
vectoriais como dual do outro (uma aplicacdo linear injectiva entre espacos
vectoriais com a mesma dimensao finita € um isomorfismo).

c) Analogamente, se £ é um espaco hermitiano, isto é, um espaco vectorial
complexo, de dimensdo finita, munido de um produto interno complexo,
entdo, notando E o espaco vectorial conjugado de F (cf. 11.1.7), o produto
interno é uma aplicagdo bilinear £ x E — C que define cada um destes
espagos vectoriais como dual do outro.

IV.5.5. Sejam FE e F espagos vectoriais de dimensdo finitae &: £ x ' — K uma
aplicacdo bilinear, definindo um dos espacos £ e F' como dual do outro.
Tem-se entdo que & também define o outro espaco como dual deste.

Dem: Suponhamos que ¢ define o primeiro espaco como dual do segundo.
Suponhamos que y € F', verifica y # 0. Escolhendo uma base de F' tendo y
como um dos vectores, podemos construir uma aplicacio linear « € L(F;K)
tal que a(y) # 0. Por definicdo, vai existir x € F, cuja imagem pelo
isomorfismo £ — L(F;K) seja «, tendo-se assim, em particular, &(z,y) =
a(y) #0. Resulta daqui que a imagem de y pela aplicagdo linear
F — L(FE;K), associada a £, ndo é 0. Ficou assim provado que a aplicacéo
linear F — L(FE;XK), associada a &, é injectiva pelo que, uma vez que, tendo
em conta IV.5.3, estes dois espagos tém a mesma dimensdo finita, esta
aplicacdo linear é um isomorfismo, ou seja, £ define o segundo espago como
dual do primeiro. A reciproca é de demonstracdo analoga, ou reduz-se ao
caso ja visto, por consideracdo da aplicacdo bilinear oposta ¢: F' x E — K.OI

O resultado anterior ndo se estende, de modo nenhum, a dimensédo
infinita. De facto, podemos mesmo afirmar o seguinte:

IV.5.6. Sejam E e F espagos vectoriais sobre K e £&: E x F' — K uma aplicagdo

bilinear, definindo cada um dos espacos como dual do outro. Tem-se entdo
que E e F tém dimensdo finita.
Dem: Tendo em conta IV.5.3, basta mostrarmos que F' tem dimens&o finita.
Suponhamos que isso ndo acontecia e seja (y;);e; uma base de F', com J
conjunto infinito de indices. Consideremos, para cada j € J, a aplicacdo
linear 8; € L(F;K) definida por
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5;‘(%«)2{3: :Z;j

Trata-se de elementos linearmente independentes de L(F’;K), visto que, se
fosse b, 3; = 0, obtinhamos, aplicando ambos os membros a y;, b, = 0.

Seja, para cada j, z; € £ 0 elemento correspondente a 3; pelo inverso do
isomorfismo £ — L(F;K), associado a &, ou seja, o definido pela condigéo
de se ter

1, sek=3j
g(x]’ayk):{O, Sek,#;'

Reparemos que, para cada y € F', vai ser finito o conjunto dos j € J tais que
&(xj,y) # 0, visto que, escrevendo y = > by, yx, com a familia dos b, essen-

cialmente finita, a formula anterior implica que £(x;,y) = b;. Uma vez que
(x;)jes € uma familia linearmente independente de vectores de E, podemos
prolonga-la numa base de E e construir, a partir dai, uma aplicacdo linear
a € L(E;K) tal que a(z;) = 1, para todo o0 j. Seja y € F' o elemento corres-
pondente a « pelo inverso do isomorfismo F — L(F;K) associado a ¢&.
Tem-se assim, para cada j, £(z;,y) = a(z;) = 1, 0 que é um absurdo, tendo
em conta a conclusdo anterior de que devia ser finito o conjunto dos 5 com
esta propriedade.[]

IV.5.7. Seja M uma variedade sem bordo, de dimensdo m, suavemente
orientada. Para cada 0 < p < m, tem entdo lugar uma aplicacéo bilinear

¢ HY (M) x H™P(M) — K,

definida por
(1w, [p]) = /M WA,

a que daremos o nome de aplicacAo de Poincaré. Mais geralmente,
definimos ainda as aplicagdes bilineares &7: HP (M) x H" P(M) — K, para
p <0 e para p>m como sendo as Unicas aplicacdes bilineares possiveis
(ambos os factores do dominio séo {0}).

Dem: O resultado ficardA demonstrado se verificarmos a existéncia de
aplicagbes bilineares n?: H?(M) x H™ ?(M) — H™(M), definidas por
n?([w], [p]) = [w A p], visto que entdo as aplicagbes do enunciado ndo séo
mais do que as compostas destas com a aplicagdo linear [: H"(M) — K,
referida em 1V.4.10. Em primeiro lugar, sendo w € Z?(M) e p € Z" " P(M),
podemos considerar um compacto K C M fora do qual p se anule e entdo
w A p anula-se fora de K e verifica d(w A p) =dw A p+ (—1)Pw Adp =0,
0 que mostra que w A p € Z"(M). Sendo agora [w] = [W'], em H?(M), e
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bl =[], em H™P(M), tem-se ' =w+da € p' =p+d3, com
ae QY (M) e geQnrI(M), e entdo, sendo K’ C M um compacto
fora do qual 3, e portanto d3, se anule,

JAP =wAptdan(p+dB)+wAdf =
=wAp+dlan(p+df)+(-1)’'wAf),

com a forma diferencial a A (p+df) + (—1)Pw A B, de grau m—1, a
anular-se fora do compacto KUK'C M, o que mostra que
[wAp] = [ Ap|em H(M). Verifichmos assim que estdo bem definidas
as aplicagdes n?: H?(M) x H™?(M) — H™(M), sendo imediato verificar
que elas sdo bilineares.d

O teorema de dualidade de Poincaré, objectivo central desta seccdo, afir-
ma-nos que, se M é uma variedade sem bordo, de dimensdo m,
suavemente orientada, entdo, para cada p, &: H?(M) x H" (M) — K
define o primeiro espagco como dual do segundo. Uma vez que a
demonstragdo deste teorema vai ser longa, utilizando vérios resultados
auxiliares, vamos apresentar uma defini¢do auxiliar, a de variedade de
Poincaré, que perderd toda a utilidade no fim da seccéo, na medida em
que o teorema de Poincaré afirmara simplesmente que toda a variedade
sem bordo, de dimensdo m, suavemente orientada, é uma variedade de
Poincaré.

IV.5.8. Vamos chamar variedade de Poincaré de dimensdo m a uma variedade
M sem bordo, de dimenséo m, suavemente orientada, tal que, para cada p, a
aplicacdo de Poincaré &P: HP(M) x H P(M) — K defina o primeiro
espaco como dual do segundo. Repare-se, desde ja, que esta exigéncia é
trivial para p < 0 e p > m, na medida em que ambos os factores do dominio
sdo entdo iguais a {0}.

IV.5.9. Sdo variedades de Poincaré de dimensdo m:
a) A variedade M = 0;

b) Para cada m > 0, a variedade M = R™ e a variedade M =[] Ja;, bi,
i=1

onde, para cada 1 < i < m, a; < b; S&0 ndmeros reais, em ambos 0s casos
com a orientacdo canonica.

Dem: A alinea a) é ftrivial, na medida em que se tem H?(M) = {0} e
H"P(M) = {0}, para cada p. Provemos entdo b). Uma vez que M &
convexa em R™ e ndo vazia, e portanto suavemente contractil, sabemos, por
IV.1.13, que se tem H?(M) = {0} para cada p# 0 e que H°(M) é um
espago vectorial de dimensdo 1. Por outro lado, por IV.4.11 e 1V.4.12,
sabemos que se tem H!" P(M) = {0}, para p# 0, e que H"(M) é um
espago vectorial de dimenséo 1, com [: H™(M) — K isomorfismo. A Unica
verificacdo ndo trivial que temos que fazer é portanto a de que a aplicacdo de
Poincaré ¢%: H(M) x H™(M) — K define o primeiro espago como dual do
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segundo e, uma vez que os dois factores do dominio tém dimensédo 1, basta
provarmos que a aplicagdo linear associada, de H(M) para L(H"(M);K),
ndo ¢ identicamente nula. Ora, isso resulta de que, sendo f € Z°(M) a
aplicagdo de M para K identicamente igual a 1 e [w] € H!*(M) um elemento
néo nulo, tem-se

(1], W) = /() #0.0

IV.5.10. Se trocarmos a orientacdo em todos os pontos de uma variedade de
Poincaré de dimensdo m, obtemos ainda uma variedade de Poincaré de
dimensdo m.

Dem: Basta atendermos a que as aplicac6es de Poincaré vém multiplicadas
por —1 e a que, multiplicando por —1 um isomorfismo, obtém-se ainda um
isomorfismo.[J

IV.5.11. Sejam M e M’ variedades sem bordo, de dimensdo m, suavemente

orientadas e f: M — M’ um difeomorfismo que conserve (resp. inverta) as
orientacBes. Se M é uma variedade de Poincaré de dimensdo m, entdo o
mesmo acontece a M.
Dem: Tendo em conta o resultado precedente, podemos estudar apenas o
caso em que f conserva as orientacdes. Considerando os isomorfismos asso-
ciados H?(f): H*(M') — H*(M) e H™ ?(f): H" ?(M') — H™ P(M),
assim como o isomorfismo dual

HIP(f)" L(H P (M);K) — L(H P (M'); K),
é entdo comutativo o diagrama

HY(M') x H™ P(M') -5 K
| B2y HIP () L,
HY(M) x H"™P(M) —» K

visto que, para cada ([w], [p]) € HP(M') x H""P(M'), tem-se

(HP(f) x H(F)([w], o) = / (F'w) A (f'p) = / Fenn) -

M

= /M/w/\p = &P([wl, [p]).

Daqui se deduz que a aplicacdo linear H?(M') — L(H" ?(M');K)
associada a &7 é a composta dos isomorfismos

H(f) I (f):
— —

HP(M') HP(M) — L(H"(M);K) L(H!P(M');K),
o do meio por a variedade M ser de Poincaré, o que prova que aquela aplica-
cao linear ¢ um isomorfismo, e portanto que a variedade M’ também é de

Poincaré.d
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IV.5.12. Seja M uma variedade sem bordo, de dimensdo m, suavemente

orientada e tal que exista uma familia (U;);c; de abertos de M, disjuntos
dois a dois e de unido MM, tal que cada U;, com a orientagéo correspondente,
seja uma variedade de Poincaré de dimensdo m. Tem-se entdo que M é uma
variedade de Poincaré de dimens&o m.
Dem: Sendo ¢j: U; — M as inclusGes, sabemos, por 1V.2.6, que H?(M) €
um produto dos espagos vectoriais H?(U;) definido pelas projeccBes
HP?(u;): H*(M) — HP?(U;). Por outro lado, tendo em conta 1V.4.8, sabemos
que H]""P(M) & uma soma dos espagos H]" P(U;) com as injeccOes
oj: H'"P(U;) — HP(M) definidas por o;([w]) = [w\as], onde wy;, € a
extensédo a M de w € Q""?(U;), que se anula fora de U; (cf. IV.4.7), pelo
que, por IV.2.18, L(H""P(M);K) & um produto dos L(H;"?(U;); K) com
as projeccoes

o} L(HP(M); K) — L(H;""(Uj); K).

Sendo, para cada j, ®;: H?(U;) — L(H *(U;);K) o isomorfismo
associado a aplicacdo bilinear ¢P: H?(U;) x H*?(U;) — K e sendo, do
mesmo modo ®: H?(M) — L(HI?(M);K) a aplicacéo linear associada &
aplicacéo bilinear &: H?(M) x H™ ?(M) — K, o facto de se ter, para cada
W] € HP(M) e [p] € H P (U)),

(D). ) = [ wuno= [ wnpu=g(hood)

J

igualdade que também pode ser escrita na forma
O;(H? (1) ([W)([p]) = @([w))(;([p]) = o (@([w]) (o)),

implica que ®; o0 H”(1;) = 07} o ®.58 Estamos agora em condicBes de provar
que ¢ é um isomorfismo, ou seja, que M é uma variedade de Poincaré, como
queremos. Em primeiro lugar, se [w] € H?(M) é tal que @([w]) = 0, vem,
para cada j, ®;(H"(1j)([w])) = oj(®([w])) = 0, donde H"(1j)([w]) =0,
pelo que o facto de os H”(.;) definirem H?(M') como produto dos H?(U;)
implica que [w] = 0. Por outro lado, dado o € L(H ?(M);K) arbitrério,
para cada j a sobrejectividade de @; implica a existéncia de (w;] € H?(U;)
tal que @;([w;]) = o (a) e, sendo [w] € H?(M) o definido pela condicdo de
se ter H?(¢j)([w]) = [w;], vemos que, para cada j,

a3 (B([w])) = @;(H"(1))([w])) = ®([w)]) = o} (),

58Esta igualdade exprime que a aplicagdo linear @ ¢ o produto das aplicagdes lineares @,
no sentido do exercicio 1V.9 adiante, pelo que, se tivéssemos levado mais longe o estudo
geral da nog&o de produto, o resto da demonstracdo resumir-se-ia a aplicar um resultado
geral que garante que um produto de isomorfismos é um isomorfismo.
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0 que, pelo facto de os o7 definirem L(H;"~?(M);KK) como produto dos
L(H""?(Uj); K), implica que ®([w]) = .0J

IV.5.13. (Corolario) Se M é uma variedade orientada de dimensdo 0, entdo M é
uma variedade de Poincaré.
Dem: Basta atender a que M € a unido disjunta dos seus subconjuntos
unitarios, que sdo abertos e difeomorfos a R°.]

O nosso préximo passo vai ser a prova que, se a variedade M €é unido de
dois abertos U e V' que sejam variedades de Poincaré e tais que U NV
também seja uma variedade de Poincaré, entdo M é uma variedade de
Poincaré. Para chegar ai, vamos precisar de um lema algébrico, o lema
dos cinco, de utilizacdo muito frequente em Topologia Algébrica, e de
uma versdo da sucessdo exacta de Mayer-Vietoris, para a cohomologia de
de Rham com suporte compacto, que teremos ocasido de voltar a aplicar
na préxima secgao.

IV.5.14. (Lema dos cinco) Consideremos o0 seguinte diagrama comutativo de
espacos vectoriais e aplicages lineares:

Fl — FQ — F3 — F4 — F5

Suponhamos que as duas linhas sdo sucessfes exactas e que as aplicacBes
lineares o1, w9, 4 € 5 sdo isomorfismos. Tem-se entdo que 3 é também
um isomorfismo.>9

Dem: Vamos comecar por provar que a aplicacéo linear o3 é injectiva. Seja
entdo z3 € Fj tal que p3(x3) = 0. Tem-se entdo

p1(A3(x3)) = ps(ps(x3)) =0,

pelo que, por ¢4 ser uma aplicacéo linear injectiva, A3(z3) = 0; o facto de a
primeira linha ser exacta em FEj5 garante a existéncia de x5 € E5 tal que
A2(x9) = x3 € tem-se entdo

p2(pa(z2)) = p3(Xa(z2)) = @3(z3) = 0,

pelo que o facto de a segunda linha ser exacta em F; garante a existéncia de
y1 € Fy tal que py(y1) = p2(x2); uma vez que a aplicacéo linear o, é sobre-

59Este resultado tem uma caracteristica pouco comum em Matematica: As hipGteses que
fazemos podiam claramente ser enfraquecidas sem ter que mudar nada a demonstragdo
(por exemplo, bastaria pedir que a aplicacdo linear ¢, fosse sobrejectiva e a aplicagdo
linear 5 fosse injectiva. A razdo por que se procede deste modo é que o enunciado
apresentado é mais simples de ser fixado e as hipdteses feitas sdo as que se verificam nas
aplicacoes tipicas deste lema em Topologia Algébrica.
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jectiva, existe x; € E; tal que ¢1(x;) = y; € vemos que
P2(M(21)) = p(p1(z1)) = (Y1) = p2(x2),
donde, por ¢, ser injectiva, A\ (x1) = x4, e portanto
r3 = Aa(x2) = Aa(A1 (1)) =0,

0 que prova a injectividade de 3. Vamos provar agora que a aplicacéo linear
3 € sobrejectiva. Seja entdo y3 € F3 arbitrario. O facto de a aplicacéo linear
4 Ser sobrejectiva garante a existéncia de x4 € E, tal que p4(x4) = us(ys).
Vem entdo

©5(Aa(wa)) = pa(pa(wa)) = pa(ps(ys)) = 0,

donde, por 5 ser injectiva, A\y(z4) = 0 e a exactiddo da primeira linha em
E, implica a existéncia de x5 € Fj3 tal que A\3(z3) = x4; vemos agora que

13(ys — @3(x3)) = p3(ys) — pa(As3(x3)) = p3(ys) — pa(zs) =0,

pelo que o facto de a primeira linha ser exacta em F3 implica a existéncia de
y2 € Fy tal que y3 — p3(x3) = ua(y2); o facto de a aplicacdo linear ¢y ser
sobrejectiva permite fixar zo € E> tal que ¢o(x9) = yo € obtemos agora

P3(w3 + Ao (22)) = @3(w3) + pa(p2(22)) = p3(x3) + pa(y2) = v,
0 que termina a prova da sobrejectividade de 3.0

IV.5.15. Sejam M C E uma variedade e U e V abertos de M tais que
U UV = M. Notemos Q2 (U) x 22(V) o complexo de cocadeias produto de
QU) e Q(V) construido a partir dos produtos cartesianos
QP(U) x QE(V). Tem entdo lugar uma sucessdo exacta curta de complexos
de cocadeias

I

0— QU NV) 08 (U) x Q(V) 25 02 (M) —> 0,
em que as aplicacdes lineares

WU N V) — QXU x QF(V)
A QP(U) x QP(V) — QP(M)

estdo definidas por 1”(p) = (—p\v, p\v) € AP(a, B) = an s + B\ (nOtagBes
de IV.4.7).

Dem: Do facto de, para cada («,3) € Q2(U) x QP(V), se ter d(«, ) =
(da, d3) deduz-se imediatamente que p* e \* sdo efectivamente morfismos
de complexos de cocadeias. O facto de cada aplicacdo linear u? ser injectiva
resulta de que j& o é, por exemplo, a aplicacio Q2(U NV) — QE(V),
definida por uP(p) =py. O facto de se ter (py)hw =pu €
(p\w)\ar = pyar implica que AP o P = 0, e portanto que a imagem de p.” esta
contida no ndcleo de AP. Suponhamos, reciprocamente, que
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(o, 8) € Q2(U) x Q2(V') pertence ao nicleo de AP, ou seja, que
vy + Bar =0, e sejam K C U e K’ C V' compactos tais que o se anule
emU \ K e §seanuleem V' \ K'; daigualdade a,; + (s = 0 deduzimos
que se tem mesmo o, = 0, paracadaz € U \ (K N K') e 5, = 0, para cada
xeV\(KNK'), e que B, =—a,, para cada z € UNV, 0 que nos
permite definir p € Q2(U NV) por p, = —a, = B, (p anula-se fora do
compacto K N K’ c UNV), para o qual se tem («, 3) = u?(p). Resta-nos
provar que M:QP(U)x QE(V)— QE(M) é uma aplicacdo linear
sobrejectiva. Pelo teorema da particdo da unidade, podemos considerar
aplicagbes suaves ¢,: M — [0,1], a primeira nula fora do subconjunto
A c U, fechado em M, e a segunda nula fora do subconjunto B C V,
fechado em M, e tais que, para cada = € M, o(z) + ¢(x) = 1. Dado
p € QP (M), esendo K C M um compacto fora do qual p se anule, podemos
tomar o € Q2(U) e 3 € QF(V), definidos por o, = () ps € B = ¥(x) pa
(o anula-se fora do compacto K N A C U e 8 anula-se fora do compacto
KN B CYV),sendo imediato que as extensdes ., € 3y, estdo definidas
ainda por = — ¢(z) p, € © — 1(x) p,, respectivamente, de onde se deduz
que M (a, 3) = p.00

IV.5.16. Nas hipoteses de 1V.5.15, a sucessdo exacta curta de complexos de
cocadeias ai referida fica associada a correspondente sucessdo exacta de
cohomologia, indefinidamente prolongavel nos dois sentidos, de que
destacamos a seguinte “seccdo representativa”

1 o0 25 v n vy 29 mrn ) x e (v) EYS mron) <2 g n v,
a que se da o nome de sucessdo exacta de Mayer-Vietoris com suporte com-
pacto associada aos abertos U e V de M (repare-se que utilizdmos a “secgdo
representativa” da sucessdo exacta de cohomologia referida na nota
IV.3.360). Lembremos, a propdsito, que, de acordo com IV.2.5, o espaco de
cohomologia H?(8(U) x Q2(V)) é um produto de H?(U) e H?(V'), com
as projeccOes naturalmente definidas, e portanto é isomorfo ao produto
cartesiano HP(U) x H?(V'), pelo isomorfismo que associa ([a],[f]) a

[(c, B)].

IV.5.17. (Lema) Sejam &1: By x Fi — K e &: Ey x Fy — K duas aplicagdes
lineares, cada uma das quais definindo o primeiro espaco como dual do
segundo. Seja £ um produto de E; e Ey, com as projecgdes w;: E — Ej, e F'
um produto de F; e F5, com as projecgdes 7;: F' — F};. Tem entdo lugar uma
aplicacdo bilinear &: E x F' — K, definida por

§(z,y) = &(m(z), 71(y) + Sa(me(x), T2 (y)),

a qual define também o primeiro espaco como dual do segundo.
Dem: Sejam ®;: E; — L(F}; K) as aplicacBes lineares associadas as aplica-

80Por razdes exclusivamente tipograficas. ..
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cbes Dbilineares &;, que, por hipotese, sdo isomorfismos e seja
®: F — L(F;K) a aplicagdo linear associada & aplicacéo bilinear &, que
temos de demonstrar ser também um isomorfismo. Sejam 7;: F; — F as
injeccOes associadas a apresentacéo de ' como produto dos F;. Sendo = € F
tal que ®(x) = 0, tem-se, paracada j = 1,2 e cada y; € F},

0= &(x)@;(y)) = &(,75(y;)) =
= &i(m(2), T1(05(y;)) + Ea(me(2), T2 (l5(y)) =
= &j(mj(x), y;) = @i(m;(2))(y;),

donde @;(7;(x)) =0 e m;(z) = 0, pelo que, por termos um produto, z = 0.
Para provarmos a sobrejectividade de @, consideremos S € L(F;K)
arbitrario. Para cada j=1,2, podemos considerar 0 elemento
B 07 € L(Fj;;K), e portanto também z; € E tal que ®;(z;) = 307;. Seja
x € I tal que 7;(x) = x;. Para cada y € F', vem entéo

®(z)(y) = &(x,y) = & (21, 71(y)) + Ea(2, Ta2(y)) =
= Bol1(T1(y)) + B ol2(F2(y)) = B(y),

0 que mostra que ®(z) = 5.0
IV.5.18. Sejam E, F e G espagos vectoriais sobre Ke :F — Fe u: F — G

. ~ . R ~ A 1
aplicacOes lineares tais que venha exacta a sucessdo £F— F'— (G. Sendo
K’ D K, é entdo também exacta a sucessdo

L(G:K) 25 L(F; K 25 L(E; K) 8

Dem: O facto de se ter ;o A = 0 implica trivialmente que \* o u* =0, e
portanto que a imagem de p* estd contida no nudcleo de A*. Suponhamos,
reciprocamente, que « € L(F;K’) pertence ao nlcleo de \*, ou seja que
ao A =0. Pode-se entdo definir uma aplicacdo linear B:,u(F) — K’ por
B(u(y)) = a(y), visto que, se p(y) = p(y'), vinha y — ' € Ker(n) = A(E),
ou seja, y—y =A(z), e entdo a(y) —a(y)=a((z))=0. Seja
m: G — pu(F) uma aplicagdo linear tal que w(z) = z, para cada z € u(F)
(por exemplo, a projeccdo ortogonal sobre u(F'), associada a um produto
interno que se escolha em G, ou, alternativamente, uma aplicacdo linear
escolhida a partir da escolha de uma base de u(F') que se prolonga numa

61A Algebra Homoldgica é a parte da matematica que estuda, do ponto de vista geral 0s
complexos de cocadeias e os espacos de cohomologia associados, assim como outras
questdes relacionadas. Nela se inserem naturalmente o estudo das sucessdes exactas e
resultados como o lema da serpente ou o lema dos cinco. Em aplica¢gBes mais profundas
da Algebra Homoldgica & Topologia Algébrica, revela-se necessario trabalhar, mais
geralmente, com maédulos sobre um anel, em vez dos espagos vectoriais. Nesse quadro, o
resultado que acabamos de enunciar é, em geral, falso.
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base de G)52. Podemos entdo considerar 3 € L(G;K'), definida por
8 = B om, tendo-se, paracaday € F,

Blu(y) = Br(p(y))) = Blu(y) = aly),
portanto o = p*(5).0

IV.5.19. Sejam M uma variedade sem bordo, de dimensdo m, suavemente orien-
tada e U e V abertos de M tais que U UV = M. Suponhamos que U, V e
U NV, com as orientagBes correspondentes, sdo variedades de Poincaré.
Tem-se entdo que M é uma variedade de Poincaré.
Dem: Consideremos as sec¢Bes das sucessdes exactas de Mayer-Vietoris,
ordinaria e de suporte compacto, associadas a cobertura de M pelos abertos
U e V, representadas no diagrama 1 da pagina seguinte, a segunda das quais
esta escrita da direita para a esquerda (cf. IV.3.5 e 1V.5.16).

62F aqui que aparece o problema, referido na nota anterior, se estivéssemos a trabalhar no
quadro dos modulos sobre um anel.
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Para cada par de espagos vectoriais na mesma coluna, temos uma aplicacao
bilinear, do respectivo produto cartesiano para K, nomeadamente a aplicacdo
de Poincaré, que notaremos &, no caso da segunda, terceira e quinta colunas,
e a aplicacéo, que notaremos Z construida a partir das aplicacGes de Poincaré
de U e de V, no caso da primeira e da quarta (cf. I\VV.5.17). Reparemos agora
que as referidas aplicacdes bilineares verificam as seguintes condicdes:

a) Paracada [(w, )] € HP(Q2*(U) x Q*(V)) e [p] € H P(UNV),

E(H () ([(w, ), [o]) =€ ([w, 71, H™ (1) ()

(e analogamente com p — 1 no lugar de p). Com efeito, podemos escrever

E([ruav — wwavls [p]) = /Um/ (Tjvav —wwav) Ap =

/ T/Umv/\P—/ wny N p =
unv Unv
v U

=&, )] [(=ps p))).
b) Para cada [w] € HP(M) e [(p,0)] € H™ P(Q(U) x Q2(V)),
EHPX)([W)), (o)) = €([w], H™ (1) ([(ps 0)]))-

Com efeito, podemos escrever

& ([wyol, [p]) + € (lwpv], [o]) =

q\

w/U/\p+/w/v/\0:

I
—

wAp\y T+ / WA o\ =
1 M

w A (par + ovar) =
([ I
c) Paracada [w] € H»"Y(UNV)e|[p] € H™?

(" ([w]), []) = (=1)" € ([w], ™" ([p])).

Para o verificarmos, comecamos por relembrar a defini¢do explicita das
aplicacBes lineares de conexdo 9P~! e 9™ P(adaptar a definicio geral em
IV.3.2 as duas sucessdes exactas de complexos de cocadeias em questao):
Sabemos que existem formas diferenciais w; € Q*~1(U) e wy € QP 1(V)
tais que w = wo yny — wipny € entdo 0P ([w]) = [7], onde T € QF (M)
verifica 7y = dw; € 7y = dw,; Sabemos que existem formas diferenciais
p1 € QIP(U) e pp € QP(V) tais que p = piyy, + p2yyy € €Ntdo tem-se
0" P([p]) =[], onde a aplicagdo o€ QP PTH(UNV) verifica
oy =—dpy € &y =dpy. Aplicando o teorema de Stokes as formas

>

I
m
Sl

(p\ar + o\ar)])-
(M

), tem-se
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diferenciais de suporte compacto w; A p; € Q7 H(U) e wy A py € QP L(V),
verificamos que

0= / d(w1 A p1) = / (dwi A p1 4+ (=1)P"w Adpy),
U U

e analogamente para a outra forma diferencial, donde

/ dw1 /\p1 = (—l)p/ w1 /\dpl, / de /\p2 = (—l)p/ [0%5) /\dpg.
U U v Vv

Podemos entdo escrever

8@%mem:A/Ap:A;AmW+A;AmW:

Z/T/U/\p1+/7'/v/\p2=
U 14

z/dwl/\p1+/dw2/\p2=
U v

= (—l)p(/[]wl A dpy +/Vw2/\dp2) =

= (—1)]’(/U —wi1 Aoy —|—/Vw2 Noy) =

= (_1)1)/Um/ (—wijunv Ao +waypay Ao) =
(1 wno=e (el om (e,

0 que termina a verificagdo de c).

Podemos agora considerar o diagrama 2, na pagina 244, em que as aplicac0es
lineares da segunda linha sdo as duais das aplicacdes lineares na segunda
linha do diagrama 1, na mesma pagina, e as aplicacoes lineares verticais sao
as associadas as aplicacOes bilineares atras referidas. A segunda linha do
diagrama 2 é exacta, tendo em conta 1V.5.18, e a primeira linha também o &,
uma vez que o facto de multiplicar uma aplicagdo linear por —1 néo altera o
seu kernel nem a sua imagem. O que verificimos nas alineas a), b) e c)
implica trivialmente a comutatividade do diagrama 2. Tendo em conta
IV.5.17 e o facto de U, V e UNV serem variedades de Poincaré,
concluimos que as primeira, segunda, quarta e quinta aplicacfes lineares
verticais do diagrama 2 séo isomorfismos. O lema dos cinco (IV.5.14)
permite-nos portanto concluir que a terceira aplicagéo linear vertical também
€ um isomorfismo, 0 que mostra que M é uma variedade de Poincaré.[]

Antes de passarmos, finalmente, & demonstracéo de que toda a variedade
sem bordo, de dimensdo m, suavemente orientada é uma variedade de
Poincaré, precisamos ainda de um resultado, de natureza topoldgica, sobre
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as variedades que, apesar de parecer eventualmente um pouco artificial,
pode ser aplicado na demonstragdo de varios teoremas profundos no
quadro destas.

IV.5.20. Lembremos que uma base de abertos de um espaco topolégico X é um

conjunto U de abertos de X tal que todo o aberto U de X se possa escrever
como unido de uma familia de abertos pertencentes a I ou,
equivalentemente, tal que, para cada aberto U de X e cada = € U, exista um
aberto V € U tal que x € V' C U. Vamos dizer que uma base de abertos I/ é
uma i-base de abertos se, sempre que U,V € U, também U NV € U.
Se U/ é uma base de abertos do espaco topolégico X (resp. uma i-base de
abertos) e se Y C X é um subespago topoldgico, entdo o conjunto U,y das
intersec¢des Y N U, com U € U, € uma base de abertos (resp. uma i-base de
abertos) de Y.

IV.5.21. O espaco cartesiano R” admite uma i-base de abertos contavel®3,
nomeadamente a constituida pelo conjunto vazio e pelos conjuntos da forma

n

[T1as. 0L

=1

onde, para cada 1 < j < n, a; < b; sd0 nlmeros racionais.5 Por homeomor-
fismo, todo o espaco vectorial F, de dimens&o finita, vai admitir uma i-base
de abertos contivel e portanto 0 mesmo acontece a todo o subespaco
topoldgico X C E, em particular a toda a variedade.

IV.5.22. (Lema) Seja X um espaco topolégico localmente compacto e separado,
admitindo uma base de abertos contavel (é o que acontece, em particular, se
X C E é uma variedade, eventualmente com bordo). Existe entdo uma
sucessdo de compactos de X, (K, )nen, cOm X = J K, e K, C int(K,41),

n

para cada n.

Dem: Seja &/ uma base contavel de abertos de X e seja ) a parte de I/ consti-
tuida pelos V' € U tais que ad(V') seja compacto. O conjunto V é ainda uma
base contével de abertos de X, visto que, se U é um aberto de X ese xz € U,
entdo existe uma vizinhanga compacta A de xz, com A C U e o facto de
int(A) ser um aberto de X, contendo x, implica a existéncia de V € U tal
que x € V C int(A), em particular z € V C U, tendo-se entdo, por A ser
fechado, ad(V') C A e portanto ad(V') compacto, ou seja, V € V.

Afastando j4 o caso trivial em que X = (), parametrizemos 0s conjuntos de V
como os termos de uma sucessdo (V;,),en. Definimos agora recursivamente
um compacto K,, para cada n>1, de modo que V, C K, e que

63A palavra contavel significa “finito ou numeravel”.
64Reparar que a intersecgdo de dois intervalos Ja, b[ e ]c, d[ de R, se ndo vazia, ¢ igual ao
intervalo Jmax(a, ¢), min(b, d)[.
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K, Cint(K,;1), do seguinte modo: Pomos K =ad(V;); supondo
construidos os K, com p<n, verificando as condigcbes referidas,
atendemos a que o compacto K, esta contido na uniéo de todos os V;, que €
igual a X, pelo que podemos considerar N >n + 1 tal que K, esteja
contido na uniéo dos V;, com j < N, e definimos o compacto K, como
sendo a unido finita dos compactos ad(V;), com j < N; o facto de se ter
K, C int(K,;:) vem de K, estar contido na unido dos abertos V;, com
j < N, que esta contida em K,,,1. O facto de se ter V,, € K,, implica que a
unido dos K, contém a unido dos V,,, que é igual a X.[J

IV.5.23. Sejam X um espago topoldgico e &/ uma base de abertos de X.
a) Vamos notar U, a base de abertos de X, que contém ¢/, formada por todas
as unides finitas de conjuntos pertencentes a U{. Repare-se que, se U é um
i-base de abertos, 0 mesmo acontece a Uy, visto que se tem

Uu)nUv) =Uw:nv).

]

b) Vamos notar U/, a base de abertos de X, que contém I/, formada por todas
as unides contaveis de conjuntos pertencentes a U, disjuntos dois a dois.
Como anteriormente, se I/ € uma i-base de abertos, 0 mesmo acontece a U,.

IV.5.24. (Greub, Halperin e Vanstone, [7]) Seja X um espaco topoldgico
localmente compacto, separado e admitindo uma base de abertos contavel (é
0 que acontece, em particular, se X C E é uma variedade, eventualmente
com bordo). Seja &/ uma base arbitréria de abertos de X. Tem-se entdo que
((Uy)s) s € 0 conjunto de todos os abertos de X.

Dem: Basta mostrarmos que X € ((Uy)s)y, Visto que entéo, dado um aberto
arbitrario U de X, U é ainda um espaco topoldgico localmente compacto,
separado e com uma base de abertos contavel, que admite uma base de
abertos U, constituida pelos elementos de ¢/ que estdo contidos em U,
tendo-se trivialmente ((U4})s); C ((Uy)s)s-

Tendo em conta 1V.5.22, podemos considerar uma sucessdo (K, ),en de
compactos de X, com unido X, verificando a condi¢do K, C int(K,1),
para cada m, e ponhamos, por comodidade, K ;= Ky,=0, 0 que é
compativel com a condicéo referida.

Para cada n > 1, consideremos um aberto U,, € Uy, verificando

Ko \int(K,_1) C Uy, Cint(Kpy1) \ Kpoa.

Para provarmos a existéncia de U,, € Uy nessas condi¢Ges, atendemos a que
K, \ int(K,_1) é um compacto contido no aberto int(K, 1) \ K,_2, esco-
lhemos, para cada = nesse compacto, um aberto V,, € U tal que z € V, C
int(K,41) \ K,,—2 e tomamos para U,, uma unido finita de tais abertos V,,
que ainda contenha o compacto.

Reparemos que a unido dos abertos U, é X, visto que, para cada = € X,
podemos considerar o menor dos naturais n tais que © € K, tendo-se entdo
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x ¢ K, 1, portanto x € K, \ int(K,,_) C U,.

Reparemos agora que, se n > m + 3, tem-se U,, N U,, = 0, visto que se tem
U.NK, s=0¢eU, CK,.1 CK,_». Podemos assim considerar abertos
Ay, Ay e As, pertencentes a (U;),, definidos por

A1:UU3”_Q:U1UU4UU7U---
n>1

Ay =|JUsn 1 =T UU; UTR U
n>1

Ay=|JUsn =UsUUUT U,

n>1
etem-se X = A; U Ay U A3, 0 que mostra que X € ((Uy)s) .00

IV.5.25. (Teorema de dualidade de Poincaré) Se M é uma variedade sem
bordo de dimensdo m, suavemente orientada, entdo M é uma variedade de
Poincaré, isto é, para cada inteiro p, aplicagdo bilinear de Poincaré
& HP(M) x H" P(M) — K define o primeiro espaco como dual do
segundo.

Dem: Para uma melhor sistematizacdo, vamos dividir a demonstracdo em
varias partes:

a) Suponhamos que I/ é uma i-base de abertos de M tal que cada U € U seja
uma variedade de Poincare. Vamos verificar que cada U € Uy é uma
variedade de Poincaré, isto é, que qualquer conjunto aberto da forma
Uy ulyU---UU,, comU; € U, € uma variedade de Poincare. Isso € trivial
sen=0o0umn=1e o caso geral prova-se por inducdo em n, visto que
supondo o resultado verdadeiro para unides de n conjuntos, a variedade
U U---UU,y vai ser a unido das variedades de Poincaré U, U---UU,
(hipdtese de inducéo) e U, 1, cuja interseccao

(UL U UU) NUpiy = (Uy N Ups1) U+ U (Uy N Upsy)

¢ também uma variedade de Poincaré (mais uma vez pela hip6tese de
inducdo), o que, por 1V.5.19, implica que U; U --- U U, ;1 é uma variedade
de Poincaré.

b) Suponhamos que ¢/ é uma i-base de abertos de M tal que cada U € U seja
uma variedade de Poincaré. Resulta entdo de 1V.5.12 que cada U € U, é uma
variedade de Poincaré.

c) Como referimos em 1V.5.21, O espaco cartesiano R™ admite uma i-base
de abertos i, constituida pelo conjunto vazio e pelos conjuntos da forma

m

[LJas.bil,

=1

onde, para cada 1 < j <m, a; < b; sGo nimeros racionais. Uma vez que
cada um dos conjuntos de ¢/, com a sua orientacdo candnica, € uma variedade
de Poincaré (cf. 1V.5.9), concluimos de a) e b) e 1V.5.24 que todos os abertos
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da i-base ((Uy)s)y, isto é, todos os abertos de R™, sdo variedades de
Poincaré.

d) Seja U a classe dos abertos de M difeomorfos a um aberto de R™, por um
difeomorfismo que conserve, ou inverta, as orientacdes. Uma vez que cada
ponto x € M pertence a um aberto da classe I/ e que toda a parte aberta de
um aberto pertencente a U pertence trivialmente a &, concluimos que U/ é
uma i-base de abertos de M. Tendo em conta c) e 1V.5.11, todos os abertos
pertencentes a U sdo variedades de Poincaré. Tendo em conta a) e b),
concluimos agora que todos os abertos da i-base ((;);)y, isto é, todos os
abertos de M, sdo variedades de Poincaré, em particular, M é uma variedade
de Poincaré.[d

IV.5.26. (Corolario) Seja M uma variedade sem bordo, de dimensao m, suave-
mente orientada, conexa e ndo vazia. Tem-se ent&o:
a) H™(M) é um espago vectorial de dimensdo 1 e [: H"(M) — K é um
isomorfismo.
b) Se M néo é compacta, entdo H™ (M) = {0} e se M é compacta, entdo
H™(M) é um espago vectorial de dimensdo 1 e [: H™(M) — K é um
isomorfismo.
Dem: Pelo teorema de dualidade de Poincaré, sabemos que

€ HY (M) x H"(M) — K

define o primeiro espaco como dual do segundo pelo que, uma vez que
H°(M) tem dimensdo 1, podemos concluir que H! (M) também tem
dimensdo 1 e o facto de [:H™(M)— K ser uma aplicacdo linear
sobrejectiva (cf. 1V.4.10) implica que ela é entdo um isomorfismo. Quanto a
b), apenas temos que examinar 0 que se passa quando M ndo é compacta,
visto que, quando M € compacta, temos um caso particular de a). Ora, tendo
em conta 1V.4.9, sabemos que se tem entdo HY(M) = {0}, pela que a
conclusdo resulta de que, pelo teorema de dualidade de Poincaré,

€ H™(M) x H(M) - K
define o primeiro espaco como dual do segundo.[d

IV.5.27. (Coroléario) Seja M uma variedade compacta, sem bordo, de dimens&o
m, suavemente orientada. Para cada p, 0 espago vectorial H?(M) tem entdo
dimenso finita, igual a de H™?(M).65
Dem: O facto de a variedade M ser compacta implica que H™ ?(M) =
H™P(M), pelo que o teorema da dualidade de Poincaré implica que

EHP(M)x H"?(M) - K

65Com técnicas um pouco mais elaboradas, pode-se provar que, mesmo que M ndo seja
orientavel, o facto de M ser compacta e sem bordo implica que H?(M) tem dimens&o
finita (cf., por exemplo [7]).
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define o primeiro espaco como dual do segundo. O mesmo teorema implica
que esta aplicacdo define o segundo espaco como dual do primeiro, visto que
a aplicacéo bilinear oposta H™ ?(M) x H?(M) — K ndo é mais do que a
aplicacdo de Poincaré

€" P H™ (M) x HP(M) — K,

multiplicada por (—1)?™~P) = 41 (lembrar que, para w € QP(M) e
p € QM P(M), tem-se pAw=(—1)"""PwAp). Aplicando IV.56 e
IV.5.3, deduzimos agora que H?(M) e H™P(M) tém a mesma dimenséo
finita.O

86. Aplicacdo a demonstracao de resultados topolégicos.

IV.6.1. Um espaco topoldgico X diz-se uma n-esfera topoldgica, ou uma esfera
topoldgica de dimens&o n, onde n > 0, se for homeomorfo a hipersuperficie
esférica S ¢ R™*!. Um espago topoldgico X diz-se um n-cubo topoldgico,
ou um cubo topoldgico de dimensé@o n, onde n > 0, se for homeomorfo ao
cubo [0, 1]" C R™.

IV.6.2. Repare-se que uma O-esfera topoldgica & simplesmente um espaco
topoldgico com dois elementos e com a topologia discreta (a Gnica topologia
separada) e que um 0-cubo topoldgico é simplesmente um espaco topolégico
com um Unico elemento. Repare-se também que toda a esfera topolégica e
todo o cubo topolégico sdo espacos topolégicos compactos.

Note-se que, neste momento, era a priori possivel um certo espago
topoldgico ser simultneamente uma esfera topoldgica com dimensdes
distintas, um cubo topoldgico com dimensdes distintas ou uma esfera
topoldgica e um cubo topoldgico. O que vamos fazer nesta seccgdo
implicard no entanto que isso ndo pode acontecer. Vamos comegar por
apresentar exemplos importantes de cubos topoldgicos e de esferas
topoldgicas.

IV.6.3. a) Sejamn > 1e, paracada 1 < j < n, a; < b; em R. Tem-se entdo que

X =[] la;. ;]
=1

€ um cubo topol6gico de dimensdo n e
8(X) = {(th'" 7tn) eX | %ltl € {ajab.j}}

€ uma esfera topologica de dimensdo n — 1.
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b) Sejamn >1,r>0¢e
By ={z eR"||z]| <7}, S, ={zeR"||z]|=r}

(norma euclidiana). Tem-se entdo que B, é um cubo topoldgico de dimens&o
n e S, é uma esfera topolégica de dimensao n — 1.
c)Sejamn > 1e —1 < a < 1. Tem-se entdo que as calotes esféricas

X, ={(z,t) eR" xR | |[(z, )| =1 A t > a}
Yo=A{(z,t) eR" xR [[|(z,0)[| =1 A t < a}

(norma euclidiana) sao cubos topoldgicos de dimensdo n e o bordo comum
Zy ={(2,t) €R" x R|||(z,0)| =1 A t = a}

é uma esfera topolégica de dimensdo n — 1.

Dem: Nas condi¢Bes de a), podemos considerar, para cada 1 < j <n um
homeomorfismo ;:[0,1] — [a;, b;], definido por ¢;(t) = a; +t (b; — a;),
cujo inverso esta definido por s — (s —a;)/(b; — a;), € entdo 1 x --- X @,
é um difeomorfismo de [0,1]" sobre [][a;,b,], que aplica trivialmente

0([0,1]™) sobre O(I] [a;, b;]). Fica assim provado que [] [a;,b;] € um cubo
topoldgico de dimensdo n e concluimos que, para verificar que 9(]] [a;, b;])

€ uma esfera topologica de dimensdo n — 1, basta verifica-lo para um sistema
particular de valores a; < b;, 0 que sera feito adiante paraa; = —1eb; = 1.
Notemos agora || - || a norma euclidiana e |- | a norma do méximo de R™.
Consideremos a aplicagdo continua ¢: R® — R™ definida por

@ {Q sex =0
PT) = =zl

T Sew # 0
(a continuidade em 0 é implicada pela igualdade ||¢(x)|| = |x|), aplicagdo
que vai ser um homeomorfismo por admitir o inverso bilateral ¢: R" — R"
definido por

0, sex =0
V@) =9 zlel ge g

E

(a continuidade em 0 é implicada pela igualdade |¢(z)| = ||z|]). Nas
notacgdes de b), o0 homeomorfismo ¢ vai aplicar

—1,1" = {o € R" | o] < 1}
sobre By = {z e R" | ||z|| < 1} e
I([-1,1)") ={z e R" | [z] = 1}
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sobre S; = S"! = {z € R" | ||z|| = 1}, 0 que implica que B; é um cubo
topoldgico de dimensdo n e que 9([—1,1]") é uma esfera topoldgica de
dimensdo n — 1 (que € o que nos faltava para terminar a demonstracao de a)).
A concluséo de b) é agora uma consequéncia de a homotetia = — rx, ser um
homeomorfismo de B; sobre B,, que aplica S; = S"~! sobre S,.

Para verificarmos c), comegcamos por lembrar que, considerando

S" =A{(z,t) e R" x R | [|(z, 8)[| = 1},

tem lugar o homeomorfismo f_: S™ \ {—e,+1} — R" (projeccdo estereogra-

fica), definido por f_(z,t) = % (cf. IV.3.8). Uma vez que
2 2
1—t 1—1¢
iy = A -
14+t)2 (1+6* 1+t
e que a aplicagdo ¢ — {+ tem derivada ﬁ e é, portanto, estritamente
decrescente, concluimos que, sendo 72 = ﬁ a restricao de f_ é um homeo-

morfismo de X, sobre B,, que aplica Z, sobre S,, 0 que mostra que X, é
um n-cubo topoldgico e que Z, é uma (n — 1)-esfera topoldgica. A prova de
que Y, é também um n-cubo topoldgico pode ser feita, de modo analogo, por
consideracdo da projeccdo estereografica f., ou, alternativamente, reduzir-se
ao ja feito, reparando que Y, é homeomorfo a X_,, pelo homeomorfismo
definido por (z,t) — (x,—t).0

IV.6.4. (Um cubo dentro duma esfera) Seja n > 0 e consideremos a esfera
S™ ¢ R™1, Seja X C S™ um k-cubo topoldgico, com k > 0. Tem-se entdo
X #£ 85" e, para 0s espacos de cohomologia de de Rham com suporte
compacto do aberto S™ \ X, tem-se H?(S™\ X) = {0}, para cada p # n, e
H!(S™\ X) tem dimensdo 1. Em particular S™\ X é um aberto conexo ndo
vazio.66
Dem: Vamos dividir a demonstracdo em vérias alineas:

a) Consideremos em S a sua orientagdo usual. Comecemos por reparar que,
se verificarmos que H}(S™\ X) tem dimensdo 1 entdo, pelo teorema de
dualidade de Poincaré, H°(S™\ X) também tem dimens&o 1 pelo que, por
IV.1.4, a variedade S™ \ X é conexa.

b) Vamos fazer a demonstracdo por indugdo na dimensdo k& do cubo
topolégico X c S". Para k =0, o resultado é verdadeiro visto que X tem
um Unico elemento e portanto, por uma projeccao esterografica (cf. 1V.3.6),
S™\ X é difeomorfo a um espago vectorial de dimens&o n, e portanto a R”,
bastando entdo ter em conta 1V.4.11. Vamos entdo supor que o resultado é
valido sempre que X é um cubo topolégico de dimensdo & e verificar o que
acontece quando X é um cubo topologico de dimensao & + 1.

¢) Vamos fixar um homeomorfismo ¢: [0, 1]¥*! — X e, para cada a < b em

66No caso em que n > 1, S™ &, como sabemos, conexo e esta conclusdo costuma ser
expressa pela afirmag&o de que um cubo topolégico nunca destrdi a conexdo de S™.
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[0,1], notar
Xap = ¢([0,1]" x [a, ),
pondo, em particular
X = Xaa = 0([0,1) x {a}).

Reparemos que X, é homeomorfo a [0, 1]¥ x {a}, e portanto a [0, 1]*, sendo
portanto um cubo topolégico de dimenséo k.

d) Podemos ja concluir que X # S™ visto que, caso contrério, e contra a
hipotese de indugdo, S™ \ X/, ndo era conexo, por ser unido dos abertos
disjuntos n&o vazios ¢ ([0, 1]* x [0,1/2[) e ¢([0, 1]* x ]1/2,1]).

e) Uma vez que, por 1V.4.10, sabemos que tem lugar uma aplicacdo linear
sobrejectiva [: H?(S"\ X) — K, tudo o que temos que provar é que o
kernel desta aplicagdo é {0} e que H?(S™\ X) = {0}, paracada 0 < p < n.
Seja entdo 0 < p<n e [w] € HP(S™\ X), verificando, no caso em que
p =mn, a condicdo fs,,\Xw = (, e vamos mostrar que se tem entéo [w] =0
em H?(S™\ X), o que terminara a demonstracéo.

f) Seja a € [0, 1] arbitrério. Pela hipdtese de inducdo, sabemos que se tem
HP(S"\ X,) = {0} e que [: H*(S"\ X,) — K & um isomorfismo, por ser
uma aplicacdo linear sobrejectiva entre espagos com a mesma dimensao.
Uma vez que, para a extensao wy (g x,), que se anula fora de S™ \ X, se tem
ainda, no caso em que p = n, fs"\x(, w\(sm\ x,) = 0, podemos entdo concluir
que [w\(SH\Xu)] =0,em Hf(S” \ Xa)

g) Vamos melhorar um pouco a conclusdo de f), mostrando que, para cada
a €[0,1], existe um aberto I, de [0,1], com a € I,, tal que, com
Xo = ¢([0,1]" x 1,), se tenhaja [, g ¢.\] = 0 em HZ(S™ \ X,).

Para isso, comegamos por reparar que o facto de se ter [w\(sn x,)] = 0, em
HP(S"\ X,), garante a existéncia de pe QP 1(S"\ X,) tal que
w\(smx,) = dp, existindo portanto um compacto K C S"\ X, tal que
p. =0, para cada = ¢ K. Tem-se entdo X, C S™\ K pelo que o aberto
e (8" \ K) de [0,1]**! contém o compacto [0,1]* x {a}, 0 que nos
permite considerar € > 0 menor que o minimo das distancias dos pontos de
[0,1]F x {a} a0 complementar de ¢~ !(S"\ K) (métrica do maximo de
[0, 1]5+1). Sendo

I, ={te[0,1] ||t —a| <&},
vem [0,1]F x I, € ¢ 1(S"\ K), donde X, = o([0,1]F x I,) ¢ S"\ K, ou
seja, K C 5"\ X, pelo que ;g ) € Q271 (S"\ X,) vai verificar ainda
w\(gn%,) = 4p/snx,): O que mostra que se tem [w, g5, =0 em

HP(5™\ X,), como queriamos.
h) Seja 6 > 0 um nimero de Lebesgue para a cobertura aberta do espaco
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métrico compacto [0, 1] pelos conjuntos 7,.57 Seja N > 1 tal que 1/N < é.
Para cada 0 < j < N, seja a; = j/N € [0, 1]. Reparando que cada intervalo
[aj-1,a;] tem didmetro menor que é, e esta, portanto, contido nalgum dos
conjuntos I,,, concluimos que X, C X, e portanto

j—1,0j

S\ X, C 8™\ X,

j—1,441
0 que, tendo em conta a conclusdo de g), implica que se tem ainda
[w\smx,, )] =0 € HE(S™\ Xoy 1 a)-

i) Vamos demonstrar, por inducdo em j, que, para cada j>1,

[ (sm\x,,9] =0 em HP(S™\ Xo,,). No caso em que j=1, isso é uma
consequéncia de h), visto que ay = 0. Suponhamos entdo que isso é verdade
para um certo j < n. Tem-se entdo que a unido dos abertos S™\ Xo,, e
S™\ X, a;,, de S™ € 0 aberto S™ \ X, e a respectiva intersecgdo € o aberto
8"\ Xo,q;,, pelo que, uma vez que, pela hipotese de indugdo em £, e por ser
p—1<mn, tem-se H''(S"\ X,) = {0}, podemos escrever a seguinte
porcdo da sucessdo exacta de Mayer-Vietoris (cf. IV.5.16)

{0} = HZ7H(S"\ X)) = HI(S™\ Xo,,,) = H(QUS" \ X)) X 2US™\ Xo):
Esta sucessdo exacta garante-nos que a segunda aplicacdo linear é injectiva.
A imagem do elemento [w\(sn\Xo_%)] € H?(S"\ Xo,,,,) por essa aplicagio
linear € o elemento [(—w\(sn\xo_uj),w\(s,t\xuj_w))], o qual é 0, tendo em conta
a caracterizagdo de HP(Q%(S™ \ Xo,,) x Q0(S" \ X4,4;,,)) COMO produto
de HZ(S"\ Xo,,) € HY(S"\ X4,4,.,) € 0 facto de se ter [w\(S”\Xn,(,J)] =0
em H?(S"\ Xo,,), tendo em conta a hipétese de indugdo, e

[w\(sn\xuj_ﬂm)]:o em HP(S"\ Xg,4,,), pelo que vimos em h). A
injectividade da aplicacdo linear referida implica agora que
(s xy.,,)) = 0 em HE(S™ \ Xo,q,,,), O que prova a assercdo enunciada
nesta alinea.

j) O que estabelecemos em i), para todo o j, reduz-se, no caso em que
j =N, e portanto a; = 1, & concluséo que [w] = 0 em H?(S™\ X), o que,
de acordo com o que dissémos em e), termina a demonstracdo.[]

IV.6.5. (Corolario) Um espaco topoldgico ndo pode ser simultaneamente um
k-cubo topoldgico e uma n-esfera topolégica.
Dem: Se isso acontecesse, S™ seria um k-cubo topoldgico, contra a conclu-
sdo de que um k-cubo topoldgico contido em S™ tem que ser distinto de
SO

87Quem ndo conhecer o teorema de existéncia de un nimero de Lebesgue para uma
cobertura aberta de um espago métrico compacto podera consultar o exercicio 1V.37, no
fim do capitulo.
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IV.6.6. (Jordan-Brouwer: uma esfera dentro duma esfera) Seja n>0 e
consideremos a esfera S” c R™*!. Seja X c S™ uma k-esfera topoldgica,
onde & > 0. Tem-se entao:

Dk<n.

2)k=nseesose, X =S"

3) Se k=n—1, entdo H?(S™\ X) tem dimenséo 2 e H?(S™\ X) = {0},
para cada p # n; em particular S™ \ X tem duas componentes conexas.

4) Se k<n—1, entdo H"(S"\ X) e H¥1(S"\ X) tém dimensdo 1 e
H?(S™\ X) = {0}, para cada p # n, k + 1; em particular S™ \ X é conexo.
Dem: Vamos dividir a demonstracdo em varias alineas:

a) Consideremos a orientacdo usual em S™. Comecemos por reparar que,
quando H?(S™\ X) tiver dimensdo 2, o teorema de dualidade de Poincaré
garante que H°(S™\ X) tem dimensdo 2 e portanto, por 1V.1.4, S*\ X tem
duas componentes conexas. Do mesmo modo, quando H(S™\ X) tiver
dimenséo 1, S™ \ X vai ser conexo.

b) Vamos fazer a demonstracdo por inducéo em k, comegando por examinar
0 caso em que k = 0, e em que, portanto, X é um conjunto formado por dois
elementos. As propriedades 1) e 2) do enunciado sdo triviais. Considerando a
projeccdo estereografica a partir de um dos dois pontos de X (cf. 1V.3.6),
constatamos que S™\ X é difeomorfa ao complementar de um conjunto
unitario num espaco vectorial de dimensdo n e portanto, por composicédo com
uma translagdo e um isomorfismo, S™\ X é difeomorfa a R"\ {0}. Em
particular, cada H?(S™\ X) é isomorfo a H?(R™\ {0}) pelo que as
propriedades 3) e 4) do enunciado resultam de 1V.3.13 e do teorema de
dualidade de Poincaré.

c) Vamos, a partir de agora, supor que o resultado é verdadeiro para um certo
k > 0 e verificar o que sucede quando X C S™ é uma esfera topoldgica de
dimensdo k + 1.

d) Consideremos a hipersuperficie esférica S**1 ¢ R¥+? = R*! x R e um
difeomorfismo : S¥*1 — X e definamos

Xy =o({(z,t) € ¥t > 0}),
X =p({(z,t) € S |t <0},
Xo=e({(z,t) € "' |t =0}),

reparando que, pela alinea c¢) de IV.6.3, X, e X_ séo cubos topoldgicos de
dimensdo k + 1 e X, é um esfera topoldgica de dimenséo k.

Tem-se entdo que o aberto S™ \ X, é unifo dos abertos S™ \ X, e S\ X_,
cuja interseccdo é S™ \ X, 0 que nos permitird considerar adiante diferentes
porgdes da correspondente sucessdo exacta de Mayer-Vietoris com suporte
compacto (cf. IV.5.16), relativamente a qual lembramos que cada

HP(QL(S™\ X)) x (5" \ X))

é isomorfo a H?(S™ \ X;) x H?(S™\ X_) (cf. IV.2.5), sendo portanto, por
IV.6.4, igual a {0}, se p < n, e de dimensdo 2, se p = n.
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e) Uma vez que X, estd contido estritamente em X, e portanto em S”, a
hipotese de inducdo garante-nos que k < n, e portanto que k+1<mn, e
temos a propriedade 1) do enunciado.

f) Suponhamos que k + 1 = n. Pela hipétese de indugéo, S™\ X, tem duas
componentes conexas. Por 1V.6.4, os abertos S™\ X, e S™\ X_, de unido
S™\ Xy, sdo conexos o que implica que a sua intersecgdo S™\ X é vazia
(sendo a unido seria conexa), por outras palavras, tem-se X = S".
Suponhamos agora que k+ 1 < n. Pela hip6tese de inducdo S\ X, é
conexo pelo que, por ser unido dos abertos ndo vazios S\ X, e S™\ X_,
estes ndo podem ser disjuntos, isto € 5™\ X = (S™\ X;) N (S™\ X_) # 0,
ou seja, X # S™. Ficou assim provada a propriedade 2) do enunciado.

g) Suponhamos agora que k-+1=mn—1. Pela hipdtese de indugdo,
H' (S \ Xg) e H*(S™\ Xp) tém dimensdo 1 e H?(S"\ X,) = {0}, para
p#mn,n—1. Consideremos a seguinte parte da sucessdo exacta de
Mayer-Vietoris acima referida:

{0} = HH(S™\ Xo) — HI(S"\ X) — & — H(S" \ Xo) — {0},

onde notdmos £ = H™(Q(S™ \ X4 ) x Q2(S™\ X_)), por razBes tipografi-
cas. Uma vez que o primeiro, o terceiro e 0 quarto espagos tém,
respectivamente, dimensfes iguais a 1, 2 e 1, deduzimos de 1V.3.11 que
H(S™\ X) tem dimenséo 2. Por outro lado, para cada p < n, temos a parte
trivial de mesma sucessdo exacta

{0} — HZ(S"\ X) — {0},

que nos implica que H?(S™ \ X) = {0}, igualdade que é trivialmente verda-
deira para p > n. Ficou assim provada a propriedade 3) do enunciado.

h) Suponhamos, por fim, que ¥+ 1 < n — 1. Pela hipotese de inducao,
HFL(S™\ Xo) e H*(S™\ X) tém dimensdo 1 e H?(S"\ X,) = {0}, para
p # n,k+ 1. Consideremos as seguintes por¢des da sucessdo exacta de
Mayer-Vietoris atras referida

{0} = H/(S"\ X) — & = H!(S" \ Xo) — {0},
{0} — HIFH(S™\ Xo) — H(S"\ X) — {0},

onde, mais uma vez, &= H"(Q(S"\ X;) x Q2(S™\ X_)). Utilizando,
mais uma vez, 1V.3.11, do facto do segundo e terceiro termos da primeira
porcdo terem respectivamente dimens@es 2 e 1 e do facto de o primeiro termo
da segunda porcdo ter dimensdo 1 concluimos que H!(S"\ X) e
HF+2(S™\ X) tém dimens&o 1. Por outro lado, para cada p < n, distinto de
k + 2, temos a parte trivial da mesma sucessdo exacta

{0} — HZ(S"\ X) — {0},

que nos implica que H?(S™ \ X) = {0}, igualdade que é trivialmente verda-
deira para p > n. Ficou assim provada a propriedade 4) do enunciado.(]
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IV.6.7. (Corolario) Um espaco topoldgico ndo pode ser simultaneamente uma
k-esfera topoldgica e uma n-esfera topologica, com k& # n.
Dem: Se isso acontecesse, concluiamos que S™ era uma k-esfera topoldgica,
0 que contrariava a alinea 2) do resultado precedente.[]

IV.6.8. (Corolério) Se X C R" é uma k-esfera topoldgica, entdo k < n — 1.
Dem: Considerando a projeccdo estereografica fi:S"\ {e,+1} — R™ (cf.
IV.3.8), a imagem reciproca de X ia ser uma k-esfera topoldgica contida
estritamente em S™, pelo que basta atender as alineas 1) e 2) de 1V.6.6.00

IV.6.9. (Teorema da invariancia da dimensdo) Sejam U < R™ um aberto ndo

vazio e f: U — R" uma aplicagdo continua e injectiva. Tem-se entdo m < n.
Em particular, um aberto ndo vazio de R™ ndo pode ser homeomorfo a um
aberto ndo vazio de R", com m # n.
Dem: Para a primeira afirmacéo do enunciado, escolhemos zp € U e r > 0
tais que a bola fechada de centro z e raio r estaja contida em U e reparamos
entdo que a restricdo de f ao compacto S, (zp) = {z € R™ | ||l — zo|| = r}
vai ser um homeomorfismo sobre a sua imagem; uma vez que S,(xy) €
homeomorfo, por translagdo, a S,.(0) que, por IV.6.3, é uma esfera
topoldgica de dimensdo m — 1, deduzimos que f(S,(zo)) é uma esfera
topoldgica de dimensdo m — 1 contida em R” o que, por 1V.6.8, implica que
m—1<n-—1, ou seja, m <n. A segunda afirmagdo resulta da primeira
visto que ficamos com uma aplicacdo continua e injectiva de um aberto de
R™ para R™, cuja inversa € uma aplicacdo continua e injectiva de um aberto
de R"™ para R™.[]J

IV.6.10. (Corolario) Um espaco topoldgico ndo pode ser simultaneamente um
k-cubo topolégico e um n-cubo topoldgico, com k # n.
Dem: Se isso acontecesse, e supondo ja k < n, existia um homeomorfismo
f:10,1]" — [0, 1]%, cuja restricdo ao aberto ]0, 1[" ia contrariar a conclusdo
do resultado precedente.[]

IV.6.11. (Lema) Para cada n > 0, 0 espaco topoldgico S™ C R"*! é um espaco

topolégico homogéneo, no sentido que, dados x,y € S, existe um homeo-
morfismo ¢: S — S™ tal que p(z) = y.
Dem: Podemos considerar bases ortonormadas 1, ..., Znc1 € Y1, ..., Yns1 de
R, tais que z; = x e y; = y e 0 isomorfismo ortogonal &: R"+! — R"*+!
definido pela condi¢do de se ter @(z;) = y;, para cada j. O facto de cada
vector e a sua imagem por @ terem a mesma norma implica que B(S™) = S”
pelo que obtemos, por restricdo de i, um homeomorfismo ¢: S™ — S™ tal
que p(z) = y.00

IV.6.12. (Teorema de Jordan-Brouwer) Sejam n > 1 e X C S™ uma esfera
topoldgica de dimensdo n — 1. Tem-se entdo que S™ \ X tem duas compo-
nentes conexas U; e Us, que sao abertos de S™, verificando

fr(Uh) =fr(Uz) = X
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(fronteiras relativas a topologia de S™).

Dem: Tendo em conta a alinea 3) de 1V.6.6, sabemos que S™\ X tem duas
componentes conexas U; e Us e o facto de S™ \ X ser aberto, e portanto uma
variedade, implica que U; e U, sdo abertos. Resta-nos verificar que a
fronteira de cada um destes abertos é igual a X, para o que basta examinar o
que se passa com U;. O facto de os pontos de U; serem interiores a U; e de
U, ser um aberto que ndo intersecta Uy, e portantos os pontos de U, serem
exteriores a U;, implica que fr(U;) C X. Resta-nos supor que se tinha
fr(U1) # X e chegar a um absurdo. Seja entdo =, € X tal que x ¢ fr(Uy), e
portanto x € ext(U;). Seja V um aberto de S™, com z, € V, tal que
V NU; = 0. Seja f: S"! — X um homeomorfismo. Tendo em conta o lema
anterior, concluimos que, se necessario compondo f com um
homeomorfismo conveniente de S"~! sobre S™~!, pode-se ja supor que, para
o0 “polo norte” (0,1) € S" ' C R"! x R, se tem f(0,1) = z,. O facto de
F71(V) ser um aberto de S"~!, contendo (0, 1) permite-nos fixar 0 < a < 1
tal que, para cada (y,t) € S"°!, com ¢ > a, se tenha f(y,t) € V (reparar
que ||y||*> = 1 — t* < 1 — a?). Sejam entdo

Xi=f{y,t) €S [t > a}),
X_=f{y,t) e [t<a}),

que, tendo em conta 1V.6.3, sdo cubos topolégicos de dimensdo n — 1, con-
tidos em X e de unido X, o primeiro dos quais, pelo que dissémos atréas,
também contido em V. Tendo em conta IV.6.4, S™\ X_ é conexo. Mas
S™\ X_ vai ser a unido dos abertos disjuntos dois a dois, ndo vazios, U; e
((S™\ X_)NV) U Us, pelo que chegdmos realmente a um absurdo.Cd

—

Figura 10
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IV.6.13. (Nota) O teorema de Jordan-Brouwer foi enunciado originariamente
por Jordan, no caso em que n = 2 e em que se considera R? em vez de S?,
embora a sua primeira demonstragdo satisfatoria s6 tenha aparecido mais
tarde, j& neste século, e usando técnicas sofisticadas. A passagem do
resultado de S? para R? (ou, mais geralmente, de S” para R") é
relativamente simples (cf. o exercicio 1V.42, no fim do capitulo). O resultado
parece intuitivamente evidente, quando pensamos na 1-esfera topoldgica
como uma circunferéncia um pouco deformada, mas um exemplo como o
sugerido na figura 10 pode contribuir para enfraquecer um pouco essa
intuicdo.

IV.6.14. (Teorema de Brouwer da invariancia do dominio) Sejam U c R”

um conjunto aberto e f:U — R”™ uma aplicacio continua e injectiva.68
Tem-se entéo que f(U) é um aberto de R” e f é um homeomorfismo de U
sobre f(U).
Dem: Basta verificarmos que se tem f(U) aberto em R™, visto que,
aplicando entdo esse resultado a restricdo de f a cada aberto contido em U,
concluimos que f aplica abertos de U em abertos de f(U). Considerando a
projeccdo estereografica f.:S™\ {e 1} — R™ (cf. IV.3.8), que é um
homeomorfismo do aberto S™\ {e,1} de S™ sobre R", basta-nos provar
que f;'(f(U)) € um conjunto aberto em S™. Seja entdo y, € f1(f(U))
arbitréario, portanto yo = f*(f(zo)), para um certo z, € U. Seja r > 0 tal
que a bola fechada,

By(zo) ={z € R" | [z — z| <},
esteja contida em U e notemos

Bi(xg) = {x € R" | ||z — xo|| < r},
Sp(xg) ={z € R" | ||x — x| =7}

Reparemos que B,(xz() é convexo, e portanto conexo, e que, por translacéo,
B,(z9) e S.(x) sdo respectivamente homeomorfos a B,(0) e S,.(0), e
portanto, por 1V.6.3, sdo respectivamente um n-cubo topolégico e uma
(n — 1)-esfera topolégica. Uma vez que a restricdo de f' o f ao compacto
B,(z), sendo continua e injectiva, ¢ um homeomorfismo sobre a sua ima-
gem, concluimos que  fi'(f(Bi(x)) e fi(f(Si(x))) sdo
respectivamente um n-cubo topolégico e uma (n — 1)-esfera topoldgica,
ambos contidos em S™. Tendo em conta V.64 e 1V.6.12,
S"\ [ (f(Bi(xo))) € conexo e S™\ fi'(f(S.(x)) tem duas
componentes conexas, que sdo abertos de S™. Mas, como se realiza
facilmente, ~ S™\ fr'(f(S-(z9))) € a unido dos  conexos
S\ fN(f(Br(z0))) e f11(f(Br(x0))), cada um dos quais vai estar contido
numa das componentes conexas e portanto ser igual a esta. Em particular,

68Comparar com I1V.6.9.
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T (f(By(z0))) € um aberto que contém y, e estd contido em f!(f(U)), 0
que mostra que y, € interior a f;'(f(U)), e portanto que f;'(f(U)) é
aberto.[d

87. Invariancia topoldgica da cohomologia.

As aplicagOes suavemente homotopicas entre variedades foram definidas
em I11.7.5, tendo-se provado em 1V.1.10 que se esta em presenca de uma
relacdo de equivaléncia na classe das aplicacbes suaves entre duas
variedades. Se abrirmos mdo da suavidade, e exigirmos apenas a
continuidade, obtemos uma nogdo analoga, valida no quadro mais geral
dos espagos topoldgicos.

IV.7.1. Sejam X e Y espagos topolégicos. Diz-se que duas aplicaces continuas
f,9: X — Y sdo homotopicas se existir uma homotopia de f para g, isto é,
uma aplicacdo continua H:[0,1] x X — Y tal que H(0,z)= f(z) e
H(L .’L’) = g(.’L’)

IV.7.2. Se X e Y sdo espacos topoldgicos, a relacdo atras definida é uma relagdo
de equivaléncia na classe das aplicagdes continuas de X para Y.
Dem: A reflexividade e a simetria desta relacdo sdo essencialmente triviais:
se f:X—Y é uma aplicagdo continua, a aplicacdo definida por
H(t,xz) = f(x) é uma homotopia de f para f ese H:[0,1] x X — Y éuma
homotopia de f para g, obtemos uma homotopia H: 0,1]]x X - Y, deg
para f, definida por H(t,z) = H(1 — t,z). A prova da transitividade é mais
simples do que em 1V.1.10, uma vez que ndo temos agora necessidade de
“arredondar os cantos”. Ora, se H, H: [0,1] x X — Y forem aplicacdes
continuas, para as quais H(0,z) = f(z), H(1,z) = g(z), H(0,z) = g(z) e

H(1,z) = h(z), podemos definir uma aplicagdo H:[0,1] x X — Y por

H(t,x) =

~

- H(2t,x), set <
H2t—1,7), set>

D= D=

aplicacdo que é continua por ter restricdes continuas aos dois subconjuntos
fechados [0,1] x X e [§,1] x X com unido [0,1] x X, e que verifica

H(0,2) = f(z)e HQ,z) = h(z).0

E claro que, se M’ ¢ E' e M C E séo variedades e se f, g: M’ — M so
aplicagdes suaves suavemente homotdpicas, entdo f e g sdo também
homotdpicas no sentido da defini¢do anterior. O nosso préximo objectivo
é a prova de que, reciprocamente, no caso em que a variedade M’ é
compacta e a variedade M ndo tem bordo duas aplicagbes suaves que
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sejam homotopicas sdo também suavemente homotdpicas. Para isso temos
necessidade de introduzir as vizinhangas tubulares de um subconjunto
compacto de uma variedade sem bordo.

IV.7.3. (Versdo forte do teorema da aplicagdo inversa) Sejam M C FE e
M c FE duas variedades sem bordo, com dimensdo n, K C M um compacto
e f: M — M uma aplicagdo suave tal que f,x: K — M seja injectiva e que,
para cada z € K, Df,:T,(M) — Tf(x>(1\7) seja um isomorfismo. Existe
entdo um aberto U de M, com K C U, tal que f;;:U — f(U) seja um

difeomorfismo, com f(U/) aberto em 17.69

Dem: Podemos ja afastar o caso trivial em que K = (), em que podemos
tomar U = (). Para cada = € K, o teorema da aplicagdo inversa implica a
existéncia de um aberto U, de M, com z € U,, tal que a restri¢do de f seja

um difeomorfismo de U, sobre um aberto V, de M. Tem-se entio que J U,
zeK
€ um aberto de M, contendo K, e o resultado ficara provado se mostrarmos a
existéncia de um aberto U de M, com K C U c |J U,, tal que f,y seja
reK
injectiva, visto que entdo f(U) =] f(U.NU) é um aberto de /M e a
zeK

aplicacdo inversa da bijeccdo f/;:U — f(U) vem suave, por ter restricdo
suave a cada um dos abertos f(U, N U) C V, (igual a restri¢do a esse aberto
de (f/UI)‘lz V, — U,). Vamos entdo supor que ndo existia nenhum aberto

U,comK cU c | U, tal que a restricdo de f a U seja injectiva e tentar
reK

chegar a um absurdo. Para cada natural n > 1, podemos considerar entdo o
aberto

1
Un={ye U Us | d(y, K) < E}v
reK

que contém K e estd contido na unido dos U,, pelo que a restricdo de f a U,
ndo é injectiva ou seja, existe x,, # y, em U, tais que f(x,) = f(y,). Pela
compacidade de K, que garante que as funces distancia a x,, e a y,, atingem
ai um minimo, podemos considerar x/,, v/, € K tais que

1 1
d(:Cn,:E;l) = d(xnaK) < ﬁv d(ymy;:,) = d(yan) < E!

em particular d(z,,z)) — 0 e d(yn,y,) — 0. A compacidade de K garan-
te-nos que, se necessario substituindo todas as sucessfes consideradas por
subsucessOes correspondentes a um mesmo conjunto de indices, existe

(',y') em K tal que (x,,y,,) — («/,y). O facto de se ter

690 teorema da aplicacdo inversa usual ndo é mais do que o caso particular do resultado
anterior em que tomamos para K um conjunto reduzido a um elemento.
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d(wn, 2') < d(wn, ;) + d(z), 2", d(yn, v') < d(yn, y,) + d(wr, 0),

garante que vem ainda d(z,,z') — 0 e d(y,,y’) — 0, ou seja, x, — x’ €
y, — y'. A continuidade de f garante agora que a sucessao f(z,) = f(y»)
converge simultaneamente para f(«’') e para f(y'), o que implica que
f(@) = f(y'). Pelo facto de a restricdo de f a K ser injectiva, deduzimos
agora que =’ =y’ e entdo, para n suficientemente grande, z, e y, sdo
elementos distintos de U,» com a mesma imagem por f, o que é absurdo,
tendo em conta o facto de a restricdo de f a U, ser injectiva.[]

IV.7.4. (Vizinhanga tubular associada a um compacto) Sejam E um espaco
euclidiano, M C E uma variedade sem bordo e K C M um conjunto
compacto. Existe entdo um aberto W de E, com K C W, um aberto U de
M, com K C U, eumreal r > 0 tais que:

a) Para cada = € U e w € T,(M)*, com ||w| < r, tem-se = +w € W, em
particular, U C W.

b) Para cada y € W, existe um, e um s, € U tal que y — z € T,(M)* e
ly — z|| < r, ou seja, existe um Gnico (z,w) tal que = € U, w € T,(M)™,
|lwl] <rey=z+w.

¢) E suave a aplicagio ®: W — U, definida pela condicdo de se ter, para
cada y € W, y — ®(y) € Toy,)(M)*" e |ly—2(y)|| <r (cf. a alinea b)),
aplicacdo que verifica a condigdo ®(z) = x, paracadaz € U.

E costume dizer entdo que W é uma vizinhanca tubular de U (cf. a figura
11).

Figura 11

Dem: Podemos afastar o caso trivial em que K = 3, caso em gque podemos
tomar U = W = () e » > 0 arbitrario. Recordemos que, uma vez que M é
uma variedade contida num espago euclidiano de dimensdo n, podemos
considerar o fibrado vectorial de base M, que a cada x € M associa o
complementar ortogonal T,(M)*+ do espago tangente, e que, por
conseguinte, o seu espago total
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T(M)* = {(z,w) € ExE |z € M,w € T,(M)*}

€ uma variedade sem bordo (cf., por exemplo [10]). Para além disso, sendo n
a dimensdo de E, se M tem dimensdo m em x, T,(M)* tem dimensdo
n — m, pelo que T'(M)* tem dimensdo n em cada (x, w). Recordemos ainda
que, por uma propriedade geral dos espacos totais dos fibrados vectoriais,
para um ponto de 7'(M)* da forma (z,0), tem-se

Tieo)(T(M)*) = T, (M) x T,(M)*

(cf., por exemplo, [10]). Podemos agora considerar a aplicacdo suave
U:T(M)+ — E, definida por ¥(z,w) = = + w. Para cada ponto do com-
pacto K x {0} C T(M)*, a aplicagdo linear

DV (,0): T,(M) x T,(M)" — E

esta definida por (u,v) — u 4 v pelo que o facto de ter lugar a soma directa
E=T,(M)®T,(M)* implica que esta aplicagdo linear é um isomorfismo.
Uma vez que ¥(z,0) = z, e portanto a restricdo de ¥ a K x {0} é injectiva,
podemos aplicar 1V.7.3 para concluir a existéncia de um aberto /' de
T(M)*, contendo K x {0}, e de um aberto W’ de E tais que a restricdo de
¥ seja um difeomorfismo de ¢/ sobre W'. Consideremos em E x E a norma
do maximo e seja » > 0 menor que a distancia estritamente positiva do
compacto K x {0} ao  fechado  T(M)*\u'.70 Sendo
U={xeM)|d(z,K)<r}, Uéum aberto de M contendo K e, para cada
reUeweT,(M)*, com |w|| < r, vemd((xz,w), K x {0}) < r, portanto
(z,w) € U'. Podemos entdo considerar o aberto

U={(z,w) eT(M)" |z €U, |lwl| <r}

de T'(M)*, que contém K x {0} e estd contido em ¢/, e a restri¢do de W vai
ser um difeomorfismo de ¢/ sobre um aberto W de E, contido em W', aberto
que contém U, e portanto também K, uma vez que ¥(z,0) = z=. As alineas
a) e b) do enunciado sdo agora triviais e a alinea c) resulta de que a aplicacéo
® ndo é mais do que a composta do difeomorfismo ¥—': W — ¢/ com a
primeira projeccdo U — U, desde que se repare que, para x € U,
U (z,0) = 2.0

Quando a variedade sem bordo M é compacta, podemos em 1V.7.4 tomar
para compacto K o proprio M e as respectivas conclusdes podem entdo
ser enunciadas de modo mais completo.

IV.7.5. (Vizinhancgas tubulares das variedades compactas) Sejam E um
espaco euclidiano e M C E uma variedade compacta, sem bordo. Tendo em

70 > 0 arbitrério se fosse U’ = T'(M)™*.
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conta IV.7.4, podemos entdo garantir a existéncia de » > 0 e de um aberto W/
de E, tais que:

a) Para cada 2z € M e w € T,(M)*, com |lw|| < r, tem-se = +w € W, em
particular, M C W.

b) Para cada y € W, existe um, e um s6, x € M tal que y — = € T,(M)* e
lly — z|| < r, ou seja, existe um Unico (z,w) tal que x € M, w € T,(M)*,
|lwl] <rey=z+w.

¢) E suave a aplicagio ®: W — M, definida pela condicio de se ter, para
cada ye W, y—®(y) € Topy(M)* e |ly—®(y)| <r aplicagdo que
verifica ®(z) = z, para cada x € M.

Neste caso podemos afirmar mais, nomeadamente:

d) W é o conjunto dos y € F tais que d(y, M) < r e, para cada y € W,
®(y) é o Unico elemento de M a distancia minima de y.71

Costuma-se entdo dizer que W é uma vizinhanga tubular de M.

Dem: Podemos ja afastar o caso trivial em que M = (), em que se toma
W = () e r > 0 arbitrério. Pela condicéo c), para cada y € W, d(y, M) < r.
Suponhamos agora que y € F € tal que d(y, M) <r e que xy € M é um
ponto a distncia minima de y, o que implica, em particular, que
ly — x| < r. Sendo f: M — R a aplicagio suave definida por

f@)=ly—=|’=(y—=z,y—=x),

o facto de f atingir um minimo em xz, e de M ser uma variedade sem bordo
implica que Df,,: T, (M) — R é a aplicacdo linear nula, isto é, que, para
cada w € T, (M),

0 = Dfy,(w) = 2(y — xo, w).

Ficou assim provado que y —xo € T,,(M)", 0 que, por a), implica que
y =xo+ (y — x9) € W. Pela definicdo em c), vemos que =, = ®(y), 0 que
mostra que ®(y) é realmente o Unico ponto de M a distancia minima de y.O1

IV.7.6. Sejam M’ C E’ uma variedade compacta e M C E uma variedade sem
bordo. Sejam f,g: M’ — M duas aplicacbes suaves homotépicas. Tem-se
entdo que f e g sdo mesmo suavemente homotopicas.

Dem: Podemos ja afastar o caso trivial em que M’ = (. Seja entdo
H:[0,1] x M' — M uma aplicagdo continua tal que H(0,z) = f(z) e
H(1,z) = g(x). Em particular a restricdo de H ao subconjunto fechado
{0,1} x M’ de [0,1] x M’ é suave, por ter restricdo suave a cada um dos
abertos {0} x M’ e {1} x M’ de {0,1} x M’. Considerando o subconjunto
compacto H([0,1] x M’) de M, deduzimos de 1V.7.4 a existéncia de um
aberto W de E, contendo esse compacto e de uma aplicacdo suave
®: W — M tal que, para cada y € H([0,1] x M"), ®(y) =y. Seja 6 >0

71Se ndo quisermos afastar o caso trivial em que M = (), temos que usar a convengao que
a distancia de y ao conjunto vazio é +oco (0 infimo do conjunto do vazio, sendo 0 maximo
dos seus minorantes, s6 pode ser olhado como +0).
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menor que a distancia estritamente positiva do compacto H ([0, 1] x M’) ao
fechado £\ W.”2 Tendo em conta 111.8.6, podemos considerar uma
aplicagéo suave H:[0,1] x M’ — E tal que, para cada (¢, z) € [0,1] x M,

|H (t,z) — H(t,z)| <6,

e portanto [ (t,z) € W, e que, para cada (t,z) € {0,1} x M', H(t,z) =
H(t,z), e portanto ainda H(0,z) = f(z) e H(1,z) = g(x). Podemos
finalmente considerar a aplicagdo suave H:[0,1] x M’ — M definida por
H(t,x) = ®(H(t,z)), para a qual se vai ter ainda H(0,z) = f(z) e

H(1,z) = g(x), 0 que mostra que f e g sdo suavemente homotdpicas..cI

IV.7.7. Sejam M’ C E’ uma variedade compacta e M C E uma variedade sem
bordo. Se f: M’ — M é uma aplicagdo continua, entdo existe uma aplicagéo
suave g: M’ — M homotopicaa f e, se g,g: M’ — M séo aplicacOes suaves
homotopicas a f, entdo, para cada p,

H"(g) = H"(g): H'(M) — H"(M').

Dem: Podemos ja afastar o caso trivial em que M’ = (). Considerando o
subconjunto compacto f(M') de M, deduzimos de IV.7.4 a existéncia de um
aberto W de E, contendo esse compacto e de uma aplicacdo suave
®: W — M tal que, para cada y € f(M'), ®(y) = y. Seja 6 > 0 menor que
a distancia estritamente positiva do compacto f(M’) ao fechado £\ W.73
Tendo em conta 111.8.5, podemos considerar uma aplicacéo suave §: M’ — E
tal que, para cada = € M’, ||g(z) — f(z)|| < 6, e portanto g(x) € W, pelo
que podemos definir uma aplicagéo suave g: M' — M por g(z) = ®(§(z)).
Seja H:[0,1] x M’ — F aaplicagdo continua definida por

H(t,z) = f(x) +1(g(x) — f(2)),

para a qual se tem H(0,z)= f(z) e H(l,z)=j(z). Para cada
(t,z) €[0,1] x M’, tem-se

1 (t,2) = f@)] = t]§(@) - f@)] <8,

pelo que I;I(t,x) € W, o que nos permite definir uma aplica¢do continua
H:[0,1] x M’ — M por H(t,z) = ®(H(t,z)). Tem-se entdo H(0,z) =
O(f(x)) = f(xz) e H(1,z) = ®(g(x)) = g(x), 0 que mostra que a aplicacéo
continua f: M’ — M € realmente homotdpica a aplicagdo suave
g: M’ — M. Por fim, se ¢g,G: M' — M sao duas aplicagdes suaves, ambas
homotdpicas a f, concluiamos, por transitividade, que g e g sdo homotopicas
e portanto, por 1V.7.6, também suavemente homotdpicas o que, por 1V.1.12,
implica que, para cada p, H?(g) = H*(g): H?(M) — H?(M’).O

72No caso em que fosse W = E, tomavamos § > 0 arbitrario.
73No caso em que fosse W = E, tomavamos 6 > 0 arbitrério.



87. Invariancia topoldgica da cohomologia 271

IV.7.8. Sejam M’ C E’ uma variedade compacta e M C E uma variedade sem
bordo. Se f: M’ — M é uma aplicacdo continua, define-se, para cada p, uma
aplicagdo linear H?(f): H*(M) — H?(M'), pondo HP(f) = H?(g), onde
g: M’ — M é uma aplicagdo suave homotopica a f arbitraria.

E claro que, no caso em que a aplicacdo continua f é suave, a definicdo
anterior coincide com a ja conhecida, uma vez que podemos tomar para g 0
préprio f.

IV.7.9. Sejam M’ C E’ uma variedade compacta e M C E uma variedade sem
bordo. Se f,g:M' — M sdo aplicacbes continuas homotdpicas, entdo
H?(f) = H?(g): HY(M) — H?(M").

Dem: Basta atender a que, se h:M’' — M é uma aplicacdo suave
homotdpica a f, entdo h é também homotopica a g..d

Os dois resultados anteriores exprimem a invaridncia topolégica da
cohomologia de de Rham, no quadro particular em que o dominio é uma
variedade compacta e o espago de chegada é uma variedade sem bordo.
Com técnicas mais elaboradas de aproximagdo, como por exemplo as
descritas em [5], pode-se estudar essa invariancia num quadro mais geral.
O facto de termos reduzido o nosso estudo ao quadro particular referido,
obriga-nos a enunciar a propriedade de functorialidade como trés
resultados distintos.

IV.7.10. (Functorialidade) a) Sejam M"” C E” uma variedade compacta,
M' C E' e M C E variedades sem bordo, f: M" — M’ uma aplicacdo
continua e g: M’ — M uma aplicacdo suave. Para cada p, tem-se entdo

H"(go f) = H"(f) o H"(g): H'(M) — H"(M").

b) Sejam M" Cc E” e M’ C E’' variedades compactas, M C E uma
variedade sem bordo, f: M” — M’ uma aplicacédo suave e g: M’ — M uma
aplicacdo continua. Para cada p, tem-se entdo

H"(go f) = H"(f) o H"(9): H'(M) — H"(M").

c) Sejam M” C E” uma variedade compacta, M’ C E’ uma variedade
compacta e sem bordo, M C E uma variedade sem bordo e f: M" — M’ e
g: M’ — M aplicag@es continuas. Para cada p, tem-se entdo

H"(go f) = H"(f) o H"(g): H'(M) — H"(M").

Dem: Para a alinea a), consideramos uma aplicagdo suave 7: M'"— M' e
uma aplicagdo continua H:[0,1] x M" — M’ tal que H(0,z) = f(x) e
H(l,z) :}“(x) e reparamos que tem entdo lugar uma aplicagdo continua
H:[0,1] x M" — M definida por H(t,z) = g(H(t,z)), para a qual se tem
H(0,z) =go f(z)e H(1,z) = go f(z), de onde deduzimos que
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H(go f) = H"(go f) = H'(f) o H(g) = H'(f) o H'(g).
Para a alinea b), consideramos uma aplicacdo suave g: M’ — M e uma
aplicagdo continua H:[0,1] x M' — M tal que H(0,y)=g(y) e

~

H(1,y) =74(y) e reparamos que tem entdo lugar uma aplicacdo continua

H:[0,1] x M" — M definida por H(t,z) = H(t, f(x)), para a qual se tem
H(0,z) =go f(z)e H(1,z) =7 o f(z), de onde deduzimos que

HP(go f)=H"(go f) = H"(f) o H"(g) = H"(f) o H"(g).
Para a alinea c), combinamos os processos anteriores, considerando aplica-
cOes suaves f: M" — M’ eg: M’ — M e aplicagBes continuas
H:[0,1] x M" — M', H:[0,1] x M’ — M,

verificando H(0,z) = f(x), H(1,z) = f(z), H(0,y) = g(y) e H(1,y) =
g(y) e reparamos que tem entdo lugar uma aplicagéo continua

H:0,1] x M" — M, H(t,x) = H(t, H(t,z)),

para a qual se tem H(0,z) =go f(z) e H(1,z) =Fo f(z), de onde
deduzimos que

—~ o~

H"(go f) = H*(go f) = H*(f) o H"(g) = H"(f) o H"(g).00
IV.7.11. (Corolério) Sejam M’ C E' e M C E variedades compactas e sem
bordo e f: M’ — M um homeomorfismo. Para cada p, tem-se entdo que
HP(f): H'(M) — H"(M')
é um isomorfismo e H?(f)~! = H?(f71).

Dem: Aplicando a alinea c) de 1V.7.10 as aplicagGes continuas f: M’ — M
e f~1: M — M’, concluimos que

Idgory = HP(Idy) = HP(f o f71) = HP(f 1) 0 HP(f),
Idgoary = HY(Idyp) = HP(f ™' o f) = HP(f) o HP(f71),

donde o resultado.[]

EXERCICIOS

Ex IV.1 Sejam M Cc F e M’ C E' duas variedades e f:M’' — M uma
aplicacdo suave. Diz-se que uma aplicacdo suave g: M — M’ é um inverso
esquerdo de f, médulo homotopia suave (respectivamente um inverso direito
de f, modulo homotopia suave) se go f: M' — M’ é suavemente
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homotépico a Idy; (respectivamente se fog: M — M € suavemente
homotdpico a Id,). Diz-se que uma aplicagdo suave g: M — M’ é um
inverso de f, médulo homotopia suave, se for simultaneamente um inverso
esquerdo e um inverso direito, em ambos os casos modulo homotopia suave,
e, quando existir uma tal aplicacdo g, diz-se que f é invertivel, modulo
homotopia suave. Diz-se que as variedades M e M’ sdo homotopicamente
equivalentes se existir f: M’ — M invertivel, médulo homotopia suave.

a) Mostrar que, se f: M’ — M é um difeomorfismo, entdo f é invertivel,
modulo homotopia suave, e f~':M — M’ é um inverso de f, médulo
homotopia suave. Em particular duas variedades difeomorfas também sdo
homotopicamente equivalentes.

b) Mostrar que, se f: M" — M' e g: M’ — M séo aplicacdes suaves inver-
tiveis, médulo homotopia suave, entdo g o f: M"” — M é também invertivel,
médulo homotopia suave. Deduzir daqui que a relagdo “homotopicamente
equivalente” é uma relacdo de equivaléncia nas classe das variedades.

c) Mostrar que, se g,G: M — M’ sdo suavemente homotdpicas e se g € um
inverso esquerdo (respectivamente um inverso direito) de f mddulo homo-
topia suave, entdo 0 mesmo acontece a’g.

d) Mostrar que, se uma aplicacdo suave f: M’ — M admite um inverso
esquerdo g: M — M’, médulo homotopia suave, e um inverso direito
G: M — M’, moédulo homotopia suave, entdo g e § S40 Ssuavemente
homotdpicas, e portanto ¢ (tal comog) é um inverso de f, modulo homotopia
suave. Sugestao: Lembrar a demonstragdo, por certo ja encontrada no quadro
dos semi-grupos com elemento neutro, de que se um elemento possui um
inverso direito e um inverso esquerdo, entdo estes sao iguais.

e) Mostrar que, se f: M’ — M é invertivel, médulo homotopia suave, entdo,
para cada p, H?(f): H?(M) — H?(M'") é um isomorfismo.

Ex IV.2 (S6 para quem conheca os fundamentos da Teoria das Categorias)

a) Mostrar que se pode considerar naturalmente uma categoria cujos objectos
s8o as variedades e cujos morfismos entre duas variedades sdo as classes de
equivaléncia de aplicacbes suaves para a relacdo de “homotopia suave”.
Verificar que, para cada inteiro p, a cohomlogia de de Rham de grau p pode
ser olhada como um functor contravariante da categoria anterior para a dos
espacos vectoriais e reinterpretar o exercicio 1V.1 sob este ponto de vista.
b) Mostrar que as variedades suavemente contracteis sdo precisamente
aquelas que sdo isomorfas a variedades reduzidas a um ponto, na categoria
atras referida e reobter, a partir dai, a caracterizacéo dos espagos de cohomo-
logia de de Rham de uma tal variedade, obtida em 1V.1.13.

Ex IV.3 Sejam M C E uma variedade suavemente contractil e M’ C E' uma
variedade conexa. Mostrar que quaisquer aplicacdes suaves f,g: M — M’
sdo suavemente homotdpicas (comparar com 1V.1.14). Sugestdo: Utilizar a
hipétese de M’ ser conexa para mostrar que duas aplicagdes constantes
M — M’ sdo sempre suavemente homotoépicas. Utilizar 1V.1.11 para
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mostrar que qualquer aplicagdo suave M — M’ é suavemente homotopica a
uma certa aplicacdo constante.

Ex IV.4 O que sera um produto de uma familia de espacos vectoriais constituida
por um Unico elemento (isto €, em que o conjunto dos indices seja unitario)?
E um produto de uma familia vazia de espagos vectoriais?

Ex IV.5 Sejam (Ej)jc; uma familia de espagos vectoriais, £ um espaco
vectorial e, para cada j € J, 7;: £ — E; uma aplicagdo linear.
a) Suponhamos que E € um produto dos E;, com as projecgdes 7;. Mostrar
que, dados um espago vectorial F', e, para cada j, uma aplica¢do linear
A F'— [, existe uma, e uma s, aplicagéo linear A\: F' — E tal que, para
cada j, #jo0 A = ;.74
b) Suponhamos que, quaisquer que sejam o espago vectorial F' e as
aplicagBes lineares \;: F' — E;, existe uma, e uma s6, aplicacéo linear
A: F'— E tal que, para cada j, 7; o A = A;. Mostrar que £ € um produto dos
E;, com as projecgOes 7;. Sugestéo: Sendo p: E — [] E; a aplicagéo linear
definida por p(xz) = (7j(z))jes, utilizar a hipotese para definir uma
aplicacdo linear A: [[ E; — E, que se mostrara ser um inverso bilateral de .

Ex V.6 O que sera uma soma de uma familia de espacos vectoriais constituida
por um Unico elemento (isto €, em que o conjunto dos indices seja unitario)?
E uma soma de uma familia vazia de espagos vectoriais?

Ex IV.7 Sejam (Ej)jc; uma familia de espagos vectoriais, £ um espaco
vectorial e, para cada j € J,7;: £; — E uma aplicagdo linear.
a) Suponhamos que £ € uma soma dos E;, com as injec¢es z;. Mostrar que,
dados um espaco vectorial F' e, para cada j, uma aplicacdo linear
A Ej — F, existe uma, e uma s, aplicagéo linear A: £ — F' tal que, para
cada j, A o7; = A;, nomeadamente a definida por

A () = Z Aj(T5),

J

onde (z;) e, é uma familia essencialmente finita, com z; € E;.7°

b) Suponhamos que, quaisquer que sejam o espaco vectorial F' e as
aplicacbes lineares \;: £; — F, existe uma, e uma so, aplicagdo linear
A: E — F tal que, para cada j, A o7; = A;. Mostrar que £ € uma soma dos
E;, com as injecgdes 7;. Sugestdo: Sendo E C [] E; a soma construida a
partir do produto cartesiano pelo método descrito em 1V.2.10, considerar a
aplicagdo linear u: E — E definida por u((z;)es) = Y.7;(x;) e utilizar a

74Esta condigio exprime que, no sentido da teoria das categorias, £ é um produto dos E;,
com as projecces 7;: £ — .

75Esta condicdo exprime que, no sentido da teoria das categorias, £ é uma soma dos E;,
com as injecgbes7;: By — .
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hip6tese para definir uma aplicacéo linear A\: E — E, que se mostrara ser um
inverso bilateral de p.

Ex 1V.8 Enunciar de forma precisa, e demonstrar, o facto de a soma de espagos
vectoriais, tal como o produto, estar definida a menos de isomorfismo.

Ex IV.9 Sejam (E;)jcs e (Fj)jes familias de espagos vectoriais e, para cada
jeJ, A\ E; — F; uma aplicagéo linear. Se E e F' séo produtos daquelas
familias, com as projecgbes 7;: £ — Ej e @j: F' — Fj, respectivamente, defi-
ne-se o produto das aplicagdes lineares A; como sendo a Unica aplicacéo
linear \: £ — F tal que, para cada j, 7; o A = \; o 7t; (cf. 0 exercicio IV.5).
Do mesmo modo, se E’' e F’ sdo somas daquelas familias, com as injeccdes
1B — Eel;: F; — F, respectivamente, define-se a soma das aplicages
lineares \; como sendo a Unica aplicagéo linear \': E' — F' tal que, para
cada j, 7; 0 A\; = A o7 (cf. o exercicio IV.7).

a) No caso em que E e F séo os produtos cartesianos das familias (E;),c; €
(F})jes € as projeccdes consideradas séo as projeccdes canonicas, verificar
que o produto das aplicacdes lineares \; € o produto cartesiano usual de
aplicacOes.

b) Verificar que a soma de aplicacGes lineares, definida acima, é dada, mais
explicitamente por ' (z) = > 7;(\;(x;)), onde (z;);c; € uma familia essen-

cialmente finita de vectores z; € E; tal que x = ) > 7;(x;), ou seja, por outras

palavras, por

N(z) =Y T(N(F (@),
jeJ

onde os 7;: £/ — E); séo as projeccdes associadas a soma (cf. 1V.2.11).
c) Suponhamos que o conjunto de indices J é finito e que £ e F sdo
produtos das familias (E;);c; € (Fj)jes, COM as projeccdes 7;: E — E; e
7. ' — Fj, respectivamente, e consideremos as injecgdes associadas
T E;— E e T;: F; — F, que sabemos definirem E e F como somas
daquelas familias (cf. 1V.2.13). Mostrar que a soma das aplicacGes lineares
A; coincide entdo com o respectivo produto.
d) Generalizar a conclusdo de c¢) ao caso em que o conjunto dos indices é
infinito, considerando, nas condi¢cdes de 1V.2.10, os subespagos soma
EyCc EeFyCF.

Ex IV.10 Seja J um conjunto de indices e seja, para cada j € .J, C7 um
complexo de cocadeias, definido pelos espagos vectoriais Cf’ compezZ,e
pelas aplicagBes lineares cobordo df: C¥ — Cf“. Suponhamos que, para
cada p € Z, se considera um produto C? da familia dos C¥, definido pelas

projeccles wf;.’:CP — Cf e consideremos o correspondente complexo de
cocadeias produto C* (cf. 1V.2.4). Considerando, para cada p, as injeccGes
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associadas 75?;0;’ — CP, mostrar que 0s 7} = Oﬁ)],ez sdo morfismos de
complexos de cocadeias de Cj para C* e que os correspondentes
HP(5): HP(CF) — HP(C*) sdo as injeccOes associadas a apresentacdo de
HP(C*) como produto dos H?(C3) (cf. 1V.2.5).

Ex IV.11 Sejam M C E uma variedade e (U;),c; uma familia de abertos de M
disjuntos dois a dois e de unido M. Notando ¢;: U; — M as inclusdes,
definidas por j(x) = x, viu-se em 1V.2.6 que o complexo de cocadeias
Q*(M) é um produto dos complexos de cocadeias °*(U;), tendo como
projeccdes as familias de aplicacdes lineares .7: QP (M) — QP(Uj;) e que, em
consequéncia, para cada p, H? (M) é um produto dos H”(U;), definido pelas
projeccdes H”(v;), que associam a cada [w] as classes [w/y,]. Determinar o
que s&o as injecgbes associadas QP(U;) — QP(M) e, consequentemente, as
injeccOes associadas H?(U;) — HP(M).

Ex IV.12 a) Consideremos 0s espacos vectoriais e aplicagdes lineares
representados no seguinte diagrama

E 5 F X4 @

La 1 b
N W

EF — F — ¢
e suponhamos que «, (3 e ~ sdo isomorfismos, que a primeira linha é uma
sucessdo exacta e que o diagrama é comutativo, no sentido de se ter
Bod=XNoa e you=py of. Mostrar que a segunda linha é entdo
também exacta.
b) Utilizar a conclusdo de a) para mostrar que, nas hipdteses de 1V.3.4 e
IV.3.5, tem também lugar, com morfismos convenientes, uma sucessdo
exacta (dita também de Mayer-Vietoris)

H YU N V)2 HY (M) —— HYU) x HY(V)—— HY(U 0 V) =2 HPY (M),

Ex IV.13 Consideremos a circunferéncia S* c R?, com a orientagdo que lhe
vem de ser bordo da bola fechada de centro 0 e raio 1, e 0s subconjuntos
abertos S* e S~ de S!, com unido S!, definidos na demonstracdo de
IV.3.12. Consideremos a porcdo da sucessdo exacta de Mayer-Vietoris
correspondente

HOQ* (%) x Q°(S )L 105+ n s7) Lo HY(S81)— {0}

Reparemos que S* N S~ é o conjunto dos (z,y) € S! tais que = # 0, tendo
assim duas componentes conexas

Si={(x,y) €' |2>0), S, ={(x,y) €S |z<0},

ambas naturalmente difeomorfas a |—1, 1| pela projeccéo no segundo factor.
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Sendo fy, fo: ST NS~ — R as aplicagcdes com valores constantes 1 em S, e
0 em S, e com valores constantes 0 em S; e 1 em S,, respectivamente,
sabemos portanto que H°(S* N S~) é um espaco vectorial de dimenséo 2,
admitindo uma base formada pelas classes de equivaléncia [f;] e [f.].

a) Verificar para que escalares a,b e K a classe
a[fs) +b[f.] € H(ST NS~) pertence a imagem da aplicagdo linear
H(u*).

b) Sendo Vol o0 elemento de volume de S*, verificar que 0°([f4]) = 5= [V ol]
e O(f.]) = - £ [Voll.

Sugestdo: A conclusdo de a) é simples e, tendo em conta esta e a exactiddo
da sucessao, é facil de ver que, de b), basta provar que 9°([f4]) = 5= [V ol].
Proceder entdo do seguinte modo:

1) Considerar a aplicagdo ¢: R — S, definida por o(t) = (cos(t),sin(t)) e
verificar que as restricbes de ¢ sdo difeomorfismos ]—%, s[—S" e
-5, %~ 5",

2) Por um argumento de particdo da unidade, mostrar a existéncia de uma
aplicagdo suave a: IR — [0, +-oof, nula fora de uma parte de |3, 5[ fechada
emRetal que [; o(t) dt = 1.

3) Verificar que f;=pu’(g,h), onde ¢:StT —R e h:S~ — R estdo
definidas por

o) = -1+ [ atwdu we) = [ atwdu,

paracadat € |-Z,%[es e |- I

4) Verificar que existe w € Q'(S?) tal que w(p(t)) = a(t) Vol,y, para cada
t€]-=3, 5[ €wuy = 0, nos restantes pontos de S e que w coincide com dg
em St ecomdhemS-.

5) Lembrar que [: H!(S') — K é um isomorfismo.

Ex V.14 Sejam M C E e M’ C E' duas variedades, a segunda das quais suave-
mente contractil. Sejam m: M x M’ — M a projeccdo no primeiro factor e,
para cada y € M', o, M — M x M' a aplicagdo suave definida por
oy(x) = (x,y). Mostrar que, para cada p, H?(m): H?(M) — H?(M x M")
€ um isomorfismo, tendo como inverso H?(o,): HP(M x M') — HP(M).
Deduzir, em particular, que a aplicacdo linear H”(o,) néo depende da esco-
Iha de y. Sugest&o: Verificar que m o o, = Idy € que o, o m; é suavemente
homotdpico a Idys« s, Neste Gltimo caso utilizando 1V.1.14.

Ex IV.15 Nas notacdes do exercicio 1V.13, consideremos T = S' x S' C R?,
que é portanto uma variedade compacta, sem bordo, de dimenséo 2, sobre a
qual consideramos a orientacdo produto (cf. 11.7.25), que se verifica
facilmente ser suave.’8 Verificar que:

76A T costuma-se dar o nome de toro (de dimens&o 2).
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Ex

a) H°(T) é um espago vectorial de dimensdo 1, admitindo como base a
classe de equivaléncia da aplicacdo T — R de valor constante 1.

b) H'(T) é um espago vectorial de dimenso 2.

¢) H%(T) é um espaco vectorial de dimens&o 1, admitindo uma base formada
pela classe de equivaléncia do elemento de volume de T, e a aplicacéo linear
[: H*(T) — K é um isomorfismo.

d) HP(T) = {0}, para os restantes valores de p.

Sugestdo: A alinea a) resulta de T ser conexo e, da alinea c), basta mostrar
que H?(T) tem dimensdo 1. Nas notaces do exercicio V.13, considerar o0s
abertos T+ = S x St e T~ = S! x S~ de T, com unido T e reparar que 0
exercicio 1V.14 permite calcular a dimenséo dos espagos vectoriais H?(T™),
HP(T~) e HP(TtNT™), este ultimo por ser isomorfo ao espaco
H?(S* x S;) x HP(S* x S,). Considerar a porcdo seguinte de sucessdo
exacta de Mayer-Vietoris (ja na verséo referida no exercicio 1V.12)

{0} — HY(T) — H"(T") x H*(T™) — H*(T"NT") — HY(T) —
— HYT") x HY(T") — HY(T*NT") — H*T) — {0},

a qual tem dois termos de dimens@es ainda ndo conhecidas pelo que, por si
s0, ndo determina essas dimensdes. Estas ficam, no entanto determinadas, se,
por um estudo mais aprofundado da aplicagdo linear entre espacos vectoriais
de dimensdo 2, HY(T*) x HY(T~) — HY(T* NT~), se concluir que esta
aplicacdo linear tem um nucleo com dimensdo 1. Nesse estudo atender ao
exercicio anterior que garante que, se w é 0 elemento de volume de S!, para
cada variedade suavemente contractil M’, com projecgdo p: S' x M’ — S*,
[p*w] constitui uma base de H!(S! x M).

IV.16 Continuemos a considerar a variedade S' C R?, com a orientagio
usual, e, para simplificar as notagdes, identifiquemos, do modo usual, R? a
C. Consideremos, como no exercicio precedente, o0 toro
T =S!' x St ¢ C x C. O objectivo deste exercicio é a obtengdo de uma
informagdo mais completa sobre o espago de cohomologia H!(T). Notemos
7y, m: T — St as projecgdes, definidas por 7y (z,y) =z € m(x,y) =y, €
o1,09: St — T as “injeccdes”, definidas por oy (7) = (x,1) € o2(y) = (1,v).
Notemos Vol € Q!(S!) a forma diferencial elemento de volume de S*.

a) Verificar que se pode definir uma aplicago linear ¢&: H*(T) — R? por

el = ([ ot [ o).

b) Verificar que a aplicagdo linear &: H'(T) — R? é um isomorfismo, que as
formas diferenciais w; = 7 (Vol) e wy = m3(Vol), pertencentes a Q(T),
sdo fechadas e que as classes de equivaléncia w;] e [we] constituem uma base
do espago vectorial H'(T), de dimens&o 2.

Sugestdo: Verificar que £([w1]) = (27,0) e que &([w2]) = (0, 27).
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Ex IV.17 Sejam M C F e M' C F’ variedades e f: M’ — M uma aplicagdo
prépria.
a) Mostrar que f é uma aplicagédo fechada, isto &, que, para cada conjunto
fechado A C M’, o conjunto f(A) C M é também fechado. Sugestéo: Ter
em conta o facto de cada ponto b de M possuir uma vizinhanga compacta V'
e reparar que, se b é aderente a f(A), entdo b é também aderente ao conjunto

Vi fA) =fF(vV)nA).

b) Mostrar que, se a aplicagdo f é injectiva, entdo € um homeomorfismo de
M’ sobre um subconjunto fechado de M.

c) Deduzir, em particular, que, se M’ é uma subvariedade de M, entdo a
inclusdo M’ — M é propria se, e s6 se, M’ é fechada em M.

Ex IV.18 Sejam E e E’ dois espagos vectoriais de dimensdo finitae f: F' — E
uma aplicagcdo continua. Mostrar que a aplicacdo f é propria se, e sO se,
I f(x)|]] = 400 quando ||x|| — +oo, OU Seja, mais precisamente, se, para
cada R > 0, existe » > 0 tal que, sempre que ||z|| > r, tem-se || f(z)|| > R.

Ex 1V.19 Sejam M C E e M’ C E’ duas variedades. Se f,g: M’ — M séo duas
aplicacBes suaves proprias, diz-se que f e g sdo suave e propriamente
homotopicas se exisitir uma aplicagéo suave prépria H: [0,1] x M’ — M tal
que, para cada x € M’,

H(0,2) = f(z), H(1,z)=g(x)

Diz-se entdo que H é uma homotopia suave prépria de f para g (comparar
com 111.7.5).

Mostrar que, quando f,g: M’ — M séo suave e propriamente homotépicas,
tem-se, para cada p, H?(f) = H?(g): H? (M) — H?(M').

Sugestdo: Comegar por verificar que, se p > 1 e w = (W(x)) (t,a)ef0,1]x M7 €
uma forma diferencial suave de grau p sobre [0, 1] x M’, nula fora dum com-
pacto K C [0,1] x M’, entdo a forma diferencial suave de grau p — 1 sobre
M’ Pw = (Pw;)zerm, definida em 111.7.2, é nula fora do compacto
m(K) C M. Verificar entdo que, nas condicdes de 111.7.6, quando a forma
diferencial suave, fechada, de grau p > 1 sobre M, w = (wy)year for nula
fora de um certo compacto contido em M, a forma diferencial suave de grau
p—1, 0 = (04)zem, Sobre M’, construida na respectiva demonstragdo, é
nula fora de um certo compacto contido em M’.

Ex IV.20 Viu-se, nas diferentes alineas do exercicio 11.27, que, dado um
diagrama comutativo do tipo

om- e X Fr % G S0

Lp lo LT :

- 5 % Fr % e o0

com as duas linhas exactas, se duas das trés aplicacdes lineares p, o e 7
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forem isomorfismos, entdo 0 mesmo acontece a terceira. Mostrar que este
resultado pode ser obtido como consequéncia imediata do lema dos cinco
(IV.5.14).

Ex IV.21 Sejam E um espaco euclidiano e B C F a bola aberta de centro 0 e
raio 1 de £, B={z € E | ||z|| < 1}. Mostrar que B é difeomorfa a E e,
mais precisamente, que tem lugar um difeomorfismo f: B — E, definido por

fz) =

x
V1= Jlz]*

cujo inverso g: E — B esté definido por
Y

)= T

Ex IV.22 (O grau de uma aplicacdo propria) Sejam M C E e M' C F’
variedades sem bordo, de dimensdo m, suavemente orientadas, e
suponhamos que M é conexa e nao vazia.

a) Seja f: M’ — M uma aplicagio suave propria. Mostrar que existe um, e
um s6, ¢ € R tal que, qualquer que sejaw € Q7'(M;K) (K = R ou C),

/ f*w:c/ w.
M M

Diz-se entdo que ¢ é o grau da aplicacdo suave w e nota-se ¢ = deg(f).
Sugestdo: Lembrar que tém lugar aplicacdes lineares, definidas a partir do
integral, [: H*(M) — K, [: H™(M') — K e que, por IV.5.26, a primeira é
um isomorfismo, pelo que, a aplicacdo linear H"(f): H*(M) — H(M'),
fica associada uma aplicacdo linear K — K, pela condicdo de fazer comuta-
tivo o diagrama

arony " )
L L
K — K

b) Nas condigdes anteriores, suponhamos que yo € M € um valor regular da
aplicagdo suave f (cf. 1.5.1). Mostrar que f~'({yo}) é um conjunto finito,
eventualmente vazio, {x1,xs,...,2,} € notar, para cada 1 <i<mn, g =1
ou g; = —1, conforme o isomorfismo D f,,: T, (M') — T,,(M) conserve, ou
inverta as orientagdes. Mostrar que se pode escolher, para cada 1 < i <n,
um aberto U; de M’, com z; € U;, tal que a restricdo de f seja um
difeomorfismo de U; sobre um aberto V; de M, gue conserve, ou inverta, as
orientacdes e que os abertos U; sejam disjuntos dois a dois. Sugest&o:
Reparar que f~!({yo}) é uma variedade compacta de dimenséo 0.

c) Na continuacdo de b), mostrar que se pode escolher um aberto V' de M,
com yoeV, e para cada 1<i<n, um aberto U; de M’, com
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z;€U;cU;, de modo que se tenha f(U)=V e fY(V)=UU.
Sugestdo: Lembrando que f é uma aplicacdo fechada, pela alinea a) do
exercicio 1V.17, deduzir que f(M \|JU;) é um fechado de M que néo
contém yy.

d) Nas condicdes de b), mostrar que se tem

deg(f) = >_<:

em particular deg(f) € Z. Sugestdo: Nas condi¢Bes de c), utilizar o teorema
da particdo da unidade para garantir a existéncia de uma aplicacdo suave
©: M — [0, 1], nula fora de uma parte compacta de V' e tal que ¢(yo) = 1€,
sendo entéo w € (M), w, = ¢(y) Volr,r), mostrar que [,, w > 0 e cal-
cular [y, frw.

) Deduzir das alineas anteriores e do teorema de Sard que, qualquer que seja
a aplicagdo suave propria f: M’ — M, tem-se deg(f) € Z e que, se f ndo é
sobrejectiva, tem-se mesmo deg(f) = 0.

f) Mostrar que, se f: M’ — M é um difeomorfismo, entdo deg(f) = +1.

Ex 1V.23 (Outra vez o teorema fundamental da Algebra)
a) Sendo n > 1, mostrar que tem lugar uma aplicagdo suave propria
fn:C — C, definida por f,(z) =2", para a qual se tem deg(f,) = n.
Sugestdo: Verificar que cada z # 0 é um ponto regular de f,, e com o
isomorfismo D f,,.: C — C a conservar as orientacdes.
b) Sejamn > 1 e, paracada 0 < i < n — 1, a; € C e consideremos a corres-
pondente aplicagdo polinomial f: C — C, definida por

f(z)=2"+a 12"+ + a1z +ap.

Mostrar que f é uma aplicacdo suave propria e que f é suave e propriamente
homotopica a aplicagdo f,:C — C referida em a) pela homotopia
H:[0,1] x C — C definida por

H(t,2) = 2" +t(a,_ 12" '+ + a1z + ap),

e deduzir que se tem deg(f) = n.
c) Concluir de b) que a aplicagdo f: C — C é sobrejectiva e, em particular,
que existe z tal que f(z) = 0.

Ex 1V.24 Seja M C F uma variedade sem bordo, de dimensdo m, suavemente
contréctil e suavemente orientada. Mostrar que se tem H?(M) = {0}, para
cada p # 0, e que H™"(M) é um espago vectorial de dimensdo 1 (generaliza-
¢do de 1V.4.11)77. Sugestdo: Utilizar o teorema de dualidade de Poincaré,
lembrando 1V.1.13.

7TPode-se provar que, se M ¢é uma variedade suavemente contractil, entdo o fibrado
tangente T'(M) é trivial, em particular admite uma orientagéo suave (cf., por exemplo, o
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Ex V.25 (Um lema de Algebra Linear) Sejam E e F espacos vectoriais sobre
K e K>K. Sejam ME—F uma aplicagio linear e
A L(F;K') — L(E;K') a respectiva dual. Mostrar que A\* é injectiva se, e
s6 se, A € sobrejectiva e que \* € sobrejectiva se, e s6 se, A é injectiva.
Sugestdo: Aplicar 1V.5.18 as sucessdes exactas

(0} - ker(\) = E S F

L)

A
Y

(embora uma demonstracao directa seja também possivel).

Ex IV.26 Sejam M C E e M' C FE’ variedades sem bordo, suavemente orien-
tadas, com dimensfes m e p, respectivamente, a segunda das quais suave-
mente contractil. Sejam m: M x M’ — M e my: M x M’ — M’ as projec-
¢Oes candnicas. Lembrando que, pelo exercicio 1V.24, H?(M’) é um espaco
vectorial de dimensdo 1, e portanto que a aplicacdo linear sobrejectiva
[:HP?(M') — K é um isomorfismo, podemos fixar [p] € H?(M') tal que
[([p]) = 1. Consideremos sobre M x M’ a orientagdo, que se verifica
facilmente ser suave, correspondente a munir cada um dos espacos vectoriais
Tigy) (M x M') =T, (M) x T,(M") da orientagdo produto (cf. 11.7.25).

a) Utilizar o teorema de dualidade de Poincaré e a conclusdo do exercicio
IV.14 para deduzir que se tem H*(M x M') = {0}, paracada k < p.
b) Mostrar que, para cada & > 0, tem lugar uma aplicacéo linear

e HE (M) — HPYR(M x M),
definida por
M ([w]) = [riw A msp].

c) Mostrar que a aplicacéo linear \™: H"(M) — HP*™(M x M') verifica a
condigdo de se ter (A" ([w])) = [([w]), para cada [w] € H"(M).

Sugestdo: Dadas as bases uy,...,u, de T,(M) e vy,...,v, de T,(M’),
utilizar a caracterizacdo do produto exterior em 11.5.12 para mostrar que

(MIw A T50) (@) (11, 0), ..., (U, 0), (0,01),...,(0,v,)) =
= wy(Uty ooy Um) py(v1,...,0p).

d) Mostrar que, para cada 0 < k < m, a aplicacdo linear
N HF (M) — HPYF(M x M)

€ um isomorfismo. Sugestéo: Considerando o isomorfismo

exercicio 5.4 de [10]). A condicdo de M estar suavemente orientada poderia portanto ndo
ser exigida expressamente.
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H" *(my): H"* (M) — H™ (M x M")
(cf. o exercicio 1V.14) e as aplicacdes bilineares de Poincaré
gk gmR (M) x HA (M) — K
¢ HT MM x M') x HPPM(M x M) — K,
mostrar que, para cada o € H™ *(M) e w € H¥(M), tem-se
& H™ T (m)([0]), A ([w]) = €" 7 ([o], [w])
e deduzir daqui, e do teorema de dualidade de Poincaré que
N L(HPH(M x M) K) — L(H (M);K)

é um isomorfismo, aplicando, em seguida, o exercicio 1V.25.
e) Reparar que as alineas a) e d) implicam que, para todo 0 k € Z, 0s espagos
vectoriais H* (M) e H'**(M x M') sio isomorfos.

Ex IV.27 a) Seja £ um espaco euclidiano de dimensdo n > 2. Mostrar que
HP(E\ {0}) = {0}, para cada p distinto de 1 e n e que H(E\ {0}) e
H(E\ {0}) séo espacos vectoriais de dimensdo 1. Mais precisamente,
sendo ¢:]0, +o00[ — [0, +o00[ uma aplicagdo suave, de suporte compacto, tal
que foﬂo ©(t) dt = 1, mostrar que tem lugar uma forma diferencial fechada
p € QLE\ {0}), definida por

e que [p] constitui uma base de H!(E \ {0}). Sugestdo: Considerar o difeo-
morfismo f: E\ {0} — S x ]0, +oc[, definido por
xT
f )= 77— 1T )
(x) (||x|| 1)

e atender ao isomorfismo descrito no exercicio 1V.24.
b) O que se podera dizer sobre os espagos de cohomologia com suporte com-
pacto de £ \ {0}, no caso em que E é um espaco euclidiano de dimens&o 1?

Ex IV.28 Seja M C F uma variedade sem bordo, de dimensdo m, suavemente
orientada e seja A € M uma variedade fechada, sem bordo, de dimenséo p,
também suavemente orientada. Mostrar que existe entdo um, e um so,
[w] € H™ P(M) tal que, qualquer que seja [p] € H? (M),

/P/A:/ wAp
A M

(diz-se entéo que [w] é o dual de Poincaré da variedade orientada A).
Sugestédo: Utilizar o teorema de dualidade de Poincaré.
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Ex 1V.29 Coloquemo-nos nas notagdes do exercicio 1V.16, em que verificdmos
que, considerando em S! C C a orientagdo usual, para a variedade
T = S x S1, o espaco de cohomologia H'(T) tem dimensdo 2 e admite
como base [wi],[ws], onde w;=m;(Volg) e m,m:T — S* sdo as
projeccBes candnicas. Consideremos em T a orientacdo produto usual e
consideremos as subvariedades compactas de dimensdo 1, 4; = S* x {1} e
Ay = {1} x S, em ambos o0s casos com a orientagdo produto usual (na
variedade {1}, de dimensdo 0, consideramos, naturalmente, a orientagéo
candnica). Verificar que os duais de Poincaré das variedades compactas A; e
As,, sdo, respectivamente, os elementos — ;- [w,] € 5- [w] de H'(T).

Ex IV.30 Seja E um espaco euclidiano orientado de dimensdo n > 2 e
lembremos que, pelo exercicio IV.27, H!(E \ {0}) é um espago vectorial de
dimensdo 1, admitindo uma base [p], onde p € QL(E\ {0}) é uma forma
diferencial fechada verificando

para uma certa aplicagdo suave de suporte compacto ¢:]0, +-o00[ — [0, +o0],
verificando [ o(t) dt = 1. Seja Q € Q"~(E\{0}) a forma diferencial
angulo sdlido orientado, isto &, a definida por Q = f*(Volg.1), onde
f:E\ {0} — S"! ¢é a aplicagdo suave definida por f(x)=z/|z| (cf.
111.9.16), a qual, pela alinea b) do exercicio 111.49, verifica

Qp(ugy ey pq) = W Volg(x,ui, ... up-1).
a) Verificar que H"1(E \ {0}) é um espaco vectorial de dimensdo 1, que a
forma diferencial Q é fechada e que [w] é uma base de H" '(E\ {0}).
Sugestdo: Reduzir o resultado a 1V.3.13, usando um isomorfismo isométrico
entre R" e F, que conserve as orientacdes.
b) Mostrar que p A Q € Q7(E \ {0}) verifica

1
(P AN Q) = p([|x]]) el Volg

e deduzir que

[ pra=us.
E\{0}

Sugestdo: Para cada « € E\ {0}, considerar uma base ortonormada directa
Uy, ..., up—y de Ty, (S"1) (com a orientagdo que vem de olhar para S™~*
como o bordo da bola fechada) e utilizar a base ortonormada directa de F,
ﬁ,ul,...,un,l, para calcular a componente de (p A ), no elemento de

volume de E.
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¢) Fixado zy € S™!, mostrar que o conjunto A dos pontos da forma ¢z,
com t € |0, +o0], é fechado em E'\ {0} e é uma variedade de dimensdo 1,
naturalmente difeomorfa a |0, +oo[. Considerando em A a orientagdo suave
para a qual o referido difeomorfismo conserva as orientagdes, mostrar que se

tem
/ pa=1
A

e deduzir que o dual de Poincaré da variedade A é
1
)"t ———— Q) € H"Y(E\ {0}).
(=1) /J,(S"_l)[ ] (E\{0})
d) Verificar que o dual de Poincaré da variedade orientada de dimenséo
n—1,8"1 c E\ {0}, é 0. Sugestdo: Reparar que o Unico caso ndo trivial
é aquele em que n = 2.

Ex IV.31 (Um lema de Algebra Linear) Seja E um espago vectorial sobre K,
de dimensdo finita n, e seja &: E x E — K uma aplicacdo bilinear alternada
ndo degenerada, isto é, tal que, para cada « € E'\ {0}, exista y € E tal que
(z,y) # 0.

a) Mostrar que ¢ define cada um dos espacos como dual do outro.”8

b) Diz-se que um subespago vectorial FF C E é ndo degenerado se a
restricdo de £ a F' x F' for ainda ndo degenerada. Mostrar que, se =,y € E
sdo tais que &(z,y) # 0, entdo o subespaco vectorial F' gerado por x e y tem
dimensao 2 e é ndo degenerado.

c) Se F C E é um subespaco vectorial de dimenséo k, define-se o seu orto-
gonal (relativamente a £) como sendo o conjunto F*- dos z € E tais que
&(x,y) = 0, paratodo o y € F. Mostrar que F'+ é um subespaco vectorial de
dimensdo n — k e que (F*)* = F. Sugestdo: Mostrar que, por composicao
do isomorfismo ®: F — L(E;K), associado a & com a operacdo de
restricdo, se obtém uma aplicagdo linear sobrejectiva E — L(F';K), cujo
kernel é F'- e reparar que se tem trivialmente ' C (F*)*.

d) Mostrar que um subespaco vectorial F' é ndo degenerado se, e sd se,
Fn Ft={0} e deduzir que, se F' é ndo degenerado, entdo F- é também
ndo degenerado.

e) Deduzir de b), ¢) e d) que, se n#0, entdo n > 2 e E admite um
subespaco vectorial ndo degenerado de dimensdo n — 2 e concluir que n tem
que ser par.

Ex V.32 Seja M C E uma variedade compacta, sem bordo, suavemente orien-
tada, com dimenséo n = 2p, com p impar. Mostrar que o0 espago vectorial
HP(M) tem dimensdo par. Sugestdo: Verificar que a aplicagdo de Poincaré

8E claro que, reciprocamente, toda a aplicacdo bilinear alternada que defina um dos
espagos como dual do outro, é ndo degenerada, no sentido anterior.
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& HP(M) x H?(M) — K esta nas condicdes do exercicio 1V.31, tendo em
conta o teorema de dualidade de Poincaré.

Ex 1V.33 E facil, utilizando 1V.1.4 ou 1V.2.6, apresentar exemplos de variedades
ndo conexas com um espaco de cohomologia de de Rham de dimensdo
infinita. O objectivo deste exercicio é o de dar um exemplo de uma variedade
conexa com um espaco de cohomologia de de Rham de dimens&o infinita.
Para cada p € Z, notemos z,, = (2p,0) € R?. Seja M = R?\ {z,},ez.

a) Mostrar que M é um aberto conexo de R?, em particular uma variedade
conexa de dimensdo 2. Sugestdo: M é a unido de dois conjuntos de
intersecgdo ndo vazia, que estdo contidos na aderéncia de abertos convexos.
b) Seja S C R%, S = {z € R? | ||z|| = 1}, com a orientacdo que Ihe vem de
ser bordo de B = {z € R* | ||z|| < 1}. Paracada p € Z, seja f,: M — S a
aplicacdo suave definida por

fo(z)

T — Ty

REEE

e seja w, € Q'(M) a forma diferencial w, = f+Vols. Mostrar que se tem
dw, = 0, 0 que nos permitird considerar os elementos [w,] € H'(M).

c) Para cada p € Z, seja S, = {z € R* | |x — z,|| = 1}, com a orientagdo
que Ihe vem de ser bordo de B, = {z € R? | ||z — z,|| < 1}. Mostrar que se
tem [ wy/s = 27 €, utilizando o teorema de Stokes, que [ w,,q = 0, para

cada g # p, e deduzir daqui que os elementos [w,] € H'(M) séo linearmente
independentes, e portanto que H (M) tem dimensdo infinita.

Ex 1V.34 (Generalidades sobre a complexificagdo) Sejam E um espago
vectorial real, Ec um espaco vectorial complexo e & E x E — Ec um
isomorfismo real. Vamos dizer que ¢ define E¢ como complexificado de F,
ou que E¢ é um complexificado de E definido por &, se se tem £(0,x) =i
&(z,0), paracada z € E.

a) (Existéncia) Mostrar que, se E € um espago vectorial real, entdo existe
sobre E x E uma estrutura de espaco vectorial complexo definida pela
estrutura complexa J: Ex E — E x E, J(z,y) = (—y,x), (cf. 11.1.4) e
que E x E é entdo um complexificado de FE, definido pelo isomorfismo
identidade. Mostrar ainda, utilizando 11.1.6, que, se E¢ € um complexificado
de E, definido pelo isomorfismo & F x E — Eg, entdo £ € mesmo um
isomorfismo complexo, quando se considera em E x E a estrutura de espago
vectorial complexo atras referida.

b) Sejam E e F' espacos vectoriais reais e \: F — F uma aplicacdo linear.
Sejam E¢ e Fr complexificados de F e F, definidos pelos isomorfismos
& Ex E— Ecen F x F— Fe. Mostrar que tem entdo lugar uma aplica-
cdo linear complexa Ac: Ec — F¢ (a complexificada de \) definida pela
condicdo de tornar comutativo o diagrama
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ExE X FxF

le L

Ee % R
Verificar e precisar as propriedades de functorialidade que garantem que
(Idg)c = Idg, € que (1o X)¢ = pc © Ag, deduzindo, em particular, que, se
NE—F é um isomorfismo, entdo MAc:Ec — Fr € também um
isomorfismo e (Ac) ™! = (A 1)c.
¢) (Unicidade) Demonstrar e precisar a afirmacdo de que, se Ec e Ef. s
dois complexificados de F, entdo existe um isomorfismo complexo, natural-
mente definido, de Ec sobre E¢.
d) Suponhamos que E¢ é um complexificado de F, definido pelo isomor-
fismo &: E x E — Eg. Seja (x;)jc; uma familia de vectores de E. Mostrar
que esta familia é linearmente independente (resp. geradora, resp. uma base
de E) se, e s6 se a familia (£(x;,0)),cs de vectores de E¢ for linearmente
independente (resp. geradora, resp. uma base de E¢). Deduzir, em particular,
que a dimensdo, finita ou infinita, de FEc, enquanto espago vectorial
complexo, € igual a dimensdo de E, enquanto espaco vectorial real.
Sugestéo: Mostrar que, para a;, b; € R, tem-se

Z (a]' + Zb]> §($],0> = g(z a;T;, ijl'])

J

Ex 1V.35 (Complexificacdo de complexos de cocadeias) Consideremos um
complexo de cocadeias real C*, definido pelos espacos vectoriais reais C? e
pelos operadores de cobordo d?: C? — CP*1, Seja, para cada p, CZ um com-
plexificado de C?, definido pelo isomorfismo £P: C? x C? — C¥, e conside-
remos as aplicagBes lineares complexificadas df.: Cf — C(g“ correspon-
dentes.

a) Mostrar que se tem entdo um complexo de cocadeias complexo Cg,
definido pelos C2 e pelos operadores de cobordo d2: % — C%™.

b) Verificar que, considerando o complexo de cocadeis produto C* x C*,
definido pelos C? x C? e pelos operadores de cobordo d” x d? (cf. 1V.2.4),
a familia & dos £7: C? x C? — C{ é um isomorfismo de complexos de coca-
deias reais, ao qual fica portanto associado, para cada p, um isomorfismo

HP(£): HP(C* x C*) — HP(CR).
c) Lembrando que, por IV.2.5, H?(C* x C*) é um produto de H?(C*®) e
H?(C*), com as projec¢Bes H?(C* x C*) — HP(C*) definidas respectiva-

mente por [(z,y)] — [z] e [(x,y)] — [y], deduzir que tem lugar um isomor-
fismo real

e HP(C*) x HP(C*) — HP(CL),
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que a cada par ([z], [y]) associa H?(&")([(x,y)]), e mostrar que este isomor-
fismo define H?(Cg) como complexificado de H?(C*).

Ex 1V.36 (Mudanca de escalares na cohomologia)
a) Seja F' um espaco vectorial real. Mostrar que, para cada p > 0, A?(F;C)
€ um complexificado de A?(F; R), definido pelo isomorfismo

& AP(F;R) x AP(F;R) — AP(F;C),

&(w,p) =w+ip.
b) Seja M C E uma variedade. Mostrar que, para cada p € Z, Q(M;C) é
um complexificado de Q7 (M ; R), definido pelo isomorfismo

QP (M;R) x QPF(M;R) — QF(M; C),

&P (w, p) =w+1ip, e Q2(M;C) é um complexificado de Q2(M;R), definido
pelo isomorfismo

P QE(M;R) x QP (M;R) — QF(M;C),

definido pela mesma férmula.

c) Deduzir de b) que, se M C E é uma variedade, entdo, para cada p,
HP?(M;C) é um complexificado de H?(M;R) e H?(M;C) é um complexi-
ficado de H?(M;R), em particular, a dimenséo de H?(M;C), como espago
vectorial complexo, coincide com a dimenséo de H?(M;R), como espago
vectorial real e a dimensdo de H?(M;C), como espaco vectorial complexo,
coincide com a dimensdo de H”(M; R), como espaco vectorial real.

Ex IV.37 (NUmero de Lebesgue de uma cobertura) Sejam X um espacgo
métrico compacto e (U;),c; uma familia de abertos de X, com unido X.
Mostrar que existe entdo 6 > 0 tal que, qualquer que seja o subconjunto A de
X com diametro menor que ¢, exista j tal que A C U; (a um nimero 6 > 0
nestas condig¢des da-se o nome de nimero de Lebesgue da cobertura aberta
de X pelos conjunto U;). Sugestéo: Supondo que ndo existia um tal o,
mostrar que se pode escolher, para cada natural n, x, € X tal que a bola
aberta B, /,(x,), de centro z,, e raio 1/n, ndo esteja contida em nenhum dos
U, e chegar entdo a um absurdo, examinando o que sucede com um ponto
x € X que seja aderente & sucessao () nen-

Ex 1V.38 (Dois cubos dentro duma esfera) Sejamn > 1 e X C S™ um k-cubo
topolégico e Y C S™ um r-cubo topologico tais que X NY = (). Utilizando
a sucessdo exacta de Mayer-Vietoris com suporte compacto, mostrar que:
a) Supondo que n>2, H*(S"\(XUY)) e HY{(S"\(XUY)) tém
dimensdo 1 e H?(S™\ (X UY)) = {0}, para cada p # 1,n, em particular
S™\ (X UY) é conexo.
b) Supondo que n=1, H*(S"\(XUY)) é um espago vectorial de
dimensdo 2 e H(S™\ (X UY)) = {0}, para cada p # n, em particular
S™\ (X UY) tem duas componentes conexas.
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Ex 1V.39 (Um cubo dentro de R™) Sejam n > 1 e X C R" um k-cubo topold-
gico. Aplicando a concluséo do exercicio anterior, com r = 0, mostrar que:
a) Supondo que n >2, H*(R"\ X) e H!(R"\ X) tém dimensdo 1 e
HP(R"\ X) = {0}, para cada p # 1, n, em particular R" \ X é conexo.
b) Supondo que n =1, H?(R™\ X) tem dimensdo 2 e H?(R™ \ X) = {0},
para cada p # n, em particular R™ \ X tem duas componentes conexas.

Ex 1V.40 (Um cubo e uma esfera dentro duma esfera) Sejamn > 1, X C S"
uma esfera topoldgica de dimensdo n — 1 e Y C S™ um r-cubo topoldgico
tais que X NY = (). Utilizando a sucessdo exacta de Mayer-Vietoris com
suporte compacto, mostrar que:

a) Supondo que n > 2, H*(S™\ (XUY))e H}(S™\ (X UY)) tém dimen-
sdes 2 e 1, respectivamente, e H?(S™ \ (X UY")) = {0}, para cada p # 1, n,
em particular S™\ (X UY) tem duas componentes conexas. Além disso,
sendo U; e U, as duas componentes conexas de S”\ X, o cubo Y estd
contido numa delas, por exemplo U;, e entdo as componentes conexas de
S"\(XUY)sdoU; \ Y eUs.

b) Supondo que n=1, H!(S"\(XUY)) é um espago vectorial de
dimenséo 3 e H?(S™\ (XUY)) = {0}, para cada p # n, em particular
S™\ (X UY) tem 3 componentes conexas. Além disso, sendo U; e Us as
duas componentes conexas de S™ \ X, o cubo Y estd contido numa delas,
por exemplo Uy, e entdo U; \ Y tem duas componentes conexas e estas duas
e U, s&o as trés componentes conexas de S” \ (X UY).

Ex IV.41 (Uma esfera dentro de R™) Sejam n > 1 e X C R" uma esfera
topoldgica de dimensdo n — 1. Aplicando a concluséo do exercicio anterior,
com r = 0, mostrar que:

a) Supondo que n > 2, H*(R"\ X) e H}(R"\ X) tém dimensdes 2 e 1,
respectivamente, e H?(R" \ X) = {0}, para cada p # 1,n, em particular,
R™\ X tem duas componentes conexas. Além disso, destas duas, uma é
limitada e outra ndo e a fronteira de ambas é igual a X (teorema de
Jordan-Brouwer em R™).

b) Supondo que » =1, H?(R™\ X) tem dimensdo 3 e H?(R™ \ X) = {0},
para cada p # n, em particular, R” \ X tem 3 componentes conexas. Além
disso, destas trés, uma é limitada e as outras duas ndo e a fronteira da
componente limitada ¢ igual a X.7°

Ex V.42 Sejam n > 2 e X C R" uma esfera topoldgica de dimenséo n — 1. O
teorema de Jordan-Brouwer em R" (j& obtido na alinea a) do exercicio
IV.41), afirma-nos que R" \ X tem entdo duas componentes conexas, uma
limitada e outra ilimitada, ambas com fronteira igual a X. Apresentar uma
demonstragdo alternativa deste facto por métodos puramente topoldgicos a
partir do correspondente resultado em S™ (cf. IV.6.12). Sugestéo:

"As afirmagbes sobre as componentes conexas de R\ X, quando X é uma esfera
topoldgica de dimensdo 0 sdo de demonstragdo directa trivial.
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Considerar 0 homeomorfismo, projeccao estereogréfica,
f+:5"\ {ent1} — R", definido em 1V.3.8, e mostrar que, se a um aberto
conexo de S™ (n > 2) se retira um dos seus elementos, obtém-se ainda um
aberto conexo.

Ex IV.43 Sejam X,Y C R"™ dois subconjuntos arbitrarios e f: X — Y um
homeomorfismo. Mostrar que se tem entéo f(int(X)) = int(Y).
Sugestao: Utilizar o teorema da invariancia do dominio de Brouwer.80

Ex 1V.44 Verificar que, se n > 1 e ¢:[0,1]" — [0,1]" € um homeomorfismo,
entdo, nas notacbes de 1V.6.3, ¢ aplica 9(]0,1]") sobre 9([0,1]"). Deduzir
que é possivel definir, para cada n-cubo topoldgico X, comn > 1, o que é 0
seu bordo 9(X), que este é entdo uma esfera topoldgica de dimensdon — 1 e
que, se X e Y sdo cubos topoldgicos de dimensdo n e f: X — Y é um
homeomorfismo, entdo f(9(X)) = 9(Y). Mostrar ainda que, se X C R" é
um n-cubo topoldgico, entdo 9(X) coincide com a fronteira topoldgica de X
em R",

Ex IV.45 (Um lema topoldgico) Sejam X um espago topoldgico compacto, Y
um espaco topoldgico separado e p: X — Y uma aplicacdo continua e
sobrejectiva. Mostrar que, se Z é um espaco topoldgico, uma aplicacdo
g:Y — Z é continua se, e s6 se, g o p: X — Z é continua.81
Sugestdo: Utilizar a caracterizacdo das aplica¢fes continuas como aquelas
para as quais a imagem reciproca de qualquer fechado é fechada, mostrando
gue um conjunto B C Y é fechado se, e s6 se, p~!(B) C X é fechado.

Ex IV.46 Se X é um espaco topoldgico, chama-se caminho de Jordan em X a
uma aplicagdo continua ¢: [a,b] — X, com a < bem R, tal que f(a) = f(b)
e f/ja Seja injectiva.82 Mostrar que um espaco topolégico X é uma esfera
topoldgica de dimensédo 1 se, e so se, for separado e existir um caminho de
Jordan sobrejectivo em X. Sugestdo: Utilizar o exercicio anterior,
lembrando a aplicagdo continua  ¢:[0,27] — S!, definida por
o(t) = (cos(t),sin(t)).

Ex IV.47 a) Seja n > 1 e consideremos a bola aberta e a bola fechada de R",
com a norma euclidiana,

By ={zeR"| || <1},
By ={z eR"||jz|| < 1}.

Lembrar que, pelo exercicio 1V.21, existe um homeomorfismo ¢: B; — R™,

80A0 contrario do que possa eventualmente parecer a um leitor mais apressado, este
resultado ndo é uma trivialidade topoldgica.

81Este facto costuma ser expresso pela afirmagdo de que a topologia de Y é a topologia
final determinada pela topologia de X e pela aplicagéo ¢.

82por vezes também se usa o nome curva de Jordan, mas preferimos aquele porque
estamos a dar outro siginificado a palavra “curva”.
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definido por

80(95) = 1_—H$H27

e que, por 1V.3.8, existe um homeomorfismo f,: 5™\ {e,+1} — R" (projec-
cao estereogréfica), definido por

f+($,t) =

€T
1—t¢
Mostrar que existe uma aplicagdo continua f: B; — S, definida por

f) = {ff(%’(@), se [laf| < 1

Ent1, se l«f =1

b) Deduzir de a) e do exercicio 1V.45 que um espago topoldgico X é uma
esfera topoldgica de dimensdo n se, e s6 se, é separado e existe uma
aplicacdo continua sobrejectiva B; — X cuja restricdo a hipersuperficie
esférica S; = {x € R" | ||z|| = 1} seja constante e cuja restricdo a bola B;
seja injectiva e ndo sobrejectiva.

c) Verificar que o que se viu em b) implica trivialmente a caracterizacdo mais
geral que diz que, dado um cubo topolégico Y de dimensdo n, com bordo
O(Y) (cf. o exercicio IV.44), um espago topolégico X é uma esfera
topolégica de dimensdo n se, e sO se, é separado e existe uma aplicacdo
continua sobrejectiva Y — X cuja restricdo a 9(Y") seja constante e cuja
restricdo a Y \ 9(Y") seja injectiva e ndo sobrejectiva.

Ex IV.48 (O problema das trés casas e das trés lojas) Neste problema classico,
s8o dadas trés casas e trés lojas e pretendem-se construir estradas que néo se
intersectem ligando cada casa a cada loja. Quando se tenta resolver
experimentalmente este problema, constata-se que se conseguem tragar oito
das estradas mas, ao tentar a nona, isso revela-se impossivel (na figura 12,
notdmos x1, 9, r3 as casas e i, ys,ys3 as lojas e ndo conseguimos tragar a
estrada de x3 a y9). O objectivo deste exercicio é a prova de que o problema
é, efectivamente, impossivel de resolver. O problema pode ser colocado no
quadro de R? ou de S? mas é no quadro de S? que é mais comodo trata-lo.83

83Alias, até faz mais sentido colocar o problema no quadro de S?, na medida em que nés
habitamos na superficie da Terra.
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Figura 12

Alids, pensando na projeccao estereografica, é facil de constatar que a inexis-
téncia de solugdo no quadro de S? arrasta a inexisténcia de solugdo no
quadro de R2. Podemos entdo formalizar o enunciado deste exercicio do
seguinte modo:

S3o dados seis pontos distintos 1, 2o, 3, y1, 2, y3 €M S2. Mostrar que nio
existem aplicagdes continuas f;;:[0,1] — S% onde 1 <i<3e1<;<3,
com fij(0) =i, fij(1) =y fi;(00,1]) CS*\ {1, 22,23, 91, 52,43} €
com os conjuntos f; ;(]0, 1[) disjuntos dois a dois.

Sugestdo: Supor que existiam aplicacbes f; ; nas condicbes anteriores e
tentar chegar a um absurdo seguindo o0s seguintes passos.

a) Notemos A; ; = f; ;([0,1]) e

X=A1UA2UA3UAy;1 UAyoU Ay,
X1 =A4120UA32UAy3U A3,

X2 = ALI U A271 U A273 U Al,3y
Xz3=A11UA1UAzaUA

(cf. a figura 13 — reparar ndo estamos ainda a fazer intervir o ponto x3).
Mostrar que X, X5 e X3 sao esferas topologicas de dimensdo 1.
Sugestédo: Utilizar o exercicio 1V.46.
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Figura 13

b) Tendo em conta o teorema de Jordan-Brouwer, considerar

A componente conexa, Y;, de S? \ X1, que ndo contém yy,
A componente conexa, Y», de S \ X2, que ndo contém s,
A componente conexa, Y3, de S? \ X3, que ndo contém ys.

Verificar que Y3, Y, e Y3 estdo contidos em S? \ X e deduzir que estes trés
abertos sdo componentes conexas de 52 \ X.

c) Mostrar que os trés abertos Y1, Y, e Y3 sdo distintos. Sugestéo: Lembrar
que o teorema de Jordan-Brouwer garante que fr(Y;) = X;.

d) Utilizar o teorema de Mayer-Vietoris com suporte compacto para mostrar
que H2(S?\ X) tem dimensdo 3 e deduzir daqui que S? \ X tem 3 compo-
nentes conexas, e portanto que estas séo precisamente Y, Y; e Y.

Sugestdo: Reparar que X a a unido da 1-esfera topoldgica X; com um
1-cubo topoldégico, cuja intersec¢do com X; é um conjunto com 2 elementos,
portanto uma 0-esfera topoldgica.

e) Sendo Y; a componente conexa de S?\ X que contém z, utilizar a
aplicagdo continua f; ;: [0, 1] — S? para chegar ao absurdo procurado.

Ex V.49 Verificar que, se formos mais cuidadosos na demonstracéo de 1V.7.4,
podemos conseguir que se verifique a condicdo suplementar W N M =U
(esta condicdo ndo se verifica na situacdo sugerida na figura 11, que ilustra
aquele resultado).

Ex IV.50 Nas condicBes de 1V.7.4, sendo +: U — W a inclusdo, que sabemos
verificar ®o.=Idy:U — U, mostrar que a aplicagdo suave
to®: W — W é suavemente homotdpica a Idyy, isto é, existe uma aplicacdo
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suave H:[0,1] x W — W tal que H(0,y) = ®(y) e H(l,y) = v.
Sugestédo: Tomar

H(t,y) = ®(y) + t(y — (y)).

Ex 1V.51 Deduzir do exercicio V.50 que, se M C FE é uma variedade compacta
e sem bordo, entdo existe um aberto W de E, com M C W, tal que, sendo
t: M — W ainclusdo, cada H?(:): H?(W) — HP(M) é um isomorfismo.

Ex IV.52 Sejam E um espaco euclidiano de dimensdo n > 1, B a bola fechada,
B={zeE||z] <1},
e S C B ahipersuperficie esférica,
S={zeE|| =1}

Verificou-se em 111.8.7 que ndo existe nenhuma aplicacdo continua
f: B — S tal que f(x) =z, para cada x € S (uma retracgdo continua de B
sobre S). Redemonstrar este resultado utilizando 1V.7.10 e o facto de
H""1(B) ter dimensdo inferior ade H"~1(S).

Ex IV.53 Seja E um espago euclidiano de dimensdo imparn > 3 esejaS C F a
hipersuperficie esférica unitéria, S ={x € E | ||z|| = 1}. Seja f: S — S a
aplicacéo suave definida por f(z) = —=.

a) Mostrar que H"~'(S) é um espago vectorial de dimensdo 1 e que a
aplicagdo linear H"1(f): H" 1(S) — H"1(S) é a multiplicagdo por —1.
Sugestdo: Verificar que, quando se considera em S a orientagdo usual, f
inverte as orientacGes e lembrar o isomorfismo [: H"~!(S) — K.

b) Utilizar 1V.7.9 para deduzir que a aplicacdo f: S — S ndo é homotdpica a
Idg: S — S e proceder entdo como na demonstracdo de 111.8.9 para rede-
monstrar que, para cada aplicagdo continua X: S — F, existe z € S tal que
X () € Rz (teorema da esfera despenteada).84

Ex 1V.54 Sejam E' um espaco euclidiano e M C E uma variedade de dimenséo

m, compacta, orientavel e ndo vazia. Verificou-se em 111.8.3 que néo existe
nenhuma retrac¢do suave de M sobre o bordo 0y (M). Mostrar que nédo
existe mesmo nenhuma retrac¢do continua de M sobre 0y (M).
Sugestdo: Supor que existia uma tal retrac¢do continua f: M — O (M).
Comegar por mostrar que 9,(M) é fechado em M. Considerar entdo uma
vizinhanga tubular da variedade compacta, sem bordo, 9, (M) e ter em conta
o0 teorema de aproximacdo 111.8.6 para construir uma retraccdo suave de M
sobre 9y (M).

84As conclusdes desta alinea sao também trivialmente validas para n = 1.
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Ex IV.55 (Fibrados vectoriais de dimens&o 1) Sejam M uma variedade conexa
e ndo vazia8®, E um espaco euclidiano e (E,).cy um fibrado vectorial de
dimensdo 1, com E, C E. Para cada x € M, seja S, C E, o conjunto dos
w € E, tais que |jw|| = 1, conjunto que tem portanto dois elementos. Seja
SCMxE,

S={(z,w) e M x E|weS,}

a) Mostrar que, se o fibrado vectorial (E.),cns € trivial, entdo S é
difeomorfo a M x {—1,1}, em particular S tem duas componentes conexas,
cada uma das quais intersectando cada {x} x S..

Sugestdo: Mostrar que existe uma sec¢do suave (W, ).en do fibrado
vectorial, tal que, para cada = € M, ||W,|| = 1.

b) Mostrar que, se o fibrado vectorial (E,).cas ndo € trivial, entdo S é
CONexo.

Sugestdo: Supor que S ndo é conexo e considerar dois abertos disjuntos ndo
vazios U e V de S, com unido S. Mostrar que M fica unido disjunta dos trés
abertos My, M, e Ms; constituidos, respectivamente, pelos pontos « tais que
{z} x S, C U, pelos pontos x tais que {z} x S, C V e pelos pontos x tais
que {x} x S, tem um ponto em U e um ponto em V, e deduzir, do facto de
M ser conexa, que M = Mj. Para mostrar que estes conjuntos sdo abertos,
atender a que, tendo em conta a), para cada x, € M, existe um aberto A de
M, com zo€ A, tal que S,,={(z,w)eS|zeA} tenha duas
componentes conexas, cada uma das quais intersectando cada {z} x S,.
Mostrar que se obtém entdo uma secgao suave (W, ).ea do fibrado vectorial,

pela condigdo de se ter W, € S, e (z,W,) € U.

Ex IV.56 Sejam E um espaco euclidiano de dimensdo n >1e M C E uma

variedade de dimensdo n — 1, compacta, conexa, sem bordo e ndo vazia. Seja
W D M uma vizinhanca tubular de M, correspondente a um certo » > 0 (cf.
IV.7.5).
a) Considerar o fibrado vectorial de dimensdo 1, de base M, que a cada
x € M associa T,,(M)*, lembrando que a variedade M é orientavel se, e s6
se, este fibrado vectorial € trivial. Nas nota¢des do exercicio IV.55, mostrar
que tem lugar um difeomorfismo de S x ]0, r[ sobre W \ M, definido por

((z,w), ) =z + tw,

e deduzir que W \ M tem duas componentes conexas, se a variedade M é
orientavel, e W \ M é conexo, se a variedade M n#o é orientavel.

b) Verificar que o aberto W é sempre conexo. Sugestdo: Verificar que W é
unido do conexo M com uma familia de conexos intersectando M, um para
cadaz € M.

c) Utilizar a sucessdo exacta de Mayer-Vietoris com suporte compacto,

850u, mais geralmente um subconjunto conexo e ndo vazio de um espago vectorial de
dimensdo finita.
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relativamente & decomposi¢do de E como unido dos abertos W e E \ M,
cuja intersecgdo é W \ M, lembrando que H? '(E) = {0}, para deduzir
que, se M for orientavel, E \ M tem duas componentes conexas e, se M nédo
for orientavel, £\ M é conexo. Nota: Usando técnicas diferentes das que
temos vindo a estudar, por exemplo o grau médulo 2 (cf. o capitulo 2, 85 de
[8]), pode-se provar que, sob as hip6teses deste exercicio, £ \ M tem sempre
pelo menos duas componentes conexas. Na posse desse resultado, este
exercicio permitir-nos-ia concluir que toda a subvariedade compacta, conexa,
sem bordo e de dimensdo n — 1 de um espaco vectorial de dimensdo n €
orientavel 86

86A hipotese de a subvariedade ser conexa é claramente dispensavel, uma vez que
podemos sempre aplicar a conclusdo a cada uma das componentes conexas desta.
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