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Etracio do fasc. 1l do fomo- :":(‘jXX~V'I-,
dos
<Anais-da Faculdade de Ciéncias do Porto>

“do’ que sucede com a nogio :de radical — J, pérmite’ esta-

referéncia no §-'1 {lntrodigdo), do’ artigo por 1ds” publicado ‘ho

‘Lisboa, em Outubre'de’ 1950, ¢ publicada no tonio 1 das fespectivas Actas.
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Radical — €. Anti-radical. Ideal regular maximo
SR ' dum--anel . ;

. A) Introdugfio — A nogﬁc; de fa‘;‘c’lica_l:.;' G’; éilg;eniql_h‘énéa

belecer um teorema satisfatdrio quanto & estrutura do res-
pectivo - anel cociente. Ela foi introduzida na ‘memdria
seguinte: [16] —B, BrowN e N. H. McCov, Radicals
and, subdirect sums, dAmerican- Jonrnal of Mathematicss, .
vol. Lx1x, 1947, pégs. 46 a B5S. - L
.. 0 radical — @, dum anel &, serd designado por N on
por N (&), quando houver necessidade de pdr em evidén-
cia o anel respectivo;. representa. uma:extensdio do radi-
cal ~ J, reduzindo-se a este. em certos. casos particulares,
alguns dos quais serdo devidamente tratados.. .~
.. 0 estudo dos diferentes radicais (%) tem muitos pontos
comuns, Damos relevo aos seguintes, que serio. observados

S5 o(l) --As - irés ligdes .qile vimos' publicar nestes Anafs serviram para
Hustrar /o ‘discurso inaugiral que pronuncidmos na 1,% seccio do: Con-
gresso Luso-Fspanhol, efectuado em Mélaga, em Dezembro de 1951,
Elas constituirido’ os Capitulos xvi, xvil e xVill do livro 2 que j4 fizeimos

tomo- Xxxv, fasc, 2, 1951, desta mesma Revista, [De futuro, citaremos -
esse .artigo coin «Cap..xve]. A numeragio aqui indicada para a-Biblio-
grafia joga niio sO com a desse artigo, mas ainda com a que utilizdmos
na Conferéncia realizada no Congresso Luso-Espanhol léyado a efeito em

[ De futuro, citiremos essa conferéncia com «Cap. XIi»ou «<Cap, XIvs],

(%) Quantc a notagdes, terminologia, etc., utilizaremos as mesmas . - -
que foram empregadas nas nossas duas publicactes referidas na nota
anterior, Essas duas publicacBes, de resto, seguem jd.na linha-de ideias
do livro seguinte: (I)— A, ALmeEloa CostTa, Sistemas-hiper-complexos
e. Represenfacfes, publicacio n.® 19 do «Centro de Estudos’ Matemi-
ticos da Faculdade de Ciéncias do'Porto», 1948, 518 pdginas, .-~ .’
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& propésito do radical —- G: 1) a soma de dois ideais bila-
terais com uma certa propriedade ¢ um ideal bilateral com
g Mesma - propriedade; 2) o radical-é o conjunto nnido dos
ideais bhilaterais com aguela propriedade; 3) o anel cociente
segundo o radical néo tem ideal bilateral com a proprie-
.dade em causa (6 semi-simples) 2(M; 4) o radical dum
anel ¥, furmado pelas matrizes do grau % com elementos
. do anel 2, é 0-anel de matrizes do gran n com élementos

‘do" radical ‘de U~ (%) §5)’ um-anel ‘¢oin- elemento wim; &oma -

directa de ideais direifos: simples, tem um radical = (o).
O radical —.J afasta-se - dos radicais SR, R*, R** por
ndo ser definido em termos de nilpoténcia; 0 mesmo sucede

ao radical — @, Aparece entiio, como caracteristica comumnm, .

a seguinte propriedade: 8) o radical do ideal bilateral ay
de ©, éo0iddeal 6 N Ry , o
. Bis aqui a’ demonstracio relativa ao radica

rema 11,°do Cap, x1v, § 8, afirma-nos que oz elementos 'de

GG Ea pertencem ao radical —J; de a. Nestas condi--

¢bes; S5 6 um ideal bilateral de & composto de elemen-
108 ‘qhase-régulares, em Sy pelo que §6Ry,. Agsim, 6
beR,xNa, como se deseja. Inversamente, -consideremos
0ideal bilateral Ry, 'Nd, dé G2 B um ideal quase-regular’
em O, ‘cujos’ quase-inversos’ pertenceni a6 préprio ideal.
Mas, nesse caso, § tambdm “um ideal bilateral gquase-regn-
lar 'de a, tendose R, N'4S Ras(a), o que completa a
demonstragio desejada, 0 - vt o

. Péira fazer ‘a"teoria do radical—— @ nos termos indica-
'dos; ‘que tocam -ad propriedades 1) a 6), ngo seguiremos '[16],
onde N é considerado um cago particular dnm radical mais
geral (radical — ¥'), .em fermos.que exporemos.mais tarde.
Agqui-cingir-nos-emos ao. trabalho seguinte: [11]< B. BROWN
¢ N. H.-McCoy, The radical of a ring, ‘«Duke-Mathemati-

cal Journal»,, vol, 15, 1948, pags. 495 47499, ° -y
Comou nma. caracteristios de antieradical, fdméréindsﬂ_é
Propriédade segninte, oposta a 5):-um’anel com elemenfo
' um, soma. directa ds ideais direitos simples, é.igual ag.sen

el R R 2 -

" (4 Neste ponto, 0 radical 9 faz excepgiio; (1), pdg.9). -
(% . Esta- propriedade 36 foi- demonstrada para_o -radical— L,
[€ap: x11I;-§ 41; e para o radical — Ji [Cap. x1v;'§°3]. Ela-€ vélida para
o radical — G, que vamos fratay, = =~ ¢ oot T TR e

tragho re radical -, Dado .
b'e. R (0), como se tem (GG aSabasE R, (d); o teo-

phgsi 587 5568, . .

rican: Mathematical: Society
. ‘Veremos que se. trata dum.
- mistas. Oideal em questsio,

lado, o:ideal regular
~ou: M(@), nada tém éom’a

Sk

-radical de M, verificando

R =(0). Depois, a0 cas

alndiremps. :

temese; —a¢|(—a)xt-o

condigfio. & condigio” a-e]an
 que(b):é ideal.” .

EE e B

“{1) "Trata-se do“ideal ‘direit

representado por{axJ-x), [Cf,

anti¥adical. ‘A .noggo: de: anti-radical, a
dada na.memdria seguinte’ [2] i R, BAER,: Radical
<American -Journal of -Mathematics,:

.+ Quanto. & nogio +de idéal
encontra se-em: [12] ~B:-BROWN. e . N:-+H. McCo
‘mawcimal regular ideal of @ rinyg; «Proceedings-of:the Ame-
»yvol. d;-1950; pégs: 165 a 171,
ideal bilateral com propriedades
i com efeifo, verifica as!proprié- .
_ dades 1), 2), 8), 4) e 6), mas falha quanto a bB)."Por outro

corresponde M = (o), o, 20 cago limite

oA e

vol: LXV;

mM4ximo; que representarémos:por M,

}iier'érq.u_ia;j_ Sl

CIEE ST

- Mais precisamente ainda,

que, 20 cago. limite. &=

~ 2) O radical — G — Oomecemos por uma observaci
Da teoria do radical —.7, desenvolvida no Cap. x1v, econ-
clui-se ser condigio necessdria e suficiente, para quae

- D8Ry, que o ideal bilateral (b), gerado por b, seja
quase-regular, ou ainda: que, para cada ae (b), se
‘aelax+xf (1) Esta dltima condiglio
por esta outra: que, para cada a:6.(b),
De facto, swpondo- que, para’cads @

+; tendo sempreiem |
. whh e
‘ A

aro -

“'qute, ‘na’teoria“do radicali-
Cap. xwv,-§ 2], " 100 o

,’tra;tai#:’adianté‘, foi

-reguldr - méximo -dum -angl,

acentuaremos o cardcber antic ,

&= M, corresponde
o limite SR ;.==(0), com uma
certa. -hipétese sobre &, corresponde M=, e,
limite: M = (0), -com aquela: mesma: hipdtese,
nm ridical = J contendd determinado ideal bilateral,

1€ 80 €aso
corresponde

pode ser substituida
se tenha.aelaz—gx|,
€(d); aelantmxl,
b ouwssaela(a)ed-ahe=
=@z~ @} Visto que Aaw—n|. & ideal -direifo;;con-
cluimos ‘'z ¢ {aw— 2. Inversaments, passa-se desta 1iltima

ideals,

¢ 1943 X

9%

Y, The

a qie

tenha,

conta

J; foi
RIAFISG




--chrelto }am-—xi. R w4

obtém-se

- 0 radical =@ § ‘definido -em- [11].de. modo-anlogo.
Assnn, consideremos .0 -ideal ‘bilateral- G (a)=}a @+ |-

By asy —rese )l oonde &7, 5i6 ©; diz-se que um ele- -

mento b pertence ao radical — @, se, para ‘cada-aé(h)y.for

ae G{a). Quando um elemento a66 é tal que ae G(a),-

diz-se-que a. éiregulan— G Um ideal (direito; esquerdo,
bilateral) :chamia-se regular— @;' se todos: os.seus: elemen-
tos ‘forem regulares— &, Q.radical N, em:-particular, ¢
formado: por -elementos regulares-- . Pode tambéni obser-
var-so:quero ideal- G(a) é 0. 1deal bllateral gerado pelo 1dea1

regular — G, [11, pég. 495]. Por hipbtese, existem ele-
mentos @©,7;,8; e S tais que ¢ —d=(¢c—d)z— x4
+ .2 [ri(e — @) sy—msi}. . Tira-se daqui ¢ =[cx—2x+
+ D(ryesi— i 8:)] + [d— dm——znds;] Este 2.° mem-
bro.4 soma de :dois elementos pertencentes a G(c) de: sorte
qua o€ G(c), como 8e deseJa. L

GOROLARIO 1 —-A soma’ de a’.azs tdeats . bzlatemzs reyu--.

lares—-(} ¢. um ideal: bilateral regular— G. Sefar 0y eia,
08-dois-idenis bilaterais em:causa, o:escrevamos a=(aj,az).
Trata-ge deprovar.que cada gea éregular — G. Ponhamos
a=a;—ay, com a;€ai,(s=1,2), e tenhamos. em conta
a hipdtese de poder escrever-se a;—ay — x4 Z(ria 8i—
— i 8i). Substltumdo nesta 1gualdade al por a —l— a3,

aw—m—}—ﬁ(r,an r,s)]_..

]

Y P

0 2., ,membro pertence a. ag e & portanto, regular— G'
Assim eomo o primeiro. Visto que o termo ‘entre parentems
recto, ‘contido no- 1.°-membro,: pertence a G (2}, o teorema

i

-antenor garante que a é 1egu1ar — @, como se deseJa..

OOROLARIO 2: —0 mdzaal N é 0 zdeal bzlateml 'regular

— G, conjunto unido de todos os ideais bilaterais regulares
— . Bm primeiro lugar, o referido conjunto unido é um

~ ideal bilateral regular — @, precisaments 0 maior- ideal bila-

" teral nessas condigbes. O radmal N,.conforme.a sua.defi-
nigfo, ontd contldo nesse conjunto. umdo. Por liltnmo, nm

TEOREMA=~1 —Se c—d é 'regulwr—Gr e d\eG'r(c), ¢ é'

A_.:—ag—{—agx-i—ﬁnazs, o ,

elemento b do conJunto umdo gera “um 1deal blla.teral rsgu-

, regular——-(v‘r 0 seis correspondente aeG é regular
'e 'reaépracamente. Oomecemos por tmi observagao de

,leva a a,, G(a) leva a. G( )._ 2 {
sequencla, -a.;parte directa do teorema. fica provada
a.6.G(c ):,é aeG(a). Inversamente, 80 aeG’(a), co e-
remos um, élemento a € & que:o tenha como correspondente.

Entﬁo ae(_G(a) N}, pelo que t_z::b—i—c, com beG{a),

@-‘(a),

sim, 2—b=¢ ¢é regular —.Gy e como b

\ar‘ztemor, wm zdeal Bilateral regular——G- iem um. ideal b Ez—

" teral — G como correspondente, e reciprocamente. Esté mesmo

_rema 1 podemos “dat o segumte enunclado “ge ¢

. 'de” corolénos que “anteridriiente levaria: af
C R0l semrsunphcldade de 6 / 93** '

- aely(a) =twa =z (i s — i By,
" cago? . Vamos .ver' que’o.radical«Ny; entse; -obtido;

teorema é valido para ideais unllaterals.r

dé
quase- regular direito ‘e delecx —]—x ] quase-reqular di-

“retto. De facto, sendo c—d—]—v —l—(c—d)v’_-o, ée—d=

e gyl e c—d)v’,‘ e, portanto, ¢

+dv"). ‘Ambos o8 termos :do 2.°° :
| ex |, de soite ‘que ce}cm—]—x{ A mesma - SuCegsas
ora 26" radmal

Suponhamos que Ee parte de uma outra deﬁmc;ao de
regu_larldade—— ‘G e se considera a: reguIa i sempre que -
& ‘apenas’ nesge:
+1idén<
tico a V. Fagamos corresponder:a cada ‘o ideal. ‘bilstoral
Fila)={azx—o{ya—y+D(rsasi—ris)| e defina-
mos’ regulawdade ~Fy. pela, conchgao & eFl(a) VYale o
segumte :

..

7 TEOREMA "2: —-A nog@o-de+ requlamdader— F, & zdéntwa.

d “niogho - de- regulamdade—@r {11, pag. 497] Sem- dliwda
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que:a e:G(a) arrasta @e Fy(a) Para ge ;provar a inversa;-

imaginemos a6 Fy(a). Existird ye S tal que'a —{ya =

—yYe G(a), Serd também a”—(yag—-ya) m elemento
de G(a), o como yud—ya=yaa—ya, vé-5e que yadt —

—Jae G(a' "Deste mpdoz ag—a—]—(a”——a)eG(a). »Orai
) aeG(a); 8, assun, ag G(a), como 5o de'e_]a.‘

Na

OOROLARIO 6:2008 radioais Ny g &N sdio’ zdénizcoé
verdade, .08 dois_radicais sao idénticos ao radical’ qiie pode-
determinarse 4 custa- ddm ‘teoremia ‘obtido do- teorems T, y
subst"t uindo - G(c) por- Fi(e). Ow amda' teg
@6 ﬁentma B regulandade —‘_G‘ -

TEOREMA 8720 Yadieal = T esis’ contzdo 0o radwal N..
O radical —J 6, com efeito, um ideal bilateral composto’
de_elementos que sho regulares — @, como. concluimos, da
observaqao “feita no cumego deste § Em partlcular N con-
tém todd s nilideais. - W

E curioso observar que, S0 for an= o, a wualdade
a=a(—a—at—..,—a" 1) —(—a—a® —-..-.J—a" 1)
mostra ser de @ (a), Dum modo geral, porém, ve esorever--

—a%—l=r, tem-ge 4 =a"+ (ar—r), ou
r) o} Eteorema 1 garante-no [ue o
que a” ¢ regular— &

\, -—,*'Be 6 ¢ comuiatwo, ,tem se N f;R** B,
face, do teorema 3, bastard provar. NS Risn. Sabemos gus,.
g0 do belN, é.

= i-,;J';,i-S' (w-[— Ens,. =by—yr.onde z, 7, 55,786,
Conclufmos, pois, que;i:para -cada. beXN, é be{bz—z[
- Assim, N 6 ideal quase~regu1ar, como se quer. .

N -
by cERER S TR - poefroes sl

3 sadrre Ao -
.Como;-not Oap X1V, §..8 podem’amos pensar dado um;-
ideal: bilateral ¢, “regular — G;.em: destacar,;:sm O, 05 ideais.

- bilaterais.b-tais;que;; para ¢ada- bieh -existissem, @y 'r,, i€

satlsfazendo frglaéao de 1n01usao O

r

[} taorema 1 garantitia’send regular — G‘ de sorte qie-b
sarlae.regular—@ Uma teona de . ideais- bzlatemas quases,

b-—bw-—m—]-z(mbs,—r s;)_b(w-l— :

R 11

-'regulares—- G,, relatwamente a a, levana preclsamenta,-
radlcal <V e

_‘.‘?O teorema. 13 Cap ‘ XIII, § 4 peIo facto de GI.N ﬂa(;
ter: 1dea1 mlpotente :I:(o), permlte-nos enunclar este. ;

TEOREMA 5 —E condzgao imecessdrin e suﬁczente, Fpare
gue beN, g_rue bG"‘—'N 0. que GbCN , Resulta daguiro:
: P o s . . ,a?;:‘uf" SEg
GOROLARIO 7 S candz'ao necessarm & suﬁczente, pam;
que'Bbé N, :gite 6b6CN Sem “ddvida que-a’ conthqao 9§
necéisdria; Para  se’ yvor “que’ 4 ‘Bulicierte,” observeinos “6°
seguinte: de GHSc N ‘coniclii-se bGCN eﬁdesfsa li.ltmmat'a
re]aga.'é_ tlra -5e b eN ' R

B [11 pag 497], encontra~se wina oufsra caracter -
cio do radical N. Associemos ao elemento ae @ o idenl
bilateral H(a)—-—{z(wgay,——a:,y;)f @ definamos_regula-

- ridade — H pela’ condi¢io a6 H{a). Chamando, "i’i"'l' e
lar = H 'todo o ideal’ composto de elemento ulire
é vilido o

- TEbREMA ” .—E condzgao necessarm e. .uﬁczem’e, rara, -

- quebeN, que &b & seja regular — H. A condigio é neces-
sdria Se be N, entho, para cada. . aeShE §. a0
podendo GSCrever-se g ax — + Z: (iasi =1,
pon‘do 1,26®), tem-ge: taz—taxe—tmz—l—ﬂ(.‘rﬁ a
—tr;s z), 0.que. mostra ser. tazeE(a) 185 consequente,,
mente, - G'JaG)CH {a). Bm virtude de.se ter, conform a.
deﬁnlgao de H(a), (Sa®, H(a))=G? vése que agni
tem Ingar a 1gualdade H(g)= 2. Portanto, 6 SGbSE
=& =H(a), psra. cada aeSbS,  tendo-so, a &M (a),
como, go. afirma; na "parte do teorema. A condlqao
suﬁczente.,,‘ S, . para. cada, .ae Gb 6 é: vé.hda

H{a),,é igualmente, |

de sorte que,. pelo coroléno 7 be_l\[

Ei v’
a mclusao

‘ 0s resultados acabados de estabelecerzpermltem
trarro segumte R R LS S

. TEORBMA Ti— Q P d‘aml'N(a), do zdeal bz'fteml“aw '
3 de Sy 6. NNa, [11,;: phe. :498]... Comecemos por.werificar:
5 que;.para cada-belNNd, o 1dea1 bllateral abai-de-gyié.
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regular—~H. Fntho, como consequénoia do’ teorsina 6,
ter-se-d beN(qa), de sorte que NN a SN (a). Ora, con+

siderado b, para cada aeabaS N g, existem z,74,5;6 S

tals: gueo-a=am< a4 (r/as;rys:), pelo que; sendo

t,2ea,%50 tem taz—=tawzs—twe SR riasie~trgsis)y

A forma deste 2.° membro, visto serem arbitrdrios{,zeq,
mostra--qhe, para cada aeabaSa? &. aaaSai=H(a),

Desta sorte, 6 a6 H(a), como se anuncion. Feito isto,

temos .de provar gue, inversamente, N({a)EN.Na. Dado

como. .88 vin por mm raciocinio feito no-teorema anterior.;

a), como se tem a@dSaSabaSdN(a), o corold-.

rio 7. afirma-nos que. o8 elementos do G5 G < a pertencem.
a0. radical. N (a).Nestas condi¢bes, S5 S é.um :1deal.bila-.

teral de & composto de elementos regulares —. &, -em.

- . : - L
precisamente por serem regilares — &, em q, og referidos

elementos Assim, §be N 1.8 portanto, be NNa, como se

RIS woosage ot e B B

v

" COROLARIO & o4
(Veja-se a.nota do-finel da ‘pAg. emr que comegs 0-§ 3 do
Cap. x1iv). De facto, NAN=N, = - L

(RIS

5 R

-0 radical dum anel ¢ ‘i, ansl vaniiil,

Beja S=9%, o anel de :ma.'i_‘;rjzeg_ de gran n com  ele-

moitos,de ¥, Tem liigardste’
TR R

ERe

CTEOREMA  8: -~ B Goridigio “Wevessirii’” o Sufisiente,
PRI I YR R U R EAN Nl \ 20 Y
que wma matriz 5= (i) pertenga 4o’ radisal N'(U3); gite
os elemenios ask pertengam ao radital N (%). A eondicso s
sufitienté: X demonstragio
ot e bre dsegun}te . _‘-:. -

- LE} v—8¢ 05 elementos ‘de S
résH, oml %% matriz § ¢ rogular -1, o
Vists que wine H(alk), oo’ ay NS H(GmY: do &
qué’a relagio (Yain W, H(dsys) = U lova 4 H{aix)

= UPH (@), Adsim, para.cads’ @

) 6 aine H(an),

i

A demonstragio’ds' B. BROWN o N: H; McCoy

s 'de S =(an). o0 regula’
¢ regular-H, o A=

tendo-se au — I (xiicp'ali_'y"ilé;' — @ik Yexp). Modificando’

ligéi-fafbifenﬁé -uria notackorintrodiizids: no” Cap.: x1v,-§ 8,

designemos por Bi;[b], Cyle],... as matizeszde s

quando se colocam b,¢,... na linha ¢ e coluna j, dei-

¢

xando" zéro em “todos os ottros lugares.” Vé-se inigdiata--
ménte ‘qite B, [3]'S Cum{c] tom todos ok elsmerntos niilos;:

salvo o' elemento-(%,m), ‘que se reéduz a'b a¢s ¢: A matriz

.

 Xialring) 8 Fib gy ] = X [ming] Vunlin] tons

onde D,-como se viu, no Cap, xiv, §.3, ¢ uma. matiiz dig-:

-6 regular— @, em U, ; tendo-se, :pois,.

a teoria do anti-radical; referida.na Tnfrédugto, demonstras’

.13

mento %k @11y ikp -~ Beky Yinp 00 lughr (¢;%), sendo b
o5 "restantes elementos. Nessas condicfes, s & (X [%

STk [Yorp] = Xin [an,] Tonlyeny))=Aixlasn], o, por:.
tanto,-;S.=-.;Ei.ﬂA=,;i¢ [@:x]; on seja (numa: escrita:simplificada):
P . \', g ”',___-r NiFE w0 '-?. r T oo _::-_-" T o

»

Est_:é.},igua_ldadé?ﬁ:ostfé.- que’' 84, sfectivamente; ;re'gétil'siri
L i T T T P . P

- . Demonstrado-o-lema, tomemos B={(by), com biypeN(A)
Vamos: ver. quel.Be N(%,). Sejam X = (24), Y="_4m)
duas matrizes der &.. A matriz T—= X B[byl ¥ tem .oz

elemernitos’ fy, =w,,b,y,. Visto que A5, & regulaf — H
AT Oy Y, que 044 € reg :

(teor. 6), os elementos de 7 s todos regniares — H, de.
sorte’ qlie-o lema nos garante ser 7° fegtlar A, Visto'gue X"
o ¥ sho: qiaisqner- em Wi G By by]S 6 ‘regular —-H-
em: S, e, por-consequdncia; Byi[by5]e N.(¥i). Deste modo,:
serd: I Byj[by]==B ={(by) e N (Us);.0:que .demonstra a.
suficidneia indicada, = ..o 0T Tt
~ A condiclio -é necessiria.. Seja 8= (ai) &N (Uy).. S b
o ¢ se fixam arbitririamente em U, tem-se ‘ '

=T Bir[] 8 Can o] =(busies ..

5

gonal de, elementos diagonais iguais:a-d=ba, e, Mas D,

ular —. G, endo; D=DX XA+
+ X (E; D8; — E;8;). Igualando, por.ex., o termo (1,1
das matrizes representadas pelos dois membros, conclni-se
de @ (d). Deste modo, pois. que b e ¢ sfio arbitririos,
Waps U6 vogular — G 'y e I () como so'afirmor

e

anti-radical —Para darmos slguns detal

Ty

int hes:gobre-
os-doir teoremas prelithinares.. .-

T

rem

*'TEOREMA 9:~— Se t & ideal: diveito:minimo; ar, com a6
€ minimo ou nulo; Suponhamios ar(0).e tomemosob ewr




;

Vamos ver:que b: gerd o ideal direito et. Pondo b=a#r’,

(o%rer), o ideal direito, garado por.b contém ar@j o Mar,. -

gualquer que. seja. 0 mtelr_ m. Pode ser .7 & __(o) oun
r6_._r. Neste Altimo ‘casb, o ideal direito” gerado por, b
contém’ ar, e o ‘teorems ‘estd demonstrado. De- contré.rm,
gerido # S —(o), v:ideal: direito gerado pelé-elemento 7 &
o conjunto {mr{=r e o ideal direito gerado por b éo

con;;unto *mars—s{a mri-—ar.

'.I.‘EOREMA 10: -—Se D uma ‘somn dum NLMEro. qua?quer?-

de ideats direitos minimos dum anel &, {odo o ideal direito. L,
contido em 9y, ¢ também uma soma dum numero finito ou
mﬁmto de idedis. direitos minimos. Bscrevamos P =2, ,

onde’ os ¢, sfo-minimos. Dado b 6, ‘ponhamos b_rg-f-
o '-+rc,, onde rBerﬁ, ate. O 1deal (b)aa ger

porTb esta eontldo em (1:3,"_. S tg). “Hsta” oma’ pode retiu-;
a mimma, rB-_I- oo —[—1‘3, porl

Fr5)=(8)s 0. portanto,.
;-onde o8 rT,... 1%
:":Conclni-ge daqm que (b) o 6 nma soma directa.
finita de ideais direitos minimos contidos” em Qi Oom ’1sto"'

zu:—se a uma soma. d1recta. fi
X, ,Entao, sord, (b)d n: (rg—l—
rpt oo« =AB)a oy

certos r

gncede para cada b eS}. ﬁc"‘ demonstrado [ teorema

Q..teorema 9 leva &. conclusao de que: ¢ soma dos idenis.
dirveitos minimos dum anel ¢ um ideal bilateral. Hste ideal
foi designado por BAER, [2, pig. B44], anti-radical de: S.

B termos- mais gerais. do" que 0% assinalados ha Introdu--
, da deﬁmqa.o ‘de- anti-radical,

qﬁo, ‘resulta: 1med1atament'
gue’ nm- anel ‘soma’ direats

1gua‘ a0 seu ani.rradmal R
: s RRLINEEE RES

8 1dea115 dxre1tos sm:ples,

TEOREMA
antiradical, ¢ vélida. a igualdade 32=G8. Conforme o
teorema 10, § & soma de idesis direifos minimos. Se ¢ .for
am; tal ~¢1deal fem:se. 153, e
12 =1, vé-se que rS32, e, 86 2= (0), & rES.N Ny onde

N é-0 radical superior, [Gap X, § 5] - Asgsing, cada r.ou.

pertence a. 3% ou pertence & .intersecgio I NN, pelo que
3 =(32,3NN). Entio J2=33, visto. que; .como- al1é,s
salientaremos. no. teorema: a seguir; 6. J.(IJ NN)= (0)

—Pam todo ‘o. zdeal dzrezto S contzdo'no':

= .ou;r={(0).5Se -

Q.l

tn:a-se como cor equenclaf

m. (1), phg: 71: S0 1 (0):¥

- o % um nilideal; dlrelto, tomede ré—(a) Hm . pa.rtmular*é
_- 9& 9'1 (o) onde €N é o radieal supermr :

. R AR PP ‘5 K\}.! .

Acabamos de ver gue:o; ant: hradlcal faz parte do nieal

bllateral «que ‘6. aniquilador - esquerdo de. . Vamos premsan

um caso em que é idéntico a esse amqullador e}

segumte mteorema, provado;‘
uiiy ideal’: direito simples:

LEMA 9:—8e T & um zdeal bilateral de G ene 4 z’al
- que 2= (0), entao, 883 DR o€ wm:ddeal diveito.minimo.
entre os ideais direitos que contém T, o ideal diréito iy ou:
é mintmo em © ow é o ideal nulo. Suponhamos, com efelto,
zrE (o). - Senido zohbedny; poremos H=a¥, com
Trata-se de provar que o ideal direito gerado poi:b e_lgual
ar. Bmwirtide de.se)terier £ oy.6:2¢ Ty de: sortesgue
((r)d,%)-—r, onde (#)a!-significs o ideal: d1re1to geraclo
pelo: elemento; Resulta, emugegnida, o (#)a= w1,
tanto, @ (r)g=(27)a=(b)4pcomo se desejau:u:s

\LEMA 8~ Qupornido S/ P =C" iqual a0 sewionti-radi- -
o, gniquilador jesquerdo: £ de EI), vérifica-a condzgaa
EX; Em pumelro lugar, -como:6. Bl=21, ,onda o H
1deals dn:eltos( h sioqminimos, gerd &=3xr;

sao -Ininimos: entre o8- ideaisique. contem.’% Admmndo
que: .6 mf'])—(’b),nseré!flmf) Z.‘mr -ima ;goma: de 1deais
Lmi

'No; caso C,D ’ 92.\ o 1_'ea1mb11atera1 FL- que iyerir,
fica a relaga.o 539? = (o), satmfaz alnda a P, 6 c %
Portanto:i e : : N ;

A3 ¢ 'pma 0. gual 2doo zdeai
bilateral o+ (0) satzsfaz é zgualdade aG=a¢se, SIN 4.
tgual ao sew anti-radical, o amqmlador esquerdo de M é o

3 antz-radzcal de G (BAER, [2]) i s - Ty

4) 0 ideal regular maximo dum anel — Segmndo 0-pro--
grama elaborado . .na JIutrodugio, vamos passar 20-estudo T
do ‘ideal regular méximo dum anel, - Ve ihe b ' '




i6.

g -é wegular (1), se'existir % é e®

talique g #=a. O estudo’dos-anéis compostos: execlusiva-
ménte . de -elementosiwegulares (anéis: regulares) foi-feito:
em': [(I), phgs.:82-a’ 37 Un ideal do & serd chamador
regular, se.for composto de elamentos regulares. -'_‘ I

7 dauibe :
TEOREMA 14: ——Se a for ideal bzlateml wgular, para cada

=

a6, exise yea tal ‘que’a’y s=4" Supondo awae=a,
a 'de sorte que bastai .

(26'S), tem-26 dzaza=1azxn: _
.tomar y = ma:cea g --)_ T YT

A ordem do ideias ammcmda vai resultai dd feorema a
seguil;- gue corresponde ao;ﬁeorema 1 da.&o na, teona do
radmal—@f--‘u A

TEOREMA 15 1==8¢ gi== regular e d € 06 c, i
lar, [12, pag: 166}z, v '

-+ Pors hxpétese, tem-se ¢

3
\4 Ay

- CJOROLARIO 9:—A' soma-de dozs ideais: bzlatemzs regula-

res 6. um: ideal bzlateml regular. Se,}am a4 &0y o dois ideais"
Trafa-sze’

‘bilaterais . em ‘causn, o’ @scre vamos a-'(a” a3
de-provar® que icadd. we ' Srregular, Porhamos-a ==a;
com' ‘a,eag, (tiz=11;2); etenhamo

tanto, regular, assim como o primeiro. O teorema ant.erlor

garante que a é regular, como ée deseJa
BRI L EXLIEpr .

que representaremos por M, ou por M(@'J), como o con-
 Junio ‘dos elementos-beS: tam que, para ‘eada ae(b),
. aea@a Tem lugar, entao, B Dot A

OOROLARIO 10 —M € o zdeal Balateml regular, ab‘fziuﬂfo“-

unido de fodos os ideais bilaterais regulares. Em primeiro

:1'-

v

() "Este: vocébulo foa usado em (I) com senttdo d1ferente [(I),
pég. 147 e (1), pig. 5 .

: _.(c—-d)m(c—-’d) Tlra.-se-‘
' daqm e=dJexe—cxd=Ldxs dzd. Este 2. membro,’
em. yirtude “de.‘d :ter-ge ‘& forma.csc;- (s 6-6), pertence a.‘
cG’oa,omesmo serdizendo-degs 0 LT

1;:2}; ectenhamos’ em contd & hipbtete de’
podet’ escrever-se ‘ai = @j Eyag :‘JSubstltmndo mesta iguals
daide: 'y por a}- ay;-obtém-de —a xja ==~ a +. axyagt
-+ a; @y a+ ;21 as. 0 2.° membro pertence way 8 8, -por=’

Posto mto, daﬁnamos o ideal regular MATIMO dum anelf

a—b(tbr)+(sbt)b+nb+z(p,ba)b.(jbq >,

AR

lugar -0 referido conjunto unido. é um ideal bllateral fegu-
lar, precisamente o maior ideal bilateral nessas condicdes.
Ora M, conforme a sua deﬁmcao, estd contido nesse con-
junto unido. Por liltlmo, ant ‘elemento’ d do conjunto unido

gera. um ideal blIateral regular, pelo que pertence a. M.

OOROLARIO 11 —No homomorﬁsmo 6 6/ M—"G’
se ae@ é reqular, o seu coprespondente a' € &' ¢ reqular, e
reciprocamente. Nesto corolario, podemos substituir. M por
qualquer ideal bilateral regular. .-No corolério. 3, do’§ 2,
também N pode substltmr-se por qualquer 1dea1 bllateral

'reguIar—-G' L =

OOROLARIO 12 — No homomarﬁsmo Grv 6’ Eo corolamo

- antemor, um tdeal bilateral regular tem um zdeal bilateral

regular como correspondente, Hata mesma aﬁrmacao é véhda'
para-ideais umlaterms. :

COROLARIO 13: —O anel coazente G/M ndo lem ideal
bzlateml regular. :

Pa.ssemos 4 propriedade 6), cit'ada.n(') §1.
TEOREMA 16 -—-Pam 0 ideal ; bzlateml a, de 6 tem-se

M{a)=aNM.
De facto, a N M é um ideal bllateral de a e de &. Por

ser regular em -&, é anel regular, [ teor. 14]; e,.assim, &

regular em a. Oonclm-se anNMEM(a). Inversamente, g8

"beM(a), vamog ver que, cada ae(d), é regular, Isso

acarretard be MNa, e a demonstraqao fica complete. Como

“em [12, pigs. 166 e 167], esCIrevamos;
4_a=br'+sb—]—nb+2p,-bq,;, (r s,p;,q;eG' ﬁ.inteiro),

e, tendo em conta sei' b um elemento reg'nlar e a, ponha.—'
mos b_btb com tea Ve-se que s

¥

(LI e B sty

onde 08 parentesm contem elementos pertencentes a a.

Resulta dagui ser & pertencente ao ideal bilateral gerado
por b, ém a, e ser, portanto, regular todo o alemento
de (b), €Omo e quer. , RIS




«+.- A rvalidade .da" pr'c)p;'_iéd?a‘&q '(éL) traﬂuz-s‘é ‘ns,"? relagio !

construamos

18 h

M(%{,?) _/[M m)

Em par{ncular no ¢aso de %I sér um anel regular,

ter-ge-&. M{ )= A, M (A, ) =9, : Precisamente, comegare-
+ mos pelo lema segumte, dev1d0 8 VON NEUMANN ' '

LEMA A8 W &un anela‘egular, tem -5é- M (%[ )—QIn

ﬁA dembonstragio: de. B. BrowN ¢ N. H. MecCoy é muito

simples. Dum modo geral, se £ é nm elemento dumi " arel
qualquer -& tal que aEa_a, («e ©), poremos E=ul.

;Comecemos, entao, “por provar o lema no easo 'n-—2 Ve se
que; se for L S RESENTE

_A=( o)r ¢ A"z( a)_
Bm soguids, pata

() 53

6 B -BRB uma. matrlz do tlpo A. Fmalmente, para

. :':_c:;' (;;}:) pe (;o)

60— C8C uma mistriz do tipo B ';'Et-xtao,“ dada a matriz
“arbitrdria Ce %,, passa-se & uma matriz do tipo B, depois
a outra do tipo 4. Visto que A-é rogular, B serd regular

(teor. 15), o0 mesmo se. dizendo de €, como se deseJa

~ Passando ao caso de n ser qualquer, observemos gque,
sendo ¥ regular, sio regularss Ay, (Uy)y ="U;, otc. Entio,
supondo 27 n, basta trater o caso 2’“>n Se for Ce U,

DE)

Fa

P 00 QI - Pl= (
OO G gm assim COIﬂO

-

Tambémevéhda a igg_aldad'e_ o

-G ‘z)+f-_-fz(p: D)
N R o N

. 19

pl

Das igualdades PR

oo PFP o (00) (01)0 0)-
00} \ 0:..0)

e’onclﬁimqsi- CDC= G.- A de_mong_traqad estd ‘completada.

LTImm e T

Postd v"isﬁo, fixemos o féo’réma em ‘QQeSﬁﬁb

TEOREMA 17 -——Qualqum gus se;a 0 anel Ql & M(an)—

: -—[M {2A)]s. A demonstragio exige apenas que.se-estabe-

lega a mcluaao M(U,)E[M(A)],, visto gque a inclusio
contraria resulta fadilmente do -lema. Seja. 4- e M (%) o
ponhamos A=ARA=—ARARA. Indicando as’ fatri-
Zes pelo. seun elemento geral colocado num parentesm, sera.,
pondo amda AR T; RA =8; : ‘ .

(%)—. -—(AR)A(RA)'_TAS—("‘:J)(%)(%),
ay=x tfp ap;.sq:
ne

E

. EBlp [ti_p_] AG‘II[S‘QJ] = ( ﬂ O) P T (l)
onde 08.00: representam matnzes reetangulares convemen-
tes. O elemento geral, b, do ideal bilateral gerado por @i,
em U, tem a forma b-ra;,—[—a,_,s—]—na,,—i—ﬂpk .,j q_,c, de
gorfe que 8 . Lo

Em _w.rj;__ﬁd{é-de (l)ggmbas as maftrizes
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pertencem 80" jdeal bilateral gerado por A ‘e, por. 1sso, a
pnmelra das mesmas matrizes & regular em 2. Se for

SEEnea-cy -

'!

onde. . X 2, V. sho matrizes rectangulares convenientes,

vé-ge que bab=DH, e gue, portanto o ideal bilateral gerado 7

por a; é reo'ular. Assnn, tem-se ay; GM(QI.), como se guer.

N arla mais nos resta que acentuar o earécter ant1-rad1-

rcal de M, nos termos: assmalados na E[ntrodu(;a.o. Segmre-

mos amda [12, pé,gs. 169 & 171]

[

TEOREMA 18 L Qualguer gue se)a 0 anel 6 tem -8e
M ARz .+ =1{(0)."De facto, 'se- 4 § umi elomento. da inter-
seegho; ‘existe. me@ tal que asca_.a, arar=rcx. Se
fosse a% o0, ax seria um idempotente nio nulo pertencente
a0 radlcal—J 0 que é absurdo, [Oap XIV, corol. 8]

Conouimo 14 —Qurzndo 6 M, ¢ 9%***(0), €
quando@ %**,éM_(o) '

Deﬁuamos amquziadar dum 1dea.l bxlateral n, e repre-

sentemo-lo por a, como © con;unto -dos . elementos c}e@
tais que sa=aa=1(0). a ¢ um ideal bilateral.” R

.. CoroLArIO 15: uQualquer que seja 0 anel &, tem-se
ME ERun s RexE M, 6 por consequéncia, o ideal reyulm‘
mdimo, - de Ry, é M; e o radical—J, de M, ¢ 9'{;:*-'
Basta ter -em conta, na. verdade, que 0 teomma da M 9?

a2 \.- : '

Em _]ogo ‘com o corolé,rlo 14 devemos estudar of Cagos

limites Ryz=1(0) ¢ M={(0). O primeiro & reahzado nos-

anéis .regulares; [Cap. X1v, § 3, teor. 16], e paza esses. 6,
-efectwamente, & =M, dando-se ura rec1proca da 1 aﬁr—
macio do referido corolé,no. Qnanto 4" hipGtese M =1(o),
vamos, nas consideragBes a seguir, SUpPOT. 9'{3*—_ ok
Na 2.2 afirmagio do ‘corolfrio 14, ' roaliza ‘56 uma fal
inclusto, a qual basta para se ter M——(O) pois que, sendo
gempre M C(—){.H, 6, entdo, MER,4; e de scordo com o

teorema 18, M= (o) Inversamente, vamos mostrar que,

3

scom. 8" condigid suplementar de ser & R4y um anel ; Tegu-
lar, ‘acondi¢io -M —-(a) arrasta a inclusiio .do aniquilador
do . radical —J no proprlo radlcal Resultaré assim; 0
segumte enunclado._ _ _ s

a4

 TEOREMA’ 19: —Quando S= M ¢ 9{**—(0), e reci-
prooamenie, se & for reqular ; quando 9?** Riexs ¢ M=(0),
e, reciprocamente, se 6/%x* ¢ regular. A inversa que foi
anunmada assenta no seguinte

LEMA 5: —Se 6/‘3{** é regular, tem-se 9{** n 9{ —(0) _

'Se a. pertence a mtersecqa.o, pode ‘escrever-se- a— E Fers

. I

onda 7,756 9?**. Sendo. & '\-'6/ 9?*;,‘, 0 facto deste tiltumo
_ anel ‘ser regular implica _que o correspondente riy-dery,
patisfaz a uma relagiio 7 @; 7:=7;, pelo que existird
z;6& verificando .a ignaldade #;—r7i®iri==y;e R e
Supondo que & se reduz ar vy, vitda=r, ri =17 %,7 +
+y1)r ==r @, 77 =#&,6=0, pois y1 e @ pertencem
a0 radlcal—J Mas, n#o tendo ¢ o aspecto indicado, ou
seja, - existindo.n parcelas, a validade ds afirmagiio’ para
n—1. parcelas arrasta a validade para %, como vamos ver.
De facto. sendo , . s

n—1
—
ah 6:1 wgr‘—m'r”rn,

con

Sob esta liltlma forma, vé-ge que a é uma soma de ?i- -1
parcelas do tipo em questdo, visto que (r;m;—r,,x,,) e
6 Rygy 74 eg{**. Assm], é :4=0, ©:0 lema. esté, demons-

>

Ctrado. e o ar oo E e T R




®_ -

s _-Qu'égto a0 . téorema, est’udemps;:ém S~ G/ER*_* , 08
correspondentes dos élementos be R?, . Sendo b=>% b, por
ger regular o'snel cociente, 6 b—baxb= o, porser ¢ 1.° mem-
bro. um. elemento da infersecgio referida no lema, Isto
significs, que R, = (0), pois & um ideal bilateral regular
‘contido; ‘no” ideal’ regular miximo’ M, e este ultimo &
niilo, por hipdtese. Entdo, R, gomo nilideal, estd con-
tido 16 radical —J, e 0 teorema fica provado.” .

. Finalmente,. vamos ‘passar & propriedade oposte & D).
‘Como’ se sabe de {(I), pig. 49 e goguintes], um anel com
elemento..um. o ignal & .soma de ideais direitos.-simples :é
idéntico a mm anel semi-simples no sentido de . NOETHER.
Mas, ‘entfio; [{I), pdg. 52]; ¢ anel )
tondo-go S =M. Azgsim: -~ . "

vy Py Pl -

-+ TTEOREMA’ 20:— Um anel. com elemento um, soma directa
de: ideais divetlos simples, : é igual ‘ao- sew ideal’ reqular

o

. Quando & valida & condigio de minimo, hd identidade
entre- oy andis regulares, 08 anéis. semi-simples “noetheria-
nos © os andis semi-simples no sentido de JACOBSON,
[Cap, xiv, § B, teor. 23). Veremos, mais tarde, que hé
sinda s mesms identidade com o8 andis semi-simples no
gentido de BROWN-McCov. E sempre &= M. Esta igual-
dade nfio passa, porém, dum caso particular duma pro-
posigiio mais geral que vai ser demonstrada. ST

TeoREMA 21:— Se, num anel S, ¢ verificada a condigdo
de minimo para tdeais dureitos, tem-s¢ S= MA-M.M, como
anel, & semi-simples, em qualquer dos senitdos tndicados, e
M {lem wum. radical —J que inclui o aniquilador do mesmo

radical. Baseamos a demonstragio nos dois lemas seguintes.

LEMA 6:— 8¢ um ideal bilateral o, ‘dum anel ©, tem ele-
mento um=e, a ¢ uma componente direcia de ©. Para cada
26, tem-se ex=exe, we=exe, de sorte que ex==uxe.
“Escrévendo @ =ex+ (# —ew), aparece ©==(a,b); onde
B 670 ideal bilateral'} x —ex{. ‘A ‘goma- e quéstio 6 ‘di-
récta; visto que ex==x— el ‘arrasta ex—ex — e
Assim 6 ©=a -+ b, verificando-se imediatamente .ter-se

-

em questio.é regular, °

A

mos raxra=ra Como raxre M, o1’

b=a, 'poi: ger (m-—-em)a:a(m—-e'o:):_(o), e ser, para

aeq, a==a—eash.

LEMA T:— Os ideais de S, gontidos em M, sd@o ideats de
M; e, reciprocamente, todo o ideal de M ¢é ideal de ©. Como
a parte directa da afirmagio é imediata, vamos passar @
reciproca. Se ¢! é um ideal esquerdo de M, dado ace,
tendo em conta ser raeM, qualquer que seja re &, ponha-

membro pertence
a ¢/, 0 mesmo Be dizendo de 7@, como Se quer. o c_la.ro
que raciocinio andlogo. pode ser feito para ideais direitos.

Posto isto, passemos ao teorema. 0 lema-’? m.ostga que,’
em M, 6 vilida a condigho de minimo para ideais direitos.
Por outro lado, M ¢ anel regular. Assim, M é semi-sim-

leg. Existird elemento um em M, de sorte que, pelo lema 6,

oders pbr-se &= M-+ M. A condigio de minimo trans-
porta-se & ©/M, o, portanto, a M =& /M. O ideal regular
aximo de M 6 M N M=(o), de sorte que a afirmagao
final do teorema 19, tendo em conta ger R o radical —J,
‘de M, o ser M{Rys um anel regular, garante estar con-
tido em SR 0 aniguilador deste, considerado em M. :
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